Test B

(vybér z bobuli)

23-24. listopadu 2005

1. (4 body) Rozhodnéte, zda je funkce f(x) = log 2" +1 sud4, lich4, ...

2. (6 bodu) Pro ktera redlna ¢isla x neni funkce

9(x) = 2 |f ZSF:E”— 7
spojita.
3. (15 bodt) Najdéte podmnozinu P C R, na niz je funkce
h(z) =1-+V4+3"
prosta. Pak najdéte predpis pro inverzni funkci a urcete jeji defini¢éni obor.

4. (15 bodt) Podle definice pojmu limity dokazte, ze

lim (1 — 2z) = —1.
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Reseni B
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1. Funkce f je definované pro vSechna x € R a pro vSechna z € D(f) umime
psat f(x) = (2% + 1) - log 2. Takto mame funkci f vyjddfenou jako soucin sudé
funkce a néjakého cisla, tedy f je krasné suda.

2. Funkce g, jako podil dvou spojitych funkci, je spojita vsude, kde je definovana.
Jingmi slovy, funkce g neni spojitd pravé pro x & D(g), tj. z € {—1,7} (kofeny
funkce ve jmenovateli).

3. (i) Funkce h je definovana pro vSechna x € R a je prosta vSude, kde je defi-
novana, tedy P = R. Toto tvrzeni mtizeme ozfejmit nejméné dvojim zptisobem:
Zpisob 1: Funkce 3%, a tedy i 3* + 4, je v8ude definovand, kladna (!) a vSude
rostouci funkce. Odtud /3% + 4 je opét vSude definovana a vsude (o néco po-
maleji) rostouci funkce. Odtud —v/3* + 4, a tedy i h(z) =1 — /3% + 4, je zase
vSude definovand a vSude klesajici, zejména tedy prosta, funkce.

Zpisob 2: Dokazeme piimo implikaci h(z) = h(z') = x = 2/, pro libovolné
xz,2’ € D(h) =R:

1-VA+3"=1—4+3" =
VAi+37 =4+ 3 —

4+3° =443 =

3% =3 — gz =2/,

Ll

Uvédomte si, ze pouzivame (jinym zptisobem) stejné argumenty jako v prede-
§lém zpusobu feSeni; zejména napi. posledni implikace plati, protoze funkce 3*
je rostouci, tj. prosta.

Taky si uvédomte, ze implikace x = 2’ = h(x) = h(z’) plati trividlné a hlavné
s prostosti zobrazeni h nemé4 nic spole¢ného!

Zavér: Jesté jednou, P = D(f) = R, takze inverze globdlné existuje a v nésle-
dujicim odstavci pro ni hleddme predpis. . .

(ii) K vyjadfeni pfedpisu pro inverzni funkci, definujeme novou (zavislou) pro-
ménnou y = h(z) a snazime se odtud vyjadiit « v zdvislosti na y. Pokud se ndm
to podafi, madme x = h~!(y) a jsme hotovi. Obvykle se po¢ita takto:

y = 1—+v4+43®
y—1 = —V/443°

(y—17° = 4437
y?—2y—3 = 3°
logy(y* —2y—3) = =



POZOR, polovina pfedchozich tprav neni uplné ekvivalentni! Posledni, tj. étvrta,
prava je ekvivalence, pouze kdyz y? — 2y — 3 > 0, coz budeme diskutovat za
chvili v odstavci (iii). Zasadné&jsi neekvivalence je skryta v tpravé druhé: plati
pouze implikace y—1 = —v/4 + 3% = (y—1)? = 4+3%, ale opac¢né tvrzen{ urcité
neplati, nebot stejné dobfe mame taky y — 1 = /4 + 3% = (y — 1)? = 4 + 37!
Tusite néjaky dusledek tohoto pozorovani? Pokud ne, hledejte odpovéd v od-
stavci (iii). . .

Zdvér: V kazdém piipadé, inverzni funkce k funkci h bude (aZ porozumime
piedchozim otaznikiim) explicitné zadand predpisem h~1(y) = logs(y? — 2y — 3)
nebo, s obvyklejsi proménnou, h~!(z) = logs(z? — 2z — 3).

(iii) Defini¢ni obor funkce h~! je charakterizovan podminkou z% — 2z — 3 > 0.
Kofeny polynomu nalevo jsou ¢isla —1 a 3 a standardni avahou dostavame:
(z + 1)(z — 3) > 0 pravé tehdy, kdyz « < —1 nebo x > 3. Celkem se tedy zda,
7e D(h™!) = (—o0,—1) U (3,0), ale.........

Kuviz: Pro¢ tento zavér neni spravny?

Odpovéd: Protoze funkce h byla vude definovana a spojité (1), musi byt mnozina
H (h) vsech jejich hodnot souvisla podmnozina R. Protoze vsak H(h) = D(h™1)
a mnozinu napravo jsme pravé popsali jako sjednoceni dvou disjunktnich inter-
vald, neni néco v poradku.

Utécha: MnoZina (—oo, —1) U (3, 00) je skuteéné definiéni obor funkce logs (22 —
2x — 3) a i tento vysledek jsem v pisemce hodnotil plnym poétem bodii. Funkce
inverzni k A v8ak bude definovana pouze na jednom z téch interval. ..
Sprdvng zdvér: V odstavci (i) jsme odvodili, Ze funkce h je klesajici na celém de-
fini¢nim oboru. ProtoZe, znova, h je spojitd a D(h) = R, jsou jeji hodnoty shora
omezeny ¢islem zgmw h(z), pokud existuje, a zdola ¢islem ZILII;O h(z), pokud

existuje. Zpocitame

lim (1-vV4+3°)=1-V4=—-1a lim(1-V4+3%)=1- /00 =—00,
takze H(h) = D(h™!) = (—o0, —1).
Cwic¢eni: Druhd vétev (tj. souvisla ¢ast) grafu funkee logs (2% —2x — 3) definovana
na intervalu (3, co) pfedstavuje inverzni funkci k funkei 14+/4 + 37, kterou jsme
potkali v odstavci (ii); rozmyslete si podrobnosti a obrézek. ..

4. Oznacime k(z) = 1 — 2z a dokéZeme, Ze hodnoty funkce k konverguji k —1
pro x — 1. Nikdo nepochybuje o spravnosti tohoto tvrzeni, nebot funkce & je
v8ude spojita, zejména tedy v 1, takze lim,_,1 k(z) = k(1) = —1. Chceme tuto
rovnost dokazat podle definice limity. . .

Definice: Mame ukazat, Ze pro x dostateéné blizko 1 jsou hodnoty k(z) = 1—2z
libovolné blizko ¢islu —1. Jinymi slovy, chceme dokézat, ze pro libovolné redlné
¢islo € > 0 umime najit né&jaké (ryzi) okoli O bodu 1 tak, aby pro vSechna
x € O platilo, ze hodnoty k(z) jsou éislu —1 bliz nez . Okoli O obvykle cha-
rakterizujeme redlnym ¢islem § > 0, tj. uvazujeme O = (1 — 4,1+ 6) \ {1} =
(1-0,1)U(1,1+ ), a formélné predchozi kol formulujeme takto:

»,Pro libovolné £ > 0 nejdéte § > 0 tak, aby pro vSechna = € R platilo

0<|z—1]<d= lk(z) — (-1)] <e.“ (1)
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la %4 (x*-2x-3)
Obrazek 1: k prikladu 3

(a) Nutnou podminku, tj. nerovnost vpravo, mizeme ekvivalentné psat jako

[(1-2x)—-(-1)] < e
21—z < e

9

-1 -

e =1 < 3

Zejména tedy plati implikace |z — 1| < § = |k(z) — (=1)| < ¢, odkud je jiz
ziejmé, Ze pokud pro libovolné e > 0 definujeme 6 = 5 (nebo jakékoli ¢islo
mensi), tak tvrzeni (1) pfesvédéivé plati.

(b) Taky muzeme dlohu Fesit tak, Ze aplikujeme proceduru, kterou jsme pouzi-
vali pro (lokdlné) monotonni funkce:

e funkce k(z) = 1—2z je spojitéd a prostéd na celém defini¢nim oboru; predpis



pro inverzni funkci je

e najdou se mezni ¢isla 1 a xq, pro kterd je |k(z) — (—=1)| = ¢, tj. pro kterd
plati k(z1) = —1+c ak(zz) = -1 —¢e:

9 _
w1 =k (—14e) =S :1f§
_ 2+¢ €
ry =k (~1-¢)= = 1+3
e spocitaji se vzdéalenosti x1, 22 od 1:
€ €
=l =1 = |3 = 3
€ €
2=l =11 =[] =3
e jako vysledek se vezme mensi delta:
. €
0 = min{dy,d2} = 3

Zdvér: Af uz jsme pocitali jakkoli, pro libovolné redlné ¢islo ¢ > 0 skutecné

existuje realné 0 > 0 (napf. § = §) tak, Ze pro vSechna realna ¢isla z, ktera jsou

1 bliZ nez ¢, jsou hodnoty 1 — 2x ¢islu —1 bliz nez ¢, tedy liml(l —2z)=-1.
xTr—

Pozndmky a cviceni:

e V naSem pfipadé byl postup (a) podstatné rychlejsi nez alternativa (b), ale
obecné tomu tak nebyva. Jednak se pracuje s nerovnostmi a absolutnimi
hodnotami, jednak je casto tieba udélat néjaky chytry odhad, tj. nahradit
jednu nerovnost nerovnosti silngjsi (viz fesené piiklady ve sbirce). Celkové,
vSechny tpravy v postupu (a) byvaji dost formélni, takZe pfipadné chyby
se pak dost tézko hledaji.

e Naopak, hlavni vyhoda postupu (b) je, Ze pfimo odpovid4 nédzorné pred-
stavé, tj. obrazku. Samoziejmé, bez dodateénych modifikaci je uvedeny
postup pouzitelny pouze pro limity v bodech, na jejichz néjakém okoli je
studované funkce rostouci nebo klesajici (1), tedy napf. spojitd a prosta,

e V kazdém pfipadé se snazte podobné tlohy vzdy FesSit (a vystupy srovna-

vat) s konkrétnim obrazkem.
e V nasem piipadé, je vysledek (tj. zavislost § = 5) naprosto zfejmy uz jen
z obrézku, protoze funkce k(x) = 1 — 2z, jejiz limitu pocitame, je obzvlast

jednoducha, totiz linearni!



Obrézek 2: liml(l —2z) = —1 z ptikladu 4



