Test C

(skupina 04)

15. prosince 2005

1. (40 bodt) Analyzujte funkci definovanou pfedpisem

z(14z)
?proz<0
f(m){ e

re~ 2 prox >0

Pfitom za Uplnou odpovéd se povazuje graf popsany a sestrojeny na zakladé
feSeni nésledujicich tkold (ne nutné v tomto poradi):

a. defini¢éni obor D(f)

b. sudost, lichost, ...

c. spojitost, limity na hranici D(f), nulové body a pod.
d. diferencovatelnost, extrémy, rostoucnost, klesajicnost
e. vypuklosti, inflexni body a tecny v inflexnich bodech
f. asymptoty

g. obor hodnot H(f)



Reseni C

aktualizovano 3. ledna 2006

Funkce je definovana pomoci dvou jednoduchych funkci,

) =212 o ) = w7

1—=x

takze prirozené rozdélime nasi analyzu na dvé ¢asti. Nez tak ucinime, odpovime
aspon na to, co je ziejmé uz nyni:

a. Funkce je definovana pro vSechna x # 0, tj. D(f) = R\ {0}.

b. Dale, funkce je definovana symetricky podle 0, takze pokud by méla byt
sudé, ptip. lich4, muselo by platit fi(—z) = fa(z), pfip. f1(—x) = —fa(x), pro
vS8echna x > 0. To zfejmé neni pravda, takze funkce neni ani suda ani licha.

Nic dalsiho asi fict neumime, takze pokracujeme po ¢astech:

1. interval (—o0,0). Na tomto intervalu pracujeme s funkci

= x(1+x)

1—=x
jejiz defini¢ni obor je D(f1) =R\ {1} a ...

ci. ...protoze f1 je podil dvou spojitych funkei (polynomi), je funkce f1 taky
spojitd na celém definiénim oboru, zejména tedy na intervalu (—oo,0).

Nulové body funkce f; jsou pravé kofeny polynomu v ¢itateli, tj. ¢isla —1 a 0, z
nichz pouze —1 nélezi do studovaného intervalu. Z pfedeslych fe¢i o spojitosti
aspoil mame

Jm fz) = lim fi(2) = lim fi(2) = f1(0) = 0.

Na intervalu (—oo,0) je funkce ve jmenovateli kladné, takZze o znaminku f;
rozhoduje pravé znaminko funkce v citateli. . .
Celkem tedy mame:

e pro z € (—oo,—1) je f1(z) >0

e proz=—1je fi(z) =0



e proz € (—1,0) je fi(z) <0
e prox — 0_ je fi(z) — 0

To je taky asi vSechno, co umime o funkci f; fict bez derivovani.. .

Pruni predstava: Uz ted vSak mame docela dobrou pfedstavu o mozném/-ych
grafu/-ech funkce; zejména uz ted je jisté, Ze nékde na intervalu (—1, 0) musi mit
funkce f1 (aspon jedno) lokalni minimum! (vi kazdy pro¢?) Podobné vidime, Ze
lokalné kolem —1 musi byt funkce f; klesajici a lokalné kolem 0 (zleva) rostouct,
coz by se mélo potvrdit v nasledujicim odstavci.

d;. Dalsi kus analyzy je zaloZen na vypoctu a nasledném premysleni o derivaci
(tj. rychlosti zmény hodnot) funkce fi:

, df z+22)(1-2)—(z+22)1 —-2z)
R LS
Q421 —a2)+ (@ +a?) 1+az—-22+ax+a®
a (1—=)? - (1—=x)?
1422 —2?
(1—=x)?

Prvni jednoduché pozorovéani je D(f]) = D(f1) = R\ {1}, coz éesky znamena,
Ze funkce f; je diferencovatelné (zejména tedy spojita) vsude, kde je definovana.
Pro nés to hlavné znamena, ze graf funkce f; nema nikde zadné hroty, zobaky
a pod.

Dal, funkce ve jmenovateli je na celém definiénim oboru kladna, takze o zna-
minku a nulovosti f] rozhoduje zase jenom funkce v ¢itateli. Kofeny polynomu
1+ 2z — 22 jsou &sla 1 + /2, z nichZ pouze 1 — v/2 = —0.41 lezi v intervalu,
kde f1 analyzujeme.

Protoze funkce f] je spojita (!) na celém svém defini¢nim oboru, 1 + /2 jsou
jeji jediné nulové body a napt. f1(0) =1 > 0, mizeme udélat nasledujici zévér:

e pro x € (—o0,1 —+/2) je fi(z) <0, tj. funkce f; klesa

e proz =1—+/2je fi(z) =0, tj. stacionarni bod

e pro z € (1 —+/2,0) je fi(x) > 0, tj. funkce f; roste

e pro z € [0,00) nds to uz nezajima
Odtud je hlavné patrno, ze v bodé 1—+/2 nabyva funkce f; lokalné (na intervalu
(—00,0) dokonce globalné) minimélni hodnoty, ktera je ptiblizné f1(1 — v/2) =

dohad. Podobné, diskuzi o lokalnim chovani kolem —1 a 0 mtzeme snadno a
presvédéive ovéfit jenom dosazenim f{(—1) = -1 <0a f{(0)=1>0...

e;. O pripadné dalsi vInitosti grafu funkce f; budeme umét rict vic po spocitani
jeji druhé derivace f{, které lidové fikdme zrychleni. Ze zkuSenosti vime, Ze



funkce podobného typu jako fi jsou velmi skromné, tj. zadné zbytecné vinéni
neocekavame:

()= = e T

(2-2z)(1—2)?> - (1+2z—2%)2(1 —2)(1 — )

(1—ax)*
20 —a)P 420142021 —x)
(1—=z)*
_ 2(1-w) (I—2)+(1+22—2%))
(I—ax)
4
TP

Skuteéng, pro x < 0 je 1 —x > 0, takze f{'(x) > 0. To znamen4, ze funkce f;
nema inflexni body a na intervalu (—oo, 0) je graf vypukly jen jednim zptisobem
a to dolt. Mimo jiné nas tento vysledek znova ujistuje, ze v bodé 1 — v/2 mé
funkce f1 lokdlné minimalni hodnotu (f{(xz) =0a f{(z) > 0 = z je lok. min.).

f;. Posledni, co je tfeba diskutovat, abychom méli plnou a dokonalou predstavu
o grafu funkce na intervalu (—oo,0), je chovdni pro x — —oo. Zejména nés
zajimé, zda jsou hodnoty funkce fi; néjak shora omezné. O tom by mohla néco
prozradit limita

x + x2 1

takze funkce shora omezena neni.

Funkce sice nekonverguje k zadné realné hodnoté, pfesto se pro x — —oo
miiZze jeji pribéh linearizovat, tj. mlze existovat pfimka y = ax + b, k niz
se graf funkce f; asymptoticky blizi... To nastane pravé tehdy, kdyz existuje
limita zgmw fi(x) (nebo ekvivalentnd, kdyz mgmoo f{(z) = 0) a smérnice a pak

bude rovna tomuto ¢islu.? Alternativné lze smérnici asymptoty pocitat jako

lim £ liz) a cvicné spocitame vsechny limity, které jsme dosud zminili:
r— —00

vz

(a) Nejjednodussi ze vsech je

. . 4 4
wgr_noo (=)= zl{rjloo [(EE " 0,
takZe asymptota bude!
(b) Smérnice poprvé:
1+ 2z — 22 -1

Luvédomte si, e pro x — —oo mame neurdity vyraz typu % a ze znate aspon tii zpusoby,
jak tuto limitu fesit......
2hodnota f1(x) je smérnice tecny ke grafu f1 v bodé = a asymptota je tecna v +oo



(c¢) Smérnice podruhé:

1 -1
a= lim hi(2) = lim R =...= lim — = -1.
Tr— —0Q X Tr— —00 ]_ — X r——00 1

Hodnotu b ted ziskdme pfimo z formélniho popisu asymptotického chovéni
funkce fi, tj. ze vztahu lim (fi(z) — (ax + b)) = 0. Odtud
r——00

b= lim (fi(z)+2z)= lim x(l—l—aﬁ)—l—aﬁ(l—x): lim 2

T——00 T——00 1—=x z——00 1l —x

|
|
[
N

Dohromady, asymptota ke grafu funkce f; pro  — —oo je pfimka

y=—x—2.

g1. Uvédomte si, ze skutecné az nyni zname obor hodnot funkce f; na intervalu
(=00,0): pro 2 < 0 nabyvé funkce f1(x) vSech (!) hodnot z mnoziny

H; = [V8—3,0).

Pozndmka: Ve vSech tpravach, co jsme délali s limitami, tfi tecky znamenaji
vzdy nékterou z mnoha moznych uprav/uvah, které za cely semestr ovlddame
(viz pozndmka 1 pod ¢arou) a ani v pisemce je neni tfeba néjak zv1ast rozepi-
sovat. ..

Zaver: Vysledek dosavadniho poc¢itani by mél byt shrnut v grafu, ktery ¢aste¢né
popiSeme. Funkci f1 jsme sice analyzovali na intervalu (—oo, 0), ale vZdy méme
spocitano o néco vic, viz obrazek 1......

2. interval (0, 00). Na tomto intervalu pracujeme s funkci

12

folx) =xe™ 2,
ktera je definovana pro vSechna x € R.

cs. Na celém defini¢nim oboru je funkce fo2 spojita jakozto soucin dvou spojitych
12 . ce, s v . v ’ 2L 7
funkci. Pritom funkce e~ "2 je spojita, protoze je to slozeni spojitych funkci e”
2
a—%L ...
2

7172

Protoze e~ > 0 pro vSechna x € R, ma fukce f2 jediny nulovy bod a to 0.
Odtud pro = > 0 je fa(x) > 0 a pro Gplnost jesté dodejme

lim fa(e) = £2(0) = 0,

tedy stejny vysledek jako v odstavci c; zleva. Do celkové diskuze si tedy budeme
pamatovat, ze

lim f(z) =0.

z—0
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Obréazek 1: funkce fi(z) = 2t2)

l1—-zx

Narozdil od diskuze na intervalu (—oo,0) neumime z téchto informaci utvo-

Fit témér zadnou predstavu o mozném priubéhu funkce fs. Proto, hnani nedo-

ckavosti, spoéitdme cviéné limitu lim fo(z) a to zdmérné jesté pred tim, nez
r— 00

za¢neme derivovat!

Viypocet lim fo(x): Prox — oo dostdvame neurcity vyraz typu co-e =
r— 00

= 00-0
a jediny pfirozeny zpusob, jak takovou limitu dopocitat, je asi tento: PfepiSeme

_22 x
2 =
xe —

ez

a vyraz napravo je, pro x — oo, neurcitost typu 22 a samozfejmé vyzkousime

trik Guillauma Francoise Antoina de 1’Hospitala: Obé funkce, které v podilu
vystupuji, jsou diferencovatelné,

2\/ 22 2\’ 22
(1')/ = ]_7 (e%) = eT (%) EX



1 1
lim -=—=0
r—00 ZCG% o0
Celkem tedy plati
. . T . 1
lim fo(z) = lim — = lim —5 =0.

Disledky a pruni predstava: Prvni disledek pfedeslého vypoctu je tplné feseni
tlohy o asymptotach: protoze funkce f2 je na intervalu (0, 0o0) v8ude definovana,
jedina asymptota tady je primka y = 0.

Dalsi zavér plyne z faktu, ze fa(x) > 0 pro x € (0,00), lim, o, fo(z) = 0 a,
zejména, fo je spojitd. Odtud funkce fo musi byt v néjakém (pravém) okoli 0
rostouci, na studovaném intervalu bude mit (alespon jedno) lokalni maximum
a (aspoii jeden) inflexni bod. Vsechny tyto pfedpovédi by se mély potvrdit v
néadledujicich odstavcich. ..

ds. Prvni derivovani:

fi(@) = () e +a (6*52)' e (1 g (sz>> — e (1 a?)

Odtud zejména D(f5) = D(f2) = R, tj. funkce je diferencovatelnd na celém

22
2

svém definicnim oboru. Déle, e > 0 pro vSechna x € R, takze o znaminku a
nulovosti f4 rozhoduje pouze druhy souéinitel 1 — 2. ..

e pro z € (0,1) je f4(x) > 0, tj. funkce f5 roste
e pro z =1 je fi(x) =0, tj. staciondrni bod

e pro x € (1,00) je fi(x) <0, tj. funkce fo klesd

TakZe x = 1 je lokdlni maximum s hodnotou f3(1) = ez = ﬁ = (,6. VSimnéte
si, ze f}(x) je opét spojitd funkce a li%l f'(x) = f5(0) = 1, coz je stejnd
r—U4

hodnota, jako v odstavci dy, poc¢itame-li zleva. Pro celkovou predstavu o funkci
f to znameni, ze pfipadné dodefinice f v 0 jako

f(0):=0

by bylo nejen spojité, ale i diferencovatelné rozsireni funkce f. V obrazku bu-
deme toto pozorovani reprezentovat spole¢nou tecnou. ..

€. Druha derivace:
—22\/ _ a2 —a2 —a2
S (z) = (eT) (1-2®)+e=2 (1-2®) =e2 (—z(l—2°)—22) =e 2 z(2°-3)

Na intervalu (0, 00) méame jeding inflexni bod /3 a pfesné podle ocekavani je
V3>1...... Jednoducha diskuze o znaminku vede k zavéru:



e pro z € (0,v/3) je fJ(x) <0, tj. fo je vypukla nahoru
e pro z = /3 je f5(x) =0, tj. inflexni bod
e pro z € (v/3,00) je fy(x) > 0, tj. fo je vypukla doli

Tecna v inflexnim bodé: Nejdiiv spocteme

3

f5(V3) = —2¢73

Hedls

Nyni te¢na v (x,y) = (V3, f2(v/3)) je pfimka y = ax +b, kde a = f4(v/3) = %
a b dostaneme po dosazeni % = \;—e%\/g + b, tedy b = % (pokud pocitdm

dobte). Dohromady te¢na v inflexnim bodé je pfimka

-2 3v3
y:—eri.

f5. Uz z odstavce ¢ vime, ze asymptota pro £ — oo je primka
y=0.

Jinak y = az+0b a cviéné se kazdy rad presvédéi, ze a = lim @ = lim fi(z) =
r—00 xr—00

0. Odtud pak b = lim fo(x) =0, coZ je pravé zminovany vypocet. ..
r— 00

g2. Pro x > 0 nabyva funkce f; vSech hodnot z intervalu

H, = (0%)

Zaver: Vysledky pocitani opét zhodnotime v grafu a protoze je funkce f5 jasné
lich4, kreslime jej rovnou cely, viz obrazek 2.

Zavér. Funkce f je definovana pro vSechna x # 0, tj.

D(f) =R\ {0},

neni ani sudé ani licha a je spojita a diferencovatelna na celém definiénim oboru.
Mnozina vsech hodnot, kterych f nabyva, je sjednocenim mnozin H; a Hs shora,
tj.

H(f) =[V8~3,00).
Timto odpoviddme na tkoly a, b, g a ¢astecné c a d. Zbytek shrneme nasledu-
jicim pfehlednym zptisobem a obrazkem:

c. prvni predstava:
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Obréazek 2: funkce fo(z) = ze™

e pro z — —o0 je f(z) — oo

e pro z € (—oo,—1) je f(x) >0
e proz=—1je f(z) =0

e proz € (—1,0) je f(z) <0

e proz — 0 je f(z) — 0

e pro z € (0,00) je f(z) >0

e pro z — oo je f(z) — 0

d. monoténnosti a extrémy:

e pro z € (—oo,1 — /2) funkce f klesa



pro x = 1 — v/2 je hodnota f(z) = v/8 — 3 lokalné minimélni
pro x € (1 —+/2,0) funkce f roste

pro z € (0,1) funkce f roste
e pro x =1 je hodnota f(z) = ﬁ lokalné maximalni
e pro x € (1,00) funkce f klesd

e. vypuklosti a inflexni body:
e pro x € (—00,0) je f vypukla dolu

e pro z € (0,/3) je f vypukla nahoru

e prozr = /3 méme inflexn{ bod s te¢nou Y= Jj—sz + i’/‘é—g

e pro z € (v/3,00) je f vypukla dolt

f. asymptoty:
e pro x — —oo je asymptotou pfimka y = —x — 2

e pro x — oo je asymptotou pfimka y = 0

10



Obréazek 3: funkce f (tlusté)
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