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Kapitola 1
Neurcity integral

1.1 Zakladné pojmy a vztahy

Funkcia F' je primitivnou funkciou k funkcii f v intervale (a,b) prave vtedy, ak pre kazdé = € (a,b)
plati:
F(z) = f(z).

7Z definicie vidime, Ze pojem primitivnej funkcie je opaény k pojmu derivacie. Tento fakt vyuzivame
pri hladani primitivnych funkcii k zékladnym funkcidm.

Priklad 1. N&ajdeme primitivnu funkciu k funkcii

x v intervale (—1,1),

= z v intervale (—o0, ),

)y
)y
) y=2a", n €N v intervale (—oo, 00),
) y =2 v intervale (0, 00),

)y

1 v intervale (—o00,0).

RiesSenie:

a ) Hladame funkciu F', ktorej derivéicia je pre kazdé = € (—1,1) rovnd z. Vieme, Ze pri deriva-
cii mocninnej funkcie je vysledkom mocninna funkcia s exponentom zniZzenym o 1 a nasobena
povodnym exponentom: (z%) = az®!, pre a # 0. Z tohoto faktu dostaneme, 7e primitivnou
funkciou k funkcii y = z v intervale (—1,1) bu;ie nejaky nasobok funkcie y = 2 a po kratkom

x

experimentovani urcime, Ze je to funkcia y = %-.

b ) Kedze vsetky tivahy v rieSeni predchédzajuceho prikladu ostévaju v platnosti aj pre interval
(—00, ), rieSenim je t4 ista funkcia.
¢ ) Po tvahach analogickych ako v predchédzajucich ¢astiach dostavame, Ze primitivnou funkciou

n+1

je funckia y = ﬁbﬁ Mozeme pravit skasku spravnosti:

/

n+1 n
(w >=<n+1> e

n+1 n+1

pre vietky x € (—o0,00).
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d ) Snazime sa ndjst funkciu, ktorej derivaciou je funkcia y = % Z prehladu derivécii zakladnych
funkcii vyplyva, Ze takouto funkciou je funkcia y = ln |x|, pri¢om v intervale (0,0c0), ktory nas
zaujima tato funkciu modZzeme jednoduchsie zapisat ako y = Inx. Skutocne:

r 1
Inz) = —,
(nz) =
pre kazdé = € (0, 00)

e ) Podobnymi argumentami ako v predchadzajtcej ¢asti dostdvame, Ze primitivnou funkciou k fun-

keii y = 1 v intervale (—o0,0) je funkcia y = In |z = In(—z).

&

Poznamka 1. V predchidzajicom priklade sme nasli ku kazdej danej funkcii v danom intervale je-
dint primitivnu funkciu. V skuto¢nosti mé kazdé z tychto funkcii nekoneéne vela primitivnych funkcii.
Plati:

Ak F je primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a,b), tak aj F' + ¢, kde ¢ je lubovolné
redlne ¢islo, je primitivna funkcia k funkecii f v intervale (a,b).

Uvedens skutocnost vyplyva z faktu, Ze derivaciou konstanty je nula, a teda (F(z) +¢) = F'(z).
Doélezité je, ze plati aj opac¢né tvrdenie:

Ak F a G st primitivne funkcie k funkcii f v intervale (a,b), tak existuje redlne ¢islo ¢
tak, ze F(z) = G(x) + ¢ pre vSetky = € (a,b).

Z uvedeného vyplyva, Ze mnozZina vSetkych primitivnych funkcii k danej funkcii f v danom intervale
(a,b) je nekonena mnozina, v ktorej kazda dvojica funkcii sa v danom intervale lisi len o konstantu.
Tato mnozinu funkcii voldme neurcity integrdl funkcie f v intervale (a,b) a oznacujeme [ f(z)dz.
V tomto oznaceni je teda napriklad

23
/xzdac:§+c, c€eR.

Poznamka 2. V predchédzajicom priklade je vidiet, Ze ta ista funkcia mé ¢asto v réznych inter-
valoch ten isty neurcity integral. V takomto pripade bude neuréity integral platif v kazdom intervale,
v ktorom si prislusné funkcie definované, napr.

1
/—dmzln\x!—i—c, ceR.
x

v kazdom intervale, kde su funkcie In |z| a % definované, t.j. v kazdom intervale neobsahujicom 0.
V takychto pripadoch ¢asto vynechame interval, v ktorom sme pracovali.

Na otézku, ktoré funkcie maja primitivne funkcie (a teda neuréity integral) dava ¢iastoéni odpoved
nasledujice tvrdenie:

Kazd4 spojita funkcia v intervale (a,b) méa v tomto intervale primitivnu funkciu.

Nie vzdy vSak vieme tdto primitivnu funkciu vyjadrif analytickym vyrazom.
Priamo z definicie neurcitého integralu a prislusnych vlastnosti pre derivécie vyplyvaja jednoduché
pravidla:

Ak k funkecii f existuje primitivna funkcia v intervale (a,b), tak pre vSetky = € (a,b) plati
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(/1@ dx)' ~ (@) (L1)

Ak f’ existuje v intervale (a,b), tak

[ (2) + (1.2)

Ak maju funkcie f aj g v intervale (a,b) primitivne funkcie, tak v tomto intervale plati

[ @ £g@) do= [ f@)dax [ fa)do
[ er@) de=c [ f@)da

kde ¢ je Tubovolné realne éislo.

Obidva tieto vztahy mozno vyjadrif v jednom vSeobecnom

/(cf( ) + dg(z x—c/f dx—i—d/f (1.3)

kde ¢ a d st IubovoIné realne ¢isla.
Priklad 2. Ukazeme platnost posledného vtahu

RieSenie: Oznac¢me F' a G niektoré primitivne funkcie k funkcidm f a g v intervale (a, b). Potom
pre vSetky z € (a,b) plati

¢ [ @) du+d [ f)d=c(F@)+ o) +d(Gla) +di) = cFla) + dG(w) + ¢
kde e = c.c; + d.dy je lubovolné reédlne ¢islo. Na druhej strane tiez

(cF(z) + dG(z)) = cF (z) + dG (z) = cf () + dg(x).

Preto [ (cf(x) + dg(x)) dx = cF(z)+dG(z)+e, kde e je lubovolné reélne ¢islo, takze obidva integraly
sa rovnaji. &

1.1.1 Zakladné neurcité integrély

.....

vztahov vyplyva z analogickych Vztahov pre derivacie. Nasledujtce Vztahy platia v kazdom intervale,
v ktorom st funkcie definované.

1. [2%de =2 a+1 +c,ak a e R\ {—o0}.
2. [1dz=In|z|+c.

3. [e¥dr =¢€"+c.

4. [a®dr = {4+ ¢, ak a € (0,1) U(1,00).

5. [sinzdx = —cosx + ¢, [ coszdr =sinz + c.

(@)

. fCOSQ dx—tgx—i_c f51n12xdx:—cotgx+6.



10 KAPITOLA 1. NEURCITY INTEGRAL

1 arctgxr +c¢
. —=dr=
7 [ g de { — arccotg z + c.

8.[%211 |1+m|+

9. [ de ) arcsinx +c¢
" J Vi-a? | —arccosz +c.

10. f\/;fmzln]x—i—\/m?—i—a\%—c.

11. [sinhzdz = coshz + ¢, [ coshzdx = sinhx + c.
12. [ Cosh2 =tghz +c, Sin”il“;z = —cotghzx + c.

13. ff & do =1 |f(z)] +c.

Priklad 3. Vypocitame integraly

a) [(6x° — 223 + 1122 + 3) dx b) [ 3z2+45”+2 dz c) [(Bsinz — 2coshx) dx
d) [tg?zdx e) [cotgxdx f) [(2% —317%) dx
g) S \/5;1290—_10 h) [ 4+41«2 i J \/iwdm

RieSenie: V rieSeni budeme pouzivat zdkladné vzorce pre neurcité integraly a pravidlo (1.3).
Citatelovi odport¢ame v kazdom kroku uré¢it prislusny vzorec, resp. pravidlo.
a)
/(6x5—2x3+11:c2+3)da;:6/x5da:—2/x3d3:+11/x2dx+3/:c0d:c:

6 4 3 1 4 11
—6—72$—+11x—+3——xﬁfx—+—x3+3x+c
6 3 3
b)
3 4 2
/x+5xx+ 5/:rdx+5/x dr + - / dr =
k +4 + 2) |z| +
=1% T n|z| + c.
c)
/(3sin:ﬁ—2coshx)dx:—3cosw—25inhx+c.
d)

9 sin? z g 1 — cos? z
tg“xdr = = o2, =
cos cos

= ( 5 —1>dx:tga:—x—|—c.
cos? x

: /
/cotgzdx:/C?Sxdxz/(s{n—x)d:czln\sinaﬂ—kc.

s T ST

'Namiesto f ﬁdm piSeme tiez f %
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1\* 27 3 1\*
T _ ql-=x — T _ - - — — (=
/(2 37 ) dx /2 dx 3/(3) dx ln2+ln3(3> +c.

f)

g)
In|z + Vz2 + c.

/\/51'2—1 \/_/\/:132 \/_ | —2

h)
dr —1 du —lact +
41422 4) 1442 geerTe

i)

/Ld / arcsinzx + c.

V3 — 312 V3 m f

&

1.1.2 Cvicenia

Pomocou algebraickych tprav, pouzitim pravidla (1.3) a zakladnych vzorcov vypoditajte integraly.

1. [(32% + 22 — 1) dx. 2. [ (3% - &) de.

3. [2%(z? +1)dx. 4. [(23 +1)%*dx.

5. f%d:p 6. f&ﬁdm.

7. f%dm 8. f@dm

9. [(cosz + 2V/x3) dz. 10. | (sinx + \/%sz) dx.
1 [ (274 /1) do. 12. [ (107 + 522) do.

13. [ 5ty de 14. [ cotg® z dx.

15. [(yx +1)(z — /x + 1) dx. 16. [ 4%

17. [4273% g, 18. [ e da.

1.1.3 Vysledky

1. 23422 -z +ec. 2.—%4—%—1—0.

3.2 +% +c. 4.2 +% 1ote
5.%3+3x—1n|:c]+c. 6. 22°/x — 2x\/x + 8\/x +c.
7. %x3\/5— gx2ﬁ+2xf—2ﬁ+c.

8. 2x\/z + 6z +24\/z + 8In|z| + c.

9. sinx + %wW—FC. 10. —cosz + %arcsinx—i—c.
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11. 25 + 2z +c. 12. z + arctgz — grk1g + C-
13. (z — arctgz) +c. 14. —x — cotgz + c.

15. 22z + 2 +c 16. %arctg% +c.

17. 18. In|z + 1| + 4 +c.

1.2 Metdédy pocitania neurcitého integralu

St dve vseobecné metddy pocitania neurcitych integralov: substituéna metéda a metéda integrovania
per partes.
1.2.1 Substituéna metéda

Tato metéda je odvodend od vzfahu pre derivaciu zlozenej funkcie a jej princip je v nasledujicom
tvrdeni:

Nech F' je primitivna funkcia k funkcii f v intervale I, nech funkcia ¢ ma derivaciu v in-
tervale (a,b) a nech pre kazdé x € (a,b) je ¢(x) € I. Potom

/f((p(m)) - (x) dz = F(p(x)) + ¢, v intervale (a,b). (1.4)

Casto sa vyskytujicim $pecidlnym pripadom tejto metddy je situacia ked funkcia p(x) = ax + b je
linedrna. Vtedy go’ existuje pre vsetky x € R a za predpokladov tvrdenia plati

/f (ax +b)d —F(ax +b) + (1.5)

Priklad 4. UkéiZeme platnost vztahu 1.5.
RieSenie: Upravime integral na lavej strane a pouzijeme vztah 1.4:

/fax—l—b /fax—l—b ad:c—{w((xp?(:)cfc:b}:%F(ax—i-b)—l-c

Iné rieSenie: Zderivujme pravu stranu vztahu 1.5.

’

<(11F(ax+b) +c> = éF/(ax—l—b) = %f(aa:—l—b).a = f(ax +b).

)
Priklad 5. Vypocditame neurcité integraly
a) [ 5o57, b) [(5 — 7x)*! dz, c) [ cos2zdx.

RieSenie: Budeme pouzivat vztah 1.5.
a) V tomto priklade je az+b = 3x+ 7 a funkcia f je definovand vztahom f(t) = % Primitivna funkcia
k f je funkcia F'(t) = In |t| v kazdom intervale neobsahujicom 0. Preto plati

dzx
3:1:+7

ln\3x+7|+c
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v kazdom intervale neobsahujicom ¢islo —%.

b) Teraz je ax + b= —Tx + 5 a f(t) = t>1. Preto

1(5—17x)% (5 — 7x)*
/(5 Tx)* dx P +c 154 +c

pre z € R.
¢) Podobne ako v predchédzajucich ¢astiach dostdvame

1
/cos2xd:c: §Sin2x—|—c:sinxcosm+c, r €R.

&
Niekedy je potrebné integrovani funkciu pred pouzitim substituénej metddy upravit algebraickymi
alebo inymi Gpravami.

Priklad 6. Vypocitame neurcité integraly
c) [cos®zdx.

)f4+$2 b)f\/QdfT

RieSenie: a) Integrovana funkciu upravime

1 1 1

4+a2% 4 1+(%)?

a integrujeme (pre p(z) = 3z a f(t) = #)

11 1
4—|—x274/1+ B 41arctg2+c—§arctg2+c.
b) Integrovani funkciu upravime
1 1 1
Vo—a? 3 1 (2)2

a integrujeme (pre ¢(z) =tz a f(t) = \/1172)

= arcsm +c,

[ECRy g

pre z € (—3,3).
¢) K tprave pouzijeme trigonometricky vzfah cos?z =

/cos%z:duv—/1+C2OS2JC </1dw+/c052xdx) =

1 1 . 1 .
= §(az+ §s1n2x) +c= §(a:+smazcosa:) +c.

1+cos 2x

&

Vo vSeobecnosti je prakticky postup pri pouzivani substitu¢nej metédy nasledujtci:

1. V integrovanej funkcii hladdame taka funkciu ¢, ktora sa tam vyskytuje spolu so svojou derivéa-
ciou, alebo jej ¢iselnym nasobkom.
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2. Zavedieme nova premennu ¢, pre ktort je t = ¢(x).
3. Upravime dany inegral na tvar [ f(t)dt kde dt = ¢'(z) dz a pocitame [ f(t)dt = F(t) + c.
4. Vo vysledku nahradime ¢t = ¢(z): F(¢(z)) + c.

Niekedy, ak je funkcia ¢ monotdnna, treti bod tohoto postupu je vyhodné realizovat tak, Ze si vy-
jadrime inverznt funkciu z = p~1(¢) a (alebo) dz = (') (t)dt a dosadime do povodného integralu
(pozri napriklad integrovanie iraciondlnych funkcif).

Priklad 7. Vypoditame neurcité integraly

a) [ cos* zsinz dx b) [ -4z c) [3zva?+ 6dx

zlnz )
d) [ \/W dz f$e7_x2 dz f) 75111\1}—\/5 dx
g) | &t da h) [ e du i) [ g de.

RieSenie: a) V integrovanej funkcii sa vyskytuje funkcia ¢(z) = cosx a zéroven nasobok jej de-
rivicie —¢ (z) = sinz. (Preto neuvazujeme ¢(x) = sinz a ¢ () = cos?). Dany integral vypo&itame

preto nasledovne
t =cosx
4 . 40
/cos xsma:da;—{ d — — sin  da }—/t (—dt) =

5

t5
—/#ﬁ:—g+c:—mzm+a

b) V integrovanej funkcii sa vyskytuje funkcia ¢(z) = Inz a zaroven jej derivacia ¢ () = 1. Preto

dx t=Inzx dt
/wlnm: dt:ci_x :/7Zha\ﬂ—|—c:1n\lma:|—|—c7

xz € (0,1) alebo =z € (1,00).

)
/3x\/:1:2+6dx:{ t=z"+6 }:;/\/$2+62$d$:g/ﬁdt:

dt = 2z dx

3 1 3t
—5/““ 2

v/ t
/ ateco g$ / V/arccotg x =

14 22 1+2

{ t = arccotgx }
dt = — 182y = 12, — —dt

+c = (2? +6)% (22 4+6)% + ¢

w|co| ol

6
ts 59 £o0
— [ = [tra= g VOB
5

7—x? . 72 - t=7-a" =
/.CE@ da;—/e (xdx)_{dt:—2xdx:>xdx=—%dt}_
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1 1 1 1 2
= ¢ —_—— = —— t = —— t = —— T
—/e ( 2dt> 2/edt 26 +c 26 + c.

sinh v/z . 1 t_f

= /sinht(2dt) = 2cosht + ¢ = 2cosh /x + c.

g)
tg? d —
/ gmdwz/thx v b= tgx :/tht:
cos? x cos? x dt = COS2xdar:
t3+ tg?’x+
—4+c=—-—+c.
3 3
h)

(3%dx) =

[ iest= [ =

{ e }
p— o . d p—
dt =3*In3dxr = 3*dx = ﬁ

=" —+4+c="_""+c

Vi—£In3 I3 In3

i) V rieseni tohoto prikladu vyuzijeme trigonometrickd identitu

sin 2x = 2sin x cos x.
in 2 1
/.S;idx:/f@sinxcosxdx):
sin“x + 3 sin“x + 3

_ t =sin’z + 3 _
"] dt=2sinzcoszdx [

1
:/zdt:ln|t|+c:ln(sin2a:+3)+c

B / 1 dt arcsint arcsin 3%

&

Poznamka 3. Poucenie z predchadzajiceho prikladu mézeme volne formulovat nasledovne

Ak [ f(z)dz = F(x) + ¢, tak v prislusnych intervaloch plati

[xf(2?)de = 1 F(2?) + ¢, f@daﬁ:F(lnx)—i—c,
>— dx = F'(arctg ) + c, V- T =2 )+ c,

£( ?r:tgz dr — F f(ﬁ) d F
[ f(sinz) cosx dx = F(sinz) + c, f J;)tsg;; dr = F(tgz) +c.

Dalsie podobné vztahy si ¢itatel moze odvodit sam.
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1.2.2 Cvicenia
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Pouzitim algebraickej upravy (ak je potrebna) a substittcie linedrnej funkcie vypocitajte integraly.

19.

21.
23.

25

27.

28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

[ sin 3x dz.
[e372% dx.

[(4—7x)dx.

=

rdx — 2
f\/m, t=ux°—4.

CcCos T o

Tiomz t =sinx.
[ Vcos? xsinxdx, t = cosz.

[ ze®” dx, t = a2

dx
zlnx’

[ 2*V23 + 1daz,

| w1

t=Inx.

=23+ 1.

t
_ vz
= ¥Z,

f z dx t:a:Q.

1+z%>

dx
er—17

[ VA g

1+e2%

x
fx\/m’

zdx _
vt

[ V4z — 11 dx.

f 4—|—z2

t=c¢e

t = arctge®.

t=1

T

vVa+ 1.

[10x(x? + 7)* dx.

2
[ sin® z cos z dz.
d
f:v2+2351:+2'
=3 et dx.
flnTxd:v.

20.

22.

24.

26.

40.

42.

44.

46.

48.

50.

52.
54.

53:1:

[ 3z —2dx.

f cos2 5z °

f x2+16

Pouzitim naznacenej substitiicie vypocitajte integraly.

Pouzitim substitu¢nej metédy vypocitajte integraly.

6 dx
5—3z"

dx
| GatsF-
f zdr
V3—x2’
fx\5/4 — 2% dx.

f \/2+cosx

f \/4zf4ax2'

[(z +2)e™" T47=5 gy
f cos(lnx) d.

T
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55. [ e gin 2z dur. 56. [
3 to2
57. [ Y5 dw 58. [
21‘
d
61. [ (sz)“;rctgz. 62. [
1.2.3 Vysledky
19. —%cos3z +c. 20.
21. —3e37 7 4 ¢ 22.
(4=T7x)'?
23. — =< +ec 24.
25. arcsin § + c. 26.
27. V2 —4+ec. 28.
29. —%\/cos5 T+ c. 30.
31. In|lnz| +ec. 32.
33. arctg @ + c. 34.
35. Inje " — 1| + ¢ 36.
37. arccos % +c. 38.

cotg \/T
= du.

Jz
dx

sin® z\/cotgz—1"

60. [ = du.

3dx

zv/1-Inz '

—1In[3z — 5|+
13z —2)VB3x —2+c.
%tg5x+ c.

i arctg 7 +c.

In|1+sinz| +ec.
2
e’ +ec.
(z3+1)3 +c.
arctgm2 + c.
Varctg3 e? + c.
(x+1)3 =2z +1.

WIN WIN NI O NI

17

Vo vysledkoch nasledujicich cviceni je este pred vysledkom uvedené substitiicia, ktorou je mozné

integral riesit.

39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

t=dr—11, I =L /(dz =113 +c.
t=5—3z, I =—-2In|5—-3z|+c.
t=4+2% [ =24+ 22| +ec
t=2x+3, I:m—l-c.
t=2*+7, I=*+7)5+c
t=3—22 I=—V3—22+c
t=1+a5, I:%arctgx?’—i—c.
t=4-—2% I:—%{’/m+c.

t=sinz, I = %sin7x+c.

t=24cosz, I =—2/2+cosz +c.

t=x+1, [ =arctg(z+1)+c.

t=2x—1, I =1Larcsin(2z — 1) +e.

1
t:%, I=—ex+ec
2 2
t=ev TS [ = Lem TTT5 4 ¢
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53. t=Inz, [ = %ln5x—|—c.

54. t = sin(lnz), I =sin(lnz) + c.

55. t = e [ = —ecos"T ¢

56. t = sin\/z, [ =2In|sin\/z| + c.

57. t =tgz, I =2tgbz +c.

58. t =cotgx, I = —2¢/cotgx — 1 + c.
— — in 2%

59. =27, [ —aein2’ |

60. t=4+¢" I =e"—4ln|d+e"| +c.

61. t = arctgx, I = In(arctgz) + c.

62. t=1Inz, I =3arcsin(lnz) + c.

1.2.4 Metdéda per partes (integrovanie po Castiach)
Tato metdda je odvodend zo vzfahu pre derivaciu stc¢inu funkcii a spociva v nasledovnom:

Nech funkcie v a v majua derivacie v intervale (a,b). Potom

/ul (x)v(z) dz = u(x)v(x) — /u(x)v/ (x) dx (1.6)
v intervale (a, b).

Ako je vidiet, metéda sa pouZiva na integrovanie st¢inu funkcii. Jednu z nich zvolime za v/, druht
za v a vypocet daného integrélu prevedieme na vypocet iného integralu. Pritom za funkciu u(x) volime
, v . v . e 2 . .o /
Tubovolni (¢o najjednoduchsiu) primitivnu funkciu k funkeii u ().

Priklad 8. Vypocitame integraly
a) [xe®dx b) [223Inzdx c) [ 3z cosbxdx.

RiesSenie: a) Ide o integrél suéinu funkcii y = 2 a y = *. Mame dve moznosti ako pozif metédu:

alebo

u =

Po dosadeni do 1.6 dostaneme v prvej moznosti integral [ %269” dx, ktory je este zlozitejsi ako pévodny,
pouzitim druhej moznosti dostaneme jednoduchy integral [ e® dz.

! __ x —
/xexdacZ{ Z;:’” Z/_:ai }erx—/ex.lda::

=xze® —e"+c=(r—1)" +c.
b) Znova mame dve moznosti volby:
w =223 v=Inz v =Inzr v =213

alebo
=1 u =" v = 62
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Pri druhej moznosti je v tejto chvili obtiazne vypocitat aj funkciu v = [Inzdz (pre rieSenie pozri

poznamku na konci tejto ¢asti a tiez Cvicenia), preto zvolime prvi moznost:

=923 p=
“ 34: v=Inz }:xlnx—/daz:
2 x

223 Inx de =
/ { u=% =1 2
4 4 4
x x
zjln:p—f/f’dx: —Inz — — +c¢

¢) Z dvoch moznosti zvolime nasledovni (odportacame éitatelovi skusit druht moznost a porovnat):

sin bx

dxr =

u = cosbr v=3x 3 .
/3xcos5xd3¢—{ u:Sin;z o — 3 }—ga:s1n5x—/3 3

3 3 3 3
= —zxsinbx — 5/Sin5mdm = gz‘sin5m+ 2—56055x—|—c.

&
Ako volit funkcie v’ a v v metdde per partes, ak chceme byt tispesni?
1. Nemal by byt problém vypocitat funkcie u(z) = ['(z)dx av'(x).
2. Integral [w(z)v'(z)dx by mal byt Tahsi ako povodny integral.

V dalsom priklade odporicame ditatelovi preverif spravnost volby funkcii v’ a v

Priklad 9. Vypocitame neurcité integraly
b) [ 5xcosh § dx c) [arcsinzx dx

e) [(x% 4 2z —1)sin 3z daf) [23472 dx
i) [sin(Inz) dx.

a) [x arctgxdx

d) [(2z + /x)Inzdx

g) [e Tsinzdx h) [ cosx sin 3z dx

RieSenie: a)
W=z v=arctgw x2 1 x?
/ZL‘ arctgx do = uz% U/:1+1$2 :?arctgx—§/md1::
2 2 2
x 1 f142°-1 z 1 dz
:7arctgx 3 e da:z;arctg:v—§</1dx— m):
2
1 1
:%arctgx—§(:z—arctgx)+c:5((x2+1) arctgx—x)+c.
b)
x v =coshZ v =bhx
Y de — 2 —
/55”0051126[“7 {u:2sinhg v =5 }

— 10z sinhg _ 10/sinh % dz = 10z sinhg — 20 coshg te

c) V tomto priklade nejde o integrdl saéinu, avsSak integrovani funkciu moézeme vyhodne zapisaft
v tvare sacinu arcsin x = 1-arcsin «! Pri poc¢itani obdrzaného integralu pouzijeme substitu¢nii metédu.

Odporucame citatelovi premysliet si detaily.
1

/arcsinxd:c:{ w—1z o —
- T V1-22

v =1 v=arcsinx }
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20
. / T d (t=1—x2) . Jr1 dt
=zarcsing — [ ———=dx =" "zarcsinz+ - [ — =
Vioa? 2] Vi
=zarcsinz + V1 —22+¢, z€(-1,1).
d)

4
— 2 3x3 r_ 1
u=2x +—4 v_at

4 4

3 3\ 1
:<x2+323)lnx—/<x2+3zg>;dx:
(42 o oo [ -
= |z 1 x vde — 7 [ @3 =

3/ 1 2 2
:<$2+3\fc_>lnx—x——<§) Vit + ¢ =

1 3 3
:xQ(lnx——>+—(lnm—Z)\?/x_4+c.

2 4

e) V tomto priklade budeme musief pouzit metédu per partes opakovane dvakrat.

wW=2zr4+¥r v=hz
/(Qx—l—%)lnxdx:{ " }

. 2
2 v - w=sindr v=z"+2r—-1 |
/(33 + 2z 1)Sm3xdx_{ u=—%cosdx v =2x+2 -

1 2
= _5(124-21:— 1)0083m—|—§/(m+1)6083$ dx =

W =cos3z v=x+1 |
uz%sin&’r v =1 o

1 2 /1 1
= —§(x2+2m—1)cos3x+ 3 <3(1:+1)sin3:c— S/Sin3:cdx> =

1 2 (1 1)\2
:—g(:c2+2:c—1)cos3x+§<§(aj+1)sin3x+<§> cos3ac>+c:

2 9 11 2
_<_x_:z:+ Cos31’—|—§(x—|—1)sin3$+c.

f) V tomto priklade musime pouzif metédu opakovane trikrat. Volbu «’ a v vyzna¢ime len prvykrat
a nechame na ditatela doplnenie dalsich. Z technického hladiska je vyhodné prepisat funkciu 4~ 2 =

)= (1)
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S 3 a2y 2 [ 2(3) 1 /1\"
=———\z) +t7—=|—-77=l3) t—=|— - 513 +c=
In2\2 In2 In2 \2 In2 In2 (In2)2 \ 2
__(1)9” x_3+ 3z? L e 6 ),
—\2 In2  (In2)2  (In2)3 (In2)4 ‘
g) V tomto priklade pouzijeme metédu dvakrat, ¢o ndm umozni vyjadrit hladany integral pomocou

neho samého. Z obdrZanej rovnice ho potom vypocitame. Poznamenajme este, ze v tomto priklade
obidve volby funkcii u’ a v vedi k rieSeniu.

/ s —
o u =sinz v=e _ .
e “sinxdr = ) _» ¢ =—€ “cosx— [ e Pcosx =
u=—cosz v =—e

!/ —T
v =cosx wv=e _ e . .
:{ / —x }Z—e Tcosx — <e xsmx—i—/e xsmxd:c) =

u=sinr v = —e
= —e “(cosx +sinx) — /e*”‘“ sinz dz.

Ak oznaéime hladany integral symbolom I = [ e~ *sinz dz, tak sme dostali rovnicu [ = —e~*(cosz +
sinz) — I, z ktorej vypocitame

1
I= —§e’z(cosx +sinz) + c.

h) RieSenie tohoto prikladu je podobné predchadzajicemu.

) u =cosx v =sin3x
cosxsin 3z dx = . / =
u=sinx v = 3cosdx

=sinxsin 3x — 3/sinxcos3xdx = {

u =sinz v = cos 3T B
u=—cosz v =—3sin3z

= sinz sin 3z — 3(— cos x cos 3z — 3/cosxsin3$ dx).

Po uprave, pri oznaceni I = [ cosz sin 3z dz, dostdvame rovnicu
I =sinzsin3x + 3 cosz cos 3z + 91, ktorej rieSenim je

1
I= —g(sinxsin3a:+3(:osxcos3a:) +c.

/sin(ln:c) dx = { w=1 v=sin(lnx) } =

u=z v =cos(lnx)

8=

! —
= zsin(lnz) — /cos(lnx) dr = { Z__; ,U = cos(lnz) 1 } =

v' = —sin(lnz)

= zsin(lnz) — <a: cos(lnzx) + /sin(ln x) dm) :

Po uprave, pri oznaceni I = [ sin(ln z) dx, dostdvame rieSenie

1
I= % (sin(lnz) — cos(Inz)) + c.
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&

Poznamka 4. Ako sme videli v ¢astiach c) a i), metédu mozeme pouzit aj vtedy, ak integrovand
funkcia nie je stuc¢inom dvoch funkcii. Vtedy za druhy ¢initel povazujeme konstantu 1. Podobne sa
riesia integraly

/ln:r dzx, /arctgxda;, /arctgazd:v, /arccosa;dx.

V castiach g), h) a i) sme videli, Ze niekedy po pouziti metédy nedostaneme jednoduchsi integral,
ale podobny pévodnému. Po opakovanom pouziti metddy vyjadrime pévodny integral pomocou neho
samého a z obdrzanej rovnice ho vypocitame.

Zaver:

Metédu integrovania per partes pouzivame pri integaloch typu [ P(z)f(x) dz, kde P(z) je mnohoclen
(modze byt aj P(x) = 1!), pripadne raciondlna funkcia a f je trigonometrickd alebo transcendentna
funkcia (exponencialne, logaritmicka, cyklometrickd alebo hyperbolickd). Pritom volime:

1. v/ = fav = P, ak f je trigonometrickd, exponencidlna alebo hyperbolick4 funkcia a postup
opakujeme n- krat, kde n je stupenn polynému P.

2. v = Pawv = f, ak f je cyklometrickd alebo logaritmicka funkcia. Dostaneme tak integral
z racionalnej alebo iraciondlnej funkcie. Pre ich vypocet pozri nasledujicu cast.
Cvicenia
Pouzite naznacenie metddy per partes na vypocet integralov.
63. [Inzdx, =1 wv=Inuz.

Inzdz ;1 _
64. f$—27 u = 72 v=Inwx.
65. [z cosxdr, u' = cosw, V=2
66. [ze 2% dz, u =e 27, v =T.
67. [arccotgxdx, u =1, v = arccotg .
T ! _ 1 —
68. [ S da, u = 5 v = .
T COoST !/ __ cosx —
69. [ 557 du, u' = 5T v =1
70. [z sinhzdz, u' =sinhz, v=z.

71. [V1— 2% dz, u =1, v=+v1-—22

72. [wtg?xdx, o = tg?z, v =1

Pouzitim metddy per partes vypocitajte integraly.

73. [zlnxd. 74. [zsin3zdx.
75. [5re 4 dx. 76. [zarctgxdr.
77. [arccoszdx. 78. [z coshzdx.
79. [(2z + 1) cos(§ — 5x) dx. 80. %‘ff;.

81. [ th;“d:):. 82. [4x3In(a%)dx.
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Opakovanym pouzitim metddy per partes vypocitajte integraly.

83. [z%sinzdx. 84. [ " cos2zdz.
85. [(x? + 5) cosz du. 86. [ x?sinhxdz.
87. [(z% — 2z + 5)e * dx. 88. [zIn®2zdx.
89. [In?zdx. 90. [ e >*sin % dx.
91. [sin(lnz)dz. 92. [z2e3® dx.
93. [(2? + bz + 6) cos 2x dx. 94. [23coszdx.

1.2.5 Vysledky

63. zlnx —x +c. 64. —thx—%—i—c.

65. xsinz + cosz + c. 66. —%a:e*%” — %6*2‘” +c.

67. xarccotgx + %ln(l +2%) +c. 68. —zcotgx + In|sinx| + c.
69. —5 -5 — %cotgx—kc. 70. xcoshz — sinhz + c.

71. 1 (zv1— 22 + arcsinz) + c. 72. xtgm+ln]cosx|—%+c.

Vo vysledkoch nasledujtcich cviceni je este pred vysledkom uvedend volba funkcie u’ v metéde per
partes, ktorou je mozné integral riesit. Funkciu v si ¢itatel doplni.

73.u =z, I =12%lnz— 2% +c

74. v =sin3z, [ = —%xcos?ﬂ:—i— gsin3z +c.

75. 0 =e %, [ = —%xe dr _ 1—56674”34-0.

76. v =2, [ =% arctg:c———i—%arctgm—i—c.

77. v =1, I = xrarccosz — V1—22+e.

78. ' = coshz, I = xsinhx — coshx + c.

79. v/ = cos(§ — bz), I = —2H sin(% — 52) + Z cos(§ — 5z) +c.
80.u =57 T=— xl‘?l; 1‘1 z5 +ec.

81. v/ —\/—, I=2y/xlnz —4/x + c.

82. v =4z3, I =5zt lnw—%aﬁ‘l—kc.

2cosz + 2xsinx + 2cosx + c.

83. v/ =sinz, I = -z
84. v/ je jedno, I = %(cos 2r + 2sin2x) + c.

85. u' =cosz, I = (2% +3)sinz + 2xcosx + c.
86. v/ =sinhx, I = (22 + 2)coshz — 2zsinhz + c.
87.u =e % I =—e*%+5)+c.

88. v =z, I =32?(Inx —Inxz) + 122 +c.

89.u' =1, I =zln’z—2zlnz + 2z +ec.



24 KAPITOLA 1. NEURCITY INTEGRAL
90. v’ je jedno, I = —%6*2:”(
91. v/ =1, I =% (sin(lnz) — cos(Inz)) + c.

92. u' = ¢, [ = 97 (922 — 62 +2) + c.

93. v =cos2z, [ = 25"2%40“11sin2:1: + 2255 cos 22 + c.

94. v/ = cosz, I = (3 — 6x)sinz + (322 — 6) cosz + c.

I 1 x
sin § + ;cos 5) +c.

1.3 Integrovanie elementarnych funkcii

1.3.1 Integrovanie racionalnych funkcii

Zopakujme, Ze racionalnou funkciou rozumieme podiel dvoch mnohoclenov.

Integrovanie mnohoclenov
Postup pri integrovani mnoho¢lenu vyplyva zo vztahu (1.3) a integralu mocninnej funkcie.
Priklad 10. Vypocitame [(5z7 — 122 + 322 — 9) du.

Riesenie:
/ (527 — 1223 + 32% — 9) dx =

:5/1‘7d$—12/x3dx+3/a:2dx—9/1dx:

:§x8—3x4+x3—9x+c.

[ )

Integrovanie rydzo racionalnych funkcii

Kazda rydzo raciondlnu funkciu moézeme vyjadrit v tvare suctu elementarnych zlomkov ([H|, cast
6.4.2). Preto k integrovaniu rydzo racionalnych funkcii sta¢i vedief integrovat vsetky Styri typy ele-
mentarnych zlomkov.

a) Integrél prvého typu zlomkov prevedieme jednoduchou tpravou na zékladny integral:

. dt
/ . dx(t iT)G/TZaln\t\+c:aln]a:—r]+c.

x—r
)
Priklad 11. Vypocitame [ ﬁdm.
Riesenie: ,
3 3 [ de (=e-2) 3 2‘
doe = —— =" —Inlz— = .
/2—5339” 5) x-2 e R

&

b) Integral druhého typu zlomkov riesime analogicky. Pre n > 1

a (t=z—r) / _n t—nHl a
—d = tT " dt = = .
/(33—7")" ? ¢ R S R TS T
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Priklad 12. Vypocitame [ ﬁ dzx.

/(2x+34d$_8/24(m+%)4 = rtas

RiesSenie:

1 ! + SR +c.
2 -3 6(x+ 3)3
&
c) Treti typ zlomku x;f];;iq, kde p? — 4q < 0, integrujeme nasledovne:

1. Algebraickymi tpravami rozdelime zlomok na dva zlomky, ktorych menovatele st zhodné s me-
novatelmi pévodného zlomku. Citatel prvého je linedrna funkcia, ktord je ¢iselnym nasobkom
derivicie menovatela a Citatel druhého je ¢islo:

ar +b _ 52z +p) -2
22+pr+q 22+pr+q 24pr+q

2. Prvy zlomok integrujeme nasledovne:

/ 52z +p) i (t=a>+pr+q) @ dt

l
P ——— 5 n(z? 4+ pz + q) + c.

Preco netreba v poslednom logaritme pisat absolitnu hodnotu?

3. Integral druhého zlomku tpravami a substiticiou prevedieme na [ %

Priklad 13. Vypocitame integral [ % dzx.
Riesenie:
1. Najskor upravime integrovany zlomok na sucet dvoch zlomkov s popisanymi vlastnostami
3z —1 32z +4) -7
= + .
22 +4r+10 22+4x+10 22 +42+10

2. Pocitame prvy integral

2 +4 (t=22+4z+10) 3 [dt 3
dz e S B N
2/x2+4x+10 2/t gl +c

= 5111(:52 + 4z +10) + c.

3. Pocitame druhy integrél

/——7d$__7/d7x__7/d7x_
2 +4r4+10 2 +4x +10 (r+2)2+6

T dr  =%2) 7 [ Vedt
I A
(28) +1
7 7 T+2
= ———arctgt + ¢ = ——=arctg ——— +c.

V6

Vysledok je suc¢tom obidvoch integralov:

V6 V6

T+ 2

Ve

3z —1 3 7
/xid 21 n(z? + 4z + 10) — arctg +ec.

22 + 4z + 10 NG
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&

d) Integrdly zo zlomkov Stvrtého typu ( az+b pre n > 1 sa pocitaju zlozitou rekurentnou

z?+pr+q)"
metédou. Pre vysledné vztahy pozri [E], ¢ast Integrovanie racionalnych funkeii.

Priklad 14. Vypocitame integral [ % dz.
Riesenie: Ulohu budeme riesif v niekolkych krokoch.
1. Integrovanua rydzo racionalnu funkciu rozloZime na elementarne zlomky

43 — 1422 + 282 — 7 2 5 2x — 3

(x —2)2(22 — 22+ 5) :c—2+(:c—2)2+x2—2x+5'

2. Integrujeme prvy integral

2
/ dex =2ln|x — 2|+ c.
T —2

3. Integrujeme druhy integral

/ 5 de = — > +c
(x—2)2"" xz-2
4. Podobne ako v predchadzajicom priklade integrujeme treti integral. Podrobnosti nechame na
Citatela.
2z —3 2z — 2 1
[y o= - d =
22 —2x+5 22 —2xr+5 22—-2x+5

1 dx

1
(222) +1

1 -1
=In(2® — 2z +5) — 3 arctg <$T> +ec.

5. Scitame vsetky vypocitané integraly

€T =

/ a3 — 1422 + 282 — 7
(x —2)%(22 — 22 +5)

5 1 -1
:2ln|:v—2——2+ln(:v2—2:n+5)—§arctg<m2 )—I—c.
x_

&

Integrovanie racionalnych funkcii
Pri integrovani raciondlnych funkcii vyuzivame znamy fakt (pozri [H]):

Kazd4 racionélna funkcia sa d4 vyjadrif ako sti¢et mnohoclena a rydzo racionalnej funkcie.

» o’ . , 8 6 4 3 2_
Priklad 15. Vypoditame integral [ &-+1lz +15x£_?;a§£12x 182427 1.
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RieSenie:

1. Dant raciondlnu funkciu rozloZime na sticet mnohoclena a rydzo racionélnej funkcie. Rozklad
menovatela na sucin je z3(x2 + 9). Dostavame

a® + 1120 + 152 + 323 + 1222 — 18z + 27
x5 + 9z3 B

L agesl 2,3 425
- x x2  x3 2249

2. Integrdl mnohoclena je jednoduchy [(z2 + 2z)dx = % + 22+ ¢

3. Integraly prvych troch zlomkov st jednoduché, integral posledného je

4z —5 2z dz 9 5 T
/x2+9d:v=2/x2+9dm—5/x2+9:21n(m —|—9)—§arctg§+c.

4. Vysledok je stic¢tom vsetkych integralov

/as + 1125 + 152* + 323 + 1222 —18l‘+27d
x5 + 93

4 2 2 3 2 5 x
:Z—i—x +ln]w\+5—ﬁ—21n(x +9)+§arctg§+c.

&
Cvicéenia

Vypocitajte integraly rydzo racionalnych funkcii.

95. [ . 96. [ ¢

97. [ o 98. | GG raEE-

99. fHH 100. f%d

101. [ 25— 102. [ 3.

103. [ s da. 104. [ 45—
Vypocitajte integraly racionalnych funkcii.

105. [ =549 gy, 106. [ 55242 da.

107. [ % 108. [ 2 da.,

109. [ 122D de. 110. [ -2 da.

111, [ % 5 du. 112. [ 225 da.
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Vysledky

95. JIn| 25|+ c. 96. In \/|253] +c.

97. ln|x|—%ln(m2—|—1)—|—c. 98. %ln % +c.
99. L +1n| 2| +c. 100. In |t G40

101. arctg “”—‘H + c. 102. \/— arctg (\/gl') +c.
103. L1n SEL + % arctg 25\”/_51 +c.

104. 5 In 2+;+1 \}g arctg 2%1 + c.

105. z +3In|z — 3| — 3In|z — 2| + ¢
161

Va(z—4) 6

(z—l)%

106. 5z + In + c.

107. x + 3In(x? — 62 + 10) + Sarctg(r — 3) + c.

108. 2+ 1In| 2|+ c.
_ 2 2z+3
109. 2 — 2In(2? + 3z + 4) + ﬁ arctg =22 + c.

110. z + §In |1

‘— %arctgaf;—i—c.

1
111. —m + c.

112. z +1n Y 9\0920|+1 +c.

1.3.2 Integrovanie trigonometrickych funkcii

.....

volnej raciondlnej funkcie z funkcii sin a cos, t.j. funkcie obsahujtcej algebraické operacie (sc1tan1e,
od¢itanie, ndsobenie a delenie) a funkcie sin a cos (a teda aj tg a cotg), méZzeme pomocou substiticie

t:tg%, $E(—7T,7T);

previest na integral z racionélnej funkcie. Postupujeme pritom tak, Ze vyjadrime inverznu funkciu, jej
diferencial dz a tiez funkcie sinx a cosz s pomocou premennej ¢

2dt . 2t 12
r = 2arctgt, dr = ——, sinr = —, cosT = .
1+1¢2 1+ 2 1+1¢2

Priklad 16. Vypocitame [ %+Egi dx.

Riesenie: Skor nez za¢neme poditat, uvedomme si, Ze llohu moZeme riesit v l’ubovol’nom intervale
v ktorom je integrovand funkcia definovana, t.j. v fubovolnom intervale (—3 + kn )+ km alebo (
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km, 5 4 km), k € Z. Integral upravime a prevedieme spominanou substiticiou na integral z racionalne;
funkcie.

__cosxr — dﬂ? —

cosr—sinx sin x cosx — Sinl’
Cos T

1+t2+1+t2 2dt _/ 212 — 4t — 2 .
(

1—¢2 2t 2 2 2 _
_1+t2_1+_t21+t t —|—1)(t + 2t 1)

1 +tgx _/ CO”““” cosx + sinz
1—-tgx

Rydzo racionédlnu funkciu v poslednom integrale rozlozime na stcet elementarnych zlomkov

202 —4t—2 2 1 1
E+DE+2t-1) £+1 t+1+v2 t+1-2

a tieto integrujeme.

/ 212 — At — 2 dr—/ 2t(#_/ dt _/ B
@+ +2t-1) 241 tH14+v2 Jt+1-v2

2 +1

In(t2+1)—Inlt+1 2l —Int+1—v2|=In|———
n(t?+1) —Injt+ 1+ V2| —In|t + V2| P v—

Vypocet ukonéime spétnou substiticiou premennej ¢ na pé6vodnd premennii x.

1+t
/ﬂd:p:m
1—-tgzx

tg +2tgf—1

+ c.

Poznamenajme este, ze tento vysledok plati v fubovolnom intervale, v ktorom je integrovana funkcia
definovana. &
Substiticiu .

= tg 5’
je mozné pouzit pri integrale z lubovolnej racionalnej funkcie z funkcii sinx a cosx, tato vSak vedie
¢asto ku integralom z komplikovanych racionalnych funkcii a je mozné ho v Specidlnych pripadoch
zjednodusit. Uvedieme tu niektoré moznosti a ¢itatelovi so zaujmom o dalsie odportcame [1], [3], [4].
Casto je mozné pouzit substitticiu

L T
=tgz, T € <—§,§>,

x € (—m,m)

potom
r g , t 1
Ir = arc s r= —75, SINT = —F/——, COSX = —F————.
8 1+ 2 Vite Vi+ 22

Tato substittcia (ak je mozné ju pozit) vedie véésinou k integralu z jednoduchsej racionalnej funkcie.
Odporucame citatelovi vyriesit predchadzajici priklad pomocou substiticie ¢t = tgx.
Neurdity integral

/ sin” z cos™ z dx,

kde n a m s1 celé ¢isla a asponi jedno z nich je neparne. Tento integral pravou a substitiiciou ¢t = cosz,
ak n je neparne alebo t = sinz, ak m je nepérne prevedieme na integral z racionalnej funkcie.

Priklad 17. Vypocitame integral [ 5 dx.
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Riesenie: V integrovanej funkcii sa vyskytuje len funkcia cos z a to v neparnej mocnine (cos™ ).
Preto upravou a substiticiou t = sinx, kde dt = cos x dz a cos®> x = 1 — 2, dostavame

/ 1 dx_/cosaz dm—/ dt
cos3x  J costz ) (1—1t2)?

Posledny integral z rydzoracionalnej funkcie rieSime rozkladom na elementarne zlomky

/—ﬁi—ﬁ—1/< L 14— L + 1)&—
(1—-12)2" 4 1+t)?2 1+t (1-t% 1-—t N

1( L mfit4 ﬂ)+
= — _— n — — 1N — =
A\ 1+t 1—¢ ¢

1( 2t 41 1+t‘>+
=- n c.
4\t2 -1 1-—-t¢

Po spétnej substiticii dostavame vysledok

/ 1 d 1< 25inx+l ‘l—ksinx)_’_
r=-|— n c
cos3 4 cos? x 1—sinz
&
Neurcité integraly
/ sin max cos nx dx, / sinma sin nx dz, / €os mx cos nx dx

kde m a n st prirodzené éisla prevedieme na jednoduché integraly pomocou trigonometrickych vztahov

sinasin 8 = % (cos(a — ) — cos(a + 3)),
cosacos 3 = % (cos(a — ) + cos(a + ),
sin o cos 3 = % (sin(a — B) + sin(a + 3)) .

Priklad 18. Vypocitame [ sin2x cos bz dz.

Riesenie: Pouzijeme vyssie uvedeny vzorec pre a = 2z a § = 5x.
. 1 . .
/sm 2z cos br dx = 5 / (sin(—3z) +sin 7z) dx =

1 1 1
= —5/(sin3x+sin7x)d:v: Ecos3m— ﬁcos7x+c.
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Cvicéenia

Vypocitajte integraly trigonometrickych funkcii.

113.
115.
117.
119.
121.
123.
125.
127.
129.
131.

[ sin® x cos  du.
Jtgdx dx.

[ cos® x du.

| oy d.

[ cotg? x da.

dx
5—3cosz”’

sin x
l—sinz dz.

f dx

cosz+2sinz+3°
iz 3z

[ sin § cos F d.

[ cosh? 2 dz.

Vysledky

113.
115.
117.
119.
121. —
122,
123.
124.
125.
126.

127.
128. —
129.
130.
131.
132.

1sintz + c.

—21In|cosdz| + c.
2

sinz — gsin3az+%sin5x+c.

- +c.

3cos3 T coszT
1
2sin? z

—In|sinz + cosz| + c.
arctg (2tg %) + .
a:—tg%+c
—r+tgr+ 5 +c
Llnfeg (3 + )+

arctg (1 +tg %) +c.

sin 8x sin 2x
16 T4 6

COoS T X
5 T coss+c.

4
__cos2x cosdr 4 cos 6x +

8 16
sinh® + sinh
=3 +sinhz + c.

—In|sinz| + c.

C.

In|coshz| + c.

114.
116.
118.
120.
122,
124.
126.
128.
130.
132.

114.
116.
118.
120.

[ cos® 2z sin 2z dx.

[ cos? 2z da.

dx
sinx*

f dx

sinx cos3 x *
sinz—cos

f sin x+cos d.@

cosx
1+cosz dx.

f dx
sin z+4cos x *
J sin 3z sin 5z dx.

[ sin z sin 2z sin 3z dz.

[tghzdz.

_cols;x +e.
%+sin84x+c.
ln|tg%|+c
+1In|tgx| +c.

2 cos2

31
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1.3.3 Integrovanie iracionalnych funkcii
Odmocnina z linearnej lomenej funkcie
Ak méame integrovat funkciu, v ktorej sa okrem algebraickych operacii vyskytuje odmocnina z line-

arnej lomenej funkcie (Specidlne z linearnej funkcie), t.j. { Z;”IS (Specidlne V/ax + b), tak pouzijeme

n/axr+b
cr+d

(t = {Yax +b). Pri tejto substiticii je technicky vyhodné vyjadrif inverznt funkciu x = ¢~ 1(t) a
dr = (p~1!) (t)dt. Vietky tieto vzfahy dosadime do rieseného integralu, ktory tak prevedieme na
integrél z racionalnej funkcie premenne;j t.

Priklad 19. Vypocitame integral [ Y324 g5

substiticiu t = p(x) =

z—v3x+4
RieSenie: V tomto priklade pouZijeme substiticiu ¢t = 3z +4, =z € (—%,oo) a vyjadrime
inverzna funkciu x = ﬁsz; a tiez dxr = % dt. Dosadenim dostdvame integral z raciondlnej funkcie

premennej ¢

t 2t t2 dt 3t+4
I= =2 =2 .
/t2 ( )ﬁ /ﬂ—m— /( 2_3t—4 )ﬁ

Rydzo raciondlnu funkciu v integrale rozlozime na stcet elementarnych zlomkov.

3t+4 0B .
2-3—4 t—4 t+1

a pokracujeme v integrovani
16 1
I:2(t+5ln|t—4 — 51n\t—|—1|> +c
Nakoniec vysledok vyjadrime v terminoch premennej x.

16 1
I:2<\/3x+4+gln|\/3x+4—4|—gln|\/3x+4+1|)—i—c.
&

n/az+b m/ax+b

V pripade, Ze sa v integrovanej funkcii vyskytuji dve rézne odmocniny {/ - catd & N/ cagd> POuzijeme

k/ax+b

substituciu ¢ = {/ 25,

kde k je najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel m a n. Podobne postupujeme aj
vtedy, ak sa vyskytuje viac odmocnin z tej istej linedrnej lomenej funkcie.
Priklad 20. Vypocitame integral [ % dz.

Riesenie: Najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel 2, 3 a 4 je ¢islo 12. Preto pouZijeme substituciu
t = ¥z, vyjadrime x = t12 a dx = 12t'! dt. Dalej uvazime, ze /z = t%, Yz = t* a Yz = 3 a
dosadime do pévodného integralu

4 th
I:/Ld:c:/ 12t11dt—12/  dt.
Jr+\x t4+ 1+

Posledny integral (z raciondlnej funkcie) rozlozime na sticet mnoho¢lena a rydzo racionalnej funkcie a

zintegrujeme
1
I=12 =ttt -2 41 dt—/—dt) =
(/( * +1) 2 +1
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A LA I =

B 12 ( 1\2/.%._9 I\Z/F I\Q/E 12 .',13'3
- 3

9~ 7 + 5 —l—l\Q/E—arctgl\Q/E)—kc.

&

Odmocnina z kvadratickej funkcie

Ak méame integrovat funkciu, v ktorej sa okrem algebraickych operacii vyskytuje odmocnina z kvad-
ratickej funkcie vax? + bz + ¢, postupujeme nasledovne:

1. Doplnenim na Stvorec a algebraickymi Gpravami a substitiiciou prevedieme dany vyraz na nie-
ktory z vyrazov vr2 — u2, \/r2 + u? alebo vuZ — 2.

2. Pouzitim substitucii

u=rsint pre r2 — u?
u=rtgt pre V1?2 +u?

— R
U= pre uz —r

prevedieme dany integral na integral z trigonometrickej funkcie.

Priklad 21. Vypocitame [ v4x? — 8z + 5dx.
RieSenie: Upravime V472 — 8z +5 = /(22 — 2)2 + 1 a zvolime u = 2x — 2. Potom du = 2dx a

d
I:/\/4x2—8x+5dx:/\/u2+17u

Pouzijeme substituciu v = tgt, t € (—7%,7) a pocitame

1 1
=_ [ \/tg2t+1
2/ gt cos?t

Tento integral sme uz pocitali v Priklade 17

sin? t+cos t
1

/ T cos2t dt — = / 1 dt
cos?t 2 ) cos3t
) + c.

Pre spétni substiticiu potrebujeme vyjadrif sint a cost pomocou u. To spravime umocnenim substi-
tucnej rovnice u = tgt, Gpravou a vyjadrenim

I=-
2

cos3t 8

1/ 1 gt 1<2$int 1 ‘1+sint

n "
cos?t 1 —sint

9 sin? x . U 1
U=, sSint = —— cost =

1—sin’z V1+u2’ V1+uZ

Po spitnej substittcii dostavame

(2u\/ 14+ u? +In(vV1+u?+ u)z) +c.

<2U\/1—|—u2+l ‘”1+“2+u

VItuZ—u

1
8
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Nakoniec prejdeme k premennej = (u = 2z — 2).
I= 2{17—1 )WAax? — 8z + 5+ = ln\/4x2—8:n—|— 5+ 2x—2
&

Priklad 22. Vypocitame integral [ \/éi%iﬁ

RieSenie:

1. Upravime v/8 + 2z — 22 = \/9 — (z — 1)2 a zvolime u = z — 1. Potom mézeme pisat (Uvedomme
si, ze du = dx!)

.CC—]. u?
I = — du
\/8+2x—a: V9 —u?

2. Pouzijeme substiticiu podla navodu

u = 3sint, te (_Z z).
Potom du = 3costdt a

V9 —u?2 =1/9—9sin’t = V9cos?t = 3cost.

(Preco nie v9 — u? = —3 cost ?) Dosadime, v iprave pouZzijeme trigonometricki identitu sin?t =
# a integrujeme.

2
2
I:/gsmt stdt—9/sm tdt_9/ —cos2t
3 cos

9 sin 2t 9 ) 9 u o uvV9—u?
=3 t— :f(t—smtcost):ﬁ arcsin - — ———— | =

2 2

9 . (=1 (acfl)\/i2
_2arcs1n( 3 ) 5 8 +2x —x% +ec.

&

Poznamka 5. Integraly obsahujice odmocninu z kvadratickej funkcie je mozné riesit tiez inymi

typmi substitacii ([E], [I], [K]). Niekedy je mozné pri integrovani tohoto typu funkecii pouzit metédu
per partes.

Priklad 23. Vypocitame integral [ v1 + z2 dz.

Riesenie: Metddou per partes dostavame

2 v/ 2
I—/\/1+x dr =zVvV1+zx /m

1+ 22 —1 dzx
=zv1+22 - / :c:x\/1+3:2—l+/7.
V1422

Posledny integral je jeden zo zakladnych. Prlcltanim hodnoty integralu I k obidvom stranam rovnice
a vydelenim dvomi dostavame

I= (x\/1+x2+lnx+\/1+x2)

l\DIr—\
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Cvicéenia

Vypocitajte integraly iracionalnych funkcii.

133. [ - da 134.
135. [ Y% da. 136.
137. flfifﬁda; 138.
139. [ /1L da. 140.
141. fﬁ. 142.
143. [ = —d 144.
145. [V/3 —2x — 22 dx. 146.
147. [ V252 gy, 148.
149. [ \/93;2%1 150.
Vysledky

133. z — 2z +2In(\/x+ 1)+ ¢

134. —2arctg /1 — x + c.

135. 2/z — 2v/2arctg \/g + c.

136. 3 (Y22 — Y7+ |1+ {/al) +c.
137. —6¢z — 2z — ¢ Va5 — EV27 — 31n
138. arctg (\/_) +c.

139. arcsinxz — V1 — 22 + c.
140.

g
Vi T
141. 2,/2=3 +c.

142. % arcsin % +c.

143. V22 -2z +2+ec.

x
144. m + c.

145. /3 — 22 — 22 + 2arcsin 2 + ¢
146. 2v/22 + x + c.

147. Va? + 2z + In|z + 1+ Va? + 22| + ¢

dx
| e

X
1+

dx
f z/r—4

[ o 1 g

1-z (1—z)(1+x)?
f dx
V3—2z—5x2"
f dx
(9+22)V9+x2"

f 241
Varts @

f da
J V254922

f dx
224/9—22"

’+c

35
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148. 11n |3z + /25 + 922| +c.
149. In |3z + V922 — 1| +c.

150. — Y=o 4 ¢,

1.3.4 Integrovanie transcendetnych funkcii

Transcendentné funkcie integrujeme podla okolnosti bud metédou substituénou alebo metddou per
partes (podrobnosti st v zavere prechadzajicej ¢asti). Pri rieSeni je ¢asto potrebné opakovane kombi-
novat obidve metddy.

Priklad 24. Vypocitame integral I = [ 23 (e‘x4 + arccotg :z:) dx.

Riesenie: Dany integral rozdelime na dva. Prvy pocitame pomocou substitu¢nej metédy, druhy

metddou per partes.
4 t=—g4 1 1 _ 4
/1'3695(1%‘ =* —Z/etdt:—zem +c,

3 u' = x° v = arccotgzx z? 1 [ 2*de
/x arccotgx = o4 , 1 = — arccotgx + — 5+

Posledny integral z racionalnej funkcie poc¢itame rozkladom na mnohoclen a rydzo raciondlnu funkciu

/ vt du /( 21+ 1 )d 2 arccotg xr +
— e — r = — — I — ar X C.
1+ 22 1+ 22 3

Poznamenajme, Ze namiesto — arccotg xz sme mohli tiez pisat + arctg x. Celkovy vysledok je stuc¢tom
obidvoch integralov

JR s R tgx | +
= ——€ — arccotgx — | — — X — arccotgx C.
1 4 8T\ 3 &

&
Priklad 25. Vypocitame integral I = [ (4 cosh? z — %) dz.

Riesenie: Dany integral vypocitame ako rozdiel dvoch integralov.

X —T 2
11:/4cosh2xdx:/4<%> =/(e21+2+e*2“)dg;:

62:E 672:1:

= 1 9r—
2+:r

Druhy integral riesime metédou per partes.

=sinhz + 2z + c.

x arcsin x =L v=arcsinz
b= V1—21? TTlu=- 1_—56132 v = - -
- 1—12

= —\/1—m2arcsinx+/1dm:x— v1— zx2arcsinx + c.

Nakoniec
I =1 — I =sinhz+2++vV1—z2arcsinz + c.

&
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1.3.5 Zaver

Vo vSeobecnosti je hladanie neurcitého integrélu k danej funckii ¢innost naroénejsia ako hladanie deri-
vacie danej funkcie. Na rozdiel od derivécii neexistuje vSeobecny algoritmus ako néjst integral lubovol-
nej elementarnej funkcie. Ten isty integral je ¢asto mozné riesit réznymi metédami (napr. [ zv/1 — x).
Na druhej strane existuju elementarne funkcie, ktorych neurcité integraly sa nedaju vyjadrit pomocou
elementarnych funkcii. Také st napriklad

/612 dz, /sin(mz) dz, / S dz, / V1+2tde

T

a dalsie. Uréitou vyhodou pri podéitani integralov oproti poéitaniu derivacii je fakt, ze v pripade
pochybnosti mézeme spravnost vypoctu integralu overit skuskou. Zo vztahu (1.1)

e d:c)' ~ f(@)

totiz vyplyva, Ze ak sme pri vypocte postupovali spravne, tak derivaciou vyslednej funkcie dostaneme
integrovanu funkciu.

Cvicéenia

Kombinaciou réznych metéd vypocitajte integraly.

dx S =T o2
151. [ Vi 152. [e Tsin® z dx.
153. [ e cos bz dz. 154. [(32z2 + 2z 4 1)sin £ dx.
155. [sinx+/(3 + 2cosx)? dx. 156. [(3z% +1)In(z — 4) dz.

2

157. f(lnTﬂ dx. 158. [ 2% arctg 3z du.
159. [arcsin®z dz. 160. [sinzsinhzdz.

3 dx
161. [(4z° + 2z) arctg x dx. 162. [ T
163. [(2z — 1) arccos = dz. 164. [(2? — 3z + 1) cosh 2z dx.
Vysledky

151. — /4 — 3z +c.

152. —e “sin® z — &=~ (sin 2z + 2 cos 2z) + c.

153. %(cos bx + bsinbz) + c.

154. (=927 — 62 + 159) cos £ + (54x + 18) sin £ + c.
155. —1\/(3+2cosz)7 +c.

156. (23 + 2 — 68)In(z —4) — &' —22% — 17z +c.

2
157. _In x—i—ilnx—i—? Te.

n 2
158. %3 arctg 3x — % 4 % +oe
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159.
160.
161.
162.

163.
164.

xarcsin® z + 2v/1 — 22 arcsinz — 22 + c.
%(sin x coshx — coszsinhz) + c.

(z* + 2?) arctg x — %3 +c.

——— +c
y/arccotg x :

(22 —z — §)arccosz + (1 — £)vV1 — 22 +c.

T
2
(22 — 3z + 1) sinh 2z — (z — 3) cosh 2z + c.

KAPITOLA 1. NEURCITY INTEGRAL



Kapitola 2
Urcity integral

2.1 Pojem urcitého integralu

Definicia uréitého integralu je pomerne zlozita a ¢itatel ju najde napr. v [1], [5], [6]. Na tomto mieste
ju len volne opiSeme.

Predstavme si, Ze v intervale (a,b) je definovand nezédporné spojita funkcia f a potrebujeme vy-
poditat obsah plochy ”pod jej grafom”, t.j. obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej grafom funkcie f, osou
0, a priamkami x = a a x = b. Pokial je f linearna alebo konstantnd, jedna sa o lichobeznik, pri-
padne obdlznik a rieSenie tlohy je jednoduché. Pre vieobecnti funkciu mozeme postupovat nasledovne.

Obr. 2.1: Ur¢ity integral.

1. Rozdelime bodmi a = 29 < 1 < 23 < --+ < Tp—1 < T, = b interval (a,b) na n podintervalov
(z;—1,7;). Ozna¢me d dlzku najdlhsieho z nich.

2. V kazdom podintervale zvolime niektory bod p;.

3. V kazdom podintervale nahradime prislusni ¢ast plochy obdlznikom so zakladiiou dizky (z; —
x;—1) a vyskou f(p;).
4. Séitame obsahy vietkych takjchto obdlznikov.

S = fpi) (i — xio1).
im1

39
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Dostavame tak aproximéciu (priblizni hodnotu) hladaného obsahu. S tymto vysledkom sa vSak nemd-
zeme uspokojit. Z obrazku je vidiet, Ze ak zhustime deliace body, hodnota S sa viac priblizi skuto¢nej
hodnote. Preto cely postup opakujeme tak, ze dlzka d najdlhsieho podintervalu sa bude blizif k nule.
Takto limitnou hodnotou aproximécie S bude hladany obsah.

Tento teoreticky postup je vSak pre vSeobecnt funkciu f prakticky neuskutoc¢nitelny. Preto hladame
iny sposob, ako najst hfadany obsah. Ozna¢me S(x) obsah plochy pod grafom funkcie f v intervale
(a,x). VSimnime si zmenu S(x + h) — S(z) pre ¢islo h blizke k nule. Tato sa priblizne rovna obsahu
obdlznika so stranami dlzok h a f(z), teda S(x + h) — S(x) =~ hf(z).

Obr. 2.2: §'(z) = f(x)

Preto s B - ()
. r+h)—ox
o h = /@),
Vyraz na lavej strane je derivacia funkcie S v bode x, takze dostavame dolezity fakt

z ktorého vyplyva, Ze S je ta primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a, b), pre ktort plati S(a) =0
(v bode a sa jedné o ”plochu” s nulovym obsahom). Preto hladany obsah sa rovna rozdielu S(b) — S(a).

V predchadzajacich riadkoch je priblizne opisany proces integracie spojitej funkcie f v intervale
(a,b) a motivuje nasledujici pojem urcitého integralu. Nech f je spojitd funkcia v intervale (a,b)
a F je funkcia primitivna k f v intervale (a,b). Uréity integral funkcie f v intervale (a,b) je ¢islo
F(b) — F(a). Tento fakt zapisujeme nasledovne

b
[ fa)ydz = [F@)l = P®) - Fo). (2.1)

Poznamka 1. Uvedeny vztah sa volda Newtonova-Leibnizova formula. Neurcity a urcity in-
tegral si vo svojej podstate naprosto odlisné matematické objekty. Kym neurcity integral je mnozina
funkcii, ur¢ity integral je ¢islo. To, ¢o ich spaja (okrem slova integral v ich nézvoch), je skutoc¢nost
vyjadrend uvedenym vztahom (2.1), Ze ur¢ity integral sa da vyjadrit pomocou lubovolnej funkcie z ne-
ur¢itého integralu. Vo vztahu (2.1) vyraz na lavej strane je oznacenim urcitého integralu funkcie f
v intervale (a,b) a vyraz v strede je iny zapis ¢isla F(b) — F'(a). Pri samotnom vypoéte postupu-
jeme tak, Ze najskor ndjdeme niektort primitivnu funkciu F' k funkcii f (oznacenie vyrazom v strede)
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a potom dosadime krajné body intervalu a odé¢itame (vyraz na pravej strane). Odportacame ¢itatelovi
presved¢it sa, ze ¢islo F'(b) — F(a) nie je zavislé od vyberu primitivnej funkcie.

4 4 1
Priklad 1. Vypoéitame a) [xdz, b) [2%dx, ¢) [ 2%dx, d)
1 1 1

O =y

e 1
sinxz dz, e) [Ilnzdx, f) f%
1 0

RieSenie: a)

2 L 2 2 2
b)
4 374 3 3
/$2d$: 4 6
3 3 3 3
1
c)
1 1
3 3 (_1)3
[ar=|% S )
3 3 3 3
-1 -1
d)
g us
/sinxd:v =[-cosz] =-0—(-1)=1.
0
e)
61 .
/—da:: Inz|]] =lne—Inl=1.
x
1
f)
/ d
X 1 ™
/ Tk larctg x], = arctg 1 — arctg0 = 1
0
&

Ak a < b, tak definujeme

a

/f(x)da::—/bf(x)dx.

b

Nasledujuce vztahy st jednoduchymi dosledkami vztahu (2.1) a vlastnosti neuréitého integralu a platia,
ak funkcie su spojité v intervaloch, v korych integrujeme.

/ f(z)dz = 0. (2.2)

/bf(ac)da::/cf(:c)dx—i—/bf(x)dm (2.3)
/b(cf(x)—i-dg(x)) dx:c/bf(m)dx—i-d/bg(x) dz, ¢, de€R (2.4)
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Vztah (2.4) sa pouziva pri vypocte integralov zloZenych z funkcii, ktorych integral uz pozname.
4
Priklad 2. Vypoéitame [ (322 — 5x) dz.
1
Riesenie: Vypocet mozeme uskutoénit priamo

4 2 4 12 2
2 3 3 3 1
— = -5 —| =(4"-5-—|—-[1"=b - — | =
/(33: 5x) dx lx 5 5 ] ( 5) 5 ) ( 5 D) )

1 1

16 1 51
—(6a—-5.-")_(1-5.2) =222
(01-5-5) = (1=5-3) =5

alebo pouzitim vzfahu (2.4) a prvych dvoch integralov v Priklade 1

4
/ x—5x $—3/$ dx—5/xd:1c—3 ——5 %
1

Pri vypocte nasledujtceho integralu pouzijeme vztah (2.3).

Priklad 3. Vypocitame [ |cosz|dz.
0

RieSenie: Pretoze funkcia cosz meni v bode Z intervalu integracie znamienko, integral vypodci-
2 )

tame podla vztahu (2.3) ako stcet integralov.

™ 2 s
/\cosx|dx:/cosxdm+/(—cosw)dm:
0

0

INIE]

= [sinz]§ — [Sin:x]% = (sing —sin0) — (sin7 — sin g) =2.

&

2.1.1 Cvicenia

Vypocitajte urcité integraly.

1 1
1. [(z+1)%*dx, 2. [(2% — 22 + 3) dx,
—1 0
iy 1
3. [sinxdz, 4. | 1122,
% %
5. [ |z +1|dx, 6. [ coshzdz,
7 -1
9 T
7. [z dx, 8. [sinx + cosx dz.
2 g

9. Funkcia f je definovana

2
Vypocitajte [ f(z)dx
0
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2.1.2 Vysledky

1. 8, 2. I, 3. 2, 4. %,
5. 36, 6.¢—1 7. & 8. 0.

9. 1(4v2-1).

2.2 Metody pocitania urcéitého integralu

Pre vypocet urcitého integralu modifikujeme metédy vypocétu neurcitého integralu nalsedovne.
Metéda per partes pre urcité integraly.

Nech funkcie f a g maju spojité derivécie v intervale (a,b). Potom plati

/bf’(w)g(x) dx = [f( /bf (2.5)

Substituéna metoda pre urcité integraly.

b t=w(b)
[ He@)d@da= (=)= [ f@a. (26)
a t=p(a)

Tento vztah plati, ak ¢’ je spojita funkcia v intervale (a,b) a f je spojitd funkcia v obore hodnot
funkcie ¢. Uvedomme si, Ze hranice integralu na pravej strane vzniknii dosadenim hranic pévodnej
premennej x do vztahu medzi novou a starou premennou t = (x).

Pri poéitani uréitych integralov zo zlozitej$ich funkcii mozeme postupovat v zadsade dvomi sposobmi

e Oddelime fazu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypocétu urcitého integralu. Najskor si ne-
v8imame hranice a pocitame len neurcity integral danej funkcie. Po vypocitani pouzijeme jednu
z najdenych primitivnych funkcii (spravidla volime integra¢nt konstantu ¢ = 0) na dosadenie
koncovych bodov intervalu a vypocet urcitého integralu.

e Neoddelime fazu vypoctu primitivnej funkcie od fazy vypoctu urcitého integralu. Poc¢as vypoctu
spajame techniku integrovania s dosadenim hodnoét (metéda per partes), pripadne so zmenami
hranic (substituénd metdda).

Verime, Ze pouzitie prvého spdsobu vypoctu ¢itatelovi nebude robif problémy, preto sa v rieSeniach
obmedzime na vypocet druhym spdsobom.

Priklad 4. Substituénou metédou vypocitame urcité integraly

I

-1

dx 3
/ﬂ+%+5/¢ﬁ—-%famrm@”!@xw

Riesenie: V kazdom rieseni naznac¢ime substitticiu a zmenu hranic. Podrobnosti vypoc¢tu nechame

na Citatela.
-1 1 1

/diw_/d_ﬂc_(t_xﬁ)_
2x2+4x+5_2(:p+2)2+1_ B _0
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jus % 3 cos% . t2
/tg xdz:—/cos?)xdm—(t—cosm)— / e dt =
0 0 cos0
V2
B V2 o1 1
Int =|1l+4+ln——(=+Inl) | ==(1-1In2).
[2t2+ ] <+n2 (2+n)> 2( n2)
)
Priklad 5. Metddou per partes vypocitame urcité integraly
1 3 3 In2
/x 1—zdx, /ln(a:+3) dx, / dx, /mcosha:da;.
J / J sin? x J

RieSenie:

OOI [\
O\H
)_L
|
€~2
mlw

2 2 511 4
=0—|2-2(1—2a)2| =—.
{ 5 ‘””)2}0 15

dr =36 — [z — 3n(z + 3)]3 =

3 3
/m@+3mx:mm@+$ﬁ—/xi3
0

0
=3In6—(3—3I6+3In3)=6In6—3n3—3=3(In12—1).

3 3
ud 3 s
/ 1‘2 dx:[—mcotgx]%—k/cotgmdxz—ﬂ-\[—}—W—}—[ln(sinx)]%:
sin” x 4 3 3 4 1
1 1
2 1
_m_VBm V3 V2 T V3r 13
4 9 2 2 4 9 2 2

In2 In2

/xcosh:cdm— [gvsmhac1I12 /smhxdm:
0 0

In2 __ _—1In2
=In2 <%> -0-— [coshw]ln2 =

91 In2 | ,—In2 0, .0 1
=In2 2) (et _ete :§1n2——.
2 2 2 4 4
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2.2.1 Cvicenia

Vypocitajte urcité integraly.

&
8

10. [ s,

I—vo dx,

12. NG

14.

Oy ©—pn OC—r

rcos(2r — 5

—
ﬂ
8

"N

8
Q
8

16.

a
(e}
BN
e
8
N5
ISH
s

18.

w
8

=

u&

20.

=

+

8
)

22. [ s,

E

24.

o

9
=9
R

26.

Y
| sinz| dx,

N0y Ry P O P W o
<9
8

28.

NO

15

30. [ cos(wz)dzx,

2
sin” 2z
dx,

32.

[
+
a
(o}
@
N
8

34.

36.

38.

40.

O AR 0w @ i @ =3 O —pao—

42.

44.

QL
)

46.

8
[$

=
|

8
[

48.

Oy PR e O — ,‘_.%o

sin 2z cos? 2z dz,

o
@}
n
w
)
o
o
n
W
8
QL
)

V1 — cos? 2z dx,

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

2.la
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J sin3x cos 2x dux,
—Tr
™
[ sin? 3z dz,
—T
2v2
X
f 241 da:,

8
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8

|

|
w
8
+
o

T
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8
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x2+4z+3"

l—cosz
N
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o O — O%»—to%g

Vad + 2z (52 + 2) dx,

45
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50.

52.

54.

56.

58.

60.

62.

64.

[ 22 cos x d,

0

In2

| zcoshzdz,
0

2.2.2 Vysledky

10.
13.
16.

19. In

22,
25.
28.
31.
34.
37.
40.

43.
46.
49.
52.
55.
58.
61.

64.

4 —1In3,
3 —6In2,

2In3 — 31n2,
34 YT

11.
14.
17.
20.

23.
26.
29.
32.
35.
38.
41.

44.
47.
50.
53.
56.
59.
62.

65.

KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

%
51. j;r oy — ldx,
-1
2
53. [xInzdz,
1
%
55. [ 2%sin2zdx,
0
4
57. [(x —1)v2x + ldx,
0
1
59. [In(x? + 1) dz,
0
1
61. [arcsinxdz,
0
3
63. [e*sinxdz,
0
1
65. [23e*® dx
0
V2 -1, 12. 3,
-3 15. 35,
& 18. sin(In 3),
3 1
5 ln2, 21. 5
2
2 —/3, 24. %,
0, 27. 2,
T 30. 0,

1 6
i 33. -5,
, 36. In/3,
21n 3, 39. 3ln2 — 21n 3,
5(v3-3),  42.4-1,
o, 45. 222
In 2Y5, 48. 2,
2In(v/2 + 1), 51. In2,
2In2 — 2, 54. 2In2 — 1,
1 168
57 570 1_57

1
m2-2+%,  60.T—1
—4r, 63.%(6%-F1)
e®+3

8
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2.3 Vlastnosti urc¢itého integralu

Nasledujica vlastnost sa vold Veta o strednej hodnote pre ur¢ity integral a vyplyva zo vztahu (2.1)
a Vety o strednej o hodnote pre derivacie.

Ak f je spojita funkcia v intervale (a,b), tak existuje také ¢islo ¢ € (a,b), ze plati
b
[ fa)dz = $@0 - o). (2.7)

b
Hodnota f(c) v tomto vztahu sa vold stredna hodnota integralu [ f(z) dz.

a
Dosledkom Vety o strednej hodnote st nasledujice dva vztahy, ktoré sa pouzivajui na odhady
integralov (alebo inych hodnét), ktoré je tazké alebo nemozné presne vypocitat.

Ak pre vsetky = € (a,b) plati f(x) < g(x), tak

/bf(m) dzx < /bg(:n) dzx. (2.8)

Ak pre vsetky z € (a,b) plati m < f(z) < M, tak

b
m(b—a) < /f(x) de < M(b— a). (2.9)

a

3
Priklad 6. Odhadneme [ *2% dz.
0

RieSenie: Tento integral nie je mozné presne vypocitat elementarnymi metédami. Z vety o stred-
nej hodnote pre derivacie a z konkavnosti funkcie sin 2 v intervale (0, 5) vyplyva (nacrtnite si obrazok
a overte), Ze pre vietky = € (0, %) plati

—r<sinzr<cx
T

a po vydeleni kladnym ¢islom = dostaneme

Pouzitie vztahu (2.8) dava

=]
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&

4
Priklad 7. Odhadneme integral [ e~ du.
2

RieSenie: Integrovana funkcia je klesajuca v intervale (2,4), preto pre vsetky = € (2,4) plati

_ g2 _
e 10 < e < et

Pouzitim vlastnosti (2.9) dostavame odhad
4 4 4
21077~ 2716 = /6716 dx < /e*"’:2 dr < /674 = 2¢~* ~ 0,0366.
2 2 2
&

Vlastnosti symetrie integrovanej funkcie majt vplyv na urcity integral.

Ak f je spojita parna funkcia, tak
/f(x) du = Q/f(a:) dr, (2.10)
—a 0

Ak f je spojita neparna funkcia, tak

/f(fc) dz =0, (2.11)

Ak f je spojita periodicka funkcia s periodou p a a, ¢ € R, tak

P a+p a+p
/f(x)dx: /f(at)dx: /f(x—c)d:z. (2.12)
0 a a

Priklad 8. Ukazeme platnost vztahu (2.11) a pomocou neho a vztahu (2.12) vypocitame integral

™

/ sin px dzx, pER.

—T
Riesenie: Nech f je spojitd neparna funkcia a F je niektord jej primitivna funkcia v inter-

vale (—a,a). Najskor ukdzeme, 7e F' je parna funkcia. Derivaciou zloZenej funkcie F'(—z) a pouzitim
vlastnosti neparnej funkcie f(x) = —f(—x) dostavame

[F(~2)] = F'(~2) - (-1) = = f(~2) = f(z) = F'().
Integrovanim obidvoch krajnych vyrazov rovnosti dostavame
F(—z)+c = /[F(—:U)]’dx = /F'(x) dx = F(z) + c2

a upravou dostaneme rovnost
F(z)— F(—z)=c1 —ca =,
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ktora plati pre vSetky = € D(f). Dosadenim —x namiesto x do tejto rovnosti mame
c=F(—z)—F(z)=—(F(x) — F(—z)) = —c.

Preto ¢ = 0 a F(—x) = F(z) pre vsetky « € D(F) a F je parna funkcia. Pretoze F' je parna funkcia,
plati

[ f@) e = [F@2, = F(o) ~ F(-a) =0,

K
Kedze funkcia sin pz je neparna, pre kazdé reélne éislo p, plati [ sinpzrdr =0. &

—T
Poznamka 2. Pomocou vztahu (2.11) moézeme vypocitat aj integraly z neparnych funkecii, ku

ktorym je velmi tazké alebo nemozné néajst primitivnu funkciu, napr.

1

/:U arcsmx —0
1 —|—m2 )

Priklad 9. Nech m a n st prirodzené ¢isla. Ukézeme, Ze

™
/cosmxcosna;da::(), ak m#n

—T

™
/cosm:rcosnxdm:w, ak m=n.

—T

RieSenie: Integrovanu funkciu upravime podla vztahu

cosacos ff = % (cos(av — B) + cos(a+ 3)) .

Potom s pouzitim predchadzajiceho prikladu

™ 1 ™

/ cos mx cosnx dr = 3 / (cos(m —n)x + cos(m + n)zx) de =
1 s s
5 (/ cos(m — n)xdx + /cos(m +n)x dac) .

Druhy integrél je nulovy pre vSetky dvojice prirodzenych ¢isel m, n, prvy je nulovy ak m # n. Ak
m = n, tak

r 17 17 1
/cosmxcosnmdaz:Q/cos(m—n):vdx:5/1dmz§'27727r.
—T —T —T

)
Niekedy je mozné pouzitim vlastnosti (2.12) vypocitat uréity integral bez vypoctu primitivne;j
funkcie.



50 KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

2
Priklad 10. Vypocitame [ sin?zcos?x dz.
0

RieSenie: Pouzijeme vztahy (2.12) a trigonometrické identity sinz = cos(z — §) a cosz =
—sin(z — 7). Substiticiou t = z — § dostavame

2T 27
I = /sin4xcos2xdx = /cos4(ac - g)sin2(m — g)dm =
0 0
STW 27
= /cos4tsin2tdt:/cos4xsin2:cdx.
-z 0

S¢itanim integralov na Tavej a pravej strane a pouzitim vzfahov sin®z + cos?

xr =1 asinzrcosx =
% sin 22 dostavame

1 2m 2m 1 27
I = 5(/81 4wc052:):dx—|—/cos4xsin2xd:n) = §/sin2xcos2xdx =
0 0 0
1 27r1 1 21
= i/zsin22xdx = g/sin22xdx.
0 0
Opétovnym pouzitim trigonometrickych vztahov dostdvame (podrobnosti nechédvame c¢itatelovi)
1 2 1 2
I =— [(sin?2 292) dw = /1d=f.
16 /(sm x + cos” 2x) dx 16 T =g
0 0
)
2.3.1 Cvicenia
V nasledujicich Siestich cviceniach bez vypoctu urcite, ktory z dvojice integralov je vacsi.
2
66.2) [xdr D) [2%dx 67.2) [zdr D) [2%dx
1

3
sinx dz. 69. a) [sinfzdr b) [sin”zd.

(=]

| O —pa——w
3

[u
W=

1 -1
e dz  b) [e® du. 71. a) “dxr b)) [ 3%dx.
0 2

[\

V nasledujucich cvi¢eniach bez vypoétu pomocou vztahu (2.9) odhadnite dané integraly.

2 1
d 2
72. [ 104 73. [e* duz,
0 0
2 3
74. [ L 75. [ LIy,
1 )
76 }8 COST_ 7o 7 f2 dx
: io itz 7 : 0 5+3cos’z’
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78. Ukazte platnost vztahov (2.10) a (2.12).
79. Ukéazte platnost vztahov
s s

[ sinnzdx =0, [ cosnzdx =0, nenN,
“r -7

™

J sinmax cosnzdr =0, m,n €N,

—T
s

™
[ sinmzsinnzdr =0, m#n a [ sinmzsinnzdr=mn, m=n.
—T -

V nasledujucich cvi¢eniach nech f a g st spojité funkcie v intervale (a, b).
b b

80. Ukazte, ze plati [ f(x)g(a +b—z)dx = [g(x)f(a + b — x)dz. (Navod: Pouzite substiticiu
a a

t=a +b—ux.)

Vhodnou volbou funkcie g v predchédzajicom cviceni ukazte, ze plati

81. C{bf(:/v)al:c:afbf(a—Fb—m)al:/c.
82. j fx) dx:j f(—x)dx.

1 1
83. [2™(1—xz)"dex = [2™(1 — x)" dx.
0 0
Pouzitim trigonometrického vztahu cos x = sin(z + §) a predchadzajucich cviceni ukazte, ze plati

84. ff(sin:v) dx = fif(cos x)dz.
0 0

s ™

3 Pl
85. Pomocou predchadzajuceho cvicenia vypocitajte [ sin? z dz a [ cos? x dz.
0 0

a
86. Pomocou vztahu (2.11) ukézte, ze [ sinzf(cosz)dx = 0.
—a

87. Ukézte, Ze plati f f(z)de = f(f(:c) + f(—=x)) dx.
—a 0

s T
88. Ukazte, ze plati Ofa:f(sin x)dr = %Off(sin x)dx.
K
89. Pouzitim predchadzajiceho cvidenia vypocitajte [z sin®z.
0

90. Pouzitim vzfahov v tejto ¢asti oddévodnite, preco st vSetky nasledujice integraly rovné 0.

1 In2 a 2w
3
x
/sinchosEm:dx, / x cosh x dx, /4da:, /sinazx/cos3x+1d$.
JaZ _ 2
- —1In2 —a a t 0
2.3.2 Vysledky
66. a), 67. b), 68. a), 69. a), 70. b), 71. a),
2 1,
72.%<0f10_fx<%, 73.1<0fe””dx<e,
5 _ T ad 1 7
X ax ™ sin x
74.g<{12+1<§, 75.§x<0fxda:<x,
18 bl J
COos T ™ X ™
76. _0708<1L{)\/de<07087 77.1—6<g‘m<1—0
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2.4 Integraly s premennou hranicou

Vieme, Ze hodnota urcitého integralu zavisi od dvoch éinitelov: od integrovanej funkcie a od intervalu,
v ktorom integrujeme. V pripade, ked je integrovana funkcia pevne dané a jedna z hranic pevné a druhé
pohybliva, je vyslednd hodnota funkciou druhej hranice. Uvazujme pripad, ked je dolnd hranica pevna
a hornd pohybliva (opa¢ny pripad vedie k analogickym vysledkom).

Nech f je spojita funkcia v intervale (a,b) a nech ¢ € (a,b). Potom funkcia

Flz) = / o

je t& primitivna funkcia k funkcii f v intervale (a, b), pre ktora plati F'(¢) = 0.

Z tohoto vyplyvaju nasledujice vztahy

% ( / (1) dt) = f(x), (2.13)

ak f je spojitd funkcia v intervale (a,b) a
f@) = [ reyde+se), (214

ak f mé derivaciu v intervale (a,b).
2

0 . T
Priklad 11. Nech F(z) = [ 3L dt a G(z) = [ costdt. Vypocitame 4L a 49
T 0

1+¢2 dz & dz-
RieSenie: Upravou a pouzitim vztahu (2.13) dostavame

0 x
dF d sint d sint sin x
i (famt N (i) e
de dx 1+ ¢2 dx 1442 1+ 22

T 0

V druhom priklade ide o derivéciu zloZenej funkcie. Integrél je funkciou premennej v = 22. Preto plati

1'2 u
dG d d du
E = % /COStdt = (@ (/ COStdt)) . (@) =

0 0

du
=cosu - e = cosz? - 2z = 2z cos 2.
T

)
Priklad 12. Néjdeme ta primitivnu funkciu F' k funkcii y = x arctgz, pre ktort plati F(1) = .

RieSenie: Pouzijeme vztah (2.14) a integréciu per partes.

i 1, T 1 2
F(:L‘):/tarctgtdt—l—ﬂz §t arctgt1—§/1+t2dt+7r:
1 1
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1 1 1
— 53;2 arctg z — 3 arctg 1 — 3 [t —arctgt]] +m =

L2 arctgr — & — & tgr —1+ =)+
= —z“arctgr — — — —(z — arctgx — - =
gt ML g Ty rele /T

L o 3
5(30 arctg x + arctgz — x + -t 1).

&

2.4.1 Cvicenia

e, ; vsi e dF
V nasledujtcich prikladoch vypocitajte 4.

T 5
91. F(x) = [V1+t2dt, 92. F(z) = [ 4,
0 T
x? dt 2x 9
93. F(z) = { ey et 94. F(z) = 1fcos(lt ) dt,
1
0 z
95. F(z) = [ 5%, 96. F(z) = [ 4,
sinom 110
97. F(z) = T 98. F(x) = [ sin(t?)dt,
COosS T \/E
$3 $2
99. F(z) = [Intdt, 100. F(z) = [eVidt
2 1
Pomocou L’Hospitalovho pravidla vypocitajte limity.
€T 9 1’2
101. lim, .o -5 Of A dt, 102. lim, o -5 Ofsin\/idt,

V nasledujicich prikladoch néjdite td primitivnu funkciu F k danej funkcii f, ktora splha dant
podmienku.

103. f(z) =zlnx, F(1) =0,

104. f(x) = cos? 2z sinx, F(-%)=-13,

105. f(x) = tgh®z, F(0) = —1,

106. f(z) = 423 — 62 + 11, F(1) =2F(2).

107. Nech f ma kladna derivaciu pre vSetky x € R a nech f(1) = 0. Ktoré z nasledujtcich tvrdeni

x
o funckii F(x) = [ f(t) dt st ur¢ite pravdivé?
0

a) F' ma deriviciu v kazdom = € R.

b) F je spojité funkcia.

c¢) Graf funkcie F' mé doty¢nicu rovnobeznu s osou o, v bode [1,0].
d) F mé lokalne maximum v bode [1,0].

e) F' ma lokalne minimum v bode [1,0].

f) F' mé inflexny bod v bode [1,0].

g) Graf % pretina os o, v bode [1,0].
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2.4.2 Vysledky
91. V1 + 22, 92, —1 93. — 2z

z’ 1+v1—22’
94. 2 cos(4z?), 95. — 5%, 96. —1,
97. L 98. — 3L, 99. (922 — 42)Inu,
1
100. 2ze” + €5, 101. 1, 102. 2,
103. F(z) = & (Inz — 1) + 1,
104. F(z) = —2cos®x + § cos® x — cosz — 13,
105. F(z) =z —tgha — 1,
106. F(z) = x* — 322 + 11z — 43.

107. a), b), ¢), e), g).

2.5 Nevlastné integraly

Ak sa v urc¢itom integrale vyskytne neohraniceny interval alebo neohranicend funkcia, hovorime o ne-
vlastnom integrale. Rozoznavame dva druhy nevlastnych integralov.

e Ak interval, v ktorom integrujeme je neohrani¢eny, hovorime o nevlastnom integrale prvého
druhu. Ide o integraly

b

/f(x)dx, 7f(a:)da:, 7f(:c)da:.

e Ak je integrovand funkcia v intervale integracie (a, b) neohranicena (a teda nespojita), hovorime
o nevlastnom integrale druhého druhu.

o0 —x
Naviac sa moze vyskytnaf kombinécia obidvoch uvedenych moznosti, napriklad [ eﬁ dx.
0
2.5.1 Nevlastné integraly prvého druhu

b
Pri poéitani integralu [ f(z)dx zo zrejmych dovodov nemdzeme pouzit vztah (2.1). Preto postupu-
—0o0
jeme nasledovne

b
1. Vypocitame integral F'(a) = [ f(x) dz ako funkciu dolnej hranice.
a

2. Hladédme lim, . F(a).
Pritom mozu nastat dva pripady.

Ak hladand limita existuje a je vlastnd, hovorime, Ze dany integral konverguje.

Ak hladand limita neexistuje alebo je nevlastnd, hovorime, Ze dany integral diverguje.
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[o.@]
Analogicky postupujeme pri vypocte integralu | f(z) dx.
a

oo
Pri vypocte integralu [ f(z)dx postupujeme tak, ze zvolime Tubovolné ¢islo a € R a vypocitame
—0o0

a (o]
integraly [ f(x)dx a [ f(x)dz. Hladany integral konverguje prave vtedy, ak konverguji obidva
— 00 a

pocitané integraly a potom
/f(ac)da:: /f(a:)da?+/f(:c)da:.

Vypocet prislusnych primitivnych funkeii v prikladoch tejto ¢asti nechdme na citatela.

Priklad 13. Vypocitame nevlastné integraly prvého druhu
[0 a2’ de, [P coswdr, [ g >0,p>0 [ &

a —00 1422
RiesSenie: o o )
0
/ 22¢% dz = lim 2% dz = lim = {ezg} =

— oo a——00 Jgq a——o00 3 a

1 1 1 1

= — lim (1 — 6“3) =~ _— 2 lim % ==,

3 a——o0 3 3da—-—x 3

) b
/ coszdr = lim [ coszdr = lim [sin a:]g = lim sinb.
0 b—oo Jo —00 b—o0

Poslednéa limita neexistuje, preto integral diverguje.
Pri pocitani tretieho integralu najskér predpokladajme, ze p # 1.

0o b —p+1 b
/ d—leim x_pdx:limlzv ] =

xP b—oo Jq b—oo | —p+1
a

1 1
= lim ——(b'? — @' P) = ——(lim b'P — ! 7P).
b—oo 1l —1p 1—pb—

Limita v poslednom vyraze je oo, ak 1 —p > 0 a rovna sa nule, ak 1 —p < 0. Preto integral diverguje

pre p<1l. Prep>1je
©dg  qlP
/a »  p—1

V pripade p = 1 mame
. b1 i b .
lim [ —dz= lim [lnz], = lim Inb—Ina = co.
b—oo Jg T b—oo b—oo
Integral preto diverguje aj v pripade p = 1.
Integrovana funkcia je parna. Preto podla vlastnosti (2.10) plati

©  dx ©  dx b
=2 =2 1li t =
[t [ g e

=2 lim (arctgh —0) = 2T _0=r.
b—o0 2
[ )

Niekedy nie je potrebné zistit presnii hodnotu nevlastného integrélu, ale mame len rozhodnit ¢i
integral konverguje alebo diverguje. Vtedy moZeme pouzit nasledujice kritéria.
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e Ak [ |f(x)|dx konverguje, tak aj [ f(z)dx konverguje.

a
e Nech f a g su spopte funkcie a nech 0 < f(z ) g(x) plati pre vSetky x > x( pre niektoré
7o € R. Potom, ak fg( ) dx konverguje, tak aj ff( ) dx konverguje.
a
) o

e Nech existuje konecna lim, % a je rozna od nuly. Potom obidva nevlastné integraly | g(z)dz
a

o0
a [ f(x)dz bud stcasne konverguju alebo stcasne diverguju.
b
Analogické kritéria platia pre konvergenciu nevlastnych integrélov typu [ f(z)dx. Pri porovnavani

—0o0

konvergencie integralov ¢asto pozivame vysledok predchadzajiceho prikladu, ze [ ° gi, a >0 p>0

konverguje prave vtedy, ak p > 1.

Priklad 14. Rozhodnite o konvergencii integralov

[e.e] e} o

dx dx
= [-Y g  k = [sin(?)ds
1/1—|—a/:107 d 1/:c+sin2x’ 0/s1n(:c) .

o0
RieSenie: V predchadzajicom priklade sme ukézali, ze [ $+0 dx konverguje. PretoZe pre vsetky
1

r>1je g le < m10= koverguje aj integral I = f 1+le dx.

1
V predchadzajicom priklade sme ukazali, ze f - dz diverguje. Pretoze lim; oo + = 1, diverguje
s . 1 z+sln T
3 _ XL
aj J = f z+sinz”

Substitticiou x = v/t prevedieme dany integrél

T 1 [sint 1 t
K:/sm :5/7 :§ Sln /
0 0 T

2

Prvy integral je vlastny, lebo funkcia Si? je ohranicend, kedze lim;_, Si}’f = 0 (overte!). Druhy inte-

-3/

grujeme metédou per partes
o0 o0
/ t _ [ cos t] / t
Vi .2 s
2

Pri vypocte sme pouzili

1\3\+—~

ﬁ\

[ cost}Oo . [ cost]b 0
- = lim |[———| =0.
cost <

Pre vsetky t plati N/ \/t_3 a integral f = dt konverguje podla predchadzajtceho prikladu. Preto

cost

N dt konverguje, a tiez p6vodny integral K konverguje. &

[e.e]
aj integral [

2
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2.5.2 Nevlastné integraly druhého druhu

Pri pocitani nevlastnych integrdlov druhého druhu méZeme pouzivat premenntt hranicu a vypocet
limity podobne ako pri nevlastnych integraloch prvého druhu ([E], [I], [K]), alebo moéZeme postupovat
nasledovne.

Nazvime funkciu F' zovSeobecnenou primitivnou k funkcii f v intervale (a,b), ak F'(z) = f(x)
pre véetky x € (a,b) s moznou vynimkou konecného poctu.

Nech f je funkcia neohrani¢end v intervale (a,b).

b
Ak existuje spojitd zovSeobecnena primitivna funkcia F' v intervale (a,b), tak [ f(z)dz
a

konverguje a

b
/ f(x) dz = F(b) — F(a).

Ak existuje neohrani¢ena zovseobecnena primitivna funkcia F' v intervale (a,b), tak
b

[ f(z) dx diverguje.

a

Priklad 15. Vypocitame nevlastné integraly druhého druhu

1 1

2
a)iflx/lf’i?dx, b)ofcotgxdx, c) %,PER-

RieSenie: a) Integrovana funkcia méa primitivnu funkciu (overte!) F(z) = —v/1 — 22, ktora je
spojita v intervale (—1,1). Naviac integrovand funkcia je neparna, preto dany integrél existuje a rovna
sa 0.

b) Integrovana funkcia ma primitivnu funkciu (overte!) F(r) = In(sinx) v intervale (0, 5), ktord je

v tomto intervale neohranicend (preco?). Preto fog cotg x dx diverguje.

Budeme uvazovat tri pripady vzhladom k parametru p.

Pre p < 1 mé integrovana funkcia spojiti primitivnu funkciu F(z) = a“il__; v intervale (—1,1)
a preto dany integral konverguje a plati

1
/dx_ P ! 2
P  |1—p _171—])'

-1

Pre p = 1 mé integrovana funkcia zovSeobecnend primitivnu funkciu F(z) = In|z| , ktord je neohra-
ni¢end v intervale (—1,1) a preto v tomto pripade integral diverguje (funkcia In|z| nie je primitivna,
ale len zovSeobecnena primitivna k funkcii % v intervale (-1,1), lebo funkcie nie st definované v bode
0).

Pre p > 1 ma integrovana funkcia zovSeobecnent primitivnu funkciu F(z) = :”11__; = (1_p§zp,1
v intervale (—1,1), ktord v tomto intervale nie je ohranifend a preto aj v tomto pripade integral
diverguje. &

Priklad 16. Vypocitame nevlastné integraly
o0 [e.@]
a) % b) [ & sinida.
—00 0

RieSenie: a) Integrovana funkcia méa zovSeobecnenu primitivnu funkciu F(z) = —3%, ktora je

v okoli bodu 0 neohranicend, preto dany integral diverguje.
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b) Substiticiou t = % prevedieme dany nevlastny integrél (prvého aj druhého druhu !) na iny nevlastny
integral (len) prvého druhu

0
/—sm dx = —/sintdt: lim [cost]>=1— lim cosa.
a——00 a——00
(e o]

Kedze tato limita neexistuje, dany integral diverguje. K tomuto prikladu poznamenajme, Ze pévodny
integral mozeme napisat ako sucet dvoch integralov

/—s1n—dx+/—81n dz,

z ktorych prvy je nevlastny druhého druhu a druhy nevlastny prvého druhu. Ktory z nich spésobuje
divergenciu? &

Nasledujtci priklad upozortiuje na nutnost overit si pred pocitanim integralu, ¢i ide o integral
vlastny alebo nevlastny.

1
Priklad 17. Pocitame [ J; dx.
1

1 1
J o= -
-1

Na druhej strane, v celom intervale (—1,1) plati 0 < -5 a preto podla vlastnosti (2.8) musi byt

1
1

-1

RieSenie:

Nespréavnost postupu spoéiva v jeho vypoéte. Integrovand funkcia je neohranidend v okoli bodu 0
a preto sa jednda o nevlastny integral druhého druhu. ZovSeobecnena primitivna funkcia —i je neohra-
nicend v okoli bodu 0 a preto dany integral diverguje. &

2.5.3 Cvicenia

Vypocitajte nevlastné integraly.

Ooarct T Oodx
108. Of o dr, 109. lf;
o0 (o)
110. [ 4, 111, [ %,
L L
T axr XL
112. 6f(1+x)3, 113. 1f(1+x)\/57
0 o)
114. [ xe5 da, 115. [ %,
—00 €2
fe'e) —1
116. [ zsinxdz, 117. | mi%,
0 — o0
1 0

118. [ %, 119. [ e*sinzdx,
—00

—00
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120. [ &5,
—0o0
« dx
122. [ %,
—00

1
d.
124. Ong

0
126. f ﬁd[ﬂ,
—In2
2
128. Ofx27d4xm+37
1
dzx
130. | e,
132. f" du
1 z3vInz’
2
134. dz__
({‘ ﬁ17x2\
2
136. [ /2t dx,
0

121.

123.

125.

127.

129.

131.

133.

135.

137.

o0

dx
| @

o0

f dx
x2—T7x+10"
00

f zdx
1 z—1"
fl dx
2y Viez??
1
|l
-1 a?
bl
gcggm’
1
.({1?237
Jz‘ dx
1 zInP x>’

Rozhodnite, ¢i dany integral konverguje alebo diverguje.

138. Ofo#

0 3rd222417
o

140. f arctga: d$
1

142. f 42 gy,

144. f “{jﬁz dz,

O
146. f
1

2.5.4 Vysledky

108. ™,
111. 27
114. —5,
117. —31n2,
120. T,

123. diverguje,
126.
129.
132.

9]

27
135. diverguje,

109.
112.

115.
118.
121.
124.
127.
130.
133.
136.

= ool NI N

—1n2,

N ol

3

T,

139.

141.

143.

145.

147.

diverguje,

™+ 2,

<}
)

x+sin? z’

z(z—1)(z—2)’

N

o
ISR
S
ISH
s

(1 — cos 2) dx,

Hng%gw%8~%8

f e P? dx,
0

110. diverguje,
113. 7,
116. diverguje,

119. —3,

I

100 NIy

125. 3,
128. diverguje,

131. diverguje,

134. 7 +In(2 + V3),

99
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(In2)1-» . .
137. —==— ak p < 1, diverguje, ak p > 1.

1-p
138. konverguje, 139. diverguje, 140. diverguje,
141. konverguje, 142. diverguje, 143. konverguje,
144. diverguje, 145. konverguje, 146. diverguje,

147. konverguje pre p > 0 a diverguje pre p < 0.

2.6 Pouzitie urcitého integralu

Viaceré ulohy z geometrie a fyziky riesime pomocou vypoctu urcitych integralov. Takéto ulohy sa
skladaju z dvoch casti. V prvej prevedieme rieSenie daného geometrického alebo fyzikalneho problému
na rieSenie niektorého urcitého integralu. V druhej tento urcity integral vypocitame. Druht fazu
v rieSeniach niektorych prikladov tejto kapitoly prenechéame ¢itatelovi.

Réznorodé pouzitie uréitého integralu prebieha podla nasledujiceho vseobecného principu.

Predpokladajme, Ze hodnoty niektorej veli¢iny y = f(x) v Tubovolnom intervale svojho
defini¢ného oboru = € (a, b) jednoznacne uréuju ¢iselnt hodnotu z( f, a, b) veli¢iny z (zavisla

od funkcie f a hranic intervalu!). Nech tato zévislost spliia dve podmienky

e 2(f,a,b) = z(f,a,c) + 2(f,¢,b), ak ¢ € (a,b) C D(f) (aditivita),

e Ak m < f(zr) < M pre vsetky = € (a,b), tak m(b —a) < z(f,a,b) < M(b — a)
(ohraniéenost).

Potom plati

b
f.ab) = [ f@)de.
a
Prikladmi takychto zavislosti st napriklad funkcia S(f,a,z) spominand ako S(x) v tvode tejto
kapitoly alebo praca vykonana pésobenim sily po niektorej krivke.
2.7 Pouzitie urcitého integralu v geometrii

2.7.1 Obsah rovinnej oblasti

Vseobecny princip pre vypocet obsahu rovinnej oblasti je

Predpokladajme, 7e kazda priamka x = r, r € (a,b) ma s danou obastou spolo¢ni tsecku
dlzky I(r). Potom obsah oblasti v intervale (a,b) vypoc¢itame integralom

p= /l(r) dr. (2.15)

a
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Z tohoto principu vyplyvaju nasledujtce vztahy.
Obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej grafom f > 0 (priamkami x = a, = = b) a osou o, v intervale
(a,b) vypocitame pomocou integralu

b
P:/f(x) dz. (2.16)

Obsah oblasti ohrani¢enej grafmi funkcii f > ¢ (a priamkami z = a, z = b) v intervale (a,b)
vypocitame pomocou integralu

b
P = [(f@) - ga) do. (2.17)

Ak je krivka dand parametrickymi rovnicami

T = So(t)a Yy = 1/1(75)7 le <Oé,,8>, (218)
tak obsah oblasti ohranicenej krivkou vypocitame pomocou integralu
B
p— /¢(t)¢'(t) dt| . (2.19)

Poznamka 3. V niektorych pripadoch je oblast ohranic¢end len grafom funkcie a osou o, v inych
pripadoch je potrebné hranicu doplnit ¢éastou priamky = = a a (alebo) x = b. Poznamenajme,
Ze posledny vzorec dostaneme substiticiou parametrického vyjadrenia (2.18) premennych z, y do
vzorca (2.16).

Tento vzorec plati aj pre krivky, ktoré su grafmi funkcii (vtedy druhu ¢ast hranice tvori os 0,) aj
pre uzavreté krivky.

Poznamka 4. Pri rieSeni prikladov na geometrické pouzitie urc¢itého integralu je viiésinou dolezité
nacrtnit si obrazok situacie. Preto to odporucame ¢itatelovi urobit v kazdom priklade a cvideni tejto
kapitoly.

Priklad 18. Najdeme obsah oblasti ohrani¢enej parabolou 22 = 4y a krivkou y = %ﬂ.
RieSenie: Najskor ndjdeme z-ové stradnice prieseénikov oboch kriviek (hranice intervalu integ-
racie). Porovnanim y-ovych stiradnic bodov obidvoch kriviek dostdvame rovnicu % = IZLH’ ktora po

uprave vedie k rovnici
a4 427 - 32 =0.

Tato substiticiou ¢t = 22 prevedieme na kvadratick a vyriesime. Dostaneme realne rieSenia z1 = —2
a xo = 2. Zo spojitosti a porovnanim hodnét obidvoch funkcii dosadenim niektorého ¢isla intervalu
. ’ . 7 v 2 v

integracie (napr. 0) dostavame, ze :rZLJrél > T pre vietky x € (—2,2). Preto

2

2
8 x? x 4
P=[[=— T ) dr=ldarctgl — 2| —or_2
/<x2—|—4 4) v [ arcte 12] , 3

_2 -

[ )

Priklad 19. Najdeme obsah oblasti ohrani¢enej parabolou y = 3 — 2z — 22, jej dotyénicou v bode
[2, —5] a osou oy.
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Obr. 2.3: y = 3 — 22 — 2% s dotyénicou

RieSenie: Spominand dotyénica mé rovnicu y = 7 — 6z (oddovodnite!). V intervale integréacie
(0,2) plati 7 — 62 > 3 — 2z — 22, preto

2 2
P:/(7—6x—(3—2x—x2)) dm:/(x2—4x+4)d:c:§.
0 0

&

Niekedy je potrebné pre vypodcet interval integréicie rozlozit na dve Casti.

Priklad 20. Vypocitame obsah oblasti ohrani¢enej priamkou y = x + 1, grafom funkcie y = cosx
a 0sou 0y.

RieSenie: Priamka y = x+1 pretina o, v bode [—1, 0], graf funkcie y = cos = pretne os o, v bode
[5,0]. Priamka a graf sa pritom pretinaji v bode [0, 1]. To znamena, ze oblast, ktorej obsah poc¢itame
je v intervale (—1,0) zhora ohranicend grafom priamky y = = + 1 a v intervale (0, §) grafom funkcie
y = cosx (nacrtnite obrazok!). Preto hladany oblasti plochy poéitame ako stcet integralov

us

0 2

P:/($+1)d$—|—/cosmda::;
1 0

&

Ak v rovniciach kriviek ohrani¢ujacich oblasti je premennd x funkciou premennej y zamenime ich
pozicie vo vzfahu (2.17).

Priklad 21. Vypodéitame obsah oblasti ohrani¢enej ohranicenej dvojicou parabol x = —2y?

ax=1-3y>°



2.7. POUZITIE URCITEHO INTEGRALU V GEOMETRII 63

Riesenie: V rovniciach obidvoch parabol je stiradnica x funkciou stradnice y. Obidve paraboly
sa pretinaju v bodoch [—2,—1] a [-2,1] a ich osi st rovnobezné s osou o,. Nezavisld premennd y je
ohrani¢end v intervale (—1,1). V tomto intervale plati —2y? < 1 — 332, preto

1

pP= / (1 —3y* - (—2y2)> dy = %
“1

&

Priklad 22. Vypocitame obsah oblasti ohrani¢enej krivkou uréenou implicitne rovnicou (y—x)? =
2% a priamkou z = 1.

RieSenie: Lava strana rovnice je nezapornd, preto x € (0,1). Pre kazdd hodnotu r z tohoto
intervalu existuju prave dva body na danej krivke, ktorych x-ové stradnica ma dand hodnotu. Ich
y-ové suradnice st y; = r — ry/r a yo = r + r/r. Preto priamka x = r pretina dani oblast v tsecke
dlzky 2r\/r a podla vztahu (2.15) plati

1
4
P = / 2r\/rdr = =
0
)
Priklad 23. Vypocitame obsah elipsy urcenej parametrickymi rovnicami x = a cost, y =

bsint, t € (0,2m).
RieSenie: Pouzijeme vztah (2.19) pre ¢(t) = a cost a 1(t) = bsint.

27
P = /bsint! —asint|dt = wa b.
0

[ )

2
3

2
Priklad 24. Vypocitame obsah oblasti ohrani¢enej asteroidou uréenou rovnicou (£)3 + (£)s = 1.

RieSenie: Uzavrett krivku ohrani¢ujicu oblast najskor vhodne parametrizujeme = a cos®t, y =
a sin®t (overte!). Pretoze obidve funkcie v parametrizécii maja periodu 27, body zodpovedajice hod-
notdm parametra t = r a t = r + 27 su zhodné. Preto oblast integracie je interval ¢ € (0, 2m).

27 27
3
P = /a sin® t|a3 cos® t(—sint)| dt = 3a2/sin4t0052tdt = gwaz.
0 0

Pre vypocet posledného integralu pozri Priklad 10. &

Cvicéenia

Vypodéitajte obsahy rovinnjch oblasti ohrani¢enych uvedenymi krivkami. 148. Parabolou y = 4z — x2
a osou 0;. 149. Parabolou y = 22 + 1 a priamkou z + y = 3. 150. Parabolou y = 22 — 2 a priamkou
y = 2. 151. Osou oy a krivkou x = y? —y3. 152. Krivkami y = 22 a y = 23. 153. Krivkou y = cos x
a priamkou y = —7 pre x € (—m, 7). 154. Krivkou y = sin(§x) a priamkou y = x. 155. Krivkami
y =sinz a y = cosx pre x € (7, %ﬂ 156. Krivkami y = 2%, y = 2z — 22, priamkou = = 2 a osou
oy. 157. Hyperbolou zy = a, priamkami x = a, = b, b > a a osou 0,. 158. Krivkou y = %112,
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osou o0, a priamkami x = —1, x = 1 (nevlastny integral). 159. Krivkou y = Inx a osami 0., oy
(nevlastny integral). 160. Krivkou y = ﬁ, priamkou z = 4 a osou o, (nevlastny integral). 161.

Krivkou y = ﬁ a 0sou o, (nevlastny integral). 162. Parabolami y = 42?2, y = %2 a priamkou y = 2.
163. Krivkami y = Inz, y = In?z. 164. Parabolou y = 22 — 2z + 2, jej doty¢nicou v bode T = [3, 5]
a osou oy. 165. Krivkou y? = z(x — 1)%. 166. Krivkou y = e “sinz a osou o, v intervale (0, ).
167. Krivkou uréenou parametricky * = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € (0,27) a osou o,. 168.
Krivkou ur¢enou parametricky = = 12cost + 5sint, y = 5cost — 12sint, t € (0,27). 169. Krivkou
urenou parametricky = = asint, y = bsin2t, t € (0,7) 170. Krivkou urdenou parametricky
xr =3cos®t, y = —6sint, t € (0, 27). 171. Krivkou uréenou parametricky z = acost, y = bsin® ¢,
t € (0,27). 172. Krivkou uréenou parametricky z = t> — 1, y =3 —t, t € (—1,1). 173. Krivkou
uréenou parametricky x = 2t — 2, y = 2t> — 3, t € (0,2). 174. Nech f je spojita a kladna funkcia
v intervale (0,1) a nech plocha medzi grafom funkcie f a osou o, v intervale (0,z) je sinz. Najdite
vyjadrenie funkcie f. 175. Nech f je spojita a kladnd funkcia v intervale (0, 00) a nech plocha medzi

grafom funkcie f a osou o, v intervale (0, ) je ”"2—2 + & sinw + 5 cosx. Najdite f(75).

Vysledky
32 9 32 1

148. 2, 149. 3, 150. 22, 151. L,
152. &, 153. 272, 154. 4 -1, 155. 2v/2,
156. 2, — % 157.aln?, 158. 6, 159. 1,
160. 4, 161. «, 162. 202, 163. 3 — e,
164. 9, 165. =, 166. e " 167. 3ma?,
168. 169, 169. Zab, 170. 277, 171. 2rab,
172. &, 173. &, 174. f(z) =sinz, 175. 1.

2.7.2 Objem telies

Vseobecny princip pre vypocet objemu telesa pomocou integralu je

Predpokladajme, 7e kazda rovina @ =r, r € (a,b,) ma s danym telesom spoloéni oblast
s obsahom s(r). Potom objem telesa v intervale (a,b) vypocitame integralom

b
S :/3(7") dr. (2.20)

Z tohoto principu dostavame:

Ojem rotac¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranicenej grafom funkcie f > 0,
(priamkami x = a, x = b) a osou o, v intervale (a,b) okolo osi 0, vypo¢itame pomocou integralu

b

Vv :77/f2(x) dzx. (2.21)
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Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou rovinnej oblasti ohranicenej grafmi funkcii f >
g > 0 (a priamkami x = a, z = b) v intervale (a,b) okolo osi 0, vypoéitame pomocou integralu

b

v = ﬂ'/(f2(a;) ~ (x)) da. (2.22)

a

Objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohranicenej uzavretou krivkou urcenou
parametrickymi rovnicami 2.18, kde 9 (t) > 0, t € («, 3), okolo osi 0, vypocitame pomocou integralu

B
v :W\/¢2(t)go'(t) di|. (2.23)

a

Poznamenajme, Ze na platnost vztahu je potrebnd existencia derivéacie funkcie ¢ v intervale integracie
a odvodime ho dosadenim rovnic 2.18 do vztahu 2.21.
2
Priklad 25. Vypocitame objem elipsoidu g—; + ‘Z—z + i—; =
RieSenie: Pouzijeme vSeobecny princip vypoc¢tu objemu. Pre r € (—a,a) rovina x = r pretne
2

2

(z 2) = 1. Aplikaciou Prikladu 23 dostavame, Ze obsah
1 T

elipsoid v elipse s rovnicou Y v T
b2(1J )

tejto elipsy je

Preto

)
Priklad 26. Overime vzorec pre vypocet objemu kuZela s polomerom podstavy r a vyskou v.

Riesenie: Kuzel umiestnime vrcholom do zadiatku stradnicovej ststavy tak, Ze jeho os splyva
s osou 0. Takto umiestneny kuzel je vytvoreny rotéciou priamky y = T okolo osi o, v intervale (0, v).

Pouzijeme vztah (2.21).
p 2 21,317 1
V = 7T/ (CZL‘> dr = <C> R )
/ v v 3 0 3

Odporucame ¢itatelovi vyriesit tento priklad pomocou vSeobecného principu pre vypocet objemov. &
Priklad 27. Vypocitame objem telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohrani¢enej krivkou y? =

(x —1)3 a priamkou x = 2 okolo osi 0,.

RieSenie: TLava strana rovnice definujucej krivku je nezdporné. Z toho vyplyva, ze x > 1 a preto
interval integracie bude (1, 2). Naviac, krivka je symetrickd podla osi o,, sklada sa totiz z grafov dvoch

funkcii y = (z — 1)% ay=—(zr— 1)% Preto

2
1
V :W/(x—l)?’d:rzzm
1
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&

Priklad 28. Vypocitame objem telesa, ktoré vznikne rotaciou jedného oblika cykloidy x =
a(t —sint), y = a(l —cost), t € (0,27) okolo osi 0,.

RieSenie: Pouzijeme vztah (2.23).

2m 2m
V = w/a (1 —cost)?a (1 — cost) dt = ma® /(1 — cost)? dt = 5n?a’,
0 0

&
Cvicenia

Vypocitajte objemy telies uréenych rotaciou rovinnych oblasti ohrani¢enych danymi krivkami okolo
osi 0,. 176. Parabolou y = 22 a priamkou y = 4. 177. Parabolou y = 3z — 22 a priamkou y = z.
178. Parabolou y = 22 + 1 a priamkou y = = + 3. 179. Krivkami y = \/z a y = %f. 180. Krivkou
y = sinz a osou o, v intervale (0,7). 181. Krivkami y = sinz, y = cosz a osou o, v intervale

0,7). 182. Krivkami y = 2% a = = ¢%. 183. Krivkami y = z 4 y= 22 184. Krivkou y = ez
4 Yy Y 2 8

a priamkami x =1 ay = 0. 185. Hyperbolou zy = a, osou o, a priamkamix =b, x =¢, 0<b<ec.
186. Kruznicou 22 4+ y? = 1 a parabolou y? = %x 187. Castou hyperboly 22 —y?> =1, 2 > 0
a priamkou z = a +1, a > 0. 188. Krivkou y = sinz a priamkou y = %:v 189. Krivkou
y = e % a osami o, a oy, * > 0 (nevlastny integral). 190. Krivkou y = Inz a osami o, a oy
(nevlastny integral). 191. Uzavretou krivkou s parametrickymi rovnicami z = acos®t, y = asin®t.

g, t € (0,/3). 193. Uzavretou
2 2

krivkou s parametrickymi rovnicami x = < cos3t, y = = sindt, t e (0,7), c®=a®—-0% 194.

Gula s polomerom r je prefatd rovinou vzdialenou d < r od jej stredu. Vypocitajte objem mense]

casti. 195. Najdite vzorec pre objem pravidelného ihlana s obsahom podstavy P a vyskou h.

192. Uzavretou krivkou s parametrickymi rovnicami x = ¢, y =t —

Vysledky

176. 207, 177. 57, 178. 4T,

179. %1, 180. =, 181. I,

182. 3% 183. 227 184. T(e? +1),
185. % (¢ — b), 186. 7, 187. T(a® + 3a?),
188. T, 189. I, 190.

191. 32 ma?, 192. 3, 193. 3210
194. V =nm(2r3 —dr? + %),

195. V = 1hS.

2.7.3 Dlzka krivky

Dlzku rovinnej krivky, ktora je grafom funkcie f, ktorad ma spojiti derivaciu v intervale (a, b) vypodi-

tame pomocou integralu
b

D:/ 1+ (f/(2))? d. (2.24)

a
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Dlzku rovinnej krivky, ktora je uréend parametrickymi rovnicami 2.18, ak derivacie ¢'(t), ¥/(t) sa
spojité v intervale («, 3) vypoéitame pomocou integralu

B
D= [ gy + w2 (225)

Priklad 29. Vypodcitame dizku krivky y = 2z — 22 v intervale (0,1).

RieSenie: Pouzijeme vzfah (2.24) a pri vypoéte primitivnej funkcie pouzijeme vysledok Pri-
kladu (21) z ¢asti Neuréity integral.

1 1
D:/\/1+(2—23})2d$:/\/4$2—8.1‘+5dl‘:
0 0
1

1 1
= [595(35—1)\/4:62—8:1:+5+Zln(\/4w2—8w+5+2x—2) =

0
Vi o1

' 3
Priklad 30. Vypocitame dizku polokubickej paraboly 3? = 22 v intervale (0, 1).

Obr. 2.4: y? = 2>

Riesenie: Krivka sa sklada z dvoch casti y = z3 a y = g symetrickych podla osi 0z Preto jej
dlzka bude dvojnisobkom dlzky jednej z nich. Pouzijeme vzfah (2.24), pricom f(z) = 22 a f/(z) =

SV
A 92 9 \31' 16 /13
D / +4£Cd$ 13 (—|—4x> L 27(8\/3 )
0
&

Priklad 31. Vypoéitame dizku jedného oblika cykloidy = = a(t — sint), y = a(l — cost),
t € (0,2m).
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Riesenie: Pouzijeme vztah (2.25) a trigonometrickt identitu 1 — cost = 2sin® £.

D= /\/a2 —cost)? 4 a?sin®tdt =

27 27
t
=aq /\/2—2costdt:a /2sin§dt:8a.
0 0

&
Priklad 32. Vypoéitame dizku jednej ¢asti asteroidy = a cos®t, y = a sin®¢, t € (0, 5
Riesenie:
= / \/9@2 costtsin®t + 9a2sin* tcos? t dt = 3a costsintdt = =
0
Cvicenia

Vyp0c1ta3te dlzky danych kriviek.
196. y = 3(? +2)%, 2 €(0,3), 197. y = Z, z € (0,2v/2), 198. y = In(sinz), z € (%,%), 199.
b

y =227, v € <0,1>, 200. y = (& — 11n 2), € (1,2), 201. y = In(S5), = € (a,0), 202.

y =coshz, x € (0,1), 203. y =1Inz, = € (V/3,V8), 204 y—arcsmx+\/1—m2 x € (0,1), 205.
x = cost, y=t+sint, t € (0,7), 206. v =12, y =1t— 3, t € (0,v3), 207. x = g—t, y=1t>+2,tc
(0,3), 208. r = acos®t, y = asin®t, t € (0,27), 209. x = cost + tsint, y = sint — tcost, t €
0,%), 210. z = sin?t, y = cos®t, t € (0,%), 211. x = e'cost, y = e'sint, t € (0,lnm), 212.

xr =8sint +6cost, y =6sint —8cost, t €(0,7), 213. y =2z, z € (1,2).

Vysledky
196. 12, 197. n(vV2++v3) + V6, 198. 1In3,
b_ _—b

199. 2(V8 - 1), 200. 3 + 1In?2, 201. In (;_g_a),
202. sinh1~ 1,17, 203. 1+ 1In3, 204. 4 — 2v/2,
205. 4, 206. 24/3, 207. 12,
208. 6a, 209. T, 210. /2,
211. V2(7 — 1), 212. 5,

_ 19, 2645
213. V6 - V2 + 5In 3V

2.7.4 Obsah povrchu rota¢nej plochy

Obsah povrchu rota¢nej plochy, ktord vznikne rotaciou grafu funkcie f v intervale (a,b) okolo osi 0,
vypocitame pomocou integralu

b

S — 277/]f(x)] 1+ (f(x))? da. (2.26)

a
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Osah povrchu rotac¢nej plochy, ktora vznikne rotaciou uzavretej krivky urcéenej parametrickymi
rovnicami 2.18 okolo osi 0, vypocitame pomocou integralu

B
s =2 [ WO/ 02 + @) (2.27)

Poznamenajme, Ze na platnost vzfahu je potrebné existencia derivacie funkcii ¢ a 1 v intervale inte-
gracie.

Priklad 33. Vypocitame obsah povrchu plochy, ktora vznine rotaciou krivky y = sin 2z v intervale
(0, %) okolo osi 0.

RieSenie: Pouzijeme vztah (2.26) a substittciu ¢t = 2 cos 2z.

jus

2

S :27r/sin23:\/1+4c0522a:d1‘:

0
-2 1 2
:27r/\/1+t2 (_Z) dt:g/\/1+t2dt:
2 —2

m [t 1 2 s
=5 {5\/1 +12+ S In(t + V14 t2)] = 5(2¢5+ In(V5 +2)).
-2
Pri vypo¢te primitivnej funkcie v poslednom integrale sme pouzili vysledok Prikladu (23) z casti
Neurcity integral. &

Priklad 34. Vypocitame obsah povrchu plochy, ktora vznikne rotaciou asteroidy « = a cos®t, y =
a sin®t, t €(0,%).

Riesenie: Podrobnosti vypoctu st podobné ako v Priklade 32.

3
S =27 / a sin® t\/Qa2 costtsin?t 4+ 9a2sin* t cos? t dt =
0

™

3
6
= 27r/a, sin®t(3a costsintdt = gﬂaz.
0

&

Priklad 35. Overime vzorec pre vypocet povrchu gule s polomerom 7.

RieSenie: Stred gule umiestnime do zaciatku stradnicovej ststavy. Gula tak vznikne rotéciou
oblasti ohranicenej polkruznicou uréenou parametrickymi rovnicami x = rcost, y = rsint, t € (0,m)
a osou o, okolo osi o,. PouZijeme vztah (2.27).

s s
S = 27r/rsint\/r2 sin?t + r2costdt = 27Tr2/sintdt = 472,
0 0



70 KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

Cvicenia

Vypocitajte obsahy povrchov rota¢nych ploch, ktoré vznikna rotaciou danej krivky okolo osi 0,. 214.
y=kr, v € (a,b), 0 <a <b k >0, 215.y =23 2 € (0,1), 216. y = /z, =z € (0,2),
217. y = ¢, x € (0,00), 218. y = 2cosh(%), z € (0,2), 219. y = £ z € (0,2), 220.
xr =cost, y=1+sint, t € (0,27), 221. x =a cos®t, y = a sindt, t € (0,7), 222. z =sin’t, y =
cos?t, t € (0,%), 228. v =t—sint, y = 1—cost, t € (0,27), 224. z =12, y = L(t*—3), t € (0,V3),
225. r = a sin2t, y = 2asin®t, t € (0,7), a > 0.

Vysledky

214. 7k V2 +1(0* — a?), 215. 3-(10v/10 — 1),  216. 17,

217. 7(vV2+In(14+v2), 218. 7(e? —e2+4), 219. 7 (% - %2)
220. 472, 221, 1210% 222. T/2,

223, %4r 224. 37, 225. 471202,

3
2.7.5 Vypodet stradnic taziska

Tazisko plognej hmotnej oblasti s plosnou hustotou o(x) ohrani¢enej grafmi funkcii f a g v intervale
(a,b) ma suradnice

M, M,
R TR A TR
kde
1 b
M, = 5 [ o@)(@) - ¢*(a)) da,

b
M = [ o@)(f(x) - g(@)) da.

Tazisko hmotného oblika s dlzkovou hustotou y(t) uréeného parametrickymi rovnicami (2.18) m4
sturadnice

kde
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Poznamka 5. Veli¢iny M, resp. M, volame staticky moment vzhladom k osi o, resp. oy.

Poznamka 6. Poznamenajme, Ze v pripade homogénnej oblasti alebo oblika (t.j. funkcia hustoty
je konstantnd) je pri vypocte taziska informécia o hustote zbytocnd a moézeme integraly v citateli aj
menovateli poéitat bez funkcie hustoty pomocou veli¢in M, = %, My, = %, M = %. Uvedomme

si, ze veli¢ina M’ predstavuje obsah oblasti, resp. dizku oblika.

Priklad 36. Nijdeme stiradnice taziska hmotnej rovinnej oblasti ohrani¢enej parabolou y = 9— 2
a 0sou 0y
a) ak je oblast homogénna b) ak jej plosna hustota je o(x) = ﬁ

RieSenie: V obidvoch pripadoch sta¢i poéitat siradnicu y faziska, v pripade a) vdaka symetrii
oblasti podla osi o, a homogenite, v pripade b) vdaka spominanej symetrii paraboly a tiez symetrii
funkcie hustoty podla tej istej osi. V obidvoch pripadoch bude x-ova stradnica taziska T, = 0. Skuste
este pred vypo¢tom odhadnut, v ktorom pripade bude fazisko vyssie! a) Potrebujeme vypocitat M,
a M, z homogenity vyplyva, ze o(x) = ¢, preto pouzijeme hodnoty M/ a M'.

3
4
M':§/3(9—a:2)2dx:%.

Preto vy 18
[0’ M/] [07 5 ] [0 I 37 6]

b) Pri vypocte vyuzijeme parnost integrovanej funkcie (premyslite si kde a ako) a techniku integrovania
racionalnej funkcie.

3 3
1 1 * —18z% +81
Mm:_/ (9_x2)2dx:/udx:100arctg3—48.

2, 1+ 22 14 22
; 1 9 39—:(}2
M = W(Q—x)da::2/1+$2d1::20arctg3—6.
= 0
Preto 7o, MW0arctgd 18,
" 20arctg3—6 - 0
&

Priklad 37. Vypocitame stradnice taziska homogénneho stvrtkruhu so stredom v zacdiatku st-
radnicovej sustavy a polomerom 7, leZiaceho v prvom kvadrante.

RieSenie: Vdaka homogenite a symetrii podla priamky y = x, lezi tazisko na tejto priamke. Preto
nam stacéi vypocitat jednu zo stradnic, v tomto pripade je o nieco jednoduchsie pocitat stiradnicu y
(skuste vypocitat siradnicu ). Dany $tvrtkruh je grafom funkcie y = vr2 — 22, 2 € (0,7r).

,

1 1
M. = 5/(7"2 —2?) dx = §r3.
0
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Druh4 veli¢ina, ktortt mame vypocitat je M’ = %, ¢o je vlastne obsah Stvrfkruhu a preto M’ = Ir

(skuste overit vypoc¢tom prislusného integralu). Preto

2

M. M 4 4
T =12z May 2, 2 g

G ) = 557 357
»

Priklad 38. Nijdeme stradnice taziska homogénnej polkruznice x2 + 32 = r2, y > 0.

RieSenie: Polkruznicu parametrizujeme = = rcost, y = rsint, t € (0, 7). Vzhladom k symetrii
je x-ova sturadnica faziska 0.

s v
Mz// = /rsint\/r251n2t+rzcos2tdt:r2/sintdt:2r2.
0 0

™

M :/\/rzsin2t+r2cosztdt:7rr.

Preto

&

Priklad 39. N&ajdeme fazisko homogénneho oblika cykloidy = = a(t — sint), y = a(1 — cost),
t € (0,2m).

RieSenie: Obluk je simerny podla priamky = = ma, preto fazisko lezi na tejto priamke (overte!).
Dizka oblika je 8a (pozri Priklad 31) Staci teda pocitat

2

M! 1
T, = 8—; = 8—a/a(1 —cost)\/a2(1 —cost)? 4+ a?sin® tdt =
0
21
%/(l—cost)\/2—2costdt:
0
27 " 2 " 4
= %/(1—cost)2sin§dt: g/singidt: 3%
0 0

Preto T = [ra, 3a]. &

2.7.6 Guldinove vety

Guldinova prva veta.

Majme v rovine dant priamku o a krivku C leziacu celt v jednej polrovine urc¢enej priamkou o. Obsah
povrchu rotac¢nej plochy, ktord vznikne rotaciou krivky C okolo osi o sa rovna suéinu dlzky krivky
a dlzky kruznice, ktort pri tejto rotéacii opise tazisko krivky.

Guldinova druha veta.
Majme v rovine danii priamku o a oblast D leziacu celt v jednej polrovine urc¢enej priamkou o. Objem
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rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou oblasti D okolo osi o sa rovna siéinu obsahu oblasti a dizky
kruznice, ktort pri tejto rotécii opise tazisko oblasti.

Poznamenajme, ze obidve vety platia len pre homogénne tutvary. Obidve vety vyjadruju vztah
medzi tromi veli¢inami, z ktorého je mozné z hodndt dvoch z nich vypoditat tretiu.

Priklad 40. Najdeme suradnice faziska
a) homogénnej polkruznice 22 + y? = 2, y > 0, b) homogénneho polkruhu z2 + 3% = r2, y > 0.

RieSenie: a) Poznamenajme, Ze tuto ilohu sme riesili v predchédzajtcej ¢asti priamo. Z dévodov
symetrie je x-ova sturadnica faziska rovnéa 0. Rotaciou okolo osi o, vytvori polkruznica gulovii plochu
so znamym povrchom S = 4rr2. Podla prvej Guldinovej vety sa tato hodnota rovna sucinu dizky
polkruznice 77 a dlzky kruznice, ktora vytvori pri rotacii tazisko 27T, Preto

4nr? = (nr)(27Ty),

odkial T}, = QTF—T
b) Z dévodov symetrie je z-ové suradnica taziska 0.Podla druhej Guldinovej vety je objem gule vy-
tvorenej rotaciou polkruhu rovny obsahu polkruhu a dizky kruznice opisanej pri rotécii taziskom

4 3

3= (gr2)(27rTy).

Preto T = [0, --7]. &

’ 3w
Priklad 41. Vypoc¢itame povrch a objem anuloidu vytvoreného rotéciou kruznice (kruhu) so
stredom S = [0, a] s polomerom 7 < a.
RiesSenie: Pouzijeme Guldinove vety. KedZze faziskom homogénnej kruznice (aj kruhu) je jej stred,
pre povrch anuloidu plati
S = (27r)(27wa) = 47%a r
a pre jeho objem
V = (7r?)(2ma) = 2n%a r2.

)
Priklad 42. Néjdeme stradnice faziska ¢asti asteroidy = a cos®t, y = a sint,¢ € (0, 5

RieSenie: Krivka je simernd podla priamky y = z, preto sa obidve stradnice faziska rovnaju.
Na vypocet stradnice T, pouzijeme prvit Guldinovu vetu (preco nie druha?) a vyuzijeme vysledok
Prikladu 325 = gwaz a vysledok Prikladu 34D = %a. Preto

6 3
S = D(2rTy), gwaQ = 50 (2nTy),

odkial T = [2a, 2a]. &

Kvoli oceneniu uzitoénosti Guldinovych viet odporuc¢ame ¢itatelovi vyriesit nasledujuci priklad aj
bez pouzitia tychto viet.

Priklad 43. Vypocitame objem a obsah povrchu rota¢ného telesa, ktoré vznikne rotaciou Stvorca
so stredom v bode C = [0, ¢] a stranou dizky a < cv/2 (preco je potrebna této podmienka?, nezévisia
hladané veli¢iny aj na polohe stran Stvorca?).

Riesenie: Tazisko je totozné so stredom $torca. Podla prvej Guldinovej vety plati

S = (4a)(2mc) = 8mac.
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Podla druhej Guldinovej vety plati
V = (a%)(2nc) = 2ma’c.
)

Cvicéenia

Vypocditajte sturadnice taziska homogénnych rovinnych oblasti ohrani¢enych krivkami. 226. y =
4—-2% y=0, 227.y =z -2 x+y =0, 228. 2 = y—y3 o =0, y € (0,1), 229.

y =222 -4z, y = 2z —1a2, 230.y=cosz, v =5, r=0,y=0, 28l.y =sinz, v =5, x =0, y = 0.

232. Vypoditajte stiradnice taziska nehomogénnej rovinnej oblasti s plosnou hustotou 92(36) = cx* ohra-
ni¢enej krivkou y = 4 — z2 a osou 0.

Vypocditajte stradnice taziska homogénneho hmotného oblika uréeného parametrickymi rovnicami.
233. = a cost, y = bsint, t € (0,5), 234. z = acos’t, y = a sin®t, t € (0, 5), 235.
r=1t2 y=1t-— g, t € (0,v3), 236. x = a(cost + tsint), y = a(sint — tcost), t € (0,m), 237.
Néjdite sturadnice taziska stvrtkruznice 22 +y? = r2, £ > 0, y > 0, ktorej linearna hustota je v kazdom
bode rovna stc¢inu siradnic bodu.

V nasledujucich prikladoch pouzite Guldinove vety. 238. Vypocitajte suradnice taziska oblika kruz-
nice * = rcost, y = rsint, t € (—a,a). 239. Vypocitajte objem telesa vytvoreného rotaciou
polkruhu s polomerom r okolo dotyc¢nice rovnobeznej s jeho priemerom. 240. Vypocitajte objem
a povrch telesa, ktoré vznikne rotaciou obdlznika so stranami dizky 6 a 8 okolo osi prechadzajticej vr-
cholom a kolmej na jeho uhlopriecku. 241. Vypocitajte objem a povrch telesa, ktoré vznikne rotaciou

pravidelného n-uholnika so stranou dizky a okolo jednej z jeho stran.

Vysledky

226. 7 = [0, 5], 227. T = [1,-%], 228. T = [0 8]
229. T'=[1,-3],  230. 7 =["32 ], 231. T = [1, 7],
232. T = [0, 8], 233. T = [52, 2], 234. T = [22 2],
235. T = [I,¥3]  236. T = [2a™5%,69), 237. T =%, 2],
238. T = [r222%) (],

239. V = w334

240. V = 4807, S = 2807,

241. V = imra3 cotg? oS = nma? cotg 7.

2.8 Pouzitie urcitého integralu vo fyzike

2.8.1 Praca

Na vypocet prace vykonanej silou F'(z) posobiacou v intervale (a,b) pouzivame vztah
b
A = / F(z)dz.
a

Priklad 44. Aka pracu potrebujeme na roztiahnutie pruziny o 4 c¢m, ak sila potrebna na jej
roztiahnutie o 1 ¢m je 1 N.
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RieSenie: Ozna¢me x dlzku, o ktort je pruzina roztiahnuta. Hookov zékon hovori, Ze sila potrebna,
na rozfahovanie pruziny je priamo timerna dizke roztiahnutia pruziny, t.j. F'(z) = kz. Konstantu k
vypoétame z podmienky F(0,01) = £.0,01 = 1 (kvoli stladu fyzikalnych jednotiek meriame dizku
v metroch), teda k& = 100. Hladané préca je

0,04
A = / 100z dz = 50[z)3°* = 0,08.J.
0

&

Priklad 45. Néajdeme pracu potrebnt na odéerpanie vody z koryta tvaru polvalca dizky h a po-
lomerom podstavy r.

RieSenie: Rozlozme cely objem vody v koryte na velmi tenké vodorovné vrstvy hrubky dz.

Obr. 2.5: Voda v koryte.

Tvar vrstvy, ktora je v hibke z pod hladinou mézeme povazovat za kvader s rozmermi h, 2v/r2 — 22
(podstava) a dx (vyska). Na jej od¢erpanie vynalozime pracu rovnd sucinu jej objemu, hustoty vody
0, gravitacného zrychlenia g a drahy x

A(x) = oghx2\/1? — 22dx.

Preto celkova praca potrebna na odcerpanie vody je

T T 2
A = /2Qgh:1:\/ r2 —a?dr = 2ggh/x\/ 2 —x2 = g‘gghr?’.
0 0

&

2.8.2 Tlakova sila

Pre vypocet celkovej tlakovej sily (tlaku) kvapaliny v konstantnej hibke h sa pouziva Pascalov zakon
P = oghS,

kde o je hustota kvapaliny, g = 9,81m/s? je gravitacna konstanta a S je velkost plochy. Pri meniacej
sa hibke vypocitame celkovy tlak integralom

ho
P =g / hS(h) dh,
h1
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kde hy, ho st hranice hibky a S(h) je velkost plochy, na ktort tlak pdsobi v hibke A.

Priklad 46. Najdeme tlak vody na vertikalnu skleneni stenu tvaru polkruhu umiestnend prieme-
rom dizky 6 m na hladine vody. Hustota vody je o = 1000 kgm 3 a gravitaéné zrychlenie g = 9, 81m/s2.

RieSenie: Celkovy tlak na tizky vodorovny pruh steny vysky dh v hlbke h je rovny velicine
P(h) = oghS(h), kde S(h) = 2v/9 — h?dh je obsah pruhu. Potom celkovy tlak je limitou sucétu
takychto tlakov P(h) pre dh — 0, preto

3 3
P:/ggh2\/9—h2dh:19620/h\/9—h2dh:
0 0

19620
S (S h%)2)3 = 176580 N.

&

Cvicenia

242. Ak pracu treba na roztiahnutie pruziny o 6 ¢m, ak na jej roztiahnutie o 1 ¢m je potrebna sila
2,5 N7 243. Aku pracu treba na stlacenie pruziny o 5 cm, ak na jej stlacenie o 3 cm je potrebn4 sila
15 N?7 244. Nadoba tvaru pologule priemeru 20 m je naplnend vodou. Aka praca je potrebna na jej
odcerpanie? 245. Nadoba tvaru valca priemeru 4 m a vysky 5 m je naplnend vodou. Aka préca je
potrebnd na jej odCerpanie otvorom na vrchnej ¢asti nadoby, ak
a) je os valca v zvislej polohe,

246. Vodné nadrz ma tvar polovice rotac¢ného elipsoidu, ktory vznikne rotaciou elipsy s osami 1000 m a
100 m okolo kratSej osi. Najdite pracu, ktort je potrebné vykonat na jej naplnenie vodou z jazera, ktoré
je 100 m pod dnom nadrze. 247. Kotol ma tvar rotacného paraboloidu s polomerom hornej zékladne R
a vyskou h. Kotol je naplneny kvapalinou o hustote g. Najdite pracu potrebna na odcéerpanie kvapaliny
z kotla. 248. Akym tlakom posobi voda na zvisly obdlznikovy uzaver 8 m dlhy a 12 m vysoky, ktorého
vrchna hrana je v hibke 5 m pod hladinou vody? 249. Priehrada ma tvar rovnoramenného lichobeznika
so spodnym ramenom dlzky 50 m, vrchnym ramenom dizky 200 m a vyskou 50 m. Vyska vody za
priehradou je 30 m. Vypocitajte tlak vody na priehradu. 250. Najdite celkovy tlak vody na steny
a dno akvaria tvaru kvadra s hranami dizok 1 m, 80 e¢m (podstava) a 50 ¢m, ktoré je naplnené vodou
na 80%. 251. Vypocitajte tlak na povrch gule s polomerom 3 m, ktorej stred je 10 m pod hladinou
vody. 252. Nadoba tvaru valca s polomerom zékladne 1,5 m a vyskou 3,5 m je naplnenéd benzinom
hustoty 900 kg/m3. Najdite tlak benzina na vnitorné steny nadoby.

Vysledky

242. 0,45 J, 243. 0,613 J, 244. 24,525.106 7 J,
245. a) 500007 J, b) 400007 J, 246. 531,57.10° J,
247, Teslth? 248. 10359 . 106 N, 249. 912330.105 N,

250. 5964,5 N, 251. 3,5316. 1057 N, 252. 1617007 N,
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2.9 PribliZzné integrovanie funkcii

V mnohych pripadoch nemoézeme najst primitivnu funkciu F(x) alebo je tato funkcia velmi zlozit4.
Okrem toho v praxi moze byt funkcia f(z) zadana tabulkou. Preto maju pre vypocet uréitych integ-
ralov velky vyznam priblizné numerické metddy. Akikolvek metédu vSak mozeme pouzit len vtedy,
ak je funkcia f(z) integrovatelnd na danom intervale (a,b), kde a < b.

Metdédy numerického vypocétu hodnoty integralu [ f f(x) dx sa zakladaji na tom, Ze sa funkcia f(x)
nahradi jednoduchsou, aproximujicou funkciou ¢(x) (napr. polynémom) a potom sa priblizne kladie

/abf(x) dr ~ /abgo(:z:)dx.

V jednej z najjednoduchsich metéd sa krivka f(x) nahradi na intervale (a,b) tsec¢kou priamky pre-
chadzajucej bodmi [a, f(a)], [b, f(b)], t.j. polynémom 1. stupiia.

Obr. 2.6: Lichobeznikovy vzorec.

Plocha atvaru ohrani¢eného zhora f(z) sa nahradi priblizne plochou ttvaru ohrani¢eného zhora spo-
minanou useckou. Dostavame vzorec

[ s~ 2 ) + o), (2.28)

znamy pod menom lichobezZnikovy vzorec. Ak polozime

b—a
n

b=

a rozdelime interval (a,b) pomocou ekvidistantnych bodov
xo=a, z=xz0+th (i=1,2,....n—1), xz,=>

na n rovnakych casti, na kazdej z nich pouzijeme vzorec (2.28) a vysledky s¢itame, dostaneme

N S

b
[ #adde = S7n) + @) + 50 + £@) + -+ 5 ([ am) + )

a po uprave vSeobecny lichobeZnikovy vzorec

[ 5@~ B an) + 250) 4 20 4 21 0) + 5o (2.29)
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Obr. 2.7: Simpsonov vzorec.

Pri inej ¢asto pouzivanej metéde priblizného vypoctu hodnoty integralu sa funkcia f(z) nahradi poly-
némom 2. stupiia, ktorého grafom je parabola prechddzajica troma bodmi [a, f(a)], [(a+b)/2, f((a +

b)/2)},[b, £(b)].

Po integrovani takého polynému dostavame vzorec

b—a

[ f@de ~ S @) + gt )/2) + 10), (2.30)

znamy pod menom Simpsonov vzorec. Nech n = 2m je parne ¢i slo. Ak poloZime

h:b—a:b—a

n 2m

a rozdelime interval (a,b) pomocou ekvidistantnych bodov
xo=a, zri=x0+ith (i=1,2,....2m—1), z9,=2>
na n = 2m rovnakych casti, na kazdom z m intervalov < x2;, x2;42 >, = 0,1,...,m — 1 pouzijeme
vzorec (2.30) a vysledky s¢itame, dostaneme po uprave vS§eobecny Simpsonov vzorec
b h
[ fla)da ~ S(F o) + 4f (1) + 2§ (22) + 4 (@) + ..
a

oot 2f($2m—2) + 4f(x2m—1) + f(me)) (231)

Ak je funkcia f(x) dana analyticky (nie tabulkou), treba este odhadnaf chybu, s akou sme integral
vypocitali. Nepresnost

R:Kﬂ@m_2¥U@+ﬂm

lichobeznikového vzorca (2.28) je
h2 14 *
Ef (CC )7

kde z* € (a,b). Nepresnost Simpsonovho vzorca (2.30) je

R=—(b—a)

h4
R=—(b—a);o [P,

kde z* € (a,b). Vidime teda, ze vypocet hodnoty uréitého integralu podla Simpsonovho vzorca je
vécsinou presnejsi.
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Priklad 1. Vypocitajme priblizni hodnotu integralu f23 z/(1 + 22)dz podla lichobeznikového
vzorca (2.29) s n = 10 a podla Simpsonovho vzorca (2.31) s n = 2m = 10.

Riesenie: Budeme potrebovat tieto hodnoty f(z) = z/(1 + 22):

T 2,0] 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
F(z) [0,4]0,3882 | 0,3767 | 0,3657 | 0,3550 | 0,3448 | 0,3351

IE 2,7 2,8 2,9 |3,0
| f(z) ] 0,3257 | 0,3167 | 0,3082 | 0,3

PodTa lichobeznikového vzorca (2.29) dostaneme

3 1
/2 ol os(£(2) + 20(2,1) + 2(22) + .+ 2/(2,9) + [(3) = 0,34661.

Podla Simpsonovho vzorca (2.31) dostaneme

3 X
/2 T o™ 3—10(f(2) +Af(2,1) +2f(2,2) + ...

4 2£(2,8) +4£(2,9) + f(3) = 0,34658.
Presna hodnota integréalu je 0,34657. &
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Kapitola 3

Obycajné diferencialne rovnice

K studiu tejto kapitoly treba mat vedomosti z thedrie funkcii jednej redlnej premennej a diferencialneho
poctu funkcie jednej premennej, sta¢i v rozsahu prvého dielu tychto skript. Problematika obycajnych
diferencidlnych rovnic bude v tejto kapitole vysvetlend velmi strucne a zjednodusene, s jednoduchymi
prikladmi. Naroé¢nejsiemu ¢itatelovi odporuc¢ame najmé [8] alebo tiez [1], kde ziska solidne vedomosti
z tejto problematiky.

3.1 Zakladné pojmy

Diferencidlnymi rovnicami modelujeme mnohé zékony réznych vedeckych disciplin, poc¢niic technic-
kymi, ekonomickymi, prirodovednymi az po spolocenské. Za vSetky, na ivod tejto kapitoly, uvedieme
aspon jeden model. V dalSom sa budeme snazif uviest ich este niekolko.

Priklad 1. (Newtonov zékon ochladzovania). Umiestnime teleso do prostredia, ktoré je chladnejsie
ako teleso. Teleso sa zac¢ne ochladzovat rychlostou imernou rozdielu teplot telesa a prostredia v danom
¢asovom okamihu. Matematicky tento fakt moZzeme vyjadrif takto:

Nech T'(t) je rozdiel teplot telesa a prostredia v danom ¢ase ¢. Potom plati:

dT
— = —kT
dt ’
kde k je konStanta timernosti a C% ozancuje prvu derivéaciu funkcie T' podla premennej ¢. Dostali sme

rovnicu, v ktorej sa vyskytuje derivacia funkcie. Takymito rovnicami sa budeme teraz zaoberat.

Rovnicu, ktora obsahuje funkciu a prvi alebo aj vyssie derivacie tejto funkcie definované na neja-
kom intervale I, nazyvame diferencidlnou rovnicou. Ak je funkcia y v rovnici redlnou funkciou jednej
realnej premennej a rovnica obsahuje jej n-tt derivaciu, napr.

y+al@)y +...+bx)y™ = fz), (3.1)

nazyvame ju obycéajnou diferencialnou rovnicou (ODR) n-tého rddu. Kazda funkciu y = ¢(z) z mno-
ziny vSetkych n-krat diferencovatelnych funkceii na intervale I, pre ktora plati

(@) +a(@)p(@) + ...+ ba)p()™ = f(a),

pre kazdé = € I, nazgvame rieSenim diferencidlnej rovnice (3.1) na intervale I.
Graf riesenia y = ¢(z) diferencidlnej rovnice (3.1) nazyvame integralnou krivkou diferenciélnej
rovnice (3.1). V obyéajnych diferencidlnych rovniciach ¢asto pouzivame zapis y'(x) pre prvi derivéiciu
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funkcie y a analogicky pre vyssie derivacie, ak je jasné, Ze ide o derivaciu podla premennej 2. V odbornej
literatiire sa vSak casto vyskytuje aj zapis % pre prvu derivaciu funkcie y, ktory je presnejsi, pretoze
je vzdy uvedené o deriviciu podla akej premennej ide. My budeme pouzivat obidva typy zapisov, aby
C¢itatelovi nerobil problémy ani jeden z nich.

Priklad 2. Za urcitych zidealizovanych podmienok sa rast hmotnosti m organizmu dé popisaft

pomocou ODR
dm

dt
a rychlost $irenia choroby v populécii, kde = je pomerné mnozZstvo infikovanych, popise ODR

=km

— =kx(l—1x).

p (1—x)

V obidvoch tychto ODR premenna t predsatvuje ¢as a konsStanta k koeficient imernosti. Tieto typy
ODR su diferencialne rovnice prvého radu (najvyssia derivacia v rovnici je prva).

Priklad 3. Rovnica typu

d%x dx
CT L 9% hr=0
az i ot

popisujuca tok elektrického pradu v Specidlnom elektrickom okruhu, je druhého radu.

Nech pre riesenie y = p(x), x € I, diferenciélnej rovnice (3.1) v ¢isle a € I plati

y(a) = by, y'(a)=0b1, ... y(”_l)(a) =by_1, (3.2)

pri¢om by, by, ..., b,—1 st fubovolné ¢isla. Potom podmienky (3.2) nazyvame Cauchyovskymi zaciatoc-
nyme podmienkami.

Priklad 4. Kamen s hmotnostou m pada z vysky h so zaciatoc¢nou rychlostou vy zvisle nadol.
Odpor vzduchu je priamo imerny stvorcu rychlosti padajiceho telesa. Najdite diferencidlnu rovnicu
pohybu padajtceho telesa a zaciatocné podmienky.

Riesenie: Kamen pada po priamke k zemi. Na priamke zvolime stradnicovy systém tak, ze
jeho pociatok bude na zemi a kladna ¢ast osi 0, je nad zemskym povrchom. Nech x = f(¢) je poloha
kameria v ¢ase t. Potom v Case t je rychlost v dand vztahom v = 2'i = f/(¢)i, kde i je jednotkovy vektor
v kladnom smere osi 0. Jeho zrychlenie je a = 2”i = f”(¢)i. Na padajtci kameti pdsobi v kazdom
¢ase t tiaz a odpor vzduchu, pricom t < T, kde T je doba padania kameria. Podla Newtonovho zakon
plati :

mz’i = (—mg + k:(:v’)2> i,
kde g je tiazové zrychlenie a k je koeficient odporu prostredia. Z tohoto vztahu dostavame diferencidlnu
rovnicu

k
2 — — (") +g=0.
m
Zaciatocné podmienky st uréené vyskou, odkial kamen padé a zaciato¢nou rychlostou:
2(0) = h,2'(0) = v(0) = vy
)

Priklad 5. Dokonale votknuty nosnik s dizkou [, ma konstantny moment zotrvacnosti prierezu
J a modul pruznosti F s rovnomernym zatazenim p. Rovnica pre ohybovu ¢aru w(zx) je nasledovna
diferencalna rovnica 4. radu

EJy" (z) = p(),
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Vztahy medzi ohybovymi momentami M (z), a postvajicimi silami 7'(z) sa daju vyjadrit v tvare
M(z) = —-EJuw"(z), T(z)=-EJuw"(x).
Fakt, Ze nosnik je na oboch stranach dokonale votknuty, vyjadrime okrajovymi podmienkami:

y(0) =4'(0)=0, y()=4'(l)=0.

Vs&imnite si, Ze tento priklad je trochu iny, ako predchadzajice napriklad tym, Ze k diferencilnej
rovnici (v tomto pripade 4. rddu) sme nepridali zac¢iatoéné podmienky, ale tzv. okrajové podmienky.
Takymto tlohdm hovorime okrajové ilohy. Tymito sa ale v tejto kapitole nebudeme zaoberatf.

Priklad 6. Mdame diferencidlnu rovnicu:

d
Va2
dx
Jej integrovanim hned dostavame
1 3

y:§m +c.

Toto riesenie vysSie uvedenej diferencidlnej rovnice pre lubovolnt konStantu ¢, nazyvame vseobecné
riesenie ODR. Pre konkrétnu hodnotu ¢ dostavame partikuldrne riesenie ODR. Napriklad:

L 3 L 3
Y 356 +2, alebo y 3:5

Priklad 7. Nech z? + 32 = a2, reprezentuje mnozinu véeobecnych rieseni diferencialnej rovnice,
ktord nezavisi na a. Pre rozne hodnoty a rovnica z? + y? = a? predstavuje mnozinu kruznic so
stredom v pociatku stradnicovej sustavy s polomerom a. Zderivovanim tejto rovnice (a je konstanta
a y je funkcia premennej x) dostavame

2x+2y%:0,

a teda
ydy _
T dx

d
x+y£:0, alebo

Téato diferencidlna rovnica vyjadruje fakt, ze doty¢nica ku kazdej kruznici v lubovolnom bode je kolma
na jej polomer.

Cvicenia
1. Overte, Ze nasledujice ODR maji uvedené riesenia (A, B su lubovolné konstanty):

de _ _ 3t
7 =9, w=Ae

x% =2y, y=Az?

o o
= =

dy _ 2 2 _
yit =z, *-y’=A4A

2 &

d
S =zl —ux), x:ﬁ

%+3i—f+2x:0, r = Ae! + Be %

(¢
~
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2. Zistite, ktoré z danych funkcii st rieSenim ODR yy”" — /y” = 0, ak:

ajy =e " b)y = cosz
c)y=Inzx d)y=2z+5

e)y=x+cosz f)y=sin(2z)+ cos(2x).

3. V nasledujucich tlohach najdite diferencialne rovnice, ktorych rieSeniami st nasledujice funkcie
(a, b, ¢ st TubovoIné konstanty):

a)ry = c, bly=xz—%,2#0

x

cy=ax+b d)y=be".

4. Najdite diferencialnu rovnicu pre pohyb telesa s hmotnostou m, ktoré sa priamociaro pohybuje
v prostredi, ktorého odpor proti pohybu telesa je priamo tmerny druhej mocnine rychlosti telesa a na
teleso nepésobia iné sily.

5. Doty¢nica ku krivke v Iubovolnom bode P, pretina os x-ovii v bode A a os y-ov v bode B,
pricom plati: 2AP=PB. Krivka prechadza bodom (1,1). Najdite uvedent krivku.

6. Nadrz tvaru kvadra umiestnend vo vodorovnej polohe je naplnend vodou do vysky h v case
t = 0. Voda vytekd z naddrze malym otvorom na dne nadrze rychlostou timernou druhej odmocnine
vysky hladiny vody. Najdite ¢as, ktory uplynie, kym sa nadrz vyprazdni.

3.2 Diferencialna rovnica prvého radu

ODR 1. radu je rovnica, v ktorej sa vyskytuje najviac prva derivicia neznamej funkcie, napriklad:
Ty + ny' =cCcosz.

Budeme skiimat ODR, ktortt mozno vyjadrit v tvare

y = fa.y). (3.3)

Nech funkcia f(x,%) je definovana na oblasti Q C R€. Hovorime, Ze funkcia f(z,y) splia na oblasti
Q Lipschitzovu podmienku vzhladom na y s konstantou L, ak pre kazdé dva body (z,y), (z,7) z Q
plati:
|f(z,y) — f(2,9)] < Lly — gl
Takuto vlastnost maju napriklad funkcie f(z,y), ktoré maji na oblasti {2 ohranicent parcialnu deri-
véciu podla y (pojem parcidlna derivacia — vid kapitola o funkcii viac premennych tychto skript).

Veta 3.1 Nech je funkcia f(z,y) definovand na oblasti
Q= (xo—a,zo+a) X (yo—b,yo+b), (kde a,b si kladné redlne ¢isla) s vlastnostami na celej Q:

e je spojitd,
e je ohranicend konstantou K,
e spliia Lispschitzovu podmienku vzhladom na y.

Potom diferencidlna rovnica (3.3) md prdave jedno rieSenie y = @(x), ktoré prechddza bodom A =
(z0,Y0), to jest yo = ¢(x0) a to na intervale (xg — ¢, g + ¢), kde ¢ = min{a, %}
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Poznamka. RieSenie y = ¢(x) dostaneme ako limitu postupnosti funkeii {y,(z)}72, kde
X
yn(x):yo—i—/ ft,yn—1(t))dt, n=12...
o

Funkciu y,,(z) nazgvame Picardovou aprozimdciou.

Priklad 8. Dand je ODR 3’ = x + y a zaciatona podmienka y(0) = 0. Vypoditajte priblizne
y(z) pomocou Picardovych aproximécii.

Riesenie: Z formule pre vypocet Picardovych aproximécii postupne dostavame

yl(x):()—i-/ox(t-{—())dt:x—Z

2 )
T t2 1.2 x3
=0 t+ —)dt = — + =
ya(x) +/O(+2) TR
x t2 t3 ZZT2 1173 1:4
=0 t+—+ =)dt=—+ — + —.
y3(@) +/0(+2+3!) > T3t
n-t4 Picardova aproximacia je tvaru:
$2 N .733 N N xn+1
N TR P DT

Z Taylorovho rozvoja funkcie e (vid 1. diel skript, str. 166) vidime, Ze limita postupnosti Picardovych
aproximacii je

y= lim y,=€e"—1—1x.
n—oo

)

Ak je funkcia f(x,y) definovana na oblasti 2 C R, kde sme zvolili pravouhly sturadnicovy systém,
tak diferencialnou rovnicou 3y’ = f(x,y) je ku kazdému bodu (x,y) € Q priradend smernica y’ doty¢nice
integralnej krivky v bode (z,y). Oblast 2, ktorej kazdému bodu je uvedenym sposobom priradena
smernica, budeme nazyvat smerovym polom diferencidlnej rovnice y' = f(z,y).

Mnozinu vSetkych bodov oblasti 2, ktorym je priradeny ten isty smer, budeme nazyvat izoklinou
a rovnicu f(x,y) = ¢, kde ¢ je dané ¢islo, budeme nazyvat rovnicou izokliny.

Priklad 9. Znézornime smerové pole diferencialnej rovnice y' = x + v.

Riesenie:

Funkcia f(z,y) = = + y je definovand v kazdom bode R, teda smerové pole mozno zostrojit
v celom tomto priestore. Smerové pole znazornime pomocou izoklin. Rovnica izokliny je = +y = ¢,
kde ¢ je Tubovolné ¢islo. V kazdom bode (z¢, yo) tejto izokliny mé dotyénica k integralnej krivke podla
diferencidlnej rovnice y' = x + y smernicu y'(z¢) = tga = c. Napriklad pre izoklinu = + y = 0 je uhol
a = 0, pre izoklinu x +y = 1 je @ = 45. Smerové pole danej rovnice je znazornené na obrazku 3.1.

&

Cvicéenia

7. V nasledujuicich tlohéch znézornite pomocou izoklin smerové pole danej diferencidlnej rovnice:

a)y =-—x b)yy' +x =0
c) zy =2y d)y =

e) vy =22+ 9> f) v =cosx —y.
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Obr. 3.1: Smerové pole rovnice v/ =z + vy

3.3 ODR so separovatelnymi premennymi

Diferencidlnu rovnicu tvaru
p(x) +q(y)y’ =0, (3.4)

kde p(z), q(y) su funkcie, nazyvame ODR prvého radu so separovanymi premennygmi. ODR (3.4) sa
Casto piSe v tvare

p(z)dz + q(y)dy = 0. (3.5)

Veta 3.2 Nech je funkcia p(z) spojitd na intervale I a funkcia q(y) spojitd na intervale K. Potom
kazdé riesenie ODR (3.4) na intervale I; C I md tvar

[playde+ [a@dy =c. (3.

kde c je lubovolnd konstanta. KaZdd diferencovatelnd funkcia na intervale I, ktord je implicitne uréend
rovnicou (3.6), je riesenim ODR (3.4) na intervale I.

Veta 3.3 Nech je funkcia p(x) spojitd na intervale (a,b) a q(y) je zas spojitd na intervale (c,d),
pricom q(y) # 0 pre kazdé y € (¢, d). Potom kazdym bodom oblasti D = (a,b) x (c,d) prechddza prdve
jedna integrdlna krivka diferencidlnej rovnice (3.4).
Osobitnym pripadom ODR (3.4) je rovnica typu
v =f(x), xel.
Kazdé riesenie tejto ODR na intervale I je tvaru

y=/f($)d9:+c,

kde ¢ je TubovoIna konstanta.
Ak je funkcia f spojita na intervale I, potom podla vyssie uvedenych viet kazdym bodom (zo, yo),
kde zg € I a yo je lubovolné reélne ¢islo, prechddza jediné riesenie ODR tvaru

Y = Yo +/x f(t)dt.
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Priklad 10. Najdime rieSenie diferencidlnej rovnice

=)
Yy =-—5cos|—],
x x

pre ktoré plati

RieSenie: V naSom pripade je funkcia f(z) = x% cos% spojitd na mnozine (—o0,0) U (0, 00).

RieSenie tejto diferencidlnej rovnice spolu s podmienkou y(%) = 2 je tvaru

(Na vypocet integralu sme pouzili substiticiu % =0.) &

Priklad 11. Riesme diferenciidlnu rovnicu

dy _x
de vy’

/ydy:/xdx,

z toho po zintegrovani a uprave oboch stran dostavame

RieSenie: Mame

y2 =22+ 2c,
¢o je vSeobecné rieSenie pre dani ODR. Na obriazku mozeme vidiet jednotlivé rieSenia pre rdzne
hodnoty c.

Obr. 3.2: RieSenia rovnice g—g = %

Priklad 12. Riesme ODR
dy _ Y

dx T

RieSenie: KedZe ide opit o rovnicu so separovanymi premennymi, jej vSeobecné riesenie je tvaru
dy dx

y x’



90 KAPITOLA 3. OBYCAJNE DIFERENCIALNE ROVNICE

a teda
Iny=—Inx+c zdcohoje Inxy=c,

a preto
zy=a (kde a=e°).

Jednotlivé integralne krivky teraz maja tvar, aky mozno vidief na obrazku 3.3

&

Obr. 3.3: RieSenia rovnice g—g = —%

Diferencidlnu rovnicu tvaru
p1(x)p2(y) + (@) q2(y)y’ =0, (3.7)

kde p1(x), ¢1(z) st spojité funkcie na intervale (a, b), p2(y), g2(y) st spojité funkcie na intervale (¢, d),
nazyvame separovatelnou ODR prvého rddu. ODR (3.7) mozno pisat aj v tvare

p1(x)p2(y)de + q1(x)g2(y)dy = 0. (3.8)

Ak ¢1(z)p2(y) # 0 na mnozine I = (a,b) x (¢, d), da sa diferencidlna rovnica (3.7) upravit na rovnicu
SO separovanymi premennymi:

y =0, (z,y) el

Ak ¢1(x)p2(y) = 0 na mnozine I = (a,b) x (¢,d), potom ODR (3.7) nie je ekvivalentna s ODR (3.4)

Priklad 13. Riesme ODR
ycosx — 1y sinz =0.

Riesenie: Uvedena ODR je tvaru (3.7), kde p1(z) = cosz, q1(z) = —sinz, p2(y) =y, ¢2(y) = 1.
Pretoze vsetky funkcie st spojité v R, je [ = (—00,00) X (—00,00). Rovnica pa(y) = y = 0 méa jediny
korent y = 0. Rovnica ¢;(z) = 0 ¢ize —sinz = 0 ma nekoneéne mnoho rieSeni = = km, k je celé ¢islo.
Priamky y = 0 a x = k7 rozdeluju rovinu na nekoneéne mnoho oblasti tvaru

I, = (km, (k+ 1)7) x (0,00),

alebo
1 = (kr, (k + 1)) x (—00,0).
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Na tychto ¢iastoénych intervaloch je nasa rovnica ekvivalentna s rovnicou

CosS T 1
— fy/ =0.

sinz y

Toto je uz ODR so separovanymi premennymi a jej rieSenie je dané implicitne rovnicou
In|sinz| —Inly| = ¢,

kde c; je konstanta.
7 toho potom
sinz

)

e .

Ak polozime el = é > 0, mame
ly| = co| sinx|.

Pre interval I ,’C dostaneme rieSenia
Yy =colsinz|, ¢2>0.

Pre interval I} dostaneme rieSenia

y = —calsinz|, c2>0.

91

KedZze lim,_ .,y = 0, lim,_ . ¥ = Zco, rieSenia sa daju rozsirit tak, aby v bodoch k7 mali derivaciu
ca. Ak vezmeme funkciu y = csinz, kde ¢ # 0, x € (—o0, 00), tato spliia uvedené podmienky a zaroveti
je rieSenim ODR. Takymto riesenim je aj funkcia y = 0. VSetky riesenia ODR st preto y = csinz,

kdeceR. &

Priklad 14. Tekutina sa zohrieva v nadobe, ktord mé konstantnu teplotu 180°C. Predpoklada
sa, ze rychlost zvySovania teploty tekutiny je imerna (180 — ©), kde © °C je teplota tekutiny v ¢ase
t mintat. Ak sa teplota tekutiny zvysi z 0°C na 120 °C za 5 minat, néjdite teplotu tekutiny o dalsich

5 mintut.
RieSenie: Rychlost zvySovania sa teploty je %. 7 tulohy vieme, ze:

de
— =k(180-©),

kde k je konstanta. Toto je diferencidlna rovnica prvého rddu, ktort vieme Tahko vypoditat.

-1

In(180 — ©) = —kt + ¢,
180 — © = Ae ¥, kde A = ¢,
© =180 — Ae*t.

Pre © < 180 mame:

Akt =0, je © =0, potom 0 = 180 — A a teda A = 180. Preto © = 180(1 — e~**).
Pretoze © = 120 ked ¢ = 5, mame

1
120 = 180(1 — e %)  a teda e ™% = 3
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Ked ¢t = 10, vtedy
O = 180(1 — e~ 1)
© = 180(1 — (=)
© =180(1 - (3)%),
0 = 160.

9
2)’

wl— ®

Zéver: teplota tekutiny o dalsich 5 mintat bude 160°C. &

Poznamka. Existuju este aj iné typy diferencidlnych rovnic 1. radu, napriklad homogénna alebo
Bernoulliho, ktoré sa vhodnou substiticiou daji previest na separovatelné rovnice. Zaujemcovi o tieto
typy rovnic odporuc¢ame napriklad knizku [4].

Cvicéenia

V nasledujucich tlohach rieste diferencidlne rovnice so separovanymi premennymi.
8. 10" — 107 %y = 0.
9.1-2z—y%*/ =0.
1 y
10. 1122 + T2 = 0.
11. Najdite riesenie ODR so separovanymi premennymi so zaciato¢nou podmienkou:

' V3

L vy _ _ Vo

Rieste separovatelné ODR:

12. 1+y? +2yy = 0.

13. —1+e¥Y(1+y)=0.

14. etV — o/ = 0.

15. 2y — 23y’ = 0.

16. (y—1)(y—2)—y =0.

17. (14 e%)yy = e*.

18. /23 4+ zy = 0.

19. Pomocou substittcie z = (1 + z)y rieste diferencidlnu rovnicu

dy y
dr 14+=x

= cosz,

ak pre z = 0 plati: y = 0.

V nasledujucich cviceniach najdite riesenia ODR s Cauchyho zaciato¢nou podmienkou:
20.

/

£ vy

—_— :O 0 :1.
T4y 1+4a 0 YO
21.
dy ¢ ¢ (77) T
— = cotgx =)= —.
dr gy gxr, Yy B 6
22.
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3.4 LDR prvého radu

Linedrnou diferencialnou rovnicou (LDR) prvého radu s pravou stranou nazyvame ODR tvaru

y' +p(z)y = q(z), (3.10)

kde p, ¢ st funkcie premennej x definované na intervale I a ¢(z) je rozne od nuly pre kazdé x € I.
Ak plati ¢(z) = 0 pre kazdé = € I, potom rovnici

v +p(x)y =0, (3.11)

hovorime homogénna linedrna diferencidlna rovnica prvého radu. (alebo linedrna ODR 1. rddu bez
pravej strany.)

Veta 3.4 Ak su funkcie p(x) a q(z) spojité na intervale (a,b), potom funkcia
y = [/ q(m)efp(x) iyt cf e JP@) d (3.12)

kde c¢ je lubovolnd konstanta, je rieSenim diferencidlnej rovnice (3.10) na intervale (a,b). KaZdym
bodom mnoZiny (a,b) x (—oo0,00) prechddza jedind krivka rovnice (3.10), ktord dostaneme vhodnou
volbou konstanty c.

Funkciu (3.12) nazyvame vseobecnym riesenim diferencidlnej rovnice (3.10). Diferencidlnu rovnicu
(3.10) mozeme riesit aj bez pouzitia vzfahu (3.12) metéddou varidcie konstdnt takto:

Najskor najdeme rieSenie prislusnej homogénnej diferencialnej rovnice (3.11). Je to separovatelnd
diferencidlna rovnica, ktort vieme uz riesit z predchadzajicej casti tejto kapitoly. Jej vSeobecné rieSenie
je tvaru:

Yy = ce~ [ P@dz

Partikuldrne riesenie rovnice (3.10) budeme hladat v tvare
y= c(x)e_fp(x) dw (3.13)

kde nezndmu funkciu ¢(x) uréime tak, aby funkcia (3.13) bola riesenim diferenciélnej rovnice (3.10).
Poznamka. Existuju aj iné met6dy rieSenia diferencidlnej rovnice (3.10).

Priklad 15. N&jdime v8eobecné rieSenie diferencidlnej rovnice

sinzy + 2ycosx = 1.

RieSenie: V standartnej forme je uvedena rovnica tvaru

v + (2cotgz)y = ——.

sin x
Funkcie p(z) = 2cotgz a q(z) = <> st spojité na intervaloch (km,(k + 1)7), k je celé &islo. Na
tychto intervaloch hladdame riesenie diferencidlnej rovnice. RieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice
je potom tvaru

y = Cef —2cotgxdx
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Jednoduchym vypoc¢tom integralu dostavame
/ —2cotgrdr = —2In(sinx),

a preto vSeobecné rieSenie homogénnej rovnice je tvaru

1
2

y = Ce—21nsm:p =¢c

sin“ x

Metédou varidcie konstant pre nezndmu funkciu ¢(z) dostavame

d(x) 2cosw cosz 1 1
sin® z sin® sin“xrsinz  sinz

z ¢oho po Uprave mame
! .
d(x) =sinx,

a teda vSeobecné rieSenie tejto diferencialnej rovnice je
c(x) =—cosx+C.

Vseobecné riesenie povodnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou dostaneme dosadenim funkcie ¢(z)
do riesenia typu (3.13). Mame
—cosx + ¢

sin? x

¢o je vSeobecné rieSenie povodnej diferencialnej rovnice. &

Priklad 16. N&ajdime riesenie diferencidlnej rovnice

2
- = 1)3 3.14
V=Y (x+1)°, (3.14)

ktoré vyhovuje za¢iatoénej podmienke y(0) = 1.

RieSenie: Funkcia p(z) = Z,LH je spojitd na mnozine (—oo, —1)U(—1, 00) a funkcia q(v) = (z+1)3
je spojita na celom R. RieSenie diferencialnej rovnice hladdme na intervale (—oo, —1) resp. (—1,00).

Najprv najdeme rieSenie diferencidlnej rovnice bez pravej strany:

2
- =0, 3.15
Y ZL‘+1y ( )

Jedno z rieseni tejto diferencidlnej rovnice je funkcia y = 0. Ak predpokladame, ze y # 0, mdzeme
diferencidlnu rovnicu upravit na tvar:
y 2
y x4+1

¢o je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, ktorej rieSenie je

Y

Inly| —2ln|z+ 1| =c1,

Cize
|yl

1
RCESIE

=lIncy, kdecy >0,

7 ¢oho mame
lyl = ca(w +1)%,  ateday = cs3(x+1)% c3#0.
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Ak uvazime, Ze aj funkcia y = 0 je rieSenim homogénnej diferencidlnej rovnice (3.15), dostaneme, ze
v8eobecnym rieSenim rovnice (3.15) je

y=clzx+1)? z¢c(-1,0), ceR.
RieSenie diferencidlnej rovnice (3.14) hladdme metédou varidcie konstant v tvare:
y = c(x)(x + 1) (3.16)
Plati:
y = (z)(x+1)? +2c(z)(z+1).
Dosadenim do pdévodnej rovnice (3.14) dostaneme:

2¢(z)(x + 1)2 B

d(x)(z+1)* + 2c(z)(z + 1) — =(z+1)*

(x+1)
a po Uuprave mame
dz)=x+1,
z ¢oho je
c(x):/(x—i—l)dx: @4—0,

kde C' je Tubovolné ¢islo. Vysledok je spravny, aj ked integral vyjadrime ako
22
c(x):/a:—{—ld:z:: ?-f—x—i-C,

kde C bude zas redlne ¢islo a budeme dostévat tie isté hodnoty c¢(x) pre iné hodnoty C. Dosadenim
do (3.16) mame vSeobecné rieSenie rovnice (3.14):
x4+ 1)4
y= %+C(w+1)?
Pre rieSenie, ktoré vyhovuje danej zac¢iatoénej podmienke y(0) = 1, dostaneme C = % Preto riesenie
rovnice (3.14), ktoré vyhovuje za¢iatoénej podmienke y(0) = 1, je

1 1
y:§($+1)4+§([1}+1)2, xe(—l,oo).

&

Cvicenia

Rieste diferencidlne rovnice 1. rddu bez pravej strany:
23. v —ytgx = 0.

24. y — y(zsinz — cosz) = 0.

25. y + Sy = 0.

Rieste diferencidlne rovnice 1. rddu s pravou stranou.
26. v + 3y = x.

27. 2%y +axy = —1.

28. oy +y = x>
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29. ¢ + x%rly =sinz.

30. (1 +2?)y' +y = arctg .
31. y/ cosx + 2ysinx = 2sinx.
32. xlnxy — 2y =Inx.

33. 4 — xy = e,

34. y + 7% = arcsinz + 2.
35. 2y —y = a2 cosx.

36. y + 2zy = ze .

Néjdite rieSenia nasledujucich diferencidlnych rovnic, ktoré spliiaji dand zaciatoénit podmienku:
37. ¢ + 2%y =22, y(2)=1.

38.y +y=cosz, y(0)=1.

39. y + 2y =%, n=23,..., a>0, y(1)=0.

40. ¢/ + ycotgr =sinz, y(§) =1

41. y'vV1— 2?2+ y = arcsinz, y(0) =0.

42. ¢ — - =zlnz, y(e)= %

43. y'sinx —ycosz =1, y(%)

0.

3.5 LDR vyssich radov

Linedrnou diferencidlnou rovnicou (LDR) n-tého rddu nazyvame diferencidlnu rovnicu tvaru
ao(x)y™ + a1 (2)y™ Y + .+ an 1 (2)y + an(z)y = f(z), (3.17)

kde funkcie ag(z), ai(z),..., an(z), f(x) s spojité na intervale I, ap(x) # 0 pre vsetky x € I.
Funkcie ag(z), a1(z), . .., an(x) nazgvame koeficientami linedrnej diferencialnej rovnice n-tého radu.
Rovnicu (3.17) moéZzeme upravit na tvar

y™ 4 p1 @)y + 4 (@)Y + pa()y = g(x), (3.18)

kde p;(z) = ai(x)/ap(x), i =1,2,...,n a g(x) = f(x)/ap(x), x € I. Skratene tito rovnicu zapisujeme
v tvare

L(y) = g(x).

Ak v rovnici (3.17) pre funkciu f(x) plati f(x) = 0 pre vSetky = € I, hovorime o linearnej
diferencidlnej rovnici bez pravej strany (homogénna). Ak v diferencialnej rovnici (3.17) neplati f(x) =0
pre vSetky x € I, hovorime o linearnej diferencidlenj rovnici s pravou stranou (nehomogénna).

Veta 3.5 Pre kazdé xo € I a pre zaciatocné podmienky y(xo) = by, y'(z0) = ba, ..., y™ D (x9) =
b, kde by,ba, ..., by su lubovolné redlne cisla, existuje prdve jedno rieSenie y(x),x € I, linedrnej
diferencidlnej rovnice n-tého rddu (3.17), ktoré spliia dané zaciatocné podmienky.

Veta 3.6 Nech funkcie y1,ys,...,Ym SU riesenia linedrnej diferencidlnej rovnice bez pravej strany.
Potom kazdd ich linedrna kombindcia y = ciyr + coyo + ... + Cym, kde c1,co, ..., cm st lubovolné
¢isla, je rieSenim tejto diferencidlnej rovnice.

Poznamka. Riesenie y = 0 pre kazdé x € I nazyvame trivialnym riesenim diferencidlnej rovnice.
Kazda linearna diferencidlne rovnica bez pravej strany ma trividlne riesenie.
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Teraz sa budeme zaoberat otdzkou hladania riesenia diferenciélnej rovnice s pravou stranou. K tomu
potrebujeme poznat niekolko nasledujucich pojmov.

Nech st dané funkcie f1, fo,..., fm definované na intervale I. Ak existuje takd nenulovd m-tica
realnych resp. komplexnych ¢isel ¢y, co, ..., cnp, %e pre funkcie f1, fo, ..., f;n plati

cafi(z) +eafo(z) + ...+ emfm(x) =0

pre kazdé x € I, potom hovorime, Ze funkcie fi, fo,..., fy, s linedrne zdvislé na intervale I. Ak
funkcie fi, fa,..., fin nie st linedrne zavislé, hovorime, ze s linedrne nezdvislé na intervale I.
Nech funkcie f1, fa,..., frn maji na intervale I derivécie az do radu m — 1. Potom determinant
fl(x)v f2($)7 ) fm(x)
fi(=@), fa@), ..., S (@)
" 1 1
W(flanwuafm): 1(:13), 2(1’), ERR) fm($)
-1 -1 -1
@) 5@, T )
nazyvame Wronského determinantom funkcii fq, fo, ..., f. alebo len wronskidnom.

Veta 3.7 Ak funkcie fi, fo,..., fm st linedrne zdvislé na intervale I, potom W (f1, fa,..., fm) =0
pre kazZdé x € 1.

Veta 3.8 Nechyi,yo, ..., Ym SU riesenia linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého rdadu bez pravej strany.
Ak m > n, potom su tieto riesenia linedrne zavislé.

Veta 3.9 n-rieseni y1,ys, - .., Yyn linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu bez pravej strany je line-
drne zavislych (nezdvislych) prave vtedy ked ich wronskidn sa rovnd (nerovnd sa) nule aspon v jednom
cisle x € 1.

Kazdych n linedrne nezavislych rieseni linearnej diferencialnej rovnice n-tého radu bez pravej strany
nazyvame fundamentdlnym systémom riesent.

Veta 3.10 Kazdd linedrna diferencidlna rovnica n-teho rddu bez pravej strany md fundamentdlny

systém riesent.

Veta 3.11 Nech y1,v2, ...,y je fundamentdlny systém riesent linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého
radu bez pravej strany na intervale I. Potom kaZdé riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu
bez pravej strany md tvar

Yy=cyr+cey2+ ...+ CnYn,

kde c1,ca, ..., c, su vhodne zvolené cisla.

Veta 3.12 Nech Y (x) je riesenie linedrnej diferencidlnej rovnice (3.18) s pravou stranou. Potom
kaZdé riesenie tejto diferencidlnej rovnice md tvar

y=Y +z, (3.19)

kde z = ciy1 + coya + ... + CulYn je vSeobecné rieSenie zodpovedajiuce linedrnej diferencidlnej rovnici
bez pravej strany.

RieSenie y nazyvame vseobecnym riesenim linedrnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou.
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Veta 3.13 (Metdda variacie konstant) Ak y1,y2, ..., yn je fundamentdlny systém riesent diferen-
ctalnej rovnice
L(y) =0,

potom linedrna diferencidlna rovnica n-tého radu s pravou stranou

md riesenie
Wi(z) dzx,
W (z)

Y = zn:lyl(x)/

kde W (z) = W(y1,y2,...,Yn) je wronskidn fundamentdlneho systému a W;(x) je determinant, ktory
vznikne z wronskidnu nahradenim i-teho stlpca wronskidnu stlpcom, ktorého proky si 0,0,...,0, g(z).

Veta 3.14 (Princip superpozicie.) Nech funkcia Yi(x),x € I je rieSenim linedrnej diferencidlnej
rovnice n-tého radu L(y) = gi(x), i = 1,2,...,m. Potom funkcia Y = Y1 + Yo + ... Y, je rieSenim
linedrnej rovnice L(y) = g1(z) + ga(x) + ... + gm(x) na intervale I.

Uvedené vety poskytuju zakladné vedomosti o rieseniach linedrnych diferencidlnych rovnic. Exis-
tuju aj iné metédy ako urcit partikuldrne riesenie rovnice L(y) = g(z). O tych sa zmienime neskér.

Priklad 17. N&ajdime vSeobecné riesenie linearnej diferencidlnej rovnice

zy’ — (1+z)y +y=2°, (3.20)

kde z € (0,00), ak fundamentdlny systém rieSeni rovnice zy” — (1 + z)y’ +y = 0 je y1(z) = €%,

yo(x) =1+ x.
Riesenie: Vseobecné rieSenie linearnej diferencidlnej rovnice s pravou stranou je sucet vSeobec-
ného riesenia tejto rovnice bez pravej strany a jedného rieSenia Y tejto linedrnej diferencidlnej rovnice

s pravou stranou, teda
y=Y 4+ c1e® + ca(1 + ).

Partikulérne riesenie Y najdeme metédou variacie konstant. Nasu rovnicu upravime na tvar

1+zx 1
"o y’+;y:x2.

Teda g(z) = x2. Pre partikularne rieSenie plati:

1% 1%
Y:yl/wldx—i—yz/#dx. (3.21)
Vypocitame wronskian:
et 1+ax | o
W = e, 1| = e

Teraz vymenime vo wronskidne postupne prvy a druhy stipec za vektor (0,22) a vypoc¢itame Wy, Wa.

O 1+I’ 3 2
W = ’ - — X
1 112, 1 )
* 0
Wg—‘ . 9 | ="
, I
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Po dosadeni do (3.21) dostavame
Y =¢" /(:lc2 +xz)e Pdx + (14 z) /(—ZL‘) dx,
¢ize po zintegrovani
Y = —(2® 4+ 32% + 624+ 6)/2, z € (0,00).

Vseobecné riesenie rovnice (3.20) je preto
y =ci1e® + ca(1+ ) — (2° + 32% + 62+ 6)/2, z € (0,00).

)

7Z vyssie uvedeného je jasné, Ze ak pozname fundamentalny systém rieSeni linearnej diferencidlnej
rovnice n-tého radu bez pravej strany, pomocou metédy varidcie konstant vieme ziskat aj vSeobecné
rieSenie linedrnej diferencidlnej rovnice n-tého radu s pravou stranou. V dalSom teda pdjde o hladanie
fundamentalneho systému rieSeni niektorych linedrnych diferencidlnych rovnic.

3.6 LDR s konstantnymi koeficientami

Rovnicu
y™ +ary" Y a1y +any =0, (3.22)

kde a;, 1 = 1,2,...,n, st redlne ¢isla, nazgvame linedrnou diferencidlnou rovnicou (LDR) s konstant-
nygmi koeficientami bez pravej strany. Skratene ju mozeme zapisaft

Ln(y) = 0.

Fundamentalny systém takejto diferencidlnej rovnice vieme najst a to si teraz ukazeme.
Algebraickt rovnicu prisluchajiacu k diferencidlnej rovnici (3.22)

M tar™  + . 4 ap_r+a, =0

nazyvame charakteristickou rovnicou diferencidlnej rovnice (3.22) a jej korene charakteristickymi ko-
renmi diferencidlnej rovnice. Z algebry plati, Ze v obore komplexnych ¢isel ma polyném n-tého stupna
préave n koreriov vratane nasobnosti tychto koreriov. Podla toho, akého tvaru st charakteristické korene,
dostavame fundamentalny systém rieseni diferencidlnej rovnice (3.22).

Veta 3.15 Nech charakteristické korene diferencidlnej rovnice (3.22) si

1. r1,7r9,...,rm navzdjom rozne realne korene
r1 je ki1-ndsobny, ro je ko ndsobny, ..., rm je ky ndsobny

2. o £if , aaxifa, ..., op £if, , pdary navzdjom réznych komplexnych koreriov
a1 £1i81 ako s1 ndsobny, ag £ i ako s3 ndsobny, ...ap £ 16, ako s, ndsobny koren, pricom
Gi #0,i=1,2,...,p.

Nech plati
ki+ka+...+km+2(s1+s24+...+5p) =n.

Potom funkcie
e”x, memx, x26r1:p7 o 7.%.14:17167’1:1:,7
€% pe?, x2€7‘21’7 o ’xkz—lemx,7
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erm17 xermx’ .1'26me, o 7$kmflermx,_

e cos frx, xeT cos (i, . . ., 21" Le®? cos By,
e sin Bz, xe® % sin By, . . ., 2% " Le®® sin By,
e*® cos Bz, re®?* cos By, . . ., %P~ Le®? cos Bpx,
e“r? sin Byx, e sin By, . . ., %L gin Bpx,

tvoria fundamentdlny systém rieseni rovnice (3.22).

Teraz si ukazeme pouzitie tejto vety na jednoduchych linedrnych diferencidlnych rovniciach druhého
raddu s konStantnymi koeficientami. Pre charakteristické korene tejto rovnice moézu nastat len tieto

pripady:

1. Korene r1, ro su redlne a navzajom rozne. Potom fundamentalny systém rieSeni diferencialnej

rovnice tvoria funkcie

T

e, e’

2. Koren 7 je dvojnasobnym realnym koreniom. Potom fundamentalny systém rieseni diferencialnej

rovnice tvoria funkcie

71T

e"* xe”,

3. Korene rq, r9 st komplexne zdruzené ¢isla. To jest r1 = a+i3, ro = a—if. Potom fundamentalny
systém rieseni diferencialnej rovnice tvoria funkcie

e* cos Bx, € sin .
Uvedieme priklady na vSetky tieto moznosti.
Priklad 18. N&jdime vS8eobecné rieSenie diferencidlnej rovnice

y" =5y +6y =0

Riesenie: Charakteristicka rovnica je tvaru
r? —5r +6 = 0.

Jej korene st: vy = 2, ro = 3. Charakteristické korene si teda dva redlne a navzajom roézne. Preto
fundamentalny systém rieSeni uvedenej diferencidlnej rovnice je:

Vseobecné riesenie je preto tvaru:

y = c1e* + cpe”

[ )

Priklad 19. Riesme diferencidlnu rovnicu:
y' =2y +y=0.

RieSenie: Z charakteristickej rovnice, ktoré je tvaru 72 — 2r + 1 = 0, hned vidime, Ze charakte-
risticky koren je jeden realny dvojnasobny: r; = 1. Fundamentalny systém tvoria teda funkcie

Yy = e”, Yo = xe”.
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Vseobecné riesenie je preto tvaru:
y = c1e” + cowe”.

Priklad 20. Je dané diferencidlna rovnica:
y" + 2y + 5y =0.
Najdime vSeobecné rieSenie.

RieSenie: V tomto pripade charakteristické rovnica r? 4+ 2r 4+ 5 = 0, mé dva komplexne zdruzené
korene ;1 = —1 + 24, r9 = —1 — 2¢. Fundamentélny systém tvoria teda funkcie

yp =€ “cos2x, Y =e Tsin2T.
Vseobecné riesenie je preto tvaru:
y =e “(c1cos2x + cosin2x).

&

Priklad 21. Je dané diferencidlna rovnica:
y' + 4y = 0.

Najdime vSeobecné rieSenie.

RieSenie: V tomto pripade charakteristickd rovnica 72 + 4 = 0, ma dva komplexne zdruzené
rydzoimaginarne korene r; = 424, r9 = —2¢. Fundamentalny systém tvoria teda funkcie

Y1 = cos 2z, Yo = sin 2z.

Vseobecné riesenie je preto tvaru:
1y = €1 cos 2x + co sin 2.

&

Priklad 22. Riesme diferencidlnu rovnicu
y" +5y +6y =0

ak vieme, ze y(0) =1 a y'(0) = —6.

RieSenie: Charakteristicka rovnica je tvaru 72 4+ 5r+6 = 0 a teda r; = —3, 7 = —2. VSeobecné

rieSenie je tvaru

y=cre 3% + cpe 2%,

Vypo¢itame teraz koeficienty c1, ca, tak, aby platili podmienky y(0) =1 a y'(0) = —6.
Dosadime do vSeobecného rieSenia prvii podmienku. Musi teda platit:

1201'1+CQ'1,

7 ¢oho dostavame
cl = 1-— Co.

Teraz to isté urobime pre druhii podmienku:

—6:—361-1—202'1.
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Dosadime ¢; = 1 — ¢9 a vypocitame co. Mame: —6 = —3 4 3¢9 — 2¢2 a z toho co = —3. Vypocitame c1:
cp1 =1—cy, apretoc; =4.
RiesSenie tejto diferencidlnej rovnice s uvedenymi podmienkami je tvaru
y = 4e 3% — 3¢,

&

Priklad 23. Riesme dant diferencidlnu rovnicu
2

d%y

ak vieme, Ze y =l prex =0ay =2 prez = 3.

Riesenie: Charakteristickd rovnica je tvaru r24+9 =0 atedar; = 3i, ro = —3i. Korene st
v tomto pripade rydzo imaginarne (redlna ¢ast komplexného ¢isla je nulova) preto vSeobecné riesenie
je tvaru
Yy = ¢1 €08 3x + c2 sin 3.
Vypocitame teraz koeficienty c1, co, tak, aby platili podmienky y =1 pre x =0 a y =2 pre z = 7.
Dosadime do vSeobecného rieSenia prvi podmienku. Musi teda platit:

l=c-14+c¢2-0,
z ¢oho hned dostavame ¢; = 1. Teraz to isté urobime pre druhti podmienku:
2=1-0+cp-(-1).
Pre co mame: co = —2. RieSenie tejto diferencidlnej rovnice s uvedenymi podmienkami je tvaru

Yy = cos 3z — 2sin 3z.

)

Poznamka. Vsimnite si dodatoénych podmienok pre najdenie jediného rieSenia v poslednych
dvoch prikladoch. V prvom priklade sa to zaciatocné podmienky, tak ako boli definované v tejto
kapitole, kdezto v druhom priklade sa jedna o tzv. okrajové podmienky, ktoré sme spominali napriklad
v priklade (3.1). Hlbsie skiimanie tychto okrajovych podmienok vSak presahuje ramec tychto skript a
my sa obmedzime len na priklady, kde bude treba néjst také rieSenie, ktoré uvedené podmienky splia.

Priklad 24. Akzx=4a % = 6 pre t = 0, najdime riesenie rovnice

d’x
— + 92 =0,
dt

ktora reprezentuje kmitanie istej struny.

Riesenie: Pozadované riesenie, ktoré reprezentuje knitanie danej struny je tvaru
x = 4 cos 3t + 2sin 3¢.

)
Poznamka. Kazdy pohyb, ktory sa d& popisat diferencidlnou rovnicou v tvarem ”;Tg = —w?z, kde
w je konstanta, popisuje jednoduchy harmonicky pohyb.
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Teraz si povieme nieco o rieSeni LDR s konstantnymi koeficientami s pravou stranou. V predché-
dzajicej kapitole sme metddou varidcie konstant ukézali, ako néjst partikularne riesenie LDR s pravou
stranou, ak mame fundamentéilny systém rieseni LDR bez pravej strany. Tato metédu moézeme sa-
mozrejme pouzit aj v pripade LDR s konstantnymi koeficientami a vysledok je hned zrejmy: ako uz
vieme z predchadzajicej kapitoly vSseobecné rieSenie LDR n-tého radu s konstantnymi koeficientami
bude

y=Y +ciy1 +cay2 + ...+ cun,

kde Y je partikularne riesenie a y1, 2, . . ., Y je fundamentilny systém rieseni prislichajicej LDR bez
pravej strany (c1,ca,...,cn, € R).

Teraz si ukdZeme eSte inil metédu na hladanie partikuldrneho riesenia, ktord je v niektorych pripa-
doch efektivnejsia, ako metdda varidcie konstant. Tato metéda sa vold metdda neurcitych koeficientov.
Dé sa pouzif iba v pripade, Ze sa jedna o LDR s konStantnymi koeficientami typu

Ln(y) = f(z), (3.23)

kde Ly(y) = y™ 4+ a1y Y + ... + ap_1y/ + any a pravé strana je tvaru:

f(z) = e** (P, (z) cos Bz + Qp(z) sin Sz)

alebo je suc¢tom funkcii takéhoto tvaru (v takom pripade pouZijeme eSte princip superpozicie — vid
predchadzajica kapitola). V tomto pripade «, [ st konstanty a P,(z),Qm(x) st polynémy n-tého
resp. m-tého stupna. Partikuldrne rieSenie (3.23) hladame potom v tvare:

Y (z) = 2"e (Pi(x) cos Bz + Q(z) sin fz) ,

kde r je nésobnost korena a + (i charakteristickej rovnice prislachajucej k danej LDR (ak o + i
nie je koren charakteristickej rovnice volime r = 0). Pj(z), Q;(x) st polynémy stupnia [ s neur¢itymi
koeficientami, pricom [ je rovné vicsiemu z ¢isel m a n, teda:

P(z) = Apxt + Aiz! Y+ ..+ A, Qu(z) = Borl + Bzt + ... + By

Tieto neurcité koeficienty je mozné najst zo systému linedrnych rovnic, ktoré dostaneme porovna-
nim koeficientov zhodnych ¢lenov v diferencidlnej rovnici, do ktorej sme dosadili takéto partikularne
riesenie.

Priklad 25. N&jdime vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice

kde
8) flx) =z +1,
b) f(x) = (x — 1)e2.

2
Riesenie: LDR bez pravej strany je tvaru: %4—3—2—63/ = 0. Charakteristicka rovnica r24+r—6 = 0
ma korene r; = 2, ro = —3. Preto riesenie rovnice bez pravej strany je tvaru

y = 1% + cpe 3%,

Na néjdenie partikularneho riesenia pouzijeme metédu neurcitych koeficientov.

a) f(r)=x+1.

V tomto pripade pre prava stranu plati:

a=0=0, P,(x) =x+ 1. Kedze ¢islo a + i3 = 0 + i0 nie je koreniom charakteristického polynému
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(korene st 2 a —3), tak r = 0 a partikularne rieSenie navrhneme v tvare linearnej funkcie Y () = az+b,
kde a,b st zatial nezndme koeficienty, ktoré treba vypoéitat. Pre takto navrhnuté rieSenie mame:
Y'(xz) = a, Y"(z) = 0. Dosadime takto navrhnuté riesenie a jeho derivicie do LDR s pravou stranou.
Mame:

a—6(ar+b) =z +1.

Porovnanim koeficientov polynému na Tavej strane s koeficientami polynému na pravej strane dosté-
vame

—6a =1, a—6b=1 az toho mame

1 =_T
b= —x5.

Preto je partikularne riesenie tvaru:

pre ci1,c2 € R.

b) f(x) = (& — 1)e?*.

V tomto pripade pre prava stranu plati:

a=2, =0, P,(x) =x—1. Kedze ¢slo a+if = 2+10 teraz je korefiom charakteristického polynému
a to jednonasobnym, tak » = 1 a partikuldrne riesenie navrhneme v tvare Y(z) = z(azx + b)e?*,
kde a,b st koeficienty, ktoré treba vypocitat. Opif ndjdeme derivicie navrhnutého riesenia: Y'(z) =
(2az + b+ 2ax? + 2bz)e?*, Y"(x) = (2a + 8ax + 4b + 4ax? + 4bzx)e** a dosadime do LDR s pravou
stranou. Mame:

(2a + 8azx + 4b + 4az? + 4bx + 2azx + b+ 2azx? + 2bx — 6ax? — 6bx)e® = (z — 1)e?®.
Pretoze funkcia e?* je vzdy kladna, mame:
2a + 8ax + 4b + 4ax® + 4bx + 2ax + b + 2az? + 2bx — 6ax® — 6bx =z — 1.

Teraz porovnanim koeficientov polynému na Tavej strane s koeficientami polynému na pravej strane
dostavame

4a + 2a — 6a =0

8a+4b+2a+20—6b=1

20 +4b+b= -1

a z toho mame a = 1—10, b= —%. Preto partikularne riesenie je tvaru:
1 6
Y(z) = 2(—z — —)e*.
(#) = (157 ~ 35)¢

Vseobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:

6
_ 2x -3z 2 2x
y = c1e“’ + ce +(10x 25:1;)8

preci,co €ER. &
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Priklad 26. N&jdime vS8eobecné rieSenie diferencidlnej rovnice

9y" — 6y +y = f(x),

kde
8) f(x) = sinZ,

b) f(z) = €3,

RieSenie: LDR bez pravej strany je tvaru: 9y” — 6y’ +y = 0.
Charakteristické rovnica 972 — 67 + 1 = 0 mé jeden dvojnasobny korei r; = ry = % Preto riesenie
rovnice bez pravej strany je tvaru
Y = cle% + czxeg.

a)f(z) = sin .

V tomto pripade pre pravu stranu plati:

a=0, 6= %, P,(z) =0, Qm(z) = 1. KedZze ¢éislo a+ i =0+ %z nie je korenom charakteristického
polynému (dvojnéasobny koren je % + 0i ), tak r = 0 a partikuldrne rieSenie navrhneme v tvare
Y (x) = asin § +bcos §, kde a, b st zatial nezname koeficienty, ktoré treba vypocitat. (Zdéraznujeme,
Ze navrhnuté riesenie musi obsahovat obe goniometrické funkcie, sin“aj, cos®“.) Pre takto navrhnuté
riefenie mame: Y'(z) = Zcos% — 2sinZ, V"(z) = —2sinZ — 5 cosZ. Dosadime takto navrhnuté
riesenie a jeho derivicie do LDR s pravou stranou. Mame:

g(a,xb x) 6(a xb,m)+_x+b xT .z
——sin— ——-cos— | —6|-cos—- — —sin— asin — cos — = sin —
9 3 9 3 3 3 3 3 3 3 3
Porovnanim koeficientov pri funkcii, sin“a,, cos“na lavej strane s koeficientami polynému na pravej
strane dostavame
—a+2b+a=1, —b—2a+b =0 a ztoho mame

1
a = 0, b= bR
Preto partikularne riesenie je tvaru:
1 T
Y(xz) = = cos —.
2 3
Vseobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:
z z 1 T
Yy = ci1e3 + coxes + B cos 5,

pre ci,cs € R.

b) f(z) = e5.

V tomto pripade pre prava stranu plati:

o= %, B =0, P,(x) = 1. Kedze ¢islo o+ i = % + 10 teraz je korenom charakteristického polynému a
tento koren je dvojnasobny, tak » = 2 a partikularne riesenie navrhneme v tvare Y (z) = az?e3, kde a
je neznamy koeficient. Opét nadjdeme derivacie navrhnutého riesenia: Y'(x) = (2ax+ %x2)e§, Y'(x) =
(2a + %z + %x2)e§ a dosadime do LDR s pravou stranou. Mame:

w8
w8

(18a + 12ax + az® — 12az — 2az” + az?)es = e3.
Pretoze funkcia e3 je vzdy kladna, méame:

18a + 12ax + ax® — 12az — 2az> + ax® = 1.
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Teraz porovnanim koeficientov polynému na Tavej strane s koeficientami polynému na pravej strane
dostavame

a—2a+a=0, 1204 — 124 =0, 18a = 1.
a z toho mame a = 1—18. Preto partikuladrne riesenie je tvaru:

1 5

Y(z) = 5* es.

Vseobecné riesenie rovnice s touto pravou stranou je preto:

2

_z 1 z
3 4+ —x“es

— cie3
Yy = c1€3 + coxe 13

pre ci,cs €E R. &

Priklad 27. V elektrickom okruhu so striedavym priadom je pri vhodne pouzitjch jednotkéch
kapacity kondenzatora, ohmického odporu indukénej cievky a samoindukénosti hodnota elektrického
prudu v Case t je dana diferencidlnou rovnicou:

d’x dx

Najdime vSeobecné riesenie.

Riesenie: Homogénna rovnica je tvaru ‘fT% + 4‘2—? + 3z = 0, jej charakteristicky polyndém je
r?2 + 4r + 3 = 0, jeho korene st r; = —1, 79 = —3. RieSenie homogénnej rovnice je

r=ce '+ 0267325,
kde ¢1, co € R. Pre pravu stranu plati:
a=0, =1, P(t) =0, Qn(t) = 1. Kedze ¢islo a + i = 0 + ¢ nie je korefiom charakteristického
polynému , tak r = 0 a partikuldrne rieSenie navrhneme v tvare X(t) = asint + bcost, kde a,b
st zatial nezname koeficienty, ktoré treba vypocitat. Pre takto navrhnuté rieSenie mame: X'(t) =
acost —bsint, X"(t) = —asint — bcost. Dosadime takto navrhnuté rieSenie a jeho derivacie do LDR
s pravou stranou. Mame:

—asint —bcost + 4(acost — bsint) + 3(asint + bcost) = sint.

Porovnanim koeficientov pri funkcii,sin“a, cos“na Tavej strane s koeficientami polynému na pravej
strane dostavame
—a—4b+3a=1, —b+4a+ 3b=0 a z toho mame
— 1 - _1
a=15 b=-53.
Preto partikularne riesenie je tvaru:

1
X(t) = —sint — — cost.
10 5

Vseobecné riesenie je teda tvaru
—t 3, Lo
x(t) =cre” "+ coe” " + l—o(smt— 2cost).

V $pecidlnom pripade buda konstanty ci, co uréené pomocou pociatoénych podmienok, napriklad ak
vieme hodnotu elektrického pradu v case t = 0 a ako sa meni. VSimnime si ale, ze oba tieto ¢leny
cre”t aj coe™3 pre t — oo konverguji k nule a to pomerne rychlo. Takze pre akékolvek hodnoty
pociatoénych podmienok stacionarny stav (ustaleny stav pre t — 00) je tvaru %(sint —2cost). &
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Cvicéenia

V nasledujucich prikladoch najdite vSeobecné rieSenia diferencialnych rovnic:
44. ' —y =2y = 0.

45. y" 4+ 25y = 0.

46. ' —y' = 0.

47. " — 4y + 4y = 0.

48. vy — Ty + 6y = 0.

49. ' +y — 2y =0.

50. y” +y=0.

51.¢y" — 2y —y =0.

52. 4d g — 2092 + 252 = 0.

di?
53. vy’ — 4y + 13y =0.

Najdite také riesenia nasledujucich diferencidlnych rovnic, ktoré vyhovuji podmienkam:

54. y" — 10y’ + 25y =0, y(0) =0, ¥ (0) =1

55. " — 2y +10y =0, y(£) =0, y(%)=es

56. v +3y' =0,y(0)=1, ¢/(0)=2

57. y" +4y=0,y(0) =4, y(3r/4) =3

58. y”—12y:0,y:;i2 ,pre$:%ay:4ak$:0

59. 94 + 16y = 0, y(0) = -9, /(0) = 123
Rieéte diferencialne rovnice s pravou stranou:
60. vy’ — Ty + 6y = sin:z

61. y” + 2y + 5y = — T cos 2z.

62. 2y +y —y = 2¢".

63. v + a’y = €~.

64. 3" — 6y +9y = 222 — . + 3.

65. vy’ + 4y’ — 5y = 1.

Pre diferenciilnu rovnicu

y' -4y +4y = f(2)
najdite vSeobecné riesenia, ak prava strana f(z) je tvaru:

66. f(x) ="

67. f(z) = 3e%®.

68. f(z) =2(sin2z + x).

69. f(z) = 8(z% + €%* +sin2z).

Pre diferencidlnu rovnicu
! _
y' +y=f(=)
najdite vSeobecné riesenia, ak prava strana f(z) je tvaru:
70. f(x) =223 — 2z + 2.

71. f(x) = —8cos 3z.
72 f(x) = cos .
f(z) =sinz — 2e™*

74. Ihla istého nastroja opisuje obluk ©, ktory vyhovuje diferencidlnej rovnici

107
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d*e do

g2 + 5% + 60 =0.
Néajdite uhol © ako funkciu ¢asu ¢ ak pre ¢ = 0 bola jeho pozicia nulovd, ale rychlost pohybu bola
2rad s7!. N4jdite maximélny uhol vychylenia ihly od nulovej pozicie a naértnite graf zavislosti © od
casu t.
75. Teplota telesa y stupnov ¢t minut potom ako bolo teleso premiestnené do istej miestnosti vyhovuje

diferencialnej rovnici

2
)
dt?2  dt
Néjdite zavislost teploty y od ¢asu t, ak plati y = 63 pre t = 0 a y = 36 pre t = 61n4. Uréte, za kolko
mindt rychlost ochladzovania telesa klesne pod jeden stupen za minitu. Svoju odpoved zaokrihlite
na minuty. Ak teplotu bude mat v tom case teleso?

76. Najdite rieSenie diferencialnej rovnice

y" +9y =18,

Z,6). Najdite minimalnu hodnotu y a hodnoty z, pre ktoré

pre ktoré y dosahuje maximum v bode (7,
jey=0.
77. Bod sa pohybuje priamociaro tak, ze v ¢ase t jeho posun od pevného bodu na tejto priamke je
x a rovnica tohoto pohybu je
d’x
T —4z.
Vieme, Ze v = 3 a ‘é—f = —6 pre t = 7. Najdite:
a) = v zavislosti na ¢,
b) hodnoty z a ‘Cll—‘f pre t = %TW
¢) najmensiu kladni hodnotu ¢ pre ktora je x = 0. Vysledok vypocitajte priblizne (vid 1. diel
skript, kapitola 7)

V nasledujicich cviceniach najdite vSeobecné riesenia rovnic vyssich radov.
78. yIV _ 2y/// + y// —0.
79. yV + aty = 0.
80. vy —2y" +y' = 0.

_ 1
81. y" = 1.

82. y" = cos2zx.

V nasledujucich cviéeniach najdite vseobecné riesenia diferencidlnych rovnic pouzijic metédu varidcie
konstant:
" _ 2e”

84. vy -2y +y=
85. y' +2¢ +y=

3.7 Systémy diferencialnych rovnic

jto Casti si velmi stru¢ne povieme o systémoch diferencidlnych rovnic. Obmedzime sa len na rovnice
V tejto Casti si vel
prvého radu a systémy rovnic tvaru:
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yi = fl(x7y11y27 o 'ayn)a
yé = fQ(xvylay% . 'ayn)v
....................................... (3.24)

y;z = fn(x7y17y2a s 7yn)?

kde y1, 2, . . . yn s nezname funkcie a f1, fo, ... fn s funkcie, ktoré popisuju vztahy medzi nezndmymi
funkciami pre jednotlivé prvé derivacie.
Prikladom takéhoto systému moze byt systém dvoch diferencidlnych rovnic

Priklad 28.

—2
i (3.25)

T
, 4y —3z
z =

T

(3.26)

Riesenim systému diferencidlnych rovnic (3.24) na intervale J nazyvame kazdd n-ticu funkeii
Y1,Y2, - -, Yn, diferencovatelnych na intervale J, ktoré vyhovuji kazdej rovnici systému (3.24). Ak
su navyse dané zaciatocné podmienky

y1(zo) =c1, ya(xo) =c2, ..., yYn(T0) = Cn, (3.27)

potom hladanie rieSenia systému (3.24), ktoré vyhovuje zaciatoénym podmienkam (3.27) nazyvame
Cauchyho ulohou pre systém diferencialnych rovnic.

Veta 3.16 (Peanova veta). Nech su funkcie f1, fa,... fn systému (3.24) spojité na mnozine I = (xg—
a,xo+a) X (c1 —b, c1+b) X (ca—b, ca+b) X...X (¢, —b,c,+b), kde a > 0, b > 0, potom systém (3.24) ma
aspori jedno riesenie y1(x),y2(z), ..., yn(), kde funkcie spliiaji zaciatoéné podmienky (3.27). Funkcie
tohoto systému rieseni su spojite diferencovatelné na intervale (xog — h,xo + h), kde h = min{a, %},
pricom M > 0 je také, Ze plati: | fr(x,y1,y2, ..., yn)| < M, k=1,2,...,n, na mnoZine I.

Poznamka. Kazdej diferencidlnej rovnici n-tého radu

y™ = f(z,y, 9. ..,y

mozno priradif systém diferencidlnych rovnic, kde y = y1 a

Y1 = Yo
Yy = Y3
SO
ynfl =UYn

/

yn = f($7y17y25 A 7yn)7
ktory nazyvame normdlnym systémom diferencidlnej rovnice n-tého rddu.

Poznamka. Niekedy sa da normalny diferencidlny systém (3.24) upravit na jedint diferencidlnu
rovnicu n-tého radu. Tento spdsob hladania rieSenia sa nazyva eliminacénd metdoda.

Priklad 29. Rieste dany systém diferencidlnych rovnic:
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RieSenie: Systém budeme riesif elimina¢nou metédou. Zderivovanim druhej rovnice mame:
y/ — Z”.
Dosadime do prvej rovnice a pre funkciu z dostavame:
2 —2=0.

Dostali sme linearnu diferencialnu rovnicu 2. rddu s konstantnymi koeficientami bez pravej strany. Jej

vSeobecné riesenie je z = c1e® 4+ coe™ %, pre cq, co € R. Zderivovanim tohoto riesenia dostavame rieSenie
pre y:

y = cre® — coe ",

&

Teraz si nieCo povieme o $pecidlnom type systému diferencidlnych rovnic — o linearnych diferen-
cidlnych rovniciach. Linedrnym diferencidlnym systémom nazyvame systém diferencidlnych rovnic
tvaru:

yh = a11(@)yr + a12(x)y2 + . . . + a1n (@) yn + b1 (),
Yy = a1 (z)y1 + azn(z)yz + . .. + azn(x)yn + b2(x),

................................................................................ (3.28)
Yy, = an1(2)y1 + an2(2)y2 + . .. + ann(2)yn + bp(x)
Funkcie a;(x), i,k = 1,2,...,n, definované na intervale J, nazyvame koeficientami linedrneho dife-
rencidlneho systému. Systém, kde b;(z) = 0, pre vSetky x € J ai =1,2,...,n nazyvame homogénnym
diferencidlnym systémom:
y1 = a1 (z)yr + ar2(2)y2 + . .. + a1n(2)yn
Yo = a21(2)y1 + az2(x)y2 + ... + azn(2)yn
................................................................... (3.29)
y% = anl(x)yl + an2(x)y2 +...+ a’rm(x)yn
Jedno jeho riesenie, a sice y;(z) = 0 pre vSetky € J, i = 1,2,...,n, vzdy existuje. Nazyvame ho

trividlne riesenie.

7 podkapitoly o linearnych diferencidlnych rovniciach vyssieho radu uz vieme, ¢o je to fundamen-
talny systém rieSeni. Aj pre systém n linedrnych diferencidlnych rovnic definujeme takyto fundamen-
talny systém rieSeni ako n linedrne nezavislych rieseni diferencidlneho systému (3.29) definovanych na
intervale J. Plati:

Ak Y1,Ys, ..., Y, striesenia systému (3.29), potom aj ich linedrna kombinacia je rieSenim systému
(3.29).

Nech Y1 = (y11,¥12,--->Y1n)s---» Yo = (Yn1sYn2, - -, Ynn) SU rieSenia linedrneho systému (3.29).
Tieto rieSenia st linedrne nezavislé na intervale J, to jest tvoria fundamentalny systém rieSeni vtedy
a len vtedy, ked asponi v jednom bode z € J je

Y11, Y21, ---5 Ynl
‘D(YI)Y27"-7YTL) = Yiz, Y22, ---5 Yn2 %0
Yin, Yon, ---5 Ynn

Kazdé riesenie diferencidlneho systému (3.29) mozno vyjadrit ako linedrnu kombinaciu jeho funda-
mentalneho systému.
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Ak st vSetky koeficienty a;x(x),b;(x), i,k = 1,2,...,n spojité funkcie na intervale J = (a, (3),
potom pre Cauchyho dlohu (3.28), (3.27) existuje Jedlne riesenie — to jest n-tica funkcii definovanych
na intervale .J, ktoré spliia rovnice (3.28) a zaciatoéntt podmienku (3.27).

Nech U je rieSenim nehomogénneho systému (3.28). Potom n-tica Y je rieSenim diferencidlneho
systému (3.28) prave vtedy, ked ju mozno vyjadrit v tvare

Y=cY1+c+2Yo+ ...+, Y+ U,

kde c1,co,...,c, st vhodné redlne ¢isla a Y7,Ys,...,Y,, je fundamentalny systém rieseni prisltachaju-
ceho homogénneho systému.

Teraz treba uz len vyrie$it otdzku, ako ziskame rieSenie U, ak méame fundamentalny systém rieSen.
Odpoved déva znovu, (podobne ako u linedrnych diferencidlnych rovnic vyssich rddov) metéda varidcie
konstant:

Nech Y1,Ys,...,Y, je fundamentalny systém rieSeni homogénneho systému (3.29) prislachajici
systému (3.28). Nech D = D(Y1,Ys,...,Y,) a D; je determinant, ktory vznikne z determinantu D, ak
v fiom i-ty stipec nahradime stipcom by (z), ba(2), ..., b,(x). Potom n-tica U = (u1, us, ..., uy), kde

Zy]k/—dzn k=1,2,...,n,

je rieSsenim nehomogénneho diferencidlneho systému (3.28).

Otazka najdenia fundamentalneho systému rieseni je rovnakej obtiaznosti, ako u linedrnych dife-
rencidlnych rovnic vyssich rddov. V nasich dalsich tivahach sa preto obmedzime len na také systémy,
kde koeficienty a;, i,k = 1,...,n, st len konstanty, nie funkcie premennej x. Takymto systémom ho-
vorime linedrne diferencidlne systémy s konstantngmi koeficientami (nehomogénne alebo homogénne).
Sa tvaru:

n
i =Y agy; +bi(z), i=1,2,...,n, (3.30)
j=1
n
yi=> aijy;, i=12...n (3.31)
Diferencidlny systém (3.31) ma nenulové rieSenie tvaru Y = («a1€™% age™®, ... a,e™?), kde r1 je

korenom charakteristickej rovnice systému:

ail —r a1 e A1n
a1 agzy — 1T ... aon
=0
anl an?2 cee Qpp — T
a n-tica (a1, ag,...,qy,) je rieSenim systému linedrnych algebraickych rovnic:

(a11 —r1)on + agag + ... + apay, =0,
ag1a1 + (age —r)ag + ...+ agpa, =0,
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Nech r1,rg, ... 7 sG navzajom rozne korene charakteristickej rovnice diferencidlneho systému (3.31).
Nech Y1, Y5, ..., Y, st riesenia tohoto systému ziskané popisanym sposobom. Potom tieto rieSenia st
linearne nezavislé.

Nech 71 je k-ndsobnym rieSenim charakteristickej rovnice diferencidlneho systému (3.31). Potom
existuji polynémy P,,;(x) stupiia najviac m, m =0,1,...,k—1, j =1,2,...,n, ze n-tice

Uo = (Pore"*, Poge™", ..., Pype™®),
Up = (Pr1e"*, Piae™®, ..., Pipe™?®),

Up—1 = (Pr—1,1€™", Pye_12€%, ..., Py_1 ne"?)

st linedrne nezavislymi rieSeniami diferencidlneho systému (3.31). Koeficienty polynémov uréime me-
tédou neurcitych koeficientov po dosadeni jednotlivych rieseni U;, i = 0,1,..., k—1 do diferencidlneho
systému (3.31).

Ak rieSenim diferencialneho systému (3.31) je n-tica komplexnych funkcii (koren charakteristickej
rovnice je komplexné ¢islo):

Z = (u1 + v, ug + iva, . . ., Uy + 10y,),
kde u;, i = 1,2,...,n st redlne zlozky a v;, i = 1,2,...,n, st imaginarne zlozky komplexnych funkcii
rieSenia Z, potom n-tice
Re Z = (u1,ua, ... ,uy), Im Z = (vi,ve,...,0p),

su tiez rieSenia diferencidlneho systému (3.31).

Ak ku vSetkym koreniom charakteristickej rovnice diferencidlneho systému (3.31) najdeme tymto
sposobom vsetky rieSenia diferencidlenho systému vratane ndsobnosti korenov charakteristickej rov-
nice, potom dostaneme 7 rieSeni diferencidlneho systému (3.31), ktoré tvoria fundamentéalny systém
rieSeni systému (3.31).

Priklad 30. Riesme diferencalny systém:

Y =2y1 + y2 — 2ys,
yé = —Y1,
y§:y1+y2—y3.

Riesenie: Je to homogénny systém troch linedrnych diferencidlnych rovnic. Riesenim bude troj-
ica funkcii (y1(x),ya(z),ys(x)), ktoré budeme hladat v tvare: (ae’®, age™, age™). Vypocitame prvé
derivacie takto zvolenych rieseni a dosadime do rovnic systému. Mame:

are’™ = 2a1e™ + age’ — 2a3e™”
agre’™ = —aqe’™®
agre™ = a1e" + age™ — age™™

Po aprave s prihliadnutim na fakt, ze " # 0 pre kazdé x € R, dostaneme:
0=(2—-7r)a; + a2 — 2as3,

0=—a; —ras,
O:a1+a2—(1+r)a3.
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Toto je homogénny linearny systém algebraickych rovnic s nezndmymi oy, as, as, ktory ma nenu-
lové riesenie prave vtedy, ked (pozri 1. diel skript, kapitola 4.)

2—7r 1 -2
-1 —r 0 =0,
1 1 —(1+nr)

Cize

P—rtr—1=0.
Toto je charakteristickd rovnica zadaného systému diferencidlnych rovnic. Jej korene st: r1 = 1, o = 1,
rg = —i. Pre r; = 1 vypocitame z diferencidlneho systému algebraickych rovnic nezndme «q, ag, as.
Dostavame: a1 = u, ag = —u, az = 0, kde u je Iubovolné ¢islo. Jedno rieSenie diferencidlneho systému
je preto (zvolime u = 1):
Y1 = (e, —€",0).

Podobne vypocitame rieSenie aj pre koren ro = ¢. Mame a3 = —iu, ag = u, ag = —iu, kde u je
lubovolné ¢islo. Pre © = 1 mame rieSenie diferencidlneho systému
Z = (—ie"™, e —ie'"),

7 ktorého mozeme dostat dve rieSenia :

Y2 = (sinz, cosz,sinz),
Y3 = (—cosz,sinz, — cosx).

Riesenia Y71, Y2, Y3 tvoria fundamentalny systém rieseni nasho systému. VSeobecné rieSenie tohoto
systému mozeme zapisat v tvare:
Y = c1Y1 + e2Ya + c3Y3,

z ktorého potom rozpisom po zlozkach mame:
y1 = c1e* 4+ casinx — c3cos x,
Yo = —c1€* + ca cosx + c3sinx,
Y3 = cosinx — cgcosx,

kde ¢1, g, c3 st lubovolné redlne ¢isla. &

Priklad 31. RieSme nehomogénny diferencidlny systém:

yi = y2 + 2%,

Yy = Y1 + 2e”.

Riesenie: Homogénny systém je tvaru:
yi = Y2,

Yo = Y1

RieSenie hladdame v tvare Y = (a1e™, age’™), kde aq, ay st redlne ¢isla a r koren charakteristickej
rovnice tohoto systému. Po dosadeni rieSenia do rovnic systému a Gprave mame:

0=—ra; + as,
0=a; —ras.
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Tento systém algebraickych rovnic s nezndmymi a1, ae mé nenulové rieSenie, len ked jeho determinant
je nulovy, teda:

r?—1=0.
Jeho riesenim st dva realne korene r; = 1, ro = —1. Pre kazdy z nich vypocitame nezname a1, «g
z vysSie uvedeného algebraického systému. Mame:
Preri =1jea; =u,aa =u, kde u € R. Pre ro = —1 je a1 = u, a9 = —u, kde v € R. Fundamentalny

systém rovnic preto tvoria rieSenia: (zvolime u = 1)

Y1 =(e%¢e"), Yo=(—e" e 7).

Najdeme partikularne riesenie nehomogénneho systému. Mame

T _eZ .732 —_e % x 1.2
D:’ rooe T D1 = 2et e % Dy = e’ 2e”
Potom
2 —x x\2 2 x
2 2 —
ul_ezf%dx_exf@)%d%
2 —x 2 2 \2 _ .2, x
e P i

7Z toho teda je

1 1
U:((:c—5)695—295,(3:—1—5)6“5—9:2—2).

Vseobecné riesenie nehomogénneho systému je teda tvaru:

+

et — 2z,
e —x? — 2,

y1 = c1e” —coe” T + (
y2 = c1€” + cge™ " 4 (

D[N0 =

x
x
kde c1,co € R. &

Cvicenia
86. Rieste homogénne diferenciilne systémy:

:y1+y27 b) yll :y1+3y27
8y1 — y2, Yo = —3y1 + 2.

87. Rieste nehomogénne diferencidlne systémy:
a) yp=-by1+2y2+e”, b) yi =2y + 2,
yh = y1 — byz + €%, yh = 2y1 + yo + 16ze”.
3.8 Numerické metody riesenia zaciatoénych tuloh

3.8.1 Uvod

Z predchédzajtcich kapitol uz mame predstavu, Ze je len velmi mélo diferencidlnych rovnic, ktorych
exaktné rieSenie vieme najst. Preto pri hladani rieSenia zaciatoénych tloh je ¢asto jedinou moznostou
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najst numerické riesenie. V nasich ivahéach sa obmedzime na hladanie priblizného rieSenia poc¢iatoc¢nej
tlohy pre diferencidlnu rovnicu prvého radu. Tato llohu moézeme vo v8eobecnosti zapisat v tvare

y/ = f(357y), y(gjo) = Yo- (332)

Vsetky tvahy a vysledky sa vSak daja rozsirit aj pre systémy diferencidlnych rovnic.

Zakladom, z ktorého vychadza vic¢sina numerickych metdd riesenia zaciato¢nych tloh je diskre-
tizdcia premennych. Znamena to, Ze pribliZzné rieSenie sa nekonstruuje ako spojita funkcia, ale po-
stupne sa pre mnozinu navzajom réznych bodov xg, (bod, v ktorom je dané zaciato¢nd podmienka),
x1,T2,... hladaju ¢isla yo (hodnota zacdiatoénej podmienky), yi, 99, ..., ktoré aproximuji hodnoty
y(zo),y(x1), ... presného riesenia v bodoch siete xg,x1,.... Body siete — uzly nemusia byt ekvidis-
tantné to jest vzdialenost medzi nimi, tzv. krok metddy h, = xn1+1 — x, moze zavisiet na n. Pritom
aproximacia y,, presného riesenia y(x,) v bode x,, sa po¢ita z hodnot priblizného riesenia v uz vypo-
¢itanych uzloch. Tymto metédam hovorime metody diskrétnej premennej alebo diferencné metddy.

Metdda, ktord k tomuto rieSeniu pouziva rekurentny vztah, v ktorom je y,.1 vyjadrend pomocou
k hodndt yn,Yn—1,---,Ynr1_k Sa nazyva k-krokovd metoda. Ak je k = 1, hovorime o jednokrokovej
metdde. Vzhladom na ciel a rozsah tychto skript sa v dalSom obmedzime len na struény vyklad dvoch
najbeznejsich typov jednokrokovych metdd.

3.8.2 Eulerova metéda

Je najjednoduchsou metédou na hladanie priblizného rieSenia Cauchyho ulohy typu (3.32). Postupne
od danej zac¢iatoénej dvojice hodnot g, yg, ktoré uréuju zaciatoénit podmienku tlohy, budeme urcéovat
hodnoty

T1, Yl,---,Tn,Yn takto: Zvolime pociatoény krok hy a hodnota x; bude potom x; = x¢ + hg. Te-
raz staci vypocéitat hodnotu y;. Najskor najdeme pre hladant funkciu y(x) Taylorov polyném prvého
stupnia v bode zg (Taylorov polyném — vid skripta 1. diel, ¢ast 7.7). Kedze predpokladdme, Ze nami
zvoleny krok hg je maly, mame

y(x1) = y(o) + hoy' (o).

V tejto aproximaécii teraz nahradime hodnotu y'(zo) hodnotou f(zo,yo) z povodnej rovnice (3.32).
Dostéavame:

y(x1) = y(xo) + hof (o, yo)-

Na zaklade tejto iivahy vypocime teraz y; takto:

y1 = yo + hof(zo,v0).

Z vyssie uvedeného vyplyva, ze hodnota y; bude aproximovat presni hodnotu y(z1). Tento postup
teraz mozeme zopakovat pre xs,yo atd. Rekurentne dostdavame: Ak méme vypocitané hodnoty x,, y,
pre nejaké n, zvolime h, a potom

Tyl = T+ hoy  Yng1 = Yo + Bnf (Tn, yn)- (3.33)
Pre ekvidistantny krok A to jest h — hg = hq,..., hy, ... dostdvame schému
Tyl = Tp + h7 Yn+1l = Yn + hf(xTM yn) (334)

Bude nas zaujimat, s akou presnostou sme vypoéitali hodnoty neznédmej funkcie y(z) v bodoch
Z1,..., Ty, teda aky je rozdiel y(x,) — y,? (Podrobnejsie o pojmoch chyba metddy, chyby zaokruhlo-
vacie, aproximécia a konvergencia metddy, rad rychlosti konvergencie metédy vid 1. diel skript, casti
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1.4 a 7.14.) Oznac¢me teraz d,, lokdlnu diskretizacni chybu to jest chybu, ktorej sa dopustime v jednom
kroku vipoétu Eulerovej metédy, to jest chybu, s akou hodnoty presného riesenia spliaji rekurentny
vztah:
Y(Tnt1) = y(@n) + hnf(Tn, yn) + dn.
Meradlom, ako presne aproximuje postupnost hodndt 1, ys,...,y, presné rieSenie danej zaciatocnej
ulohy, je globdlna diskretizacna chyba. Oznacime ju e, = y(x,) — Yn.
V strucnosti povieme, ze rdad metody je najvicsie prirodzené ¢islo p také, Ze pre danti metédu
aplikovani na Iubovolni zaciatoéna tlohu s dostatocne hladkym riesenim (riesenie je spojita funkcia,
ktord ma aj spojité derivicie prvého a pripadne vyssich radov) plati pre fubovolné n a h,, — 0 odhad

dy = O(h2H).

(Oznacenie a = O(h) znamena, ze existuje také ¢islo C' > 0, ze a < Ch.) Rad Eulerovej metédy
odvodime opit velmi Tahko pouzitim Taylorovho radu a jeho zvysku. Mame

dp = y(@ni1) — y(xn) — hay (2n),

1
y(anrl) = y(l'n) - hny/(xn) + ih?@y”(w)v pre ¢ € (SUnv $n+1)-
Preto 1
dn = §h121y”(1/])

Ak je y” ohrani¢end, potom
dy, = O(h)

a teda Eulerova metdda je prvého rddu. RieSenie musi byt ale dostatocne hladké funkcia, inak sa rad
metdédy znizi. Odvodime teraz globalnu chybu Eulerovej metédy pre pripad ekvidistantného kroku, to
jest h:=hg =hy = ... = hy,.... Od¢itame rovnice algoritmu Eulerovej metddy a lokédlnej chyby:

Yn+1 = Yn + hf(l‘n, yn)7
Y(@ns1) = y(@n) + hf(Tn, yn) + dn.

Méame
ent1 = en + h (f(2n,y(Tn)) — f(Tn,yn)) + dn.
Ku globalnej chybe sa tak v kaZdom kroku pripocita lokalna diskretiza¢na chyba, a preto sa v

globélnej chybe e,11 prejavia nepresnosti minulych diskretiza¢nych krokov. V pripade, Ze funkcia f je
len funkciou premennej x a teda nezavisi na y(x), ihned dostavame

N—-1
EN = Zn:O dn

KedZe uz z vyssie uvedeného vieme, 7e lokdlna chyba je typu O(h?) a xny — z9 = Nh, teda
N = Z8-20  dostavame

ey = O(h),
¢ize globalna diskretiza¢na chyba je mensia ako C'h pre nejaké redlne ¢islo C' > 0.

Nakoniec si eSte struéne povieme nieco o vplyve zaokriuhlovacich chyb (podrobnejsie vid 1. diel,
kapitola 1.3, 1.4).
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Nech ¢ je maximéalna zaokrihlovacia chyba v jednom kroku Eulerovej metédy. Oznacili sme v,
skutoc¢né priblizné rieSenie a teraz oznacme %, priblizné riesenie, ktoré skuto¢ne vypocitame a ktoré
sa od rieSenia vy, lisi vplyvom zaokrthlovacich chyb. Takéto rieSenie potom spliia pre ekvidistantny
krok rovnicu

Z7n+1:§n+hf($n,ﬂn)+€, n:O717"'

Celkova chyba vzniknuté zaokrthlovanim bude teda Ne, kde N je posledny krok, ktory sme vypoci
tali. Z velkosti IV ktort sme odvodili vysSie, vidime Ze celkova zaokrihlovacia chyba bude M
Preto celkova chyba vypoctu v bode zn bude stc¢tom globélnej diskretizacnej chyby (chyby metddy)

a globalnej zaokruhlovacej chyby:
[y(@n) = gnl = Ch+ S50 = g(h).

1
Funkcia g bude minimélna pre h = (M) ?. Teda chyba bude minimélna pre isté hopt. Dalsim
zmen§ovanim h ndm budu narastat zaokrihlovacie chyby ( kroky budd mensie, a preto ich bude viac).
Ak zvolime h vacsie ako je hoy bude zas prevlddat chyba diskretizac¢nd. Tento jav je typicky aj pre
iné diferenéné metddy.

Poznamka. Na principe aproximécie funkcie Taylorovym polynémom su zalozené aj iné metédy.
Voldme ich metody Taylorovho typu. Tieto mozu byt aj vyssich radov ako je Eulerova metdéda, na
druhej strane zas treba podéitat aj derivacie danej funkcie. Tieto metédy st preto presnejSie, ako je
Eulerova, ale st aj omnoho pracnejsie.

Priklad 32. Mame Cauchyho tlohu
v =-x+2, y(1)=0.
RieSme tuto ulohu na intervale (1, 2) s krokom h = 0, 25. Vypocitané hodnoty porovnajme s hodnotami
analytického riesenia.

RieSenie: Tato tloha méa prave jedno rieSenie, ktoré moézme najst hned priamou integraciou
rovnice a dosadenim zaciatocnej podmienky. Dostavame:

x2

3
I
y(x) 5 T2 3

Teraz vypocitame priblizné rieSenie pomocou Eulerovej metédy. Kedze h = 0,25, a xg = 1, yg = 0,
rieSenie budeme hladat v bodoch

r1=1,25; xo=1,5; x3=1,75 x4=2.
Podla vzorca (3.34) mame

Yir1 =¥ +0,25(—x; +2), i=0,1,2,3.
Vysledky zapiSseme do tabulky:

i | y(z) | i
1,000 | 0,000 | 0,000
1,250 | 0,218 | 0,250
1,500 | 0,375 | 0,438
1,750 | 0,468 | 0,562
2,000 | 0,500 | 0,625

= WIN = O =
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3.8.3 Metody typu Runge-Kutta

Tieto metddy st velmi univerzalne a v technickej praxi uzito¢né. Tiez su v podstate zaloZené na
Taylorovom rozvoji funkcie, ale nepriamo tak, aby sme nemuseli uréovat hodnoty derivacii funkcie
— tieto sa aproximuju vypoctom samotnej funkcie vo vhodne zvolenych strategickych bodoch. Ich
v8eobecnd schéma je tvaru

.

Yn+1 :yn—kZaiki, n=0,1,...,

i=1

kde
k1 = f(xnyyn)a ki = f(xn + )\z‘hm Yn + Nihnki—1)7 i = 17 R4

a aj, A\j, i4; st vhodne vybraté konstanty. V strucnosti si uvedieme len najznamejsie metédy. Rad
konvergencie ani velkost chyby odvadzat nebudeme.

Metédy 2. radu

er=20=000=1 A =po=3

Dostévame k1 = f(2n,yn), ko = f(zn + 2, yn + 22ky),
Yn+1l = Yn + hnka. (Modifikovand Eulerova metdda).

er=2a1=ay=73, A =ps=1
Dostavame k1 = f(zn,yn), k2 = f(Tnt+1,Yn + hnki)
Yn+1 = Yn + hn@v
(Heunova metéda).

Metdédy 4. radu
Uvedieme aspon najpouzivanejsiu z nich:

r=4, ki = f(Tn,yn), ko= f(@n+ 5 y0 + k),

k3 = f(JIn + thJyn + thkQ)a k4 = f($n+1ayn + hnk3)7
Yn+1 = Yn + I k1+2k2—g2k3+k4 .

Priklad 33. Mame Cauchyho tlohu ako v predchddzajicom priklade. Riesme tato tilohu na in-
tervale (1,2) s krokom h = 0, 25 modifikovanou Eulerovou metédou. Vypoé¢itané hodnoty zapiseme do
tabulky.

RieSenie: RieSenie budeme opét hladat v bodoch
r1 =1,25; 9 =15; x3=1,75; x4 =2.
Pre modifikovant Eulerovu metédu v tomto pripade, kedZe prava strana nezavisi od y, nebudeme
potrebovat uréovat k1. Mame

0,25

21 =125k =—1,0— +2=0,875, y1 =0+ 0,250,875 = 0,21875

0,25

2o =1,50,ky = —1,25 — +2,0) = 0,625,
ys = 0,21875 + 0,25 - 0,625 = 0,375

025

25 =1,75,ks = —1,5 +2=0,375, y3 = 0,375 + 0,25 - 0,375 = 0,46875
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0,25
24 =2,00,ky = —1,75 — 222 12 = 0,125, 1 = 0,46875 + 0,25 - 0,125 = 0.5
Teda
i ;i y(z;) | yi — mod. Euler
0 | 1,000 | 0,000 0,000
11,250 | 0,218 0,219
211,500 | 0,375 0,375
3| 1,750 | 0,468 0,469
4 | 2,000 | 0,500 0,500

Priklad 34. Urcéme riesenie diferencialnej rovnice so zac¢iato¢nou podmienkou:

Eulerovou metédou, modifikovanou Eulerovou metédou, Heunovou metédou a Runge-Kuttovou meto-
dou 4. rddu na intervale (0,1) s krokom h = 0,1. Hodnoty pribliznych rieSeni porovnajme s analytickym
rieSenim.

Riesenie: Z vlastnosti pravej strany vieme, ze existuje prave jedno rieSenie tejto Cauchyho tlohy.

Toto riesenie je tvaru
1

24025

a dostaneme ho pouzitim metddy separacie premennych.
KedZe krok metddy je ekvidistantny h = 0,1, rieSenie hfTaddme v bodoch

y:

z;=01-i, i=1.2,...,10.

Pre hodnoty y;, i = 1,2,...,10 dostdvame pre jednotlivé schémy vzhladom na pevny krok a tvar
pravej strany vzorce:
Eulerova metdda:

yir1 =yi+hyf, i=12,...,10;

modifikovana Eulerova metdda:
Yir1 = yi + h(ys + 0,5hy2)%, i =12,...,10;
Heunova metéda:
Yir1 = yi + 0.5h(y7 + (yi + hy)H)?), i=12,...,10;
metdda Runge-Kutta 4. radu:
Yirl = Yi + %(k)l + 2ko + 2ks + ky),

kde
h 2
klzyzza kQZ(yz+§k1> )
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h 2
b= (s gha) k= (i B, i = 12,10,

Vysledky zapiSeme do tabulky:

i T; y(x;) — Euler | y; — mod. Euler — Heun -R-K
0 | 0,000 | -4,00000 -4,000 -4,000 -4,000 -4,000

1 10,100 | -2,85714 -2,400 -2,976 -2,912 -2,85734
2 | 0,200 | -2,22222 -1,824 -2,3343 -2,275 -2,2224
3 10,300 | -1,81818 -1,149 -1,90918 -1,86179 | -1,81832
4 | 0,400 | -1,53846 | -1,2689 -1,61095 -1,57369 | -1,53857
5 10,500 | -1,33333 | -1,10789 -1,39156 -1,36195 | -1,33342
6 | 0,600 | -1,17647 | -0,98515 -1,22392 -1,2 -1,17654
7 10,700 | -1,05263 | -0,88809 -1,0919 -1,07224 | -1,05269
8 | 0,800 | -0,95238 | -0,80923 -0,98534 -0,96894 | -0,95243
9 10,900 | -0,86956 | -0,74374 -0,89758 -0,88371 -0,8696
10 | 1,000 -0,8 -0,68843 -0,82408 -0,81221 | -0,80003

Cvicenia

88. Vypocitajte priblizné riesenie Cauchyho tlohy

ak jeho presné riesenie je funkcia y(x) =

vysledky porovnajte.

Vysledky cviceni

I

y?+1
Ty

V5x?2 — 1. Pouzite vietky vyssie uvedené priblizné metédy a

1. a) 4no, b) dno, c¢) ano, d) ano, e) ano.

2. a) ano, b) ano, ¢) nie , d) ano, e) nie, f) ano.

3.a)y=-% b)y+2=2 ¢y =0 d)y-y=0.

4. mv' = —kv , kde m je hmotnost, v je rychlost a k je konStanta Gimernosti.
5.y = a2

6. % ,kde k je konstanta ﬁmernosti

7. a) rovnobezky s osouy, b)y=-%,ce R—{1}, c)y=cz,
d)y= %m, c#0,

e) kruznice so stredom v pociatku, f)y =cosz—e¢, c€R.

8. y=—Injp(c—10%), ceR

9.y = (3.1’—3.%'2-1-36)%, ceER

10. y = {75

1-— x2)2

11.y_\/1_g
12. 2?(1+y*) =c, c€R
13. y=—In(1 —ce®), 1 —ce® >0
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.

y=—In(c—¢€"), c—e* >0
y—ce*m_2 ceER
y—2 ce? 1 —ce® 40

cez?
y=+In(c(l1+e%))? ceR
Y= ce%, ceR

cosx—1
y =sinx + 1+x

2(z% —3) +3(z2 —y?) +5=0
y = arcsin(1 sin z)
y=In(e—1+e")

Y= cocsx7 ce R
y = Ce—;rcos;t7 ceR
1

y=cez, ceER
y=%—%t+ce ¥, ceR
y = —C_I;’m, ceR
y—%%-f, ceR
y—x+1+i‘igf—cosx, cER

Yy =ce” T L arctgr — 1, cER
y=14ccos’z, c€R
y=—Inz+c(lnz)®ceR

y:eIZ—i—cemj, CGR

y= VI— (B T34 o) ce R
y = z(sinz + ¢), CER

y:(g—z—i-c)e_IQ, ceR

y=1

y = (cosz +sinz + e %)
_ a(z=1)

Y= xn

_ _x _ cosz w1
Y= 2sinz . 2 + (1 4)sinx
y=e ¥SMT 4 arcsine — 1

_ 2%lnx
by=""
Yy = —CosSx

y=cre®® +ce ", c1,c0 €ER

Yy = €1 €08 Hx 4+ cosinbx, c1,co €ER
y=c1+ce”, c1,c0 €R

Yy = cre2® 4+ czxe%, c1,c0 €ER
y=c1€% + cpe®, c1,c0 €R

Yy = cre 2 4 c2e”, c1,c0 €ER

Yy =c1C08x + casinx, c1,c0 €R

Yy =c1 e(1+\/_)x+c e(1-V2)z , €1,c2 €ER
x—cle2 —i—cﬂeg , C1,C2 €ER

y = e%*(c1cos 3z + c28in3z), c1,c0 € R

Y= xef’x

Yy = 36 cos 3z
y=73— 3¢

y = 4cos2x — 3sin2x
Yy = de=2V3e

- _ 4 3gin 4
y=—9coszz+9gsingzx
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60. y = 5smx%z7cosm + 0166:(; —I—CQGI c1,c9 € R

61. y = e *(cy cos 2z + cgsin 2x) — % cos 2z — 2sin2x, ¢1,c0 €R
62. y=¢e"+cre 4+ CQe%, c1,c0 €R

63. y = ﬁ 4+ cycosax + cosinax, c1,c0 € R

64. y = 3% (cy + cox) + %x2 + 25—73: + ;—%,01,02 eER

65. y = c1e® + coe ™ — %,01,62 €ER

66. y = c1€%% + coxe®® + % c1,c0 €ER

67. y = c1e*® + cowe®® + 5 3r2e? 61,02 eER

68. y = c1e*® + cpze®® +3 —I- + 3 L cos 2z ,C1,c2 ER

69. y = c1e*® + cowe®® + 23: —i— 4xr+ 3+ 41:2 2% 4 cos2z,c1,60 €ER
70. y = ¢1COST + cosinx + 223 — 13x+2,c1,c0 €R

71. y =cycosx + cosinx + cos3z,c1,c0 € R

72. y =cjcosx + copsinx + l:vsin$,cl,02 ER

73. y=cicosw +cosinr — grcosr —e Y c1,c0 €ER

T4. O(t) =272 — 273, Opax = H(In% ) = %

75. y(t) = 27+ 366_%, rychlost ochladzovania klesne pod 1 stupeni asi za 11 minit, teleso bude mat
teplotu 33 stupnov

76. y(x) =2 — 4sin 3z, Yymin = —2, y=0prexr = g + %kﬂ' alebo z = ?—g + %kﬂ', k je celé.
T77.a) x(t) = 3cos2t+3sin2t,

b) a(3) = -3, 2'(3) = 6,

c)t~1.178

78. y = c1 + cox + c3e” + cyze® ,c1,c0,03,c4 €ER

\/_ V2
79. y = €2 (¢1 cos ai + cosin ai) +e %2 (¢ cosai + co sma@)

c1,Co,03,c4 €ER

80. y = ¢y + c2e” + c3ze® ,c1,c0,c3 ER

81. y =22In/z + 12?2 + cox +¢3 ,c1,¢62,c3 ER
82. y= —fsm2x—|—clm2 4+ cox +c3 ,c1,c2,03 ER
83. y=cie® +ce "+ (" —e *)nle* = 1| —ze*+e ¥ =1, ¢1,c2€R
84. y = c1€” + coxe® + zlnlz| ¢1,c2 € R

85. y =€ *(c1 + cow + ”“"2—2) —1 c1,0€R

86. a) y1(x) = c13% + cpe™ 37,

Y2 = 2¢1€3® —4coe™3%, c1,c0 €R

b) y1(x) = e*(c1 cos 3z + co sin 3x),

ya(z) = €*(—c18in3x + cacos 3x), c1,c2 € R

xT
87. a) yi(x) = —g—g — Be¥ 4 c1e7 ™ + cpe?,
ya(z) = ééez 2762$ — 167 4 2¢0e* 1,00 €R

b) yi(x )—cle — 2coe3% — e%(8z + 6),
yo(z) = 2c1%% + coe 3% — ””(12a:+13), c1,c0 €ER
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Kapitola 4

Diferencialny pocet funkcii viac
premennych

4.1 Funkcie dvoch a viac premennych

4.1.1 Zakladné pojmy

Nech R? ozna¢uje mnozinu vsetkych usporiadanych dvojic realnych ¢&isiel. Intuitivne, pod funkciou
dvoch premenngch rozumieme priradenie f, ktoré kazdej dvojici redlnych ¢isiel (z, y) z istej podmnoziny
M C R? priradi realne ¢islo f(x, ). Najviicsia (vzhladom na inkltziu) podmnozina D C R?, pre ktort
je priradenie (z,y) — f(x,y) korektne matematicky definované, sa nazyva obor definicie funkcie
f.1' 'V pripade funkcii dvoch premennych je prirodzené znizoriiovat obory definicie v rovine, a to
v pravouhlej stradnicovej ststave s osami o, 0y.

Priklad 1. N&jdite a zndzornite defini¢ny obor funkcie

xlny

RieSenie: Uvedeny vyraz mé zmysel len pre tie dvojice (x,y), pre ktoré je y > 0 (pretoze funkcia
In je definovand len pre kladné ¢isla) a 4 — 22 — y? > 0 (pretoze druhd odmocnina je definovana len
pre nezaporné ¢isla a navyse sa vyskytuje v menovateli). Definiény obor funkcie f je teda mnozina

D ={(z,y); * +y> <4, y>0}.
V rovine xy mnozine D zodpoveda vnutrajSok polkruhu nad osou x so stredom v pociatku a s polo-

merom 2; pozri Obr. 1. &

Priklad 2. Néjdite obor definicie funkcie g(x,y) = zy — /2* — 16y* a ukazte, ze pre kazdé redlne
¢islo ¢ plati identita g(tx, ty) = t2g(x,y).

Riesenie: Dand funkcia je definovana pre vietky dvojice (z,y) také, ze 2* > 16y* (pretoze druha
odmocnina je definovand len pre nezaporné ¢isla). Uvedend nerovnost je po dvojnadsobnom odmocneni
ekvivalentnd s nerovnostou |z| > 2|y|, a preto definiény obor D funkcie g je

D = {(z,y); |=| > 2Jyl} .

!Definiény obor funkcie méze byt uréeny aj explicitne na nejakom zGzeni spominanej mnoziny.
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Obr. 4.1: D(f)

V rovine zy je tdto mnozina znazornend dvoma ,vysekmi“ ohrani¢enymi priamkami y = z/2 a y =
—x/2 tak, ako to vidime na Obr. 2.

Pre dokaz uvedenej identity sta¢i do vzoréeka pre g(z,y) dosadif ¢z namiesto z, ty namiesto y, a
poditat:

g(tz, ty) = (tx)(ty) — /) (tx)t — 16(ty)* = t*(zy — \/a* — 16y*) = t*g(x,y) .
&

Obr. 4.2: D(g)

Mnozina bodov (z,y) v rovine, v ktorych mé funkcia f(x,y) konstantni hodnotu f(x,y) = ¢ pre
niektoré realne ¢islo ¢, tvori krivku nazyvana vrstevnica funkcie f prislachajuca vyske c.

Priklad 3. V rovine 2y znazornime vrstevnice funkcie h(z,y) = 4 —4x? —y? prislichajtce vyskam
1,2, a 3.

RieSenie: Pre [ubovolné c je vrstevnica funkcie h uréena rovnicou 4 — 422 —y? = ¢, ¢ize 42 +1% =
4 — c. Z tohoto vidiet, Ze netrividlne rieSenie dostdvame len v pripade, ked ¢ < 4 (preco?). Vydelenim
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poslednej rovnice kladnym ¢islom 4 — ¢ dostavame

a toto je rovnica elipsy so stredom v bode [0,0] a s poloosami a = %\/4 —¢, b = /4 — c. Hladané
vrstevnice sa teda elipsy; postupnym dosadenim hodndét ¢ = 1,2, 3 pre ich poloosi mame:

1
prec=1: a1=§\/§, b =3,

1
prec=2: a2:§\/§, by = V2,

1
prec=3: a3:§, bs=1;

Pre znazornenie tjchto vrstevnic pozri Obr. 3. &

Obr. 4.3: Vrstevnice

Podobné tlohy sa vyskytuja aj pre funkcie troch premennych f(x,y,z), resp. vSeobecnejsie pre
funkcie n premennych f(x1, 2, ..., x,). Definiéné obory funkcii troch premennych je uz tazsie znazor-
nit; robime to pomocou projekcie trojrozmerného priestoru so siradnicami x,y, z do roviny. Pre dané
¢ mnozina bodov (z,v, 2) spliajtica rovnost f(x,vy,z) = c tentoraz bude (az na degenerované pripady)
plocha v priestore, ktort nazyvame vrstvovou plochou prislichajicou konstante c. Pri funkcidch n > 4
premennych defini¢né obory neznazorniujeme a o prislusnych ,,viacrozmernych vrstvovych plochach“
nebudeme v tychto skriptach hovorit.

Priklad 4. Uréte obor definicie funkcie k(z,y, 2) = In (9 — 2% — y? — 22) a opiste vrstvovi plochu
zodpovedajicu konstante ¢ = In 5.

Riesenie: Kedze prirodzeny logaritmus je definovany len pre kladné ¢isla, dana funkcia je defi-
novana len pre tie trojice realnych é&isiel (z,y, z), pre ktoré je 9 — 22 — y? — 22 > 0. Defini¢ny obor D
funkcie k(x,y, z) je teda mnozina

D = {(x,y, 2); x2+y2+22<9}.
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V trojrozmernom priestore mnozine D zodpovedd vnuatrajSok gule so stredom v pociatku a polo-
merom /9 = 3. Vrstvovéa plocha prisltchajica konstante ¢ = In5 ma rovnicu k(x,y,z) = ¢, teda
In (9 — 22 — y? — 22) = In5, odkial po tiprave mame 9 — z2 — y? — 22 = 5 a napokon x? + 32 4 22 = 4,

¢o je sféra (gulova plocha) so stredom v poéiatku a polomerom 2. &

Na ukézku uvddzame ¢asti grafov (t.j. ploch) uréenych rovnicou z = f(z,y) pre niektoré funkcie
f (pozri obrazky 4.4 az 4.9); na generovanie obrazkov bol pouzity program Mathematica.

Obr. 4.4: z = 42% + ¢

Obr. 4.5: z = xy

4.1.2 Limita funkcie dvoch a viac premennych

Pojem limity funkcie dvoch premennych je omnoho komplikovanej$i v porovnani s pojmom limity
funkcie jednej premennej. Intuitivne, ak hodnoty funkcie f(x,y) lezia ,,dostatoc¢ne blizko“ éisla L pre
vSetky body (z,y) , blizke* ale nie rovné bodu (x¢, o), tak hovorime, Ze L je limitou funkcie f v bode
(0, yo). Pre matematicky presni definiciu potrebujeme zaviest dva pojmy. Pripomenime najprv, Ze pri
funkcidch jednej premennej sme pod (jednorozmernym) okolim bodu b (pri¢om b je bud realne ¢islo
alebo jeden zo symbolov +00, —00) rozumeli lubovolny otvoreny interval obsahujuci b, resp. lubovolny
interval tvaru (a,+o00) alebo (—00,a) ak b = +o0o0. V dvojrozmernom pripade, ak hovorime o bode
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Obr. 4.6: z = e~ (@*+v?)

Obr. 4.7: z = cos(v/x? + y?)

Obr. 4.8: z = e~ @19 cos(/22 + y2)
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Obr. 4.9: z =e Ysinx

(z0,Y0), médme vzdy na mysli, ze obe stradnice 2y a yo st redlne ¢isla. A teraz k ohldsenym novym
pojmom: Pre ITubovolné ¢islo § > 0 pod d-okolim bodu (z9, y9) rozumieme mnozinu

Os(x0,y0) = {(x,9); (& — m0)* + (y — y0)* < 5°} .

Inak povedané, d-okolie Os(zg,yo) je vnitrajsok kruhu so stredom v bode (zg,yp) a polomerom 4.
Dalej, bod (zg,y0) nazveme hromadnym bodom nejakej mnoziny M, ak kazdé J-okolie bodu (xq,yo)
obsahuje aspoii jeden bod mnoziny M rozny od (zg, yo).

Definicia limity funkcie dvoch premennych. Nech D je obor definicie funkcie f(z,y) a nech
bod (zg, yo) je hromadnym bodom mnoziny D. Hovorime, Ze funkcia f(z,y) mé v bode (x¢, yo) limitu
rovna bodu L, ¢o symbolicky zapisujeme v tvare

lim z,y) =1L,
(w,y)ﬂ(xo,yo)f( o)
ak ku kazdému (jednorozmernému) okoliu O(L) bodu L existuje nejaké d-okolie Os(zo,yo) bodu
(z0,y0) tak, Ze pre kazdy bod (z,y) € Os(xo,yo) N D rozny od (xg,yo) plati, ze f(x,y) € O(L).

Definicia pojmu spojitosti. Nech f(z,y) je funkcia dvoch premennych s oborom definicie D
a nech bod (zg,y0) € D je hromadnym bodom mnoziny D. Hovorime, ze funkcia f(z,y) je spojitd
v bode (xg,y0), ak

lim f(x,y) = f(JUanO) y
(x7y)—>(xo,yo)

t.j. ak limitu mozno vypo¢itat jednoduchym dosadenim. Ak f(z,y) je spojita v kazdom bode nejakej
podmnoziny M C D, tak hovorime, ze funkcia f(x,y) je spojitd na mnozine M.

Pri vypocte limit funkcii dvoch premennych pouzivame pravidla, ktoré uz pozname z jednoroz-
merného pripadu. Ak

lim z,y) =11 a lim x,y) = Lo,
By @V =L e lm 9@ ) = L
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tak (za predpokladu, Zze vyrazy na pravych strandch st pripustné) plati:

lim c.f(z,y) =clq,
(z,y)—(20,30) f@y) !

lim  (f(z,y) *g(z,y)) = L1+ Ly,
(z,y)—(x0,%0)

lim f(x,y)g(a?,y) :LI-LZ )

(z,y)—(z0,y0)

flxy) _ In
(zy)—(zowo) 9(,y) Lo

Casto je pri vipoc¢toch potrebné pouzivat algebraické triky, s ktorymi ste sa uz stretli pri funkciach
jednej premennej. Vo findlnej faze vypoctu sa obvykle opierame o nasledujice princip (taktiez znamy
z jednorozmerného pripadu):

Kazda elementdrna funkcia dvoch premennych (t.j. funkcia vytvorend z koneéného poctu poly-
nomov, goniometrickyjch, exponencidlnych funkcii a k nim inverzngch funkcii pouzitim algebraickych
operdcii a operdcie skladania funkcii) je automaticky spojita v kaZdom hromadnom bode svojho defi-
nicného oboru.

Priklad 1. Vypocitajme hodnotu limity

. 20 —y—9
lim

(@y)—(4-1) V22 —y —3

RieSenie: Hoci funkcia za znakom limity nie je v bode (4, —1) definovand, tento bod je hromadnym
bodom jej defini¢ného oboru (prec¢o?). Pri vypocte si pomodzeme rozsirenim ¢itatela aj menovatela
vyrazom (1/2x —y + 3), a po Uprave napokon dostaneme limitu z elementérnej funkcie, ktora podla
vyssie uvedeného principu vypocitame jednoducho dosadenim:

20 —y—9 lim 2z —-y—-9)(V2x—y+3)

lim _—
(@y)—4-1) V2r —y—3  (zy)—@4-1) (V22 —y —3)(/2x —y + 3)

_ g Zeoyo 92 oyHd) lim_l)(\/2x—y+3):6.

(x,y)—>(4,—1) 21’. - Y- 9 (x,y)—>(47
&

Komplikovanost pojmu limity funkcie dvoch premennych tkvie aj v tom, ze k bodu (xg, yo) je mozné
,priblizovat sa“ bodmi (z,y) po réznych krivkach (na rozdiel od jednorozmernych limit, kde sme sa
k danému bodu mohli blizif len zlava alebo sprava). Toto pozorovanie sa v kombindcii s definiciou
limity Casto vyuziva na dokaz neexistencie limity funkcie f(x,y) v bode (xg,yo).

Posta¢ujica podmienka neexistencie limity. Ak sa ndm podari najst dve krivky y = r(z)
ay = s(x) tak, ze lim, ., r(z) = lim,—,, s(z) = yo (t.j. obe krivky sa ,blizia“ k bodu (zo,yo)),
a pritom hodnoty jednorozmernych limit lim,_.., f(x,r(x)) a lim, .4, f(z, s(z)) nie sd totozné (¢ize
funkéné hodnoty f(x,y) sa pozdlz kriviek y = r(x) a y = s(z) ,,blizia“ k réznym bodom), tak potom
funkcia f(x,y) nemd v bode (xo,yo) limitu.

Priklad 2. Ukéazme, Ze neexistuje limita

i Yy
m arctan = .
(z,y)—(0,0) T
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RieSenie: Pokusme sa ,realizovat priblizovanie“ ku bodu (0,0) po dvoch polpriamkach y = kyx
ay = kox, kde k1 # ko a x > 0. Ak © — 0 po prvej polpriamke, tak dosadenim y = kjx do povodnej
limity dostaneme:

. k1x .
lim arctan — = hr% arctan k1 = arctan k7 .

z—0 €T r—

Podobne pre ,,pohyb* po druhej polpriamke y = ksx k bodu (0,0) mame:

. kox .
lim arctan — = hr% arctan ko = arctan ko .

z—0 €T r—

KedZe arctan je funkcia rastiica a teda prostd, pre k1 # ko je arctan ki # arctan ks. Nasli sme teda dve
krivky (v nasom pripade polpriamky), pozdlz ktorych sa hodnoty funkcie arctan ¥ blizia“ k roznym
éislam, a preto dané limita neezistuje. &

Priklad 3. Presvedéme sa, Ze neexistuje limita

1,4

li .
(z)(0.0) T + 12

RieSenie: Vzhladom na tvar nasej funkcie tentoraz za krivky , priblizovania sa“ k bodu (0, 0)
zvolime dve paraboly, y = k122 a y = kox?, pricom, povedzme, k; > ko > 0. Ak sa teraz bod (z,y)
,blizi“ k (0,0) po prvej parabole, dostdvame z povodnej limity dosadenim y = kjx? a ipravou hodnotu

r zt i 1 1
1m ———5 — 1Im = .
e—0xt + (k122)2 =01+ k3 1+ k2

Analogicky, vypocet pre druht parabolu dava:

i zt i 1 1
1m ————— 55 = 1m = .
=0 74 + (ko2?)2  2-0 1+ k2 1+k3

Ked7e sme ziskali dve rézne hodnoty limit pozdlz dvoch réznych kriviek, povodna limita neezistuje. &

Pojem limity a spojitosti funkcii troch a viac premennych je mozné zaviest obdobne, a pravidla
zaobchadzania s limitami st analogické pravidlam pre funkcie dvoch premennych.

4.2 Parciadlne derivacie a diferencovatelnost

4.2.1 Parciadlne derivacie

Nech z = f(x,y) je funkcia dvoch premennych s oborom definicie D a nech (zg,y0) € D. Predstavme
si, ze graf tejto funkcie mame znazorneny ako plochu v trojrozmernom priestore s pravouhlymi st-
radnicovymi osami z,y, z. Potom vertikdlna rovina y = y¢ rovnobezné so stradnicovou rovinou p,
pretina nasu plochu z = f(x,y) v krivke s rovnicou z = f(z,yo). Tato krivka je vlastne grafom funkcie
jednej premennej z = f(z,y0) v rovine y = yo. Tato funkciu mozme jednoducho zderivovat podla x
a tak vypocitat napr. smernicu dotyénice ku krivke z = f(x,yo), ktord lezi v rovine y = yo. Takto
vypocitand derivacia sa nazyva parcidlna (Gize ,,¢éiastoéna®) podla premennej z, pretoze za y sa najprv
dosadi konstanta yy a az potom sa pocita (obycajnd) derivacia funkcie jednej premennej podla x.
Formalne:

Definicia parcialnej derivacie. Pod parcidlnou deriviciou funkcie z = f(x,y) v bode (z¢, yo)
vzhladom na premennii x rozumieme obycajnti derivaciu funkcie jednej premennej f(x,yo) podla =
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(za predpokladu, Ze existuje). Pre tato parcidlnu derivaciu sa pouziva ktorékolvek z nasledujtcich
oznaceni:

0 0
a_i(x()ay())u 8—2(17073/0): fl‘(x()ay())? Z.T(xO?yO)'

PodTla uvedenej definicie teda plati:

0 0
O (v0,10) = 0w, 90) = fulo,0) = 2(0,10) = F'(2,30)

pri¢om derivéicia vpravo je obycajnd derivacia funkcie jednej premennej f(z,yo) podla x. Parcidlna
derivécia funkcie z = f(z,y) v bode (xg, yo) podla premennej y sa definuje analogicky, spolu s ozna¢nim
zy(an yO)’ fy(an yO)a atd.

Priklad 1. Vypocitajme parciadlne derivacie funkcie

_ 1+sinz

T + cosy

podla oboch premennych v bode (0, 7).

RiesSenie: Pre vypocet parcidlnej derivacie z,(0,7) najprv dosadime y = yo = 7 a potom pouzi-
vame zname pravidla pre derivovanie funkcie jednej premennej (najprv pravidlo o derivovani podielu,
atd.) pre vypocet derivacie v bode 2y = 0:

zx(O, 71') = %

G =i (oot )

T+ cosT r—1

r—1)cosx —1—sinz
- (== |

(w102 =-2.

=0 o

Podobne, pri vypocte parcidlnej derivacie z,(0,m) podla premennej y najprv za z dosadime zp = 0 a
potom pocitame zndmym spdsobom obyc¢ajni derivaciu podla y v bode yg =

d /1+sin0 d/ 1 i
2(0m) = @<01%I;y)y:ﬂ - @<cosy)y=7r - <cS;:2yy>y=“ -0

)

Casto sa stava, Ze nas ani tak nezaujima hodnota parcidlnej derivacie v konkrétnom bode, ale
v lubovolnom bode (pokial existuje). Priradenia (zo,y0) — fz(z0,%0) a (zo,v0) — fy(x0,yo) potom
definuji nové funkcie, ktoré nazyvame jednoducho parciglnymi derivaciami funkcie f(z,y); pri ich
oznacovani zvykneme vynechavat indexy a piseme len f,(x,y) a f,(z,y). Poznamenajme, Ze defini¢né
obory parcialnych derivacii f, a f, sa nemusia zhodovat s defini¢nym oborom funkcie f.

Uvedené definicie si ¢itatel Tahko modifikuje pre pripad funkcii troch a viacerych premennych. Pra-
vidlo pocitania parcidlnej derivacie podla niektorej premennej je jednoduché: Vsetky ostatné premenné
sa pre ucely derivovania povaZuji za konstanty.

Priklad 2. Vypocitajme parcidlne derivacie g, g, a g, funkcie
g(x,y, z) = zarcsin (/zy) + In (y + €7).

RiesSenie: Pre vypocet g, povazujeme y a z za symboly oznacujice konstanty a derivujeme podla
x; to napr. znamend, Ze cely druhy ¢len In (y + e*) bude po derivovani podla x nulovy! Po tprave
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(pozor na derivovanie zlozenych funkcii!) dostavame:

9 = di(x arcsin y/zy + In (y + €%))
T
1 1

= arcsin./ry + z- . Y+ 0
L (vag)* 2V

ryY
1—ay

1
= arcsin./xy + 3
Podobne pre dalsie dve parciilne derivicie mame:

d
Gy = d—(a;arcsind:cy%—ln(y—i—ez)):
Y
1 1 1
1— (/7)? 2./xy y+e
x? n I
2vry(l—my) y+e*’
d
g: = d—(warcsinw/my—{—ln(y—l—ez))
z
1 e®

(0+¢*) = .
y—i—ez( <) y+e®

(1+0)=

prd xT -

&

4.2.2 Linearizacia, dotykova rovina a diferencial

V praxi (najmi v geometrickych a numerickych aproximéciach) velmi déleziti tlohu zohrava lokélne
nahradzovanie funkcii linedrnymi funkciami. To vedie k zavedeniu nasledujacich délezitych pojmov.

Definicia linearizéicie. Nech funkcia f(z,y) mé parcidlne derivacie podla oboch premennych
spojité v bode (xg,yo). Pod linearizdciou funkcie f v bode (xg,yp) rozumieme funkciu L(z,y) dant
predpisom

L(z,y) = f(w0,y0) + fe(z0,y0)-(x — x0) + fy(z0,90)(y — yo) (4.1)

Priblizni rovnost
f(z,y) = L(z,y) (4.2)
nazyvame Standardnou linedrnou aprorimdciou funkcie f v okoli bodu (z, yo)-

Je dolezité uvedomit si, ze L(x,y) je naozaj linedrna funkcia. Aproximacia f(x,y)=L(z,y) v okoli
bodu (z9, yo) teda hovori, Ze aj komplikované funkcie mozno lokalne nahradzovat linedrnymi funkciami.
Otézkou presnosti takejto aproximacie sa budeme zaoberat na inom mieste.

Priklad 1. Najdite linearizaciu funkcie f(z,y) = e~ (@ H%) v bode (3,—3), ako aj jej standardnt

linearnu aproximéaciu v tomto bode.

):

NI

RieSenie: Vypodcitame najprv parcidlne derivéicie v bode (zg,y9) = (%, —

d

fz(w0,%0) = (@ef(xuyz}))

(22402
(@o0) G )'(_2@)(900790) -

SRR

fy(anyO) — (ie_(xQ‘f‘yQ)) — (e—(x2+y2).(_2y))

dy ):+

(%0,%0) (0,90
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Kedze f(xo,y0) = 1/+/e, dosadenim do vztahu (4.1) pre linearizaciu nasej funkcie v okoli bodu (g, yo)

dostévame: L(e.y) = ie N (_k) (x _ ;) + \}é <y - <—;>) ,

a po uprave,

1
L(z,y) = %(2—9“&4) :
Pre standardnt linedrnu aproximaciu f(z,y)=L(z,y) v uvedenom bode napokon méme:
6_($2+y2) = i(z — + y) .
Ve

Vidime, Ze povodné funkcia je v okoli bodu (1/2, —1/2) naozaj nahradend linedrnou funkciou. &

Dotykova rovina ku grafu funkcie. Geometrické interpreticia pojmu Standardnej linedrnej
aproximacie funkcie f(z,y) v bode (z¢, o) je jednoducha: Funkcia z = L(z,y), teda,

z = f(z0,90) + fz(T0,y0)(x — o) + fy (0, y0) (¥ — yo) , (4.3)

predstavuje rovnicu dotykovej roviny k ploche z = f(z,y) v bode (x9,7o). Standardna linearna apro-
ximdcia je teda z geometrického hladiska nahradenim plochy z = f(z,y) dotykovou rovinou v bode
(z0,Y0)-

Priklad 2. Napi$me rovnicu dotykovej roviny ku ploche danej rovnicou z = f(z,y) = 19—x2 —4y?

v bode (1,2).

RieSenie: Na dosadenie do formulky (4.3) potrebujeme vypoécitat hodnoty f(xo,v0), fz(zo,¥0)
a fy(z0,%0) pre bod (zo,y0) = (1,2). Postupne dostavame: f(1,2) = 2, f2(1,2) = (—22)12) = —2,
a fy(1,2) = (—8y)(1,2) = —16. Dosadenim do (4.3) vidime, ze hladand rovnica dotykovej roviny je
z=2-2(x—1)—16(y — 2), ¢o po uprave dava 2z + 16y + z — 36 = 0. &

Definicia totalneho diferenciilu. Predpokladajme, Ze f(x,y) mé parcidlne derivacie podla

oboch premennych spojité v bode B = (x9,yp). Vyraz

df (z,y)B = fz(w0,y0)(x — o) + fy(0,Y0) (¥ — yo) (4.4)

nazyvame totdlnym diferencidalom funkcie f v bode B = (xg,yp). Linearizacia a totalny diferencidl su
teda viazané rovnostou L(x,y) = f(B)+df (z,y)p. Ak prijmeme oznacenie dr = x — x¢ a dy = y — yo,
vztah (4.4) nadobudne ¢asto uvadzany tvar

df (z,y)B = fe(x0,y0)dx + fy(x0,y0)dy = f(B)dx + f,(B)dy . (4.5)

Kombinaciou standardnej linearnej aproximacie (4.2) a totalneho diferencidlu (4.5) dostavame
v okoli bodu (z, yo) priblizné rovnosti

f(x,y) = f(anyO) + df(x7y)B , alebo f(x,y) - f(xO;yO) = df(xvy)B :

Totélny diferencidl preto reprezentuje priblizni velkost zmeny hodnoty funkcie f v bode (z,y) v po-
rovnani s hodnotou v bode (zg, yo). Priblizné odhady takychto zmien maju v praxi velky vyznam.

Priklad 3. Aku priblizni percentudlnu zmenu objemu valca moZno ocakévat, ak sa polomer
zZVacCsi o 2 percenta a vyska o 1 percento?
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Riesenie: Objem valca je dany vzoréekom V = V(r,h) = 7r?h, kde r je polomer a h je vyska
valca. Uz vieme, Ze velkost zmeny hodnot funkcie V' v nejakom bode (r, h) v porovnani s hodnotou
v bode B = (19, hgp) mozno priblizne odhadnit jej totdlnym diferencidlom dV. Ten je dany vztahom
(4.5) a v naSom oznaceni ma tvar:

ClV(T, h)B = V}(’Fo, ho)dT + Vh(TQ, ho)dh N (46)

pricom dr = r —rg a dh = h— hg. Dalej vieme, Ze nova hodnota r sa od pévodnej hodnoty rq lisi o plus
2 percentd, teda r = 1,02r, ¢ize dr = 0,02ry. Podobne dostavame, ze dh = 0,01hg. Pre dosadenie
do (4.6) treba este vypocitat hodnoty parcidlnych derivacii V,.(ro, ho) a Vi, (ro, ho). Zndmym spdsobom
dostavame: V;.(ro, ho) = 2mroho, a Vi (1o, ho) = 7rd. Dosadenim ziskanych rovnosti do (4.6) méme:

dV (r,h)p = 27rohg-0,02r¢ 4+ m12-0,01hg = 0,057r2ho = 0,05-V (19, ho) .
Kedze dV (r,h)p = V(r,h) — V (1o, ho), vidime, Ze uvedené zmeny v polomere a vyske valca vyvolaju
zmenu objemu o priblizne 5 percent. &

Linearizacia a totalny diferencial funkcii troch a viac premennych sa definuju analogicky; podrob-
nosti prenechdvame na samostatni iniciativu ¢itatela.

4.2.3 Vyssie derivacie a refazové pravidla

Podobne ako pri funkciach jednej premennej, aj parcidlne derivacie je mozné iterovat, a to roznym spo-

sobom. Tak napriklad je mozné pocitat (ak existuju) parcidlne derivacie (podla x alebo y) z parcialnej

derivécie funkcie f(x,y) podla x (alebo y), ¢ize parcidlne derivacie typu
w6 =G 26D &G
Ox \Ox ox\9dy/ = Oy\ox Oy \ Oy

)

tieto obvykle zapisujeme v skratenej forme v tvare

*f
0z2

f 82 f 2 f

:fxm7 m:fxya m:fya:a 87?J2

= fyy -
Vyssie derivacie funkcii troch a viac premennych sa tvoria a oznacuji obdobne.

Vo vSeobecnosti derivovanie moze zavisief na poradi, t.j. existuja funkcie, pre ktoré je fry # fyz-
V tychto skriptach sa vsak s takymito ,,anomalnymi“ funkciami nestretneme. Plati totiz nasledujtca
veta:

Ak je funkcia f(x,y) na nejakej oblasti M spojitd spolu so vSetkymi styrmi parcidlnymi derivaciams
fzs fys foy @ fyz, tak plati rovnost fgy = fyz na oblasti M.

Priklad 1. UkaZme, e funkcia f(z,y,2) = 1/v/22 + 42 + 22 splita (v praxi dolezitt1) tzv. Lapla-
ceovu rovnicu

0%f 0 f  O*f

a2 oy 922

Riesenie: Priamym vypoctom derivacie f,, dostavame:

5t e (3) = (374 ) -

3
— —(1'2 +y2 +22)—3/2 —z- <_§> (ZL‘2 +y2 +22)—5/2 Lo =
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— (1‘2 _|_y2 + 22)—5/2(2:1:2 _ y2 _ 22) ]

Kedze funkcia f je symetrickd vo svojich premennych, tak mame ihned:

a2f 2 2 2 —5/2 2 2 2
—8y2=(fv +y° 4+ 2%) T2y -t = 27)
2 _

azjzc‘ = (@ + 7+ 227222 -2 — ) .

O splneni Laplaceovej rovnice sa teraz da presvedéit jednoduchym dosadenim (prevedte!). &

Pri derivaciach funkcii jednej premennej ste sa zoznamili s pravidlom pre derivovanie zlozenych fun-
keii, ktoré sa nazyva aj retazové pravidlo. Pri parciadlnych derivacidch mé refazové pravidlo zlozitejsiu
formuléaciu. Zacneme s najjednoduchsim pripadom.

Retazové pravidlo, ¢ast 1. Ak z = f(x,y), pricom x = z(t) aj y = y(t) st funkcie premennej ¢,
tak plati
dz af\ dx af\ dy
(@)Y, ar
dt ox/ dt oy/ dt
pricom do parcidlnych derivacii vo velkych zétvorkach je potrebné po ich vypocte dosadit = = z(t) a
y = y(t). (Mleéky pritom predpokladédme, Ze vSetky derivéicie na pravej strane existuju a si spojité na
istej oblasti.)

Priklad 2. Pomocou retazového pravidla vypocitajte derivaciu funkcie f(z,y) = z2Iny podla
premennej t, ak x = cost a y = sint.

RiesSenie: Pouzitim vyssie uvedeného vzoréeka mame pre nasu funkciu z = f(z,y):

dz af\ dx of\ dy
a (aﬁ:&*(aﬂiﬁ—
= (2mlny)-(—sint)+(x2/y)’COSt

(teraz dosadime z = cost a y = sint do vyrazov v zatvorkach a upravime)
= —2costsintln(sint) + cos®t/sint .

&

Analogicky, uvedené retazové pravidlo pre funkciu troch premennych w = f(z,y, z), kde z = x(t),
y=1y(t) a z=z(t), mé tvar

d of\ d of\ d of\ d
7~ G)arG)arG)a:

vo velkych zatvorkach treba po vypoéte parcidlnych derivacii dosadit = = z(t), y = y(t) a z = 2(t);
podobné vzorce platia aj pre funkcie viac ako troch premennych.

Pri zlozenych funkcidch viac premennych sa moze stat, ze premenné x,y, z, ... sit samy osebe fun-
kciami viacerych inych premennych. Napriklad pri funkeii troch premennych w = f(x,y, z) definovanej
na nejakej oblasti v trojrozmernom priestore mézu premenné z,y, z byt funkciami dalsich (povedzme)
dvoch premennych, ¢ize x = z(u,v), y = y(u,v) a z = z(u,v), ¢o by zodpovedalo pripadu, ze body
(z,y, z) berieme z nejakej plochy v priestore. V takomto pripade mé retazové pravidlo o nieco kom-
plikovanejsi tvar:
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Retazové pravidlo, éast 2. Ak w = f(z,v, z), priom = = x(u,v), y = y(u,v) a z = z(u,v), tak
pre parcialne derivacie w,, a w, plati:

0 af af afy\ o0
81:: <8x> ou + (8y> ou + <§)8_2 ’

ow of of of\ 0z

v <8x) 8v+(8y) 8v+(8z)'8v ’
pritom opét po vypocte parcidlnych derivacii v v zatvorkach je potrebné vSade dosadit x = z(u,v),
y =y(u, U) az= Z(U,U).

Napriek komplikovanej$iemu tvaru verime, ze bystry ¢itatel lahko vnikne do logiky tvorby tychto
formuliek a v pripade potreby si vykombinuje korektna verziu.

Priklad 3. Vypocitajme parcidlne derivacie funkcie w = f(z,y) = x3y? podla premennych u, v,
ak r = 3u —2v a y = uwv.

RieSenie: Postupujeme podla vzoréeka v Casti 2 refazového pravidla, kde ¢len obsahujtci pre-
mennu z jednoducho vynechame, pretoze pracujeme len s funkciou dvoch premennych. Tak postupne
dostavame:

Z_Z’ - @D ot (gi) 50 = (30°)) 3+ (22%y) v =
= 9(3u — 20)*(uv)® + 2uv*(3u — 2v)* |
o= (50 5+ (5) 5t = (e )(-2) + (2a%)u =
= —6(3u — 2v)?(w)? + 2u*v(3u — 2v)?
)

Uvedené retazové pravidla maju najmi velky teoreticky vyznam v thedrii parcidlnych diferencial-
nych rovnic.

4.2.4 Gradient a derivacia v smere

Pojmy gradientu a derivacie v smere najprv vysvetlime na funkcidch dvoch premennych. Nech f(z,y)
je funkcia dvoch premenngych, ktora je na nejakej oblasti M C R? spojita spolu so svojimi parcialnymi
derivaciami f, a f,. Ako vieme, grafom takejto funkcie je plocha v trojrozmernom priestore, urcena
rovnicou z = f(z,y). Nech B = (zg,y0) je bod z oblasti M a nech u = (uj,u2) = uii + usj je
jednotkovy vektor (t.j. vektor jednotkovej dizky). Priamka v rovine xy uréenad bodom B a vektorom
u ma parametrické vyjadrenie v tvare

r=x0+S U, Y==uyo+S-us. (4.8)

Touto priamkou teraz prelozme rovinu ¢ kolmil na stiradnicovt rovinu zy. Rovina o pretne plochu
z = f(x,y) v akejsi krivke C'. Rovnicu krivky C' v parametrickom tvare (t.j. ako funkciu premennej
s) dostaneme jednoducho dosadenim vzfahov (4.8) do rovnice plochy, teda krivka C' mé rovnicu
z = f(xo + su1,yo + suz). Nasim ciefom je vypocet smernice dotycnice ku krivke C' v rovine o pre
s =0, t.j. v bode B = (xg,yo)-

D4 sa lahko nahliadnuf, Ze hladana smernica doty¢nice nie je ni¢ iné ako derivacia df /ds v bode
s = 0. (Zdovodnite podrobne; ako je pritom vyuzity fakt, ze vektor u je jednotkovy 7). Kedze ide
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o zloZenu funkciu (premenné x,y teraz zavisia od s), na vypocet derivacie df /ds pouzijeme cast 1
retazového pravidla z predchadzajtcej podkapitoly, spolu s derivaciami vyrazov (4.8):

df of\ d of\ d
() oo = Gie)was * (5y) s =

_(9f of
= () + (a—y)B‘“2 '
Vyraz vpravo je vlastne skaldrnym sucinom vektora u = (u1,us) = uii+ ugj s vektorom
((0f)0x)p, (Of JOy)B) = (Of /0x) i+ (0f/0y)Bj. Tak sa dostdavame k nasledujicim dolezitym faktom.

Definicia gradientu a vypocet derivacie v smere. Pod gradientom funkcie f(z,y) rozumieme
dvojrozmerny vektor, ktorého suradnice st parcialne derivacie funkcie f podla x a y (v tomto poradi).
Tento vektor je zvykom oznacovat symbolom V f (éitaj,nabla ef“); gradient funkcie f je teda vektor

V= fo fy) = Fal+ fyi - (4.9)

Cislo (df /ds)s—o nazyvame derivdciou funkcie f v bode B = (x¢,vo) v smere jednotkového vektora
u = (u1,u2); oznacujeme ju symbolom D, f(B). Podla vypocétu v predchadzajicom odstavci je tato
derivacia v smere dana skalarnym sa¢inom gradientu v bode B s vektorom u, ¢o v réznych ekviva-
lentnych formach moézme za pisat nasledovne:

of

Duf(B) = (V)su=(5), -u+ (%)B cuy = fo(B)ur + fy(B)uz .

V praxi pri funkcii dvoch premennych ¢asto potrebujeme stanovit rychlost zmeny funkénych hodnét
v okoli nejakého bodu, a to v smere danom nejakym jednotkovym vektorom. Ako je vidiet, tato rychlost
zmeny je presne hodnota derivacie v smere daného vektora (v danom bode).? V tejto stvislosti ma
vyznamnu geometricki a fyzikalnu interpretaciu samotny gradient: Hodnota gradientu v bode B je
totiz vektor vyjadrujaci smer najstrmsieho rastu funkcie f z bodu B.

Priklad 1. Vypoditajte vektor, v smere ktorého funkcia f(z,y) = 422 + y? rastie najstrmsie
v okoli bodu (-1, 2).

RieSenie: Smer najstrmsieho rastu je dany hodnotou gradientu V f v bode (—1, 2), ¢ize vektorom

Vi) = (fos fy)c12) = (82, 2y)(—12) = (=8,4) = —8i + 4j .

Funkcia f teda v okoli bodu (—1,2) najviac rastie v smere vektora —8i + 4j, ¢o je to isté ako v smere
vektora —2i+ j. &

Priklad 2. Vypocitajte deriviciu funkcie g(z,y) = x(1 + 3?) — 2¢Y cosz v bode (7,0) v smere
vektora v = 4i — 3j.

RieSenie: Predovsetkym z vektora v musime vytvort prislusny jednotkovy vektor u, a to tak,
7e stiradnice vektora v vynasobime prevratenou hodnotou jeho dizky. KedZe dizka vektora v je |v| =
42 + (—3)2 = 5, prislusny jednotkovy vektor je u = ‘71|v = 2i — 2j. Dalej si potrebujeme vypoditat

hodnotu gradientu funkcie g v bode B = (m,0):
Vgp = (@> i+ (@> j=(1+y*+2e¥sinz)pi+ (2xy — 2¢¥ cosx)pj =i+ 2j .
Ox/ B Oy’ B

*Vsimnite si, ze derivécie funkcie v smere jednotkovych vektorov [1,0] a [0, 1] st prave parcialne derivacie tejto funkcie
podla z resp. y.
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Podla vzorca pre vypocet derivicie v smere napokon méme:

. . 4, 3, 4 2
Dug(ﬂvo):VQB'UZ(1+2J)-(51—5_]):1.g+2.(__):_g‘

&

Gradient, vrstevnice a ich dotyénice. Dalsia délezita geometricka vlastnost gradientu stvisi
s vrstevnicami, t.j. krivkami v rovine xy, ktoré st dané rovnicami typu f(z,y) = ¢

Ak bod B = (x0,yo) je bodom vrstevnice f(x,y) = ¢, tak gradient V fp je normalovy vektor k danej
vrstevnici v bode B, t.j. vektor kolmy na dotycnicu k danej vrstevnici v bode B.

Z toho ihned vyplyva, ze rovnica dotyc¢nice (v rovine zy) ku vrstevnici f(z,y) = ¢ v bode B =
(z0,y0) je dand skaldrnym st¢inom gradientu a vektora (z — zg,y — o), teda

V- (x—20,y —y)=0;

alebo v rozpisanej forme,
fa(B)(@ — x0) + fy(B)(y — o) = 0. (4.10)
Priklad 3. Vypodéitajte rovnicu dotyénice ku hyperbole 9y? — 222 = 1 v bode (2, —1).

Riesenie: Danti hyperbolu budeme povazovat za vrstevnicu funkcie f(z,y) = 9y% — 222 zodpove-
dajtacu vyske ¢ = 1. Pre hodnoty parcidlnych derivacii v bode B = (2, —1) mame f;(B) = (—4x)p =
-8, a fy(B) = (18y) p = —18. Podla vztahu (4.10) pre hladant rovnicu doty¢nice dostavame:

—8(r—2)—18(y—(-1)) =0, teda 4x+9y+1=0.

Vsimnite si, ze hodnota ¢ = 1 pri samotnom pocitani nehrala ziadnu rolu. Napriek tomu, ziskany
vysledok nie je sprdvny pre ¢ # 1; vysvetlite! &

Funkcie troch premennych. Uvedené fakty o gradiente a derivécii v smere sa lahko zovSeobecnia
pre funkcie troch (a aj viac) premennych. Ak f = f(x,y, 2z) je funkcia troch premennych so spojitymi
parcidlnymi deriviaciami na nejakej trojrozmernej oblasti M, tak pod gradientom funkcie f na tejto
oblasti rozumieme vektor

vf:(fzyfyvfz):fxi+fyj+fzk~ (4'11)

Ak u = (u1,uz,u3) = uii + uzj + usk je jednotkovy vektor, tak derivdcia funkcie f v bode B € M
v smere vektora u je ¢islo oznac¢ované Dy, f(B) a dané skalarnym stcinom

Duf(B) =V fp-u= fp(B)ui + fy(B)uz + f.(B)us . (4.12)

Podobnym sposobom sa daju zovSeobecnit aj geometrické fakty stvisiace s gradientom, len je
vSetky pojmy potrebné transformovat o jednu dimenziu vyssie:

Ak bod B = (g, Yo, 20) je bodom vrstvovej plochy f(z,y,z) = ¢, tak gradient V fp je normalovy
vektor k danej vrstvovej ploche v bode B, t.j. vektor kolmy na dotykovia rovinu &k danej vrstvovej ploche
v bode B.

Odtial vyplyva, Ze rovnica dotykovej roviny ku vrstvovej ploche f(x,y,z) = ¢ v bode B =
(20, Y0, 20) je dand skalarnym stéinom gradientu a vektora (x — xg,y — yo,2 — 20), teda

Vg (x—20,y — Yo,z —20) =0;
¢o v rozpisanej forme dava rovnicu

Jo(B)(x — x0) + fy(B)(y —yo) + f2(B)(z — 20) = 0. (4.13)
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Priklad 4. Vypocitajme hodnotu derivécie funkcie h(z,y, z) = z — 22 — y? v bode B = (-2, 1,9)
v smere vektora v = 2i — j + 2k.

RieSenie: Najprv vytvorime jednotkovy vektor u prisluchajuci k vektoru v; pretoze |v| =
V22 4+ (—1)2+ 2% = 3, tak u = 2i — 1j + 3k. Vektor gradientu v bode B néjdeme pomocou vzorca
(4.11) a dosadenia sturadnic bodu B:

Vhg = ha(B)i+ hy(B)j + h.(B)k = 4i — 2j + k .

Po dosadeni do (4.12) dostavame pre hladani hodnotu derivacie v smere vysledok
Dyh(B) =Vhp-u=4-

&

Priklad 5. Najdite rovnicu dotykovej roviny ku ploche jednodielneho hyperboloidu 22 +2y% — 2% =
—1 v bode B = (1,-1,2).

Riesenie: Danti plochu povazujeme za vrstvovii plochu funkcie f(z,y,z2) = 22 + 2y? — 22 pre
hodnotu ¢ = —1; dotykova rovina je potom urcend vzoréekom (4.13). Pre stradnice gradientu (¢ize
normalového vektora) mame: f,(B) = (2z)p = 2, fy(B) = (4y)p = —4, a f.(B) = (—22)p = —4.
Dosadenim do (4.13) dostaneme hladant rovnicu dotykovej roviny:

2 —-1)—4(y—(-1)) —4(2—2) =0, alebo z—-2y—2z+1=0.

)

Poznamka. Na urcenie dotykovej roviny mame zatial dva prostriedky: Prave uvedent gradientovi
metddu vedicu k formulke (4.13), a metddu linearizécie z podkapitoly 4.2.2, éize vzoréek (4.3). Odpo-
racame citatelovi, aby si touto druhou metddou overil vysledok ziskany v predchiddzajicom priklade.

4.3 Extrémy funkcii viac premennych

4.3.1 Lokalne extrémy

Pri studiu extrémov funkcie jednej premennej sme definovali pojmy ako rasttcost a klesajacost, kon-
vexnost a konkéavnost, atd. Vicsina z tychto pojmov nebude aktudlna pre vySetrovanie funkcii viac
premennych. Napriklad, funkcia z = 2% — 32 v okoli bodu (0, 0) rastie pozdiz kladnej ¢asti osi = (pre
y = 0), a pritom zéaroveii klesa pozdiz kladnej Gasti osi y (pre z = 0). Preto v dalsom vystacime
s pojmami lokalneho maxima a minima, ktoré vysvetlime najprv v pripade funkcii dvoch premennych.

Definicia lokalnych extrémov. Nech f = f(z,y) je funkcia dvoch premennych s definiénym
oborom D. Hovorime, ze funkcia f mé v bode (xo,y0) € D lokdlne mazimum [lokdlne minimum]|, ak
existuje také d-okolie Os(xg,yo) bodu (zo,yo), ze f(z,y) < f(xo,y0) [respektive, f(z,y) > f(zo,Yyo)]
pre kazdy bod (z,y) € Os(zg,yo) N D. Lokélne miniméa a maximé nazyvame stuhrnne lokdlnymi extré-
mami funkcie f.

V dalsom budeme predpokladat, ze funkcia f = f(z,y) ma na nejakej oblasti M spojité parcidlne
derivéicie. Potom v kazdom bode (xg,y9) € M ku ploche z = f(z,y) existuje jednozna¢ne urcena
dotykova rovina, ktord ma podla (4.3) rovnicu

z = f(20,Y0) + fz(w0,y0)(x — T0) + fy(T0,0)(y — yo) -
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Intuitivne, ak funkcia f ma v bode (zg,yo) lokdlny extrém, tak dotykova rovina v tomto bode bude
rovnobezna so stradnicovou rovinou zy, a teda koeficienty f(zo,v0) a fy(xo,yo) v predchadzajicej
rovnici musia byt rovné nule. To vedie k nasledujtcej definicii.

Definicia stacionarneho bodu. Nech funkcia f = f(z,y) mé parcidlne derivicie na oblasti M.
Bod (z9,y0) € M nazyvame staciondrnym bodom funkcie f, ak plati:

fz(w0,90) = fy(20,90) =0 .

Staciondrne body s teda,kandidatmi“na existenciu lokalneho extrému. Vo vseobecnosti nie je
pravda, Ze v stacionarnom bode je vzdy nejaky lokdlny extrém. Napriklad pre funkciu f(z,y) = 22 —y?
je bod (0,0) staciondrnym bodom, ale z faktov uvedenych v prvom odstavci tejto casti vidiet, ze tato
funkcia nemd v bode (0,0) lokdlny extrém. Vzniknutu situdciu zachytava nasa dalsia definicia.

Definicia sedlového bodu. Nech D je definiény obor funkcie f = f(z,y). Bod (xo,%) € D
nazyvame sedlovym bodom funkcie f, ak v kazdom d-okoli Os(xg, o) existuja body (zs,ys) € D a
(«%,y5) € D rozne od (xg,yo) také, ze

f(xs,ys) > f(zo,m0) a flak,y5) < f(xo,v0) -

Na identifikaciu situacie v stacionarnych bodoch pouzivame nasledujicu matematickt metédu
takzvaného D-testu. Ide o nie zlozity algoritmus, ktory je vSak na tomto mieste tazké motivovat a
nahliadnut jednoduchym spdsobom.

D-test pre lokdlne extrémy funkcie 2 premennych. Nech bod B = (xg,yo) je staciondrnym
bodom funkcie f = f(z,y) a nech f ma v nejakom okoli bodu B spojité druhé parcialne derivécie f;,,

fyy @ fay- Nech
D = fux(B) - fyy(B) — (foy(B))* - (4.14)

Potom plati:

(1) Ak D > 0 a fy(B) <0, tak funkcia f méa v bode B lokdlne mazimum.

(2) Ak D > 0 a f,(B) > 0, tak funkcia f ma v bode B lokdlne minimum.

(3) Ak D < 0, tak B je sedlovym bodom funkcie f.

(4) Ak D = 0, tak touto metédou nevieme rozhodnit, ako sa funkcia f sprava v staciondrnom
bode B.

Priklad 1. Néjdite lokélne extrémy funkcie f(x,y) = 22 + y® — 6xy.

RieSenie: Dana funkcia je definovana v kazdom bode roviny R? a mé tam aj spojité parcidlne
derivéicie (Tubovolného radu). Uréime najprv stacionarne body. Pre parcidlne derivéicie prvého radu
dostavame:

fz=2x — 6y ; y:3y2—6m.

Stacionarne body st uréené rovnicami f, = f, = 0, teda:
2x—6y=0, 3y>—62=0.

Z prvej rovnice mame x = 3y, ¢o po dosadeni do druhej rovnice a uprave dava y(y — 6) = 0. Mame
teda dve rieSenia: y; = 0 a yo = 6, ¢omu zodpoveda r; = 0 a x5 = 18. Tak sme ziskali dva stacionarne
body: By = (0,0) a B2 = (18, 6).

Pre kazdy z tychto dvoch stacionarnych bodov by sme teraz mali vypocitat hodnotu vyrazu D
z (4.14). Urobime to v obratenom poradi: Najprv vypocitame vyraz D vo vSeobecnosti a potom dor
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za x a y dosadime stradnice stacionarnych bodov. Kedze D = fp. fyy — 12

> zacneme s parcialnymi
derivaciami druhého radu:

f:m:2a fyy:6y> fxy:*6'

Pre nas vyraz D vychadza:

D = foafyy — fo, =26y — (—6)> =12(y — 3) .

A teraz pristupime k aplikacii D-testu na jednotlivé staciondrne body.

Bod By = (0,0): Hodnota premennej D v bode (0,0) je D = 12-(—3), a teda D < 0. Z ¢asti (3)
formulacie D-testu vidiet, ze Bi je sedlovgym bodom nasej funkcie.

Bod By = (18,6): Hodnota vyrazu pre D v bode By je D = 12.(6 — 3), ¢ize tentoraz D > 0.
Z D-testu ihned vyplyva, Ze nasa funkcia urc¢ite ma v bode Bs lokdlny extrém. O tom, ¢i ide o
maximum alebo minimum, rozhodne znamienko hodnoty derivicie f,, v bode By. Kedze [, = 2, a

teda fy» > 0, nadobtda funkcia f v bode By lokdlne minimum. Hodnota tohoto lokdlneho minima je
f(B2) = f(18,6) =182+ 63 —6-18-6 = —108. &

Definiciu lokdlnych extrémov si ¢itatel lahko modifikuje pre pripad funkcii viac premennych.
Podobne je to aj s definiciou stacionarneho bodu: Napriklad ak mame funkciu troch premennych
f = f(z,y, z) definovani na nejakej oblasti M, kde f méa parcidlne derivacie prvého radu, tak stacio-
ndrny bod je taky bod (zg,y0,20) € M, v ktorom vsetky parcidlne derivacie prvého radu si nulové,
teda:

fx($07y07zﬂ) =0 s fy(anyOVZO) =0 5 fz($07y07z0) =0.

Aj v tomto pripade plati, ze ak funkcia f ma v bode (zo, yo, z0) extrém, tak bod (xo,yo, 20) je stacio-
narnym bodom; opa¢na implikicia neplati. ZovSeobecnenie D-testu pre funkcie 3 a viac premennych
je vS8ak pomerne komplikované a nebudeme ho tu uvadzat.

4.3.2 Viazané extrémy

Pri praktickych aplikdcidch éasto potrebujeme stanovit maximélnu a minimalnu hodnotu nejakej fun-
kcie nie na celom jej defini¢cnom obore, ale len na nejakej jeho ¢asti (napr. na nejakej rovinnej krivke
alebo na priestorovej ploche). Najjednoduchsim predstavitefom problémov uvedeného typu je nasle-
dujuca tloha:

Uloha o viazanych extrémoch v rovine je najst najmensiu a najviésiu hodnotu funkcie z =
f(x,y) pre tie body (z,y), ktoré leZia na krivke uréenej rovnicou g(x,y) = 0. (Strucéne povedané,
hladdme extrémy funkcie f(x,y) na krivke g(x,y) = 0, alebo s vdzbou g(x,y) = 0.)

Ak rovnica g(x,y) = 0 je rozumne jednoduchd, tak z nej mozno vypocitat jednu z premennych
x,y, dosadit vysledok do funkcie f a tym previest problém na vypocet extrému funkcie jednej pre-
mennej. Toto vSak nie je vzdy moZné, alebo to nemusi byt vyhodné. Preto si v dalsom vysvetlime int,
univerzalnejsiu metddu zalozent na jednoduchej geometrickej tvahe.

Predstavme si, ze v rovine mame nakreslent krivku uréent rovnicou g(z,y) = 0, a Ze v bodoch
tejto krivky hladdme napr. najmensiu hodnotu funkcie z = f(x,y), t.j. najmensiu , vysku“ plochy
z = f(z,y) nad krivkou g(z,y) = 0. Predstierajme na chvilu, Zze tito najmensiu hodnotu (vysku)
pozname; nech je to ¢o. Teda, pre ¢ < ¢y na krivke g(z,y) = 0 neexistuji ziadne body, pre ktoré
by platilo f(z,y) = c. Spomenme si, ze krivky s rovnicou f(z,y) = c¢ sme nazvali vrstevnicami.
Predchédzajuci fakt preloZzeny do reci geometrie teda znamend, ze pre ¢ < ¢y sa vrstevnice f(z,y) =
¢ nepretinaju s krivkou g(z,y) = 0. Navyse, ak sa c,blizi“%ku ¢ zlava, tak sa prislusné vrstevnice
f(x,y) = ¢,priblizuju“v rovine zy ku krivke g(x,y) = 0. Hodnota ¢y je potom najmensou hodnotou
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parametra c, pre ktoru, pohybujice sa“vrstevnice, dosiahnu“krivku g(x,y) = 0, a to v nejakom bode
B = (z9,yo)- Intuitivne sa d4 nahliadnut (a aj exaktne dokézat), ze v bode B dojde k dotyku vrstevnice
f(x,y) = ¢o s krivkou g(x,y) = 0. To znamen4, Ze v bode B maju krivky f(x,y) = ¢p a g(z,y) =0
spolo¢nt dotycnicu, a teda aj rovnobezné normdlovée vektory. Ako vieme z podkapitoly 4.2.4, norméalovy
vektor k vrstevnici f(x,y) = c¢o v bode B je prave vektor gradientu v danom bode, ¢ize V fp. Podobne,
normalovy vektor v tom istom bode ku krivke g(x,y) = 0 je Vgp. Kedze sme zistili, Ze tieto vektory
musia byt rovnobezné, musia byt jeden ndsobkom druhého, t.j. existuje nejaké ¢islo A také, ze V fp =
AVgp.

Podobné zavery platia aj pre ur¢ovanie najvicésej hodnoty funkcie z = f(z,y) na krivke g(x,y) = 0.
Uvedena metdda lokalizovania extrémov sa nazyva Lagrangeova metdda hladania viazanych extrémov;
uvedieme jej zhrnutie.

Lagrangeova metéda. Nech funkcie f(z,y) a g(z,y) maja spojité parcidlne derivacie na nejakej
oblasti v rovine. Nech na krivke g(z,y) = 0 funkcia z = f(z,y) nadobiida svoju najmensiu, resp. naj-
vicsiu hodnotu v bode (zg, 1o). Potom stiradnice (z¢, 9o) spolu s nejakym ¢islom A splitaji nasledujticu
sustavu rovnic:

Vf=AVg a g(z,y)=0. (4.15)

Ked7ze gradient je vektor, ktorého zlozky st parcidlne derivéicie, mézme prva z uvedenych rovnic
napisat v tvare fi+ f,j = A(gzi+ ¢yj). Ststava rovnic (4.15) je teda ekvivalentnd so ststavou troch
rovnic s tromi nezndmymi:

fﬂ: = /\gx s fy = )‘gy ) g($7y) =0. (4'16)

Poznamenajme, ze Lagrangeova metéda ma tvar implikacie, a teda s jej pomocou dostaneme len
body (zo, yo), ktoré st kandiddtmina to, aby v nich funkcia f mala najmensiu alebo najviésiu hodnotu.
O tom, ¢ sa v danom bode nejaky extrém vobec nadobudne, musime rozhodnut inak. Spravidla sa
pritom opierame o geometrické ivahy a o fakt, ze spojitd funkcia na uzavretej a ohranicenej mnozine
M vZdy nadobudne svoju najmensiu, resp. najvicsiu hodnotu v niektorom bode mnoziny M.

Priklad 1. Né&jdite najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(z,y) = zy na krivke 22 + 4y% = 8.

RieSenie: Lagrangeova metéda pracuje pre krivky s rovnicou g(z,y) = 0, preto v nasom pripade
je g(x,y) = 22 + 4y? — 8. Najprv vyriesime ststavu rovnic (4.16), teda:

y=\-2z, z=X\-8y, 22 +42-8=0.

Z tychto rovnic ihned vidiet, Ze Ziadna z neznamych z, y nemoze byt rovna nule. Z prvych dvoch rovnic
potom méame: y . y .
=5, /\:@, a teda %:@

Odtial mame 2% = 42, ¢o po dosadeni do rovnice krivky 22 + 4y> — 8 = 0 dava y = =£1, a teda
x = £2. Tak dostavame Styri body, B1 = (2,1), By = (-2,—-1), B3 = (—=2,1) a By = (2, —1), ktoré
st kandidatmi na tie body, kde funkcia f(x,y) = xy dosahuje najviésiu, resp. najmensiu hodnotu na
krivke 22 4+ 4y? — 8 = 0. Pre prislugné funkéné hodnoty mame: f(B;) = f(Bz2) =2, a f(B3) = f(B4) =
—2. KedZze mnozina bodov uréena rovnicou a2 + 432 — 8 = 0 je uzavreta a ohrani¢en4 (ide o elipsu so
stredom v pociatku a poloosami a = 2v/2, b = 1/2), hodnoty —2 a 2 st naozaj najmensou a najvicsou
hodnotou funkcie f na krivke g(z,y) = 0. &

Lagrangeova metdda pre lokalizovanie viazanych extrémov pre funkcie troch premennych
je obdobné. Nech f = f(x,y,2) a g = g(z,y, z) st funkcie, ktoré maji na nejakej oblasti v R? spojité
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parcidlne derivacie prvého radu. Potom suradnice (xg, yo, z0) bodu, v ktorom funkcia f nadobtuda na
ploche g(z,y, z) = 0 svoju najmensiu, resp. najvicsiu hodnotu, spliiaju ststavu rovnic

Vf=AVg a g(z,y,z)=0. (4.17)
Po rozpisani gradientov na zlozky dostavame z (4.17) ekvivalentny tvar

f:r:)\gx, fy:)‘gya fZ:Agza g(x,y)zO (418)

Priklad 2. Na ploche 22 = 4 + zy najdite body, ktoré st najblizsie k pociatku suradnicovej
sustavy.

RieSenie: Vzdialenost bodu (z,y,z) od pociatku siradnicovej stustavy sa rovna d(z,y,z) =
Vo2 + 92 + 22. Nagou tlohou je néjst body (o, %0, 20) na ploche 22 = 4 + xy, v ktorjch funkcia
d(z,y, z) nadobudne najmensiu hodnotu; to nastane prave vtedy, ked za tych istych podmienok funkcia
f(x,y,2) = 22 + y? + 2% nadobudne najmensiu hodnotu. (Inak povedané, namiesto minimalizécie
vzdialenosti minimalizujeme jej druhi mocninu, ¢im sa vyhneme vyrazom s odmocninami.) Hladdme
teda body, v ktorych funkcia f(x,y,2) = 22 + y? + 22 nadobuda svoju najmensiu hodnotu na ploche
uréenej rovnicou 4 + ry — 22 = 0; nasa vizbova funkcia je teda g(x,vy,2) = 4 + xy — 22. Postupujeme
Lagrangeovou metédou, teda zostavime ststavu rovnic podla (4.18):

2r=X\-y, 2y=A-x, 22=X-(—-22), d+ay—22=0.

Nasledujtce dva odstavce budi venované rieSeniu tejto sustavy. Z tretej rovnice méame (1+\)z = 0,

a teda z = 0 alebo A = —1. Ak z = 0, tak zo Stvrtej rovnice médme zry = —4. Vyjadrenim A z prvych
dvoch rovnic dostavame 2x/y = 2y/z, ¢ize |z| = |y|. To v kombinécii s zy = —4 napokon déava dve
rieSenia: © = 2 a y = —2, alebo x = —2 a y = 2. Pamétajme, ze to vSetko bolo v pripade z = 0;

tak dostdvame stradnice dvoch bodov, ktoré spliiaji Lagrangeove rovnice (4.18): By = (2,-2,0) a
By =(-2,2,0).

Zostava vysetrit pripad, ked z # 0, a teda A = —1. Potom z prvych dvoch rovnic dostdvame
2x = —y a2y = —x, ¢o je mozné iba vtedy, ak z = y = 0. Zo §tvrtej rovnice potom mame 22 = 4, a teda
z = £2. Tak dostdvame stradnice dalsich dvoch bodov splitajtcich Lagrangeove rovnice: B = (0,0, 2)
a By = (0,0,—2).

Body B a7 By st teda kandidatmi na tie body, v ktorych funkcia f(z,y, z) = 22+y?+22 nadobudne
svoju najmensiu hodnotu na ploche 4 4+ xy — 22 = 0. Pre hodnoty funkcie f v tychto bodoch mame:
f(B1) = f(B2) =8, a f(Bs) = f(B4) = 4. Z geometrickej uvahy (vrstvové plochy funkcie f su gulové
plochy so stredom v pociatku) vyplyva, Ze hodnota 4 je naozaj najmensou hodnotou funkcie f na
ploche 4 + 2y — 22 = 0, a nadobtida sa v bodoch (0,0, £2).

Hladané najmensia vzdialenost plochy 22 = 4+xy od poéiaktu stradnicovej ststavy je teda /4 = 2
a realizuje sa v bodoch (0,0,2) a (0,0, —2). &

Na zéaver uvedieme priklad, kedy o existencii extrémov pri pouziti Lagrangeovej metddy musime
rozhodnut nestandardne.

Priklad 3. Uréte najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f(z,y,z) = xyz na ploche urcenej
rovnicou 2z + y + 2z — 6 = 0.

RieSenie: Postupujeme opit Lagrangeovou metédou, ¢ize zostavime sustavu rovnic podla (4.18):
yz=A-2, zz=A-1, zy=XA-2, 20+y+22—6=0.

Ak X =0, tak z prvych troch rovnic vidime, Ze aspon dve z premennych z, y, z st rovné nule, a potom
zo Stvrtej rovnice mame tri , kandidatske* body: B; = (0,0,3), Bs = (0,6,0) a B3 = (3,0,0). Ak
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A # 0, tak Ziadna z premennych z,y, z sa nemdze rovnat nule (pre¢o?). V tomto pripade z prvych
troch rovnic dostaneme 2x = y = 2z, a pomocou Stvrtej rovnice mame posledny bod By = (1,2,1).

Vidime, ze f(B1) = f(B2) = f(B3) = 0 a f(Bs4) = 2 Mozme teraz tvrdit, Ze hodnoty 0 a 2 su
najmensou a najvdcsou hodnotou funkcie f na danej ploche? Nuz, ak by nasa plocha uréena rovnicou
2z + 1y + 22 — 6 = 0 bola uzavretd a ohranicend, tak ano. Zial, tato plocha je rovina v priestore, a teda
je neohranicend, a uvedeny princip nemozno pouZit.

Pomozeme si nasledovne: Vyjadrime z = 3 — 2 — y/2 z rovnice roviny a dosadime do nasej funkcie
f, ¢im dostéavame funkciu dvoch premennych g(z,y) = zy(3 — = — y/2). Ak teraz napr. y = 2, tak
mame g(z,2) = 2z(2 — x), a tato funkcia pre £ — oo méa limitu —oo. To znamend, Ze nasa funkcia
nemd najmensiu hodnotu! Podobne, ak napr. y = —2, tak g(x, —2) = —2z(4 — z), a tato funkcia mé
pre * — oo pre zmenu limitu +o00, t.j. funkcia f nemd ani najvicésiu hodnotu! Vidime, Ze napriek
existencii az 4 kandidatov na extrémy vyplyvajucich z Lagrangeovej metody, funkcia f v skuto¢nosti
nema ani najmensiu, ani najvi¢siu hodnotu na danej ploche (rovine). &

4.3.3 Globalne extrémy

V tejto Casti vyuzijeme fakty prezentované v predchédzajucich dvoch ¢astiach, a to na hfadanie maxima
a minima funkcie vzhladom na danti podmnozinu defini¢ného oboru.

Definicia globalnych extrémov. Nech M je nejakd podmnozina definiéného oboru funkcie f =
f(x,y). Hovorime. Ze funkcia f mé v bode (xg,y0) € M globalne mazimum na M [globalne minimum
na M], ak f(z,y) < f(zo,yo0) [resp., f(x,y) > f(xo0,y0)] pre kazdy bod (z,y) € M. Globalne maximum
a minimum sihrnne nazyvame globdlnymi extrémamsi na mnozine M.

V aplikdcidch sa najCastejSie stretdvame s pripadom, ked mnozina M je uzavretd cast roviny
ohrani¢ena nejakou krivkou K. Vtedy pri urcovani globédlnych extrémov funkcie f = f(x,y) na M
postupujeme nasledovne:

1. Urcime najprv tie lokdlne extrémy funkcie f, ktoré patria do vnitra mnoziny M.

2. Potom vypocitame viazan€ extrémy funkcie f na hranici mnoziny M, ktord je tvorenda krivkou
K.

3. Napokon z takto stanovenych hodnot uréime globalne extrémy funkcie f na mnozine M.

Poznamka. Hrani¢na krivka K nie je vzdy uréend rovnicou tvaru g(z,y) = 0, a teda nie vzdy
je mozné na uréenie viazanych extrémov pouzit Lagrangeovu metdédu. V takom pripade na stano-
venie najmensej a najvicse] hodnoty funkcie f na krivke K pouzivame dosadzovaciu metédu, ktort
vysvetlime na nasledujicom priklade.

Priklad 1. Vypocitajte globalne extrémy funkcie f(x,y) = 222 — x + y? na mnozine M, ktorou
je trojuholnik v rovine zy s vrcholmi A = (1,0), B = (0,1), C' = (2,3).

RieSenie: Postupujeme podla schémy uvedenej vyssie.

1. Najprv uréime lokdlne extrémy funkcie f patriace do wvnitra nasho trojuholnika. Ako vieme,
kandidati na lokélne extrémy, ¢iZze stacionarne body, spliiaji rovnice f, = fy =0, tedadr —1 =2y =
0. Odtial je zrejmé, ze jedinym stacionarnym bodom je bod (1/4,0). Avsak bod (1/4,0) evidentne
nelezi vnitri ndsho trojuholnika! Zdver: Vnutri trojuholnika M funkcia f neméd lokalne extrémy. (Pre
zaujimavost, kedze frz =4, fyy = 2, foy =0, a teda D = fuu fyy — (foy)? = 8 > 0, tak podla dasti (2)
nasho D-testu je jasné, ze v bode (1/4,0) m4 funkcia f lokdlne minimum. V danom kontexte je vSak
tato informécia irelevantnd, pretoze sa netyka vnitra oblasti M.)

2. Teraz vypocitame najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f na hranici trojuholnika M. Hranica
pozostava z troch tsefiek AB, BC a C'A, a nie je mozné vyjadrit ju v tvare g(z,y) = 0 pre diferenco-
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vatelnt funkciu g. Preto postupne kazda z uvedenych troch tseciek vyjadrime samostatnou rovnicou
a budeme pokrac¢ovat dosadzovacou metédou.

Usec¢ka AB je uréena rovnicou y = 1 — 2 pre 0 < x < 1. Na tejto tise¢ke funkcia f ma tvar
f(x,y) = f(x,1 —2) = 222 — 2 + (1 — 2)2. Bude nés teda zaujimat funkcia hap(z) = f(z,1 — ) =
202 —z 4+ (1 —2)? = 322 =3z + 1 = 3(z — 3)* + 1. Je zrejmé, ze kvadratickd funkcia hap mé
svoje minimum 1/4 v bode zy = 1/2, teda na intervale (0,1/2) je klesajica a na intervale (1/2,1)
je rastica. Jej maximum na intervale 0 < x < 1 sa preto dosiahne v jednom z koncovych bodov;
kedZe hap(0) = hap(1) = 1, dosahuje sa v oboch stGc¢asne. Zdver: Funkcia f na tsecke AB nadobtuda
najmensiu hodnotu 1/4, a to v bode (1/2,1/2) (nezabudajme, Ze teraz méame y = 1 — x) a najvicsiu
hodnotu 1 v bodoch A a B.

Useéka BC je opisand rovnicou y = 2 + 1 pre 0 < x < 2. Na nej funkcia f mé tvar f(z,y) =
f(z,z+1) =222 — x + (z +1)2. Tentoraz teda vySetrujeme funkciu hpc(x) = f(z,z+1) = 222 —x +
(x4+1)2 =322 +2+1=3(z+3)*+ 1. Ide opit o kvadratickd funkciu s minimom v bode —1/6, ¢o je
mimo nasho intervalu 0 < x < 2. Na uvedenom intervale je teda funkcia hpc(z) rastica, s najmensou
hodnotou hpc(0) = 1 a najviésou hodnotou hpc(2) = 15. Zdver: Funkcia f na tse¢ke BC nadobtuda

najmensiu hodnotu 1 v bode (0,1) = B a najvicsiu hodnotu 15 v bode (2,3) = C.

Use¢ka AC je uréend rovnicou y = 3z — 3 pre 1 < x < 2. Tu pre funkciu f mame f(z,y) =
f(x,3z — 3) = 222 — x + (32 — 3)2. Napokon sa teda zaoberame funkciou hac(z) = f(x,3z — 3) =
222 — x4+ (3x — 3)2 = 1122 — 192 + 9. To je zasa kvadratické (a konvexnd) funkcia, ktorej minimum
je v bode spliajicom rovnost b’y (z) = 22z — 19 = 0, teda v bode 19/22, ktory je mimo intervalu
1 <z < 2. Preto funkcia ha¢ je pre 1 < x < 2 rastica, Cize pre jej extrémy na tomto intervale mame
hac(l) = 1 a hac(2) = 15. Zdver: Funkcia f na tsecke AC' nadobuda najmensiu hodnotu 1 (pre
x =1, t.j. v bode (1,0) = A) a najvacsiu hodnotu 15 (pre z = 2, t.j. v bode (2,3) = C).

3. Caka nas findle — zhrnutie faktov ziskanych vyssie. Najprv sme zistili, Ze vnditri trojuholnika
M nasa funkcia nemé lokalne extrémy. Potom sme na hranici trojuholnika M identifikovali najvac¢siu
hodnotu 15 v bode C' = (2,3) a najmensiu hodnotu 1/4 v bode (1/2,1/2). Uvedené dve hodnotu st
teda aj globdlnymi extrémamsi funkcie f na mnoZine M. &

Priklad 2. Vypoditajte najmensiu a najviic¢siu hodnotu funkcie f(z,y) = 22 + 2z +y* — 2y + 3
na kruhu M so stredom v poéiatku stradnicovej ststavy a s polomerom 2v/2.

RieSenie: Opit pouZijeme predchédzajicu schému.

1. Lokalne extrémy. Rovnice f, = f, = 0 maji po vypocte parcidlnych derivécii tvar 2z + 2 =
2y — 2 = 0, a teda jedinym staciondrnym bodom je bod (—1,1). Ked%e D = forfyy — (foy)? =4 >0a
fzx = 2 > 0, podla D-testu mé funkcia f v bode (—1,1) lokdlne minimum. Bod (—1,1) tentoraz lezi
vnatri kruhu M, a teda v dalSom s nim budeme pocitat. Zaver: Vnuatri kruhu M m4 nasa funkcia f
jeden lokélny extrém, a to lokalne minimum v bode (—1,1) s hodnotou f(—1,1) = 1.

2. Viazané extrémy. Hranica kruhu M je kruznica s rovnicou z? + y?> = 8. Hladame teda
najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie f na krivke g(x,y) = 0, pricom g(z,y) = 22 +y%—8. Pouzijeme
Lagrangeovu metédu; podla (4.16) st , kandidati“ na extremélne hodnoty dané rieSeniami ststavy
rovnic

Jz = Aga, fy:)\ggw g(:v,y)zO,

teda v nasom pripade
2w+2=X-2z, 2y—2=X-2y, 22 +y>—8=0.

Z prvych dvoch rovnic dostavame:
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¢o po dosadeni do tretej rovnice (¢ize do rovnice kruznice) dava:

1 \2 1 \2

(A_1) +(1_>\) =8
Tato rovnica sa jednoducho upravi na tvar (A — 1)? = 1, alebo |\ — 1| = 1. Odtial dostavame dve
rieSenia, A\ = % a X = % a teda z rovnic pre x a y aj dva body, B; = (— ,2) a By = (2,-2),
ktoré st , kandidatmi“ na nadobtidanie extremélnych hodnot. Kedze kruznica g(z,y) = 0 je uzavreta
a ohrani¢end mnozina, funkcia f musi na nej nadobudnit svoje maximum aj minimum. Z hodnot
f(B1) = f(—2,2) =3 a f(B2) = f(2,-2) = 19 je potom zrejmy zdver: Funkcia f na hranici mnoZiny

M nadobuda najmensiu hodnotu 3 v bode (—2,2) a najvi¢siu hodnotu 19 v bode (2, —2).

3. Zhrnutie. 7 faktov ziskanych vyssie je uz jednoduché urobit celkovy zdver: Funkcia f na
mnozine M nadobuda globalne minimum s hodnotou 1 v bode (—1, 1) a globélne maximum s hodnotou

19 v bode (2,-2). &

4.4 Rozli¢né ulohy

1. Zistite a znazornite defini¢né obory nasledujtcich funkcii:

f(@,y) =xy—cos(x+y)  b) glz,y) = \/49—952—?;
h(z,y) = arcsin (22 + 4% —2) d) k(z,y) = /22 — 42

a

o
_ =

e) Il(r,t) =In(rcost) ) m(u,v) = log;9(36 — 9u? — 4v?)
g) pl(a,b) = arccos(4a® + 9b?) h) ¢(a,b)=1/v1—ab

i) r(x,y) = arcsin(2z + y) i) s(z,y) = Vcos(m(x2 + y2))

2. Urcte a popiste defini¢né obory funkcii:

a) fla,y,2) = V1-a?—y?— 22
b) g(x,y,2) = Va2 +y2+22 -4
c) h(x,y,z) = arcsin (22 + y? + 2?)
d) k(z,y,2) =Vz—a2*—y?

e) I(r,s,t) =logg(9 —r? — 52 — 4t%)
f) m(u,v,w) = w — arccos(u? + v?)

p(u, v, w) = Vau2 + 902 + w? — 36
q(a,b,¢) =vV1—c2/V1—ab
r(z,y,2) = arcsin(2z +y — 2)
i) s(x,y,2) = Insin(m (2% + y? + 22))

S

3. Pomocou znézornenia niekolkych vrstevnic sa pokuste naértnit grafy nasledujtcich funkcii:

a) flz,y)=2w—y+2 b) glz,y)=2-z-y
¢) h(z,y) =2+ d)  k(z,y) = 22 + 4y?

e) Uz,y) =va?+y? £) m(z,y) = Va2 +9y?
g) plrs)=e 7 h) q(r,s) = /(7“ +5%)
i) r(u,v) =2v/(u? + v?) i) s(u,v) = u? —v?
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4. Vypocitajte nasledujiace limity:

a)  limg, ) (23 1922 + 6y — 66 b)  limg ) (rx) sinzcosy
) limg)11) 222 d)  limgg ) (2,-2) %

e) lime ) (0,0 \/ng’ £)  limgy) (44 %i%

g)  lim( 1) b) limey) e 5
i) limgy) 00 (@ +y?) cos ) limg )00 %

5. Pomocou vyberu vhodnych kriviek , priblizovania sa“ k bodu (xo,y0) ukdzte, Ze nasledujtce
limity neexistuja:

. xr+ . T+
a)  limy)(0,0) 5=y b)  lim ) (3,3 3=y

. z ) 2202
c)  limg ) 0,0) g2 d)  limy)00) z72
©) im0 s £ iy —00) i

) lim S h) lim .,

g (z,y)—(0,0) y2 4zt (z,y)—(0,0) y—z2
. . . . sin(z2
1) hm(z,y)—>(274) y7yx2 .]) hm(a:,y)—>(0,0) 12(4,3/)

6. Vypocitajte vSetky prvé parcidlne derivacie funkcii uvedenych nizsie:

a) f(z,y) = (sin®z —3cos’y)'? b)) glx,y) = VaBy® - 2?)

¢) h(xz,y) = arctan % d) k(z,y) = arcsin /77

1

—T Y _z -
e) l(w,y,z) =Yy +5 -3 f) m(x,y,2) = N
g) p(rs,t) =In(tg(r) — vs2+¢2) h) q(r,s,t) =+scost+rsint
D) r(@y,2)=(z+y)""* i) s(x,y.2) = (22 +32)VP

7. K nasledujacim funkciam najdite standardnu linedrnu aproximéaciu v danom bode B:

a) f(z,y) = 2% - 32y + 92, B =(1,1)

b) g(x,y) = V2% + ¢, B = (3,4)

c) h(z,y) =In/1+a2+¢? B = (0,0)

d) k(z,y) =sin(y/x) B =(1,7/3)
e) l(z,y) = &5 B =(0,0)

f) m(z,y) =Inz+Ilny B=(1,1)

g) p(x,y,2) =2y +yz + 2z B=(1,1,1)
h) q(x,y,2) == B=(1,7/4,1)

8. S akou pribliznou hodnotou relativnej chyby objemu kuZela moézme pocitat, ak relativna chyba
merania polomeru podstavy je 3 percena a vysky 2 percena?
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9. Doba kmitu matematického kyvadla dizky I je dana vztahom T = 27,/I/g. S akou pribliznou
chybou je uréena doba kmitu 7', ak dizka kyvadla [ je a gravitaéné konstanta g st uréené s absoltitnymi

chybami Al a Ag ?

10. Ukézte, ze kazda z nasledujicich funkcii spliia Laplaceovu rovnicu fp, + Jyy + f2z =0

(z,y,2) = 22 — 2y + 22

(2,y,2) =Inya? +y?

a)

f
) f

b)
)

(z,y,2) = 3z(y? + 22) — 223

(z,y,2) = e3* W cos 5z

f
f

11. Ukazte, ze pre lubovolné konstanty a, b funkcia

1

" 2a/rt

spliia tzv. rovnicu pre Sirenie tepla u,, = (1/a%)u;

—(z—b)?/(4a?t)

12. Pomocou retazového pravidla ukazte, ze (za predpokladu spojitosti parcidlnych derivécii dru-
hého radu) fubovolna funkcia z = f(z + at) + g(z — at), kde a je konstanta, spliia tzv. vinovii rovnicu

24 — a2 2y = 0.

13. Pouzitim refazového pravidla dokéazte, ze (za predpokladu spojitosti parcidlnych derivacii dru-
hého radu) pre Tubovolné funkcie jednej premennej r a s je funkcia z = zr(x/y) + ys(x/y) rieSenim

rovnice z22,, + 22y + Zgy + @/2Zyy = 0.

14. Pre nasledujtice funkcie f vypocitajte ich gradient V f vo vSeobecnosti, a potom aj derivaciu
v danom bode B v smere daného vektora v (pozor na nejednotkové vektory!):

a) flz,y) =a%y+y’r,

b)  f(z,y) =n(a® +y?)

c) f(z,y) = arcsin(x — 2y) ,
d) flz,y,2) =2y +yz+ 2z,
e) f(x,y.z) =3ecoszy ,

(z,y.2)
(z,9.2)

L)
~— ~——

!
fz,y.2) = Va2 + y?2 + 22,
flzyy.2) =1//x? +y> + 22,

T,Y.2

= 5 09
 ~—

—i.
~— ~—

fla,y.2) = (Va2 +y2 +22)°

= sinzy + e** + In(yz) ,

f(z,y.2) = arcsin(z//22 + 42) |

B=(1,2), v=23i—4j
B=(1,1), v=_8i+6j
B=(2,1),v=i—]
B=(1,2,3), v=2i—2j+k

B =1(0,0,0), v=—-i+2j+2k
B=(0,1,1/2), v =4i+4j - 2k
B=(1,-22), v=i+j+k
B=(1,1,1), v=i—-2j- 2k
B=(1,1,1), v=2i+2j+k
B=(22-1), v=3j-4k

15. Vypocitajte rovnice dotykovych rovin ku danym plocham v danych bodoch B metédou gra-
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dientov alebo metédou linearizacie:

a) z=a?+y? B =(1,-2,5)
b) 22 = 2% 9?2 B = (-3,4,5)
c) z?2+y?+22=19, B=(3,-1,3)
d) zz+e¥* —ay*=3, B =(1,0,2)
e) z=4arctan,/zy , B=(1,1,m)
f) z=e @+¥7)/25 B = (4,3,e7!)
g) e*Ycos(yz) = —e, B=(2,1,7)
h) logy(z?4+y2—1)+y+2z2=4, B=(1,21)

16. Urcte stacionarne body, lokalne extrémy a sedlové body grafov nasledujucich funkcii:

a) f(r,y)=2>—6x+y?—4y+5

b) g(z,y) =22 +ay+Tr—y>+11y -8
¢) h(u,v) =uv —u? —v? —6u

d) k(u,v) =5+2u+uv+v2+3v

e) l(a,b) =2a%+ 3ab+ 4b*> — 5a + 2b

f) m(a,b) =4a+19—a®—ab—b*>—b
g) p(r,s) =12 —2rs+s>+4dr—4s+4
h) q(r,s) =r%—2s% —3r + 55— 19

i) u(z,y)=22+zy+y> -3z +3y—6
i) wv(z,y) = zy + 8y — 222 — 3y? — 9 — 66

17. Vypocitajte vsetky stacionarne body, lokdlne extrémy a sedlové body funkcii:

a) [f(z,y) =2* - 3ay® +y*

b) g(x,y) = 2% + 3zy + o3

c) h(u,v) =u? —u? —v3 02

d) k(u,v) =5 —u 4 2uv + v3

e) l(a,b):a +b3 3a? + 3b + 19
£) m(a,b) = —6a? — 6ab — 3b2 +5

(r,s):r —4rs+s4—1
q(r,s) =5rs+25/r+8/s

) u(z,y) = ayln(a® +y?)

) vlz,y) = (222 + y?)e (V)

o9

Zr
=

—

]

v(z,y

18. Lagrangeovou metédou uréte najmensiu a najvicsiu hodnotu funkcie z = f(z,y) na krivke
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g(z,y) =0, ak:
a) f(z,y)=z2zy+x—y+5>5 na krivke z+y =1
b)  f(z,y) = 1522/3y1/3 na krivke z4+y=c, c¢>0
c) flz,y)=vy*—=z na krivke 22 +gy? =1
d) f(z,y) = 2% — ¢? na krivke 22 +¢y? =9
e) f(z,y) =2 — 4wy + 4> na krivke 22 +y? =25
£) flr,y)=x+y na krivke zy =36, xz,y>0
g) flz,y)==xy na krivke z +y =10
h)  f(z,y) = 22 + ¢? na krivke 22 —2z+4+y?> —4y =0

19. Lagrangeovou metédou urc¢te najmensiu a najvéicésiu hodnotu funkcie w = f(z,y, z) na ploche
g(z,y,2z) =0, ak:

a) f(x,y,2) = —zyz na ploche 3z +4y+2—-6=0
b) f(z,y,2) =22 +y?>+2%2 naploche z+y+z=9

c) flz,y,z)=x+2y+3z na ploche 2% +y? + 22 =14
d) flx,y,2) =zyz na ploche 2% +y? + 22 =27

e) f(z,y,2) = xyz? na ploche 22 +y? 4+ 22 =1

f)  f(z,y,2) = (zyz)? na ploche z2 +y%+22=3

g) flx,y,2)=z+y+=z na ploche 1/x+4/y+9/2=6
h) f(z,y,2) =222 — 4y +yz na ploche 422 +4y% + 22 =16

20) Vypocitajte globalne extrémy nasledujucich funkeii na danych dvojrozmernych utvaroch M:
f(z,y) = 22 + 22y + 2y — 22, M je obdlznik s vrcholmi (0, —2), (3,—2), (3,1) a (0,1).

&
~—

b) f(x,y) = 2 +y* — 3zy + 5, M je obdlznik s vrcholmi (0, —1), (2, —1), (2,2) a (0,2).
c) f(z,y) = 2% — 8xy + 8y?, M je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (4,0) a (4,4);

d) f(z,y) = 2® — 2y + 4y — 62, M je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (3,0) a (0, 3);

e) f(z,y) = 2y*(4 — x —y), M je trojuholnik s vrcholmi (0,0), (6,0) a (0,6);

f) f(z,y) = 2% + 22 + 3y%, M je kruh so stredom v pociatku a s polomerom 1.

g) f(z,y) =22 — 42, M je kruh so stredom v podciatku a s polomerom 2.

=
~—

Flz,y) = (222 + 3y2) e~ +¥°) | M je kruh so stredom v podiatku a s polomerom 2.

21. Do pologule s polomerom 7 vpiSte pravouhly rovnobeznosten s najviac¢sim a) objemom, b)
povrchom.

22. Do kuzela s polomerom r a vyskou v vpiSte valec s najviaésim a) objemom, b) povrchom.

23. Zo vsetkych valcovych naddob s danym povrchom S najdite takd, ktord mé najviacsi objem.
24. Pomocou Lagrangeovej metédy néjdite vzdialenost roviny 3z + y + 2z = 13 od bodu (1,1,1).
25. Na ploche z = 3 4+ xy najdite bod, ktory je najblizsie ku pociatku stradnicovej stustavy.
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4.5 Vysledky

1. a) R?; celd rovma
b) {(z,y); 22+ y < 7%}; kruh so stredom v pociatku a polomerom 7.
c) {(z,y); 1 < 2®+%? < 3}; medzikruzie ohrani¢ené kruznicami so stredom v poéiatku a polomermi

1a+/3.

d) {(z,y); |x| > |y|}; ¢ast roviny ohrani¢ena priamkami y = x a y = —z a obsahujtca os z.

e) {(r,t); [r>() a —Z+2km <t<Z+42kr]alebo [r<0 a I +2kr <t< 3+ 2kn]}; ststava
,striedajtcich sa“ pasov v rovine.

f) {(u,v); u?/4 +v%/9 < 1}; vnitro elipsy s poloosami 2 a 3.

g) {(a,b); 4a® + 9b? < 1}; elipsa s poloosami 1/2 a 1/3.

h) {(a,b); ab < 1}; ¢ast roviny ohranicena vetvami hyperboly b = 1/a obsahujica bod (0,0).

i) {(x,y); —1 < 2x+y < 1}; pas ohrani¢eny priamkami y = —1 — 2z a y = 1 — 2z obsahujuci bod
(0,0).

i) Az, y); 22 +42 < %} spolu s {(z,y); —% +2k < 22 4+9% < %+ 2k} pre k > 1; sustava
koncentrickych medzikruzi.
2. a) {(z,y,2); 2% +y?+ 22 < 1}; gula so stredom v pociatku a polomerom 1.

b) {(z,y,2); 22+ y*+ 22 > 4}; doplnok vniitra gule so stredom v pociatku a polomerom 2.
c) {(z,y,2); 2 +1y?+ 2% < 1}; gula so stredom v pociatku a polomerom 1.
{

{
d) {(z,y, 2); 2% +y? < z}; rotaény paraboloid s osou z.
e) {(r,s,t); r® + s% + 4t2 < 9}; vnitrajsok elipsoidu s poloosami 3, 3, a 3/2.
f) {(u,v,w); u?+ v? < 1}; valec s osou w a polomerom 1.
g)

{(u,v,w); 4u?+ 9% + w? > 36}; doplnok elipsoidu a poloosami 3, 2, a 6.
h) {(a,b,c); =1 <c<1 a ab< 1}; vrstva ,nad“ a ,pod“ tou ¢astou roviny urcenej osami a, b,
ktora je ohrani¢end vetvami hyperboly b = 1/a a obsahuje pociatok; hribka vrstvy je 2.
i) {(z,y,2); —1 <2z +y — 2z < 1}; vrstva ohrani¢end rovinami z =2z +y—laz=2z+y+ 1.
i) {(z,y, 2); 2k < 22 4+ y? + 22 < 2k + 1} pre k > 0. Zjednotenie nekoneéne mnohych mnozin Mj,
v priestore, kde M}, je ¢ast priestoru ohrani¢enéd gulovymi plochami so stredmi v poéiatku a polomermi
V2k a v/2k + 1; hrani¢né plochy do Mj, nepatria.

3. Riesenia st na obrazkoch 4.10 az 4.19.

Obr. 4.10: f(z,y) =2z —y+2

.a)28. b) 0. ¢)1/2. d)1/3. ¢)-1/6. £)16. g) 1. h)-4. i) 0. j) 1.

. a)-f): Pouzite priamky y = k1z a y = kox.
g)-j): Pouzite paraboly y = k122 a y = ko2,
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Obr. 4.11: g(z,y) =2—z —y

Obr. 4.12: h(z,y) = 22 + y?

Obr. 4.13: k(x,y) = 22 + 4y
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Obr. 4.14: (z,y) = Va2 + ¢

Obr. 4.15: m(x,y) = \/m

Obr. 4.16: p(r,s) = o (r2+s%)
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Obr. 4.17: q(r, s) = 2s/(r? + s?)

Obr. 4.18: r(u,v) = 2v/(u? + v?)
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Obr. 4.19: s(u,v) = u? — v?

6.

a) fr =19(sin®? x — 3cos?y)8sin2z; f, = 57(sin® x — 3 cos? y) ¥ sin 2y.
Y

_ 3 yi-a® _ 9% z
b) go =35 cGp—ar) T g

¢) hy =1/(1+2%); hy=-1/(1+192).

Yy
d) by = —Y2 ky = VT
2z 22 —y? 2\/yy/x2—y?
Ol=1+5 lL=-%+3 L=-%-1

L ; dalej symetricky.

me =~ Tmm
g) pr = [(t8(r) — Vs + 1) cos® r] ™15 py = —s[Vs? + 2tg(r) — s> = °] 71 atd.

_ sint cost —ssint4rcost
h) gr —pEmitroost

" 2y/scost+rsint’ qs = 2¢y/scost+rsint’ = 2v/scost+rsint’

i) rp = (@ +y)*Flnle +y) + 52 ry = (e +y) "0

r: = (@ +y)""In(z +y).
i) sz = 2/yz(2x + 32)VVFTl; 5, = V2 (22 + 32)V¥Z In(2x + 32);

2
s, = (2o + 3z)\/ﬁ[%\/gln(2x +32)+ ;;‘fgzy]

7.
a) f(z,y) =1-z—y.
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b) g(z,y) = (3z +4y)/5
c) h(z,y) =0.

Q) k(wy) = 5 = Fa+ gy
e)l(z,y) =14z

g) p(z,y,2) =2(x+y+2)—3

h) q(w,y,2) = R2(Fz+y— 2+ 457)
8. 8 percent.

9. AT =\ [$(Al + LAg) .

14.

a) Vf=y(2e +y)i+a(z+2y)j; u=232i—3j; Duf(B)=4/5.

b) Vf= x2+y21+ xz_,_yz.], u= %i"_ %j’ Duf(B) =17/5.

) VS = - et =i U Daf(B)=3/v2.
Y Vf=(y+2i+E+a)i+(@+yk u=3i-3j+3k Duf(B)=5/3.

e) Vf=—(3ye®sinzy)i — (3ze®sinxy)j + (3e* coszy)k; u= —%i + %j + %k; Duf(B) =
) VJ = (yeosay +ze)i+ (weosay + )i + (e + ks w=3i+3j~3ki Duf(B) =

ki u=Joit i+ 2k Duf(B) =1/(3V3).

— T s Y 3 Z
g) v \/x2+y2+z21 + \/$2+y2+22J + \/"32""?!2"'3’2

h — x O Y s z
) Vf (\/$2+y2+z2)31 (\/$2+y2+zz)3*] (\/x2+y2+z2)3 ?

Duf(B) =1/(3V3).

o3

u= 11——j—2k

Duf(B) = —1/3.

i) V= 3827/a2 £ 7+ 224 3yV/a? + o2 + 2%+ 32/a? + 7 + 2%k u=0i+ 23— 2k
Duf(B) =

15.

a) 2r—4dy—2z—-5=0.
b) 3z —4y+52=0.

c) 3t—y+32—19=0.
d) 20+2y+2-4=0.
e) v+y—z+(1—2)=0.
f) 8x + 6y +25ez—T75=0.
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g) x—y—1=0.
h) 22+ (4+In2)y +2In2z— (10+4In2) =0

16. a) Stacionarny bod (3,2), v ktorom mé funkcia lokdlne minimum.

b) Staciondrny bod (—5,3), v ktorom mé funkcia sedlovy bod.

c) Stacionarny bod (—4, —2), v ktorom m4 funkcia lokélne maximum.

d) Stacionarny bod (1, —2), v ktorom m4 funkcia sedlovy bod.

e) Stacionarny bod (2, —1), v ktorom ma funkcia lokdlne minimum.

f) Stacionarny bod (3, —2), v ktorom ma funkcia lokédlne maximum.

g) Nekone¢ne mnoho stacionarnych bodov tvaru (r,r + 2). Kedze D = 0, nemozno zaver urobit
podla D-testu. AvSak lahkou tpravou vidime, Ze p(r,s) = (r — s + 2)?, a teda v kazdom z uvedenych
stacionarnych bodov nadobtuda nasa funkcia lokalne minimum.

h) Stacionarny bod (3/2,5/4), v ktorom ma funkcia sedlovy bod.

i) Stacionarny bod (3, —3), v ktorom ma funkcia lokalne minimum.

j) Stacionarny bod (—2,1), v ktorom mé funkcia lokalne maximum.

17. a) Jediny stacionarny bod (0,0). Kedze D = 0, nie je mozné pouzit D-test. Zo spravania sa funkcie
f pozdlz osi y (teda pre x = 0) a pozdlz paraboly z = 32 je vsak jasné, Ze bod (0,0) je sedlovym
bodom.

b) Dva stacionarne body By = (0,0), B, = (—1,—1); bod By je sedlovym bodom a v By sa
nadobuida lokalne maximum.

c) Styri staciondrne body By = (0,0), Bs = (0,2/3), Bs = (2/3,0), By = (2/3,2/3). Body Bj a
By st sedlovymi bodmi, v bode Bs mé funkcia lokdlne maximum a v B3 mé lokdlne minimum.

d) Dva stacionarne body B; = (0,0), B2 = (—2/3,2/3); bod B; je sedlovym bodom a v Bj sa
nadobuida lokalne minimum.

e) Styri stacionarne body B; = (0,0), By = (0,—2), B3 = (2,0), By = (2,—2). Body B; a By st
sedlovymi bodmi, v bode By ma funkcia lokalne maximum a v B3 ma lokalne minimum.

f) Dva stacionarne body By = (0,0), B = (1,—1); bod B je bodom lokalneho maxima a B je
sedlovym bodom.

g) Tri staciondrne body B; = (0,0), Bo = (1,1) B3 = (—1,—1); bod Bj je sedlovym bodom a
v bodoch By a Bj3 sa nadobuda lokalne minimum.

h) Jediny stacionarny bod (5/2,4/5), v ktorom sa nadobtda lokdlne minimum.

i) Osem staciondrnych bodov B; = (0,1), B = (0,—-1), Bs = (1,0), B4 = (-1,0), Bs; =
(1/\/%3 1/\/%% Bg = (_1/\/%3 1/\/%%
By = (1/v/2e,—1/\/2¢), Bs = (—1/v/2e,—1/+/2¢). Body B a# By st sedlovymi bodmi, v bodoch Bs
a Bg sa nadobuda lokédlne minimum a v bodoch Bg a B7 lokdlne maximum.

j) Pét stacionarnych bodov By = (0,0), Be = (0,1), B3 = (0,—1), By = (1,0), Bs = (—1,0);
v bode B je lokdlne minimum, v bodoch B4 a Bs sa nadobiida lokdlne maximum, a By, B3 sa sedlové
body.

18. a) Najvicsia hodnota 25/4 v bode (3/2,—1/2); najmensia hodnota neexistuje.

b) Najviicsia hodnota 5¢ - 41/3 v bode (2¢/3, ¢/3); najmensia hodnota neexistuje.

c) Najvicsia hodnota 5/4 v bodoch (—1/2, —/3/2) a (—1/2,/3/2); najmensia hodnota —1 v bode
(1,0).

d) Najviic¢sia hodnota 9 v bodoch (—3,0) a (3,0); najmensia hodnota —9 v bodoch (0, —3) a (0, 3).

e) Najvicsia hodnota 125 v bodoch (—+/5,2v/5) a (v/5, —2v/5); najmensia hodnota 0 v bodoch
(2v5,V5) a (—2v5, —V5).

f) Najmensia hodnota 12 v bode (6, 6); najvéicsia hodnota neexistuje.

g) Najvicsia hodnota 25 v bode (5, 5); najmensia hodnota neexistuje.
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h) Najmensia hodnota 0 v bode (0, 0); najvéc¢sia hodnota 20 v bode (2,4).

19. a) Najmensia a najvicsia hodnota v danom pripade neexistuje. Lagrangeova metéda sice dava 4
kandidatov na extrém, ale v ziadnom z nich sa naozaj najmensia a najvicsia hodnota nenadobuda.
Pozri Priklad 3 v 4.3.2.

b) Najmensia hodnota je 27 a nadobuda sa v bode (3,3, 3); najvii¢sia hodnota neexistuje.

c) Najmensia hodnota —14 v bode (—1,—2, —3), najvéic¢sia hodnota 14 v bode (1,2, 3).

d) Najmensia hodnota —27 v bodoch (-3,3,3), (3,-3,3), (3,3,—-3) a (—3,—3,—3); najvii¢sia
hodnota 27 v bodoch (3,3,3), (—3,-3,3), (-3,3,-3) a (3,—3,-3).

e) Najmensia hodnota —1/8 v bodoch (1/2,-1/2,1/v/2), (1/2,-1/2,-1/v/2), (-1/2,1/2,1//2)
a (—1/2,1/2,—1/4/2); najviicsia hodnota 1/8 v bodoch (1/2,1/2,1/v/2), (1/2,1/2,—1//2),
(=1/2,-1/2,1/3/2) a (-1/2,-1/2,—-1//2).

f) Najmensia hodnota je 0 a nadobuda sa v nekoneéne mnohych bodoch (prave v tych, ktoré maja
asponl jednu sturadnicu nulovi); najvécésia hodnota 1 sa nadobtuda v 8 bodoch tvaru (+1, 41, +1).

g) Najmensia a najvii¢sia hodnota v danom pripade neexistuje; pozri aj Priklad 3 v 4.3.2.

h) Najmensia hodnota —6v/3 v bode (0, /3, —2); najviicsia hodnota 32/3 v bodoch
(+£4/3,—-4/3,—4/3).

20. a) Globalne minimum —2 v bode (2, —1) vnatri M; globélne maximum 11 v bode (3, 1) na hranici
M.

b) Globédlne minimum 4 v bodoch (1,1) vnuatri M a (0,—1) na hranici M; globalne maximum 18
v bode (2, —1) na hranici M.

c¢) Globalne minimum —16 v bode (4,2) na hranici M; globalne maximum 16 v bodoch (4,0) a
(4,4) na hranici M.

d) Globédlne minimum —18 v bode (0,3) na hranici M; globalne maximum 0 v bode (0,0) na
hranici M.

e) Globélne minimum —64 v bode (2,4) na hranici M; globalne maximum 4 v bode (1,2) vnutri
M.

f) Globéalne minimum —1 v bode (—1,0) na hranici M; globalne maximum 7/2 v bodoch
(1/2,4+/3/2) na hranici M.

g) Globalne minimum —4 v bodoch (0,£2) na hranici M; globalne maximum 4 v bodoch (£2,0)
na hranici M.

h) Globalne minimum 0 v bode (0,0) vnutri M; globalne maximum 3/e v bodoch (0, £1) vnatri
M.

21. a) aj b): V oboch pripadoch je riesenim kocka s hranou 2r/+/3.

22. a) Valec mé polomer 2r/3 a vysku v/3.
b) Uloha m4 zmysel len ak v > 2r, a potom je rieSenim valec s polomerom vr/(2v — 2r) a vyskou
v(v —2r)/(2v — 2r).

23. Riesenim je valec, ktorého vyska sa rovna jeho priemeru.
24. Bod (5/2,3/2,2).
25. BOdy (\/57 _\/57 1) a (_\/57 \/57 1)



Kapitola 5

Diferencialna geometria

5.1 Uvod

Diferencidlna geometria je oblast matematiky, v ktorej sa skiimaju vlastnosti geometrickych ttva-
rov (v nasom pripade kriviek v priestore alebo v rovine) metédami diferencidlneho poétu. Preto bude
uzito¢né ovladat zaklady analytickej geometrie, funkcie jednej redlnej premennej a diferencidlny pocet
(kapitoly 2, 6, 7, RieSené tlohy z matematiky I). Diferencidlna geometria dava konkrétnu népln for-
malnemu matematickému aparatu mnozstvom aplikacii fyzikalneho razu napr. v mechanike, geodézii
a kartografii.

5.2 Pojem krivky

Krivku k si mdZzeme predstavit ako stavisli drahu pohybujtaceho sa bodu P. Ak zvolime kartezidnsku
suradnicova stustavu (O, 1i,j,k), poloha bodu P = P(t) v ¢ase t je jednozna¢ne dand polohovym
vektorom p(t) = P — O.

Obr. 5.1: Krivka.

5.2.1 Vektorova funkcia

Zakladom thedrie kriviek je pojem vektorovej funkcie jednej redlnej premennej, funkcie p, ktora
kazdému ¢islu ¢ z jednorozmerného intervalu J priraduje prave jeden vektor p(t). Pre tto funkciu
pouzivame zapis

p = p(t), teld, (5.1)
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alebo po zlozkéach
p=[x(t),y(t),z(1)], tel (5.2)

resp.

p=z(t)i+y(t)j+ z(t)k, teJd, (5.3)
kde z(t),y(t), z(t) st realne funkcie definované na spolo¢nom intervale J. Pre vektorova funkciu mé-
zeme vzhladom na vztah (5.3) definovat pojmy limita, spojitost a derivacia pomocou tychto pojmov
pre redlnu funkciu redlnej premennej (kapitoly 6.5, 6.6 a 7, RieSené ulohy z matematiky I).

Vektorova funkcia p(t) ma v bode o limitu pg

li =

Jim p(t) = po,

ak pre kazda postupnost {t,} taka, ze
lim ¢, = o, tn 75 to, tn € J,
n—oo

prislusné postupnost funkénych hodnot {p(¢,)} konverguje k vektoru pg. Vektorova funkcia (5.3) méa
v bode ty limitu prave vtedy, ak v tomto bode maju limitu redlne funkcie x(t), y(t), z(t).
Vektorova funkcia p(t) je spojita v bode ¢y, ak

lim p(t) = pto).
—t0

Vektorova funkcia (5.3) je spojitd v bode tg prave vtedy, ak st v tomto bode spojité realne funkcie

(1), y(t), 2(t)-
Vektorova funkcia p(t) ma derivaciu dp(t)/dt v bode ty ak existuje limita

[420) 20~ pl)
dt t=to o t—to .

Vektorova funkcia (5.3) ma v bode ¢y derivaciu prave vtedy, ak v tomto bode maju derivaciu redlne
funkcie z(t), y(t), z(t).

5.2.2 Vektorova rovnica krivky

Krivkou k nazyvame graf vektorovej funkcie p(¢) redlnej premennej (parametra) ¢, ak funkcia p(t)
ma tieto vlastnosti:

1. je definovana na intervale J,
2. je spojité na intervale J,
3. existuje taky rozklad {(tx_1,tx)}, k = 1,2,... intervalu J, Ze je prostd na mnozine J — {ty}.

Rovnicu (5.1) (resp. (5.2) a (5.3)) nazyvame vektorovou rovnicou krivky k£ v danom stradni-
covom systéme. Ak je funkcia p(t) prostd na celom intervale J, hovorime o jednoduchej krivke,
v opa¢nom pripade krivka obsahuje viacnasobné body. Ak je funkcia p(¢) definovana na uzavretom
intervale J = (a, b), potom krivka sa nazyva oblak.

Priklad 1. Vektorova funkcia
p(t) = [rcost,rsint, ct], (5.4)

kde t € (—o0,00), r > 0, ¢ # 0 je spojitd a prostd na obore definicie. Jej grafom je rovnomerna
skrutkovica, leziaca na rotacnej valcovej ploche 2 + y? = r2. Je to jednoduch4 krivka. &

Priklad 2. Krivka p(t) = [t2,t — t3,t* + 1] nie je jednoducha, lebo pre t = 1 a t = —1 je
p(1l) = p(—1), teda funkcia p(t) nie je prosta. Bod [1,0, 2] je dvojndsobnym bodom tejto krivky. &
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5.2.3 Parametrické, explicitné a implicitné rovnice krivky

Vektorova rovnica (5.1) krivky je ekvivalentna s parametrickymi rovnicami priestorovej krivky

x = x(t), y =y(t), z = z(t), ted (5.5)

y = f(x), z = g(z), T € J, (5.6)

resp.
Z:f(y)u JU:g(y), yEJ’

alebo
x = f(2), y=9(z2), z € J,

definované a spojité na spolonom intervale .J, potom st rovnice (5.6) (resp. ind uvedend dvojica
rovnic) explicitnymi rovnicami krivky v priestore. Ak st dané dve realne funkcie

h(aj7y> Z) =0, l(.%', Y, Z) =0, (57)

definované a spojité na spolo¢nej trojrozmernej oblasti Q € E? a hodnost matice

on on on
Oor Oy 0z
M(z,y,z) =
a o a
or Oy 0z

je rovna dvom v kazdom bode [z,y, 2|, ktory vyhovuje rovniciam (5.7), potom rovnice (5.7) st im-
plicitnymi rovnicami krivky v priestore. Krivka je tak definované ako prienik dvoch pléch danych
rovnicami (5.7).

Priklad 3. NapiSme parametrické, explicitné a implicitné rovnice skrutkovice (5.4)

RieSenie: Rozpisanim vektorovej rovnice (5.4) dostaneme tri parametrické rovnice skrutkovice
v tvare
T = rcost, y =rsint, z = ct.

7 poslednej rovnice vyjadrime parameter ¢ ako funkciu premennej z
t=z/c,
a dosadime ho do prvych dvoch rovnic. Dostaneme nasledujici tvar
x =rcos(z/c), y = rsin(z/c)

explicitnych rovnic z = f(z), y = g(z) danej skrutkovice. Implicitné rovnice napiseme velmi jednodu-
cho
x —rcos(z/c) =0, y —rsin(z/c) = 0.

&

Priklad 4. NapiSme parametrické vyjadrenie krivky danej implicitnymi rovnicami

zy—1=0, z+y—2z=0, x>0, y>0. (5.8)
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RieSenie: Z rovnic (5.8) vyjadrime dve premenné ako funkciu zostavajicej premennej. Tak zis-
kame explicitné vyjadrenie tejto krivky

1
Y=, z=x+y=x+ —, x> 0.
x x
Od explicitného vyjadrenia prejdeme k jednoduchej parametrizacii krivky (5.8)

CL':t, Yy=-

1
, z=1t+ —, t>0.
t +t

&

5.2.4 Regularna krivka

Metédami diferencidlneho poc¢tu mozeme skiimat iba krivky, ktorych rovnice spliaji uréité predpo-
klady tykajice sa ich derivacii. Okrem spojitosti funkcie p(t) predpokladdme spojitost jej prvej
derivacie podla vSeobecného parametra ¢, ktort budeme oznacovat

() = dp(t) [dx(t) dy(t) dz(t)
Codt | dt T odt ] dt

Bod P(t) pre t € J, v ktorom existuje p(t) a je p(t) # 0 nazyvame regularny bod krivky. Ak je
p(t) # 0,

respektive
(@)% + (1)) + (2()* # 0 (5.9)
pre lubovolny bod ¢ € J, krivka k je regularna.
Priklad 5. Krivka p(t) = [t?,t — t3,t* + 1] je regularna, lebo p(t) = [2t,1 — 3t2,4t3] # 0 pre
lubovolny bod t € J. &
Priklad 6. Krivka p(t) = [t2,t* — 5 ¢* + 1] nie je regularna, lebo p(t) = [2t,4t3 — 6t°,4t3] = 0
pret=0. &

Kazdy bod krivky, ktory nie je regularny nazyvame singularnym bodom krivky. Tymito bodmi
a ich klasifikiciou sa nebudeme zaoberat a budeme pracovat iba s reguldrnymi krivkami.

5.2.5 Transformacia parametra krivky

Pri studiu krivky danej rovnicou (5.1) je niekedy vyhodné prejst k inej vektorovej rovnici tejto krivky,
t.j. previest regularnu transformaciu parametra. Ak definujeme funkciu

t=1t(t*),  t*eJ, (5.10)

dt
spojiti na J* aj s prvou derivaciou a T # 0 pre kazdé t* € J*, potom je funkcia (5.10) rydzo
monoténna a realizuje vzédjomne jednoznaéné zobrazenie intervalu J* na interval J. Rovnica (5.1) a

rovnica
p=plt{t)] =p), e,
su potom vektorovymi rovnicami jednej a tej istej krivky.

Priklad 7. Vektorovou rovnicou

p=[2t'sin? €], te(1,2), (5.11)
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je definovana urcita regularna krivka. Funkcia
tt*) =Vtr,  t*e(1,4), (5.12)

zobrazuje interval (1,4) jednoznac¢ne na interval (1,2). Pomocou (5.12) prevedieme reguldrnu trans-
formaciu parametra. Dosadi me (5.12) do (5.11) a dostaneme nové vektorové vyjadrenie skiumanej
krivky, a to v tvare

p = [2(t*)%sint*, ],  t* e (1,4). (5.13)

K funkcii (5.12) mozeme zostrojit inverznu funkciu
t"t) =1,  te(1,2), (5.14)

a prevedenim reguldrnej transformacie parametra na (5.13) pomocou (5.14) dostdvame pévodni vek-
torova rovnicu (5.11). &

5.2.6 Orientacia krivky

Nech p = p(t), t € J je parametrizacia krivky k. Nech P(t1) a P(t2) st dva body krivky k, ktoré
odpovedaji hodnotdm ¢; a ty z intervalu J takym, Ze t; < to. Na danej krivke k& modzeme zvolit
dve navzdjom opac¢né orientécie. V jednej orientécii je bod P(¢1) pred bodom P(t3) (zapisujeme
P(t1) < P(t2)), v druhej orientacii je bod P(t2) pred bodom P(t1) (P(t2) < P(t1)). Hovorime, Ze

krivka je orientovana suihlasne s parametrizaciou, ak plati

P(t1) < P(t2) © t1 < t2 (5.15)
a krivka je orientovana nesuhlasne s parametrizaciou, ak plati

P(ty) = P(t2) & t1 < to. (5.16)

Krivka k s jednym z usporiadani (5.15), (5.16) sa nazyva orientovana krivka.
Priklad 8. Pre polkruznicu s polomerom r = 1 so stredom v zaciatku, ktord lezi v 1. a 2.
kvadrante mame dve parametrizacie

p1 = cost i+ sint j, t €(0,m), (5.17)

pa=ti+V1—12j  te(-1,1). (5.18)

Pri parametrizacii (5.17) je bod A = [1, 0] obrazom parametra ¢t = 0, bod B = [0, 1] obrazom parametra

=7/2 a bod C = [—1,0] obrazom parametra ¢ = 7. V orientacii stihlasnej s touto parametrizaciou
je A < B < C. Pri parametrizacii (5.18) je bod A obrazom parametra ¢t = 1, bod B obrazom para-
metra ¢t = 0 a bod C' obrazom parametra ¢ = —1. V orientécii sihlasnej s touto parametrizaciou je
C<B<A &

5.2.7 DIlzka krivky, prirodzena parametrizacia krivky

Nech je vektorovou rovnicou (5.1) definovana regularna krivka k. Ozna¢me P(tg) a P(t) body, odpo-
vedajice na krivke k Tubovolnej ale pevnej hodnote ¢y a nejakej hodnote ¢ z intervalu J. Na intervale

J definujme funkciu . .
s(t) = / B(t)| dt = / VB(t) - b(t) dt, (5.19)
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respektive

(0 = [ VR + 02+ Gord. (5.20)

Kazdej hodnote parametra t € J mdzeme priradit &islo |s(t)], ktoré vyjadruje dlzku krivky medzi
bodmi P(tg) a P(t). Z rovnice (5.9) vyplyva, ze derivacia

5(t) = \J(@(0)2 + G(1)2 + (2(£)2 = \/D(t) - B(t) # 0

je pre vSetky ¢t € J rozna od nuly. Funkcia s = s(t), t € J je teda rydzo monoténna a mozeme k nej
zostrojit inverzni funkciu

t=1t(s), sel, (5.21)

ktora realizuje vzajomne jednoznacné zobrazenie intervalu I na interval J. Pre derivaciu tejto inverznej

funkcie plati
dt 1 1 1

£0

ds — 8(t) V(@02 + @02+ 1) VbE) - bt
pre vSetky ¢ € J. Pomocou funkcie (5.21) mozeme previest na skiimanej krivke transforméciu para-
metra. Dostaneme tak novii vektorovi rovnicu krivky

p=pli(s)] =p(s), sel, (5.22)

v ktorej parametrom je dlzka oblika krivky od bodu P(tg) do bodu P(t) a ktorti nazyvame priro-
dzenou parametrizaciou krivky. Vsetky derivacie podla oblika

dp dpdt
ds  dt ds
budeme oznacovat ¢iarkou, t.j.
) Ldt
P =P

na rozdiel od derivacii podla vSeobecného parametra, ktoré oznacujeme bodkou. Pre velkost vektora

p’ plati
dt 1
[_ / ;) . . _ . o
p —\/p‘p—\/p-p‘—‘—\/p‘p —
p'| T 55

Vlastnost (5.23) je nutnou a postacujicou podmienkou na to, aby parametrizacia p = p(s) bola
prirodzenou parametrizaciou regularnej krivky k.

= 1. (5.23)

Priklad 9. Néjdime prirodzent parametrizaciu skrutkovice (5.4).

RiesSenie: Na krivke (5.4) zavedieme novy parameter, ktory je oblikom. Vypo¢itame prva deri-
vaciu podla vieobecného parametra ¢

p(t) = [—rsint,rcost, ] (5.24)

a dlzku krivky zo vztahu (5.20)

t
s(t) :/ \/r2 sin?t + 72 cos?t 4 2 dt = t\/r2 + 2, t € (—00,00).
0

K funkcii s(t) vypocitame inverznt funkciu

p= s € (—00,00).

V242’
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Odtial vyplyva, ze hladané vektorové rovnica, v ktorej parameter s je oblikom, mé tvar

p(s) = [rcos i 7 8in e (5.25)

s
V2 + 2’ \/7'2—1—02’\/7’2—&-02]'
&

Prirodzend parametrizacia méa velky vyznam pri teoretickych tvahéch. Pri konkrétnom pocitani
ju nebudeme vediet vzdy uréif lebo integraly na pravej strane vzfahov (5.19) a (5.20) mozu byt
komplikované alebo primitivna funkcia nie je elementarna.

5.3 Sprievodny trojhran

Ku kazdému bodu P(ty) regularnej krivky k, v ktorom existuje p(t9) # 0, je mozné jednoznacne
priradit tri vektory, ktoré spolu s bodom P(tp) uréuju pravouhly trojhran s vrcholom v bode P(t).
Jeho hranami st dotyénica d, hlavna normala n a binormala b. Steny tvoria oskulaéna rovina
7, normalova rovina v a rektifika¢na rovina p. Pri pohybe bodu P(ty) po regularnej krivke
sa meni poloha tohto trojhranu. Preto sa trojhran nazyva sprievodny alebo Serretov trojhran.
Umozni ndm vystizne popisat tvar krivky &k v okoli bodu P(ty).

Obr. 5.2: Trojhran.

5.3.1 Doty¢nica krivky

Medzi vSetkymi priamkami, ktoré prechddzaji bodom P(ty) reguldrnej krivky k existuje vyznamné
priamka, ktord sa nazyva dotyé€nica. Na krivke k zvolme dva rozne body P(tg) a P(tg + h),h # 0.
Priamka prechadzajtuca tymito bodmi sa nazyva se€nica krivky k. Doty¢nica v bode P(tp) je limitnou
polohou secnice pre h — 0. V kazdom bode P(ty) = [z(to),y(to), 2(to)] reguldrnej krivky existuje
prave jedna doty¢nica. Ak je krivka popisana rovnicami (5.1) alebo (5.5), potom vektorova rovnica
dotycnice je

d = p(to) + Ap(to) (5.26)

a parametrické rovnice dotyc¢nice st

v =ato) + Nilto),  y=ylto)+ Njlto), = = 2(to) + A(to), (5.27)
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kde A € (—o0,00) je parameter, d je oznacenie pre polohovy vektor Tubovolného bodu dotyé¢nice a
x,y, z su stradnice tohto vektora, resp. stradnice Tubovolného bodu dotyénice.

Priklad 10. Uréme rovnicu doty¢nice ku skrutkovici (5.4) vo vSeobecnom bode a v bode t = 0.

RieSenie: Do vztahu (5.26) alebo do vztahov (5.27) dosadime vyrazy (5.4) a (5.24). Dostaneme
vektorovi rovnicu dotyénice vo vSeobecnom bode P(0)

d = [rcost,rsint,ct] + \[—rsint,r cost, c],
alebo parametrické rovnice dotycnice
xr =rcost — Arsint, y =rsint + Arcost, z=ct+ Ac.
Vektorovi rovnicu dotyénice v bode ¢t = 0 mozeme pisat v tvare
d = [r,0,0] + A[0, r, c],

alebo
T=r, Y = Ar, z = Ac.

&

5.3.2 Oskula¢na rovina krivky

Kazda rovina, ktord prechddza dotyc¢nicou regularnej krivky k sa nazyva dotykovou rovinou krivky.
Medzi tymito rovinami existuje vyznamné rovina, ktord sa nazyva oskulaéna rovina krivky. V bode
P(tp) krivky k zostrojme doty¢nicu d. Cez dotyénicu d a dalsi bod P(tg+ h), h # 0 krivky k polozme
rovinu. Oskula¢na rovina 7 v bode P(ty) je limitnou polohou takto zostrojenej roviny pre h — 0.
Za predpokladu, ze v bode P(t) krivky k existuju derivacie

p(to),  B(to) (5.28)

a tieto vektory st linedrne nezavislé, existuje v bode P(ty) prave jedna oskula¢né rovina rovnobezna
s vektormi (5.28). Ak r = [z,y, 2] je oznacenie pre polohovy vektor jej Tubovolného bodu, potom
vektorova rovnica oskulaénej roviny je

(r — p(to)) - (B(to) x B(t0)) =0

alebo
r—xz(to) y—y(to) z— z(to)
(to) y(to) Z(to) | =0.
#(to) #i(to) (o)

V pripade, ze su vektory (5.28) linedrne zavislé, kazda dotykova rovina zostrojend v bode P(tp) je
stcasne oskula¢nou rovinou.

Priklad 11. Uréme rovnicu oskula¢nej roviny ku skrutkovici (5.4) vo vSeobecnom bode a v bode
t=0.

Riesenie: K vypoctu oskulaénej roviny potrebujeme okrem vektorovej funkcie (5.4) a jej derivacie
(5.24) aj druht derivaciu podla parametra ¢

p(t) = [-rcost, —rsint, 0]. (5.29)
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Najskor vypocitame vektorovy sacin
i j k
PXP=| —rsint rcost c¢ |= (5.30)
—rcost —rsint 0
= crsinti—crcost j+ (r¥sin®t + r?cos?t) k = ersint i — crcost j + 2 k.

Ziskany vektor mozeme vydelit nenulovym polomerom r. Nasleduje vypocet skaldrneho stéinu
([x,y,z] — [rcost,rsint,ct]) - [csint, —ccost,r] = 0,
po uprave ktorého dostaneme rovnicu hladanej oskula¢nej roviny v bode ¢
crxsint —cycost+rz—crt =0

avbodet=0
cy —rz=0.

&

5.3.3 Hlavna normala a binormala krivky

Kazda priamka prechédzajica bodom P(tg) reguldrnej krivky & kolmé na dotyé¢nicu sa nazjva nor-
mala krivky k& v bode P(tp). Normalu, ktord lezi v oskula¢nej rovine 7 budeme nazyvat hlavnou
normalou a oznacovat n. Pod pojmom binormala b krivky k& budeme rozumiet priamku, ktora
prechddza bodom P(ty) a je kolma sucasne na prislusni doty¢nicu i hlavni normélu. Binormala je
teda kolma na oskula¢nii rovinu a preto vektorova rovnica binormaly je

b= p(to) + /\(I.)(tO) X ﬁ(to)),

kde A € (—o00,00) je parameter, b je oznacenie pre polohovy vektor fubovolného bodu binormaély
a x,y,z su suradnice tohto vektora, resp. stradnice Iubovolného bodu binormaly. Parametrické
rovnice binormaly si

x =xz(tg) + A

y=1y(to) + A

z=z(to) + A

KedZe pre hrany sprievodného trojhranu plati
b=d x n, d=n x b, n=>bxd,
vektorova rovnica hlavnej normaly je

n = p(to) + A((B(to) x B(to)) X P(to)),
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kde A € (—o00, 00) je parameter, n je oznacenie pre polohovy vektor lubovolného bodu hlavnej normély
a x, Yy, z su stradnice tohto vektora, resp. suradnice fubovolného bodu hlavnej normély. Parametrické
rovnice hlavnej normaly sa

xr = SE(tO) + A (Z"(t())

to to) 2(to

9_'5_(150) y(to) )7
_ | tt) NETORED
y‘“”“(‘f“‘” i(to) ji(to) |‘Z“°) ilto) (to)
(t0) (to) (to)
(to)
5.

<

I

I
8

<

i(to) (o) H(to) ity )

Priklad 12. Uréme rovnice hlavnej normaly a binormély skrutkovice (5.4) vo vSeobecnom bode
a v bode t =0.

z = z(to) + A (Q(to)

RieSenie: V predchddzajucom priklade sme vypocitali vektorovy suéin p x p (5.30), mozeme
teda priamo zapisat rovnicu binormaly v bode ¢

b = [rcost, rsint,ct] + Acsint, —ccost,r]

avbodet=0
b = [r,0,0] + A[0, —c, 7].

K vypoctu hlavnej normély potrebujeme vektorovy sacin
i j k
(DxP)xp=| csint —ccost r |=—(c2+7r?)(costi+sintj). (5.31)
—rsint rcost ¢

Ziskany vektor mozeme vydelif nenulovym —(c? + r2). Potom rovnica hlavnej normély v bode ¢ je
n = [rcost,rsint, ct] + A[cost,sint, 0]

avbodet=0
n = [r,0,0] + \[1,0,0].

[ )

5.3.4 Normalova a rektifika¢na rovina krivky

Hlavna normaéla a binormaéla ur¢uji normalova rovinu v. Tato rovina je kolméa na doty¢nicu krivky
v konkrétnom bode a leZia v nej vsetky normaly. Dotycnica a binormaéla urcuja rovinu, ktort budeme
nazyvat rektifikaéna rovina p. KedZe normélova rovina je kolmé na doty¢nicu, vektorova rovnica
normalovej roviny je

(r —p(to)) - P(to) =0
alebo po zlozkach

(z — z(t0))Z(to) + (¥ — y(to))y(to) + (2 — 2(t0))2(to) = 0.

Rektifika¢na rovina je kolmé na hlavnt normélu, preto vektorova rovnica rektifika¢nej roviny je

(r — p(to)) - ((B(to) x P(to)) x P(to)) =0
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alebo
z — z(to) y —y(to) z — z(to)
i (to) y(to) %(to) _
@(to) 9(to) | |

y(to) %(to) Z(to) @(to)

i(to) Z(to) Z(to) E(to) i(to) (to)
Priklad 13. Uréme rovnice normalovej a rektifika¢nej roviny skrutkovice (5.4) vo vSeobecnom

bode a v bode t = 0.

RieSenie: Vzhladom na vysledky predchadzajacich prikladov nebude fazké zapisat rovnice hla-
danych rovin. Normalova rovina vo vSeobecnom bode ¢ mé rovnicu

([x,y, 2] — [rcost,rsint,ct]) - [-rsint,rcost,c] =0

a po uprave
resint —rycost —cz + At =0.

Normaéalova rovina v bode ¢ = 0 mé rovnicu
([x7 Y, Z] - [T, 07 0]) : [O’ T, C] =0

a po uprave
ry 4+ cz = 0.

Rektifika¢néd rovina vo vSeobecnom bode ¢ mé rovnicu
([x,y, 2] — [rcost,rsint,ct]) - [cost,sint,0] =0

a po uprave
xcost +ysint —r =0.

Rektifika¢né rovina v bode ¢ = 0 mé rovnicu
([x,y,2] —[r,0,0]) - [1,0,0] =0

a po uprave
x—r=

&

5.3.5 Sprievodny trojhran v prirodzenej parametrizacii

Predpokladajme, Ze regularna krivka k je dand vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je
oblik. Ako vieme z (5.23), p’(s) je pre kazdé s € I jednotkovym doty¢nicovym vektorom krivky &

Dalej vieme, Ze vektory p/(s) a p”(s) st rovnobezné s oskula¢nou rovinou. Zo vzfahu (5.23) je zrejmé,
ze pre vsetky s € I plati
p'(s) P(s) =1

Derivujeme obe strany rovnice podla s a dostaneme

p"(s) - p'(s) +P'(s)  P"(s) =0
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a po uprave
2p'(s) - p”(s) = 0.

To v8ak znamen4, Ze v kazdom bode P(s) krivky k je vektor p”(s) bud nulovy alebo nenulovy a kolmy
na doty¢nicovy vektor p’(s). Ak predpokladame druhtt moznost, pozorujeme, Ze nastane len vtedy, ak
je vektor p”(s) rovnobezny s hlavnou normélou n krivky k. Potom jednotkovy vektor hlavnej normaly
je

/!
p’(s)
g = . (532)
Ip”(s)]
Pomocou jednotkovych vektorov dg, ng zostrojime jednotkovy vektor binormaély

bo :do X 1ng.

Vztahy na vypodcet hran a stien sprievodného trojhranu si v prirodzenej parametrizacii jednoduchsie.
Doty¢nica krivky k& v bode P(sp) ma parametrické rovnice

x = x(s0) + Az'(s0), y = y(s0) + Ay (s0), z = z(s0) + AZ'(s0)-
Hlavna normala krivky k& v bode P(sg) mé parametrické rovnice
z=x(s0) + Az"(s0),  y=yls0) +Ay"(s0),  z=2(s0) + A" (s0).

Binormala krivky k£ v bode P(sp) mé parametrické rovnice

x =x(s0) + A

z
Yy = y(SO) + A Z”(So) x”(so) )

2'(s0)  ¥'(s0)

z = z(s0) + A :L'”(So) y”(s())

Normalova rovina krivky k& v bode P(sg) ma rovnicu

(z — 2(s0))7"(50) + (¥ — ¥(50))y'(s0) + (2 — 2(s0))#'(s0) = 0.
Rektifika¢na rovina krivky k& v bode P(sg) mé rovnicu

(x — (s0))2" (s0) + (y — y(50))y" (s0) + (= — 2(50))2" (s0) = 0.
Oskula¢na rovina krivky & v bode P(sp) mé rovnicu

x—x(s0) y—y(s0) z—z(s0)
' (s0) y'(50) 2'(s0) =0.
2"(s0)  y"(s0)  2"(s0)
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Obr. 5.3: Krivost.

5.4 Charakteristiky krivky

5.4.1 Krivost krivky

Pri pohybe dotykového bodu P(ty) po regularnej krivke sa meni smer doty¢nice v tomto bode. Rychlost
zmeny smeru doty¢nice charakterizuje stupeii zakrivenia krivky. Cim viac sa v okoli bodu dotyku krivka
odklana od doty¢nice v tomto bode, tim ma vécsiu prva krivost (alebo krivost ¢i flexiu).

Ak je krivka k definovana vektorovou rovnicou (5.1), potom jej krivost v bode P(ty) vypoc¢itame
zo vztahu
B(to) x B(to)[”
(B(to) - B(t0))?

Ak je krivka dané parametrickymi rovnicami (5.5), potom krivost v bode P(ty) vypocitame zo vztahu

K2 (to) = (5.33)

(to) (to)
Z(to) (o)

(£(to)? + 9(t0)? + £(t0)?)?

y(to) 2(
i(to) Z(t

| +

K2(to) =

Ak je krivka k dand vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je oblik s, potom krivost v bode
P(sp) vypocitame zo vztahu

K(s0) = [p"(so)| (5.34)

alebo

K(s0) = 1/ (" (50))2 + (4"(50))? + (=" (50))2.

Polomer krivosti krivky k& v bode P(tg) je prevratenou hodnotou prvej krivosti krivky &k v tomto
bode, t.j.
1

R(t0) = i)

Priklad 14. Vypo¢itajme prvu krivost v lubovolnom bode skrutkovice (5.4).

RiesSenie: Norma vektorového stcinu (5.30) v ¢itateli vztahu (5.33) je

Ip(to) x P(to)] = \/c2r2 sin?t + c2r2 cos?t + 14 = \/r2(c2 + r2) (5.35)

a skalarny su¢in v menovateli vzfahu (5.33) je vzhladom na (5.24) a (5.29)

p(to) - Pto) = r2sin’t 4+ r2cos’t + ¢ = (r? + ¢2).
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Potom ) )
R O/ G )
(r2 +¢2)3 (r2+ %)%
To znamené, Ze prva krivost
r
K(ty) = ——=
(to) (r2 +¢2)

nezavisi od parametra t, a teda je konstantna pozdlz celej skrutkovice. &
Nutnou a postacujicou podmienkou na to, aby dana regularna krivka bola priamkou je, aby
v kazdom bode tejto krivky bola prva krivost rovnd nule.

5.4.2 KruZnica krivosti krivky, evoluta, evolventa

Kruznica, ktort dostaneme ako limitna polohu kruznice prechadzajtcej tromi réznymi bodmi P(ty),
P(t1), P(t2) krivky k, ktoré nelezia na jednej priamke a body P(t¢1) a P(t2) sa priblizuju k bodu P(ty),
nazyvame kruznica krivosti alebo oskula¢na kruznica. Téato

1. lezi v oskula¢nej rovine krivky & v bode P(tp),
2. jej polomer sa rovna polomeru krivosti R krivky k& v bode P(ty),
3. jej stred S lezi na hlavnej normaéle krivky & v bode P(t).

Polomer r kruznice krivosti krivky nazyvame polomer krivosti a stradnice x; a ys stredu S
kruznice krivosti krivky nazyvame stred krivosti. Krivku [, ktorej body st stredy krivosti krivky k
pre vSetky jej body, nazyvame evoliitou krivky k. Naopak, krivka k je evolventou krivky .

Pravouhly priemet krivky & do jej oskula¢nej roviny v bode P(ty) je rovinné krivka, ktord mé
s danou priestorovou krivkou spolo¢nt kruznicu krivosti v bode P(tp). Preto budeme kruznicu krivosti
spolu s evolutou Studovat v €asti o rovinnych krivkéach.

5.4.3 Torzia krivky

Pri pohybe bodu P(ty) po regularnej krivke sa meni poloha oskula¢nej roviny v tomto bode. Cim

.....

krivost (alebo torziu). Ak je krivka k definovana vektorovou rovnicou (5.1), potom jej torziu v bode
P(tp) vypodi tame zo vztahu
o (1 TR
T(to) = (B(to) x B(to)) p2( 0)
1B(t0) x B(to)|

Ak je krivka dana parametrickymi rovnicami (5.5), potom torziu v bode P(ty) vypo¢itame zo vztahu

o(to) 9(to) 2(to)
i:'f“(to) Q(to) {Z:(to)
Tito) = — | 2 x(t(?) y(t(?) 2(7;0) | | N
y(to) £(to) n Z(to) @ (to) i #(to) 9(to)
i(to) Z(to) Z(to) #(to) Z(to) (to)

Ak je krivka k dand vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parametrom je oblik s, potom torziu v bode
P(sp) vypocitame zo vztahu

)

_ (P'(s0) x P"(50)) - P"(50)
Tlso) = 0" (5%))?
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alebo

T (s0) =

(2"(s0))? + (1" (s0))? + (2" (50))*

Priklad 15. Vypo¢itajme druht krivost v Tubovolnom bode skrutkovice (5.4).

RieSenie: K vypoctu druhej krivosti potrebujeme vektorovy sucin (5.30), jeho normu (5.35) a
tretiu derivaciu vektorovej rovnice skrutkovice (5.4) podla parametra ¢

p(t) = [rsint, —rcost,0].

Potom
crsint, —crcost, r?] - [rsint, —r cost, 0 c
T(t) = =
N r2(c? +r2) 242

Pozdlz skiimanej skrutkovice je aj druhé krivost konstantné. &

5.4.4 Frenetove-Serretove vzorce

Predpokladajme opif, Ze regularna krivka k je danéd vektorovou rovnicou (5.22), v ktorej parameter
s je oblikom. Poznamenajme, ze vektor p”(s) sa nazyva vektor prvej krivosti v bode P(s), teda pre
velkost tohto vektora plati (5.34). Potom vzhladom na (5.32) mozeme pisat

p” =|p”(so)|no = Knyg. (5.36)
Ak pre jednotkovy doty¢nicovy vektor zavedieme oznacenie
do = p/a

rovnicu (5.36) upravime na tvar
o =Kno (5.37)

¢o je prvy Frenetov vzorec.

Poznamka: Prechod od vztahu (5.34) ku vztahu (5.33) na vypocet krivosti najdu zaujemci v (Bu-
dinsky, kap. 3.2., str 60).

V danom bode P(s) krivky k budeme skumaf derivaciu jednotkového vektora binormély by a
ukéze sa, ze dospejeme k druhej krivosti 7. Derivujeme podla parametra s obe strany rovnice

bo-bo =1

a dostaneme vztah
2bg - b = 0,

z ktorého vyplyva, Ze vektor by je v kazdom bode krivky & bud nulovy, alebo nenulovy a kolmy na
vektor bg. Mozeme teda vektor by vyjadrif ako linedrnu kombinéciu vektorov dg,ng, ktoré su tiez
kolmé na bg a pisat

6 = Adg - Tl’l(), (538)

kde A a —7 st nezndme konstanty. Vynasobme skaldrne obe strany tejto rovnice vektorom dg. Do-
staneme tak

bl - do = A. (5.39)
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Ukézeme, ze A = 0. Z rovnice bg - dg = 0 vyplyva dalsim derivovanim, Ze
by - do + bo - dg = 0.

Odtial a zo vztahu (5.37) Tahko overime, Ze bg - dy = Kbg - ng = 0, a teda aj by - dg = 0 a z (5.39)
A = 0. Rovnica (5.38) ma teda tvar
b6 = —Tno. (540)

Nazyvame ju tretim Frenetovym vzorcom.

Citatela zrejme zasko¢ilo, Ze sa v predchadzajicom vyklade nehovori o druhom Frenetovom vzorci.
Tento bude vysledkom nasledujicej konstrukcie.

Hovorime, Ze tri vektory tvoria ortonormalny systém, ak st jednotkové a navzajom kolmé. Zrejme
vektory dg,ng a bg v bode P(s) krivky k tvoria takyto systém. Mozeme vypodéitat vektory dg, ng a
by a vyjadrit ich ako linedrne kombinécie vektorov dg, ng, bg, ¢o zapiSeme nasledovne

/

dy = a11do + a12np + aisbo,
!

ng = ag1do + azeng + az3bo,

/
bO = a31dg + agang + assbg.

Vo vSeobecnom pripade ma matica koeficientov aq1, ais,...,ass tvar
0 a2 a13
—ai2 0 ags

—aiz3 —ag3 O

Dékaz je dostupny v (Budinsky kap. 3.4., str. 66). Vzhladom k (5.37) a (5.40) dostavame tak rovnice

d/O = lCl’lo
n/O = —ICdO +Tb0
bh = —TIIO

Tak sme odvodili Frenetove vzorce, ktoré tvoria zaklad diferencidlnej geometrie kriviek, pretoze
na ne modzeme previest celtt problematiku tejto discipliny.

5.4.5 Prirodzené rovnice krivky

Nech st dané dve spojité funcie
K =K(s)>0, T ="1T(s), (5.41)

kde I ma spojita aspon druhu derivaciu a 7 ma spojiti aspon prvu derivaciu. Potom existuje jedina
krivka, ktora

1. m4 s za oblik a K a 7 za prva a druhu krivost,
2. prechadza Tubovolnym vopred danym bodom pre s = 0,

3. ma v tomto bode Iubovolné vopred dané jednotkové a navzdjom kolmé vektory dg,ng,bg ako
jednotkové vektory dotycnice, hlavnej normaly a binormaly.
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Zadanim funkcii(5.41) je az na svoju polohu v priestore uréend krivka. Veli¢iny s, K, 7 nazyvame
prirodzenymi stradnicami a rovnice (5.41) prirodzenymi rovnicami krivky. Prirodzené rovnice
krivky vyjadruju krivku nezévisle na volbe stradnicovej sustavy.

Priklad 16. Skrutkovica, ktorej prirodzena parametrizacia je (5.25) ma v kazdom bode P(s)
kontantnii nenulovi krivost i torziu. TakZe rovnice

r &

Ks) = r2 4 c2’ Kls) == c? +r?

st prirodzené rovnice skrutkovice (5.4). &

5.5 Rovinné krivky

Krivka k, ktorej vsetky body patria do jednej roviny, sa nazyva rovinna krivka. Cely rad vlast-
nosti rovinnych kriviek sme prebrali spolo¢ne s pojednavanim o priestorovych krivkach, ktorym pre
ich vlastnost K # 0, 7 # 0 hovorime aj krivky dvojakej krivosti. Teraz budeme $tudovat niektoré
vlastnosti rovinnych kriviek, charakterizovanych vlastnostou 7 = 0 vo vSetkych bodoch krivky.

5.5.1 Rovnice rovinnej krivky

Ak zvolime z(t) = 0, vektorova rovnica rovinnej krivky bude

p=p(t) = [z(t),y(O)] = x(O)i+y(1)j,  teJ (5.42)

Rovinni krivku mozeme zapisat parametrickymi rovnicami

x = z(t), y =y(t), ted, (5.43)
explicitne
y = f(x), rxeJ (5.44)
alebo implicitne
h(z,y) =0, (5.45)

ak je funkcia h definovana a spojita na dvojrozmernej oblasti Q € E?. Specidlnym pripadom rovinnej
krivky je graf spojitej nekonstantnej redlnej funkcie f(z).

Priklad 17. Napisme parametrické vyjadrenie Descartesovho listu 2 + 1y = 3zy tak, Ze polozime
y = tx.

Riesenie: Po dosadeni predpokladaného y do rovnice krivky vyjadrime x ako funkciu parametra
t. Z rovnice
2?4 323 = 3ta?

dostaneme po Uprave rovnicu
22 [x(1+13) — 3t] = 0,

odkial bud z = 0 a teda aj y = 0 alebo

3t
xTr =
143
a potom
3t2
y =

143"
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&

Priklad 18. Vektorovou rovnicou
p(t) = [acost, bsint], (5.46)

kde t € (0,27), a > 0, b > 0 je vyjadrend elipsa. Rozpisanim vektorovej rovnice (5.46) dostaneme dve
parametrické rovnice elipsy v tvare

x = acost, y = bsint. (5.47)

Vylauc¢enim parametra ¢ z parametrickych rovnic (5.47) (tak, Ze obe strany prvej, resp. druhej rovnice
vynasobime b, resp. a, obe strany oboch rovnic umocnime a rovnice spoé¢itame), dostavame implicitni

rovnicu elipsy v tvare
2 2
x Y _
2 + i 1=0.

7Z tejto rovnice vypocitame premennu y a ziskame explicitné rovnice elipsy

b2
— 2 2
Yy = b — Ew )
respektive
b2
— 2 2
y=—{/b"— poki
)
Rovinné krivky je mozné vyjadrit aj pomocou polarnych stiradnic ¢ a ¢ v tvare
F(p,0)=0
alebo
0= f(p) (5.48)

Obr. 5.4: Polarne suradnice.

Transformaéné rovnice, s pomocou ktorych sa daji previest pravouhlé stradnice (O, z,y) na po-
larne suradnice (O, ¢, p) a opacne st
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T =pcosyp, y=psing,

p=—arctg L, o=+V/2T 9, (0<¢p<2n)
xr

Priklad 19. V polarnych suradniciach st vyjadrené mnohé rovinné krivky, viicsinou uzito¢né
z hladiska technickych aplikacii.

Hyperbolicka spirdla: o = ¢/, ¢ >0, ¢ > 0.

Archimedova Spirala: ¢ = ap, a > 0.

Logaritmicka Spirala: o =k e*?, kK #0, a > 0.

Kardioida: ¢ = 2a(1 4 cos¢), a > 0. &

5.5.2 DIzka rovinnej krivky

DIlzku rovinnej krivky zadanej rovnicami (5.43), (5.44) a (5.48) mozeme vypocitat pomocou vztahov

sty = [, V@0)%+ u(t))? dt,
s(x) = [2 1+ f(x)?da,
s(p) = [E 0\ 12(0) + f(@)? de.

Priklad 20. Vypoditajme dlzku polkruznice s polomerom r = 1 so stredom v zadiatku, ktora lezi
v 1. a 2. kvadrante.

RiesSenie: K dispozicii mame dve parametrizacie (5.17) a (5.18) zadanej polkruznice. Potom

s(t) = /07T \/(—sint)2 + (cost)? dt = /Oﬂl dt =,

alebo

1 12t o .
0=, w +og = = || = sty =
&

Priklad 21. Vypodéitajme dizku logaritmickej $pirdly o = e¥ medzi bodmi, ktoré zodpovedaji
parametrom ¢ =0 a ¢ = 7.

Riesenie: Vyuzijeme posledny z trojice vzorcov a vypocitame

st) = [y + (e dp = vae - 1),
L)

5.5.3 Dotyc¢nica a normala rovinnej krivky

Pojem dotyc¢nice a normdly ku grafu funkcie y = f(z) v bode [z, f(z0)] je Citatelovi zndmy zo

studia diferencialneho poctu (kapitola 7.4.1., Riesené tlohy z matematiky I.). V kazdom bode P(tg) =

[(t0), y(to)] = [ro,yo] = [zo, f(x0)] regularnej rovinnej krivky existuje prave jedna dotycnica.
Dotyénica v bode P(ty) krivky danej rovnicami (5.42-5.45) je definovana postupne rovnicami

d = p(to) + Ap(to),
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z = x(to) + Ai(to), y = y(to) + Ay(to),
y = f(zo0) + f'(x0)(z — xo),

(z — o)y (Plzo, yo]) + (¥ — yo)hyy (P[0, yo]) = 0. (5.49)

Priamku, ktord prechddza bodom P(ty) a je kolmé na doty¢nicu, nazyvame normalou. Vzhladom
na existenciu jedinej normaly rovinnej krivky nehovorime o hlavnej normale, ale kratko o normale.
Normala v bode P(ty) krivky danej rovnicami (5.42-5.45) je definovana postupne rovnicami

(n —p(to)) - P(to) =0,

z = z(to) — Ay(to), y = y(to) + A&(to),
b
f'(z0)
(z — 20) hy (P[0, y0]) — (¥ — yo) by (Plzo, yo]) = 0. (5.50)

Priklad 22. Néjdime rovnice doty¢nice a normaly ku elipse 22/a? +y?/b?> — 1 = 0 vo vSeobecnom
bode [z, yola v bode [1,0] ak a =1, b = 2.

y = f(zo0) —

(z — o),

Riesenie: Elipsa je dana implicitne, preto na vypocet dotyc¢nice a normaly pouzijeme vzorce
(5.49) a (5.50). Potrebujeme derivacie rovnice elipsy podla = a y

2x
/
L a2’
2y
!/
hy T

Potom rovnica doty¢nice vo vSeobecnom bode elipsy je

2z 2y

(z — 900)? + (y—yo)bﬁ =0
a rovnica normaly vo vSeobecnom bode elipsy je
2y 2x
(z — $0)b—2 —(y— yo)? =0.

Doty¢nica a norméla v bode [1, 0] elipsy 22 + y?/4 — 1 = 0 majt rovnice
2r—1)+0y—0)=0, 0z—1)—2(y—0)=0

a po uprave
rz—1=0, y=0.

V pripade rovinnej krivky nemd zmysel zavadzat dalSie pojmy zndme z thedrie priestorovych
kriviek pod spoloé¢nym nazvom sprievodny trojhran. Poznamenajme len, Ze rovina, v ktorej krivka
lezi, je totozna s oskula¢nou rovinou.
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5.5.4 Krivost rovinnej krivky

Z tvodnych poznamok o rovinnej krivke je zrejmé, Ze v tomto pri pade méa zmysel hovorit len o prvej
krivosti (kratko krivosti) krivky k& v bode P(ty). Tato doleziti charakteristiku krivky vyjadrenej
rovnicami (5.42-5.44) a (5.48) vypocitame zo vztahov

’C2 — |I.) X p|2
(p.p)®
(= i)
(Z"2 + 92)3
ICZ — (y)2
(1+42)?
(¢® +20” — 00")?
(% + 0?)?
Priklad 23. Najdime krivost paraboly y = 2 vo vieobecnom bode a v bodoch P(0), P(1), P(2).

Riesenie: Krivka je dana explicitne, vyuzijeme teda treti z uvedenych vzorcov. K vypoctu po-
trebujeme prvi a druha derivaciu podla z

K? =

=2z, ij=2. (5.51)
Potom krivost paraboly y = 22 vo vSeobecnom bode je
22 4
20\ _ _
= e T e
t.j.
2
K(z) = ——m——=
(@) (14 422)3
a v konkrétnych bodoch
K(0) = 2,

K(1) = 2/v53 =0, 17888,
K(2) = 2/V173 = 0,02853.
)
Priklad 24. Najdime krivost kruznice s polomerom r v jej lubovolnom bode.

RiesSenie: Parametrické rovnice kruznice st

x =rcost, y = rsint, t € (0,2m).
Pretoze
T = —rsint, gy =rcost,
T = —rcost, = —rsint,

podla druhého z uvedenych vzorcov

(r?sin?t +r2cos?t)? 1

KC2(t) = ==
®) (r2sint +r2cos?t)3 12’
to znamena, ze
1
K(t)=-.
()=

Krivost kruznice je v kazdom jej bode rovnaka a je rovnd prevratenej hodnote jej polomeru. &
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5.5.5 KruzZnica krivosti rovinnej krivky

Na vystihnutie zakrivenia krivky v bode P(t) je vyhodné pouzit kruZnicu krivosti (oskula¢ni

kruznicu), ktora
1. méa s krivkou jeden spolo¢ny bod a v nom t1 istti doty¢nicu,
2. jej polomer sa rovna polomeru krivosti krivky & v bode P(t),
3. jej stred S lezi na normale krivky k& v bode P(t).

Ak je krivka dand parametricky (5.43), plati

_ (1’2 4 y2)3/2

i — &gl
) :t2 + y'2
LTs =T — Y >
Yy — XY
B2y
Ys =Y + T—— .
Ty —xY
a ak je krivka dand explicitne (5.44), plati
_ g
71—
1492
Ts =T — —
|3
1+ 92
Ys =Y+ ..y
3|

Priklad 25. Najdime kruznice krivosti paraboly y = x2 v bodoch P(0), P(1).

RiesSenie: Polomer r kruznice krivosti je prevratend hodnota krivosti, preto vzhladom na vysledky

prikladu 22
r(0) =0,5 r(1) = 5,59.

Suradnice x4, ys stredu kruznice krivosti vypoc¢itame zo vztahov (5.52) a (5.53), v ktorych potrebujeme

derivécie (5.51). Zrejme x4(0) = 0,y5(0) = 0,5 a

1422
p(l)=1—2-22 4
2
1+ 22
ys(1) =142 z =3,5

Hladané kruZnice krivosti s

2%+ (y —0,5)% = 0,25,
(z +4)% + (z — 3,5)% = 31,25.
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5.5.6 Evoluata, evolventa

Evoluta je krivka, ktora je mnoZinou stredov krivosti danej krivky k. Pre evolatu ku krivke danej
parametricky (5.43) plati

24P
Te =T — Y >
Yy — Y
32 4 g
Ye =Y+ T—1—.
Ty — Y

Pozorny citatel si zrejme v§imne, Ze tieto rovnice st zovSeobecnenim rovnic stredu krivosti.

Ak krivka [ je evolutou krivky k, tak krivka k je evolventou krivky [. Analytické vyjadrenie
evolventy je zlozitejsie a vyzaduje si viypocet integralov. Poznamenajme asporti, ze dotycnica k evolute
je normalou evolventy.

Priklad 26. Né&jdime rovnicu evolaty k parabole y = z2.

RieSenie: Parametriské vyjadrenie paraboly a jeho derivacie podla parametra t s

r=t y=1t*
r=1, y=2t,
r=0, y=2
Rovnice hladanej evolity st
1+ (2t)? 3
=t—2t —4t
e 1.2-0-2 ’
1+ (2t)* 5
=41 t
Ye + 12-0.% 3t +0,5

[ )

5.5.7 Prirodzené rovnice rovinnej krivky

Ak prirodzené rovnice rovinnej krivky st (5.41), kde samozrejme 7 = 0, potom parametrické rovnice
tejto krivky mézeme pisat v tvare

x(s) = [cos([K ds+ c1) ds+ ca,
y(s)= =L [sin(fKds+c1)ds+ cs,

kde c1, ¢, c3 st Tubovolné redlne konstanty.
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Cvicenia
1. Najdite parametrické rovnice priestorovej krivky, ktora je priese¢nikom ploch

a) y:x2, Z:exv

b) z = 2% — % 22 +y? = a?,
c) X —z+y=0,22+2-1=0.
2. N4jdite dlzku priestorovej krivky
T =4t, y=6t2, 2 =6t3, t € (0,1),
b) p(t) = [2t,Int, %], t € (1,€),

d) p(t) =3t2i+ (2t +3) j + 3t3 k, od bodu P = [12, 1, —24] po bod P(t),

a)
)
c) # =elcost, y=-elsint, z =¢!, t € (0, ).
)
e) x =cos>t, y =sin®t, z = cos2t, t € (0,1).
3. Najdite prirodzenti parametrizaciu priestorovej krivky
a) v =elcost, y=e'sint, 2 = e,

4. Uréte doty¢nicu, hlavni normdlu, binorméalu, oskula¢nt rovinu, prvi a druht krivost priestorovej
krivky v danom bode

a) =12, y=1t3 z=t+1vbodet=1,
b) z=2t+1,y=t>—1, z=13 v bode t =0,
c) © =elcost, y=e'sint, z=-e', vbode t =0

5. Ukazte, Ze pre krivku o = t,y = t2/2,2z = t3/6 plati £ = 7.
6. Najdite rovnice doty¢nice a normaly rovinnej krivky v danom bode

a) y=x3vbodochsz=0asx=1,
b) y =sinz v bodochsx=0asz =m,
c) x=t3—2t y=1t>+1v bode P[1],
d) x = cos®t, y = sin®t vo vSeobecnom bode,
e) (#2 +y?)%r —y? =0 v bode P = [1/2,1/2],
f) 2%/a® — y?/b? = 0 vo vieobecnom bode P = [z0, yol,
g) 7 =cose v bode ¢ = /4.
7. Najdite dlzku rovinnej krivky medzi danymi bodmi

a) y = 2%/2 medzi z1 a x,

b) x = cost +tsint, y =sint — t cost medzi t; a tg,

c) y=a2/4— (Inx)/2 medzi z1 = 1 a z9 = 4,
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d) = =8at?, y = 3a(2t> — t*) medzi t; = 0 a ty = /2,

e) r=14cosp medzi o1 =0 a pg = 7.

8. Urcte krivost rovinnej krivky v danom bode

a) y = sinx vo vSeobecnom bode z,

b) z = = t3 vo vieobecnom bode t,

c) x =acost, y=bsint vo vieobecnom bode ¢,
d) r = ap vo vSeobecnom bode ¢,

e) y=2* v bode P = [0,0].
9. Najdite evolutu rovinnej krivky
a) y=x°,

b) y =1Inz.
Vysledky cviceni
1.

a) r=t, y=1t> z=¢l, t € (—00,00),

(¢

r=t,y=t—13 z2=1-1% t € (—o0,00).

)
b) z =acost, y =asint, z = a’cos2t, t € (—o0, 00),
)

185

2. a) 10, b) e?, ¢)V3(em —1), d)3t2+2t—28, e) (5sin’t)/2.
Lo
a) d(1) = [1+ 2\, 1+ 3),2], (1):1—8>\1+9>\2—11)\] b(1) = [1 -3, 1,2+ 3], 7(1) =
3z —y—3z+4=0, K1) = /%, T(
b) d(0) = [1 + A, ~1,0], n(0) = [1,A,0], b(0) = [1,~1,A}, 7(0) = 2 =0, K(0) = 3, T(0) = 3
c) d(0)=[14+MAN14+ A, n0)=[1-=XA\1, b(0)=[1-X\,-N1+2\, 7(0)=z+y—22+1=
0, K(0)=¥2, T(0) =4
5.K=T = oy
6.
a) d(0)=y=0,n0)=2=0; d(1)=3z—-y—2=0,n(l)=2+3y—4=0;
b) d0)=y=z, n0)=x=—-y; dir)=z+y—7=0,n(n)=r—y—7=0;
c)d(l)=2x—y+4=0,n(l)=x+2y—3=0;
d) d(t) = 2xsint + 2ycost —sin2t =0, n(t) = xcost — ysint — cos 2t = 0;
e) d(1/2,1/2) =4z — 2y —1=0, n(1/2,1/2) = 2z + 4y — 3 = 0;
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T T
) d(o,y0) = 50 — L0 = 1,
_ 2 o b2
n(wo,yo) — ($ l’o) a 4 (y yo) —0:;
o Yo

g) d(n/4)=y—1/2=0,n(r/4)=2—-1/2=0

7.a) (44 922)%% — (44 921)%2]/27, b) (t3 —13)/2, c) 15/44+1In2, d) 24a, e) 4.

8. a) |sinz|/(14cos? )32, b) 6/[t(4+9t2)%/?], c)ab/(a?sin® t+b%cos?t)%/2, d) (2+¢?)/a(1+p?)3/?
e) 0.

9.a)x=—4t3 y=3t2+1/2, b)x=2t+1/t, y=Int—t> - 1.



