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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 
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⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−
− −
− −
− −

∼ ∼ ∼

∼

( )

s r s rh h 3 n 4 h h n nekonečně mnoho řešení= = = = < ⇒

2

1

1,8

8

x 3

= −

= −

=

4

3 4 3

1 1 3 2 0 01 1 3 20 0 7 14 11 0 00 7 14 110 9 0 090 0 20 0 0 27 7
5 0 9 0 0 0 00 0 2 0 07

volíme x 2,8 , z matice vyplývá :
9 92x x 0 2x 2,8
7 7

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

= −

− = − ⋅ − =

∼ ∼

( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 3

3

4 2 2

2 2

1 2 3 14 1

1

0 2x 3,6 0 2x 3,6

7x 14x 11x 0 7x 14 1,8 11 2,8 0 7x 25,2 30,8 0
7x 5

Soustava rovnic má řešení např

6 0 7x 56
x x 3x 2x 0 x 8 3 1,8 2 2,8 0 x 8 5

x

x
,

.: ; ; ,

4 5,6
x 3 0

,

0

;

+ = = − ⇒

− − = − ⋅ − − ⋅ − = + + =

+ = = − ⇒

− + + = + + ⋅ − + ⋅ − = + − − =

− =

∞ − − −

⇒

3 8 1 8 2( ).8
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 17 / strana 9 

Řešte soustavu rovnic: 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2x 3x 4x 5x 26
3x 4x 5x 2x 25
4x 5x 2x 3x 24
5x 2x 3x 4x 23

2 3 4 5 26 2 3 4 5 26 2 3 4 5
3 4 5 2 25 0 0,5 1 5,5 14 0 1 6 7
4 5 2 3 24 0 1 6 7 28 0 0,5 1 5,5
5 2 3 4 23 0 5,5 7 8,5 42 0 5,5 7

+ + + =
+ + + =
+ + + =
+ + + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∼ ∼

26
28
14

8,5 42

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

∼

 

4

3 4 3

s rh h n 4 jedno řešení

2

= = = ⇒

=

3

2

x 2

2

1

=

=

=

4

2 3 4 5 26 2 3 4 5 26 2 3 4 5 26
0 1 6 7 28 0 1 6 7 28 0 1 6 7 28
0 0 2 2 0 0 0 2 2 0 0 0 2 2 0
0 0 26 30 112 0 0 13 15 56 0 0 0 28 56

z matice vyplývá :
28x 56
2x

/

2x 0 2x 2

: 2

x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − − − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⇒
− = −

∼ ∼ ∼

( )

3 3

2 3 4 2 2

2 2

1 2 3 4 1

1

1

1 1

2 0 2x 4 0 2x 4
x 6x 7x 28 x 6 2 7 2 28 x 12 14 28
x 26 28 x 2

2x 3x 4x 5x 26 2x 3 2 4 2 5 2 26 2x 6 8 10 26
2
Soustava rovnic má jedno řeše

x 24 26 2
ní ; ; ;

x

xx 2
.

⋅ = − = = ⇒

− − − = − − − ⋅ − ⋅ = − − − − = −

− − = − − = − ⇒
+ + + = + ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + + =

+ = = ⇒

1 2 2 2

0

0

 
 
 
Příklad 18 / strana 9 

Řešte soustavu rovnic: 
x 3y 2z

2x y 3z 0
3x 5y 4z 0

x 17y 4z

+ + =
− + =
− + =
+ + =
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

s r s rh h 2 n 3 h h n nekonečně mnoho řešení

1

= ⇒= = = <

=

11x =

1 3 2 0 1 3 2 0 1 3 2 0
2 1 3 0 0 7 1 0 0 7 1 0
3 5 4 0 0 14 2 0 0 0 0 0
1 17 4 0 0 14 2 0 0 0 0 0

volíme z 7 , z matice vyplývá :
7y z 0 7y 7 0 7y 7

x 3y 2z
y

0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −
− − = − + = − = − ⇒

+ + =

∼ ∼

( )
( )Soustava rovni

x 3 1 2 7 0 x

c má řešení např. : ; ;

3 14 0

.∞

+ ⋅ + ⋅ − = + − ⇒=

−11 1 7
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Vektory 
 
Příklad 1 / strana 17 

1 10 1 0
2 3 0 0 1 10 1 0 1 10 1 0 1 10 1 0 1 10 1 00 17 2 0
5 7 0 0 2 3 0 0 0 17 2 0 0 17 2 0 0 17 2 070 0 06 0 1 0 6 0 1 0 0 63 7 0 0 0 7 0 0 0 7 017
1 10 1 0 5 7 0 0 0 43 4 0 18 0 0 18 0 0 0 0 00 0 0

17

⎛ ⎞
⎜ ⎟

Zjistěte, zda vektory a (2; 3; 0), b (5; 7; 0), c (-6; 0; 1) a d (1; 10; 1) jsou lineárně 

závislé. 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ ∼ ∼ ∼ ∼

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
⎜ ⎟ 
⎜ ⎟
⎝ ⎠ 

 

Hodnost matice h = 3 a počet uvažovaných vektorů n = 4  ⇒  h < n ⇒ vektory jsou 

lineárně závislé. 
 

Příklad 2 / strana 17 

Zjistěte, zda vektory a (3; 2; 0; 1), b (1; 0; 0; 1), c (2; 4; 2; 1) a d (5; 2; 3; 1) jsou 

lineárně závislé. 

 ⎛
 ⎜⎜
 ⎜
 ⎜⎝

1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1
3 2 0 1 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2
2 4 2 1 0 4 2 1 0 0 2 3 0 0 2 3
5 2 3 1 0 2 3 4 0 0 3 2 0 0 0 6,5

Hodnost matice h = 4 a počet uvažovaných vektorů n = 4  ⇒  h = n ⇒ vektory jsou 

lineárně nezávislé. 

 

Příklad 3 / strana 17 

Zjistěte, zda vektory a (1; 0; 0), b (2; -1; 1) a c (1; 1; 3) jsou lineárně závislé. 

 ⎛
 ⎜
 ⎜⎝

⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∼ ∼ ∼
⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜
−

400
110
001

310
110
001

311
112
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

Hodnost matice h = 3 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h = n ⇒ vektory jsou 

lineárně nezávislé. 
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 4 / strana 17 

Zjistěte, zda vektory a (1; 0; -2), b (3; 1; 0) a c (-2; 1; 10) jsou lineárně závislé. 

 ⎛
 ⎜
 ⎝

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜

Hodnost matice h = 2 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h < n ⇒ vektory jsou 

lineárně závislé. 

 

Příklad 5 / strana 17 

Zjistěte, zda vektory a (5; 2; -2), b (3; 1; -1) a c (-1; 0; 0) jsou lineárně závislé. 

 ⎛
 ⎜
 ⎜⎝
Hodnost matice h = 2 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h < n ⇒ vektory jsou 

lineárně závislé. 
 

Příklad 6 / strana 18 

Zjistěte, zda vektory a (3; 2; 1), b (1; -2; 2) a c (1; 2; -3) jsou lineárně závislé. 

 ⎛
 ⎜
 ⎜⎝

⎜

−

−

000
610
201

610
610
201

1012
013
201

⎜

−
−
−

000
110

001

220
110

001

225
113

001

001
113
225

⎜

−
−

500
540
321

1040
540
321

123
221
321

321
221
123

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

Hodnost matice h = 3 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h = n ⇒ vektory jsou 

lineárně nezávislé. 
 

Příklad 7 / strana 18 

Zjistěte, zda vektory a (2; 3; 0), b (5; 7; 0) a c (0; 1; 2) jsou lineárně závislé. 

 

 

 

 

y z xx y z y z x y z x
1 2 02 3 0 1 2 0 1 2 0
0 14 55 7 0 7 0 5 0 14 5

10 1 2 3 0 2 0 6 2 0 0
7

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∼ ∼ ∼ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟

⎜ ⎟
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Hodnost matice h = 3 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h = n ⇒ vektory jsou 

lineárně nezávislé. 

 

 

Příklad 8 / strana 18 

Zjistěte, zda vektory a (2; 1; 0), b (3; 3; 2) a c (1; 2; 1) jsou lineárně závislé. 

 ⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
∼

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

100
130

121

230
130

121

012
233
121

121
233
012

 ⎜
⎜

 ⎜⎝
Hodnost matice h = 3 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h = n ⇒ vektory jsou 

lineárně nezávislé. 

 

Příklad 9 / strana 18 

Určete z-ovou souřadnici vektoru a tak, aby vektory  a (4; 1; az), b (2; -1; -3) a c (-1; -

1; -1/2) byly lineárně závislé. 

  

( ) ( )[ ]

2−=⇒=+=+−

=+−⇒

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−
−−

−−−

∼

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−−

∼

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−−

∼
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

 

 

 

 

 

Příklad 10 / strana 18 

Určete souřadnici  x vektoru a tak, aby vektory  a (ax; 1; -2), b (1; 2; -3/2)           a c 

(2; 2; 1) byly lineárně závislé. 

 

 

 

 

 

 

⎜
⎝

⎜

⎜

−−−

−−

zzz

z

zzz

z

a02a042

042a
42a00

430
2
111

2a30
430
2
111

a14
312
2
111

2
111
312

a14⎛

⎜

a

( ) ( )[ ]

( )[ ]

0=⇒=−+

=−+⇒

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+

∼

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

∼

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
∼

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−

−

xx

x

xxx

x

a044

044a

44a00
450
221
xyz

4a50
450
221
xyz

a12

12
2
3

221
xyz

122
2
321

21a
zyx

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎝

a
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 12 / strana 19 

Je dán bod M (5; -3; 4) [m], určete délku ⏐OM⏐ a jeho směrové úhly a výsledek 

ověřte. 
( )22 2

1

2

3

OM 5 3 4 25 9 16 50 ,

a 5cos ,
7,0711OM

a 3cos , ´
7,0711OM

a 4cos , ´
7,0711OM

= + − + = + + = =

α = = = α = °

−
β = = = − β = °

γ = = = γ = °

7 0711 m

0 7071 45

0 4243 115 6

0 5657 55 33

JJJJG

JJJJG

JJJJG

JJJJG

 

 

 

 

 

 

 

 

Příklad 15 / strana 19 

Síla F (2; 3; 2) [N] posunula těleso z bodu A (3; 0; 1) [m] po přímce do bodu B (1; 2; 

3). Jakou přitom vykonala práci? 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

s A
G J

B B A b a ; b a ; b a 1 3 ; 2 0 ; 3 1

2; 2; 2

.s F .s F .s F .s 2. 2 3.2 2.2 4 6 2

= = − = − − − = − − − =

= = + + = − + + = − + + = 6J

JJG

G G
 = −

 W F

 

 

Příklad 16 / strana 19 
Určete práci, kterou vykoná síla F (5; 3; 1) [N] působící z bodu X (0; 0; 1)  [m] po přímé dráze do 

bodu Y (1; 1; 3) [m] a určete úhel, který svírá síla F a dráha s. 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )[ ]

( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

 s X

 

 

 

 

 

 

Y Y X y x ; y x ; y x 1 0 ; 1 0 ; 3 1

1; 1; 2 N

F.s F .s F .s F .s 5.1 3.1 1.2 5 3 2
W 10 10. s .cos cos

25 9 1. 1 1 4F . s 5 3 1 . 1 1 2

10 10 10 0,6901 =
5,9161.2,4495 14,491535. 6

= = − = − − − = − − − =

= = + + = + + = + + =

= ϕ ⇒ ϕ = = = =
+ + + ++ + + +

= = ϕ

10J

G JJJG

G G

G G
G G

´°46 21

=

W

W F

= =
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 17 / strana 19 
Chlapec táhne sáňky do kopce silou F (100; 0; 20) [N] po dráze s (20; 0; 1) [m]. Jakou vykoná práci 

a jaký úhel svírá F a s? 

 ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

W
 

 

 

 

 

F.s F .s F .s F .s 100.20 0.0 20.1 2000 0 20
W 2020 2020W F . s .cos cos

10000 400. 400 1F . s 100 0 20 . 20 0 1

2020 2020 2020 0,9891 = ´
101,9804.20,025 2042,157510400. 401

= = + + = + + = + + =

= ϕ ⇒ ϕ = = = =
+ ++ + + +

= = ϕ °

2020 J

8 28

G G

G G
G G

= =

Příklad 18 / strana 19 
Určete práci, kterou vykoná síla F = 6 N o směrových úhlech 45°; 60°; 60° jestliže působí po dráze 

s = ( [) ]5 2; 6; 3 m− . Dále určete jaký úhel svírají F a s. 

 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

2
2

3
3

1 1 2 2 3 3

f 2
 cos f cos . F cos 45 .6 .6

2F

f f cos . F cos 60 .6 0,5.6
F

f f cos . F cos 60 .6 0,5.6
F

; N

2F.s F .s F .s F .s 6 .5 2 3. 6 3.3 30 18 9
2

. s .cos cos

α = ⇒ = α = ° = =

β = ⇒ = β = ° = =

γ = ⇒ = γ = ° = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = + + = + − + = − + =

= ϕ ⇒

26
2

3

3

26 3 3
2

21 J

G
G

G
G

G
G

G G

G G

 

 cos

 

 cos

 

 F ;
G

 

 W

 

 
W F

( ) ( )
 

 
 

 

 

 

Příklad 19 / strana 20 
Vypočítejte práci, kterou vykoná síla F (3; 2; 1) [N] působící po dráze s (1; 2; 3) [m]. Určete úhel, 

který svírají F a s. 

2
2 22 2 2

W 21
F . s 26 3 3 . 5 2 6 3

2

21 21 21 21 0,3591 ´
6.9,7468 58, 480818 9 9. 50 36 9 36. 95

ϕ = = =
⎛ ⎞

+ + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = = ϕ = °
+ + + +

68 57

G G

( ) ( )

= =

( ) 

 

 

 

( )

1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

2

W F.s F .s F .s F .s 3.1 2.2 1.3 3 4 3
W 10 10 10W F . s .cos cos

9 4 1. 1 4 9 14. 14F . s 3 2 1 . 1 2 3

10 10 0,7143 = ° ´
1414

= = + + = + + = + + =

= ϕ ⇒ ϕ = = = = =
+ + + ++ + + +

= = = ϕ

10 J

44 24

G G

G G
G G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 20 / strana 20 
Vypočítejte práci, kterou vykoná síla F (5; 1; 1) [N] působící po dráze s (3; 5; 5) [m] a určete úhel, 

který svírají F a s.  

 
( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2

F.s F .s F .s F .s 5.3 1.5 1.5 15 5 5
W 25 25. s .cos cos

25 1 1. 9 25 25F . s 5 1 1 . 3 5 5

25 25 25 0,6264 = ° ´
5,1962.7,6811 39,912827. 59

= = + + = + + = + + =

= ϕ ⇒ ϕ = = = =
+ + + ++ + + +

= = ϕ

25 J

51 13

G G

G G
G G

 
W

 W F

 

 = =

 

Příklad 21 / strana 20 
Jakou potenciální energii (v homogenním gravitačním poli) získá těleso o hmotnosti m = 5 kg, 

pohybuje-li se z počátku souřadnicového systému do bodu X (3; 1; 2) [m] ? Jaký úhel svírá dráha 

uvedeného pohybu svislým směrem daný osou z? Orientace gravitačního pole je dána kladným 

směrem osy z. 

[ ]
[ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )

p

2

1 2 3

p 1 1 2 2 3 3

 E m

 

 

 

.g.h J

(0;0;10) m.s F m.g 5.(0; 0; 10) 5.0 5.0 5.10 ( ; ; )

X X 0 x 0 ; x 0 ; x 0 3 0 ; 1 0 ; 2 0 ; ; m

F.s F .s F .s F .s 0.3 0.1 50.2 0 0 100

−

=

= ⇒ = = = + + =

= = − = − − − = − − − =

= = + + = + + = + + =

0 0 50 N

3 1 2

100 J

G G

G G G

JJG

G G

g

h 0
G J

E

 

Příklad 23 / strana 21 

Síla F = 4 N o směrových úhlech (60°; 60°; 45°) způsobí posunutí s ( 1;2; 2)= −
G

[m]. Jakou při tom 

vykoná práci? 

[ ]

( ) ( ) ( ) ( )

1
1

2
2

3
3

1 1 2 2 3 3

fcos f cos . F cos 60 .4 0,5.4
F

fcos f cos . F cos 60 .4 0,5.4
F

f 2cos f cos . F cos 45 .4 .4
2F

F ; ; N

2W F.s F .s F .s F .s 2. 1 2.2 4 . 2 2 4 4
2

α = ⇒ = α = ° = =

β = ⇒ = β = ° = =

γ = ⇒ = γ = ° = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = + + = − + + = − + + =

2

2

24
2

22 2 4
2

6 J

G
G

G
G

G
G

G

G G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 24 / strana 21 
Síla F (-3; -1; 0) [N] způsobí posunutí hmotného bodu po dráze s (-1; -3; 2) [m]. Jakou vykoná 

práci, jaký úhel svírá F a s. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3

2 2 2 22 2

F.s F .s F .s F .s 3. 1 1 . 3 0.2 3 3 0
W 6 6. s .cos cos

9 1 0. 1 9 4F . s 3 1 0 . 1 3 2

6 6 6 0,4899 = ° ´
3,1623.3,873 12,247610. 15

= = + + = − − + − − + = + + =

= ϕ ⇒ ϕ = = = =
+ + + +− + − + − + − +

= = ϕ

6 J

60 39

G G

G G
G G

 W

 

 
W F

 

 
= =

 

 

 

Příklad 25 / strana 21 

Hmotný bod se pohybuje z počátku do bodu M (10; -10; 20) [m] za působení stálé 

síly. Určete velikost této síly, jestliže svírá se směrem dráhy úhel α = 60° a vykoná 

práci W = 6 J. 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]

( )

1 2 3

22 2

s
G J

0M M 0 m 0 ; m 0 ; m 0 10 0 ; 10 0 ; 20 0 ; ; m

W 6 6. s .cos F
100 100 400.0,5s .cos 10 10 20 .cos 60

6 6 6 ,
24, 4949.0,5 12, 2475600.0,5

= = − = − − − = − − − − = −

= α ⇒ = = = =
+ +α + − + °

= =

10 10 20

0 4899 N

JJG

G G G
G W F

 

 = =

 

 

 

Příklad 26 / strana 21 

Určete skalární a vektorový součin vektorů a (3; -2; 0) a b (3; 0; 2). 

 ( )

( ) ( ) ( ) (

1 1 2 2 3 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

 

 

 

 
)

b a .b a .b a .b 3.3 2 .0 0.2 9 0 0

i j k
a a a a a a

a a a i j k
b b b b b b

b b b

2 0 3 0 3 2
i j k 4 0 i 6 0 j 0 6 k ; ;

0 2 3 2 3 0

⋅ = + + = + − + = + + =

× = = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− −
= ⋅ − ⋅ + ⋅ = − + − − + − − = − − + = − −⎡ ⎤⎣ ⎦

9

4i 6

a
G G

a b
G G

j 6k 4 6 6
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 27 / strana 21 

Vypočtěte: , pro a (2; -3; 1) a b (3; 0; 0). ( ) (a b a b+ × −
G G G G )

 

 

 

 

 

 

 

 

Příklad 28 / strana 21 

Vypočtěte:  , pro u (1; 2; 3), v (2; 3; 1) a z (3; 1; 2). ( )u v z× ×
G G G

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Příklad 29 / strana 21 

Určete vektorový a skalární součin vektorů a (-1; 2; 4) a b (5; 4; 8) 

 

 

 

 

 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3 ( )
a b ; a b ; a b 2 3; 3 0; 1 0 ; ;

a b ; a b ; a b 2 3; 3 0; 1 0 ; ;

+ = + + + = + − + + = −

− = − − − = − − − − = − −

5 3 1

1 3 1
G G
a b
G G

a b

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

( ) ( )

a b
G G

)

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

a b ; a b ; a b 2 3; 3 0; 1 0 ; ;

a b ; a b ; a b 2 3; 3 0; 1 0 ; ;

i j k
3 1 5 1 5 3

a b a b 5 3 1 i j k
3 1 1 1 1 3

1 3 1

3 3 i 5 1 j 15 3 k ; ;

+ = + + + = + − + + = −

− = − − − = − − − − = − −

− −
+ × − = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− − − −
− −

− − − − − + − − = − − = − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

5 3 1

1 3 1

0i 6j 18k 0 6 18

G G

G G G G

a b

= −

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

u v z nejprve vypočítáme u v

i j k
2 3 1 3 1 2

1 2 3 i j k 2 9 i 1 6 j 3 4 k
3 1 2 1 2 3

2 3 1

; ;

i j k
5 1 7 1 7 5

u v z 7 5 1 i j k
1 2 3 2 3 1

3 1 2

10 1 i 14 3 j 7 15 k ; ;

× × ×

× = = ⋅ − ⋅ + ⋅ = − − − + − =

+ − = − −

− − − −
× × = − − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

= − − − − − − + − − = + − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

7i 5j k 7 5 1

11i 11j 22k 11 11 22

G G G G G

G G G

u v
G G

= −

( ) ( ) ( ) (

( )

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

1 1 2 2 3 3

i j k i j k
a a a a a a

)

a a a 1 2 4 i j k
b b b b b b

b b b 5 4 8

2 4 1 4 1 2
i j k 16 16 i 8 20 j 4 10 k ; ;

4 8 5 8 5 4

b a .b a .b a .b 1 .5 2.4 4.8 5 8 32

× = = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− −
− ⋅ + ⋅ = − − − − + − − = + − = −

⋅ = + + = − + + = − + + =

0i 28

a b

j= ⋅

a

14k 0 28 14

35

G G

G G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 30 / strana 22 

Určete vektorový a skalární součin vektorů u (1; 2; 3) a v (2; 3; 4). 

 

 

 

 

 

 

Příklad 31 / strana 22 

Určete vektorový a skalární součin vektorů x (-1; 2; 3) a y (2; 0; 5). 

 

 

 

 

 

 

Příklad 32 / strana 22 

Jsou dány vektory a . Vypočítejte ( 2; 4;1) a b(0; 3;8)− − −
G G

( ) (a b a a b a b)× × × ×
G G G G G G

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 1 2 2 3 3u u .v u .v u .v 1.2 2.3 3.4 2 6 12⋅ = + + = + + = + + = 20u
G G

( ) ( ) ( ) (

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

i j k i j k
u u u u u u

u v u u u 1 2 3 i j k
v v v v v v

v v v 2 3 4

2 3 1 3 1 2
i j k 8 9 i 4 6 j 3 4 k ; ;

3 4 2 4 2 3

× = = = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

= ⋅ − ⋅ + ⋅ = − − − + − = − + − = − −i 2

G G

)j k 1 2 1

( ) ( ) ( ) (

( )

2 3 1 3 1 2
1 2 3

2 3 1 3 1 2
1 2 3

1 1 2 2 3 3

i j k i j k
x x x x x x

)

x x x 1 2 3 i j k
y y y y y y

y y y 2 0 5

2 3 1 3 1 2
i j k 10 0 i 5 6 j 0 4 k ; ;

0 5 2 5 2 0

y x .y x .y x .y 1 .2 2.0 3.5 2 0 15

× = = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− −
− ⋅ + ⋅ = − − − − + − = + − = −

⋅ = + + = − + + = − + + =

10i 11

x y

j= ⋅

x

4k 10 11 4

13

G G

G G

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2 3

1 2 3

a b a nejprve vypočítáme a b

i j k i j k
4 1 2 1 2 4

a a a 2 4 1 i j k
3 8 0 8 0 3

b b b 0 3 8

32 3 i 16 0 j 6 0 k ; ;

i j k
16 6 29 6 29 16

a b a 29 16 6 i j k
4 1 2 1 2 4

2 4 1

16 24

× × ×

− − − −
× = = − − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− −
−

− − − − − + − = − + + = −⎡ ⎤⎣ ⎦

− −
× × = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− − − −
− −

−⎡

29i 16j 6k 29 16 6

G G G G G

G G G

( ) ( ) ( )

( ) ( )

a b
G G

= −

= −

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

i 29 12 j 116 32 k ; ;

b a b nejprve vypočítáme b a

i j k i j k
3 8 0 8 0 3

b b b 0 3 8 i j k
4 1 2 1 2 4

a a a 2 4 1

3 32 i 0 16 j 0 6 k ; ;

− − + + + = + + =⎤⎣ ⎦

× × ×

− −
× = = − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− − − −
− −

− − − − − + − = − − = − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

40i 17j

b a

= −

148k 40 17 148

29i 16j 6k 29 16 6

G G G G G

G G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( )

( ) ( ) ( ) (

i j k
16 6 29 6 29 16

b a b 29 16 6 i j k
3 8 0 8 0 3

0 3 8

128 18 i 232 0 j 87 0 k ; ;

− − − −
× × = − − = ⋅ − ⋅ + ⋅ =

− −
−

= − − − − + − − = − − − = − − −146i 232 )j 87k 146 232 87

G G G

 

 

Příklad 33 / strana 22 

Pomocí vektorového počtu dokažte, že trojúhelník ABC, s vrcholy A (3; 6), B (-4; 3) 

a C (1; 1), je pravoúhlý a vypočtěte jeho obsah. 

 
B (-4; 3) 

 

 

 

Důkaz, že je trojúhelník 

pravoúhlý provedeme s pomocí 

Pythagorovy věty . 2 2 2c =a +b

Nejprve zjistíme velikosti 

vektorů a , b , c
G G G

: 

 

 

 

 

Bude-li se 
2 2 2

a b c+ =
G G G

 pak je  pravoúhlý. ABC+

 

 

 

 

 

 

 

 

X 

A (3; 6) C (1; 1) 

•

•

Cv

a BC=
G JJJG

c AB=

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( G JJJG

b CA=
G JJJG

α

β
)

;6 ,B 4;3 ,C 1; 1

C C B 1 4 ; 1 3 ;

A A C 3 1;6 1 ;

B B A 4 3;3 6 ;

= = − =

= = − = − − − = −

= = − = − − =

= = − = − − − = − −

5 2

2 5

7 3

JJJG

JJJG

JJG

A 3

a B
G

b C
G

c A
G J

γ
2
γ

c

c AB
v

2 2
= =

G JJJG

( )

( ) ( )

22 2 2
x y

2 2 2 2
x y

2 22 2

a a

x y
GG G GG

c>a a c>b⇒c=pře

a 5 2

b 2 5

c 7 3

= + = + − =

= + = + =

= + = − + − =

29

29

58

G

G
b b

c c
G

pona

( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

c

a b c a zároveň a b ABC je pravoúhlý rovnoramenný 45

c AB
v

2 2

+ = = ⇒ ⇒ α = β = °

= =

G G G G G
+

G JJJG

2 2 22 2 2

2

a b c

c 29 29 58 29 29 58

45 CAX je opět pravoúhlý rovnoramenný
2

58c 58c 58.a v b v c v 582 2 2
2 2 2 2 2 2 4

+ = + = + = ⇒ =

γ
= ° ⇒ ⇒

⋅⋅ ⋅ ⋅
= = = ⇒ = == =

58 58
G

+

G
G

+ + ,= 14 5

a b
G G

α =

S S
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 35 / strana 23 

Určete obsah rovnoběžníku ABCD, je-li strana ( )a AB 3; 2; 1= = −
G JJJG

 a  úhlopříčka 

. ( )e AC 5; 1;3= = −
G JJJG

e AC=
G JJJG

 

Nejprve vypočítáme úhel ϕ , který svírají strana a
G

 s úhlopříčkou : e
G

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 22 2 2 2

a

22 2
a

3.5 2 . 1 1.3a e 15 2 3cos
9 4 1. 25 1 9a e 3 2 1 . 5 1 3

20 0,9035 ´ a 14 ; e 35
14. 35

XC
sin XC v sin e sin 25 22́ 35 ,

e

S a v 3 2 1 2,5345 9 4 1 2,5345 14 2,

+ − − +⋅ +
ϕ = = = =

+ + + +⋅ + − + + − +

= = ⇒ ϕ = ° = =

ϕ = ⇒ = = ϕ⋅ = ° ⋅ =

= ⋅ = + − + ⋅ = + + ⋅ = ⋅

25 22

2 5345

G G
G G

G G

JJJG
JJJG G G

G

G G
. 5345 ,9 483�

+

 

   

 

  

 

a AB=
G JJJGϕ i

A B

CD

b BC=
G JJJG aXC v=

JJJG G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

 

Příklad 36 / strana 23 

Určete vnitřní úhly a plochu trojúhelníku ABC, je-li A (2; -4; 9), B (-1; -4; 5);            

C (6; -4; 6). 

Nejprve z bodů A, B a C určíme vektory AB, BC a AC
JJJG JJJG JJJG

: 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 22 2 2

a BC C B 6 1 ; 4 4 ;6 5 ; ;

b AC C A 6 2; 4 4 ;6 9 ; ;

c AB B A 1 2; 4 4 ;5 9 ; ;

4. 3 0.0 3 . 4b c 12 0 12cos
16 0 9. 9 0 16b c 4 0 3 . 3 0 4

0
25

ABC je pr+ avoúhlý
. 52

= = − = − − − − − − =

= = − = − − − − − = −

= = − = − − − − − − = − −

− + + − −⋅ − + +
α = = = =

+ + + +⋅ + + − − + + −

= = α = ° ⇒

7 0 1

4 0 3

3 0 4

0 90

G JJJG

G JJJG

G JJJG

G G
G G

 

( ) ( )
( ) ( )2 22 2 2 2

je vnější úhel vektorů a,c

´ 180

β =

α +β +γ = °

G G

7. 3 0.0 1. 4a ccos
a c 7 0 1 . 3 0 4

21 4 25
49 1. 9 16 50. 25
135

´ 180 180 135
pro součet úhlů v ABC platí :

180 ´ 180 90 45

− + + −⋅
β = = =

⋅ + + − + + −

− − −
= = = − β =

+ +

β = ° ⇒
β = ° −β = ° − ° = °

γ = ° − α −β = ° − ° − ° =

2 135
2

45

4

G G
G G

+

C (6; -4; 6) 

°

a b c
a

a
a

a

a v b v c vS musíme vypočítat v
2 2 2
vsin ´ v sin ´ c
c

v sin ´ c sin 45 25

°

⋅ ⋅ ⋅
= = =

β = ⇒ = β ⋅

= β ⋅ = ° ⋅ = ⋅

5

2 25
2

+

G
G

G

´ 45 ABC je pravoúhlý rovnoramennýβ = γ = ° ⇒ +

2 2 2
a

27 0 1 25a v 50 2 25 502S ,
2 2 4 4

+ + ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅
= = = = = 12 5

G

+  

 

 

B (-1; -4; 5) 

X 

A (2; -4; 9) 

γ

•

•

av

G JJJG
a=BC

G JJJG
c=AB

G JJJG
b=AC

α ´β

´ββ
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

 

2. způsob výpočtu obsahu : ABC+

Vektorový součin dvou 

vektorů je obsah 

rovnoběžníku, přičemž 

polovina obsahu 

rovnoběžníku je obsah 

trojúhelníku tvořený 

těmito vektory. 
A B

C

c AB

( )

( )
2 2

i j k
0 3 4 3 4 0

S b c 4 0 3 i j k 0i 16 9 j 0k
0 4 3 4 3 0

3 0 4

; ;

S 0 25 0 25

S 25S ,
2 2

− −
= × = − = − + = − − − − =

− − − −
− −

= + + =

= + + = =

= = =

0i 25j 0k 0 25 0

25

12 5

G G G
.

G
.
G
.

+

 

 

Příklad 37 / strana 23 

Vypočtěte obsah trojúhelníku určeného vektory a (3; -2; 1) a b (-2; 1; -1). 

( ) ( )

( ) ( )

( )22 2

i j k
2 1 3 1 3 2

S a b 3 2 1 i j k 2 1 i 3 2 j
1 1 2 1 2 1

2 1 1

3 4 k ; ;

S 3S 1 1 1 S ,
2 2

− −
= × = − = − + = − − − + +

− − − −
− −

+ − = + − = −

= + + − = ⇒ = = =

i j k 1 1 1

3 0 866

G G G
.

G
.G

. +

 

 

 

 

 

 

 

=
G JJJG

b AC=
G JJJG

a BC=
G JJJG

b AC=
G JJJG

c AB=
G JJJG

×S b c
G G

.=

×1 b cS = S
2 2

G G
+ .=

α
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

 

Příklad 38 / strana 23 

Určete plochu trojúhelníka určeného vrcholy A (1; -2; 3), B (2; 1; 0) a C (0; 2; 1). 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 2

b AC C A 0 1;2 2 ;1 3 ; ;

c AB B A 2 1; 1 2 ; 0 3 ; ;

i j k
4 2 1 2 1 4

S b c 1 4 2 i j k
3 3 1 3 1 3

1 3 3

12 6 i 3 2 j 3 4 k ; ;

S 6 5 7 36 25 49 110

S 110 10,488S
2 2

= = − = − − − − = − −

= = − = − − − − = −

− − − −
= × = − − = − + =

− −
−

= − − − − − − + − − = − − − = − − −

= − + − + − = + + =

= = =

1 4 2

1 3 3

6i 5j 7k 6 5 7

G JJJG

G JJJG

G G G
.

G
.
G
.

+ 1 5,24405 ,
2

= 5 24�

 

A B

C

c AB
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Jsou dány vektory a (3; 1; -2) a b (0; -2; 1). Určete vektor c, který je kolmý na 

rovinu, v níž leží vektory a a b. Určete úhel, který spolu svírají vektory a a b a plochu 

trojúhelníka vymezeného vektory a a b. 

=
G JJJG

b AC=
G JJJG

a BC=
G JJJG

b AC=
G JJJG

c AB=
G JJJG

×S b c
G G

.=

×1 b cS = S
2 2

G G
+ .=

α
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1 2 3

1 2 3

2 22 2 2 2

i j k i j k
1 2 3 2 3 1

c S a b a a a 3 1 2 i j k
2 1 0 1 0 2

b b b 0 2 1

1 4 i 3 0 j 6 0 ; ;

3 0 1 2 2 1a b 0 2 2cos
9 1 4 4 1a b 3 1 2 0 2 1

4 , ´
14 5

S a b
S

2 2

− −
= = × = = − = − +

− −
−

= − − − + − − = − − − = − − −

⋅ + ⋅ − + − ⋅⋅ −
ϕ = = = =

+ + ⋅ +⋅ + + − ⋅ + − +

−
= − ϕ = °

⋅

×
= = =

3i 3j 6k 3 3 6

0 4781 118 33

G G G G
.

G G
G G

�

G G G
.

+
( ) ( ) ( )

=

−

2 2 23 3 6 9 9 36 54 ,
2 2 2

− + − + − + +
= = 3 6742�
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Určete obsah, obvod a úhel , je-li dáno: A (1; 1), B (3; 4) a C (-1; 4). v ABCα +

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2

2

a BC C B 1 3; 4 4 ;

b AC C A 1 1; 4 1 ;

c AB B A 3 1; 4 1 ;

a BC 4 0 16

b AC 2 3 4 9

c AB 2 3 4 9

b c 2 2 3 3 4 9cos
13 13b c 2 3 2 3

5

13

= = − = − − − = −

= = − = − − − = −

= = − = − − =

= = − + = =

= = − + = + =

= = + = + =

⋅ − ⋅ + ⋅ − +
α = = = =

⋅⋅ − + ⋅ +

= =

4 0

2 3

2 3

4

13

13

5
1

G JJJG

G JJJG

G JJJG

G JJJG

G JJJG

G JJJG

G G
G G

c

c

, ´

v sin . b sin112 37´ 13 ,

c .v 13 3,3283S
2 2

O a b c 13 13 4 ,

α = °

= α = ° ⋅ =

⋅
= =

= + + = + +

0 3846 67 22
3

3 3283

6

11 2

�

G

G

+ �
G G G

+ �

 

A B

C

c AB=

 

Příklad 41 / strana 23 

G JJJG

b AC=
G JJJG

a BC=
G JJJG

b AC=
G JJJG

c AB=
G JJJG

×S b c
G G

.=

×1 b cS = S
2 2

G G
+ .=

α
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Vypočtěte pomocí vektorového součinu vektorového součinu plochu , je-li 

A (3; -1; 5), B (2; 1; 4) a C (-3; 2; 1). 

ABC+

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

a BC C B 3 2;2 1;1 4 ; ;

b AC C A 3 3; 2 1 ;1 5 ; ;

c AB B A 2 3; 1 1 ;4 5 ; ;

i j k i j k
1 3 5 3 5 1

S a b a a a 5 1 3 i j k
3 4 6 4 6 3

b b b 6 3 4

4 9 i 20 18 j 15 6 k

= = − = − − − − = − −

= = − = − − − − − = − −

= = − = − − − − = − −

− − − −
= × = = − − = − + =

− − − −
− −

= − − − − − + − + = − − =

5 1 3

6 3 4

1 2 1

5i 2j 9k

G JJJG

G JJJG

G JJJG

G G G
.

( ); ;− −5 2 9

 

( ) ( )2 22S a b 5 2 9 25 4+81 110 10,49S ,
2 2 2 2 2 2

× + − + − +
= = = = = = 5 245

G G G
.

+ �  
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Určete objem rovnoběžnostěnu, který je tvořen vektory a (3; 2; 1), b (-1; 2; 3) a   

c (1; -3; 2). 

( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3

1 2 3

V a b c (smíšený součin vektorů, kdeV je reá ln é číslo)

i j k i j k
2 1 3 1 3 2

a b a a a 3 2 1 i j k
2 3 1 3 1 2

b b b 1 2 3

6 2 i 9 1 j 6 2 k ; ;

V a b c 4 1 10 3 8.2

= × ⋅

× = = = − + =
− −

−

= − − − − + − − = − + = −

= × ⋅ = ⋅ + − ⋅ − + =

4i 10j 8k 4 10 8

50

G G G

G G

G G G
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Určete objem trojbokého hranolu určeného vektory a (3; -2; 1), b (1; 3; -1) a        

c (1; 1; 5). 
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

obecně podstavy

trojbokého hranolu

V S v

S a bS S
2 2

= ⋅

×
= = =

G G
.+

1 2 3

1 2 3

i j k i j k
2 1 3 1 3 2

S a b a a a 3 2 1 i j k
3 1 1 1 1 3

b b b 1 3 1

2 3 i 3 1 j 9 2 k ; ;

SS ; ;
2

1 11V a b c 1 2 1
2 2

− −
= × = = − = − + =

− −
−

= − − − − + + = − + + = −

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= × ⋅ = − ⋅ + ⋅ ⋅
⎠

+⎜ ⎟
⎝

i 4j 11k 1 4 11

1 112
2 2

G G G
.

GG .+

G G G

 

1 555 2
2 2

= − + + = 29

⎞
⎟− ⎟
⎟
⎠
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Určete, zda vektory a (1; -3; 0), b (2; 1; -2) a c (-1; -4; -2) jsou lineárně závislé. 

Pokud nejsou, vypočtěte objem čtyřstěnu, který určují. 

x y z

x y z

x y z

x y z
1 3 0 1 3 0 1 3 0

a a a
2 1 2 0 7 2 0 7 2

b b b
1 4 2 0 7 2 0 0 4

c c c

⎛ ⎞
− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − −⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟
⎝ ⎠

∼ ∼ ∼  

Hodnost matice h = 3 a počet uvažovaných vektorů n = 3  ⇒  h = n ⇒ vektory jsou 

lineárně nezávislé. 
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

čtyřstěnu 1 2

1

2

1V a b c sin cos
6

je úhel, který svírají vektory a a b

je úhel, který svírá vektor c s a b

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ ⋅ ϕ

ϕ

ϕ ×

G G G

G G

G G

G

22 2 22 2
x y z

22 2 22 2
x y z

22 2 2 2 2
x y z

a a a a 1 3 0 1 9

b b b b 2 1 2 4 1 4

c c c c 1 4 2 1 16 4

a

= + + = + − + = + =

= + + = + + − = + + =

= + + = − + − + − = + + =

10

9

21

G

G

G

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1

2

i j k
3 0 1 0 1 3

b 1 3 0 i j k 6 0 i 2 0 j 1 6 k
1 2 2 2 2 1

2 1 2

; ;

a b 6 2 7 36 4 49

1 2 3 1 0 2a b 2 3 1cos , ´
9,4868 9,486810 9a b

a b c 6 1 2 4 7
cos

a b c

− −
× = − = − + = − − − − + − − =

− −
−

= + + =

× = + + = + + =

⋅ + − ⋅ + ⋅ −⋅ −
ϕ = = = = − = − ϕ = °

⋅⋅

× ⋅ ⋅ − + ⋅ − +
ϕ = =

× ⋅

6i 2j 7k 6 2 7

89

0 1054 96 03

G G

G G

G G
G G

G G G

G G G ( )

( ) ( )

2

čtyřstěnu 1 2

2 28 ,
43,231989 21

10 9 21 sin 96 03́ cos 130 21́1V a b c sin cos
6 6

27,9908 4,6651 ,
6

⋅ −
= − = − ϕ = °

⋅

⋅ ⋅ ⋅ ° ⋅ °
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ϕ ⋅ ϕ = =

−
= −

0 6477 130 21

4 7

G G G

�
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Vypočtěte objem čtyřstěnu s vrcholy 0 (0; 0; 0), A (5; 2; 0), B (2; 5; 0) a C (1; 2; 4). 
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )čtyřstěnu

a 0A A 0 5 0; 2 0;0 0 ; ;

b 0B B 0 2 0;5 0; 0 0 ; ;

c 0C C 0 1 0;2 0;4 0 ; ;

i j k
2 0 5 0 5 2

a b 5 2 0 i j k 0 0 i 0 0 j 25 4 k
5 0 2 0 2 5

2 5 0

; ;
1V a b
6

= = − = − − − =

= = − = − − − =

= = − = − − − =

× = = − + = − −

čtyřstěnu
1V a b c
6

= ⋅ ×

− + − =

= − + =

= ⋅ × ⋅

5 2 0

2 5 0

1 2 4

0i 0j 21k 0 0 21

G JJJG

G JJG

G JJG

G G

G G

⋅
G GG

0 1 0 2 21 4 0 0 84c
6 6

⋅ + ⋅ + ⋅ + +
= = = 14
G
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Určete objem jehlanu ABCO, je-li A (3; 2; 1), B (-1; -2; -3); C (0; 0; 5) a O (0; 0; 0). 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

jehlanu p p
1 S a bV S v S S
3 2 2

×
= ⋅ ⋅ = = =

a 0A A 0 3 0;2 0;1 0 ; ;

b 0B B 0 1 0; 2 0; 3 0 ; ;

c v 0C C 0 0 0;0 0;5 0 ; ;

i j k
2 1 3 1 3 2

a b 3 2 1 i j k
2 3 1 3 1 2

1 2 3

6 2 i 9 1 j 6 2 k

= = − = − − − =

= = − = − − − − − − = − − −

= = = − = − − − =

× = = − + =
− − − − − −

− − −

= − − − − − − − + − − − = −

3 2 1

1 2 3

0 0 5

4i

G JJJG

G JJG

G G JJG

G G

G G
.+

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

p

jehlanu p

; ;

a bS 4 8 4S S ; ; ; ;
2 2 2 2 2

1 1 1 10 10V S v 0 2 0 4 5 2 0 0 10 ,
3 3 3 3 3

+ − = − −

× ⎛ ⎞= = = = − − = − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − + ⋅ + ⋅ − = ⋅ + − = − = =⎡ ⎤⎣ ⎦

8j 4k 4 8 4

2 4 2

3 33

G G
.+
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Vypočtěte moment síly  (3; 4; 2) [N] působící v bodě A (3; 1; 0) vzhledem 

k počátku a jeho velikost. 

F
G

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

( ) [ ]

( )22 2 2 2 2
x y z

r 0A A 0 3 0;1 0;0 0 ; ;

i j k
1 0 3 0 3 1

M r F 3 1 0 i j k 2 0 i 6 0 j 12 3 k
4 2 3 2 3 4

3 4 2

; ;

M m m m 2 6 9 4 36 81 121

= = − = − − − =

= × = = − + = − − − + − =

= − + = − ⋅

= + + = + − + = + + = = ⋅

3 1 0 m

2i 6j 9k 2 6 9 N m

11 N m

G JJJG

JJG G G

JJG
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Určete výsledný moment  síly M
JJG

[ ]1F i 2 j 3k N= + −
G G G G

, která působí v bodě                     

A1 (2; -1; 3) [m] a síly [ ]2F 2i 3j k N= − +
G G G G

 s působištěm v bodě A2 (3; 5; 1) [m] 

vzhledem k bodu O (1; 1; 1) [m]. 

 

1 1 1

2 2 2

12 1 2

M r F

M r F

M M M

= ×

= ×

= +

JJG G G

JJG G G

JJG JJG JJG

 

 

 

 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]

1 1 1

2 2 2

1 1 1

r OA A O 2 1; 1 1;3 1 ; ;

r OA A O 3 1; 5 1; 1 1 ; ;

i j k
2 2 1 2 1 2

M r F 1 2 2 i j k
2 3 1 3 1 2

1 2 3

6 4 i 3 2 j 2 2 k ; ;

= = − = − − − − = −

= = − = − − − =

− −
= × = − = − + =

− −
−

= − − − − + − − = + + = ⋅

1 2 2 m

2 4 0 m

2i 5j 4k 2 5 4 N m

G JJJG

G JJJG

JJG G G  

1 1r OA=
G JJJG

2 2r OA=
G JJJG

( )O 1; 1; 1

( )1A 2; 1; 3−

( )2A 3; 5; 1

1F i 2 j 3k
G
= + −
G G G

2F 2i 3j k= − +
G G G G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) ( ) [ ]

( )

2 2 2

12 1 2

22 2
12

i j k
4 0 2 0 2 4

M r F 2 4 0 i j k
3 1 2 1 2 3

2 3 1

4 0 i 2 0 j 6 8 k ; ;

M M M 2 4; 5 2 ; 4 14 ; ;

M 6 3 10 36 9 100 145 12,0416

= × = = − + =
− −

−

= − − − + − − = − − = − − ⋅

= + = + + − + − = − ⋅

= + + − = + + = = ⋅

4i 2j 14k 4 2 14 N m

6 3 10 N m

12 N m

JJG G G

JJG JJG JJG

JJG
�
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Na těleso působí tři síly ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]1 2 3F 3;2; 5 N , F 1; 1; 3 N a F 1; 1;2 N= − = − = − −
G G G

 

v bodě A (3; -2; 3) [m]. Určete celkový moment sil vzhledem k bodu B (3; 0; 1) [m], 

jeho velikost a jeho směrové úhly. 

 

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]

1

123 1 2 3

123 123

F F

M

F

r F

F= + +

= ×

G G G G

JJG G G

23 1 2 3

123 123

123

r BA A B 3 3; 2 0;3 1 ; ;

F F F F 3 1 1 ; 2 1 1 ; 5 3 2 ; ;

i j k
2 2 0 2 0 2

M r F 0 2 2 i j k
0 0 3 0 3 0

3 0 0

0 0 i 0 6 j 0 6 k ; ;

M

= = − = − − − − = −

= + + = + + − + − + − − + + =

− −
= × = − = − + =

= − − − + − − = + = ⋅

=

0 2 2 m

3 0 0 N

6j 6k 0 6 6 N m

G JJJG

G G G G

JJG G G

JJG

yx

z

2 2 2

123123

123 123

123

123

0 6 6 0 36 36 72 8,4853 ,

mm 0 6cos cos 0,7071
8,4853 8,4853M M

m 6cos 0,7071
8,4853M

+ + = + + = = ⋅

α = = = α = ° β = = β °

γ = = γ = °

8 5 N m

0 90 45

45

�

� �JJG JJG

�JJG

 

 

( )B 3;0;1 ( )A 3; 2; 3−

r BA=
G JJJG

( )1F 3;2; 5
G
= −

( )2F 1; 1; 3= −
G

( )3F 1; 1;2= − −
G
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Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 53 / strana 25 

Určete velikost a směr momentu síly ( ) [ ]F 21;14; 8 N−
G

, která působí v bodě              

Q (0; 1; 3) [m] vzhledem k P (6; 5; 1) [m].  

 

( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )( ) ( ) [ ]

( )22 2

x

r PQ Q P 0 6;1 5; 3 1 ; ;

i j k
4 2 6 2 6 4

M r F 6 4 2 i j k
14 8 21 8 21 14

21 14 8

32 28 i 48 42 j 84 84 k ; ;

M 4 6 0 16 36 0 52 ,

m 4cos , ´
7,2111M

c

= = − = − − − = − −

− − − −
= × = − − = − + =

− −
−

= − − − + − − − = − + = − ⋅

= + − + = + + = = ⋅

α = = α = °

6 4 2 m

4i 6j 0k 4 6 0 N m

7 2111 N m

0 5547 56 18

G JJJG

JJG G G

JJG

�JJG

y

z

m 6os , ´
7,2111M

m 0cos
7,2111M

−
β = = − β = °

γ = = = γ = °

0 8321 146 18

0 90

�JJG

JJG  
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Vypočítejte souřadnice a velikost momentu síly F
G

, která vychází z bodu 

A(6; 0; 0) [cm], vzhledem k počátku, je-li F 5 N=
G

 a úhel ϕ, který svírá síla  

s rovinou xy je 60° v kladném směru osy z, přičemž síla 

F
G

F
G

 je rovnoběžná 

s rovinou yz. 

( ) ( ) [ ]
2

r 0A A 0 0,06 0;0 0;0 0 , ; ;

r 0,06 ,

M r F 0,06 5 ,

= = − = − − − =

= =

= ⋅ = ⋅ = ⋅

0 06 0 0 m

0 06 m

0 3 N m

G JJJG

G

JJG G G

 

 

 

 

z

ϕ rovina xy

rovina yz

( )A 6;0;0

0

F 5 N=
G

•

x

y

( )x y zM m ;m ;m=
JJG

•α ⋅
γ

( )Q 0;1;3(
r PQ=
G JJJG

)P 6; 5; 1

( )F 21;14; 8
G
= −

David Michálek  strana 32 



Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( )

( )

x
x

y
y

M svírá s osou x úhel z obr. 90 , protože
mcos m cos M cos 90 0,3 0 0,3
M

M svírá

M r

90 60 90 , protože FM

⊥

β = ϕ + ° = ° ° ⊥+ ° = 150s osou y úhel z obr.
m

cos m cos M cos 150 0,3 0,8660 ,0
M

α ⇒ α = °

α = ⇒ = α ⋅ = ° ⋅ = ⋅ = ⋅

β ⇒

β = ⇒ = β ⋅ = ° ⋅ = − ⋅

0 N m

JJG

JJG
JJG

JJG

JJG
JJ

JJG

G G

G

G

JJ
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Určete celkový moment síly a jeho velikost, jestliže na těleso působí síly 

( ) [ ]1F 1; 2; 3 N−
G

 a ( ) [ ]2F 3; 2; 0 N
G

 v bodě B (2; 0; 2) [m] vzhledem k bodu                

A (0; -1; 1) [m]. 

( )( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ]

( ) ( ) ( )

( ) [ ]

( ) ( )

12 1 2

12

2 22

r AB B A 2 0; 0 1 ; 2 1 ; ;

F F F 1 3; 2 2; 3 0 ; ;

i j k
1 1 2 1 2 1

M r F 2 1 1 i j k 3 0 i 6 4 j 0 4 k
0 3 4 3 4 0

4 0 3

; ;

M 3 2 4 9 4 16 29 ,

= = − = − − − − =

= + = + − + + =

= × = = − + = − − − + − =

= − − = − − ⋅

= + − + − = + + = ⋅

2 1 1 m

4 0 3 N

3i 2j 4k 3 2 4 N m

5 3852 N m

G JJJG

G G G

JJG G G

JJG
�

 

 

 

 

 

 

 
( )A 0; 1; 1− ( )B 2; 0; 2

r BA=
G JJJG

( )1F 1; 2; 3= −
G

( )2F 3; 2; 0=
G

( )

( ) ( ) [ ]

z
z

x y z

3 ,

M svírá s osou z úhel 60 , protože
mcos m cos M cos 60 0,3 0,5 0,3 ,
M

M m ; m ; m ; , ; ,

= − ⋅

γ ⇒ γ = °

γ = ⇒ = γ ⋅ = ° ⋅ = ⋅ =

= − ⋅

⋅

=

0 2598 N m

0 15 N m

0 0 2598 0 15 N m

JJG

JJG
JJG

JJG

90 150 90γ = β − ° = ° − ° = °60
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Limity 
 
Příklad 6.1 / strana 39 

( )
( )

23 2

2x 0 x 0 x 0

x 3x 3x x 3 0 3lim lim lim
x 2x x 2 x

x
x 2 0 2→ → →

⋅ ++ +
= = =

− ⋅ − − −
3
2

2 +
= −  

 

Příklad 6.2 / strana 39 

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

sin x
tg 2x 2 tg x 2 2 2 1cos xlim lim lim lim lim
sin5x 5 sin x 5 sin x 5 cos x 5 cos x

2 1 2 1
5 cos0 5

sin x
si

1

n x→ → → → →
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅

= ⋅ = ⋅ =
°

2
5
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x 0 x 0 x 0 x 0 x

0x

sin x

sin xlim 1
x→

=

0

sin x
tg x 1 tg x 1 1 1 1cos xlim lim lim lim lim
3x 3 x 3 x 3 cos x 3 cos x

1 1 1 1
3 cos0 3

x

1

→ → → → →
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅

= ⋅ = ⋅
°

=
1
3
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( )

( )

( ) ( )3 3 2 2 3

x

a b a 3a

3 3 2 3 2

x 0 x 0 x 0

2
2 2

x 0 x 0

3

x 1 1 x 3x 3x 1 1 x 3x 3xlim lim lim
x x x
x 3x 3

lim lim x 3x 3 0 3 0 3

x 1 jsme rozložili podle vzor
x

ce b 3ab b

→ → →

→ →

+ − + + + − + +
= = =

⋅ + +
= = + + = + ⋅ + =

+ + = + + +

3  
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2 2

lix 1

b a b a b

−

− = + ⋅ −

2 2x 1 x 1 x 1

x 1 x 1 x 1

2

1 2 1 2 1 2lim lim lim
x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1

x 1 2 1 1lim lim m
x 1 x 1 x 1 x 1 1 1

x 1 jsme rozložili podle v

x 1

aorz ce

→ → →

→ → →

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − − + ⋅ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −

= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
+ ⋅ − + ⋅ + +⎝ ⎠ −⎝ ⎠

−

1
2

 

Příklad 6.6 / strana 40 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3

x 1

3 3
3 33

33 3 3x 1 x 1 x 1 x 13 3

3 3 3

2 2 3 3x 1 x 1 x 1 x 1

x 1lim do rovnice dostadíme
x 1

t 1 . t 1 t 1 . t 1t 1 t 1 t 1lim lim lim lim
t 1t 1 t 1 t 1 t 1 t 1

t 1 t 1 t 1 x 1
lim lim lim lim

t. t 1 1t t 1 t t 1 x x 1t 1 1

1

→

→ → → →

→ → → →

−
−

− + − +− − +
= ⋅ = = =

−− − + − ⋅ +

+ + +
= = = = =

+ +⋅ + + + + ⋅ + +

=
+( )

3x t

t 1

=

⋅ +

−

−
 

( ) ( )33

1 1 1
1 1 1 11 1 1 1

+
= =

⋅ + +⋅ + +

2
3

33x t t x= ⇒ =
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x x 0

sin xlim 1
x→x 0 0

sin3x sin xlim 3 lim 3 1
xx→ →

= ⋅ = ⋅ = =3  
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( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

x 0 x 0 x 0

x 0 x

x 0

sin x

sin xlim 1
x→

=

0 x 0

sin x x 2 2sin 2x sin x x 2 2lim 2 lim 2 lim
x 2 2 x 2 2 x 2 2 x 2 2 x 2 2

s

x

in x x 2 2 x 2 2
2 lim 2 lim 2 lim x 2 2

x 2 2

2 0 2 2 2 2 2 2 2 2

→ → →

→ → →

⋅ + ++ +
= ⋅ ⋅ = ⋅ =

+ − + − + + + − ⋅ + +

⋅ + + ⋅ + +
= ⋅ = ⋅ = ⋅ + + =

+ −

= ⋅ + + = ⋅ =+ ⋅ = 4 2
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( )2 2 2 2

x 0 x 0 x 0 x 0

2 2

x

2

0 x 0 x

2

0

1 cos x sin x1 sin x sin x sin xlim lim lim lim
x sin x x.sin x x.sin x x.sin x
2sin x sin x sin xlim 2 lim 2 li

cos2x 1 cos x

lim
sin x

m 2 2 1
x.sin x x.s x.in x

→ → → →

→ → →

− −− + +
= = = =

⋅
⋅

= = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = 2
x 0

2 2 2

sin x sin x
x

cos2x cos x sin x nis
→

= −

−

2 2 2x cos x 1 1 cos x sin x+ = ⇒ − =

 

Příklad 6.12 / strana 40 

( ) ( )

2 2t 0 t 0 t 0 t 0

2 2

sin t
si

sin t
tg t 1 1 1cos tlim lim lim lim

sin 2t 2 sin t cos t 2 cos t 2 cos t
1 1 1 1
2

t

cos0 1

n

2

→ → → →
= = ⋅ = ⋅

⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ = ⋅ =
°

1
2

=
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Derivace 
 

Příklad 7.1 / strana 41 

Určete derivaci funkce : 4 2y x 3x 5x 6= − − +

4 2y x 3x 5x 6
y´
= − − +

= − −34x 6x 5
 

 

Příklad 7.2 / strana 41 

Určete derivaci funkce ( )2y x x 1= ⋅ − : 

( ) ( )u.v ´ u´ v u v´= ⋅ +

( )

2

2

y x x 1

y´ 2x x 1 x

= ⋅ −

= ⋅ − + −=

⋅
 

23x 2x

 

Příklad 7.3 / strana 41 

Určete derivaci funkce 2 34y x x= ⋅ : 

( )
3

2 3 24 4

3 13 1 7 71 2
2 4 44 4 4 4

y x x x x

3 3 3y´ 2x x x x 2x x 2x x
4 44

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −− ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= ⋅ = ⋅

= ⋅ + ⋅ = + = + =
7
411 x

4

u.v ´ u´ vv u ´= ⋅ + ⋅
 

 

Příklad 7.4 / strana 41 

Určete derivaci funkce 2 3

1 1 1y
x x x

= + + : 

( ) ( ) ( )

1 2 3
2 3

1 1 2 1 3 1 2 3 4

1 1 1y x x x
x x x

y´ x 2x 3x x 2x 3x

− − −

− − − − − − − − −

= + + = + +

= − − − = − − − = − − −2 3

1 2 3
x x x4
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Příklad 7.5 / strana 41 

Určete derivaci funkce : 2y cos2x sin x= +

( ) ( )

2

2 sin x cos x sin 2x sin 2x= − ⋅ =⋅ ⋅
y cos2x sin x
y´ sin 2x 2 2

sin 2x 1 2 1 sin 2x 1

= +
= − ⋅ + +

= ⋅ − ⋅ + = ⋅ − = −⎡ ⎤⎣ ⎦ sin2x

 

Příklad 7.6 / strana 41 

Určete derivaci funkce : ( )y x ln x x= ⋅ −

( )

( )

y´ u´ v u v´

1

= ⋅ + ⋅

⎛ ⎞
⎠

1

y x ln x x

xy´ 1 ln x 1 ln xln x x
x

1 1
x

= ⋅ −

⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − = + −⋅ + ⋅⎜ ⎟
⎝

= + − =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
lnx

 

Příklad 7.7 / strana 41 

Určete derivaci funkce ( )1y sin 3x 2
2

= − : 

( ) ( )

( ) ( )cos 3x

1y sin 3x 2
2
1y´
2

2 3−

= −

= = −⎡ ⎤⎣ ⎦
3 cos 3x 2
2

sin 3x 2 je funkce složená−

⋅
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Určete derivaci funkce 
22x 1y

3x 4
−

=
+

: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

/

2

u u´ v u v´
v v

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 2 2 2

2 2 2

2x 1y
3x 4

2 2x 3x 4 2x 1 3 4x 3x 4 3 2x 1
y´

3x 4 3x 4

12x 16x 6x 3 12x 16x 6x 3 6x 16x 3
3x 4 3x 4 3x 4

−
=

+

⋅ ⋅ + − − ⋅ ⋅ + − ⋅ −
= = =

+ +

+ − − + − + + + + +
= = = =

+ ++ + +

2

2

6x 16x 3
9x 24x 16
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Určete derivaci funkce 
( )

2

2
2xy

2 x
=

−
: 

( )
( )

/
2

2

u u´ v u v´ přičemž 2 x je funkce složená
v v

⋅ − ⋅⎛ ⎞2

2
2xy

2 x
= −

−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 22 2

2 42

2 2 2 3 2 3

4 4

2 3 2 3 2

4 4 4

2 2x . 2 x 2x 2 2 x 1 4x . 2 x 4x 2 x 1
y´

2

2 x

x2 x

4x . 4 4x x 4x 2 x 16x 16x 4x 8x 4x

2 x 2 x

8x16x 16x 4x 8x 4x 16x 8x
2 x 2 x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − − ⋅ − ⋅ − − − ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = =
−⎡ ⎤−⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − − ⋅ − ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − − +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = =
− −

−

⋅− + + − −
= = = =

− − − 3
8x

2 x
2 x−
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Určete derivaci funkce 
( )

2

2
1 2xy
1 2x
−

=
−

: 

( )
( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

) ( )( ) ( ) ( ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )

( ) ( )

2

2

2 2

22

4

2

1 2xy
1 2x

4x 1 2x 1 2x 2 1 2x 2
y´

1 2x

4x 1 2x

1 2x

4x 1 2x 1 2x 2 2

4x 1 2

1

x

−
=

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− ⋅ − − − ⋅ ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦⎣ ⎦= =
⎡ ⎤−⎣ ⎦

− ⋅ − ⋅⎡⎣

/
2

2

2

4

u u´ v u v´ přičemž 1 2x je funkce složená

1 2x 2 2

v v

2x 1 2x

1 2x

1 2x

⎡ ⎤− − ⋅ ⋅ ⋅ −⎤⎦ ⎣= =
−

⎡ ⎤⋅ − −

⎦

⋅ −

⋅ − ⋅⎛ ⎞ = −

− ⋅ ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ =

− ⋅ −⎡⎣=
( )( )

( )

⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −

−

−

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

2 2 2

3 3

2 2

3 3

4 1 2x 4x 8x 4 8x

1 2x 1 2x

4x 8x 4 8x 4 4x
1 2x 1 2x

⎡ ⎤− − −⎤ − + − − +⎦ ⎣ ⎦ = =
− −

⋅ −− + + − −
= = =

− − − 3

4 1 x
1 2x
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Určete derivaci funkce y 1= + x : 
1

1 2
2y 1 x 1 x

⎛ ⎞
= + = +⎜

⎝
⎟
⎠

1
1 2
21 x je funkce slože án

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1
1 12
2 2

3
2

1 1 1 1y´ 1 x x
2 2 4 1 x x 4 x x

−
−⎛ ⎞

= ⋅ + ⋅ = = =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⋅ +

1

4 x x x
 

 

Příklad 7.12 / strana 42 

( ) ) ( )(

Určete derivaci funkce 2y x x 1= ⋅ − : 

 

 

Příklad 7.13 / strana 42 

Určete derivaci funkce 
x

x

1 ey
1 e
+

=
−

: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

x

x

x x x x x x x x

2 2x x

2 2x x x x

2x

/

2

u u´ v u v´
v v

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 ey
1 e

e 1 e 1 e e e 1 e e 1 e
y´

1 e 1 e

e e e e

1 e

+
=

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ − − + ⋅ − ⋅ − + ⋅ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦= = =
− −

− + +
= =

− −

x

2x

2e

1 e
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( ) ( )

( ) ( )

1
2 2 2

1 1
2 2 2 22 2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

2 22 2

y x x 1 x x 1

1 1y´ 1 x 1 x x 1 2x x 1 x 2x x 1
2 2

x 1 . x 1 x1 x x 1 xx 1 x x 1
x 1 x 1 x 1 x 1

− −

= ⋅ − = ⋅ −

⎡ ⎤⎡ ⎤= ⋅ − + ⋅ ⋅ − ⋅ = − + ⋅ ⋅ − =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

− − + − + −
= − + ⋅ = − + = = =

− −

1
2 2u.v ´ u´ v u v´ přičemž x 1 je funkce složená= ⋅ + ⋅ −

− −

2

2

2x 1
x 1−
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Určete derivaci funkce y 1= − x : 

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

y 1 x 1 x
1y´ 1 x 1
2

−

= − = −

= ⋅ − ⋅ − = −
⋅ −

1
2 1 x

1
21 x je funkce složená−
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Určete derivaci funkce : 2
3y x log x= ⋅

( )

( )

2
3

2
3 3

2
3

u.v ´ u´ v u v´= +⋅ ⋅

xx 2 x
x

y x log x

1 xy´ 2x log x x log x log x
ln a ln3 ln3

= ⋅

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ = ⋅ + = ⋅ + = ⋅ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅⎝ ⎠ ⎝
2

3
1x log x

ln3 ⎠
 

Příklad 7.16 / strana 42 

Určete derivaci funkce xy ln tg
2

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

: 

( )

2 22

xy ln tg ln tg0,5x
2

1 1 1 1 1y´ sin 0,5xtg0,5x cos 0,5x cos 0,5x s
cos 0,5x

cos 0,5x

sin x cos x sin 0,5x cos0,5x sin x
sin 0,5x cos0,5x

= ⋅ ⇒ ⋅ =
⋅

sin 2x

in 0,5x
cos 0,5x

1

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ⋅ = ⋅ = ⋅ =

= =
1

sinx
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Určete derivaci funkce 1y t
cos x

= + g x : 
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( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

/

2

2 2 2

1 u u´ v u v´
cos x v v

sin x 1

jsm r p

1 sin x

1 sin x a b a b a b

⋅ − ⋅⎛ ⎞= =

22 2 2 2 2 2

1y tg x
cos x
0.cos x 1 sin x 1 sin x 1 sin x 1 sin x 1 sin x 1y´

cos x cos x cos x cos x cos x 1 sin x 1 sin x

1 sin x

e ozložili odle vzorce

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +

− ⋅ − + + +
= + = + = = = =

− −

= =
− ⋅

1
x

+
+ −

− − = + ⋅ −

1 sin
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Určete derivaci funkce 
x

2

ey ln
x 1

=
+

: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

x

x

22 2 2

e

e

x 2x 1 je vzorec a 2ab b a b− + − + = −

x 2 x x 2 x 2 22

x 2 2 2x2

2

2 x 2

2

2 2

222

e x 1 e 2x e x 1 2x e x 1 x 2x 11 x 1y´
e ex 1 x 1 e x 1

x 1
x 2x 1 x 2x 1

x
x 1

x 11 x 1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ − ++⎣ ⎦⎣ ⎦= ⋅ = ⋅ = =
+ + ⋅ +

+
⋅ ⋅ − + −− +

= = =
+ +⋅ ⋅ +

+

+

2

2

x 1
x 1

x

2

/x

2 2

e u u´ v u v´je složená funkce, kde
x 1 v v

ey ln
x 1

⋅ − ⋅⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
 

+
=
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Určete derivaci funkce sin xy
sin x cos x

=
+

: 
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( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2

/

2

2 2

u u´ v u v´
v v

sin x cos x

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎠

+

⎝

2 2

2

2

2 2

2

sin xy
sin x cos x
cos x sin x cos x sin x cos x sin x

y´
sin x cos x

sin x cos x cos x sin x cos x sin x

sin x cos x

sin x cos x cos x sin x cos x sin x 1
sin x cos x sin x cos x sin x

=
+

⋅ + − ⋅ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
+

⋅ + − ⋅ −
= =

+

⋅ + − ⋅ +
= ==

++ ( )

 

=2

co 2

cos x
1 1

2 sin x cos x2 2

2 2

sin x s x sin x cos x
sin x cos x 1 2 sin x cos x sin

1
2x

+

= = =
⋅ + + +

1
1 sin2x+ ⋅ ⋅ ⋅

+ = ⋅ ⋅ =
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Určete derivaci funkce y 4x 1 arccot g 4x 1= − + − : 

( ) ( ) ( )
1 1
2 2y 4x 1 arccot g 4x 1 4x 1 arccot g 4x 1= − + − = − + − u v ´ u´ v´

4x 1 je funkce složená; arccot g 4x 1 je dvojitá složená funk ec

+ = +

− −
 

( )
( )

( )
1 1
2 2

2
1 1 1y´ 4x 1 4 4x 1 4
2 21 4x 1

− −
⎡ ⎤

−⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

=  

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

2

2

2
4

2 2 2 2
4x 1 4x 1 4x 1 1 4x 14x 1 1 4x 1

4x 12 2 2 4x 2 8x 2
4x 1 4x 1 4x 4x 4x 1 4x 4x 1 x 4x 1

4x 1 4x 1 4x 1 4x 1 4x 14x 1
2x 4x 1 4x 1 2x 4x 1 4x 1 2x 4x 1

4x
2x

1

= − = − =
⎡ ⎤− − − ⋅ + −− ⋅ + −⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅ −⋅ − −
= − = = = =

− − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− − ⋅ − − ⋅ −−
= ⋅ = = =

⋅ − − ⋅ − ⋅ − ⋅ −

−
= =

⋅
4x 1
2x

 

4x 1
4 1x
⋅ −−
−
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Určete derivaci funkce 1 cos xy
1 sin x
−

=
+

: 

( ) [ ] ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2

2 2

2 2

2 2

2

2

/

2

u u´ v u v´
v v

sin x cos x

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜

+

⎠
⎟

⎝

+
2

1 cos xy
1 sin x
0 sin x 1 sin x 1 cos x 0 cos x

y´
1 sin x

sin x sin x cos x cos xsin x 1 sin x 1 cos x cos x

1 sin x 1 sin x

sin x sin x cos x cos x sin x cos x
1 sin x 1

−
=

+

− − ⋅ + − − ⋅ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
+

+ − −⋅ + − − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦= = =
+ +

+ − + −
= =

+ +( )

 

( )2sin x
+ −

=
+ 2

1 sinx cosx
1 sinx

2 2sin x cos x 1+ =
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Určete derivaci funkce : 2y x ln x= ⋅

( )

( ) ( )

2

2

y x ln x
1y´ 2 x ln x x

u.v ´ u´ v u v´+ ⋅

x2 ln x x 2ln xx 1
x

= ⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ + = ⋅ + +

⋅=

= ⋅ 2x lnx 1
 

Příklad 7.23 / strana 43 

Určete derivaci funkce 
2

x

x 4y
e
+

= : 

( ) ( )
( )

( )
( )

/

2

x

u u´ v u v´
v v

e

x x x

2

x

2 2

2x 2

x 4y
e

2x xe e e4 2x x 4
y´

e

+
=

⎡ ⎤⋅ − + ⋅ ⋅ − − − + −⎣ ⎦= = =
2

x

x 2x 4
e

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎟⎜
⎝ ⎠
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Určete derivaci funkce 
( )2

x 2y ln
x 3
−

=
−

: 
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( )( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

 

 

Příklad 7.25 / strana 43 

Určete derivaci funkce 1 xy ln
1 x
+

=
−

: 

( )
( )

11
22

1

/

2

1 x u u´ v u v´je funkce složená, příčemž je
1 x v v

2

1 xy ln
1 x

1 x1 x 1 xy ln ln ln
1 x 1 x 1 x

+ ⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟− ⎝ ⎠
+

=
−

++ +⎛ ⎞= = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠ −

 

( )
( )

(
( )

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

2 2

22
2

2

2 2

x 2y ln
x 3

1 x 3 x 2 2 x 3 1 x x 3 2 x 2 x 331y´ x 2 x 2x 3
x 3

2 x 21 x 3 2x
x 3x 2 x 3 x 2

−
=

−

⎡ ⎤⋅ − − − ⋅ ⋅ − ⋅⎡ ⎤ − − ⋅ − ⋅ −⎣ ⎦⎣ ⎦= ⋅ = ⋅ =
− −⎡ ⎤−⎣ ⎦−

− ⋅ −

/

2 2

4

2

x 2 u u´ v u v´jde o složenou funkci, přičemž je
v vx 3

x 3

x 32 x 2 x 3x 3 x 3 ⋅ −⎡ ⎤ − − +
−

⎦= ⋅ =
− − − ⋅ ( ) ( )

− ⋅ − ⋅ ⎣

− ⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠−

−

−

−− −
=

( ) ( )

4
x 2 x 3

=
− ⋅ −

−
=

− ⋅ −
1 x

x 2 x 3
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 21
2 2
1
2

1 1 1 1
1 2 2 2 2
2

1 21
2 2

1 1 1 1
1 2 2 2 2
2

1
2

1 11 x 1 1 x 1 x 1 x 1
1 2 2y´

1 x 1 x

1 x

1 11 x 1 x 1 x 1 x1 x 2 2

1 x 1 x

1 1 x 1 x 1 1 x 1 x
1 x 2

1 x

− −

− −

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ − − + ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅ =
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ − − − ⋅ + ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅ =
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ − − − ⋅ + ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅
+ ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

21
2

1 1
2 2

1 11
2 22

1 21
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2

1
2

2

1 x

1 11 x 1 x
1 x 1 x1 x

1 x 2 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x2

1 x 1 x 1 x 1 x

1 1x

⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭ =

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ − + + ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅ =

⎡ ⎤+ ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

− + − +
+ +

+ − + −
= ⋅ = =

+ ⋅ + ⋅ −⋅

− ⋅ − + + ⋅ +

+ ⋅
=

( )

1
2

21
2 2

1 x

1 x

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
22 222 1 1 x

1

2

1 x 1 x

x 1 x 1 x

2 1 x 1 x 2 1 x 1 x
2

1 x 1 x

2 1 x 1 x
1

x 1 x2

− + +

− + ⋅ −
= =

⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ −

+ ⋅ −
= = =

⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ +

) ( ) ( ) ( )

1 1
2

2 2

1x

x 1 x podle a b a b a b
1 x 1 x

⋅+

+ ⋅ − = − + ⋅ − = −
+ ⋅ −

21 x
1 x

− −⋅

= =
− 2

1
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Příklad 7.26 / strana 43 

Určete derivaci funkce : sin 2xy e=
sin 2x

sin 2x ( )/2x 2x

jde o složenou funkci

e e 2

y e

y´ e 2 cos2x

=

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
 

sin 2x2 cos2x e = ⋅

 

Příklad 7.27 / strana 44 

Určete derivaci funkce y 1 tg 2= + x : 

( )

( )

1
2

1
2

2 2

je funkce složen

2

áy 1 tg 2x 1 tg 2x
1 1 1 1y´ 1 tg 2x

cos 2x cos 2xt 2x
2

g1
−

= + = +

= ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅ =
+ + ⋅ 2

1
1 tg 2x cos 2x

 

 

Příklad 7.28 / strana 44 

Určete derivaci funkce 2y x x 1= ⋅ − : 

( ) ( )

( )

1
2 2 2

21 2 2
2 2 22

2 2

2 2

2

2x2

y x x 1 x x 1

1 x xy´ 1 x 1 x x 1 x x 1
x 1 x 1

x 1 x
1x

−

= ⋅ − = ⋅ −

+
= ⋅ − + ⋅ ⋅ − ⋅ = − + = =

− −
− +

=
−

−
=

−

2

2

2x 1
x 1

u.v ´ u´ v u v´

1 x 1
2

= ⋅ + ⋅

− ⋅ −

(

 

 

Příklad 7.30 / strana 44 

Určete derivaci funkce : 2y x tg x= ⋅

)2

2 2
2

2 2 2

y x tg x

1 2x sin x x x xy´ 2x tgx x
cos x cos x cos x cos

u.v ´ u´ v u v´

2 sin x cos x sin x2

= ⋅ + ⋅

⋅

⋅ ⋅ =

2 sin x cos x
x

= ⋅

⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +
= ⋅ + ⋅ = + = =

2

2

x sin2x x
cos x
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Příklad 7.31 / strana 44 

Určete derivaci funkce 1 xy ln arctg x
1 x
+

= +
−

: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 2 21
2 2
1
2

1 1 1 1
1 2 2 2 2
2

1
2

1 x 1 xy ln arctg x ln arctg x
1 x 1 x

1 11 x 1 1 x 1 x 1 x 1
1 12 2y´

1 x1 x 1 x

1 x

1 11

1 xln je funkce složená
x1

+
−

x 1 x 1 x 1 x1 x 2 2

x1

− −

− −

+ +⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ − − + ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅ + =

+⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ − − − ⋅ + ⋅ −⎢ ⎥ ⎢− ⎣= ⎦ ⎣ ⎦⋅
+ ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )

2 21
2

1 1 1 1
1 2 2 2 2
2

1 2 21
2 2

1 1
2 2

1 11
2 22

1 2 21
2 2

1
2

1
2

1
2

1
1 x

1 x

1 1 x 1 x 1 1 x 1 x
1 x 2 1

1 x1 x 1 x

1 11 x 1 x
1 x 1 x1 x 1

1 x1 x 2 1 x

1 x 1 x

1

1

x

x

− −

⎥
+ =

+⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ − − − ⋅ + ⋅ −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭= ⋅ + =

+⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ − + + ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅ + =

+⎡ ⎤+ ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

− +
+

+
= ⋅

+

( ) ( )
1
2x1− ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 12 2
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 12 2
2 2 2 2

1 x 1 x

1 x 1 x 1 x1 1
x 1 x2 1 x 1 x2

1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x1 1
1 x 1 x2 1 x 1 x 2 1 x x1

− +
+

− + −
+ = + =

+⋅ + ⋅ −⋅

− ⋅ − + + ⋅ + − + +

+ ⋅ − + ⋅ −
= + = + =

+ +⋅ + ⋅ − ⋅ + −⋅

1
2

2 1
1 x

+⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2

1 1
2 22

2 2

1x 1

1 x

x

1 x 1 x 1 x 1

x 1 x

x

1−

1 1
2 2

1 1 2 2
2 2

2

2 2 2

2

2

1 x 1 x 1 1
1 x x2 1 x 1 x

1 1 1 1 1 x 1 x

2

1

1 x 1 x

2

+ ⋅ −
= + = + =

+ +⋅ + ⋅ − ⋅

+ + −
= + = + = =

+ − + −

−

4

2

⋅ ⋅ ⋅+ +

+ ⋅ − − ⋅ + 1 x

 

 

Příklad 7.32 / strana 44 

Určete derivaci funkce : ( )2y sin cos3x=

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

je trojitě složená!!!

sin cos3x cos cos3x

2 sin cos3x cos cos3x podle 2 sin x cos x si xn 2

⋅ ⋅

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =sin 2 cos3x
( ) ( ) ( )

2y sin cos3x

y´ si2 n3 3x

=

= ⋅ − ⋅ = − ⋅⋅ ⋅3 sin3x sin 2 cos3x  

 

Příklad 7.33 / strana 44 

Určete derivaci funkce 2y sin= x : 

( )

( )

1
2 2 2

1
2 2 22

2

y sin x sin x

1 1y´ sin x c

je složená funkce

2
os x x x cos x

s
2

in x

−

= =

⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =

2

2

x cosx
sinx

 

 

Příklad 7.34 / strana 45 

Určete derivaci funkce 2y sin 1 x= + : 

( )

( ) ( )

1
2 2 2

1 1
2 2 22 2

2

y sin 1 x sin 1 x

1 1y´ cos 1 x 1 x x cos 1

je funkce složená

2
x x

1
2

x

−

= + = +

⋅ +
= + ⋅ ⋅ + ⋅ = + ⋅ ⋅ =

+ +

2

2

x cos 1 x
1 x
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Příklad 8.1 / strana 45 

Určete první a druhou derivaci funkce 2 xy x e−= ⋅ : 

( )
( ) ( )

( ) ( )

u.v ´ u´ v u v´

u.v ´ u´ v u v´

= ⋅ + ⋅

=

− =

+ ⋅⋅

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

x

2 x

x 2 x 2

x 2

x 2 x x x 2

x

x

2

e e

y x e

y´ 2x e x e 1 2x x

y´ e 2x x

y´́ e 1 2x x e 2 2x e 2 2x e 2x x

e 2 2x 2x x

−

− − −

−

− −

−

− −

− −

−

= ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ −

= ⋅ −

= ⋅ − ⋅ − + ⋅ − = ⋅ − − ⋅ − =

= ⋅ − − + = ⋅ +−

x 2

x 2

e 2x x

e x 4x 2

 

 

Příklad 8.2 / strana 45 

Určete první a druhou derivaci funkce 1 xy ln
1 x
+

=
−

: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

11
22

1
2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 21
2 2
1
2

1
1 2
2

2

/1 x u u´ v u v´je funkce složená, příčemž je
1 x v v

1
2

1 xy ln
1 x

1 x1 x 1 xy ln ln ln
1 x 1 x 1 x

1 11 x 1 1 x 1 x 1 x 1
1 2 2y´

1 x 1 x

1 x

1 1 x 11 x 2

1 x

− −

−

+
=

−

++ +⎛ ⎞= = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠ −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ ⋅ − − + ⋅ − ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣

+ ⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟− ⎝ ⎠

⎦ ⎣ ⎦= ⋅ =
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

−

⋅ + ⋅
−

= ⋅
+

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1
2 2 2

21
2

1 1 1 1
1 2 2 2 2
2

1 21
2 2

1x 1 x 1 x
2

1 x

1 1 x 1 x 1 1 x 1 x
1 x 2

1 x 1 x

−

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − ⋅ + ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ =
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + ⋅ − − − ⋅ + ⋅ −⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭= ⋅ =
⎡ ⎤+ −⎢ ⎥⎣ ⎦
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( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2

1 11
2 22

1 21
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 11 x 1 x
1 x 1 x1 x

1 x 2 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x 1 x2

1 x 1 x 1 x 1 x

1 x 1 x

2 1 x 1 x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⋅ − + + ⋅
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −− ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= ⋅ =

⎡ ⎤+ ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

− + − +
+ +

+ − + −
= ⋅ = =

+ ⋅ + ⋅ −⋅

− ⋅ − + + ⋅ +

+ ⋅ −
= =

⋅ + ⋅ −

( )

1
2

21
2

1

2

x

1 x

−

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1
2 2

2

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2

2

22

2

2

2

21 1 x

1 x 1 x

1 x 1 x

2 1 x 1 x
2

1 x 1 x

2 1 x 1 x
1

1y´
1 x

0 1 x 1 2x
y´́

2

2 x 1 x

1 x

− + +

+ ⋅ −
=

⋅ + ⋅ −

+ ⋅ −
= = =

⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅

= =
−

=
−

⎡ ⎤⋅ −

+
1 1
2

2 2

/

2

1x

1 x 1 x podle a b a b a b
1 x 1 x

u u´ v u v´
v v

⋅+

+ ⋅ − = − + ⋅ − = −
+ ⋅ −

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1 x
1 x

− ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦= =
−

− −

−

2

22

1

2x

1 x
 

Příklad 8.3 / strana 45 

Určete první a druhou derivaci funkce  
x

2

ey ln
x 1

=
+

: 

 
x

2

/x

2 2
e u u´ v u v´je složená funkce, kde

x 1 v v
ey ln

x 1
⋅ − ⋅⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

 
+

=
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( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

x 2 x x 2 x 2 22

x 2 2 2x2

2

2 x 2

2

2

2 2

22

2

2

e x 1 e 2x e x 1 2x e x 1 x 2x 11 x 1y´
e ex 1 x 1 e x 1

x 1
x 2x 1 x 2x 1

x 1x 1

x

x 1
y´

x

1

1

x 1

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⋅ + − ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ − ++⎣ ⎦⎣ ⎦= ⋅ = ⋅ = =
+ + ⋅ +

+
⋅ ⋅ − + −− +

= = =
+ +⋅ ⋅ +

−
=

+

+

+

2

2

x 1
x 1

(

x

x

22 2 2

/

2

e

e

x 2x 1 je vzorec a 2ab b a b

u u´ v u v´, kde x
v v

− + − + = −

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

2

2

21 x 1 x 2 x 1

1 je funkce složená

1 x 1 2

x 1 x 1

⎡ ⎤⎤⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅⎦ ⎣ ⎦

−

=

− −

− ⋅ + 2 x

2

2 22 2

2 2

2 222

x 1 x x 1
y´́

x 1 x 1

2 x 1 x 1 x x 2

x

2 x

1 x 1

⎡ ⎡ ⎤⋅ + − ⋅ −⎣ ⎣ ⎦= = =
+ +

⋅ − ⋅ + − + ⋅ −⋅
= =

+ + +

2

22

1

x 1
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Určete první a druhou derivaci funkce  2

1y arccos
1 x

=
+

: 

( )
( )

( ) ( )

1
2

2 2

1 2
2

222 2

2

2
2 22

/

2 2

1 u u´ v u v´de o funkci složenou
1 x v v

2 2

2 2

2

2

1 1y arccos arccos
1 x 1 x

0 1 x 2x1 1 1y´
2 1 x 1 x11

1 x

1 1 1 x 1 x1 x
1 1 1 x

j

11 x 1 x1
1 x 1 x1 x

2

−

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
⎧ ⎫⎡ ⎤⋅ + −− ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎣ ⎦= ⋅ ⋅ ⋅ =⎨ ⎬⎜ ⎟+⎝ ⎠ +⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎩ ⎭− ⎜

⋅ − ⋅⎛ ⎞= =

⎟+⎝ ⎠
− −

⎜ ⎟

− −
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅

+−
+ +

−+ +
+

+ ⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )
2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

22

1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x
xx 1 x 1 x 1 x

1
x

x1 x

=

⎡ ⎤⋅ + ⋅ + + ⋅ +⎢ ⎥= ⋅ = ⋅ = ⋅ =
⎢ ⎥+ + +⎣

+
⎦

+

x
−−
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2 22

2

2

22

1 x1 x

1y´
1 x

0 1 x 1 2x
y´́

1 x

= = =
2 2 2

2

/

2

1 x 1 x 1 x
1 x

u u´ v u v´
v v

+ ⋅ + +
+

⋅ − ⋅⎛ ⎞

+⋅ +

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

=
+

⎡ ⎤⋅ + − ⋅ −⎣ ⎦= =
+ +

2

22

1
1 x

2x

1 x
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Určete první a druhou derivaci funkce  
x

2

ey
x

= : 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( )

x

4

x

2

x

22

x
3

3 2 3 2
x

2

2

x

x
3

x
63

x

ey
x

2 2
y´

x

x 2
y´ e

x

1 x x 2 3xx 2

x

x 2 x 3x x 2
y´́ e

x xx

x 2
e

x

e e

x

=

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − −
= = = ⋅

−
= ⋅

⎡ ⎤⋅ − − ⋅ ⎡ ⎤− − − ⋅ −⎣ ⎦= ⋅ + ⋅ = ⋅ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

−
= ⋅

x
3

x 2
e

x

/

2

x

/

3

3 2

u u´ v u v´
v v

e e
x

x 2 u u´ v u v´u.v ´ u´ v u v´ , přičemž podle
x

e x

x

v v

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⋅ − ⋅⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )

( )
 

3 3 3 23 3 2
x

3 6 6

24 3 3 3 2
x x x

6 6

3 2

6

x x 2 x 3x 6xx 3x 6x e
x x

x 4x 6x 2x x 3x 6x x
x

4 6e e e
x x

⋅ − + − +⎡ ⎤− +
+ = ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

⋅ − +− + − + − + − +
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

2
x

4

x 4x 6e
x

24 xx x
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Určete první, druhou a třetí derivaci funkce  2 xy x e= ⋅ : 

( )
( )

2 x

x 2 x

y x e

y´ 2x e

u.v ´ u´ v u v´= + ⋅⋅

x e

= ⋅

= ⋅ + ⋅⋅ = +x 2e x 2x
 

 

David Michálek  strana 53 
 



Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

x 2

x 2

x 2

xx 2

x

2

x

x

y´ e x 2x

y´́ x 2x 2x 2 e x 2x 2x 2

y´´ e

e e

x 4x 2

y´´́ x 4x 2 2x 4 e x 4x 2 2e xe 4

= ⋅ +

= ⋅ ⋅ = ⋅ + + + = ⋅ + +

= ⋅ + +

= ⋅ + + + ⋅ + = ⋅ + + + + = ⋅ +

( )

2

u.v ´ u´ v u v´

u.v ´ u´ v u v´

+ + +

= ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅

+

x 2

x 2

e x 4x 2

e x 6x 6
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Neurčitý integrál 
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Vypočtěte: 

( ) 2

2

2

22 2

2 2 2 2

2 1 1
2 2

1 x dx
x

1 x1 x 1 2x x 1dx dx dx dx dx
x x x x

1 x xx dx 2 dx d

x x

x ln x x c ln x x c

x x

2
x 2 1 1

2

− + −
−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−− − +⎛ ⎞ = = = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − + = − + + = − + + =
− + −

= − − +

∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
21x lnx c

x
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Vypočtěte: 

( )

( )

( ) ( )

1
2

dt 1 10 x 1 1 dx 2 x 1dt dosadíme za a za

2 x 1

2 x 1

dx 2 2 x 1

1 x 1 t x 1 t 1 pro dvojnásobek platí

2 t 1 m

dx 1 dx
1 x 1 1 x 1

1 dx dt
t1 x 1

1 dx
1

ísto

1x

−

⋅ +

⋅ +

= + ⋅ + ⋅ = ⇒ = ⋅ +
⋅ +

+ + = ⇒ + =

=
+ + + +

=
+ +

+

−

−

+

⋅⇒ =

∫ ∫

∫ ∫

∫

t dx

1
2substituční metoda t 1 x 1 1 x 1

2 x 1 dosadí 2 tme 1

⇒ = + + = + +

⋅ + ⋅ −

( )

( )

2 t 1 2t 2 2dt dt dt dt dt
t t t t

12 dt 2 dt 2 t

2 x 1 t
t

2

2

ln t c
t

⋅ − −
= = = = − =

= − = ⋅ − ⋅ + = ⋅ + + − + + +

⋅ +
∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
2

2 1 x 1 ln 1 x 1 c

x

2x e dx

2x e dx za exponent eadím

⋅

⋅ ⇒
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Vypočtěte: 

∫
∫

2

2

x

2 2

volíme metodu substituční

x dos xt t =
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t t t

2t x zderivujeme t ⇒=

jde o součin počitáme pomocí metody per partes⇒

jde o součin, řešíme metodou per partes

dt dt2x dx dosadíme výrazu
dx 2x

dte2x
2

e dt e
x

c

= ⇒ =

⋅ = = ++ =∫ ∫
2xe c

u´v uv u v´ u´ e u e v

x e dx

x e dx e x e 1 dx xe e

v

c

x ´ 1= −

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − + = ⋅

⋅ = = =

− +

=∫ ∫
∫

∫ ∫ xe x 1 c

e x dx

opět metoda per partes

u´v uv u v´ u´ e u e v x

1 dx

x e 2 e x e

u´ e u e v x

2

v´

2

1

v´ x

⋅

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ −

⇒

= ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ =

=

= − ⋅ = = =

=

=

⋅ − ⋅ ⋅ −
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Vypočtěte: 

( ) ( )

x x

x x

x

x x x
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Vypočtěte: 

( )

2 x

2 x 2 x x 2 x x

2 x x 2 x x x

x

2 x x

x

x x 2

x e dx

x e dx x e e x dx x e 2

x e 2 x e dx x e 2 e x e

= = =

=

∫

∫
∫

∫

∫

∫

∫

∫

( )
( )

2 xx x xe e ec x 2 x 2 c+ = ⋅ ⋅ + + =

= ⋅ − + +x 2e x 2x 2 c

x xd⋅∫

=∫

 

−

jde o součin, řešíme metodou per pa esrt
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Vypočtěte: 

2x sin  

u´v uv u v´ u´ sin x u cos x v 2x v

2x sin x dx cos x 2x cos x dx 2x cos x 2 cos x d

2

2

´

x⋅ = − ⋅

= − ⋅ = =

− ⋅ = − ⋅ +

= − ⋅ + ⋅ +

=

−

− =

∫ ∫
∫ ∫

2x cosx 2 sinx c
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Příklad 7 / strana 55 

Vypočtěte: 
2

2 2

2

2

2

2

x sin x dx

x sin x dx cos x x cos x 2x dx co

jde o součin, řešíme metodou per partes

2−s x

x cos x opět per partes u´ co

x x cos x dx

s x u sin x v x vcos x x 2

co

u´v uv u v´ u´ sin x u co

s x x

´

s x v x v

2 sin

´

x

2x

1

⋅

⋅ = − ⋅ − − ⋅ = − ⋅ − ⋅ =

= − ⋅ + =

=

= −

⋅

⋅

= = =

= = − =

− +

=

⋅

=

⋅

∫

∫
∫

∫
∫

∫
∫

( ) ( )2x sin x 1 dx cos x x 2 sin x x cos x c⋅ − ⋅ ⋅ = − ⋅ + ⋅ ⋅ + + =

= − ⋅ + ⋅ + ⋅ +

∫
2x cosx 2x sinx 2 cosx c

sin x x sin x 1 dx sin x x si xn dx

⋅

⋅ =

=

⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ − = ⋅ + +

− ⋅ = = = =

∫

∫ ∫ ∫
∫ ∫

x sinx cosx c

2x dx si

u´v uv u v´ u´ c

si

os x u sin x v x

n x x dn x x 2

sin x x 2 sin x x dx

x

opět per partes u´ sin x u

v´ 2x

sin x

c

x 2 cos

os x ´

x x

v x v 1

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ − =

= ⋅ − ⋅ =

⋅

= = −

⋅

= =

= − ⋅ = = =

−

=

− ⋅ − ⋅ −

∫

∫
∫

∫
∫

∫

∫

( )cos x 1 dx
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Vypočtěte: 

u´v uv u v´ u´ cos x u sin x v x v´ 1

x cos x dx

x cos x dx

jde o součin, řešíme metodou per part se

jde o součin, řešíme metodou per partes
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Vypočtěte: 
2

2

2

2 2

2 2

x cos x dx

x cos x dx sin x x sin x

⋅ ⋅ =∫

 

 

( ) ( )2 2sin x x 2 cos x x cos x dx sin x x 2 cos x x sin x c= ⋅ − ⋅ − ⋅ + = ⋅ − ⋅ − ⋅ + +

= ⋅ + ⋅ − +

∫
2x sinx 2x cosx 2sinx c

=
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Příklad 10 / strana 56 

Vypočtěte: 

2x 2x

2

2x

2x

x 2x

t t t

1 de e odvozeno ze subs t dttituční metody t 2x 2 dx
2 dx 2

dt 1 1e e dt e
2

1u´v uv u v´ u´ e u e v x v´

x e dx

1x e dx
2

1
2

2 2

jde o součin, řešíme metodou per partes

obecně tedy platí e ⋅ ⋅= ⋅

= ⋅ ⇒ = = ⇒ =

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

= − ⋅

⋅

⋅ = ⋅

= = ⋅ = =

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

2x1 e
2 ∫ k x k x1 e

k
22x 2x 2 x 2xx 2x 1 1e e

2
1 1 1 1e x e 1 dx e x e dx x c
2 2 2 2 2

⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + =

⎛ ⎞= ⋅ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅= ⋅∫ ∫
2x1 1e x c

2 2
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Vypočtěte: 

sin x cos x dx

sin x cos x dx sin x sin x sin x cos x dx

2 sin x cos x dx sin x sin x c / 2

sin x si

u´v uv u v´

n x

u´ cos x u sin x v

jde o součin, řešíme metodou per partes

cos x dx∫/ sin

sin x cos x

x

sin x v´ cos x

dx c
2

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅

⋅ = ⋅ +

⋅
⋅ =

= − ⋅ = = = =

+ ⋅

+ = +

∫ ∫
∫

∫ ∫
∫

∫
2sin x c

2
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Vypočtěte: 
2

2 2
2 2

2
2

2 2 2 2

3
2

cos x tg x
c

sin x 1tg x dx dx sin x dx
cos x cos x

1u´ u tg x v sin x v´ 2 sin x cos x 2sin x
cos x

sin xtg x dx tg x sin x sin x dx sin x 2 sin x dx

sin x sin xs sin x sin x dx znovu pin

o

x 2 sin x sin x dx 2
cos x cos

2
s

x

x

e

= = ⋅

= = = = ⋅ ⋅ =

= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − =

= ⋅ − ⋅ = − ⋅

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ r partes
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Vypočtěte: 
3cos x dx∫  

 

2

2

2

2

cos x sin x cos x cos x dx cos x sin x dx

cos x sin x 1 sin x dx cos x sin x dx sin x dx

cos

u´ si

x sin x x

2 sin x dx co

co

n x u cos x v sin x v´ co

s x sin

s xsin x dx

sin x

x x / :

dx

s x

= − ⋅ ⋅ = − ⋅ + =

= − ⋅ + − = − ⋅ + − =

= − ⋅ +

= −

−

⋅ +

= = − = =

−

∫ ∫
∫ ∫

∫
∫

∫
∫

( )

2

2

2/ sin x dx dostáváme rovnici

−

+ ∫

2

3 3 3

2 2 2 22

2

cos x sin x xsin x dx
2

sin xtg x dx tg x sin x sin x dx sin x 2 sin x dx

sin x sin x cos x sin x x sin x2 c cos x si

cos x tg x
cos x

sin x n x x c
cos x cos x cos x
s

− ⋅ +
=

= ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − =

⋅
= − = ⋅ + = + ⋅ − +

− +
−

2za sin x dx dosadíme do předchozí rovnice

sin x dx 2
2

⋅ =

=

∫

∫ ∫ ∫

∫

∫

( )

23 sin x

sin x
cos x

sin x tg x

in x cos x cos x sin x cos xx c x c
cos x cos x

x c tg x

c s

1 x c

o

+

=

⋅ ⋅ + ⋅
− + = − + =

⋅
= − + = ⋅ − + = − +tg x x c

( )
( )

( )

2

2 2

3

2 22

2u´v uv u v´ u´ cos x u sin x v cos x v´ 2cos x sin

cos x cos x dx

cos x cos x dx sin x cos x sin x 2c

cos x d jde o souč

os x sin x dx

sin x cos x sin x cos x sin x dx sin x cos

in, řešíme metodou per par

x 2 cos

tx

2

es

x

sin x

= ⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ −

= − ⋅ =

=

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅−

=

−

= = ⋅ −

∫
∫
∫

∫

∫
∫

∫

( ) ( )

( )

2 2 2 3

2 3 2

3

3

22 3

3

x dx

sin x cos x 2 cos x 1 cos x dx sin x cos x 2 cos x cos x dx

sin x cos x 2 cos x dx 2 cos x dx sin x cos x 2 sin x

3 cos x dx sin x 2sin x c sin x 1 sincos x x 2sin x c sin x sin x 2sin x c

3 cos x

2 cos x dx

dx 3sin

=

= ⋅ + ⋅ − = ⋅ + − =

= ⋅ + − = ⋅ + ⋅

= ⋅ + + =

−

2

3

2 2

2

sin x

sin x cos x

sin x co 1s x

+

+ =

⋅ − + + = − + +

=

∫
∫ ∫
∫ ∫

∫

∫

∫

3 3x sin x c cos x x/ :3 d− + ⇒ = − +∫
3sin xsinx c

3
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Příklad 14 / strana 56 

Vypočtěte: 

u per

dx

cos x sin x x dx cos x sin x 1 sin x

si

p

dx

cos x sin x

arte

d

n x si

x

s

x

x

n x d

s

= − ⋅ =

= ⋅

= − ⋅ ⋅ =

= − ⋅ + = − ⋅ + − =

= − ⋅

= −

+ −

⋅ − −

= =∫ ∫

∫
∫ ∫

∫
∫ ∫
∫

∫
( )

2

2

2 2

u´v uv u v´ u´ sin x u cos x v sin x v´ cos

sin x dx

sin x dx sin x sin x dx

cos x sin x cos x cos x

jde o součin, řešíme metodo

cos

( )
2 2

2in x dx

cos x sin x dx

x dx sin x d/ : 2

x 1 cos x 1 si

sin x d

x

x

n x

=

= − ⋅ + −

+ ⇒

= ⇒ = −

2

2 22 sin x dx cos x sin= − ⋅

2 2cos x sin+

= − ⋅ +

∫
∫

∫ ∫

∫
1 x cosx sinx c
2
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Vypočtěte: 

∫

2cos x dx∫  

( )

( )

2

2

2 22

2cos x d

cos x dx cos x cos x dx

sin x cos x sin x si

jde o součin, řešíme met

n x dx sin x cos

o

x sin x dx

sin x cos x 1 cos x dx s

u´v uv u v´ u´ cos x u sin x v cos x v´ sin x

dou per partes

/ cos x din x c

x

cos os x dx xx dx

= ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ +

= − ⋅

=

= ⋅ + − = ⋅ + −

= = = −

−

+

=

−

∫ ∫

∫∫
∫

∫ ∫

∫
∫

∫ ∫
( )2 22 cos x dx sin x cos x dx cos: 2/= ⋅ + ⇒∫ ∫ ∫ x dx = ⋅ + ⋅ +

1 x sinx cosx c
2
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Vypočtěte: 
sin xe cos x⋅∫

t t t

exponent obsahuje goniometrickou funkci substituční metoda

dt dtsin x t cos x dx za dx dosadíme do výrazu
dx cos

dx

dte

x

cos e d
s x

cx t e
co

⇒

= ⇒

⋅ = = + = +

= ⇒ =

∫ ∫ sinxe c
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Příklad 17 / strana 57 

Vypočtěte: 

2

x cos x dx

x cos x dx sin x x sin x

jde součin, šíme metodo

2x dx sin x x

u per

2 s

u´v uv u v´ u´ cos x u sin

in x x dx

opět per partes

x v x v´ 2x

u´

partes

sin x

2 cos x x cos

u cos x

x 1 x

v x v´ 1

d

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅

− ⋅

= −

− ⋅ ⋅ =

⋅ = = = =

= = − = =

− −

∫

∫
∫

∫ ∫
∫

∫
( ) ( )22 cos x x cos x dx sin x x 2 cos x x sin x c⎡ ⎤⋅ − ⋅ + = ⋅ − ⋅ − ⋅ + + =⎣ ⎦

= ⋅ + ⋅

∫
2sinx x 2x cos
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Vypočtěte: 

( )

2

2

2

2 2

2x cos x dx sin x x⋅ = ⋅∫

o ře

− +x 2sinx c

 

2sin x x= ⋅ −

1
2

dx 1 11 x
x

2 −
= = =

⋅⋅
⇒

1 1
2 2

ubstituční metodou

dt dt dt dt 2 x1
2 x 2 x2

dx dt 2 x z předchozího víme, že x t dx d

sin t sin t dt řešíme metodou per partesx dx sin t t dt 2

u´ sin t u cos t v t v´ 1

dt 1t x x
d

2

x

t t

2

c

2

−

= ⋅ ⋅

= = −

= ⋅

=

=

⋅ = ⇒

= = = ⋅

=

=

= =

⋅ −

⋅

=

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( )

řešíme ssin x dx∫

( )
os t t cos t 1 dt 2 cos t t cos t dt 2 cos t t sin t c⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ + =− ⋅ − ⋅ + + =

= ⋅ −

−

⋅ +

∫ ∫
2 sin x x cos x c
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Vypočtěte: 

( )

( ) ( ) ( )
( )

1 1
2

1
2

2
1
2

řešíme substituční metodou

dt 1 dtt cos x cos x

sin x cos x dx sin x cos x d

sin x dx 1dx 2 cos x si x
2

x

n

−

−
= = ⋅ ⋅ − ⇒ =

− ⋅ ⋅

⋅ = ⋅∫ ∫
 

=
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( )

( ) ( )

3
2

dt 2
in

sin cos x dx t dt 2 t t dt 2 t dt 2 c
3

sin x
sin x

31 3
3

1

2 2

2

dt dt 2 dt dosadíme do výrazu1 1 sin x s x sin xsin x
2 2 cos xcos x

2 t tx

2 2 2t c cos x c

cos

cos x c
3

x t

3 3

⋅⎛ ⎞⋅ =

⎡ ⎤= − + = − ⋅ + = − ⋅ + = − ⋅

⋅
= = = −
− ⋅ ⋅

+⎢ ⎥⎣

⋅

⎦
32 cos x c

2
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Vypočtěte: 

⋅ ⋅ = − ⋅ = − = − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅
− = −

−∫ ∫ ∫ ∫

( )

( )

22

4 2

3 3 3

4 2

3 3

2

x 1

x 2x 1 1dx dx dx dx dx
x x

1 x

x x
x

−

+

+ +
= = + + =

= + + − +

∫ 3 dx
x

22x 1+

2
3 2

x

x dx 2 dx x dx x 2ln x
x 2

x
−

+ = + + =
−

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ 2lnx c
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o

e cos x e sin x dx e e sin x dx opět p

u´

er

v u

pa

souč etodou per pa

cos x

e cos x e si

rtes

v u v´ u´ e u e v co

u´ e u e

rtes

/ e co

v sin x

s x

v´

n x e cos x d

cos

x s x dx dostá

v´ si

m

x

n x

vá

= − ⋅

= ⋅ ⋅ = ⋅ +

⋅ + ⋅

− −

− ⋅

=

⋅

=

= = = =

⋅

=

+

= −

∫

∫

∫∫

∫
∫
∫

( )

∫ ∫
2

2

x 1
2 2x

Vypočtěte: 

c s x dx jde o in, řešíme m⋅

( )

x

x

x x x

x

x

x

x

x x x

x

e

=

( )

xxx sin x c e s

e výraz

e / :in x cos x c

e cos x dx

2+ ⋅ + = ⋅ + +

⋅ + +∫
xe sinx cosx c

2

 

 

 

 

x x2 e cos x dx cose⋅ = ⋅∫
x ⋅ =
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Příklad 22 / strana 57 

Vypočtěte: 

x

x x

e sin x dx

e sin x dx cos x e c

jde o sou

os x e

u

čin, řešíme p

dx cos x e cos

´v uv u v´ u´ sin x u e

x e dx opět per part

/sin x e

´ cos x u

s

es

d

sin x v e v´ e

in xx

⋅

⋅ = − ⋅ ⋅ = − ⋅− − + =

−

= − ⋅ = = =

= =

⋅

⋅

=

+

=

∫

∫
∫

∫

∫

∫
∫

( )

x

x

x x x

x

xx

metodou er par

cos x v e v´

tes

− =

u
x xcos x e sin x e= − ⋅ + ⋅

( )x xcos x sin ex ce− ⋅ + ⋅ + = ⋅ −
xe sinx cos

 / strana 57 

x

x

x

x x

dostaváme výraz

cos x sin x c e sin

e dx

e e /x cos x c

e si

: 2

n x dx

= − ⋅ + ⋅ + = ⋅ − +

⋅ = +

⋅

∫

∫

x c
2

 

Příklad 23

Vypočtěte: 

x2 e sin x dx⋅∫

1
2

dx
2x 5

dx dt 1 1 1 1dt ln t c ln 2x 5 c ln 2x 5 c
2x 5

řešíme metodou substituční

dt dtt 2x 5 2 dx dosadíme
dx 2

2t 2 t 2 2

= + =

+

= = = + = + + = + + = + +
+

⇒ =

∫

∫ ∫ ∫ ln 2x 5 c

 

říklad 24 / strana 58 

 

P

Vypočtěte: 
2x ln x dx⋅∫

2 2
2 2 2

2
2

2

2

2

2 2
2

2

jde o součin, řešíme metodou per partes

xx 1 xx ln x dx ln x ln

x 1u

x dx ln x
2 2

x

´v uv u v´ u´ x u v ln x v´ 2

x 1 xln x ln x dx ln
2 2

x ln x dx opět per partes

ln x
2 x

2
2

x 1u´ x u v ln x v´
2 x

2 x 2

x

x

⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ −

= −

=

= ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅

⋅ = = = = ⋅ ⋅

= = =

⋅

=

∫

∫ ∫

∫

∫

∫

2
2 x 1x ln x x dx

2 2
− ⋅ − =∫
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2 2 21ln x cx ⎛ ⎞⋅ − ⋅ + = ⋅ − + +⎜ ⎟

2
2x 1ln x lnx2ln x

2
x x
2 2 2

= ⋅ −
⎝ ⎠

c
2 2
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Vypočtěte: 
2

3

2

2

3 2

2

řešíme pomocí substituční metody

dtdx dosadíme do výrazu
3

x dx
1

x
x

x
dtt 1 x 3x
dx

dt 1 1 1dt ln t c
t 33x t− 3

−

= − = − ⇒

⋅ = − = − + = − +

=
−

−

∫

∫ 31 ln 1 x c
3
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Vypočtěte: 

∫
 

( ) řešíme metodou substitsin 3x 5 dx−∫

( ) ( )

( )

uční

dt dtt 3x 5 3 dx dosadíme do výrazu

dt 1 1sin 3x 5 dx sin t sin t dt cos t c
3 3

dx 3

3
− = ⋅ = = ⋅ − + =

−

= − = ⇒ =

+

∫ ∫

s 3x 5 c
3
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Vypočtěte: 

∫
1 cos t c= − ⋅ + = − ⋅

1 co
3

2

2

2

2

2 2

1u´v uv u v´ u´ u tg x v sin x v´ cos

sin x sin x 1dx dx sin x
1 sin x cos x cos x

sin x sin xdx tg x sin x tg x cos x dx tg x sin x dx
1 sin x

řeším

sin x sin xsin x sin

e m

x dx co

x

cos x cos x

etodou per partes

cos x
c

x

os x

cos

= = ⋅
−

= ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ =
−

⋅ − = − −

= − ⋅ = = = =

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫ ∫

( )=
2

2 2 2

sin xs x c cos x c
cos x

sin x s x cos x c
cos x cos x

sin x cos x+

+ = + + =

+ ⋅
= + = + = +

1 c
cosx

 

co c
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Příklad 28 / strana 58 

Vypočtěte: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( )( )

2

2

1 2

A B

1 2
2
1

dx
x x 2

Nejprve vypoč

1 1 4b b 4acx ,x
2a

řešíme pomocí parciálních zlo

1 2

1 9 1 3
2 2

A x 1 B x 2A B A

x 2;

mk

x 2

ů

x 1 x

x

1

1

2 x−

− −

− ⋅− ± −
= =

± ±
= = = 〈 ⇒

⋅ + +

= − ⇒ −

⋅ −
=

+

⋅ +

⋅

−

����� �����

( ) ( )

2x 7+
∫

2

ítáme kořeny kvadratické rovnice :

1 2 1 1 8
2

± − ⋅ − ± +
= =

⋅

x 2 x 1
+ =

− + ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

2

x A Bx 2B A B A 2B
x 2 x 1 x 2 x 1

x 2 x 1
A B 2 B 2 A dosadíme do 2. rovnice

7 2

x x

řešíme soustavu rovnic

za A a B dosadíme a zintegru

A 2B 7

2 3A 11 A

11B 2 A dosadíme za A : B 2
3

x

e

2

j

+ + − + + −
= =

− ⋅ + − ⋅ +

+ +
− ⋅ +

+ = ⇒ = −

= ⇒ =

= =

−

− − = −

⇒

11
3

5
3

x x 2

A 2B A 2 A 7 A 4 A 7

− −

− = − ⋅ − = − + =

x BA
=

⋅ +

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

11 5
2x 7 A B 3 3dx dx dx dx dx

x x 2 x 2 x 1 x 2 x 1

m

1 dx
x

e

3 1

−+
= + = + =

− − − + − +

= ⋅ − − ⋅ + +
+

∫ ∫ ∫ ∫
11 5ln x 2 ln x 1 c
3 3
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Vypočtěte: 

∫
11 1 5dx= −∫ ∫3 x 2−

( )

( ) 2x subst. metoda

sin x cos xdx nahrad

tg x cotg x dx

sin x cos x sin x cos xtg x cotg x dx dx dx d

cos x v

x
c

íme a dx nahradíme b sin x
cos x sin x

os x sin x c

da da db dbsin x dx cos x dx
sin x dx co

os x sin x

s x

v a

+

⎛ ⎞+ = + = + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − ⇒ = = ⇒ =

= =∫ ∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

dx −
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da db 1 1da db
a b

cos x
cos x
⋅ = − + = −∫ ∫ ∫ ln a ln b c

a b
sin xln b ln a c ln sin x ln cos x c ln c
c

sin x
sin x

a sin xln a ln b ln ln sin x ln cos x ln
b cos x

os x

= ⋅ + + + =

= − + = − + = + =

−

− = ⇒ −

+

=

∫

ln tg x c  
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Vypočtěte: 

2

2

2 2

2

x dx
sin x

x 1x dx

cos x

řešíme m⋅ =dx
sin x sin x

1x dx cotg x x cot dx
sin x

dt dtsubst. metoda t sin x cos x dx
dx cos

g x 1 dx

1u´v uv u v´ u´ u cotg x v x v´ 1
sin

etodou per partes

c

cotg x x
sin x

dcotg x x
t

x
x

x

os

=

= ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ = − ⋅ + =

= −

= − ⋅ = = − = =

−

⋅ +

−

= =

⋅

= ⇒

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∫

t 1cotg x x dt cotg x
cos x

x ln t c
t

= − ⋅ + = − ⋅ + + =

− ⋅ +

∫ ∫
ln sinx cotg x x c

 

 strana 59 

Vypočtěte: 

=

 

Příklad 31 /

2

2

2

2 2dx x dx
os x cos x

řešíme metodou per partes= ⋅

2

x dx
cos x

x 1
c

x 1 sin xdx x dx tg x x tg x 1 dx tg x x dx
cos x c cos x

dt dtsubstituční metoda t cos x sin x dx
dx sin x

1u´v uv u v´ u´ u tg x v x v´ 1

s x

cos x

o
= ⋅ = ⋅ −

= = −

= − ⋅

⋅ = ⋅ − =

= = = =

⇒ =

∫

∫

∫

∫ ∫ ∫

∫  

∫

∫

−
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dt 1tg x x tg x x dt tg x x ln t c
t t

sin x
sin x

= ⋅ ⋅ =− ⋅ + = ⋅ + + =

= +
−

+

∫ ∫
tg x ln cosx c

 

 

čtěte: 

Příklad 32 / strana 59 

Vypo

2

x dx řeš
−

1
2

12

1 11 12 2
2

1 x

x dt 1 1 1 1 1dx dt

íme substituční metodou

d

dt t dt
2t t1 x

1 t 1 t 1c c t c t c1 12

t dtt 1 x 2x dx

2

d

1
2

x 2

2

2

2

x
x

x

2

−

− +

= ⋅ = − = − = − =
−

= − ⋅ +

= − = − ⇒ =
−

= − ⋅ + = − ⋅ ⋅ + = − +

−

∫
2

22 2t

= − − +
− +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

21 x c
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Vypočtěte: 

2

1

2

2
12

dx
1 x+ 2

1 11 12 2
2

x dx
1 x

1 1 1 1 1dt dt t dt
2 2 2t t

ře ubstituční metodou

dt dt1 x 2x dx
dx 2x

x

2
2

t

1 t 1 t 1c c t c t c1 12

2

21
2 2

−

− +

+

= ⋅ = = = =

= ⋅ + = ⋅ + = ⋅ ⋅

= +

+ =

=

+ +
−

⇒

šíme s

t

x dtx

= +

=

+

∫

∫ ∫ ∫ ∫

21 x c

 

 

 

 

 

 

∫
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Příklad 34 / strana 59 

Vypočtěte: 
2

2

t

x dxt e e⋅ = x x

řešíme metodou substitučnít e dt

1 1

dx dxdt
2t

2t
dx e

2 2

⋅

= = +

=

∫

∫ ∫
2te c

2

 

 

Vypočtěte: 

x t 2t
dt

= = ⇒

Příklad 35 / strana 59 

2

2 2
2 2 2

2
2

2

2

2

2
2x ln x= ⋅

2 2

jde o součin, řešíme metodou per partes

x

x ln x dx

x 1 xx ln x dx ln x ln

x 1u

x dx ln x
2 2

´v uv u v´ u´ x u v ln x v´ 2

x 1 xln x dx ln
2 2

x ln x dx opět per partes

ln x
2 x

2
2

x 1x v´
x

x

x

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ −

= −

=

− ⋅ − ⋅ = ⋅

⋅ = = = = ⋅ ⋅

⋅

=

∫

∫

∫ ∫

∫

∫

∫

u´ x u v ln
2

= = =

2 x 2
2

2
2

2

2

x 1x ln x x dx
2 2

ln x ln xx x
2 2 2

c
2

− ⋅ − =

⎞= ⋅ − ⋅ − ⋅ + = ⋅ − + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
2 1ln x lnx c

2 2

Příklad 36 / strana 59 

Vypočtěte: 

21 x ⎛2x

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

2

2 2

2

2

dx 1 dx řešíme pomocí parciálních zlomků
x 1 x 1

A x 1 B x 1A B Ax A Bx B A B A B
x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x

x 1 x 1 x 1 podle a b a b a b

x x
1 x 1 x 1

dostáváme soustavu ro
x

v
x 1 x
A B

1
ni

B A
c

=
− −

⋅ − + ⋅ + − + + + − +
+ = = = =

+

− = + ⋅ −

− + ⋅ − + ⋅ − + ⋅

− = + ⋅ −

⋅ + −
⋅
+

−

=
+ −

∫ ∫
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2 dx dx

1

x 1 x 1 x 1
= + =

− + −
1 1
2 2

B dosadíme do 2. rovnice

po dosazení dostáváme : B B 1 2B 1 A B

dx A B 1 1 1 1

1 1B ; A
2 2

1
2 d dx dx dx

x 1 x 1 2 x 1 2 x 1
1 1 1 1 1 1dx dx ln x 1 ln x 1 c ln x 1 ln x 1 c
2 x 1 2 x 1 2 2

2

−

+ = = ⇒ = − ⇒

+ = − + =
+ − + −

= − = − − + + = − − + + =
−

= =

+

−

ABA 0 ⇒ =+ =

B A 1− = −

x∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
x 1

ln x 1 ln x 1 c ln c

x 1aln ln x 1 ln x 1 ln
b

x 1

− −
− − + + = + = +

−
⇒ − − + =

++

x 1ln c
x 1
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Vypočtěte: 

=

ln a ln b− =
x 1+

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 2

1 2

2
B

5 dx
x x 6

Nejprve vypočítáme kořeny kvadratické rovnice x x 6 :

b b 4ac 1 1 4 1 6 1 1 24 1 25x ,x
2a 2 1 2 2

1

řešíme pomocí parci ích zlomků

5

A x 3 B x 2A B

x 2 x 3

x

+ −
+ −

− ± − − ± − ⋅ ⋅ − − ± + − ±
= = = = =

⋅

− ±
=

⋅ + + ⋅ −

⇒ − ⋅ +

∫

A����� �����

( )

3 1 2

áln

x 2
2

x 3−= 〈 ⇒ = = −

x 2 x 3
+ =

− + ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

2

Ax 3A Bx 2B A B 3A 2B
2 x 3 x 2 x 3 x 2 x 3

x 2 x 3
A B 0 A B díme do 2.

3A 2

x

áme
za B dosadíme do 1. rocnice : A B

5 d
x x 6

x

dostáváme soustavu rovnic :

B 1
A

B

1

+ + − + + −
=

x A B

dosa rovnice
3A 2B 5 po dosazení dosáv : 3B 2B 5 5B 5

= =
− ⋅ + − ⋅ + − ⋅ +

+
=

− ⋅ +

+ = ⇒ = −
⇒ =

= − ⇒

+

−
=

−

− (

⋅ +

− = − − = − =

) ( ) ( ) ( )
A B 1 1x dx dx dx dx

x 2 x 3
−

= + = + =
− +∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 
x 3 x 2− +

David Michálek  strana 69 
 



Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

( ) ( )
1 1dx dx ln x 2 ln

aln a l

x 3 c
x 2 x 3

n b ln ln x 2 ln x 3+ =
+

ln

c

x 3

 

b

−
= − = − − + + = +

− + +

−
− = ⇒ − −

∫ ∫
x 2

x 2ln
x 3
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Vypočtěte: 

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

1 2

2

B

1

2 dx
x 3x 2

Nejprve zjistí e kořeny kvadratické rovnice x 3

3 3 4 1 2b b 4ac 3 3 1,x
2a 2 1 2 2

A x 1 B x 2A B
x 2 x

řešíme pomocí parciálních zlomk

1

x 2; x 1 x 2 x 1

ů

⇒ =

− +
−

± − − ⋅ ⋅− ± − ± ±
= = = = =

⋅

= = 〈

⋅ − + ⋅ −
+ =

− −

= − ⋅⇒ −

∫

A����� �����

)

2

m x 2 :

9 8

x 2 x 1

+

−

=
− ⋅ − ( ) (

x

23 1±
12

( ) ( )
( )
( ) ( )

2

Ax A Bx 2B A B A 2B
1 x 2 x 1

x 2 x 1
A B 0 A B za A dosadíme do 2. rovnice

A 2B 2 po dosazení : B 2

x x

dostáváme sous

B

A
ta

2

2 B 2
do 1. rovnice dosadíme za B: A B

2 A Bdx dx dx
x 3x 2 x 2 x

vu rovnic :

B 2

A B

1

Bx

A 2

− + − + − −
= =

− ⋅ −

=
− ⋅ −

+ = ⇒ = −
− − = − = − == ⇒

= − ⇒

= +
− +

− −⋅ +

−
=

− −∫ ∫

x 2 x− ⋅ −

( )
( )

2

2

1 1dx dx 2 dx 2 dx
x 2 x 1 x 2 x 1

x 2
2ln x 2 2ln

2 2

x 1 c c
x 1

=

2 2ln x 2 ln x 1 c ln

+ = − =
− − − −

− −
= − − − + =

−

−

+ = +
−

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2x 2ln c

x 1
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Vypočtěte: 

− − − + =

( )

2

2

22

1 2

3 2x dx
x 5x 6

Nejprve vypočítáme kořeny kvadratické rovnice x 5x 6 :

5 5 4 1 6b b 4ac 5 25 24 5 1

řešíme pomocí parc

x ,x
2

iálních zlomků

a 2 1 2 2

−
− +

− +

± − − ⋅ ⋅− ± − ± − ±
= = = = =

∫
 

⋅
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( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) )( ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 2

35 1
22

A x 3B A B 2A 3B
x 3 x 2 x 3 x 2 x 2 x 3 x 2

dostáváme soustavu rovnic :

A 2 B dosadíme do 2. rovn

x 3; x

x

ice
2A 3B 3 po dosa

x A

2 x 3 x 2

2A 3B

í

x

z n

B

e 2

±
= =

− + − −
= =

− − − ⋅ − − − ⋅ −

⇒ = − −

−

⇒ = = ⇒ − ⋅ −

− = −

− −⋅ +

A B����� �����

( )

x 2 B x 3A B Ax 2A B
3 x

⋅ − + ⋅ − − +
⋅ = =

− ⋅

=
x 3 x 2− ⋅ −

A B 2+ = −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2

3

3k

2 B 3B 3 4 2B 3B 3
A B 2 za B d

3 2x A B 3 1dx dx dx dx dx
x 5x 6 x 3 x 2 x 3 x 2

1 13 dx dx ln x 3 ln x 2 c ln x 2 ln x 3 c
x

B 1
3

3

k ln x ln x 3ln x 3 ln x 3

aln a ln b ln l
b

3 x 2

⋅ − − − = + − = ⇒

+ = −
− −

= + = + =
− + − − − −

= − + = − − +

=

⋅ = ⇒ − = −

osadíme : A 1 2 A+ = − ⇒ = −

− + = − − − + =
− −

− =

=

⇒

−
+

−

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

3
x 2ln c
x 3

( )
32 ln x 3 −

− − − =
x 2lnn x
− 3x 3
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Určitý integrál 
 

Příklad 1 / strana 64 

Vypočtěte: 

( )

[ ] ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
3 2 3 2 3 2

1 1 1 1 1 1

1 1 4 34 3 4 3
1 11
1

1 1

x 3x 1 dx x dx 3x dx 1 dx x dx 3 x dx dx

1 1x x 1 13 x 13 1
4 3 4 4

1 1 1 11 1 1 1

3
3 3

4 4 4 4

− − − − − −

−
− −

− + = − + = − +

⎛ ⎞− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − + = − ⋅ + − − ⋅ + −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= − + − + − = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

0

 

1

1−

=

=

∫
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Vypočtěte: 

sin x dx

s 1 1 1

π

π
π= − = − π − − = − = + =⎡ ⎤

∫

2
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ypočtěte: 

[ ] ( ) ( ) ( )

0

0
0

sin x dx co x cos cos 0 1− − −⎣ ⎦∫

 

P

V

[ ]

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] ( ) ( )

b b
b

2 2 2

0 0 0

a

2

0

2

a

0

x cos x dx

x cos x dx sin x x sin x 1 dx sin x x c

řešíme metod

os x

sin x x cos x sin cos si

ou per partes

u´ v u v u v´ u´ co

n 0 0 cos 0
2 2 2

1 0

s x u sin x v x v´

2

1

π π π

π π

⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ =

π π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + = ⋅ + − ⋅ + =

2
π

0
∫

2 2
π π

0 a

a

⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
π
⋅ +

⋅ = ⋅ − ⋅

−

−

= = = =

−∫

[ ]

∫ ∫

∫

= 1 0 1⋅ + = −1
2
π
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Příklad 4 / strana 65 

Vypočtěte: 
π

[ ]

( )

2
2sin x cos⋅∫

0

2
2

2
2

0
0

0

3 2
0

b b
b 2
a

2

0

a a

2
2

sin x c

x dx

cos x cos

u´ v u

xos x dx

řešíme meto

2 sin x cos x

dou per

v u v´ u´ sin x u cos x v cos x v´ 2 cos x sin x

s x cos x sin x dx2

dx

partes

/ 2 sin x c ss oco x
π

π

π
π

π

⎡

⋅ = ⋅

⎤= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =−⋅

− ⋅ = = − = = − ⋅ ⋅

⎣ ⎦

⎡ ⎤= −⎣ + ⋅− ⋅⎦ ∫

∫

∫ ∫

2 co− −∫

2
π

( )

2 3 2
0

3
3 2 32

2 0

0

2

0

x dx cos x

coscos x cos 0 0 12sin x cos x

x

dx
3 3 3 3

d

/ :

x

π

π

ππ

⎡ ⎤= −⎣ ⎦

π⎛ ⎞− ⎜ ⎟⎡ ⎤− ⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎝ ⎠⋅ = = − = − − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∫

∫

3

1
3
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ce vymezeného křivkam

0

3 sin x cos⋅∫

3

P

Vypočtěte obsah obraz i y ln x, x e, y 0= = = . 

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]

e e

1 1
∫ ∫

e e
e e e e

1 1 1 1
1 1

použijeme metodu per parte

Z obrázku jsou patrny meze a ,

S ln x dx 1 ln x dx

1x ln x dx x ln x dx x ln x x

e ln e 1 ln1 e 1 e 1 0 1

x

e

s

x

= = ⋅ =

= ⋅ − ⋅ = ⋅ − = ⋅ − =

= ⋅ − ⋅ − − = ⋅ − − + =

∫ ∫

1 e

1
 

 

 

 

 

 

y ln x=

x e=

y 0=
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Příklad 6 / strana 65 

 2 2y x , y 2 x= = −Vypočtěte obsah obrazce vymezeného křivkami . 

1 1
2 2

2 2 2 2

1 1 1 1 1
2 2

1 1 1 1 1

1 1 1

x dx
1

2 2

11 1 11 1

Zjistíme meze tak, že porovnáme obě rovnice :

y y x 2 x 2x 2 x 1

y y dx y dx y dx

1
x

1

x dx

x dx 2 x dx

x dx 2dx 2dx x dx

− − − − −

− − −− − −

=

2y x=

2y 2 x= −

−
= ⇒ = − = = ⇒

− = − = − − =

⎛ ⎞
= − − − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫=∫
 

[ ]

( ) ( )

11 1 1 1
2 2

1 1 1 1 1

33
1

1

x dx dx 2 x dx dx
3

11 1 1 2 2 3 22 1 1 2 2 2 2 2
3 3 3 3

2

3

2

3

− − − − −

−

⎧ ⎪= − = ⋅ − =⎨ ⎬
⎣ ⎦⎩ ⎭ ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎡ ⎤−

3
1

1

x2 x
−

⎧ ⎫⎫ ⎡ ⎤⎪= ⋅ −⎬ ⎨⎢ ⎥

⎧ ⎫ − ⋅⎪ ⎪ ⎤ ⎧ ⎫= ⋅ − − − − = ⋅ − == ⋅ − = ⋅ =⎡ ⎤⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎥⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭⎢ ⎥⎪ ⎪⎣

−

⎦⎩ ⎭
−

∫ ∫ ∫ ∫
 

⎡
⎨⎢

2 6 4 8 22 2 2
3 3 3 3
− ⎛ ⎞⋅ = ⋅ − = − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
22 jo
3

 . .
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Vypočtěte obsah obrazce vymezeného křivkami 

= . 

Musíme vypočítat plochu S, která je vyšrafovaná 

modře. Nejprve vypočteme celkovo

křivkou x3 v mezích od 0 do 4 a od ní odečteme 

plochu S2 pod přímkou x-2 v mezích od 2 do 4, která 

je vyšrafovaná fialově. 

P

y 3 2y x , y 2 x= = − , x 4 a osou x

= 3y x
u plochu S1 pod 

44 4 4 4
3

1
0 0

4 4 4 4 4

2
2 2 2 2 2

x 4 0 256S x dx 0 .
4 4 4 4

S x 2 dx x dx 2 dx x dx 2 dx

⎡ ⎤
= = = − = − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
.

= − = − = −

∫

=∫ ∫ ∫ ∫ ∫

64 j o
 

=x

4

4

= −y x 2

x0 2
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[ ] ( ) ( )
42

4x 4⎡ ⎤ ⎛ 2 2

2
2

1 2

22 x
2 2 2

S S S 64 2 . .

⎞
= − ⋅ = −⎜⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝
= − = − =

2 4 2 8 2 2 2 6 4 . .− ⋅ − = − − ⋅ = − =⎟
⎠

2 j o
 

62 j o
Příklad 8 / strana 65 

Vypočtěte obsah obrazce vymezeného křivkami 1y x , y
2

= = x . 

Nejprve si musíme vypočítat meze: 

( )

2

2
2

2 2

1 1x x x x
2 2

1 xx x x
4 4

4x x x 4x 0
x x 0x ,0 x4 4

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =

= − =

⋅ == ⇒ =−

 

 

Musíme vypočítat plochu S vymezenou křivkami 

=
1y x
2

=y x

 
 

1y x , y
2

= =

1 pod křivkou 

x , která je 

vyšrafovaná modře. Tu vypočteme tak, že od celé plochy S y x=  

v mezích od 0 do 4 odečteme plochu S2 pod křivkou 1y x
2

=  v mezích od 0 do 4. 
4

3
44 4 1 2

3 3 32 2 2x 4 0 . .⎡ ⎤= ⋅ = − =⎢ ⎥
162

1
00 0

0

4 4

2
0 0

1 2

xS x dx x dx 3 3 3 3
2

1 1 1 xS x dx x
2 2 2

16 16 12S S S 4
3 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= = = ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡
= = ⎢ ⎥

⎣
−

= − = − = =

∫ ∫

∫ ∫
42 2 2

0

1 4 0 1 8 . .
2 2 2 2

4 . .
3

⎤ ⎛ ⎞
= ⋅ − = ⋅ =⎜ ⎟

⎦ ⎝ ⎠

=

dx
2

= ⋅

j o
3
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Vypočtěte obsah obrazce vymezeného křivkami

4 j o

11 j o
3

 

 21y x , y x
4

= = . 

Nejprve zjistíme meze: 
=y x= 21y x

4
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2

2 2

1
2x x

1x x / : x / 4
4

x x4 4

= ⋅

= =
 

 
1 1 32 32 22 2 24 x x 4 x 4 x x 4 = 3 16  

− −
= ⋅ = = ⇒ =

Musíme vypočítat plochu S vymezenou křivkami y x= , 21y x
4

=

řivkou v 

, která je 

vyšrafovaná modře. Tu vypočteme tak, že od celé plochy S1 pod k mezích od 

0 do 3 16  musíme odečíst plochu S2 pod křivkou 21y x
4

= , která je vyšrafovaná 

zeleně. 

( )

( )

3
3

3
3

16 3163 3 16 3 216 1 32 2
2

1
0 0

00

2
0 0 0

2 16x 2x 2 16 2 16S x dx 03 3 3 3 3
2

10
4 4 4 3 4 3 4 3 4 3

S

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⋅⎡ ⎤⎢ ⎥ ⋅ ⋅⎢ ⎥= = = = = − = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

− =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

∫

∫ ∫

1 3
3 2
⋅

33 3

1
2

3 1 316 316 16 3 3
2 2

2 16 2 16 2 4 . .
3 3 3

161 1 1 x 1 16 1 16S x dx x dx . .
⋅

⋅ ⋅ ⋅
= = = =

⎡ ⎤
= = = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =

8 j o
3

4 j o
3

1 2
8 4 4S S . .
3 3 3

− = − = =
11 j o
3
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Vypočtěte obsah obrazce vymezeného křivkami xy 0, y x e= = ⋅ , pro . ( )x 0; 4∈
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( )

[ ]

( ) )4 4x x

0 0

0x e e e e(

4
x

0

4 4 4
4 4x x x x x

0 0
0 0 0

4 0 4

b b
b

a a
x x

a

4
x 0; 4 meze

0

S x e dx

S x e dx x e 1 e dx x e

u´ v u v u v´

u´ e

metoda per partes

e dx

4 e 0

u e v x v´ 1

e

∈ ⇒

= ⋅

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⋅ − − −⎣ ⎦ ⎣

⋅ = ⋅ − ⋅

= = = =

⎦

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫
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Vypočtěte plochu vymezenou křivkou 

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ − = ⋅ =
4 44 e e 1= ⋅ − + = +43e 1  

 

 

y x sin x a osou x pro x 0;= ⋅ ∈ π . 

a a

S x sin x dx

S x sin x dx x co

u´ v u v u v´ u´ sin x u cos x v x v´

řešíme metodou per pa

s x cos x dx x cos x

cos x dx x cos x s

rte

in x 0 1 0

1

s

1 0

π

π π
π π

π
π π

= ⋅

⋅ = ⋅ − ⋅ = =

= ⋅ = − ⋅ − − = − ⋅ +

+ = − ⋅ + = −π

−

⋅ − − +

=[ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ] ( )( ) ( )

0

0 0
0 0

0 0

b b
b

a

0

− =

=

⋅

∫

∫ ∫

∫

∫ ∫

y ⋅x sinx=

0
π

2π
3π

osa x

π

 

Příklad 12 / strana 66 

Vypočtěte délku křivky ( )2y 1 x pro x 1; 1= − ∈ − . 
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( ) ( ) ( )

( )

2b 1
2 2 2 2

a

2

2

1 1 12 2
2

2 2
1 1 1

1s 1 y´ dx y´ 1 x x

x
1 x

x 1 x xs 1 y´ dx 1 dx dx
1 x 1

2

x

2
−

− − −

⎡ ⎤
= + = ⋅ − ⋅ =⎢ ⎥

⎣ ⎦

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ −−⎝ ⎠

− +

= − 2y 1 x

2

=

= + = + =
− −

∫

∫ ∫ ∫

2x

=

21 x

[ ] ( )
1 1 1

1
2 12 2

1 1 1

1 1 1dx dx dx arcsin x arcsin1 arcsin 1
1 x 1 x 1 x

2 2 2 2

−
− − −

= = = = = −
− − −

π −π π π
= − = + =

∫ ∫ ∫

π

 
− =

říklad 13 / strana 66 

 

P

Vypočtěte délku křivky ( )
6

2

2 xy pro x
8x
+

= ∈ 1; 2 . 

( ) ( )
( )

22/ 25 2 6b 6 5
2

22 42
a

6x 8x 2 x 16x2 x 12xs 1 y´ dx
8x 64x8x

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⋅ − + ⋅⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ −⎢ ⎥= + = = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∫  

 

( ) ( )22 2 267 7 6

4 4 3

7

4

32x32x 3 x 148x 32x 16x x 1
64x 64x 2

2x
64x x

⎡ ⎤⋅ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −
= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

26

6

x 1
4x

 =
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 22 6 62
2

2 2 26

3 6 6
1 1 1 1

2 2 212 6 6 12 6 12 6

6 6 6
1 1 1

22 662 2 2 2 212 6 6 6

6 6 3 36
1 1 1 1 1

x 1 x 1x 1s 1 y´ dx 1 dx 1 dx 1 dx
2x 4x 4x

x 2x 1 4x x 2x 1 x 2x 11 dx dx dx
4x 4x 4x

x 1x 1x 2x 1 x 1 x 1dx dx dx dx dx
4x 4x 2x 2x4x

− −⎛ ⎞−
= + = + = + = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

− + + − + + +
= + = = =

+++ + +
= = = = = +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
2

3
1

2 22 2 2 2 4 2
3 3

3
1 1 1 1 1 1

4

3

4 2 2

6

dx
2x

1 1 1 1 1 1 x 1 xdx dx x dx x dx
2 2 x 2 2 2 4 2 2

1 2 1 1 2 1 1 15 1 3 15 3
2 4 4 2 2 2 2 4 2 8 8 16

x
x

−
−

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + = + = ⋅ + ⋅ − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ − + ⋅ − = ⋅ + ⋅ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−

⎝ ⎠
−

⎝ ⎠

∫

∫ ∫ ∫ ∫
33
16

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Funkce dvou a více proměnných

=
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Vyjádřete bod A[6; 3; 2] v cylindrických a sférických souřadnicích. 

[ ]

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

Cylindrické souřadnice :

x y 6 3 36 9 45 ,
y 3arctg arctg ´
x 6

z z , ; ;́

Sférické

´° 23

souřadnice :

r x y z 6 3 2 36 9 4 49
z 2arcos ar cos
r 7
y 3arc tg arc tg ´ ; ;́
x 6

ρ = + = + = + =

ϕ = = = °

= = ⇒ °

= + + = + + = + + = =

ϑ = = =

= = = ° ⇒ °

6 7

26 33

2 A 6 7 26 33 2

7

73

26 33 A 7 73 23 2

�

[ ]´°6 33
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řete bod B, který má sférické souřadnice r

ϕ

 

P

Vyjád 2; 45 ; 30= ϑ = ° ϕ = ° , v kartézských 

ouřadnicích. s

K

( ) ( )

( ) ( )

( ) [ ]

artézské souřadnice :

2 3r sin cos 2 sin 45 cos 30 2 ,
2 2
2 1r sin sin 2 sin 45 sin 30 2 ,

2 2
2r cos 2 cos 45 2 , , ; , ; ,

2

= ⋅ ϑ⋅ ϕ = ⋅ ° ⋅ ° = ⋅ ⋅

= ⋅ ϑ ⋅ ϕ = ⋅ ° ⋅ ° = ⋅ ⋅ =

= ⋅ ϑ = ⋅ ° = ⋅ = ⇒

1 22

2 0 71
2

2 1 41 B 1 22 0 71 1 41

�

�

�
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yjádřete bod B, který má sférické souřadnice r

x

y

z

 

P

V 3; 60 ; 30= ϑ = ° ϕ = ° , v kartézských 

ouřadnicích. s
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Kartézské souřadnice :

( ) ( )

( ) ( )

( ) [ ]

3 3x r sin cos 3 sin 60 cos 30 3 ,
2 2
3 1y r sin sin 3 sin 60 sin 30 3 ,

2 2
1z r cos 3 cos 60 3 , , ; , ; ,
2

= ⋅ ϑ⋅ ϕ = ⋅ ° ⋅ ° = ⋅ ⋅ =

= ⋅ ϑ⋅ ϕ = ⋅ ° ⋅ ° = ⋅ ⋅

= ⋅ ϑ = ⋅ ° = ⋅ = ⇒

2 25

1 3

1 5 B 2 25 1 3 1 5

�
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Určete první parciální derivaci funkce y2 xz 3x y e= + . 

( ) ( )

( ) ( )

/2x 2x x2 xy xy

2 x

y xy

/2 2x 2xx yy y x xy

zy y e 2.e e ez 3x y e 6 y
x
zx x e 2

x e
x
z 3x y e 3 e
y

.e e e x
y

∂
= + = + ⋅ = ⋅ +

∂
∂

∂
= ⇒ = = ⋅

∂
∂

= ⇒= + = + ⋅ = ⋅ + = = ⋅
∂

xy

xy

y 6x e

x 3x e
 

arciální derivaci funkce

∂
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Určete první p  x yz
x y
−

=
+

. 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

/

2 2

2

z x y
x x y

1 x y x y 1z x y x y x

u u´ v u v´,
v v

u!!! u´ x y 1 0 1 je li y samotné v součtu nebo rozdíl

u vkde u x y; u´ x y 1 0 1;

y
x x y x y x

u,

v x y v´ 1 0 1
x x

kon

y

stantu!

∂ −
=

∂ +

⋅ + − − ⋅∂ − + − +

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂
= = − =

∂ ∂
= − = = − = − = = + = = + =

∂ ∂

= = = =
∂ + + + +

− = ⇒ −

2
2y

x y

x∂
bereme jej jako

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

2 2

u vu x y; u´ x y 0 1 1; v x y v´ 0 1

z x y

1 x y x y 1z x y x y x y
y x y x y x y

!!

u u´ v u v´
v

y x

,
v

1∂ ∂
= − = = − = − = − = + = = + =

∂ −

− ⋅ + − − ⋅∂ − − − − + −
=

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =
+ +

∂

∂ + +

∂

2
2x

x y
 

/

y x y
=

∂ +

kde

David Michálek  strana 81 
 



Sbírka úloh z matematiky pro fyziky (J. Tesař) – řešené příklady 

Příklad 11 / strana 77 

Určete první parciální derivaci funkce yz arc tg
x

= . 

( )

2 2 2 22 2 2

/
2

2

2 2

2 2

2 2 2 22 2 2

2
xyy xy 11 x x

∂ ⎛ ⎞ ++ ⎜ ⎟

2

2

2

2

1jeyz arc tg
x

z 1 0 x y 1 1 y 1 y y
y x

funkce složená, arc tg a
1 a

x
x

x x
x

yx x x x x yy 11 x xx
0 1 1 1 1

x y x x y
x

=

∂ ⋅ − ⋅ − − − −
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

+∂ + +⎛ ⎞ ++ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =

+ + +

+

⎝

=

⎠

2 2

2 2

y
x y

z 1 1 x y∂ ⋅ −
= ⋅

x
x y
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Určete první parciální derivaci funkce 
x yz
x y
⋅

=
−

 

( )
( ) ( ) ( )

2

2

/

2

2

x x y

yz x y y xy

u´ v u

x x y

vy; v y v´ 1 0 1
x x

u vkde x y;

z x y
y x

v´,
v v

u

u´ x y x 1

u´ v u v´,
v v

x; v x y v´ 0

y

∂ −

∂ ⋅ − −

∂
= − = = − =

∂ ∂

∂ ∂

⋅ − ⋅
⎝ ⎠

⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⋅ = = ⋅ = ⋅ =

= = =
∂ − − −

∂ ⋅
=

∂

= − = =

⎝ ⎠−

2

2
y

x y

/z x y u∂ ⋅
= ⎛ ⎞ =⎜ ⎟

ukde u x y; u´ x y 1 y x∂
= ⋅ = = ⋅ = ⋅ =

2

x y x y 1 xy
x y x y

u
y y

⋅ − − ⋅ ⋅ −

=

=
−

∂ ∂

( ) (
( )

)
( ) ( )

2

2
z x
y x y

x x y
x

x
y

1 1

y
x y

⋅ − − ⋅ ⋅∂
=

−

− = −

= =
∂ − − −

2

x y  
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Určete 

2
y x xy xy1−⋅ − +

= 2
x

dz
dx

 pro funkci , kde u 2vz e −= 3u sin x, v x= = . 
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u 2vz e do výrazu dos−=

( )3sin x xdz e k
dx

−−= = − ( )k x k x k x

adíme za a za a zderivujeme

e e x ´ e k⋅ ⋅⋅ = ⋅ ⋅⋅
3sin x 2x 2e cosx 6x ⋅=

u v
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Určete dz
dt

 pro funkci , kde t . 2 2z x xy= + 2tx e , y sin= =

( )
( )

2 2

22t 2t 2 2t 2 22t 2 tt 2 sin t cos

do výrazu dosadíme zz x xy
dz e e sin t e 2 sin t e
d

t

2 sin x cos x sin 2x 2 sin t cos t sin 2

a a zax

2 e 2
t

t

e

= +

= + ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ =

= ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

+ + ⋅

= ⇒ ⋅ ⋅ =

2t 2t 2 2t2e 2e sin t e sin2t

y

 

 

Určete 
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dz
dt

 pro funkci ( )xyz e ln x= ⋅ + y , kde . 2 2x 2t , y 1 2t= = −

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2

xy

2t 1 2t 2t 1 2t 2t 1 2txy 2 2

z e ln x y
dz e l

do výrazu d

n x y e ln 2t 1 2t e ln 1

osadíme za

e 0
dt

a za
⋅ − ⋅ − ⋅ −

= ⋅ +

= ⋅ + = ⋅ + − = ⋅ = ⋅ =

x y

0
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Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce 

z 4x 2y 3xy 5y= − + + . 3 2 2 3

2 2

2

2

2

2z2. parci í derivace z : ∂
2

z1. parciální deriv podle x : 12x 0 3y 0
x
z2. parciální derivace 24x 0

x
ze y : 0 4y 6xy 15y
y

áln podle y
y

∂
= − + + = +

∂
∂

= + =
∂
∂

= − + + = − + +
∂

= − + +
∂

2 2

2

12x 3y

24x

4

ace z

z podle x :

y 6xy 15y

4 6x 30y

 
1. parciální derivace z podl
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2zparciální derivace podle x : 4y 6xy∂

22z z

2

2
22

smíšená 15y 6y 0
y x

zsmíšená parciální derivace podle y : 12x 3

y x x

y

y

x y

0= − + + = + + =
∂ ⋅ ∂

∂
= + =

∂ ⋅

∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂

∂

6y

∂ ∂
= =

6y  

číme jako parciální derivaci 1. parciální 

derivace podle

Smíšenou parciální derivaci podle y

derivace podle x. 

Smíšené parciální derivace podle x a y jsou si rovny!!!

6y

Smíšenou parciální derivaci podle x ur

 y. 

 určíme jako parciální derivaci 1. parciální 

 
2 2z z

y x x y
∂ ∂

=
∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂
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Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce 

. 3 2 2 3z x y 2x y xy= + −

2
2 3

2

2
3 2

2

z1. parciální derivace z podle x :
x

z2. parciální derivace z podle x : 6xy 4y 0
x
ze y :

z2. parciální derivace z pod y : 2x 12x y 0
y

smíš

= + −
∂
∂

= + − = +
∂
∂

= + −

∂
= + − = +

∂

2 2 3

2 3

3 2 2

3 2

3x y 4xy y

6xy 4y

2x y 6x y x

2x 12x y

∂

1. parciální derivace z podl
y

le

∂

2 2

2

2

zená parciální derivace podle x :
y x

zsmíšená parciální derivace podle y

z z
y x

y

y

:
x

x

∂
= + −

∂ ⋅∂

∂
= + −

∂ ⋅

∂ ∂
= = + −

∂ ⋅∂ ∂ ⋅

∂

∂

2

2

2

2 2

2

6x y 12xy 1

6x y

6x y 12x

xy 1

y

12

1  
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Příklad 18 / strana 78 

Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce xz xy
y

= + . 

/

2Nejprve si určíme derivaci zlo u u´ v u vm ´
v v

ku : ⋅ − ⋅⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2x y y

2

2

2 2 2

y

y 0 y x 1
y y

z

a) podle x

b)

1
yz 0 y

podle y

u x u´ 1 v y v´ 0

1 0 02. parciální derivace z podle x

u x u´ 0 v y v´ 1

: 0 0
x x y y

x
y 1 y x 0

⎛ ⎞
∂⎜ ⎟ ⋅ − ⋅⎝ ⎠

x⎛ ⎞

1. parciální derivace z podle x :
x
= +

∂
y

y

= =

∂⎜ ⎟ ⋅ − ⋅⎝ ⎠ = = −
∂

∂

⎛ ⎞
∂⎜ ⎟∂ ⋅ + ⋅⎝ ⎠= + = = =

∂ ∂

= = = =

= = = =

∂

∂

2

1

x
y

1

0

=
∂ y

4

2

4

2 2

2 4

2 2

4

2

z1. parciální derivace z podle y :
y

z 0 y x 2y 2x2. parciální derivace z podle y : 0 0
y y

z 1 y x 0smíšená parciální derivace podle x : 1 1
y x y

zsmíšená parciální derivace podle y :

y
y

y
y

=

∂
= −

∂

∂ ⋅ − ⋅
= = =

∂

∂ ⋅ − ⋅
= − = − = −

∂ ⋅∂

∂
∂

−
− −

2

3

2

0

xx
y

2x
y

11
y

( )
2 2

/
/1 22

2

1 1y y
y y

z z
y x x

y
x y

y

1 − −− ⎛ ⎞
= =

∂ ∂
=

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +
∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂

= + = +
⋅∂

2

2

11

1
y

y

1

 

=
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Příklad 19 / strana 78 
xyz e= . Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce 

( ) ( )

( )

2
xy xye y y e 0= ⋅ ⋅ + ⋅ = xye2

/ /k a k a k az1. parciální derivace z podle x :
x

z2. parciální derivace z podle x :
x
z1. parciální derivace z p

e e

o

k a e k

smíšená derivdle y :
y

2. parciální deriva

ace u.v ´ u´ v u v

c

´

e z

⋅ ⋅ ⋅∂
= ⋅

∂
∂

⋅
∂
∂

= ⋅
∂

= ⋅ ⋅ = ⋅

⇒ = ⋅ + ⋅

xy

2

xy

e y

y

e x

( )

( )

( )

x

2
xy xy

2

2
y xy

xy x

2 2

2
y

zpodle y : e x x e 0
y

zální derivace podle x : y x 1
y x

zsmíšená parciální derivace podle y : x y 1
x y

e e

e e

z z
y x x y

∂
= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅

∂

∂
= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ +

∂ ⋅ ∂

∂
= ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ +

∂ ∂
= =

∂

⋅ +
∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅

⋅ ∂

∂

xy 2

x

y

y

xy

x

e x

e xy 1

e

e x 1

xy

y

1
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Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce 

. 

smíšená parci

2 3 2 2z x y xy x y 5= − + +

3 2

2
3

2

2 2 2

2

2

z1. parciální derivace z podle x : 2xy y 2xy 0
x
z2. parciální derivace z podle x : 2y 0 2y

x
z1. parciální derivace z podle y : 3x y 2xy x 0
y
z2. parciální derivace z podle y : 6

y

∂
= − + + = − +

∂
∂

= − + = +
∂
∂

= − + + = − +
∂

∂
=

∂

3 2

3

2 2 2

2xy y 2xy

2y 2y

3x y 2xy x

2

2

2

2

2

x y 2x 0

zí deri podle x :
y x

zmíšená parciální derivace podle y :

z z
y x y

y

x

x

− + = −

∂
= − +

∂ ⋅∂

∂

∂ ∂
= = − +

∂ ∂ ⋅

=
∂

∂

− +
⋅∂

2

2

2

2

6x y 2x

6xy 2y 2

6xy

x

6xy 2y x

2y

2

2x  

smíšená parciáln vace

s

∂ ⋅
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Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce 
3 1. 4 3z xy y ln x 5x y= − ⋅ − +

( )

4 2 31ln x y 15x y 0⎞+ ⋅ − + = − −⎟
4 2 3y

2
3

2 2

3 3 2

z1. parciální derivace z podle x : y 0
x x

z 0 x y 12. parciální derivace z podle x : 0 30xy
x x
z1. parciální derivace z podle y : 4xy 1 ln x y 0 15x y 0
y

∂ ⎛= − ⋅⎜∂ ⎝ ⎠
∂ ⋅ ⋅

= − = −
∂
∂

= − ⋅ − ⋅ − + =

−

−

−

∂

= −

3
2

3

y 15x y
x

y 30xy
x

4xy lnx
2

2 3
2

2

2
3 22

z2. parciální derivace z podle y : 12xy 0 30x y

zvace podle x :
y x

z y 0ace podle y : 4y 45x yx

z

∂
= − − = −

∂
= − −

∂ ⋅∂

∂ − ⋅⎛ ⎞= − − = − −⎜ ⎟

∂
∂

3 2

2 3

3 2 2

3 2 2

15x y

12xy 30x y

14y 45x y
x

14

y

smíšená parciální deri

∂

y 45x y

2

2x xy∂ ⋅ ∂ ⎝ ⎠
smíšená parciální deriv

x
2 1

x
z

y x x y
∂

= = − −
⋅∂ ∂ ⋅ ∂

3 2 24y 45x y
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Určete první a druhé parciální derivace (včetně smíšené) funkce xz ln
y

= . 
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11
22

1
2

1 1 1 1 1
12 2 2
2

1 x y x 0z 1 y2
−
⋅ − ⋅∂

2 2

1 2 11
2 22
1
2

1 1 1
1 1 1 12 2 2
2 2 2 2

1

2

2

1
/

1 2
2

x x xln ln ln
y y y

1 x y
21. parciální derivace z podle x

x u u´ v u v´funkce je složen

:
x yx xy

y

1 x y y x x y

á, kde
v v

y2

x

y

y

−

−
− −

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

⋅

z

= ⋅ = ⋅ =
∂ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ − ⋅⎛ ⎞= =

=

⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅

1 1y y
2 2

− − ⋅
= =

1
2x

 

0x

( )
/2 /1 2

2

1 1 1 1 1
12 2 2 2 2
2

1 2 11
2 22
1
2

1 1 1
1 1 1 12 2 2 1 02 2 2 2

1
2

2
2x y

z 12. parciální derivace z podle x : 2x 2x
x 2x

1 10 y x y x yz 1 y2 21. parciální derivace z podle y :
y yx xy

y

1 x y y x x y y y x y

− −

− −

−
− − −

∂ −⎛ ⎞= = = − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

⋅ − ⋅ − ⋅∂
= ⋅ = ⋅ =

∂ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = − = −

2

1
2x

⋅ ⋅

⋅

( )

( )

( )

1

/2 /1 2

2 2

2

2

2 /2

2

z 1podle y : 2y 2y
y 2y

z

zsmíšená parciální derivace pod

z z
y x

le y : 2
x y

x y

x

−

− −

−

=

⎛ ⎞∂ −
= = − = =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
∂

∂

∂ ∂
= =

= −

∂ ⋅ ∂ ∂ ⋅ ∂

=
∂ ⋅ ∂

2

1
2y

1
2y

0

0  
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Dokažte, že platí: 

−

2. parciální derivace z

/2smíšená parciální derivace podle x : 2y
y x

−= =
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