UCEBNI TEXTY VYSOKYCH SKOL

Vysoké uceni technické v Brné
Fakulta strojniho inzenyrstvi

cE

RNDr. Jifi Klaska, Dr.

CVICENI Z MATEMATICKE ANALYZY |

-

PC-DIR Real, s.r.o., Brno




UVOD

Tento ucebni text je uréen predevsim poslucha¢im prvniho roéniku oboru
matematické inZenyrstvi na Fakulté strojniho inZenyrstvi VUT v Brné. Skriptum
obsahuje sbirku feSenych a nefesenych prikladi z predmétu Matematicka analyza I.
Latku tohoto pfedmétu tvoii elementy matematické logiky, mnoZinova algebra a
zejména pak nasledujici klasické partie z matematické analyzy: realn4 cisla, elemen-
tarni funkce, limita a spojitost funkei, derivace funkce, vySetfovani pritbéhu funkce,
diferencidl funkce, Taylorova véta, kfivky a funkce dané parametricky, primitivni
funkce, Riemanndv uréity integrél a nevlastni integraly. Vzhledem k tomu, Ze se
tato tematika ¢dstecné shoduje s latkou probiranou v inzenyrském a bakala¥ském
studiu na Fakulté strojniho inZenyrstvi VUT, lze udebni text doporudit i témto
oborim. Spravné pouziti skripta pfedpoklada, Ze se &tenaf pokusi o samostatné
feSeni pfikladi a své vysledky pak srovna s uvedenym feSenim. Samostatné Feseni
prikladd ma studentim pomoci zlepsit jejich pocetni zruénost a ulehéit aktivni
zvladnuti studované problematiky. S pfihlédnutim k poetnimu charakteru téchto
skript lze déle doporucit nésledujici literaturu:

1. G. N. Berman, Sbornik zadad po kursu matematiceskogo analyza, Nauka, Moskva, 1971.

2. B. P. Démidovi¢, Sbornik zadad i upraznénij po matematideskomu analyzu, Nauka, Moskva,
1964.

3. J. Elias, J. Horvath, J. Kajan, Zbierka tloh z vydsej matematiky 1-2, Alfa Bratislava, 1986.

- G. M. Fichtengolc, Kurs differencialnogo i integralnogo iscisleniza, tom I a II, Gostechizdat,

Moskva, 1951.

5. F. Jirasek, E. Kriegelstein, Z. Tichy, Sbirka feSenych prikladi z matematiky, SNTL, Praha,

1979.

.

Pfi sestavovani nové sbirky wloh mohlo dojit k riznym nepfesnostem a chybam.
Autor bude proto étenaitim vdéen za upozornéni na Jakékoliv nedostatky ve vybéru
pfikladti i v jejich feSeni a uvit4 ndméty ke zlepSeni textu.

Zavérem chci podékovat Doc. RNDr. Ondreji Doslému, DrSc. za pedlivé
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Brno, bfezen 2000 Jifi Klaska




OBSAH

I. UVOD DO STUDIA MATEMATIKY

L T, manding, dlewy .. oovcvooemmmmpsmmesinmisis to ol ara B b s 5
II. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

1. Zakladni vlastnosti funkei .........coooviuiiiiiiii 19
o ——————— TR . AP . SLANI 29
i DT B RG. . « o.osses it s e s s & e 36
e TGRSR QUL 551 o0 TR Do et v s s s 5 s s 46
9. Lhurerencifla THYIOrSv POIFIOM <. cvtias s varmenmamsmnssommsseni ot s sbte 59
R ————— L A 66
7. PrODEH FUNKCL ¢ iiniiabasnmmrnnsnsromnsrasstssnssssssasssssisssossssnsnssssmnnn., 73
8. Kfivky a funkece dané parametricky tv..eu e e eree e ieiss e e e e essies 92
[I1. INTEGRALNI POCET FUNKC! JEDNE PROMENNE

1. Neur€ity integral ................coooiiiiii i 99
o RS CTEAION TR EIEY TEERREIAL 4500500 s s s S S A 114
LI L | S O 122
IV. VYSLEDKY NERESENYCH PRIKLADU ............................ 127




I. UVOD DO STUDIA MATEMATIKY

1. LOGIKA, MNOZINY, DUKAZY

Prvni kapitola skript obsahuje tlohy z tivodu do studia matematiky, tedy ze
zakladl matematiky. Zékladnimi pilifi, na kterych celd matematika stoji, je logika
a teorie mnoZin. Tyto discipliny umoZiuji jinym matematickym oborim pfesné
vyjadfovani a poskytuji pravidla a metody pro konstrukece diikazti. Rozhodn& nelze
ocekavat, Ze v této kapitole &tenaf nalezne tplny piehled typovych tloh z dané
problematiky. V mnoha ohledech je dan vybér aloh tradici a zejména je pfihlédnuto
k navaznosti na dal3i tématické celky z matematické analyzy.

CAST A: RESENE PRIKLADY

1. K nésledujicim vyrokiim utvoite negaci a spoctéte jeji pravdivostni hodnotu.
(A) 3>5a4<7, (B) 32=9nebo2|6, (C) 1+1=3pakmeR.
Reseni:

(A') 3<5nebo4>7, P(A')=PQ1V0)=1;

(B') 32#94a2%86, P(B') = PONB) =0

(C') 1+1=3anx¢R, P(C')=P0OA1l)=0.

2. K nasledujicim vyrokiim utvofte negaci a spoététe jeji pravdivostni hodnotu.
(A) 3z€eR:(02]z]+1)V((z+2)(z+1) < —0.25),

(B) VzeC:(2€Q)=((z=2)A(z,y € Z)A(y #£0)),

(C) 3zeR0<z<1VyeR: (y#2)V (y <z?).

Reseni:

(A") Vz e R:(0<|z|+1)A((x +2)(z + 1) > —0.25), Fla' =i
(B') 32€C:(2€QA((z#Z)V(z,y ¢ Z)V(y=0), P(B)=
(C') V*€R0<z<13yeR:(y=vz)A(y 22?), PC)=1.

3. Pomoci logické symboliky zapiste nésledujici matematickd tvrzeni:

(A) Ke kazdému kladnému redlnému &slu ¢ existuje pfirozené Cislo ng tak, Ze pro
vSechna pfirozend éisla n vétsi ne no plati |a, — L| < e.

(B) Ke kazdému realnému kladnému &islu ¢ existuje ¢islo ¢ realné kladné tak, 7e
pro kazdé realné z spliwjici nerovnost 0 < |z — zo| < & plati |f(z) — Ll <e.

Dale utvofte negace uvedenych tvrzeni.

0;

Reseni:
(A) Vs>0,3no€N,VneN:n.>ng:>]aﬂ—L|<e.
Pravé uvedené tvrzeni mé vyznam: posloupnost {a,} ma limitu L, co? zapisujeme

L= hiwn iy,
n—oo

(A") 36>0,VngEN,3n€N:n>ngA|an—L|25.
(B) VE>0,E|5>0,V:L‘€R:0<|:c-xo|<5=>|f(a:)-Lf<s.
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Pravé uvedené tvrzeni B ma vyznam: funkce f(z) ma vlastni limitu L, ve vlastnim
bodé zg, coz zapisujeme

L= hm f(2)-

T

(B") 3>0,¥6>0,3z€ R:0< |z —20| <8A|f(z) = L| > &.

4. KdyZ si dam aperitiv, dam si i pfedkrm. Nedam-li si hlavni jidlo, nedam
si pfedkrm. Vyplyva z uvedeného, ze dam-li si aperitiv, dam si i hlavni jidlo?
Vyplyva z uvedeného, Ze dam-li si hlavni jidlo, pak si dam aperitiv?

ReSeni: Nejprve provedeme vhodné oznaceni jednotlivych atoméarnich vyrokd. Sym-
bolem A ozna¢me vyrok ,,Dam si aperitiv, symbolem B oznalme vyrok ,Dam si
predkrm“ a déle C' ozna¢me vyrok ,Dam si hlavni jidlo“. V provedeném oznaceni
maji vypovédi ze zadani ulohy tvar A = B a C' = B'. Ptame se, zda jsou usudky
A = C a C = A pravdivé. Pro jednoduchost dile oznaéme

P=[A=BIA0 S 8),

A ={(A=B) A = B))=(A =C),

B=((A= B)A(C'= B")) = (C = A).

Nyni sestavime tabulku pravdivostnich hodnot vSech moZnych kombinaci.

A B U A= =8 d=0 C=d4 P 4 B
I 6L X 1 1 1 1 1 L 1
1 1 4 1 0 0 L 0 3 1
1 0 ik 0 1 1 1 g & 1
1 0 O 0 1 0 1 0 1 1
0 1 1 1 1 i 0 1. 1 40
0 1 0 1 0 1 1 g 1 1
0 0 1 1 1 1 0 L. L 0
0 0 0 1 I 1 1 1 1 1

Z tabulky je ihned zfejmé, Ze prvni tsudek je spravny a druhy nespravny.

5. Sarka a Iva Sekaji pred Skolou na svoje kamarady Petra, Honzu a Jirku. Sarka
tvrdi: Pfijde-li Petr a Honza, pfijde i Jirka. Iva fika: Ja si myslim, Ze kdyZ pfijde
Petr a nepfijde Jirka, nepfijde ani Honza. Na to povida Sarka: To ale Fikas toté
co ja. Rozhodnéte, zda obé skutedné fikaji totéz.

Refeni: Nejprve opét provedeme vhodné oznadeni atomarnich vyrokid. Symbolem
A oznacme vyrok ,Petr pfijde, symbolem B oznalme vyrok ,,Honza pfijde“ a déle
C oznaéme vyrok ,Jirka pfijde“. V provedeném oznadeni maji vypovédi Sarky a
Ivy tvar A= (AAB) = C aB =(AAC') = B'. Aby Sarka a Iva fikaly totéz,
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musi byt A < B tautologie. Sestavime tabulku pravdivostnich hodnot.

A B C AnB AAC' A B A+ B

¥ 1 3 1 0 S 1
L 1 0 1 1 0 0 1
1 O 1 0 0 1 1 1
L B D 0 1 1 1 1
¢ A N 0 0 L 1 1
g 1 8 0 0 i 1 1
0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 ¥ I 1

Z tabulky pravdivostnich hodnot vyplyvé, ze A < B je tautologie, coZ znamena,
e Sarka a Iva ¥ikaji skutedng totéz.

6. O podezielych A, B, C z trestného &inu jsou provéfeny tyto informace. Jestlize
spachal trestny €in podeziely B, pak je vinen i podeziely C'. Spachal-li trestny &in
podeztely C, pak mu poméhal A. Nespachal-li trestny &in podeziely B, podilel se
na ¢inu podeziely C. Je-li vinen podeziely A, neni vinen podeziely B. Jaky zavér
musi uéinit z téchto informaci vy3etfujici soudce?

Reseni:Dale zavedme oznateni A = B = C,B=C = A,C = B' = G0 =A=%F,

Provéfime, za jakych okolnosti dojde k sou¢asnému splnéni viech ¢ty podminek
A, B,C,D. Sestavime tabulku pravdivostnich hodnot.

A B C B=C C=3A B'=C A=B AANBACAD
i & 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 | 0 0
1 0 i 1 1 1 1 1
i O B 1 i 0 1 0
S 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 | 1 0
g 0 1 1 0 1 1 0
0 0 O 1 1 0 1 0

Soucasné splnéni viech &ty¥ podminek je mozné pouze v jediném pfipadg, kterému
odpovida treti fadek. Zavér vySetfovatele: Trestny ¢in spachali podezreli A, C.

7. Bud déna dvouprvkové mnozina A = {1, 2} a t¥iprvkova mnozina B = {z,y,2}
Kolik prvki mé mnozina 24 x B? Vypite viechny jeji prvky.

Regeni: Zfejmé mnoina 24 ma 4 prvky a plati 24 = {0, {1},{2},{1,2}}. Protoze
mnozina B je tFiprvkovd, mé kartézsky soucin 24 x B pravé 4-3 = 12 prvki. Plati

24 x B = {[0, 2], (0,4], [0, 2], [{1}, 2], [{1}, 4], [{1}, 2,
[{2},:1:],[{2},3;],[{2},Z],[{1,2},$],[{l,Z},y],[{l,Q},z]}.

8. Jsou dény mnoziny A ={z € R;|z— 3| <1}, B={z € R;2% — 4z + 3 < 0}.
Spoctéte a v soufadnicovém systému zakreslete B U (4 — B), (ANB) x (B — A).
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Reseni: Pfedné plati vztah |z — 3| <1 & z € (2,4). Odtud plyne A = (2,4). Dale
2 4243<0& (z—1)(2-3) <06 (z—1 <0Az—-3 > 0)V(z—1 > 0Az—3 < 0)

s(r<1Az23)V(@E21Az<3)ezeclvzec(l,3)ezecdu(l,3)=(1,3).

Odtud plyne B = (1,3). Pro mnoZinu B U (A — B) tedy plati: BU(A — B) =
(1,3)U((2,4)—(1,3)) = (1,3)U(3,4) = (1,4). Kone¢né mnozina (ANB) x (B—A) =
((2,4) N (1,3)) x ((1,3) — (2,4)) = (2,3) x (1,2). Grafické znazornéni zadanych
mnozin je na nasledujicim obrazku.

L & 2, Y
N
L 4 UV = con
0 4 4 z 0 2 3 «

9. Rozhodnéte, zda mnoZiny A = o0 x {@}, B = {1,0.9} maji stejny podet prvkl
a zda mezi nimi plati vztah inkluze.

Redeni: Zfejmé plati A = 20%{8} = 29 — {9}, Mno%ina A ma tedy jediny prvek,
kterym je prazdna mnoZzina. Oznaéme a = 0,9 a b = 1. Jestlize a # b, m4 mnoZina
B dva prvky. Plati ale

- 9 9 9 9
aéO'g_019+0’09+0’009+0’0009+'”_1_0+ﬁ+TO_[')-(*)%_M‘*“”_

B L, L 4 1 )
=10 T 10" 100 " 1000 T Tooo0 T

Posledné uvedeny soucet je souctem geometrické rady s kvocientem g = 0.1. Pro
soucet geometrické fady plati obecny vztah

Plati tedy

a—«g—- L —E i—-g_ lp_flfb
10 1-4 710 2710 9 7T

Proto 0,9 = 1 a mnoZina B = {1} je jednoprvkova. Odhalili jsme zajimavou a
prekvapujici skutecnost, Ze realné éislo obecné nema jednoznaéné uréeny dekadicky
zapis. Dva razné dekadické zépisy tedy mohou predstavovat stejné realné &islo.
Zavér naseho Setfeni je tedy nasledujici. Obé mnoZiny A, B jsou jednoprvkové,
A # B a neplati mezi nimi Zadny vztah inkluze.
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10. Ve vyrobnim podniku dodéava dilna A své vyrobky k daldimu zpracovani dilné
B, a ta je po provedeni svého tkolu predava dilné C. Dilna D vyrabi vyrobky
samostatné. Pomoci uspofadanych dvojic zapiSte relaci, ktera vyjadfuje vyrobni
zavislost jednotlivych dilen.

Redeni: Hledan4 relace R se da zfejmé zapsat v nasledujicim tvaru
R ={[A, B],[B.,C],[4,C],[D, D]}.

Pri nedodéni vyrobki dilnou A je postizena také dilna C, zatimco dilna D zavisi
vyrobné jen sama na sobé.

11. Budte A, B,C libovolné mnoziny. Dokaite, 7e plati nasledujici mnoZinova
inkluze
ANB UL CAUERIBLULE).

Reseni: Postupujeme nasledovn&. Zvolime libovolny prvek z mnoziny (AN B) U C
na levé strané a dokaZeme, Ze lezi v mnoziné (AU C) N (B U C) na pravé strané.
Pfi ditkazu rozepi$eme formalni mnozinovy zapis podle definice na tiroveii vyrokové
logiky, pouZijeme zndmych zékont pro logické spojky a ziskany Vyraz znovu mno#i-
nové interpretujeme. Zapis dikazu ma tvar: Bud z € (AN B)UC libovolny prvek.
Pak podle definice sjednoceni plati z € (AN B), nebo = € C. To viak podle definice
priniku znamena, Ze = € A a soudasné z € B, nebo z € C. Nyni pouZijeme plat-
nosti distributivniho zdkona pro logické spojky a a nebo. Na zakladé tohoto zakona
plati z € A, nebo z € C a soufasné dale plati z € B, nebo z € C. Tuto novou
logickou formulaci interpretujeme mnoZinové. Prvni &ast posledniho Zapisu zna-
mena, 2¢ £ € AUC a drubd ika, 2e ¢ € BUC. Odtud viak plyne z €
(AUC)N(BUC). Tim je diikaz inkluze dokonéen. Uvedme nyni formalni tvar
zapisu tohoto dikazu.

z€(ANB)UC=z€(ANB)VzeC=(zc ANz €B)Vz eC =

= ((z€Ad)V(zeC)A((zeB)V(zel))=>
= (r€ AUC)A(z € BUC)=>z€(AUC)N(BUC).

Pri zapisu dikazu obvykle pouZivame misto slovnich komentait struénéjsiho sym-
bolického vyjadfovani pomoci logickych spojek.

12. Budte A, B,C libovolné mnoZiny. Dokaite, Ze plati n:isledujici mnozinova
rovnost

Ax(B-C)=(AxB)—(AxC).

Reseni: Pfipomefime tvodem, 7e ditkaz mno¥inové rovnosti X — Y se sklada ze
dvou dikazt mnoZinovych inkluzi. Nejprve je zapotfebi dokazat, ze X C Y a dale,
ze Y C X. DokaZme tedy nejprve inkluzi A x (B —C') C (A x B) — (A x C). Plati:

2€AX(B-C)=>z=ab], kdeac A ,be B-C,tj. ac A be B,b¢ C =

[a,b]EAxB/\[a,b]¢AxC#[a,b]xze(AxB)—(AxC).
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Déle je tieba dokézat mnozinovou inkluzi (A x B) — (A x C) C (A— B) x C. Plati:
rz=[a,b]€E(AXB)—(AxC)=[a,bje AxB Ala,bj¢ AxC =
a€AbeEBbEC=>a€ANLEB-C=[a,b)j=2€ Ax(B-C).

Tim je tvrzeni dokdzéno. Uvedené feSeni ukazuje typicky dikaz mnoZinové rovnosti.
Casto miiZeme postupovat tak, Ze rovnost dokazujeme najednou pomoci Fetézce
ekvivalentnich vyroki. V tomto pfipadé je viak zapotfebi kontrolovat, zda plati
obé implikace.

13. Bud A libovolnd mnozina, bud B; mnozina pro kazdé ¢ € I, kde I je neprazdna,
tzv. indexovad mnozina. Dokazte, Ze plati

A-|JB:i=[)(4- By).

i€l i€l
Reseni:

seA-|JBiozecArz¢|JBiwzecANViel:z¢Bi &
el iel

Viel:z€e A-Bieze(|(A-B).
el

14. DokaZte, Ze pro mnozinovy rozdil neplati asociativni zakon.

A=(B-C)=(A-B)~C

Reseni: K dikazu tohoto tvrzeni ziejmé staéi nalézt konkrétni ptiklad mnozin A a
B, pro néz asociativni zékon neplati. Necht A = {a}, B = {b} a C = {a,b}. Pak
plati

A~ (B~-C) = {a} - ({6} — {a,b}) = {a} - 0 = {a},
(4-B) - C = ({a} - {8}) - {a,b} = {a} — {a,b} =0.

15. Budte R, S binarni relace na mnoziné A, tj. R, S C Ax Aa R™', S~! piisluiné
inverzni relace. Dokazte, Ze plati

(RAB =08
Reseni:
(RNS)™' ={[s,r);[r,s] € RN S} = {[s,7];[r,s] € RA[r,s] € S} =

{[s,7)i[r.s] € Ry {[s,7}; [r, 5] € S} = R~ S,
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16. Budte R, S binérni relace na mnoZiné A, a necht o znagi operaci skladani relaci.
Dokazte, ze plati
(Re 8™ =8 g R

ReSeni:
(Ro8)™' ={[s,r);[r,s]€ Ro S} ={[s,7];3tc A: [rt]€eS Alt,s]€ R} =
{[s,r];3te A:[s,t]e R7IA[t,r] € S71} = {[s;r];[s,7] € ST1o R} =8~ loRL

17. Budte f : X - Y ag:Y — Z injektivni zobrazeni. Dokazte, Ze sloZené
zobrazeni go f : X — Z je rovnéZ injektivni.
ReSeni: Budte z,y € X,z # y. Podle predpokladu je zobrazeni f injektivni, a tedy

plati f(z) # g(x). Analogicky zobrazeni g je injektivni, a tedy pro f(z), f(y) € Y
plati g(f(2)) # 9(f®)) & (90 f)(z) # (90 F)(v).

18. Bud f: N x N — N zobrazeni definované vztahem f([z,y]) = (2z — 1)2v-1.
Dokazte, Ze f je bijekce.

Reseni: Diikaz tvrzeni ma dvé &asti. Nejprve dokazeme, Ze zobrazeni f je injektivni.
K tomu je zapotfebi ukazat, ze kazdé dva riizné prvky z mnoziny N x N se zobrazi
na rizné prvky v mnozing N. Budte tedy [a,b], [c,d] € N x N, [a, b] # [c, d]. Pak

la,b] # [e,d] = (a# )V (b#d) = (2a— 1) # (2c— 1) v (22 e

(20 —1)2°71 # (2¢ - 1)2%! = f([a,b]) # f([c, d]).

Zbyva dokazat, Ze f je surjektivni. K tomu je zapotiebi dokéazat, ze ke kazdému
prvku = z mnoZiny N existuje aspon jeden prvek z mnoziny N x N, ktery se na
prvek = zobrazi. To v8ak znamena H f = N. Hledany prvek zkonstruujeme. Zfejmé

1 ot fon Y v
f([i(:::— 1),1]) = (25(-1) - 12" = 5.
Odtud plyne, Ze na libovolné = € N se zobrazi prvek [3(z — 1),1]. Tim je tvrzeni
dokazano.

19. Provedte pfimy dikaz vyroku /13 4+ /12 < 1+ /13 — 212,

Reseni: Pfimy dikaz tvrzeni X provedeme tak, Ze zvolime, respektive vyhledame,
pravdivy vyrok Y. Pak pomoci fetézce implikaci dokazeme, platnost implikace
Y = X. Tim je dokdzéno, Ze tvrzeni X plati. Oznacme nyni danou nerovnost
symbolem X. Nerovnost X upravime na tvar X;: v/13 + /12 — /13 — V12 < 1.
Umocnénim na druhou obou nezapornjch stran nerovnosti dostaneme nerovnost

Xp:  134vVIZ-2/(13+VI3)(13— VI3)+ 13- VT < 1.

Nerovnost X3 zjednodusime na tvar X3 : 26 — 2/169 - 12 < 1 s odtud dale na
tvar X4 : 25 < 24/157. Opét ob& nezdporné strany umocnime na druhou a ziskdme
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Xs : 625 < 4157, odkud mame pravdivy vyrok Y : 625 < 628. Tim vsak jesté
neni ditkaz proveden. Zatim pouze vime, Ze plati

X=2X1=2X=2 X3 X422 XY,

pricemz Y plati. Pfimy dikaz ziskdme obracenim postupu tprav. Tyto dpravy
jsou vsak dusledkové, a proto dostavame, ze

Y:,‘?X5=PX4=PX3:>X2=>X1:?X

plati. Protoze vime, Ze Y plati, plyne odtud zavér, ze X plati.

20. Provedte nepfimy dikaz nésledujiciho tvrzeni. Pro kaZzdé celé ¢islo z plati:
Je-li 3 sudé é&islo, pak z je sudé &islo.

Reseni: Nepfimy dikaz implikace A = B se provadi tak, Ze misto této implikace
dokazujeme jeji obménu B’ = A'. Lze snadno ukézat, Ze implikace A = B a jeji
obména B’ = A’ maji vidy stejné pravdivostni hodnoty. Budeme tedy dokazovat
nésledujici implikaci: Je-li z liché ¢islo, pak z? je liché ¢islo. JestliZe z je liché &islo,
pak existuje takové celé Cislo m, Ze x = 2m + 1 a dale plati

r=2m+1=>22=2m+1°3 = =8m* + 2m? +6m+1=>

7% = 2(4m3 + 6m? + 3m) + 1.

Jestlize z3 = 2(4m3 + 6m? + 3m) + 1, pak x> je liché ¢islo. Tim je proveden diikaz
obracené implikace, a tim i ptivodniho tvrzeni.

21. Dokazte sporem, ze jsou-li =,y libovolna komplexni ¢isla, pak plati

lz +yl| < |zl + lyl.

Reseni: Symbolem A oznaime vyrok ,z a y jsou komplexni &isla“ a symbolem B
vyrok |z+y| < |z|+]|y|. Pfedpokladejme, Ze je pravdivy vyrok AAB’, coz znamena,
7e T a y jsou komplexni &isla a |z +y| > |z|+ |y|. Necht tedy z = a+ibay = c+id,
kde a, b, c,d jsou redlné éisla. Pak podle pfedpokladu

Va2 + 02+ +d? < /(a+c)?+ (b+d)?.

Po snadné upravé dojdeme k nerovnosti (ad — be)? < 0, coZ je spor s vlastnostmi
druhych mocnin redlnych ¢isel. Musi tedy platit véta A = B, kterou jsme chtéli
dokéazat.

22. DokaZte, Ze mnozina v8ech prvoéisel je nekoneéna.

Reseni: Dilkaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze g je nejvétsi prvocislo.
Sestrojme &islo p = ¢! + 1. Je ziejmé, Ze toto &islo je vétdi nz ¢. Cislo p je ale
délitelné pouze &isly 1 a p, nebot pfi déleni libovolnym prvoéislem lezicim mezi &isly
2 a q dava zbytek 1. Nalezli jsme tedy prvocislo p > g, coZ je spor s pfedpokladem.
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23. Russeliiv paradox (1903). Nésledujici ivaha je typickym piikladem, ktery
se objevil na po¢atku 20. stoleti v souvislosti s t¥eti krizi matematiky. Bud A
libovolna mnozina. Pak nastane pravé jedna z mo#nosti: Bud A € A nebo A ¢ A
Vsechny mnoZiny rozdélime do dvou skupin & = {4; 4 € A}, 4 = {B;B ¢ B}.
Je zfejmé, Ze Zadna mnozina nemize patiit do & i & soudasné a e &, % jsou také
mnoziny. UvaZme nyni #. ProtoZe % je mnozina, musi sama lezet v & nebo 2.
Pfipustme nejprve 8 € &/. Pak ale podle definice & plati & € %, co je spor,
nebot Z nemiiZe leZet v o i #. Pfipustme tedy, e & € 9. Pak ale z definice
Z plyne # ¢ B, coi je rovné’ spor, protoze & nemize lezet a soucasné nelezet
vZ. Vzniké nefesitelna situace na wirovni intuitivni teorie mnozin. Pojem mno¥iny
v intuitivnim smyslu se ukazal pfili§ Siroky. Problém spoéiva ve shrnovani v jeden
celek.

24. Pomoci véty matematicka indukce dokaZte tvrzeni: Pro libovolné pfirozené
¢islo n plati rovnost

3
3+32+---+3“:§(3“—1).

Reseni: Symbolem V(n) ozna¢me vyrokovou formu 3 + 32 + --- 4 3" = 33" -1)
proménné n. Dikaz pomoci véty matematickd indukce se vzdy skladé ze t¥i éasti.
Tvrzeni které mame dokdzat, ma nésledujici logickou strukturu Vn € N : V(n).
V prvni ¢asti dokaZeme, Ze tvrzeni plati pro pocateéni ptipad n = 1, tj. Ze vyrok
V(1) je pravdivy. To je vSak evidentni, nebot 3 = 2(3 = 1) = 3. Ve druhé &asti
dikazu, ktera byvé zpravidla obtiZnéjsi, je zapottebi dokézat, e pokud tvrzeni V(n)
plati pro libovolné dané n, pak plati rovné? tvrzeni V(n+1). Predpokladejme tedy,
ze tvrzeni V(n) plati. Odtud plyne
PR B e B s

5 T35 +3 = 2(3 1l
Tim je druha ¢ést dikazu hotova. Treti zdvéreéna &ast ditkazu spoéiva ve znalosti
véty, kterd se nazyva matematickd indukce. Na zékladé této véty lze nyni tvrdit,
zZe tvrzeni plati pro libovolné pfirozené &islo n.

3
343043 pat = dgn g g

25. Naleznéte n—tou mocninu matice A. PouZijte princip matematické indukce.

i1 3 8
A=[0 1 1
i O

Reseni: Nejprve spoéteme mocniny matice pro malé hodnoty n a na jejich zaklad&
stanovime hypotézu pro obecné n. Jednoduchym vypoétem zjistime, e

1 1. 3 3 1 4 6 1 9 L0
A=[012]48=[031 8], 4210 1 a] 45=]0 1 5
040 1 0 0 1 0 10 & 0 G 3
Na zékladé nalezenych mocnin lze usuzovat, ze obecny tvar matice bude
1 n a;
A*=10 1 = |,
0 0 ‘1
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pfi¢emz rohovy prvek a, matice A" vySetfime podrobnéji. Pron = 1,2,3,...
postupné ziskdvame nasledujici hodnoty prvku a,:

0:1,3.6,10,15 21,28, ..«
Ziejmé

1 1
an+1:an+n:1+2+...+n:§n(n+1)= (n;— )

Na zékladé provedenych vypoéti stanovime hypotézu, ze pro n > 1 plati

1 n (3)
At=10 T =% ;
0 0 i

Tuto hypotézu dokdzeme pomoci matematické indukce. Zfejmé pro n = 1 tvrzeni
plati. Predpokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro libovolné n > 1 a dokazme, Ze
plati rovn&Z pro n + 1. Spoctéme nyni n + 1 mocninu matice A. Z indukéniho
predpokladu plyne

Ln @) (11 0\ (1na+l (4n) (1 atl (P
0L = sl 0 L Lj=10 1 n+1 =10 1 n+1|.
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Podle véty matematicks indukce tvrzeni plati pro libovolné n.
CAST B: NERESENE PRIKLADY
26. Uréete pravdivostni hodnoty nasledujicich vyrokd A a B.

A:  [(2-3=6)V(3-4=16)] = (2< 1),
B: [1<2A(2#2)]e (3-5=14).

27. Bud A nepravdivy vyrok a B vyrok, o jehoZ pravdivosti neni nic znamo.
Co lze fici o pravdivosti vyroku A = B?

28. Znegujte nasledujici tvrzeni:
(1) @+1=4)= (1>2V3<4) :
(2) (B+7=11)A(521+7)) e ((100 < c0) V (1 +1 # 3));
(3) Vz€ R:z > 1=z € (0,00); :
(4) 3zeR: (x#9)V(z>TAz < 11);
(5) Vz e N3y e N :z +y =100= =z -y > 100.

29. Rozhodnéte, které z virokovych forem jsou tautologie a které kontradikce:
(1) (A= B)AA) = B;
(2) (AvB)' A(A'= B);
(3) ((AvB)AA") = B;
(4) A = (B=>C)« (AAB)=C;
(5) (A= (B« C)«e((A=B)& (A=0)).
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30. K formulim A', AA B,AV B,A = B, A< B najdéte formule logicky ekviva-
lentni, v nichZ se vyskytuje pouze logicka spojka | (Sheffertiv symbol).

31. Detektiv vySetiuje pfipad vraidy. Vysetfovanim se okruh podezrelych zuzil na
tfi osoby A, B,C. O pfitomnosti podezfeljch na misté &inu bylo zjisténo: Jestlize
byl v kritické dobé na misté &inu podeziely C, pak tam nebyl podeziely A, ale byl
tam podeziely B. Neni pravda, 7e na misté ¢inu nebyl A a p¥itom tam nebyl C.
Pokud byl na misté ¢inu podeziely A, nebyl tam C, a kdy# tam nebyl C, byl tam A.
Detektiv promyslel vSechny moznosti a zjistil, Ze mu informace k usvédéeni vraha
nestaci. PFi dalsim vySetfovéani se v3ak zjistilo, Ze pachatel byl na misté &inu sam.
Ktery z podezfelych je vrah?

32. Ve vystavni sini byl odcizen obraz. Z vyslechii svédki lze fakta o pfitomnosti
podezfelych A, B, C ve vystavni sini shrnout do t¥i zavéra. 1. Ve vystavni sini v té
dobé nebyl B, ale byl tam aspoii jeden z dvojice A,C. 2. Jestlize neni pravda, Ze
tam byl A soufasné s B, pak tam nebyl také C. 3. Podezfely C' tam byl pravé
tehdy, kdyZ tam nebyl Zadny z dvojice A, B. Zjistéte, ktery z podezielych zcizil
obraz.

33. Vystoupeni hudebnich skupin v televiznim pofadu je vizéno témito pod-
minkami. Vystoupi A nebo nevystoupi B. Kdyz nevystoupi C, pak nevystoupi
A a vystoupi B. Jestlize neni pravda, Ze vystoupi A nebo C, pak urcité vystoupi
B. Rozhodnéte, zda jsou za téchto podminek spravné tasudky: (1) Vystoupi-li B,
pak vystoupi A i C. (2) Jestlize vystoupi C a nevystoupi B, pak vystoupi A.
(3) Kdyz nevystoupi ani A, ani B, vystoupi C. (4) Vystoupi A i C a pfitom B
nevystoupi.

34. Rezisér si stézuje Fediteli divadla: Ani jeden z hercti tohoto divadla neumi
dobfe zpivat a pfitom dobfe tanéit. Reditel: Nemohu s vimi souhlasit, Zze by
skutecné kaZdy z nich neumél dobfe zpivat a dobfe tandit. Re¥isér: To ja také
netvrdim. Rikdm jenom, Ze kazdy herec tohoto divadla neni dobry tane¢nik nebo
neni dobry zpévak. Rozhodnéte, zda feditel rezisérovi rozumél a zda reisér fikal
v obou pfipadech totéz.

35. Bud X libovolnd mnoZina. Rozhodnéte, kdy plati vztah {X =X,
36. Jsou dany prvky a,b. Dokaite, Ze {{a,b}} = {{a}, {b}} & a=b.

37. Rozhodnéte, kolik prvki ma mnozina {2v/5, /14 + 6/5— /14 — 6,/5, [2+4i|}.

38. Jaky vztah je mezi mnozinami A = {1, |143| 442} B _ (/5 2 742857} 7

39. Prevedte na zlomek v zakladnim tvaru nasledujici racionalnf &isla 1.732, 1.915,

40. Nasledujici komplexni ¢isla (1,1), (1,-2) zapiste v algebraickém, goniometrickém
a exponencialnim tvaru. Dile urcete jejich sedmou mocninu a, pétou odmocninu a
zakreslete je v Gaussové roving.

41. Kolik prvk mé mnoZina {e*", /—1}?
42. Zjednoduste mnozinové vyrazy AN(A—(A-B)) =?, (ANB)x ((A-B)—-A) =7
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43. Budte A, B libovolné mnoziny. Uréete pravdivostni hodnotu vjyroku
(2°CcOv((AcAxB)ADe2%))= ACB.

44. Jsoudany mnoziny A = {1,1,1 ...}, B={0, {5, 3, ... } . UrCete sjednocen,
priinik a rozdil téchto mnozin.
45. Uréete supM a infM, kde M = {2 - 1,2 -

46. Urcete supM a infM, kde

§ B o Js

3
M={-2;~} pro = 1,2, 8¢

47.Kolik existuje podmnoZin 100-prvkové mnoziny?

48. Jsou dany mnoziny A = (-1,1), B = (2,3), C = {1}. V soufadnicovém
systému nakreslete mnoZiny A x B,Bx A,Ax C.

49. Jsou dany mnoziny A = (1,2), B = (3,4), C = (—1,2). V soufadnicovém
systému nakreslete mnozinu (AU B) x C.

50. Uvedte priklad mnoZin A, B tak, aby mnozZina A x 28 méla 18 prvki.
51. Necht A, B jsou mnoZiny. Dokazte, zda plati DA I8 = gAUEB
52. Dokazte, zda pro libovolné mnoziny A, B, C plati:

(1) ( A-B)U(A-C)=A-(BNC);

(2) AN(B-C)=(ANB) -C;

(3) A-B=A+(ANB);

(4) Ax (BUC)=(Ax B)U(A xC);
(5) AN(B+C)=(AnB)+(ANnC).

53. DokaZte, ze pro symetrickou diferenci mnozin plati asociativni zakon

A+(B+C)=(A+B)=C.

54. Dokazte, Ze pro intervaly na reilné ose plati

p 1 1 -~ n n . 15
1--,2 —) = 1,2, 1- ,2 =L ega s
Dl( n’ +n) W) ,Q( n+1 Jr'ifH—l) (2 2)

oo

1 1 n n
||1_“_2+_— ‘ll“’“ 2+ = !
ﬂ=1( n’ n.) ©3), n=1( ndl n+ 1) (0:3)

55. Necht I je neprazdné indexovad mnoZina a necht A, B; jsou mnoZiny pro kazdé

i € I. Dokaite, Ze plati
Ax|JBi=J(A4x By).
iel iel
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56. Urcete definiéni obor a obor hodnot relace S = {[z,y] € R x R;|z| + |y| < 5}.

57. Bud S = {[z,y] € AxA;z = 2y} relace na mno#iné A — {-3,-2,-1,0,1,2,3}.
Naleznéte inverzni relaci $—1.

58. Necht A = {1,2,3}. Uvedte, kolik lze definovat riiznych relaci:
(1) mezi mnozinami A a 24;
(2) mezi mnoZinami A4 a §;
(3) na mnoziné A;
(4) na mnoziné A x A.

59. Necht jsou dény relace

S={lz,32z> +1] € Z x N;z € Z}

T={[r,ye NxZ;y=-z vy=1%-3,z,y e N}.
Urcete relaci SoT arelaci To S.

60. Je déna relace S = {[z,y] € Nx N;z+y >3 A z+ 2y —6 < 0}. Uréete relaci
S vyctem prvkia. Déle uréete definiéni obor a obor hodnot relace S. Rozhodnéte,
zda S je injektivni zobrazeni v N. Spoététe S~1. Je relace S~! zobrazeni?

61. Symbolem BA = {f;f: A — B} ozna®me mnozinu vSech zobrazeni A do B.
Necht A mé 2 prvky a B ma 3 prvky. Kolik prvkii m4 kartézsky soucin AP x BA?
62. Dokazte, Ze slozeni dvou zobrazeni je zobrazen.

63. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni:
(1) f:NxN=>N, f(zy)=z+y;
(2) J: N NxN, [f(z)=[x22z+1];
(3) f:NxN—=2V f(lz,9]) = {z +y}.

64. Pro nasledujici zobrazeni f : R — R takové, Ze f = {lz,y);y = f(z)} urdete,
zda jsou injektivni, surjektivni, nebo bijektivni:

(1} f(z) =5z-3;

(2) flz)=2°+T2+ 12:

(3) flzy=0" <322 -

65. UrCete, kolik existuje injektivnich zobrazeni t¥{prvkové mnoziny do pétiprvkové.
A pétiprvkové do tfiprvkové?

66. Rozhodnéte, zda mezi mnozinami N = {1,2,3, .. .} a8 =1{24,6,...} existuje
bijektivni zobrazeni.

67. Rozhodnéte, zda mezi mnoZinou viech pfirozenych ¢&isel a mnoZinou vsech
raciondlnich ¢isel existuje bijektivni zobrazen.

68. DokaZte, Ze slozeni dvou surjektivnich zobrazeni je surjektivni zobrazen.

69. Je sloZenim dvou bijektivnich zobrazeni opét bijektivni zobrazeni? Dokazte.
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70. Necht A, B, C jsou mnoziny a necht g : A — B je bijektivni zobrazeni. Dokazte,
7e bijektivnim zobrazenim je pak také zobrazeni

F:A® - BC kdeVfe A®: F(f)=gof.

71. Provedte pfimy diikaz a diikaz sporem vyroku W 10=+T1 < /10 + /11 - 1.
72. Dokazte, Ze plati
2(sin 54° — sin 18°) = 1.

73. Dokazte, Zze v/2 neni racionalni ¢islo.

;o

74. Pomoci matematické indukce dokazte, Ze pro libovolné pfirozené éislo n je &islo
n® + 5n délitelné Sesti.

75. Je dan vyraz V(n) = 22* — 7, kde n € N. Dokaite, ze vyraz V(n) je délitelny
tfemi pro kazdé n € N.

76. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢&islo n plati
1
1424+ +n= -én(n+l).

Provedte pfimy diikaz a diikaz matematickou indukci.

77. Dokazte, Ze pro libovolnd nezidporné ¢isla a,,as,...,a, € R plati

_G+az+---+a,
- )

{/aiaq...a,

78. Dokazte, Ze pro libovolné n € N existuje n po sobé jdoucich pfirozenych
¢isel, ktera jsou sloZenymi ¢isly. Tzn. v posloupnosti prvocisel jsou libovolné velké
mezery.

79. Naleznéte vztah pro délku strany a, pravidelného 2™-uhelniku vepsaného do
kruhu o poloméru 1. Vyuzijte matematické indukce.

80. Spatné provedens indukce miiZze vést k nespravnym zavérim. Urdete, kde
je chyba v nasledujicim ,dfkazu“. Véta: VSechny kvétiny na planeté Zemi maji
stejnou barvu. Ditkaz: Stadi zfejmé& dokézat, Ze libovolnych n kvétin ma stejnou
barvu. Pro kazdé n € N bud V(n) tento vyrok: Libovolnych n kvétin m4 stejnou
barvu. Vyrok V(1) zfejmé& plati. Nechf n > 1 a predpoklédejme, Ze V(n) plati.
Bud K mnoZina s n + 1 prvky. Zvolme a,b € K, a # b libovolng. Pak mnoZiny
K — {a} i K — {b} maji n prvkd, takZe vSechny kvétiny v kazdé z téchto mnozZin
maji stejnou barvu. Tedy zejména b € K — {a} ma stejnou barvu jako viechny
kvétiny v K — {a,b} a podobné a € K — {b} m4 stejnou barvu jako vechny kvétiny
v K —{a,b}. Odtud plyne, 7e kvétiny a, b maji stejnou barvu. Tedy V(n + 1) plati.
Z véty matematickd indukce plyne, Ze V' (n) plati pro kazdé n € N.
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I1. DIFERENCIALNI POCET FUNKCI
JEDNE PROMENNE

1. ZAKLADNI VLASTNOSTI FUNKC{
CAST A: RESENE PRIKLADY

Nasledujici kapitola obsahuje tlohy tykajici se zdkladnich vlastnosti funkei.
K nejdileZitéjsim charakteristikam funkce pat#i bezesporu definiéni obor, obor hod-
not a graf. KaZdé funkce miize mit déle celou fadu specialnich vlastnosti. Nap#iklad
sudost a lichost zajistuji symetrii grafu funkee, periodi¢nost zarucuje pravidelné
opakovani funkénich hodnot, ohrani¢enost zajisti, %e se vSechny funkéni hodnoty
budou pohybovat v pasu omezeném dvéma konstantami. Mezi dalsi vyznamné
vlastnosti funkce pat¥i naptiklad prostota, monoténnost a existence inverzni funkce.
Vysetfovanim téchto zékladnich charakteristik se budeme nyni zabyvat.

81. Urcete defini¢ni obor funkee

14z
1

f(z)=(z-2)

Reseni: z € Df id_-_: 2 0A 1~z #0. Odtud plyne x € Df pravé kdyz

(I+z 2 0Al-z > 0)V(l+z <0Al-z2<0) & (z> -1 Az > DV(z < -1Az>1)
®ze(-11)Vreleze(-1,1)Ud ez c(-1,1).

Celkem tedy plati Df = (—1,1).

82. Urdete obor hodnot funkce

_ oz
|lz|

f(z)
Regeni: Pfedné je zfejmé, 3¢ Df = R — {0}. Dale plati

|z| =

{ & wel,

-z <0

Odtud plyne, Ze funkce f nabyva pouze hodnot -5 a 5. Plati tedy Hf = {-5,5}.
83. Budte dény funkce f,g. Rozhodnéte, zda plati f = g.

z+1 z-1
= 3(z+9
flg) = :«:"i—z_—ri*r sm)= 4%.@14;'

6 10
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Reseni: Je zapotiebi ukazat dvé véci. Aby se dvé funkce rovnaly, musi mit pfedné
stejny definiéni obor. V naSem pripadé plati
o o

6 10

ProtoZe Dg = R — {—4} plati Df = Dg. Dale je zapotfebi ukdzat, Ze funkéni
predpisy f, g stejné zobrazuji, tj. Vz € Df : f(z) = g(z). Provedeme algebraickou
ipravu

Di=lxe Byxs 1}={x€R;z%—4}.

z+1 z—1 z+9

_ 4 5 _ 20 _3xz+9) _
flz) = z+1 _:c—l T 2rx+8 —4($+4)-—g(:c).
6 10 30

Odtud plyne, Ze se funkce f, g rovnaji.
84. Nakreslete graf funkce f(z) = |z + 1| — |z — 1|
Reseni: Provedeme podrobngjsi analyzu zadaného funkéniho predpisu. Ziejmé plati
-2 z € (—o00,-1),
flg)=¢ 28 @§ =11}
2  z€(l,m).

Nyni jiz lze graf snadno nakreslit. Na kazdém z uvedenych intervala nakreslime
graf pfislu$né konstantni, resp. linearni funkce.

85. Nakreslete graf funkce
f(z) = |2® + 4z + 3|

ReSeni: Postupujeme nasledujicim zptisobem. Funkéni pfedpis prepiSeme pomoci
upravy na Uplny étverec na ekvivalentni tvar

fle) = |2° + 42 + 3| = |(z + 2)* - 1.

Dale tilohu rozdélime na nékolik diléich éasti. Postupné nakreslime pomoci posunuti
a preklopeni grafy nasledujicich funkeci

file) =2%, fole) = (2 +2)%, fa(2) = (2 +2)* - 1, fule) = f(e) = |(z +2)* — 1.
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Graf funkce f, ziskame posunutim zékladniho grafu f; po ose z do bodu -2. Déle
graf f, posuneme o hodnotu -1 ve sméru osy y. Kone&né graf fy = f ziskame
pieklopenim zaporné ¢asti kolem osy z. Postup je ziejmy z nasledujicich obrazki.

J\y Jky
4 4
0 v e i
e er
4 4
A |0 e -2 0 "z

86. Nakreslete graf funkce

f(z) =3+ sin{z — 1).

Reseni: Nejprve podrobné vysvétleme, jaky vyznam maji jednotlivé konstanty na
celkovy tvar grafu funkce F(z) = A+ Bsin(Cz + D). Pfedné konstanta A posouva
graf zakladni funkce o hodnotu A ve sméru osy y. Piimka y = A je tedy novou
osou grafu. Konstanta B je tzv. amplituda, kters »natahuje“, nebo ,zkracuje“ graf
ve smeru osy y tak, Ze celkova vyska grafu funkce F(z) je 2B. Konstanta C uréuje
délku periody funkce F(z) a konstanta D zptisobuje posun grafu ve sméru osy z.

Ulohu opét rozdélime na né&kolik &4sti. Postupné nakreslime grafy funkeci
fi(z) =sinz, fo(z) =sin(z — 1), fi(z) = f(z) =3+ sin(z — 1).

Graf funkee f; ziskime posunutim zékladniho grafu funkee f; po ose x do bodu 1.
Dale graf f, posuneme o hodnotu 3 ve sméru osy y. Tim ziskdme graf zadané
funkee f3 = f. Grafy jednotlivych funkei jsou uvedeny na nasledujicim obrazku.
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AY y=3+sin(z-1)

N T

Lo
=

T

87. Nakreslete graf funkce
JF(z) = 3sin2z.

Reseni: Funkce sinz je periodicks a jeji zakladni perioda je 27. Nejprve uréime
periodu funkee f;(z) = sin2z. Pro periodu této funkce plati 0 < 2z < 2, 2 éeho?
plyne 0 < z < m. Perioda funkce f; je tedy m. Graf dané funkce f ziskame tak, Ze
graf funkce f; natdhneme ve sméru osy y na trojnasobnou délku.
1Y y

y=Jdsin2z

h

y = sin 2z

S IS - .

88. Nakreslete graf funkce f(z) = |2sin(3z — 1) — 1].

Reseni: Reseni tlohy rozdélime do péti kroki. Postupné budeme kreslit nasledujici
funkce: sin3z, sin(3z — 1), 2sin(3z — 1), 2sin(3z — 1) — 1, [2sin(3z — 1) — 1|.
Vysledny graf je na nasledujicim obrazku.

Vs WA WV,
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89. Dokaite, 7e dané funkce f je ohranidens.

Reseni: Musime dokazat, Ze funkce f je ohranicen4 shora i zdola. Nejprve ukazeme,
ze funkce f je ohrani¢end shora. Ziejmé pro libovolné relné ¢islo x plati nerovnost
(z —1)? > 0. Z této nerovnosti viak plyne z2 + 1 > 2z a déle

T
z2+1

1
< -
e

Tim je dokazéno, e funkce f je shora ohraniena. Zbyva. dokézat, Ze f je zdola

ohrani¢end. Postupujeme analogicky. Pro libovolné reilné &slo z plati (z+1)2 > 0,
z ¢ehoZ plyne 2 +1 > —2z a déle

[

z
o
241 2

Tim je dokézéno, Ze funkce f je zdola ohrani¢ens. Dans, funkce je tedy ohranidena.
90. Dokazte, Ze funkce f(z) = 1 je neohranicens na intervalu (0, ).

Reseni: Pouzijeme diikazu sporem. Predpoklidejme, %e funkce f Je na intervalu
(0,00) ohrani¢end. Pak je pro viechna z > 0 funkce [ ohrani¢end shora. To
znamend, Ze existuje takové &islo h, Ze pro viechna z > 0 plati nerovnost

|
= h.

O« <
i

Zvolme libovolné &slo z € (0, %), tih 0<z < % Odtud plyne, ze % > h. Tim jsme
dosli ke sporu. Proto funkce f nemiize byt na intervalu (0,00) ohranicena.

91. Dokaizte, Ze funkce f(z) = z? je ryze monoténni v intervalu (0,00), kdezto
v intervalu (—oo, 0c0) neni ani monoténni.

ReSenf: 1. Zvolme libovolna dvé éisla z; < T2 z intervalu (0, 00), takZe je 0 < z; <
z2. Odtud dostévame 0 < 2§ < z3 neboli f(21) < f(z,). Tedy funkce f(z) =22 je
v intervalu (0,00) ryze monoténni. 2. V intervalu (—oo, oc) vSak neni monoténni,
nebot pro z;1 = -5 < 25 = 1 je f(z) = 25, f(z2) = 1, takze f(z1) > f(xa).
Naproti tomu pro z} = —1 < 23 = 5 dostavame f(z]) =1< f(z3) = 25.

92. Zjistéte, zda je zadana funkece f suds, pripadné licha.
f{&) = 2ln el
Reeni: Spo&teme funkéni hodnotu f(—z). Plati
f(~z) = (~2)In| - 2| = ~zIn |o] = —f(2).
Odtud plyne, Ze dana funkce je licha.
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93. Zjistéte, zda je zadand funkce f sudd, pfipadné licha.

Flz) = sinz.

x

Reseni: Spoéteme funkéni hodnotu f(—z). Plati

i sin(—x) _ —sinz _ sinz _

o il T

fiz)-

Odtud plyne, ze dana funkce je suda.
94. Uvedte pfiklad funkce f, ktera je soucasné sud4 i liché.

ReSeni: Aby byla funkce f sud4, musi platit vztah f(—z) = f(z). Soufasné ma byt
funkce f licha, tzn. musi platit f(—z) = —f(z). Odtud plyne f(z) = —f(z), tj.
2f(x) = 0. M4-li byt funkce sudd a soucasné lichd, musi platit f(z) = 0. Téchto
funkci je nekone¢né mnoho. Napiiklad f(z) =0, Df = (-5, —2) U (2,5).

95. Dokazte, ze funkce f je periodicka a naleznéte jeji nejmensi periodu.
f(z) = tg 3z + 2sinbz.
Reseni: Aby byla funkce f periodicka s periodou p, musi platit f(z + p) = f(z),t].
tg (3(z + p)) + 2sin(6(z + p)) = tg 3z + 2sin bz,
co% znamena, Ze
tg (3z + 3p) — tg 3z + 2sin(6z + 6p) — 2sin 6z = 0.
Po tpravé levé strany dostavame

sin(3z + 3p) sin3z "
e 2 w2 =
cos(3z+ 3] 0083w + 2sin(6z + 6p) — 2sin 6z

__ sin(3z + 3p) cos 3z — sin 3z cos(3z + 3p)
B cos(3z + 3p) cos 3z

B sin(3p)
~ cos(3z + 3p) cos 3z

+ 2sin(6z + 6p) — 2sinbx =

+ 25sin(3p) cos(6z + 3p).

Levéa strana se v8ak rovnd nule pro vSechna z # %4—3%’5 praveé tehdy, kdyz sin 3p = 0,

tj. pravé kdyz p = %kar, kde k € Z. Nejmensi periodou dané funkce je tedy ¢islo
1
P= Eﬂ.‘

96. Provedte sloZeni danych funkci f a g, kde

z+1
z—1

f@) =222, o@)=vE
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ReSeni: Provést slozeni danjch funkci znamens zkonstruovat funkce

F(z) = (fog)@) = fl9(z)) a G(z)=(go f)(z) = g(f(z)).
Plati:

Flo) = Jlo(e)) = £(va) = Y221,

6w =sr@) =g (211) = /251

Z uvedeného pfikladu je ihned zfejmé, %e skladani funkei neni obecné komutativni.

97. Spoctéte slozenou funkci F(z) = f(f(f(z))), kde
f)=——.

l-z
ReSeni: Provedeme postupné dosazeni do slojené funkce a nasledujici algebraickou
ipravu

F(z) = /(/(F@) = F(f(2=)) = £(

1 ) 1 1
1 = = = =x.
1__1—1 lml_li 1+__'x:1:

98. Dokazte, Ze dané funkce f je prosté.

Fz) =3z - 2.
Refeni: Dokézat, 7e funkce f je prosts znamens dokazat, %e f je injektivni
zobrazeni. Tzn. Vz1,z, € Df : 21 # 25 = J(z1) # f(z2). Nejprve uréime definiéni
obor funkce f. Snadno zjistime, ze Df = (%, 00). Budte nyni z,,z, € Df, 2, # x4
libovolné. Odtud plyne 3z; # 3z, a 3z; — 2 # 3z — 2. ProtoZe 1,7, € Df,
plati 2 < z, a 2 <m,atedy0<3z,-2a0< 3zy — 2. Odtud plyne, ze

\/3.'1?1 -2 -‘,é \/3I2 - 2.

99. K dané funkci f naleznéte funkci inverzni, pokud existuje.
Fir) = %m =3

Regeni: Nejprve dokézeme, 7e k funkei f(z) existuje funkce inverzni. K tomu stagi
dokézat, Ze je f(z) prostd na svém definiénim oboru D f = R. Dikaz provedeme
sporem. Necht existuji redlnd &isla z;, o takovd, Ze z; # =z, a soucasné plati
f(z1) = f(z2). Pak ale 1z, 1= 3Z2 — 1. Odtud plyne 1z, = 322. Tedy z, = z,,
coz je spor. Funkce f je tedy prostd a k prosté funkci existuje funkce inverzni.
Nyni provedeme vypoéet inverzni funkce f~1. Nejprve ve funkénim predpisu
f(z) = & — 1 nahradime symbol f(z) ekvivalentnim oznagenim z4visle proménné
y a ziskdme y = %x — 1. Nyni pfedpis chidpeme jako rovnici, ze které spoéteme
nezévisle proménnou z. Plati y + 1 = 1z a odtud ziskdme hledané vyjadieni = =
2y + 2. V dalsim kroku provedeme vzéjemnou zdménu symbolii z a y. Dostavame
Yy = 2z + 2. Funkéni predpis hledané inverzni funkce je tedy I Yz) =2z +2
DokaZme nyni podle definice, ze funkce f, f~1 jsou skutecné inverzni. K tomu
Je zapotfebi provéfit definiéni vztah fo f~! =id = f~1o f. Plati
(fof M@ =Ff"3z-1)=2(3z-1)+2=2-242=¢2= id(z),
(flof)(z) = f(2z +2) = 32z+2)-1=z+1-1=z= id(x).
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Naleznéte defini¢ni obory nasledujicich funkei:

100 Fig) =533 101. f(z)=vV2+2z— 22
102. f(z)=In(z® - 9). 103. f(z) =In(Inz).
104. f(z) =4V"=. 105. f(z) = V3% — 9.
106. f(z) = cotg(4z — 3). 0T JE= logy =

1 . S
108. f(-fﬂ) = m 109. f(.’l.‘) = in o
110. f(z) = arcsin(sinz). 111. f(z) = arccos(2z — 5)
112 F(z) = \/2\/ 2z 113. f(z) = arcsin(2 — 3z).

i 5z — 1
1. flg)= = — 118 flo)= B 7
- cos(z + 1) - sinx
i, fil=gmr s i fElse=rars
T —COST gerl
TR Jl= 2sin’z + 3cosz e e sinz + cosz
sinz
: = /1 — |z 21. = ;

120. f(z)=+1-|2| 121. f(x) N TS
122. f(z) = Z‘:f =. 123. f(z) =]z + 1| - |zl.

T +sinx 1
126. f(z) =In(z? + 4z — 5). 127. f(z) =Inv/3 -2z —z2.

— \/2—1: _ In(z+5)

130. f(z) = arccos 231113:) 131. f(z) = arctgln(z® — 5z + 6).
132. m) =V1-z+ \/x - 133. f(z)=vV-z+Vz+4
134. f(x) =In(z® - —z+ 3). 135. f(z) = In(cos(Inz)).
Rozhodnéte, zda se dané funkce f a g rovnaji:
136, flz)=1 og)= % 137. f(z) =Vz?, g(z)=|z|.
138. f(z)= i, glz) = ;;:Ei 139. f(z) =logz?, g(z)=2logz.

140. f(z) =2Inz® g(z)=6lnz. 141. f(z)=1ne®, g(z)=e€""
142. f(z) =sin(z + %),g(a:) =cosz. 143. f(z) = ||z| - 1], g(z) = |1 - |z
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Pomoci grafu zékladni funkce nakreslete nasledujici grafy funkeci:

144. f(z) = |z| + . 145. f(z)=3— |z +2|.

148. f(z)=|lz—5|—1]. 147.  f(z) _|||s-;—1|— 1f = 1.

148. f(z)=(zx—1)?-3. 149. f(z) = |z® + z|.

150. f(z)=2z>—4|z|+ 3. 151.  f(z) = |z* — 4|z| + 3|.
1 &—1

152 f(z)=7—. 153. f(z) = 2{

154. f(z)=1-32, 155. f(z)= 3”= 114,

156. f(z) = log,(—z). 167. flz)= |log |lz||-

158. f(z) = log, 3. 159. f(x) = ——(cos 2z +1).

160. f(x) = —3sin(2z + 8). 161. f(z)=|2sin(3z — 1) - 1].

162. f(z)=1-+=. 163. f(z)=|vV—=z-1|.

164, fiz)= logy |z —1J. 165. f(z)= |logy (z — 1)|.

166. f(z) = arccosz + 1. 167. f(r) = arccos(z + 1).

168. f(z) = arcsin(sinz). 169. f(z) = sin(arcsinz).

170. f(z) = arctg(tgr). 171.  f(z) = tg(arctgz).

172. f(x)=|\/|?—1| 178, flo) =¥ -2+ 1

17. f(z)= ﬁ +sinz. 175. f(z) =3 —|sinz|.

Rozhodnéte, které z funkci jsou sudé a liché:

176. f(z) = 277 + 22, 77, fle)= I?I!

178. f(z) = ¥z + 3. 178. f(z) :log?_x.

T+z
180. f(z) = 7z? +sinz. 181, fly)= ngjll)

4

1+ V2

182. f(z) = 183. f(z) =sin®z - sin 2.

Dokazte, ze dané funkce jsou periodické a urcete Jjejich nejmensi periodu:

184. f(z) = |sinz|+ |cosz]|. 185. f(z)=log(cosz +sinz).
186. f(z) =sinz+ sing + sin g 187. f(z) = cos 7z + cos 5z.

2
188. f(z) =sin —3£ 189. f(z) =sin*z + cos?z.
190. f(z) = arcsin(sinz). 191. f(z) =sin2z + tg %:

27



Zjist&te na kterych intervalech je dana funkce rostouci resp. klesajici:

192. f(z) = |z|+=. 193. f(z)=|z+3|+|z-2|
104, f(z)=2° -3z +4 195. f(z) = mfg
196. f(z) =1-Vz2 197. f(z) =z +1.

Utvoite slozené funkce F(z) = (f o g)(z) = flg(z)] a G(z) = (go f)(z) = g[f(x)):

198. f(z)=2+Inz, g(z)=sinz. 199. f(z)=10, g(z)=1logz.
x+1

200. f(z)=la+1, g(&)=lz—3. 201 j(x)=""o, g()=Va.
1 1
s =72 _ S =
202. fl&) =342, plE) =23 208. [flx o g(x) e
K danym funkcim uréete inverzni funkce pokud existuji:
204. f(z)=2-¢€3 205. f(z)=3.5°"L
z—-1
; = : 207. qrans
206. f(z) = 5—- 07. f(z)=
_z_
208. f(z)=3=z-1. 209. f(z)=3+ 4arccos(23: -1).
210. f(z) =In(2 - 3z). g1 flp)= e
9. fla) =3 EED, 213. f(z) =1+ V3 +e2e.
Ly 2
214. f(z) = logy(z + V22 +1). 218 fla)= 4t21.
s T e
216, f(z)= T+20a 217. Jlz)=log. 2

218. Bud f libovolna funkce definovand na intervalu I = (—a, a),a > 0. Dokaite,
7e funkce F(z) = f(z) + f(—) je sudé a funkce G(z) = f(z) — f(—z) je licha.

219. Necht funkce f,g jsou periodické funkce s periodou p. Dokazte, Ze funkce
F(z) = f(z) + g(x),G(z) = f(z)g9(x) a H(z) = 7(% jsou rovnéZ periodické.

220. Necht funkce f je periodicka s periodou p. Bud a # 0. Urcete periodu funkce
F(z) = f(az).

221. Dokazte nasledujici tvrzeni. Necht funkce f je rostouci. Pak plati: (a) Funkce
2f je rostouci. (b) Funkce — f je klesajici. (c) Funkce %, f # 0 je klesajici.

222. Nechf funkce f, g jsou definoviny na stejném intervalu I. Jsou-li funkce f i g
rostouci, je funkce f + g také rostouci?

223. Najdéte rostouci funkci f a klesajici funkci g tak, aby f + ¢ byla rostouci.
224. Naleznéte monoténni funkce f, g tak, aby funkce f + g nebyla monoténni.
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2. POSLOUPNOSTI

Mezi vyznamné specialni typy funkci patfi tzv. posloupnosti. Jedn4 se o funkce
f N — R, jejichz defini¢ni obor je roven mnoziné pfirozenych ¢isel, nebo néjaké
jeji Casti. Pro libovolné n € N polozme f(n) = a,. Hodnoty a, se nazjvaji
¢leny posloupnosti a pro posloupnost pak pouzivame oznaéeni {an}$2 .. Nésledujici
kapitola obsahuje zdkladni tematické tlohy o posloupnostech. Mezi nejdilezité;jsi
z téchto tdloh patfi Glohy vySetfujici chovani ¢lenti posloupnosti pro n — oo, tj.
limity posloupnosti.

CAST A: RESENE PRIKLADY

.

(a) Dokazte, Ze dand posloupnost je klesajici.
(b) Rozhodnéte, zda je uvedena posloupnost ohranicena.
(c) Vyjadrete tuto posloupnost rekurentné.

225. Je dana posloupnost

Reseni: (a) Posloupnost {a,} je klesajici, kdy# pro véechnan € N plati ap41 < ay.
V tomto pfipadé mé platit
1 1

n+1 n’

Z uvedené nerovnosti plyne n+1 > n a déle 1 > 0, coz ziejmeé plati. Obracenim
postupu dojdeme od nerovnosti 1 > 0 k nerovnosti n—l—H < }‘, a tim jsme dokazali
ze dana posloupnost je klesajici.

(b) Pro kazdé n € N plati % > 0, tzn. Ze dana posloupnost je zdola ohranicena.
Zaroveni pro vSechna n € N plati % < 1, nebot tato nerovnost je ekvivalentni
s nerovnosti n > 1. Proto posloupnost je i zhora ohranicena, a tedy i ohrani¢ens.

(c) Pro n =1 dostaneme a; = 1. ProtoZe a,, = ;11 B By &= T}rl, plati

H

1 ey
;3:+1_a,,+1'

An41 =

Danou posloupnost miZeme tedy rekurentné vyjadiit vztahem

226. Posloupnost {a,}22, je ddna rekurentnim vztahem

1 (n+1)2

==, (i =———-—n.
=y e n(n+2)a

Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty &len.
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Reseni: Pro potate¢ni leny dané posloupnosti plati

1 2
a1 ==, Qg = —, g =
1 21 2 3 3

Muzeme vyslovit hypotézu: Pro kazdé pfirozené ¢islo n lze n-ty &len posloupnosti

vyjadrit ve tvaru
n

n+1

Qn

Tuto hypotézu ovéiime pomoci matematické indukce. Nejprve se presvédcéime, zda
hypotéza plati pro n = 1:

b 3
1+1 2
coz je v souladu s rekurentnim vyjadfenim posloupnosti. Déle zjistime, zda pro
kazdé n € N plati

ay) =

n ot n+1
Apil = ——.
n+1 -

n+2
Po dosazeni do rekurentni formule dostaneme

an—'

(n+1)2 n a4l
n(n+2) n+l n+4+2

Any1 =

Tim je uvedena hypotéza dokdzana. Pro n-ty ¢len posloupnosti plati a, = .

227. Dokaite, Ze limita posloupnosti {1 } _, je rovna 0.

Regeni: Podle definice limity mame uréit takové ¢islo ng, Ze pro vs"echna pfirozena
¢isla n > ng a libovolné kladné &islo € plati |2 — 0| < ¢, tj. n > 1. Polozime-li
ng = E, pak pro vSechna pfirozena ¢isla n > ng skutecné plati |l - 0] < e. To vsak
znamena, ze

lim — =0.
n—oc Tl

228. DokaZte, Ze posloupnost {a,}22 , jejiz ¢leny jsou
GEamenge

tj. ¢leny s lichymi indexy jsou rovny &islu 2 a se sudymi &slu 7, nemé limitu.

Reseni: Dikaz provedeme sporem Predpokladejme, 7e dani posloupnost ma limitu
rovnu €islu a a zvolme ¢ = Podle definice limity mé od Jlsteho ¢lenu ag platit
pro viechny liché indexy |2 — a| < 2 a pro sudé indexy |7 —a| < 5. Z uvedenych
nerovnosti plyne 3 < a < 2 pro liché indexy a P<ac<i pro sudé indexy.
Takové ¢islo a, které spliiuje obe nerovnosti soucasné, vsak nee:ast‘.UJe Predpoklad,

ze dand posloupnost md limitu a, je tedy nespravny.

229. Spoctéte limitu
3+12n +12n+12

n—oco -1
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Reseni: Citatele i jmenovatele zlomku podélime vyrazem n®. Touto pravou se
celkové hodnota vyrazu nezméni a plati:

lim Mo 120% +12n 412 e LF R PRI LHOH040 1 o
n—0co nt—1 " n-oo n— T o-0 o '

230. Necht g je libovolné realné &islo takové, e lg| < 1. Urcete limitu posloupnosti
{Lapgamhg ol

Reseni: Ozna¢me s, =1+ ¢+ + ¢g". Matematickou indukci dokézeme, 7e

l_qn+1
3n=T_q—

Odtud plyne, Ze

? 1-—gnt? 1-0 1
LY n : 3 — e
nlirlgo{1+Q+ +Q} nlirnc}o 1—¢ l1—g¢ l—q'

Vztah lim ¢" = 0 pro |g| < 1, je zndmou vétou o limité geometrické posloupnosti.
n—o00
231. Spoctéte limitu
2" +3
n—ocol—4.92n°

Reseni: Podélime citatele i jmenovatele zlomku vyrazem 2". Pak

s L g 1bpe BT e
n—oo ] —4.2n n—boczln—*ll lim zl,,— lim 4
n—o0 n—oo

Protoze posloupnost {51,; n—1 Je geometricka posloupnost a |g| = % < 1, plati

Celkem tedy plati

ReSeni: Dana posloupnost je nerostouci a zdola ohraniend, protoze plati

el . n n+41
a’ﬂ+1 = 2ﬂ+1 o 2!’1 2ﬂ pice=]

Gy
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a a, > 0 pro kazdé pfirozené ¢islo n. Odtud plyne, Zze dana posloupnost je konver-
gentni. Jeji limitu oznaéme L. Déale uvazujme vybranou posloupnost {as,} z dané
posloupnosti. Pro tuto vybranou posloupnost plati

Nyni vyuZijeme néasledujici zndmé véty. Je-li posloupnost konvergentni, pak libo-
volna vybrani posloupnost z této posloupnosti je opét konvergentni a ma stejnou
limitu. Aplikaci pravé uvedené véty dostavame, Ze

Dale uréeme limitu podle véty o tfech posloupnostech. Plati nasledujici odhad

n . on—1 T
Gl e B gL O R
“nl n@m-1)"n (n-1) n

Protoze ziejmé plati

lim 0 = lim g:0,

n—00 1—0C 71
plyne odtud
‘ n
T
233. Spoctéte limitu
. 2n+sinn
lim

Reseni: Predné& pro kaZdé pfirozené &islo n plati
—1 <sinn < 1.
Odtud plyne odhad

_2n-1 & 2n +sinn o 2n+1

aﬂ_3n—1* S T HR ]

Posloupnosti {an} a {bn} jsou v8ak konvergentni a maji stejné liinity.

L e . 2=k o.fH B
lim = lim n:_:_,
n—oo 3n — 1 n->oo3_% i)y 3
. Bl . B4 240 2
nll»ngo3n-l _ﬂllbIgog_% TRy

Podle véty o tiech posloupnostech je dand posloupnost konvergentni a plati

i 2n+sinn_2
ek -1 3
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234. Spoététe hodnotu vyrazu

\/2+\/2+x/m.

Reeni: Zadany vyraz oznacuje limitu posloupnosti {a,}, kde a,, je din rekurentné

vztahem
a = \/§) Qn+1 = V2+a'n.-

Pfedné pomoci principu matematické indukce dokaZeme, Ze dani posloupnost je
rostouci, tj. pro vSechna pfirozena &isla n plati ap,q; > a,. Skuteéné, pron = 1
mame a2 = V2+v2 > 2 = a;. Jestlize @k4+1 > Ak, potom plati ags =
V2 + agy1 > /2 + ax = ag 1. Matematickou indukci rovnés dokazeme, Ze posloup-
nost a, je zhora ohrani¢end. Budeme dokazovat, %e pro libovolné prirozené cislo
n plati ap, < 2. Skute¢n& pro k = 1 plati a; = v/2 < 2. Dale pokud a; < 2, pak
@k+1 = V2 +ax < v/2+2 = 2. Plati, %e rostouci a zhora ohranidens posloupnost
je konvergentni. Necht tedy L oznaéuje limitu posloupnosti a,,. Pro n > 1 plati
a2, =2+ a,. Odtud dale plyne

lim a¢2,, =2+ lim a
n—eo Ml nooo

tj. L* = 2+ L. ReSenim kvadratické rovnice L2 — L — 2 = 0 ziskdme kofeny
Ly =2, Ly = —1. Druh4 mo?nost I = —1 nevyhovuje, nebot a, > 0 pro kazdé
pfirozené ¢islo n. Hledana limita je tedy rovna 2.

235. Dokazte, ze dana posloupnost je konvergentni.

1P b

ReSeni: n-ty ¢len posloupnosti rozepiSeme podle binomické véty a upravime.

AT e

k=0 k=0
S 1 1 2 -
e E(l“;)(l-;)'“(l* ).
k=0
Pak 2
T
1 1 2 k-1
T = b e 0, PR, S .
i1 ;k!( n+1)( n+1 (1 n-f-l)

Odtud je zfejmé, Ze a, < a,;1, tedy posloupnost je rostouci. Déle

g L oo P 1 B
an<zk—!-w G madaba g Ll e T
k=

To znamen4, Ze posloupnost je zhora ohranidené a ma vlastni limitu. Limita této
posloupnosti hraje v matematické analjze vyznamnou roli. Oznadujeme ji e a
nazyvame Eulerovo &islo.

1 n
lim (1 + H) =e = 2,718281828459...

n—oo
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Ci

(a) Dokazte, ze dana posloupnost je klesajici.
(b) Rozhodnéte, zda je uvedena posloupnost ohranicena.
(¢) Vyjadfete tuto posloupnost rekurentng.

236. Je dana posloupnost

237. Je dana posloupnost
{log 2%,

(a) Dokazte, ze dana posloupnost je rostouci.
(b) Rozhodnéte, zda je uvedena posloupnost ohranicena.
(c) Vyjadfete tuto posloupnost rekurentné.

2 o0
8+ _} .
{ 511 n=1

Dokazte, ze dana posloupnost je klesajici a ohranicena.

238. Je dana posloupnost

239. Posloupnost {a,}5, je dana rekurentnim vztahem
a1 =3, Guy1 =2-—ay.

Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty €len.

240. Posloupnost {a,}22, je dina rekurentnim vztahem

n(n + 2)

a) = 2, An41 = man.

Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty €len.

241. Posloupnost {a,}22; je dana rekurentnim vztahem

n 2
a1 =1, @py1 = (n+1) Qn-

(a) Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty ¢len.
(b) Od kterého ¢lenu plati pro tuto posloupnost nerovnost |a,| < 0,0017

242. Dokazte podle definice, ze posloupnost 2,2, 2,2, 2, ... méa limitu rovnu 2.
243. Dokazte podle definice, Ze posloupnost {an}32, definované vztahem

n
Op = ——

n+1

ma limitu rovnu 1.



Spoctéte nésledujici limity:

6n + 2 SO ¢ o
o e o P e
. bni—4 n2+2n+5
2486. ﬂll}rgo —1 3 6n2 247. n-;IEo —-—n3 3
n¥ 41 2n? +1
T e . S L e
e e e 8 o W
. 2024 3n-5 . nd+1 \*
e B B =D Bl (m)
252. lim ¥7. 253. lim ¥5n.
n—o0 n—+00
100 1
884, Tm 2 BEE.  fag =
n—oco Jn n—oo M
. on . Tegn
e B ey
vnZ +1
258. lim Vn+1— va. 260, Tm LT
n—oo n—oo N+ 1
' 1 n . 1 n
260. lim (1+—1| . 261. lm [1--—] .
n—o0 2n n—+oo n
9 3n " 5n—-3
262. lim (1-2) . agn. L (22
n—o0 n n—oo \ 1 + 3n

Spoététe nasledujici limity:

: 1+2434:-4+n n . 1-243—=:..-=2n
264, nango( T _E) 265. nll}ngo e 1

1242 e
266, lim . 267. lim ( (n+a)(n+8)-n).

268. Spoctéte hodnotu vyrazu

\/1+\/1+m.

269. Je dan rovnostranny trojihelnik se stranou délky a. Z jeho tii vysek je
sestrojen novy rovnostranny trojuhelnik, z vySek tohoto trojihelnika daldi atd.
Vypocitejte limitu souctu obsahd t&chto trojihelnikdl, pokud jejich podet n roste
do nekonecna.

270. Do kruhu s polomérem 7 je vepsin ¢tverec. Do tohoto &tverce je vepsan kruh,
do ného ¢tverec atd. Uréete limitu souétu obsahii vdech kruhti a limitu soudtu
obsahil v8ech &tvercil.
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3. LIMITA A SPOJITOST

V néasledujici kapitole se budeme zabyvat zikladnimi Glohami o vypoctu limit
a spojitosti funkci jedné redlné proménné. Pfi vypoctu limit budeme pouzivat
pfedevsim zékladnich vypocetnich postupl a riznych algebraickych uprav. Po
zvlddnuti teorie derivaci se k tématu vypoctu limit vratime jesté v paté kapitole
vénované L’Hospitalovu pravidlu.

CAST A: RESENE PRIKLADY

271. Podle definice limity (viz pf. 3) dokadte, ze

lim z3 = 125.
r—+5

Reseni: M4-li funkce f(z) v bodé z limitu a, tj. zlim f(z) = a, pak ke kazdému
zo

e > 0 existuje takové okoli bodu zg, Ze pro viechna x # o z tohoto okoli plati
|f(z) — a| <€, kdyZ 0 < |z — zo| < . Danou funkei f(z) = z2 budeme vySetfovat
v okoli bodu 5, napf. v intervalu 4 < z < 6. Bud € > 0 libovolné. Mame ukézat, ze
existuje &islo & tak, Ze pokud z € (5— 6,5+ 8), = # 5, pak |z° — 125| < e. Zfejmé
plati |3 — 125| = |z —5|- |22 + 52 +25|. Pro z € (4,6) je 22+ 5z + 25 > 0 a nejvétsi
hodnoty nabyvé pro z = 6. Plati tedy |z%+5z+25| < 91. Pak |2*—125| < 91|z —35|.
Zvolme nyni &slo § < &e. V tomto pfipadé pak plati |z* — 125] < 91|z — 5| <

91-48 < 91 - gre = €. Stadi volit &islo § mensi nez Le

91
272. Spoctéte limitu
lim_ log(3z% — 5z + 1).

T——

ReSeni: Jedn4 se o nejjednodussi pfipad, ktery pfi vypoctu limity miZe nastat.
V naSem piipadé lze totiz pfimo dosadit a funkéni hodnota je rovna hledané limité.

lim log(3z2 — 5z + 1) = log(3(—1)? — 5(~1) + 1) = log9.

T——

273. Vysetfete limitu

lim sin —.
z—0 T

Reseni: Definiéni obor funkce f(z) = %ﬁ je roven mno%iné R — {0}. Neni tedy

mo#né dosadit za z a spoitat limitu postupem, jako v predchozim pfikladu. Podle

definice mé funkce f(z) v bodé z¢ limitu a, kdyz plati:
Ve>030>0:0< |z—zol <d=|f(x)—a]l <e.

Vygetfeme nyni, zda je predchozi podminka splnéna pro € = 3. Tj. zda plati:

36 >0:x € (—6,9),z # 0= |sin %—a|<%.
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V kazdém okoli bodu zy = 0, tj. v kazdém intervalu (—9,46) viak zadana funkce
nabyva hodnot —1 a 1. Odtud plyne, Ze hledan4 limita neexistuje.

274. Spoctéte limitu
lim g = D
1 e T
22 13 — 322 4+ 9¢

Reseni: Po dosazeni hodnoty = = 2 zjistime, ze Jmenovatel zlomku je roven nule.
Provedeme proto algebraickou apravu. Citatele i Jmenovatele rozlozime na souéin
linedrnich ¢lent a provedeme pokraceni. Do takto upraveného vyrazu lze jiz dosadit.

lim g2 -z -2 i (x—-2)(z+1) _ m r+1  2+1 3
z=223 — 322 + 22~ z2 z(z—2)(z—1) =22 xz-1) 22-1) 7

275. Spoététe limitu
o S2Y—4284:1
lim —M— =
z—1 (.’L' = 1)2

ReSeni: Provedeme rozklad &itatele a jmenovatele zlomku naopak roznasobime.
V takto upraveném vyrazu lze Jiz provést pokraceni. Plati

gt 4 1 (@® — 22+ 1)(32® + 22 + 1)
————— " = lim i i
Bt (z —1)2 ke = il_}ni(.'i:c +2x41)=86

276. Spoctéte limitu
34222 4z 8
im :
25213 — 622 + 11z — 6

Reseni:

. @+ 2%% -dp-8 (= 2)(z? + 4z + 4)
lim = lim =
22223 — 622+ 11z — 6 z2 (z - 2)(z2 — 4z + 3)

55'2+4:c+4_4+8+4

“ o " T
277. Spoctéte limitu
I z2 44z -5
m ;
=8 ot — 16 4 b2
ReSeni:
2
Ar — e
im z°+4x -5 lim (z+5)(z—1)

e8I+ o +8 98— 6t a s

- lm —EHNE-D)(VP 16— (z+2)
5 (VT = 16+2+2) (VIR - T6— (34 2))
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e Wik (z+5)(z—1)(Vz?2-16 - (z+2)) _

z—-5 (22 — 16) — (z + 2)2
(z+5)(z—-1)(Vz2-16—(z+2)) 6 B
= lim_ o = 2(8+5-2)=0.

278. Spoctéte limitu

lim (V2@ +9) - z).

I—r0o0

ResSeni: Postupujeme tak, Ze danou funkci rozsifime vhodnym vyrazem.

lim (mém) _ i (V3@EE) ~)(/aE + ) +1) _

z—+00 z(z+5)+z B

=00

- w($+5 — 12 _— - E
x—»oo\/z2_+_5x+$ z—+oo,/$2+5$+x T—00 }1+ 44 ,/1+ Q1

279. Spoctéte limitu

lim : -
gai Al—=2 T=g3]"

Reseni: Je zfejmé, Ze do vyrazu nelze hodnotu z = 1 primo dosadit. Postupujeme
tedy tak, ze zlomky se¢teme a provedeme pokraceni.

lim
r—1

1 3 . Tita 1+z+22-3 . (z+2)(z-1)
l1-z 1-23) z1(Q-z)(1+z+22) 2-1(1-2z)(1+z+z?)

—{g -2} 142
1m e =
a=»1z24+z+1 1+1+1

280. Spoctéte limitu

tg x
i -2
z—0 21
Reseni: VyuZijeme definiéniho vztahu tg z = SHZL 3 limitu rozdélime na souéin
nékolika limit. Déle pouzijeme znamé skutecnosti, Ze ]JII{!) S
tg x " sinz ,, 1 % ol 1 1
hm-g—rhm—zlm—— lim = - lim =le=sl==
z—0 2 20 2x-cosx =0 x =02 z—0cosz 2 2

281. Spoctéte limitu
sin(z — 1)
z=+1322 -2z -1
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Regeni: Postupujeme podobné jako v predchozim prikladu.

lim sin(z —1) - sinfz—-1) sin(z — 1) . o
1—113.’52‘—237—1+$—>1($*1)(3$+1)__..":—lvl r—1 =—13z+1 ~ 4 4
282. Spoctéte limitu
i sin 4z
im
=0z +1-1
Reseni:
1 sindr lim sin 4x 108 T
x—yovfm_1 z—0 4z ::—H]\/m-l
N 1 Vv 1+1
%[ E ek 41im‘—""(—"'”'f—+-)=4(ﬁ+1)=8.
=0T+ 11 va+1+1 20 24+1-1
283. Spoctéte limitu
. V3z+1—-+yz+1
lim X
z—0 tg 3z
Reseni:
1- 1- 1
i V3z + \/:c+1:11m 3z : s V3z + VI + -
z—0 tg 3 z—0 tg 3z =z—0 3
1L V3EF1I-VE+T VB T1+4+vVE+1 i 32 +1) —(z+1)
T 20 3z V3z+1+Ve+1 2-032(v3z +1+ vz + )

2 2 1
211—%3(\/3:5'+1+v’:::+1) :3(\/14.\/1) =3

284. Spoctéte limitu

sin? 3x
z—}[] 3;2
Reseni: . .
: sin® 3z oo B R o ¢ (33:)2
im ———— = lim ———~ . lim —

20 /z2 +4-2 250 (3z)2 bt e dd =D

. 922  Va?+4+2 iy 2 (V22 +4+2) < B =
_Iﬁ*o\/xg 4-2 \/:rz 442 =z=0 2444 B

285. Spoctéte limitu

3—+/sin3x+9

3—% tg 2z
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Reseni:

lim 3—+/sin3z +9 = lim 2z Nim 3—+sin3z+9
z—0 tg 2z .-.-:_>0 tg 22 z—0 2r N

. —+/sin3z+9 34 +/sin3z+9 & Joowi 9 —-sin3z -9
= lim
20 2 '3+/5in3z 19 202z 3+m)

A SIndey. .
T e T

T Im(B+VAndz+9) 3+v0
z—

g (.’B + 3)2x+6
Iim ’
z—o0o \ T+ 2

Reseni: VyuZijeme jiZz znAmé skutecnosti, ze

1 T
lim (1+—) ]
T—00 T

a pomoci algebraické pravy prevedeme vySetfovanou limitu na tento pfipad. Plati

2
llm =]_lm —_— =
z—=oo \ T+ 2 T—00 T+ 2
1 42 1 2
= - o Ao
=i ((trews) (trem)) =#7=e

287. Spoctéte limitu

P

286. Spoctéte limitu

I L AR |
1 ST 1SN AP B 2SN P
z_r}nl x50 — 2¢ +1°

Reseni: Lze snadno ovéfit, Ze ¢islo 1 je kofenem ¢&itatele i jmenovatele. Provedeme
proto jejich rozklad. Plati:

e -2z+1 (z=1)(z*® + 2% + .- +:r:-1)
- = lim
z—1 :r:5° 22+1 251 (z—-1)(z¥+ ¥+ 4 -1)

. 2P 4e® .4z -1 99-1 49
= lim = =
19 748 ... 42 -1 49-1 24

288. Spocteéte limitu

\/x3+7 \/:c—l—S
:.\:—ivl z=1]
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Regeni: K vyfedeni ulohy je zapotfebi slozitéjsi algebraické Gpravy. Prvni krok
vyzaduje aplikaci zndmého vzorce a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?). Citatele i
Jmenovatele zlomku rozsifime vyrazem a2 4 ab+ b, kdea= V23 +7ab= /7 + 3.
Zadanou limitu tim upravime na tvar

lim (V22 + T = Ve F3) (/@ + 72 + VB + vz + 3+ @+ 3)%)
s (@~ )Y@+ + V2 + 1z 13+ /(7 1 3)%)

o 2 +7-/(x+3)3
T G D@+ VB e T3t YT

V dalsim kroku provedeme rozsifeni pravé ziskané limity vyrazem z°+7+/(z + 3)3
a aplikujeme vzorec pro rozdil druhych mocnin. Limitu tedy upravime na tvar

- @ +7) - @+3)

P E-DVE PV TVE 13+ a0 + T+ (@ 4 3)7)

. 28 + 132% — 922 — 977 + 29
= lim

= @~ DY@+ VT Ve T34 e IR § 71 T

Polynom z° + 1323 — 922 — 274 + 22, stojici v &itateli, ma kofen z = 1. Provedeme
tedy déleni polynomu z® + 1323 — 922 — 277 + 29 polynomem z — 1 a obdr¥ime
28 +132% — 922 — 272 4+ 22 = (z —1)(z° + z* + 2® + 1422 + 52 — 22). Nyni lze
provést pokraceni Elentt z — 1 a dosadit.

(z - 1)(z° + 2* + 2° + 1422 + 52 — 22)

= D@+ + VTV +3+ w1 30 (@ + T+ @ 39

. 5+ 24+ 2% + 1422 + 52 — 29
= 1im

DY+ + VBTV 43+ @+ 97 4 7+ @ T30

o BT L IA 4 B ¢
 (4+4+4)(8+3)

289. Spoctéte limitu
. In(2 + 3%)
lim ——
z—ro0 In(3 + e27)
Reseni: Vyraz je zapotiebi upravit na tvar, ktery umozni aplikovat zékladni zakony
pro pocitani s logaritmy. V argumentech logaritmii provedeme vytknuti, které

vytvori soudin.
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In(2+€e**) . In(e**(1 + 2¢%2))

Ine3® + In(1 + 2¢32)
m 5o~ = lim . — = =
z—oo In(3 + €?%)  z—oo In(e2?(1 + 3e—2%))

cres IEPE o In(1 + 3e—27)

3Ine® + In(1 + 2e73%) " 3z + In(1 + 2¢73%)
= 13 —
z—o0 2Ine® +In(1 + 3e=2%)  z—o0 2z + In(1 + 3e—2=)

= lim = + lim i i =
29002z +In(1+ 3e~2%)  z—-00 27+ In(1 + 3e—2%)

3 0 3
= lim ool 2 = =.
w—>002+1nfl+$3e ) oo+0 2

290. Rozhodnéte, zda existuje limita

- 22 4 9p 41
z1 22 —4z+ 3

Reseni: Nejprve provedeme algebraickou tpravu vedouci ke zjednoduseni vypoétu

Iimx2+2:z:—|—1 . z?42z 41
—_—_— 11— =
s+132 -4z +3 =1 (z-1)(z-3)
o 4 2041 1 )
T~ s = —2 lim
z—1 -3 g1 — 1 z=+1x—1
Nyni spocteme obé jednostranné limity.
.
44+ 2z+4+1 1
im ——— =-2 1i =-2-00=-—
21t T2 — 4T +3 et T — e
2422 +1
o B B8 =

: = -2 (—00) = oo0.
Protoze jsou obé jednostranné limity riizné, limita dané funkce néexistuje.

291. Rozhodnéte, zda je dand funkce f(z) spojita.

f(:z:)={x]5|$“_-’r =40,

>0,

Reseni: Spoc¢teme jednostranné limity funkce f(z) v bodé xzy = 0. Plati:

s T e
z—0~ =0~ !.."'Jl =i z=0- T — T z—0- —2% 2

im flz) = lm i i = - -
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ProtoZze jsou jednostranné limity riizné, funkce f (z) nema v bodé zg = 0 limitu a
tedy funkce f(z) neni v tomto bodé spojita.

292. Dodefinujte funkci f(z) v bodé zo = 1 tak, aby byla spojita.

Pl == 2—+z+3
T e
ReSeni: Funkce bude v bod& = = 1 spojitd, pokud funkéni hodnota v tomto bodé
bude rovna limité pro £ — 1. Je tedy zapot¥ebi uréit limitu
3 2—z+3
ST ==

Plati:
m2—\/w+3_lim 2—+vz+3 .2+\/$+3_
z+1 23—1 a1 (z—1)(224+2+1) 2+ +3
; 4—z-3 1
= hm s

o1 (z—-1)(s2+z+1)2+Vr +3) 12

Staéi nyni polozit f(1) = — 4. Funkce f*(z) definované predpisem

2—;{ +3
f::(x)= T —1 3:7&1,
_*1[12 wi=l

je spojita na R.

293. Urcete cislo a tak, aby byla funkce f(z) spojita.

f(:c)={ azx <o 8

2-% z>1.

ReSeni: Spoéteme jednostranné limity funkee f (z) v bodé zo = 1. Plati:

im flz) = lim oz =
T—1- z—+1— !

lim f(z) = lim (2- Z)=2- 1.

r—1+ a a

Aby funkce f(z) byla v bodé& z¢ = 1 spojit4, musi v tomto bodé existovat limita. Ta
vSak bude existovat, pokud se budou rovnat ob& jednostranné limity. Dostaviame
tedy rovnici

1
azzﬁ;,Qa?-m+1=&

VyfTeSenim této rovnice obdrzime, ze a = 1.
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Spoctéte nasledujici limity funkei:

294.

296.

298.

300.

302.

= g
lim —————

2:%3\/3__3
i
z3 +1

z——1

lim (3z — /922 — 10z + 1).

T—r00

. V1+Tz -1
lim —mm8 .
z—0 T

llm ﬂ_
z—00 Jr+1

Spoctéte nasledujici limity funkei:

304.

306.

308.

310.

312.

sint
z—0 /1 — cosz

1 — cos2z + tgiz

lim -
z—0 T-sinz
I tgr —sinz
m —.
z—0 .')33

. 1—cos2x
lim ——.
z—=0 z-sing

. sindz
Im —.
20 /r+1 -1

Spoctéte nasledujici limity funkei:

314.

316.

318.

320.

322.

. z’+1+3
lim log ————.
00 s —2

. Inz-1

lim

re T —e

lim (1 + sin:v)%

=0
. 2% — 8
II—IE}S g g

g (2514 A
z—oo \ 2245 ’

295. Iim 32 e
z>-223 + 8
T W St 5 ]
z—1 -1
2 _ )
290, lim YE - 1+vai+l
T—00 T
iy
0%, Hmsse———us,
a0 91+ 25 —1
T
303. lim ;
=0 \/1+z—+/1—2x
sin 3z
305. lim ——.
z—0 ":E + \/—
d =
307. lim — .
z—0 !
A0D. T
z—7 Sin 2x
311 i S% — 008z
2%  coslz
N, Bl
z—0 sin 3¢
315. lim z(In(z + 1) - Inz).
T—o0 -
7 —1
317. lim z
z—0 v
In(1
319. lim i__ti)

230 32z _ 1 °

321.

. (:r+l)”
lim
z—1

T—r00

323.

= TR
z—oo \ 4z + 3




Spoctéte limity zprava a limity zleva danych funkci v bodé ia:

324. f(z) = —x—, zg = 0. 325. f(z) =sin %-, Thi= 0
|| &
2 1 2z — 1
326. f(.’[.') = —2— + E, Tg = 0; 327. f(ﬂ.’:) == m, o 3
r+1
328. S e SO 329. == 0
f(-'f:) ln(:c 3 1) To f(ﬂ?) rtg ’ Zo
2 1
330. f(z)= ﬁ% By ol 881 f(z)=— -, 25=0.
1
e 2z +3
332. f(z) =257, zg=T. 333, flz)=2T2 z=0
3z +2
Rozhodnéte, zda existuji nasledujici limity:
2 1
7 T O i 885, e Fo
22 12 — 41 + 4 g1 73 — 1
336. lim ——. gur. T
z—0 s1n“ & z—=0
.|z =2 ; z?—4
; : 9. —_.
a9 :l% z—2 e a]:l—>mlx2—3:r+2
- =1 . e
340. lim —————, 341. lim 27%sin27z.
31222 —x —1 T —00
$i8, Bt B oy T
z—0 sin® ¢ z—0 T2

Dodefinujte nasledujici funkce f(z) v bodé zq tak, aby byly spojité:

2.9 3+1

344. f(z) = j—+3 , To=—3. 345. f(z)= _\/f_Tsi;_zg} G i

1 B

346. f(z)=ssin_, 20=0. 347 f(r)= g *""22 - ;Hx), 2o = 0.
-7 1 3

348. f(a:)=m#1,:c0=1. 349. f(m):l_x-l_xs,mgzl.
z~1 1—x

350. f(z)= € =1 351. f(z)= e ¥ =1

_ tg?x = _ In(z? + €%) B
352. f(.TL') = c—os—m, Ig = 0. 353. f(.'.r) o mx—), Ig = Q:
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4. DERIVACE FUNKC{

Derivace funkce f : R = R v bod& 2 € Df je definovana jednim z ekvivalentnich

vztaht
Flgoy= lin f(z) — f(z0) = Tl f(zo+h) — f(I"),
L T — Ig h—0 h

kde z = zo + h. Praktické ptiklady na vypocet derivace se viak ve vétsiné piipadi
nefesi podle uvedeného defini¢niho vztahu, ale pomoci vzoret, které je nutno chapat
Jako samostatné matematické véty. K vypoétu derivace je tedy zapottebi znalosti
zakladnich vzorci, které pak pfi vypoétu éastokrat kombinujeme. Aplikace téchto
vzorcu uvedeme i s jejich obecnym tvarem v nésledujicich pfikladech.

CAST A: RESENE PRIKLADY

354. Spoctéte na zakladé definice derivaci funkece f(z) = 100 v bodé zo = 5.
Resen:

vy qe SE)=F8) .. 1001000
Fl=m e s~ = i =T 0=

Obecné pro libovolnou konstantu ¢ € R plati véta (¢)’ = 0.

355. Spoctéte na zakladé definice derivaci funkee f(z) = 2* v libovolném bodé z,.

fiesent f(z0 +h) — f(z0) (20 + h)? — 23
' . o + = Iy . To = — Iy
— I - i
I i) h jo h
] 3 3 Zh 3 h2 h3 _ oad
S s ol ks FETSE PENEEN BEN |
h—0 h h—0

Obecné pro libovolnou mocninnou funkei z® plati (z”)' = nz"~1.

356. Na zakladé definice spoctéte derivaci funkee f(z) = ¥z v bodé zg = 0.
Reseni:
-0 . 1

357. Dokazte, ze funkce f(z) = |z| nema derivaci v bodé z¢ = 0.

ReSeni: K diikazu tvrzeni pouZijeme vétu o Jednostrannych derivacich. Podle této

véty existuje derivace v daném bodé prévé tehdy, kdy? existuji ob& tzv. jedno-
stranné derivace

filzoy= tim fE = f) g f@) = f(0)

Tz T — Iy gzl T — 9

a tyto derivace se rovnaji. V tomto ptipadé pak plati f'(zo) = JL{zs) = Fi(20):
Aplikaci uvedené véty dostavame

B z—0- z-0 T zs0-
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Analogicky spoéteme

L0 = i [@ SO _
R =E0 w MG =%

Protoze f'(0) # f.(0), derivace f'(0) neexistuje.
358. Spoctéte derivaci funkce

f(z) = z'%° 4 100>

Reseni: K vypodtu uvedeného pfikladu je zapotfebi hned né&kolika zakladnich vét.
Predevsim je zapotfebi znalosti jiz zminéné véty o derivaci mocninné funkce

@) = pgti.

Podle tohoto vzorce nyni plati (%)’ = 100z%. Dle je zapotebi védét, jak se
derivuje exponencialni funkce. Plati

(a®)" = a® Ina, nebo specidlng (e)’ = e®.

Z uvedeného vztahu plyne, Ze (100%)' = 100° In 100. D4le plati nasledujici celkem
snadno zapamatovatelny vztah pro derivaci soudtu a rozdilu funkei

(f+9)=Ff+g"
Na zékladé téchto poznatkii miizeme nyni zkompletovat feseni celého pFikladu.
f'(z) = (z'%° + 100%) = (z!%)’ + (100°)’ = 1002?® + 100 In 100.
359. Spoctéte derivaci funkee
f(z) =3+ 5log, z.

Resent: Pfi feseni tlohy pouzijeme véty o derivaci logaritmické funkce

(g ) = , nebo specidlné (lnz)’ = .

zloga T

Déle pouzijeme vzorce

( f)Y=c-f.
Posledné uvedeny vztah je specialnim pfipadem derivace soucinu funkci.
Z uvedenych vét nyni plyne

5]
zlog7

fl(x) = (38+5log; z) = 3 + (5log, z)' =0+ 5(log, z)' =
360. Spottéte derivaci funkce
f(z) = z*cosz.
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Redeni: Pouzijeme vétu o derivaci soudinu funkdi, Postupujeme podle vzorce
(Ff-9y=f-9+f¢.
Déle vyuZijeme vét o derivaci goniometrickych funkci vztahy
(sinz)’ = cosz, (cosz) = —sinz.

7 uvedenych vztahti nyni plyne

f'(z) = (%) cosz + 2%(cos z)’ = 42° cos  + z*(— sinz) = z3(4 cos z — zsin ).

361. Spoctéte derivaci funkce

f(z) = z(sinz + Inz).
Reseni: Podle vét o derivaci soudtu a soudinu funkei plati

f'(z) = (z(sinz + Inz))’ = 2'(sinz + Inz) + z(sinz + Inz)’ =
= 1(sinz + Inz) + z(cosz + %) =sinz +zcosz +Inz + 1.
362. Spoctéte derivaci funkce
f(z) ="2%tg z.

Re3eni: Z véty o derivaci soudinu funkei plyne vztah

(fgh)' = f'gh+ fg'h+ fgh'.

Déle pfipomenime, Ze plati

Na zakladé uvedenych vztaht nyni plati
(z"2%tg )’ = (¢7)'2%tg = + 7 (2°)tgz +272%(tg z) =

= T2%2%tg z + 272° log2 tg z + x723-1—2.
cos?

363. Spoctéte derivaci funkce

Inz

flz) =

arcsinz
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Reseni: Pfedevsim je zapotfebi pouZit velmi diileZitou v&tu o derivaci podilu funkci
(i)' _Fo=1t
g 9°

Dale pfipomerfime, Ze plati nasledujici vztahy pro derivace cyklometrickych funkci

1 =
(arcsinz)’ = ——, (arccosz)’ = —~—l~—,
1-— z2 V1 - z?
1 -1
tg ) = ——, tgzr) = ——.
(arctg ) T2 (arccotg z) prow

Na zéakladé uvedenych vztahtG nyni plati

Inz \’ _ (Inz) arcsinz — Inz(arcsinz)’ B %arcsin:c & ]113?71%';_1
arcsinz ) (arcsinz)? = (arcsin z)? '

364. Spoctéte derivaci funkce

flz) = vVz2 -2z +12.

ReSeni: Funkce, kterou mame zderivovat je slozens funkce. Pro derivaci slozené
funkce plati vztah

(fog) =(fog) g, nebo jinak zapsino f(g(z)) = f'(9(z)) - ¢' ().

Z pravé uvedeného vztahu plyne, Ze

1 z—1
vz -2z+12) = (22 -2z 4+12) = :
( ) 2vx? — 2z + 12 & » ) vVt — 2z + 12

365. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = 4 arctg®(3z - 7).
Reseni: Funkce, kterou méme zderivovat je vicenasobné slozend funkce. Plati
(4 arctg®(3z — 7))’ = 3- 4 arctg?(3z — 7) - (arctg(3z — 7))’ =

_ 36 arctg®(3z — 7)

= 12 (arctg?(3z — 7)) 922 — 42z + 50

= 7)’

o
Tr@z—TRr
366. Spoctéte derivaci funkce
Jx) = (copz)oH8%
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ReSeni: Funkce, kterou mame zderivovat je typu ,funkce na funkci“. V tomto
pfipadé lze postupovat dvéma moznymi zpusoby. Nejprve vyuZzijeme moznost
zderivovat funkei pfimo podle vzorce

!

Uwzfﬁfmf+g§y

Pak plati

((Cosm)cotg z); —_ (COSx)cotga: ( — ln(COS.T) —+—cotg - SIIIT.) :
s r COS T

Druha moZnost spoéiva ve vyuZiti tzv. logaritmické derivace. Postupujeme tak, Ze
nejprve obé strany zlogaritmujeme, tj.

In f(z) = In(cos z)*°*8 %,
a pak vyuzijeme nasledujici zdkladni vlastnosti logaritmické funkce
In f(z) = cotg z - In(cos x).
V nésledujicim kroku provedeme derivaci levé i pravé strany

{) o] e
% = (cotg x)’-In(cos z) +cotg z- (In(cos z))’ = = -In(cos z)+cotg z- cz;n;.

V zéavéreéném kroku vypoétu vynasobime posledné uvedenou rovnost funkci f(z).
Pak dostavame

-1 —sinz
z) = (cosx)°®* 1 cot .
Flo) = (oosa)™* g In(cosa) + cotga e

Nasledujici feSené ulohy jiz uvedeme bez podrobnéjsiho vysvétlujiciho komentare.
Pokud lze derivaci upravou zjednodusit, uvedeme i vysledek této tpravy. Alge-
braickou fipravu derivaci je nutné dobfe procvicit, protoZe ji budeme potrebovat
zejména u vySetfovani pribéhu funkce, kde je nutné s upravenym tvarem derivace
dale pracovat.

367. Spoctéte derivaci funkce

il
flz) = :—+i§
Resen:
f’( )_ (M)’# (1—22.‘)(1—2,‘-{—3:2)_(2x_1)(1+xmx2) -
M (-2 +22) .
2(1 - 2z)
T-z+22)?
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368. Spoctéte derivaci funkce

1—-28
)= 1+ 23
Reseni:
Floy= (220 o 321 +3%) - 321 - 2%) _ —6a?
B & T (14 z8)2 (1 +23)2
369. Spoctéte derivaci funkce
1+e®
fig) = 1—ez’
Reseni:
B 1+e®\’ _e*(1-e*)— (—e®)(1+ ef) 2
T \l-e%) — (1 —e2)2 T (1 4e%)?
370. Spoctéte derivaci funkce
1—z?
f("q’.) e (332 4 1)3

Regeni:

- f 3= Y —2z(z® +1)° — (1-22).3(z2 +1)2. 2¢ _ 4z(z? - 2)
0= () - EE NCEEE

371. Spoététe derivaci funkce

fr($)=( 5__+_§)’:%(5+$)_%'1(5_x)%'(5+3')%‘%(5—3:)‘%(—1)

S—zx -z
. 5
(5-z)v25 -2
372. Spoctéte derivaci funkce
sinx

flz) =

sinz +cosz’

51




Resen:

f(z) = ( sinz )’ _ cosz(sinz + cosz) —sinz(cosz —sinz) 1
“ \sinz+cosz/) (sinz + cosz)? "~ 14sin2z
373. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = In(sinz + cos x).
Reseni: ) )
f(z) = In(sinz + cosz)’ = C?Sm = s;na: = b
sinz + cosx cos 2z
374. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = In(e** + Vet +1).
Seni:
' 2624 Lt 4+1)77 - 4e'®
! s ] 2z Az - 2 -
f'(z) (n(e + Ve +1)) s TETT
2¢2®
CVetr 11
375. Spoctéte derivaci funkce
f(x) = In _(.ﬂ.
v (2z +1)3
Reseni:
i) = v (2z +1)3 _ 20z +1)/(2z +1)3 - (z+1)2- %(2$+ 1)% il
(z+1)? (v 2z + 1)3)2 .
B z—1
22243z +1°
376. Spoctéte derivaci funkce
A
By .
f{z) = arcgin -
Reseni
. B X 1 2(1 + %) — 2z - 2 2
f'(a:):(arcsm—l—_!:;i) - - - ( (fﬁ 2):7 x:'l 5
\/1 ) ( 2z ) T +z
1+ 12



377. Spoctéte derivaci funkce

f(z) = e"/1 - e?® 4 arcsine®.
Reseni:

e.’E

,H'l__e2:c -

1
fl(x) =e"\/1—e22 4. 5(1 ~gREy=5, (—2e**) +

2e"4/1 — e2z,

378. Spoctéte derivaci funkce

f(z) = arctg (z — /1 + 22).

Reseni:

e 1 i _1 a1 . e 1
re)= ey (15049 20) AT +2)

379. Spoctéte derivaci funkce

DL (B4 1) 1 2z — 1
f(x)—glnm+—\/§arctg \/§ :
Reseni:
1 1 x4+ 1)t -2 +1) — (4122 - 1
Floy =i L MmtD-stl) - (eripEm-y,
6 (z+1) (z2 -2 +1)
9:2~:c+1
+1 1 _1__2_ 1
ﬁ1+(2z—1)2 V3 T 2+
V3
380. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = (z%)*.

Reseni: Postupujeme analogicky jako v ptikladu 366.
x ]. E 1
f'{z) = ((*)°) = 2*" (z*(2 +Inz) Ing +z* - E) =¥ wg¥ (]nz:t: +Inz + —) "
T

381. Spoctéte derivaci funkce

f(z)= Vz+1.

Reseni: Pouzijeme metodu logaritmické derivace. Danou funkci prepiSeme na tvar
f(@)= ¥z +1=(z+1)* a tento tvar zlogaritmujeme. Pak plati
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1
Infix)= Eln(:}: +1).
Nyni provedeme derivaci obou stran rovnosti.

fiz) 1 1 3
() __rﬁln(m+1)+$x+1.

Odtud plyne

@)= (z+1) (—$1n(z+1)+ -:;Iil) = @+ 1)F (@ -l + 1)),

382. Spoctéte treti derivaci funkce

fle) =t e
Resent:
1 2sinx
7 o " =
f (I) ey C052 x: f (:E) C()Ss..\","

coszcos® z — 3cos? z(—sinz)sinz 2+ 4sin’z
cos® ¢ costz

f.fH (:B) - 2
383. Spoctéte tieti derivaci funkce

fe) = arctg &
Reseni:

1 —2r

i f(z) = 1+ z2)2’

fm(.’ﬂ) o= —2(1 +$2)2 + 2x - 2(1 =+ Iz) -2 - 6.’132 -2
1+ 228 T+

fi(=)

384. Uzitim Leibnizova vzorce urcete tfeti derivaci funkce
f(z) =2% Inz.
Regeni: Leibniztiv vzorec ma obecné tvar

(@)™ = Y (1)1 D).

k=0
Podle tohoto vzorce nyni plati

f"(z) = (¥)" Inz + 3(z%)"(Inz)’ + 3(z?)'(Inz)” + z%(lnz)" = %
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385. Spoététe tieti derivaci funkce

f@)== ::;
Reseni:
o et BT o LAY Lef-2)—@=-1-1
2 e o 2(:1:—2) (z —2)2

222 — Tz 44

1
2 @24

vavavava

F(z)= (42-7)4/ :_:.':11(3—2)2—(2;-;2_,7z+4)(%(:—:"%)*'5 li’_*{z_tz()i‘!:i)'_l(m_g)z_i_ %2(’:__2))
— 2!-—1‘(3_2)4 5

z—2

Po tpravé predchoziho vyrazu dostdvame

f”(z):l- Tx — 8

4 (m—l)(m—2)3,!H-

Nyni podobné spocteme, Ze

2 _
f,,,(x):_g 1422 — 33z + 20

8 (@-1)(z-2)0/2=]

386. Spoctéte n-tou derivaci funkce

f(z) =In(az +b), kde az+b>0.

Reseni: Postupné vypo&teme derivace

(@) = —,

—a?
(az +)*’
2a°
(az + b)3’

o 3at
(az + b)4"

Na zakladé té&chto vysledki lze usoudit, Ze

() =
&) =

f!l!!(x)

(=1)"1- (n — 1)lg"

F)z) = (az + b)"
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Spréavnost této hypotézy ovéfime matematickou indukci. Pro n = 1,2, 3,4 jsme jiz
hypotézu ovéfili. Zbjva dokazat, Ze z platnosti vztahu pro n = k plyne platnost
pro n = k + 1. Skutecné

1V (B — 1)ak 4

(=1)F=1- (k- 1)!a’“(—~k)a B (_])k . klgk+1
(az + b)k+1 " (az + b)kH1

Nalezeny vztah tedy plati pro vSechna pfirozena ¢isla n.

387. Uréete rovnici tecny a normaly ke grafu funkce f(z) = 1 v bodé A = [3,7].

Reseni: Jedna se o zédkladni dlohu na geometrickou aplikaci pojmu derivace. K vyfte-
geni Glohy je pfedevsim zapotiebi znalosti obecné rovnice tecny ¢ ke grafu funkce
f(z) v bodé& zg. Tato rovnice mé tvar:

t: g~ flze) = f'(za){z = =5)-

Ze zadani Glohy plyne, Ze x¢ = % Dopoéitdme y-ovou soufadnici bodu dotyku,
kterd je v zadéni oznacena otaznikem. Plati ? = f(zg) = f(3) = 2. Déle ur¢ime

derivaci f'(zp). Zfejmé

fa@)=— & £(3) =g =t

T2

Nyni jiz dosadime ziskané hodnoty do obecné rovnice tecny. Dostavame

1
y—2=—4($“§)a coz po upravé dava t: dr+y—4=0.

Analogicky postupujeme pfi nalezeni rovnice normdly. Obecné rovnice normaly ke
grafu funkce f(z) v bodé z; je

n: y—f(xu)=}-;%o)(x—xo)-

ProtoZe vSechny pomocné vypocty mame jiz provedeny, miiZzeme provést dosazeni

1 1
y—2=—:z(a:—§) a po Upravé obdriime n: 2z —8y+15=0.



CAST B: NERESENE PRIKLADY

388. Rozhodnéte, zda existuje derivace funkce f(z) = Vz2? v bodé z¢ = 0.

389. Dokazte, e funkce definovana predpisem
{ T arctg% x £0;
0 z=0

je v bodé zo = 0 spojit4, ale neméd v tomto bodé derivaci.

flz) =

390. Dokazte, Ze funkce definovana predpisem
sinz ),
&)= {

& o8 a0

je v bodé z¢ = 0 spojité, ale nemd v tomto bodé derivaci.

Spoététe derivace nasledujicich funkei:

391. f(z)= (223 +3)%. 392. f(z)=(z* -6z +7)%.
393. f(z) = (14 2z)(3 — 4z?%). 394. f(z)=(z - v1-122)%
395. f(r)=+V4z + 1. 396. f(z)=z+ Vz+ Vz.
397. f(z)= {1+ Vz. 398. f(z)=zv1+ 22
399. f(z)=1" ¥zt -8 400. f(z)={/1+ 1+ Vz.
234222 -1 _ 1=y=
401. f(z)= T 402. f(z)= LofE
_B=vlt z2 T
403. f(z) = .7:+\/1-+_3:_2- 404. f(z)= e
405. f(r) =sin®az? 406. f(z)=tgz —x.
L. te?
407. fz)=tgz+ 3te . 408. f(z) = 5 +Incosz.
409. f(x)= Vsinzcosz. 410, flz)= —Z;-;Z—:
_l—coszx _tgz+1
411. f(z) = T a1 Jlegy= e
413. f(z)=In(z+ V1 + z2). 414. f(z) =In(sinz + cos x).
415. f(z) = In(In(lnx)). 416. f(z) = VIncosz.
417. f(z) = In*(tg z). 418. f(z) =Incosve® + 1.
419. f(z) = arccosInz. 420. f(z) = arccos i—_l__%z
T+z =
421, f(z) =Iny/z—. 422. f(z)=In m26+ >
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Spoététe derivace nasledujicich funkci a provedte tpravu:

arccotg = /1 — arcsinz

l-Inz 22—z
425. =sgin? 426. =
Jig)=6in ( - ) f(z) = arccos =
5
427. f(z) = arctg = 428. f(x) = arctg il
— T r—3
429. f(x) =10%" 430. f(z)=2%
431. f(z)=5Y° 432. f(z)=3%"°
438. Flz)= vVziin= 434. f(z)=zV*
435. Rel=1g 2" 436. f(z) = (Inzx)®
437. f(x) = (axctg z)° 438. f(z)=1%
U nésledujicich funkei odvodte vztah pro n-tou derivaci:
439. f(z) =z 440. f(z) =¥
443, f(z) =ze® 442. Jlzl=glang
1 L=
” e 44. =

43, f(@)=5—3—3 444. f(2) =T
448. f(z)=log, = 446. f(z) = wvcos2z

28 -1 1
447, f(z)= s 448. f(z) = R
449. f(z) = ﬁ 450. f(z)=z""'Inz
Pomoci Leibnizovy formule vypod&téte k-tou derivaci funkce f(z):
451. f(z) =z, k=6 452. f(z)=2%Ilnz, k=4
453. f(z) =e**sindz, k=5 454. f(z)=¢€“cosz, k=5

455. Naleznéte teény k hyperbole 7z? — 2y? = 14 kolmé na pfimku 2z + 4y = 3.

456. Ke kiivce f(r) = zlnz spodtéte rovnici normaly, ktera je rovnobézna s
pfimkou danou rovnici 2z — 2y +3 = 0.

457. Zjistéte, ve kterém bodé je te¢na k parabole y = z? 4 4z rovnobézné s osou .
458. Zjistéte, ve kterém bodé mé kfivka f(z) = 1% smérnici k = .
459. Urdete vzdalenost po&atku od normaly grafu f(z) = 22 + e?2z v bodé z = 0.

460. Dokazte, Ze plati nasledujici tvrzeni:
(1) Derivace sudé funkce je funkce liché.
(2) Derivace liché funkce je funkce suda.

(3) Derivace periodické funkce s periodou [ je periodické funkce s periodou .
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5. DIFERENCIAL A TAYLORUV POLYNOM

V tvodu této kapitoly pfipomenme nékteré skuteénosti, které jsou diilezité pro
feSeni loh. Predpokléddejme, Ze je dana funkce f(z), ktera je definovanéd v okoli
bodu zg. Z bodu zg se posuneme v tomto okoli 0 hodnotu h do bodu z = z¢ + h.
Diferencidlem funkce f(z) v bodé z( pfi prirtstku i nazyvame &islo

dnf(zo) = f'(z0) - dz = f'(20) - h.
Diferencidlu lze pouZit k pfibliZnym vypoétiim funkénich hodnot. Plati formule

f(zo + h) = f(zo0) + da f(zo)-

Podobné jako existuji derivace vyssich rada, existuji i vys8i diferencidly. Pro n-ty
diferencial plati
dif(z0) = £ (20) - dz™ = f™ (z0) - h™.

Vyssi diferencidly umoznuji zpfesiovat pfiblizné vypolty pomoci tzv. Taylorova
polynomu. Taylorv polynom n-tého stupné funkce f(z) v bod& zy je polynom

f' (o) f"(z0) F™ (o)

Ta(@) = F(z0) + T2 @ = w0) + T (5 = 50)? + - ok T (5 — )",

Pro zo = 0 se tento polynom nazyva Maclaurintv. Funkei f(z) lze vyjadrit jako
soucet Taylorova polynomu a funkce R,(z), kterd se nazyvéa chyba. Plati tedy

f(z) = Ta(z) + Rn(z).

Uvedeny vztah se nazyva Taylorova formule. Taylorova véta tvrdi, Ze mezi éisly =
a xg existuje Cislo ¢ tak, ze

f(n+l) ((.)

e n+1
(n+ 1) :

Ry (z)

(I‘ = .’.C{))

Hlavni vyznam teorie spocivd v tom, Ze funkci, jejiz funkéni hodnoty lze obtizné
vycCislovat lze pfevést na vypocet funkéni hodnoty polynomu, tj.- na zékladni arit-
metické operace séitani a nasobeni. Chybu R,,(z) nedokdZzeme explicitné spocitat,
ale v fadé pfipadi ji dokédZeme rozumné odhadnout. Uvedeny tvar chyby se nazjva
Lagrangeiv. Tento tvar je pouze jednim z nekoneéné mnoha existujicich tvart, je
vSak nejpouzivanéjsi. Souvislost Taylorova polynomu s teorii diferencialti je zfejma,
protoze Tayloriiv polynom lze vyjadfit ve tvaru

To(o) = £(@0) + 7dnf (o) + 5;dh7 (@) + -+ + R f(wo) = 3 -k (o)
i 27

Poznamenejme jeSt€, Ze uzitim Taylorovy formule lze uréit i limity nékterych funkei.
Nyni se jiZz vénujme feSeni konkrétnich prikladd.
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CAST A: RESENE PRIKLADY
461. Spoctéte diferencial funkce f(z) v bod& zo = 3 pii pfirlistku h = 0,09, kde

=i - =

T

Reseni: Vime, Ze diferencial funkce f(z) v bodé zq pfi pfiriistku h ma tvar

dnf(zo) = f'(zo0)h.

Je tedy zapotfebi uréit derivaci funkce f(z) a jeji funkéni hodnotu v bodé zg = 2.

! !
) s Bl e R

Celkem tedy plati
; 55
dhf(ﬂ'}o) = f (J"Jo)h = —9~ . 0, 09 = 0} 39;

462. Pomoci diferencidlu uréete pribliznou hodnotu /16, 06.
Reseni: K pfibliznému vyjadfeni hledané hodnoty pouZijeme vztahu

f(zo + h) = f(zo) + dnf(z0),

pficemi f(z) = /T a za bod o volime bod z¢ = 16. Z této volby ihned plyne, Z
h = 0,06. Déale uréime derivaci

@

I

f'() = 5o~

1 ; _1+
s [0 =5=01%

B | -

Odtud plyne

v/16,0 m\/16+%-0,06=4+0,0075:4,0075.

Pro srovnani, kalkulacka dava hodnotu 4, 007492982...
463. Pomoci diferencidlu urcete pfibliznou hodnotu arctg 0, 97.

Reseni: K pfibliznému vyjadieni hledané hodnoty pouzijeme vztahu
f(zo + h) = f(z0) + dnf(zo),

pficemz f(z) = arctg x a za bod zy volime zo = 1. Z této volby ihned plyne, Ze
h = —0,03. Dale pro diferencial plati dp f(z0) = f'(zo) - h. Urcime derivaci

1

dade =

f'(zo) = %
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Odtud plyne

1
arctg 0,97 =~ arctg 1 + 5 (—0,03) = % B8 . =0, 785 — 0,015 = 0, 770.

Pro srovnéni, kalkulacka déva hodnotu 0, 770170...
464. Spoctéte druhy diferencidl funkce f(z) =Inz v bod& zo = 2 pro h =0, 1.
Refeni: Druhy diferenciél funkce f(z) v bodé zp pfi pfirtistku h mé tvar

d2 f(zo) = f" (zo)h?.

Je tedy zapotiebi uréit druhou derivaci funkce f(z) a spocitat jeji funkéni hodnotu
v bodé zo = 2. Plati

, 1 1 1
fi(z) = e f”(w):_;f! f”(2)=_
Celkem tedy plati
-1
d2 f(zo) = f"(xo)h® = — 0, 12 = 0, 0025.

465. Spoctéte Tayloriuv polyhom T3(x) funkce

fla) = V&

v bodé o = 0 a s jeho pomoci uréete /e. Vysledek srovnejte s hodnotou na
kalkulacce.

ReSeni: Funkci f(z) = v/e* upravime na tvar
f(z) = Ver = e7.

Ziejmé plati f(0) = v/e9 = /1 = 1. Déle uréime derivace funkce f(z) az do tfetiho
fadu. Plati

' 1z " z 1 Z
f'@) = ze%, ()= gze¥, f(2) =5
/ _"1 " ___l_ " _i

Po dosazeni do obecného tvaru Taylorova polynomu

)= 10 + L0 L0 170

a kratké upravé dostavame hledany tvar Taylorova polynomu

| 1
il il R il
3(2) = 1+ 52+ go2’ + 5o
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Nyni plati

¥ 1 2374
YenTs(l)=14+c+ =+ === = 4
Ver Ts(1) =1+ 5t o = S 1,1535471331

Pro srovnani, hodnota na kalkuladce je /e = 1,1535649948...
466. Spoététe Maclauriniv polynom T3(xz) funkce

flz)=tgz

a s jeho pomoci uréete tg 0,3. Vysledek srovnejte s hodnotou na kalkulacce.

Reseni; Uréime derivace funkce f(z) aZ do tfetiho fadu. Plati

1 = 2sinx

e @)= ()

2 +4sin’z
3 g = —
cosY &

costz

f'(z) =

f0)=0, fO)=1, f'©=0, f"(0)=2

Po dosazeni do obecného tvaru Taylorova polynomu

)= 1@ + L0 4 L0, 700

dostavame

Odtud plyne

.3°

tg 0,3 ~ T5(0,3) = 0,3 + ~ 0,3+ 0,009 = 0, 309.

Pro srovnéni, hodnota na kalkulacce je tg 0,3 = 0,309336249...

467. Spoététe Maclauriniv polynom T3(z) funkce f(z) = sinz. Pomoci T3(z)
uréete hodnotu sin 1 a odhadnéte, jaké chyby jste se dopustili.

Reseni: NapiSeme obecny tvar polynomu.

f'(zo) f" (o)
1! 2!

Tz(z) = f(zo) + (z — zg) + (z —z0)* + (z — z0)®,

fh'." (xﬂ)
3!

U Maclaurinova polynomu plati, Ze £y = 0. Uréime potfebné derivace. Ctvrtou
derivaci potiebujeme pro odhad chyby. Plati

f'(z) =cosz, f"(z)=—sinz, f"(z)=-cosx, f"(z)=singz,

1(0)=0, - FO)=%  f'(0)=0, f"(0)=-1 .
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Dosazenim nalezenych hodnot do obecného vztahu nyni dostavame, 7e

Ty e %::;3.

Odtud plyne

1 - 5
hotd st =]l—-=-=-=
sin Bl =1 &7 0,833

Lagrangeova chyba m4 tvar

1 1
R3(z) = af””(c)(:n—:co) = gsmc z*, kde ¢ € (0,1).

Odtud plyne odhad

1
By(1) = %smc 1* < 7= =0, 0416...

Celkem tedy dostavame sin 1 a2 0,833+0, 041. Pro srovnani, hodnota na kalkulacce
je sinl = 0.841470...

468. Spoctéte Taylortiv polynom Ty(zx) funkee f(z) = /z v bodé zo = 4. Pomoci
Ty (z) urcete priblizné v/5 a odhadnste chybu Ry (z).

Regeni: NapiSeme obecny tvar polynomu

1) = @)+ L - )+ T a2

Spocteme potiebné derivace. Tteti derivaci potfebujeme pro odhad chyby. Plati:

, i 2 i il W N sl
f(ﬂ?):§$ E = i (3)—5(“5)-’5 2 = "
s 1.1 3, _5 3
- (-‘5)=§(—§)(—§)$ g=8 =

Pfislusné funkéni hodnoty jsou

fW=2 F@=7 f@=-m

Dosazenim nalezenych hodnot do obecného vztahu nyni dostavame, ze

1 1 2 .3 1
T: = = —4)— — = 2=— e o] 2_
2(x) 2+4(:c ) 64(3: 4) 4+8$ e
Odtud plyne
3 15 25 143
T (B B R B
V5 & Ty(5) © e m B HT...
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Lagrangeova chyba ma tvar

3] (z—4)7°= (:n 4)%, kde c € (4,5).

Ry(z) =
Odtud plyne odhad

31

3 1 2| 1
— (B —AP =
6 8\/?5( T Va5 512
Celkem tedy dostavame V5 & 2,2343 + 0,0019. Pocitali jsme tedy spravné asporn

na dvé desetinni mista. Pro srovnani, hodnota ziskani na kalkulacce je v =
2, 236067...

Ro(5) = —0,001953...

469. Pomoci Taylorova polynomu vyjidiete polynom f(z) = z*— 523 +12 — 3z +4
v mocnindch dvoj¢lenu z — 4.

Redeni: Rozvést dany polynom v mocninach dvojclenu z—4 znamend najit Taylorav
polynom v bod& zo = 4. Je ziejmé, ze hledany Tayloriv polynom bude ¢tvrtého
stupné, protoze patd derivace zadaného polynomu a vSechny derivace vyssi jsou
rovny nule. Pro derivace a jejich funk&ni hodnoty v bodé zo = 4 plati

f(x)=$4—-59:3+$2—3m+4, f(4)=-
f'(z) = 4z® — 152° + 2z - 3, fa)=21
F(z) = 122 — 30z + 2, F'(d) =74,
"(z) = 24z — 30, f"(4) = 66,
" (z) = 24, 18 =24
Nyni jiz mfzeme napsat hledany Taylorv polynom
5@) = @) = F@+ LD @)1 L (o0 T o ap i L ot

Po dosazeni obdrzime vyja,drem polynomu f(z) v mocnmach dvojélenu z — 4. Plati
f(z) = =56+ 21(z — 4) + 37(z — 4)* + 11(z — 4)°* + (z — 4)*.

470. Pomoci Taylorovy formule spo¢téte nasledujici limitu.

. x2—2+42cosz
lim ;
z—0 4

Reseni: Funkci f(z) = cosz vyjadfime pomoci Taylorovy formule
f(z) = Ts(z) + Bs(z). ‘

Plati i ; » 4 "
z i zt 2 T
cos:c—l——+— R 1— — 4+ — — —
g P e ]
Odtud plyne
lmx2—2+2cosx_1_ 2 -2+42(1- % +:2-4)+Ra()_
:.|:1—>0 :1'.‘4 _:z:l—l;% :.|';4 -
zt .'176
. & — Zscoscx S 1 1
= Yiigs 32 360 © il & T s B g S
250 gzt i\ wmT?) " " w



CAST B: NERESENE PRIKLADY

Spoététe diferencial funkce f(z) pro pfiriistek dz v obecném bodé:

223

471. f(z) = = 472. f(z) = arctg 3z.
478, fla)=2*T% 4T4. flz) = i 4—‘;
475. f(z) = arctgvdz — 1. 476. f(z) =In(z + 1+ 2?).

1 -
477. f(;r;)zln“{ﬂ_ 478. f(z)=5"t%",
1l —sinz

479. Spoctéte diferencidl funkce f(z) = arccotg z v xg = 1 pfi he 05

480. Spoététe diferencial funkee f(z) = Invz2 — 2z v g = 3 pfi h = —0,02.
Pomoci diferencialu urdete priblizné nasledujici funkéni hodnoty:

481. ¥/1,02. 482. In11.  483. arcsin0,2.  484. tg 46°. 485. arctgl, 1.
V nésledujicich ptikladech spoctéte vyssi diferencidly df. f(z) funkce f(z):

486. f(z)=¢€¢"-Inz, n=4 487. f(z) =sin"z, =3

488. f(z) = zsinz, n = 10. 489. f(z) =zcos2z, n = 10.

Spoététe Maclaurinfiv polynom T;,(z) nésledujicich funkei:

490. f(z) = grx_—l =il 491. f(z) = Vsing®, n = 13.
492. f(z)=sin(sinz), n = 3. 493. f(z) =Incosz, n =6.
494. f(z)=tgz, n=3. 495. f(z) = h@?), n = 6.

Spoététe Taylortiv polynom Ty, (z) funkce f(z) v bodé& zq:

1
496. f(z)= Va2, n=3, 2o =1 497. f(z)=-,n=4, =2

498. f(z)=z"-1,n=3, =1 489, f(r) =in/z, n=2, #p= 1

500. Provedte rozvoj polynomu f(z) = 23 — 2z + 5 do mocnin dvoj¢lenu z — 100.
501. Polynom f(z) = 1+ 3z + 522 — 213 rozvedte do mocnin dvojélenu z + 1.
Pomoci Taylorovy formule uréete nésledujici limity funkci:

2
—I

) ) o »
B B L. z(l+2)
0 firae S50 3
D4 Tim sin(sinz) — zv/1 — :r:2.

505. lim [:c ~z?ln(1+ %)] ;

20 xd° z—r00
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6. L'HOSPITALOVO PRAVIDLO

Nasledujici kapitola obsahuje dalsi pfiklady na vypocet limity funkce. Pfi feseni
téchto uloh v8ak budeme vyuZivat pojmu derivace. Teoretickym zakladem pro
vypocet limit je véta nazyvand L’Hospitalovo pravidlo. Pfed feSenim tloh této
kapitoly si pfedev§im zopakujte podminky, za kterych lze pravidlo pouzit.

CAST A: RESENE PRIKLADY
Pomoci L’Hospitalova pravidla spoététe limitu funkce typu |3|.

75kladni metodicky postup je nésledujici. Funkee, jejiz limitu v daném bodé mame
poéitat, mé tvar zlomku. Uréime nejprve limitu Citatele a limitu jmenovatele.
Tyto limity &asto zjistime pouhym dosazenim. Je-li limita citatele i jmenovatele
rovna nule, lze aplikovat L’Hospitalovo pravidlo. Pfi vypoctu je pak mnohdy nutné
provést aplikaci pravidla vicekrat po sob&. Pfipomenime jesté, Ze L’Hospitalovo
pravidlo 1ze pouzit i pro vypocet jednostrannych limit.

T | e ST
z—0 T —0 z—0 COST 1
507. lim 1—cosz 10’ = lim 222 sinzx | cosT T
3 e el s e LR
508. hml—*‘ li _—i:{)e_:lime+e =1+1:2.
z—=0 sinz 0 a—>0 coszT z—0 COSZT 1
. x—sinzx 0 . 1—coszx sinx 5. . COST 1
0% 00— _I l"i‘_m 322 _lo L~ L
.5 2r — 1 0 P 2 2$ hE 1
510. 1ime—+—=‘——hm e —lim——_I!_
z—0  sin® 3z 0 z—=02-8in3x-cos3dz-3 z—0 3-sinbzx

4. e** 4-1

:cl—r{%JlS'COSB:B_ 2

2
e
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Pomoci L’Hospitalova pravidla spoététe limitu funkce typu [£].

Postup pii vypoétu je analogicky jako v pfipadé limit typu |g|. Funkce, jejiz limitu
v daném bod& mame poéitat, je ve tvaru zlomku. Uréime limitu absolutni hodnoty
jmenovatele. Je-li tato limita rovna oo, lze aplikovat L’Hospitalovo pravidlo. Pfi
vypoltu je v fadé pfipadii opét nutné provést aplikaci pravidla vicekrat po sobé.
Zdtraznéme skuteénost, e limita Citatele ani jmenovatele nemusi sama o sobe
existovat. Dale pfipomenime, Ze vyraz 2 = 0 pro libovolné realne ¢islo a.

S4+5z—-2 |0 . 3z24+5 oo 6x
511. lim x—i_——=’—1= lim =|——-‘_ lim — = oo.
T—+00 st —1 z—00 2T z—o0 2
e® o0 oo e oo
a2 xlirnc}o z3 |oo| Pt 3:1:2 ‘ool :clrnéo 6z 00 z]inc}o 6 6 -
2
T 2z o0 2 2
i, B B 0 1, B [T LA
= ::—;n;lo 3= 00 e 3% -1n3 00 g 32.1n’3 oo-1n?3
lns- T 0o - CE)S-’L‘ COS T
514. lim s =‘—|= lim —1—5“3—z~r~: lim —%%ﬁ—z lim cos?z = 1.
z—0+ Intg z I ST il Al
Inz o0 . 1 : —sin’z . —sin2z
515. lim = |—]= lim 55— = lim —— = lim ——— =0.
z—0+ cCOtg = g0t ——— =0t T z—0t 1
cotg 2 00 —ghe .+ 2 2
516. lim —o x=|-_|= lim 728 % _ _9 im T —
zonf2 tgx o0 zo/2 e g z—m/2 8in“ 22
2
1 1 1
= B o = Bl e =
z—n/2 4 cos? zsin” T 2 zo7w/2 sin® ¢

Pomoci vhodné tpravy prevedte vypocet na L'Hospitalovo pravidlo.

Nejprve zjistime, jakého je limita typu. Typ urcime vétSinou snadno dosazenim,
nebo kratkym vypoétem. Potom volbou vhodné upravy podle typu pfevedeme
vypodet zadané limity na vypo&et limity, pfi némz lze L’Hospitalovo pravidlo pouzit.
Na L’Hospitalovo pravidlo jsou pieveditelné nasledujici typy limit: 0 - oo, 0o — 00,
0°, 00®, 1°°. Pro typ 0 - co pouZivime nejcastéji jednu z tiprav

. flalptaes fhn L8 o g 221

3
T—Tg T—Tp T—3To 1

g9(z) f(z)
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ktera vypocet pfevede na typ % nebo 2. Pro limitu typu oo — oo lze pouzit Gpravy

1 1
Jim 1)~ g(o) = Jim £ TE,
f(z)g(z)

V fadé pripadii Ize u typu oo — co postupovat jinou cestou. V pfipadg, Ze funkce
f(z) a g(z) maji tvar zlomkd, stoji za pokus provést jejich rozdil prevedenim na
spoleéného jmenovatele. V jinych pripadech lze realizovat vytknuti nékteré ¢asti a
pievést limitu rozdilu na limitu souinu funkei. U limit typu 0°, 0% 1°° lze pouZit
nasledujici Gpravy :

lim f(_,n)g(:r) = lim &9(%) ' Inf(2) = e”l‘lg'lﬂ Bl 1R,

T—ZTg T—Tg

H =

lim 2%~ = lm (-z)=0.
z—0+ = z—0+

1 o0
517. lim zlnz=[0-oc0| = lim —— = |_| -
z—0+ z—0+ ; o0

— 2arct
518.. lim (r — 2arctg z)-lnz =0+ 00| = lim T =8 % —lgt:

=00 T 00 L o 0
Inz
= 2 In’z +2zlnz .
2 W o
zlimx+1:'mz.xlnmz{fl=lim2, -
I—»00 —1 T—00 x2+ 1 o0 2300 21:
zln’z
In’z + 2In : 1 32 1
= lim L:E= lim 2(lnz-—+ —)= lim g.ﬂz lim 2_1:0-
T—00 T I—00 I € =00 T T—r00 T
 § : 1
In(z + 1) 1
1 In 1 N T
519. lim DY e iy BEE,
20 \ z(z + 1) i z—0 1
1 In(z+1)
z(z + 1) 2?
2
&
- 1
1 In(z + 1) AARF .’ —z(z+1) -In(z+1) 0
= lim 3 = lim - ‘_| =
z—+0 2(xz+1) 20 o 0
In(z + 1) :



1-In(z+1)~(z+1)- -lf-l

- 1)1 1
= lim Z & +2 ) 1:(:.: st = lim
z—0 ¢+ z—0 21 — 322

1
“Jo‘ #94 2x§xl )

s T —In(z +1)
=0 2r — 372

.'E

520. lim e* -z =|co— 00| = lim z- (__1) lim z - llm(——l)
T—+00 I =00 =00 =00 I

:!:

I
8

= lim - lim e®* =o00:00
T—00 00

1
. : 1 : =
521. lim ¢z = lim z= = |00?| = lim e= Inz =10 00| = ez—o0 =
r—00 T—00 =00
14
im2 lml ,
= @T—00 = P10 ™ =g —.@" =]
1 tg x 1
522. lim | — = |00® = lim "€ %" 3. lim et8Z-Inz
z—0t \ T z—0+ z—0+
1
; ‘
i - hm+ 1
- lim tgz-Inz - lim o N
— e z—0%t _em—>0+cotgx_‘ |—e sin’y —
2.
;. BiYE sinz
lim lim sinz - lim ——
—ezx—0+ T — ez—0+ z—=0+r T = eO v 1 = eO =1.
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2
- 2 3 lim z2 - In(1 + )

523. lim (1+1) = 1| = lim & PO+ 3) = esnc0 ( .

T

L—00 00

Io.o=f
o In(1+ %) . 1+1 " =2
lim z% . In(1+ ) zli,r{.lc 1 0 L=
— e:t—¥00 — o ;! e |—| = a ;3- =
0
o BBED, o o B i % -
- ez—boo o g 2$($+ 1) - |E‘ — ez 4T+ 2 — e:z:lrngo 4 —e*™® = 0o,
00
1 lim s In(e® + x)
524. lim (* +2)= = [1%°] = lim ez "M€" +2) _ a0 3 -
z—0 z—0
In (e + z) Pl
2 T I 2
=100.0|=e:1:—!0 _‘ l—eﬂ:—fﬂ'e +.’L‘-——e
lim t Inarcsinz
525. lim (arcsinz)B % =|0° = lim ¢'8% Inarcsing _ g0+ s =
z—0t z—0t
I Inarcsinz
o 1 . —tg? x-cos’z
_ im
= |0 o] =& tg r —1 '—exﬂﬂ** arcsinz - v/1 — 2% =
) 2sinrcosx
. — lim ———
i, sin? z - | o = sin? z b 1
1m : . Y 1m : T
— eT—0t arcsinz z—0+ m = ez—01 AICSINT — g \/1__? =l =1.
: lim z-In(sinx
526. lim (sinz)® =|0°| = lim e®" In(sinz) _ a0t ( ) =00 =
z—0t z—0+
i In(sin z) fisi :?: i s i z?cosz
ze:—vﬂ"* % _|00‘#_ z—0+ ——15' —a ==0F BOHE —gl—1.



CAST B: NERESENE PRIKLADY

V nésledujici skupiné aloh feste pfiklady na vypodet limit typu %:

tgx—1+cosdz
m

527. li 528.
z—0 et — e~7T
50 Qi —E SS9 530.
24333 — 212 — 1 — 6
Sai. i ECSERE 532.
z—0 3
N
Bge. N 534.
z—0 T —SMT
W
FRE.  Tow PSR 536.
z—0 T
3 .
e e 538.
z—0 (1 — cosz)?
3t
53D, Tim b 540
- :

In*(z 4+ 1) — sin?z
l1—e2 '
2z _ 3%
. z® —z
lim ———.
z=+11—z4Inz
i 1
o e
z—1cosx — 1
" sint —
im —8M8M8M.
z—0 arcsinz — ¢

2}'2 Cos T

lim

z—0

e
z—01 — coszx

2cosT — 2 + x2

z2 -sin’z

lim

z—0

V nésledujici skupiné iloh feste priklady na vypocet limit typu i

: 3.:100

541. leIEO T 542.

543. lim }_I%’E 544.
=0 T

545. ol 546.
z—0 In | sin 9z|

847 Yy JBE. 548.
z— % 2tg 3z

V nasledujici skupiné Gloh feste limity typu O -

549. lim Inz-In(l - z). 550.
T—+1-

551. lim (1 —sinz)-tg x. 552.
z—rw /2

553. lim (7 — 2arctg z)Inz. 554.

T—+00

X e2z
T—00 T
Inz

m s
z—0+ cotg z
1
- ntg r .
z—0+ Intg 3z
Inz

m —.
z—0+ Insinz
00!

: X
jl_,n}(l —x)- tg?.

lim z - cotg z.
z—0

il_r{lo(e — 1) - cotg .

V nasledujici skupiné iloh feste limity typu |oo — ool:

L e g " 9 3 556.
z=1\r—-1 Inz
1
557. lim ( S —) . 558.
z—0 \ SINT T
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lim : -
z—0 sin2 T z2 )’
" ( 1 1 )
lim - - — 1.
z—0 \ zsinz 2



559. lim

z—3

1. 5 J 2 1
x—B_mz—xFﬁ)' g, il—{nl(ﬁ—l x—l)'

561. lim ( - - ) ; 562. lim (cotg T — %) A

z—0 \sinz In(z +1) 0

1 1 ] 1

- — : 564. i g
T e — 1) s ( 222 z(e?* — 1))

V nésledujici skupiné tloh feste pfiklady na vypocet limit typu 1°°,0°, 0¥

563. lim

il 1
565. limzl-=. 566. lim { s
z—1 T—+00 I
i,
) 1 Inz
e w2 . B8,  Tnoe—s,
z—0 T T—00 (ln:c)“’
T = z+1 2z -1
569. lim ( ) ; 570. lim ( ) i
z—oo \ £+ 1 z—=oo \ T — 2
3z —4 . i T IR
: T — . (x?-2z+
571. Ilixxgo(3$+2) ; 572. lim (——I2_4$+2) §
VT
tg T
573. lim (ﬂ) ; 574. lim tg '8 2%
z—0t L z—m/4
2 r
575. lim (1+ 3tg?z) "8 % 576. lim (1+i) ;
z—0 T—00 z?

Zjistéte, zda je mozno pouzit L’Hospitalova pravidla v téchto pripadech:

. gz §
. x—sinz . z’sini
z—00 T 4 SInT z—0 sinx
_ 1+ z+sin2z : ~2%(cogx + 2 si + e 2" gin?
579. lim i T O e 4
z—+o0 T + €507 sin 2% z—00 e~%(cosz + sinx)

Spoctéte nasledujici limity:

arctg x — arcsin T . arcsinz — sinzx
: 582. lim

581. - ;
z—0 tg x —sinz z—0 arctg r — tg =

583. Naleznéte limitu

; sintg r — tg sinz
lim - e
z—0 arcsin arctg x — arctgarcsinz

T2



7. PRUBEH FUNKCE

Problematika vysetfovani priibéhu funkce je v jistém smyslu vyvrcholenim dife-
rencidlniho poctu funkci jedné realné proménné. PFi fefeni tloh se totiz vyuzivaji
témét veSkeré znalosti, které jsme doposud o funkcich ziskali. VySetfovani pribéhu
funkce je zaloZeno na teorii, kterd vyuZziva derivaci a vypoétu limit. Nyni ale-
spon stru¢né pripomenme zékladni postup. VySetfovani priib&hu funkce je mozno
rozdélit do pé&ti nasledujicich ¢asti: (1) Uréime definiéni obor funkce. Je-li to mozné,
vytvofime si alespofi hrubou pfedstavu o oboru hodnot. Déle zjistime, zda funkce
nema n€jakou vyznamnou specidlni vlastnost, napf. zda neni periodicka, nebo
nemd néjaky druh symetrie grafu, tj. zda neni suda nebo lichi. Dale nalezneme
nulové body funkce, tj. body, kde graf funkce protiné osu z. Nalezeni nulovjch
bodl umozZni zjistit signum dané funkce, tj. intervaly, na nichZ se funkce nachazi
pod osou, resp. nad osou z. (2) Pfikro¢ime k vypoétu prvni derivace. Nalezneme
nulové body prvni derivace a vySetfime jeji signum. Na intervalech, kde je prvni
derivace kladnd, je vySetfované funkce rostouci, kde je derivace zaporna, je funkce
klesajici. V bodech, v nichz stfid4 prvni derivace znaménko nast4va lokalni extrém.
Kombinace +— odpovidd maximu, kombinace —+ minimu. O existenci a kvalité
lokalnich extrémi lze rozhodnout rovnéZ pomoci vysSich derivaci. (3) Spoéitdme
druhou derivaci. Zjistime jeji nulové body a signum. Na intervalech, kde je druhé
derivace kladn, je vySetfovana funkce konvexni, kde je druh4 derivace zaporna,
je funkce konkdvni. V bodé, v némz druhd derivace st¥idd znaménko, mé funkce
inflexni bod. O existenci inflexnich bodd 1ze rovnéz nékdy rozhodnout pomoci
vysSich derivaci. (4) VySetfime asymptoty funkce. Pfipomeiime, Ze existuji dva
typy asymptot: bez smérnice a se smérnici. K nalezeni asymptot je zapotiebi
vypoltu limit. Pfimka x = z¢ je asymptotou bez smérnice, kdyz existuje aspori
jedna nevlastni jednostranna limita funkce f(z) v bod& zo. Funkce f(z) miZe mit
i nekonetné mnoho asymptot bez smérnice. P¥imka y = az + b je asymptotou se
smérnici funkce f(z), pokud

f(z)

azml_li}ngo . A b=z1Lngo(f(x)—am).

Analogicky je zapotfebi urcit uvedené limity pro z — —oo. Asymptoty se smérnici
mohou existovat nejvyse dvé. Funkce viak obecnd nemusi mit z4dné asymptoty.
Prikladem funkci, které nemaji zadné asymptoty jsou polynomy stupné vétsiho nez
1. (5) V zévéretném kroku provedeme kompletaci viech ziskangch informaci a na
jejich zdkladé nakreslime graf vySetfované funkce. Pro vylepgeni obrazku mutizeme
dopocitat jesté nékolik vhodnych funkénich hodnot.

Pred feSenim konkrétnich tloh si pozorné zopakujte celou teorii. Pravé uvedeny
postup, vzhledem ke své volnéjsi formulaci, nemtize studovanou teorii nahradit.
Kazda uloha ma vétsinou své obtiznéjsi misto. V nékterych p¥ikladech miize byt
naro¢ny vypocet a prava druhé derivace, v jiné tloze mtize byt napiiklad problém
Jiz s nalezenim nulovych bodt dané funkce. V pfipadé, Ze VAm n&které tloha, nebo
Jeji Cast, bude vzdorovat, pouzijte k ovéfeni svjch vypoéti poéitade. V nasledu-
jicich ptikladech se budeme nejprve zabyvat dil¢imi lohami z vySetfovani pritbshu
funkce.
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CAST A: RESENE PRIKLADY

584. Vysetiete lokalni extrémy a inflexni body funkce
f(z) =z* — 62% + 8z - 3.

Reseni: Spoéitdme prvni derivaci funkce f(z) a polozime ji rovnu nule. Tim vznikne
rovnice. Jeji feSeni jsou staciondrni body. Lokalni extrém miZe nastat bud ve
staciondrnim bodé, nebo v bodg, kde neexistuje derivace. Protoze Df'(z) = R,
stadi vySetfit pouze stacionarni body. Plati

fl(z)=42% - 12248 =4(2® -3z +2) = 0.

Jedini kandidati na celoiselné kofeny jsou ¢isla +1,+2. Snadno se ovéri, Ze vy-
hovuje £ = 1 a z = —2. Odtud plyne

fl(@)=4(z-1)>*@z+2)=0.

Nalezli jsme dva stacionarni body z = 1,z = —2. Zbyva rozhodnout, zda mé
v téchto bodech funkce f(z) lokalni extrém. Obecné lze postupovat dvéma zpi-
soby. Prvni zptisob rozhodovéni je zaloZen na vyuziti prvni derivace. Na ¢iselnou
osu vyneseme vSechny stacionidrni body a body v nichZ neexistuje prvni derivace.
Uréime signum (tj. znaménko) prvni derivace v okoli téchto bodt. To lze provést
tak, Ze v kaZdém z intervald, na které se rozpadne ¢iselnd osa zvolime vhodného
reprezentanta, tj. bod, v némz se snadno po¢ita funkéni hodnota. Spocteme funkéni
hodnotu derivace v tomto zvoleném bodg a jeji znaménko zapiSeme pod pfislusny
interval. Plati

interval (—00,—2) (-2,1) (1, 00)

sgn f'(x) - + +
ProtoZe prvni derivace stfid4d v bodé £ = —2 znaménko v kombinaci —+, je v bodé
z = —2 lokdlni minimum. Ve stacionarnim bodé z = 1 nestfida prvni derivace

znaménko, a proto funkce f(z) nema v bodé x = 1 lokélni extrém. Dalsi zptsob
rozhodovéani o existenci lokdlnich extrémi je zaloZzen na vyuziti druhé derivace.
Plati

f’(z) = 1222 — 12 =12(z% — 1) = 12(z — 1)(z + 1).

Spocéteme funkéni hodnotu druhé derivace ve staciondrnim bodé. Je-li tato funkéni
hodnota kladna, ma funkce ve stacionarnim bodé lokalni minimum, je-li ziporn4,
mé v tomto bodé maximum. Je-li funkéni hodnota rovna nule, nelze na zakladé
druhé derivace rozhodnout o existenci a kvalité extrému. V naSem pfipadé plati

f'(-2) =12(-2)2-12=36 > 0, Plll=1017 =12 =1

Odtud plyne, Ze v bodé z = —2 je lokdlni minimum. O bodu z = 1 v3ak ne-
dokaZeme na zékladé vypoétu druhé derivace rozhodnout. V takovém pfipadé lze
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pouZit vyssich derivaci. Poéitdme postupné funkéni hodnoty vysSich derivaci ve
vySetfovaném bodé aZ do okamZiku, kdy je funkéni hodnota derivace nenulova.
V piipadé, Ze je fad derivace lichy, neni ve stacionarnim bodé lokalni extrém. Je-li
fad sudy a funkéni hodnota kladné, mé funkce ve stacionarnim bodé lokalni mini-
mum. Je-li fad sudy a funkéni hodnota zapornd, mé funkce ve stacionarnim bodé
lokalni maximum. V naSem pfipadé plati:

f(x) =24z, (1) =24
Protoze je hledanjy ¥ad derivace lichy, nema funkce f(z) v bodé z = 1 lokélni

extrém. Nyni pfejdéme k vySetfovani inflexnich bodd. Uréime druhou derivaci,
nalezneme jeji nulové body a uréime signum. 7 pfedchozich vypoéti plyne

interval (—00,-1) (-1,1) (1,00)
sgn f"(z) + - +

Rozhodovaci kritérium je jednoduché. Stfidé-li druha derivace na okoli vySetfo-
vaného nulového bodu znaménko, mé funkce f(z) v tomto bodé inflexni bod. Odtud
plyne, e funkce f(z) ma dva inflexni body, a to z = —1 a z = 1. RovnéZ o exi-
stenci inflexnich bod lze rozhodnout na zékladé vypodtu vyssich derivaci. Opét
pocitame postupné funkéni hodnoty vy3Sich derivaci ve vySetfovaném bodé az do
okamziku, kdy je funkéni hodnota derivace nenulovd. V pfipad€, Ze je rad této
derivace lichy, ma funkce f(z) ve vySetfovaném bodé inflexni bod.

585. Zjistéte, zda ma funkce f(z) = z® — 5z* + 52° — 5 lokalni extrém v bod€ 0.
Regeni: Spo¢teme prvni derivaci funkce f(x). Plati

'(z) = 5z* — 2023 + 152° = 52°(z® — 4z + 3) = 5z°(z — 1)(z - 3).
Prvni derivaci polozime rovnu nule a uréime stacionarni body. Je zfejmé, Ze bod

z = 0 je staciondrnim bodem. Musime tedy vySetfit signum funkce f'(z) v okoli
bodu nula. Plati

interval (—00,0) (0,1)
sgn f'(z) 4 +

Odtud plyne, ze funkce f(z) neméd v bodé z = 0 lokilni extrém. Rozhodnéme o
lokdlnim extrému je$té pomoci vyssich derivaci.

F"(z) = 20z° — 602® + 30z,  f"(0) =0.

Ani na zakladé druhé derivace nelze rozhodnout o existenci extrému. Uréime tieti
derivaci.
f"(z) = 60z* — 120z + 30,  f"(0) = 30.

Protoze fad prvni vyssi nenulové derivace je lichy, neni v bodé z = 0 lokalni extrém.
Bod z = 0 je inflexnim bodem funkce f(z).
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586. Naleznéte lokéalni extrémy funkce

f(z) =Invz2 + 1 — arctg z.
Reseni: Spoéteme prvni derivaci funkce f(z). Plati

1 1 1 1 z-1

!
= i - 2T — = :
(=) VE2+1 2V72+1 TR 241

Prvni derivaci poloZime rovnu nule a uréime stacionarni body.
fllz)=0 & z2-1=0 & z=1

Protoze derivace existuje pro viechna realn &isla, je bod z = 1 jedinym kandidatem
na lokalni extrém. Uréime signum prvni derivace. Plati:

interval (—00,1) (1, 00)
sgn f'(x) . o

Odtud plyne, Ze funkce f(z) mé v bodé z = 1 loklni minimum. Pro ilustraci
rozhodneme o lokalnim extrému je$té pomoci druhé derivace.

(@ +1)-(z-1)-22 _-z>+2z+1 I

(@ + 1) =—@rp TW=3

f'(=)
Protoze je druhé derivace ve stacionarnim bodé kladna, plyne odtud, Ze funkce
f(z) ma v bodé £ = 1 lokdlni minimum.

587. Naleznéte inflexni body funkce

f(z) = e .

Reseni: Spoéteme druhou derivaci funkce f(z). Plati

fl(z) = (-2z) - &%,

1 2 1 1
"Nz) = (—2z)(—2x TR e =4e % (2-2)=4de " (z——=)(z+—=)
f"(z) = (—2x)-(—2x) (-2) (#°~3) ( ﬁ)( \/Q)
Druhou derivaci polozime rovnu nule a urc¢ime jeji nulové body. Kandidaty na
inflexni bod jsou body z = v% = —:}E. Uréime signum druhé derivace. Plati

interval (—00, —-1/V2) (-1/v2,1/v/2) (1/v/2,00)
sgn f"(z) 5 -— i

Odtud plyne, e funkce f(z) ma dva inflexni body r = :71-5 s —%. Nyni
rozhodneme o existenci inflexnich bodi je$té pomoci tieti derivace.

8.3
V2

[S1E

(@) = 4z - €% (227 - 3), f"'(%):wé 8 ) =R,
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ProtoZe je tfeti derivace ve vySetfovanych bodech riizna od nuly, plyne odtud, Ze
body = = —% L % jsou inflexni body.

588. Vysetiete, na kterych intervalech je dana funkce f (z) konvexni, pfipadné
konkavni a naleznéte jeji inflexni body.

f(z) = In(z? + 1).
Reseni: Spoéteme druhou derivaci funkce f(z). Plati

- vy 2-22% _ 21-2)(1+3)
fe)=mi1 FO=grap =" arop

Druhou derivaci poloZime rovnu nule a uréime jeji nulové body. Kandidéty na
inflexni bod jsou body £ = —1 a z = 1. Uréime signum druhé derivace. Plati:

interval (—o0,—1) (-1,1) (1,00)
sgn f"(z) - + —

Odtud plyne, Ze funkce f(z) je na intervalu (—1,1) konvexni a na intervalech
(=00, —1), (1,00) konkévni. Déle funkce f(z) mé inflexni body z =-1a z = 1.

589. Urdete, na kterych intervalech je funkce f(z) pro z € (=%, %) konvexni,
piipadné konkévni. Uréete inflexni body této funkce.
f(z) = QSINT
Reeni: Spoéteme druhou derivaci funkce f(z). Plati
f'(z) =cosz-eSBE  f(z)= SINT . (cos? z — sing).

Druhou derivaci polozime rovnu nule a urc¢ime jeji nulové body. Resime rovnici

cos’z —sinz =0,

sin?z +sinz - 1=0.
Zavedenim substituce y = sinz ziskdvime kvadratickou rovnici > +y — 1 = 0.
Odtud
_-1++6

2

Druhy kofen nevyhovuje, protoze |sinz| < 1. Existuje tedy jediné FeSeni rovnice na
intervalu (—%, 7). Kandidétem na inflexni bod je bod

y

. VE-1
o = arcsin 2
Uréime signum druhé derivace. Plati
interval (—7/2, ) (o, 7/2)

sgn f"(z) o o
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Odtud plyne, ze funkce f(zx) je na intervalu (3271, arcsin 3@‘2‘—1) konvexni a na in-

tervalu (arcsin Y371, 7) konkévni. Funkee f(z) mé inflexni bod z = arcsin vEl
Nyni rozhodneme o existenci inflexniho bodu pomoci tfeti derivace.

F"(z) = BT . cosz - (cos? z — 3sinz — 1),

Protoze je tieti derivace ve vySetfovaném bod€ zo ruzna od nuly, plyne odtud, ze
xo je inflexni bod.

590. Naleznéte globalni extrémy funkce f(z) na intervalu (0, 2).
f(z) = 2sinz(1 + cos z).

Regeni: Nejprve uréime lokalni extrémy. Spoéteme prvni derivaci funkce f(z).
Plati
f'(z) = 2cosz + 2cos2z.

Prvni derivaci polozime rovnu nule a uréime stacionarni body. To znamena vyrtesit
goniometrickou rovnici
2cosz + 2cos2z = 0.

Plati
cosz + cos2z = 0,

2 2

cosz + cos“xz —sin“z =0,
2 3t
cosz +cos’z — (1 — cos“z) =0,
2cos’z +cosz—1=0.

Nyni zavedeme substituci y = cosz a Fesime kvadratickou rovnici

22 +y—1=0.
_-1x4/1-4-2(-1) -1+3
Y12 = 2 == a
Odtud plyne y; = -l ays = % Nyni je jesté tfeba vyfesit nasledujici dvé rovnice:
1
cosx = —1, COSL= =,
2
Snadno zjistime, Ze na intervalu (0,2n) existuje jediné feSeni rovnice cosz = -1,

a to £ = m. Druhé rovnice ma na (0,27) dvé feSeni, a to z = % a8 53?5 Na
intervalu (0,27) jsme nalezli tfi stacionarni body. Protoze derivace existuje pro
viechna reéln &sla, jsou tyto body jedinymi kandidéty na lokalni extrém. Urcime
signum prvni derivace. Plati

interval (0,7/3) (m/3, ) (m,5m/3) (57 /3, 2m)
sgn f'(z) + - o v
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Odtud plyne, Ze funkce f(z) nema v bodé z = 7 lokalni extrém. V bodé z = _13r

nastava lokalni maximum, zatimco v bodé z = §3?L nastava lokalni minimum.
Globélni extrém miiZe nastat bud v krajnich bodech intervalu (0,27), nebo
v bodech lokélnich extrémii. Nyni spoteme potiebné funkéni hodnoty. Plati:

3v3 5m, —3v3

fO=0 fGE)=55 f(F)="" fem=o

Nejvétsi hodnota funkce f(z) na intervalu (0, 27) je 37‘/5 a nejmensi :%ﬁ

591. Vojenska lod kotvi 9 km od nejbliZzsiho mista bfehu. Z lodi je zapotiebi vyslat
rychlého posla do tdbora, leZiciho 15 km od mista na bfehu, k némuz mé lod nejbliz.
Ke bfehu posel vesluje na lodce rychlosti maximélné 4 km/h, po pobfezi se miZe
pohybovat maximalné 5 km/h. Na kterém misté pobfezi musi posel pfistat, aby se
dostal do tdbora co nejdfive? Jak dlouho mu to bude trvat?

Reseni: Symbolem z oznadme vzdalenost pfist4dni lodky od tédbora. Zfejmé plati
0 < z < 15. Sestavime funkci t(z) zavislosti ¢asu na poloze pfistani. Ze zndmého
fyzikalniho vztahu ¢ = %, ktery vyjadrfuje zavislost ¢asu na draze a rychlosti a
z Pythagorovy véty plyne:

(15—-z)2+9%2 =z
-
4 5
Prvni s¢itanec vyjadiuje dobu, kterou posel vesluje na lodce, zatimco druhy séitanec

vyjadfuje dobu po kterou se bude posel pohybovat po sousi. Nyni je zapotfebi
nalézt minimum funkce ¢(z). Uréime prvni derivaci

£l )=

sy 1.1, 25-20) (-1 1
(I)_Z'§',/(15-x)2+92+5'

Polozime t'(z) = 0 a spo¢teme stacionarni body. Plati
5-2(156 — z)(-1) = —4-2/(15 — z)2 + 92,

5(15 — z) = 44/(15 — )2 + 92,
(15 — 2)? = 144,
& —3.

Nalezli jsme jediny staciondrni bod z = 3. Nyni provéfime, zda mé funkce t(z)
v tomto bodé lokalni extrém. Spoéteme druhou derivaci a provedeme jeji ipravu.

= 81
4 /(15— 2)? + 81)3

t”(.‘l?)

Nyni spo¢teme hodnotu druhé derivace ve staciondrnim bodu. Plati

27
t(3) = 5000 i),
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Odtud plyne, #e v bodé = 3 ma funkce ¢(z) lokilni minimum. Dale urcime cas,
ktery posel potfebuje k tomu, aby dorazil do tabora v co nejkratsim Case.

_ JA5—3)2+92 3 _ 435 _
t(3) = - +:=105= 4%

Posel musi pfistat 3 km od tdbora a cesta mu bude trvat 4,35 h.

592. Naklady na palivo pro provoz parniku jsou pfimo imérné tfeti mocniné jeho
rychlosti. Pii rychlosti 10 km/h jsou vydaje za palivo 30 K¢ /h. Ostatni vidaje na
provoz, které nejsou zavislé na rychlosti, jsou 480 Ké&/h. Pfi jaké rychlosti parniku
bude celkové vyse nakladii na 1 km cesty nejmensi? Jaka bude pfitom tato celkova
vyse nakladt za 1 hodinu?

Reseni: Nechf z oznaéuje rychlost parniku. Sestavme funkci f(x) zévislosti ndkladi
na rychlosti parniku na jeden kilometr cesty. Za 1 hodinu ujede parnik z kilometri.
Na téchto  kilometril &inf néklady za palivo kz3 K&, kde k je konstanta amérnosti
a 480 K& na ostatni vydaje. Plati tedy

kz® 480
= 4 —.
T z

f(z)

Dale spo¢teme konstantu amérnosti k. Protoze pfi z = 10 km/h jsou ndklady na
palivo 30 K&/h plati 30 = k - 10%. Odtud plyne, Ze k = 0,03. Tedy

3 , 480

Nyni nalezneme minimum funkce f(z) na (0,00). Uréime prvni derivaci:

, . 6 480 _ 6(z® - 8000)
Fia)= 1003: 2 1002

Polozime f'(z) = 0 a spolteme stacionarni body. Nalezneme x = 20. Snadno
ovéiime, Ze v tomto bodé nastdvé lokalni minimum. Koneéné f(20) = 36. Za 1
hodinu véak parnik urazi 20 km, a tedy naklady na jednu hodinu jsou 36 -20 = 720
K& Celkova vyse nékladd na 1 km bude nejmensi pii rychlosti 20 km/h a bude
¢init 720 K&/h. .

593. Naleznéte asymptoty funkce

) =B ;f_—2

Reseni: Nejprve vySetfime asymptoty bez smérnice. Defini¢ni obor funkce f(z) je

roven R—{2}. Odtud plyne, Ze jediny bod zo, ve kterém funkce mlZe mit nevlastni
limitu, je bod zp = 2. Plati

lim (3x+%)= lim 3z 4+ lim -—3~*=6+3,-oo=oo.

z—2+ z—2+ z—2+ T — 2
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Podobné zjistime, Ze

lim (3x +

T2~

)= lim 3z 4+ lim

T2 32— T —

3
sl 5 =643 (—00) = —co.

ProtoZe existuje aspoil jedna nevlastni jednostranna limita v bodé =y = 2 je pfimka
z = 2 asymptotou bez smérnice. Nyni vySetfime asymptoty se smérnici y = az +b.

a= lim i—(m—)m lim (3+L)=3+ lim L=3+0=3.

200 T z—00 z(r - 2)

=0.

. . 3 " 3
b= xlgg(}(f(m) —azx) = zangO (3:1:+ R 3:::) = z1_1_%1o e
Pfimka y = 3z je asymptotou se smérnici pro z — 0o. Analogicky spoc¢teme limity
pro £ — —oo. Opét vychézi y = 3z. Pfimka y = 3z je dvojnésobnou asymptotou
se smérnici.
594. Naleznéte asymptoty funkce

_(z=1)
@)= v

Reseni: Nejprve vySetiime asymptoty bez smérnice. Definiéni obor funkce f(z)
je roven R — {—1}. Odtud plyne, Ze jediny bod z¢, ve kterém funkce miize mit
nevlastni limitu, je bod zp = —1. Plati

lim ﬂ= lim (z—1)°- lim ﬂ—-l—-m-:—S-oo:—oo
zs—1+ (z+1)2  zs-1+ z—-1+ (z + 1)2 '
Podobné zjistime, Ze
i (:17 el 1)3 R 3 3
1 S s ] rz—1)°. 1 —— = —-8.00 = —00.
e Rl W B b
ProtoZe existuje aspoifi jedna nevlastni jednostranna limita v bodé zo = —1, je
piimka z = —1 asymptotou bez smérnice. Nyni vySetfime asymptoty se smérnici
y=ax+b. '
e feeTP L _ (e
A= = By ALV = A ey
. 23 -3224+3z-1-23-222 -2 . Bt 0w ]
= lim = lim = —5.
T—00 (.’B + 1)2 T—00 (.‘17 -+ 1)2

P¥imka y = = — 5 je asymptotou se smérnici pro £ — co. Snadno je vidét, Ze tytéz
limity vychézi pro £ — —oco. Jedinad asymptota se smérnici je y =z — 5.
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595. Vysetirete prubéh funkce
- flz) =2 - 22% + 2.

Regeni: I. Pro definiéni obor plati Df = R. Déle f(—z) = (—z)* — 2(-x2)? +2 =
z* — 222 4+ 2 = f(z). Odtud plyne, Ze zadan funkce je sud4. Dale plati, ze f(z) je
spojité na R. Upravou funkéniho predpisu z¢ — 222 +2 = (22 —1)2+1 > 0 zjistime,
Ze rovnice f(z) = 0 nema feSeni v R. Funkce f(z) je tedy stale kladnd a nemé
nulové body.

II. Spoéteme prvni derivaci funkce f(z). Plati

flz) =45 -4z = 4x(z? — 1) = dz(z — 1)(z + 1).

Uréime nulové body prvni derivace. Rovnice f'(z) = 0 m4 tfi feSeni z = -1,z =0
a z = 1. MlZeme urd¢it signum prvni derivace.

interval (—o00,-1) (=1,0) (0,1) (1,00)
sgn f'(z) = . - P

Zjistili jsme, Ze funkce f(z) je na intervalech (—o0,—1), (0, 1) klesajici a na inter-
valech (—1,0), (1, 00) rostouci. V bodé z = 0 m4 funkce lokélni extrém, a to lokalni
maximum. Plati f(0) = 2. V bodech z = —1 a z = 1 nabyva funkce lokélnich
minim a plati f(—1) = f(1) = 1.

II. Spoéteme druhou derivaci. Plati

1 1
==l

Nalezneme nulové body druhé derivace. ReSenim rovnice f”(z) = 0 ziskivame
= —71§= = —-0,58ax= % ~ 0, 58. Uréime signum druhé derivace.

f(z) =122% -4 =12(? - %) = 12(z (z +

interval (—00, —1/v/3) (-1//3,1/+/3) (1/v/3, 00)
@ |+ = -

Odtud plyne, ze funkce je na intervalech (—oo, —%), (%, 00) konvexni a na inter-
valu (— 7=, 75) konkévni. Funkce mé dva inflexni bedy, a to — J5a —- Dile plat
f~x)=flH)~1,4
IV. Asymptoty bez smérnice neexistuji, nebot pro kazdé zy € R plati

lim f(z) = £(zo).

T—ITqg
Déle vySetfeme asymptoty se smérnici pro £ — 0o a # — —oco. Snadno zjistime, ze

: o E'-274-0
a= lim M= lim x—i, lim 4z(z? - 1) =4- 00 (00 — 1) = o0,

T—+00 T T—00 r T—+00
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122242
E= lim @ e Jim ol lim 4z(z®-1) = —400-(00—1) = ~00.
IT—r—00 T -5 —00 T r——00
Odtud plyne, Ze funkce f(z) asymptoty se smérnici nema.
V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

| Y
2
i
o _
_1 L] T 1 T
596. VysSetrete priibéh funkce
f(z) = z* - 223,

Regeni: 1. Pro definiéni obor plati Df = R. Protoze f(—z) = (—z)* — 2(-z)% =
z* + 22°, plyne odtud, Ze f(z) neni ani sud4, ani lichd. ReSenim rovnice f(z) =
£%(z—2) = 0 dostavame, Ze existuji dva nulové body z = 0 a z = 2. Uréime signum
funkce f(x).

interval (—00,0) (0,2) (2, 00) ..
sgn f(z) s - o

II. Spoc¢teme prvni derivaci funkce f(z). Plati
f'(z) =do? = 2% = 2223z - 3).

Uré¢ime nulové body prvni derivace. Rovnice f'(z) = 0 m4 dvé feseni z = 0 a
z = 2. Miizeme uréit signum prvni derivace.

interval (—00,0) (0,3/2) (3/2,00)
sgn f'(z) - - v
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Zjistili jsme, Ze funkce f(z) je na intervalech (—o00,0), (0, 3) klesajici a na intervalu
(%, o) rostouci. V bod& z = § m4 funkce lokdlni extrém, a to lokélni minimum.
Plati f(3) = —Z ~ —1,68. V bodé z = 0 lokélni extrém neni a f(0) = 0.

I1. Spocteme druhou derivaci. Plati
f(z) = 1222 — 122 = 122(z - 1).

Nalezneme nulové body druhé derivace. ReSenim rovnice f”(r) = 0 ziskavame
£ =0az=1. Uréime signum druhé derivace.

interval (—00,0) (0,1) (1,00)
sgn f"(z) + o= e

Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—oo,0), (1,00) konvexni a na intervalu
(0,1) konkévni. Funkce mé dva inflexni body, a to z = 0 a z = 1. Déle plati
£(0)=04a f(1) = -1.

IV. Podobné, jako v pfedchozim pfikladé, polynom f(z) neméa asymptoty bez smér-
nice ani se smérnici. VySetieme chovani funkce f(z) pro z — 0o a £ — —oo. Plati

lim z* — 22 = lim z3(z — 2) = oo(00 — 2) = 0.

o0 T—+00
lim z*-22%= lim 2%z —2) = —o0(—00-2) = oo.
T——00 £——00

V. Nyni provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

by

o
—
S
b2

)

597. Vysetiete prubéh funkce

f(z)=2*+ g
%

Reseni: I. Pro definiéni obor plati Df = R — {0}. Protofe f(~z) = (~z)? + 2 =
z?—2, plyne odtud, e f(z) neni ani sud4, ani lich4. Funkce mii¥e stiidat znaménko
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bud v nulovych bodech, nebo v bodech, kde neni definovina. ReSenim rovnice
f(z) = 0 dostavéme, Ze jediny nulovy bod je bod z = ¥—2 = —¥3. Nyni jiz
miZeme urcit signum funkee f(z).

interval (—o0, —V/2)
sgn f(x) +

(0,00)
+

(__\3/5, O)

IL. Spoc&teme prvni derivaci funkce f(z). Plati

=
f'(m)=2m—x%=2x(]—mi3) =2_$%3_1)'

Uréime nulové body prvni derivace a body, v nich# neni prvni derivace definovana.
Rovnice f'(z) = 0 m4 jediné feSeni z = 1. MiiZeme uréit signum prvni derivace.

interval

(_005 0)

(0,1)

(1,00)

sgn f'(z)

+

Zjistili jsme, Ze funkce f(z) je na intervalech (—co, 0), (0, 1) klesajici a na intervalu
(1,00) rostouci. V bod& zp = 1 m4 funkce lokélni extrém, a to lokélni minimum.
Plati f(1) = 3.

IT1. Spoc¢teme druhou derivaci. Plati

4 2(z3+2)
" g a*
S L

Nalezneme nulové body druhé derivace a body, v nich neni druha derivace defi-

novéna. ReSenim rovnice f”(z) = 0 ziskdvdme z = —/2. Uréime signum druhé
derivace.
interval (—o0, —V/2) (—v/2,0) (0, 00)
e G |+ = :

Odtud plyne, ze funkce je na intervalech (—oo, —/2), (0, c0) konvexni a na intervalu
(—+¥/2,0) konkavni. Funkce m4 jediny inflexni bod, a to — /2. Rovn&% v bodé& 0
stfidd druhd derivace znaménko. Bod 0 vSak neni inflexnim bodem funkce f(z),
nebot 0 ¢ Df. Dale plati f(—¥/2) =0a f(1) = 3.

IV. Nejprve vysetiime asymptoty bez smérnice. Jedinym kandidatem na asymptotu
bez smérnice je pfimka £ = 0. VySettime pFislusné limity.

: s
lim 3:2+;=0+oo:oo.

_ 2
lim 22+ = =0-00 = -,
z—0t

=0~ T

Odtud plyne, Ze pfimka z = 0 je asymptota bez smérnice. Déle vySetfeme asymp-
toty se smérnici pro £ — 0o a £ —+ —00. Snadno zjistime, Ze

7
azlimm:limx—}—————oo, lim -flx—): lim g;—i—'E:moo_
T00 I T00 T2 T——00 PO 72

T H—
Odtud plyne, ze funkce f(z) asymptoty se smérnici nema.
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V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

598. V-yéetfete priubéh funkce

—

Flp) =e":
Reseni: I. Defini¢ni obor je roven mno#ing Df = R — {0}. Protoze f(—z) = e~ =,

plyne odtud, ze f(z) neni ani sud4, ani lich4. Funkce je stle kladna a nemd nulové
body.

interval (—00,0) (0, 00)
sgn f(z) + %

II. Spocteme prvni derivaci funkce f(z). Plati

1 1 1 &
7 1
) = —-1)— = ——e=s.
F'(z) = ez (1) = ——ex
Nulové body prvni derivace neexistuji. Prvni derivace je stale zapornd a neni
definovana v bodé z =0 a plati lim f'(z) = 0.
z—0~

interval (—00,0) (0, 00)
sgn f'(z) = =

Odtud plyne, Ze funkce f(z) je klesajici na celém definiénim oboru. Lokalni extrémy
funkce f(x) nema.
ITI. Spoéteme druhou derivaci. Plati

£"(2) = (~1)(=2) ge% — ez (~1) 5 = ~rex(2z +1).




Nalezneme nulové body druhé derivace a body, v nich# neni druhé derivace defi-

novéna. ReSenim rovnice f”(z) = 0 ziskédvime z — —3. Uréime signum druhé
derivace.
interval (—o0,-1/2) (—1/2,0) (0, 00)
sgu f"(z) = * -+

Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—%,0), (0,00) konvexni a na intervalu
(—00, —3) konkavni. Funkce m4 jeding inflexni bod, a to —5. Déle plati f(—1) ~
0,13 a f(—1) =~ 0, 36.
IV. Nejprve vysetfime asymptoty bez smérnice. Jedinym kandidatem na asymptotu
bez smérnice je pfimka x = 0. VySetfime pfisluiné limity.
1 1

lim e =6 =0, lim ez =e*™ = oo.

z—0— z—0+
Odtud plyne, Ze pfimka z = 0 je asymptota bez smérnice. Déle vySetfeme asymp-
totu se smérnici y = ax + b pro z — oco.

a = lim @ = lim
00 I T—00

= lim —- limez =0-1=0.

1
ex 1 1
T =00 T T—00

b= lim (f(z) — az) = lim e% =e9=1.
T—o0 T—00
Pfimka y = 1 je asymptotou se smérnici pro z — co. Analogicky vysetfime pfipad
asymptoty pro x — —oo. Opét vyjde pfimka y = 1. Piimka y = 1 je tedy
dvojndsobnou asymptotou se smérnici.
V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

ﬂy
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599. Vysetfete prubéh funkce
floy= 22"

ReSeni: 1. Df = R. Protoze 22 > 0 a 272 > 0 plati Hf C (0,00). Funkce f(z) je
tedy nezaporné a spojitd na R. Dale f(—z) = (—z)22~(~®) = z22%. Odtud plyne,
ze funkce f(z) neni ani sudé, ani lichd. Uréime nulové body funkce f(z). Je zfejmé,
Ze existuje jediny nulovy bod f(z), a to g = 0. Plati

interval (—0,0) (0, 00)
sgn f(z) + %

II. Spocteme prvni derivaci. Plati

2
f,(I) = 2-’73‘2*2+$2-1n2—2_”(—1) ol —]_[]_2.2';-2_ (IE-—— m)

Resenim rovnice f'(x) = 0 ziskdme dva staciondrni body z1 = 0 a 7o = 1% =~ 2,88.
Uréime signum prvni derivace.

interval (—00,0) (0,2/In2) (2/1n2, 00)
o I | = T =

Odtud plyne, ze funkce f(z) je na intervalech (—00,0) a (;2;,00) klesajici a na
intervalu (0, ;%) rostouci. V bodé 0 je lokdlni minimum a f(0) = 0. V bodé
je lokalni maximum a f(:2) ~ 1,13.

III. Uréime druhou derivaci. Plati
(@) = (-1)In2-27%(2z~1n2-5%)+2"%(2-21n2-z) = 27 %(In* 2-2% —41n 2.+ 2).

Nalezneme feSeni rovnice f”(z) = 0. To znamena vyfesit kvadratickou rovnici
In®2-22 —4In2-z + 2 = 0. Snadno se vidi, Ze tato rovnice ma dvé fedeni

4In2+ V16?2 -4-In%2-2  2++/2
2. 1n?2 ~ 2

L1292 —

Plati zl—_n\éi ~ 0,84 a -—"C ~ 4,92. Nyni mizeme urcit signum druhé derivace.

interval | (-o0,2p) | (R A [ (i)
sgn f"(z) + = o€
Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—oo0, 2 =¥ ) ( L 2 ,00) konvexni a na

intervalu (fQL, »—;‘;Tzf—) konkévni. Funkce m4 dva inflexni body, a to zﬂ“’f, 2;;‘,?
Dile plati f(2-¥2) ~ 0,4 a f(3:£2) ~0,8.
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IV. Asymptoty bez smérnice funkce f(z) nemd. Vy3etieme asymptotu se smérnici
y=ax+bprozxr — oo.

8= v Iﬁ):limxﬂ*z:lim izlim . = - = .
T—o0 I T—00 T—oo 2T z—00 In2 - 2% o0
2z 2 2
—_— 1 s — B 2 D i A —— 1 _— e — = .
t= el —l=lp e ¥ = BT AT o
Pfimka y = 0 je asymptotou se smérnici pro z — oo. Daéle vySetfime pfipad
asymptoty y = ax + b pro £ = —oo. Plati
a= lim f(z) = lim 2.27% = lim &: lim 2°° = (&) (-t0) =00
T—=+—-00 T T——00 r—+—00 I—+=—00

Odtud plyne, Ze funkce f(z) pro z — —oo asymptotu se smérnici nema.
V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

-
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Naleznéte lokdlni extrémy nésledujicich funkei:

600. f(z) =4z —3z2—36z—5. 601. f(z)=42>—182z>+27z 7.

10 z? — 3z + 2
602 fo)= ot ver 803 J®)= mraer1
g 8 T
606. f(x)=e "sinz. 607. f(z)=4z+tgz.
608. f(z)= 6z — z2. 609. f(z) = V223 + 332 — 36w
1
610. f(z) =1In(l +z — 42?). 611. f(z)=arctg T — §ln(11:2 +1).

Uréete intervaly, na nichZ je dané funkce rostouci, pfipadné klesajici:
2

612. f(z)= ;—7; 613. f(z)= xfﬁ -.

614. f(z) =z +sinz. 615. f(r)=Inv1+72

616. f(z) = 2z° —Inz. 617. f(z)= \/“:1_;_35
41

618. f(:::):—ﬁ;+1_$. 619. f(a:):x+$2_1.

Uréete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z) na daném intervalu:

620. f(z) = /(22 —=z)?, (-3,2). 621. f(z)==x-2Inzx, (1,e).

622. f(z) =%, (0,00). 623. f(z)=x°-5z*+52° +1, (-2,1).
624. f(z)=gx—-12z+1, (-1,3). 625. f(x)=4-2z—¢"%, (0,1).
626. f(z)zarctg;—iu (0,1).  627. f(z)=z+In(8 - 2z), (-2,2).

Uréete inflexni body funkce f(z) a intervaly na nichz je funkce konvexni, prip.
konkévni:

628. f(z)=In(z? +1). 629. f(z) =3z® - 5z* + 3z — 2.
1 5 -
632. f(z)=1-Vz-1. 633. f(z) =BT
V néasledujicich ptikladech naleznéte véechny inflexni body dané funkce f(z):
634. flz)=e% +2 635 z
" €T = e I. g I e
/(@) z3 + 27
In(z + 2) 14+z\*
636. = ; = ;
fa) == 097. f(@)= (122) -
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V nésledujici skupiné tloh naleznéte vSechny asymptoty dané funkce:

1
638. f(z)=x + 2-arccotg z. 639. f(z)==z+ E‘E
640. f(z)=z-In(e+ i) 641. f(z)= 5z + arctg %
3 z3 4+ 2
: = —_ 43. = -
642. f(z) 3:;:-%—3:_2 643. f(z) g
cosT rsinz
vVz2+1
646. f(z)= Va3 + 4a2. 647. f(z)= 3’2;‘2’—_4"1

V nasledujici skupiné loh provedte kompletni vySetfeni pribéhu dané funkce:

648. f(z) =3z -2 649. f(z) = 16z(x —1)3.

1 2T
650. f(z)=——. 651. f(z)= 5

z2 1

1 2

654. f(z)= 5 - 2. 655. f(r)= = i
656. f(z)= V/1— 3. 657. f(z) = V23 + 22
658. f(z)= 1% 6859. f(z)=1In fi’ -
660. f(z)= Y (x+1)2- Y(z-1)2. 661. f(z)=2(z+1)-3(z+1)2
662. f(z)=zatetg 2. 663. flz)==x z : ;

664. V roviné jsou dény body A = [0,3|, B = [4,5]. Na ose = naleznéte takovy
bod M, aby soucet vzdalenosti |AM |+ |BM| byl nejmensi.

665. Jaké jsou rozméry otevieného bazénu se ¢tvercovym dnem o objemu 32 m®,
aby jeho vyzdéni vyzadovalo minimalni spotfebu materialu?

jaké nejdelsi bievno je mozno splavit témito kanaly.

667. Plakit obdélnikového tvaru velky 500 cm? ma mit okraj 6cm nahofe a 4cm
na kazdé strané a dole. Jaké nejvétsi rozméry miiZe mit potisténd plocha?

668. Dvé lodi kfiZuji svoji drahu pod pravym uhlem. Kdyz prvni z nich je v
prise¢iku drah, je druhd od néj vzdalena jesté 20 km. Prvni lod se pohybuje
rychlosti 30 km/h, druhé lod rychlosti 50 km/h. Najdéte nejmensi vzdalenost lodi.
Vypoctéte rychlost, s jakou se lodi vzdaluji.
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8. KRIVKY A FUNKCE DANE PARAMETRICKY

V nasledujici kapitole se budeme struéné zabyvat zdkladnimi {ilohami s téma-
tikou rovinnych kfivek a funkci danych parametricky. Graf funkce, jehoz vysSetfo-
vanim jsme se zabyvali v predeslé kapitole, je specidlnim pfipadem rovinné kfivky.
Pojem kfivky je tedy pfirozenym zobecnénim pojmu grafu funkce. Pfi feSeni aloh
budeme navazovat na predchozi védomosti o derivacich a pribéhu funkce.

CAST A: RESENE PRIKLADY

669. Zjistéte, zda je parametrickymi rovnicemi
) =t>+t, y(t)=t*-t, teR

zadana néjaka funkce y = f(z).

Reseni: Protoze z'(t) = 3t + 1 > 0 pro kazdou hodnotu parametru ¢t € R, plyne
odtud, Ze funkce z(t) je rostouci na R. Ka%d4 rostouci funkce je prostd a k prosté
funkei existuje funkce inverzni. Parametrickymi rovnicemi je tedy zadéna funkce.

670. Naleznéte prvni, druhou a tfeti derivaci funkce dané parametricky

z(t) =e’, y(t) = arcsint, te(-1,1).

Regeni: Prvni derivaci uréime podle vzorce

) _y'(@)
f (I(t)) s :L,_:(t)‘
Je zfejmé, ze pro derivace z'(t) a ¥/ (t) plati: z'(¢t) = et a ¢y'(t) = ﬁ Odtud
-z
Fa(t) = 5

Druhou derivaci uré¢ime podle vzorce

() < VOO ~y 02" @)

(z'(t))3
Protoze pro druhé derivace plati z"(t) = e a y"(t) = —\/(11=2)3, dostéavame, Ze
-z
24+t-1 4
(@®) =
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Tteti derivaci uréime podle vzorce

fm(:lﬁ(t)) ” ym(t)(x’(t))Z ~ 3yn(t);cn(t)x’(t) 4 3y’(t)(r£”(t])2 - y'(t)a:"(t):v""(t)
(z'(t))® °

2
ProtoZe pro tfeti derivace plati ' (t) = et a y"'(t) = Ai—l—, lyne odtud, Ze
p p (t) ¥ (t) \/(—172)5 pPLy
24 +3t3 - 262 -3t +3
e3t /(1 — t2)5

f(=(t)) =

671. Urcete rovnici teény k elipse zadané parametrickymi rovnicemi
z(t) = 3cosz, y(t)="5sinz, t € (0,2r)
v bodé odpovidajicim hodnoté parametru g = %
ReSeni: Pfipomefime, Ze rovnice teény ke grafu funkce y = f(z) v bodé z, je
¥ — yo = f'(z0)(z — z0).

Hodnoté parametru ¢, odpovidd bod A = [z(tg), y(to)] = [zo, yo]. Plati

3_\/5 ! e - ey L 3\/§

Fo =%(tg) = 5 % (1) = —3sint, x(z)—u?,sm(z)_——zu_
5\/§ 7 5 2
Yo = y(to) = ._,.__,2 ; yf(t) = Bcost, (—g) e 5(:03(—;-1—-) = T\/_

Nyni jiz miZeme uré¢it hodnotu derivace f'(zo). Plati

D
e )~ B §

Rovnice te¢ny k zadané elipse v bodé A = [3-‘/—5 iQ] tedy je

A5 3

S

t: 10z + 6y — 30v/2 = 0.

672. Urcete rovnici tecny ke kfivce zadané parametrickymi rovnicemi

o
2

z(t) i) = 5(—’5—~ Ge -0

t—1)’
v bodé odpovidajicim hodnoté parametru tg = 2.
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Regeni: Budeme postupovat jinak, nez v predchozim piikladu. Pfipomenme, ze
rovnice tecny ke kfivce dané parametrickymi rovnicemi ¢ = z(t), y = y(¢) v bodé
odpovidajici hodnoté& parametru g, tj. v bodé A = [z(tp), y(to)] je

t:  y(to)(z — z(to)) — ='(to)(y — y(to)) = 0.

Analogicky pro rovnici normaly plati

n:  &(to)(z — z(to)) + y'(to)(y — y(to)) = 0.

Spoc¢teme tedy potfebné derivace a funkéni hodnoty. Plati

#A=8 ¥ill= ' (2)=1,

Sy

-2 1

y'(2)=-5.

y(2)=1, ()= W17 5

Dosazenim do uvedenych rovnic a po kratké upravé ziskavame

i: z4+2y—-8=0, ey AW~13-11%=0D

673. Zjistéte, zda je parametrickymi rovnicemi
z(t) =t —sint, y(t)=1-cost, t€ R,

zadana néjaka funkce y = f(z). V kladném ptipadé uréete jeji prvni a druhou
derivaci. Dale urcete rovnici teény k pfislusné kfivce v bodé odpovidajicim hodnoté
parametru g = 7.

Regeni: Protoze z’(t) = 1 — cost > 0 pro kazdou hodnotu parametru t € R, plyne
odtud, Ze funkce z(t) je rostouci na R. K funkci z(t) tedy existuje funkce inverzni,
tu vSak v nasem pripadé nelze najit ve tvaru elementarni funkce. Nyni uréime prvni
a druhou derivaci. Plati

3 _y'(t) _ sint
f(r(t))_'l_;(t) Eos I—COStj t#zk?’f
" _y'(®)x'(t) — y'(£)=" () _ (1 — cost)cost — sin®¢
f (I(t)) = (:L"(t))S — (1  BeE t)3 i i # Qkﬂ'

Hodnoté parametru ¢, = m odpovida bod [m,2|. Protoze f'(r) = 0, plyne odtud,
Ze rovnice tecny je tvaru y — 2 = 0.

674. Urcete asymptoty funkce dané parametrickymi rovnicemi

7|

:r:(t)=L y(t) =tgt, t € ( g

cost’
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ReSeni: Prot — +% je limz(t) = lim(1/ cost) = co. Déle je

t
lim EQ = lim sint = +1,
t>+3 o(t) tot3
zatimco
1 int—1
Jim (u(t) ~ 2(1)) = Jim (tg 2 — ) = lim o

cost t—+Z cost
Podobné je

sint + 1
m —
t—»—-Z cost

tliﬂ‘l(y(t) +z(t)) = hm (tg z+ _) =

Dan4 kfivka (hyperbola) mé dvé asymptoty y = —z a y = z.
675. VySetfete priibéh funkce dané parametrickymi rovnicemi
2

) Ly 1

o

1teR {-1,1}.

ReSeni: Parametrické rovnice definuji y jako spojitou funkci proménné z na téch
intervalech, na nich je funkce z(t) ryze monoténni. Funkce z(t) je spojitd na
intervalech (—o0,1), (1,00). Derivace

1t - 2)

() = 51y

existuje na celém definiénim oboru funkce z(t). Nulové body derivace jsout =0 a
t = 2. VySetfeme signum derivace z'(t). Plati

interval (—00,0) (0,1) {2 (2,00)
sgn z'(t) + - - +

Na intervalech uvedenych v tabulce je funkce z(t) ryze monoténni. V bodét = 0 ma
funkce z(¢) lokdlni maximum a v bodé ¢ = 2 mé lokdlni minimum. Funkce y(t) je
spojita na intervalech (—oo, —1), (-1, 1), (1, c0). Parametrické rovnice tedy definuji
celkem pét funkci fi(z), fa(z), fs(z), fa(z), fs(z) proménné z, které jsou dany na
téchto intervalech: fi(x) na (—oo,—1), fa(z) na (—1,0), f3(z) na (0,1), fa(z) na
(1,2) a fs(x) na (2,00). Pro kazdou z téchto funkci na pfislusném intervalu plati

%
tt+1)2(t—2)

flla®) = -
Funkce z(t) zobrazuje interval (—oo, —1) na interval (—oco, —3). Funkce fi(z) klesé
od 0 do —oo, nebot fi(z(t)) < 0 a plati

t t
Iim ——=0 im — = —00.
b oo §— ] ’ t»—1- 12 —1
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Analogicky z(t) zobrazuje interval (—1,0) na interval (—%, 0). Funkce fa(z) klesa
od oo k 0, nebot na tomto intervalu plati f;(z(t)) <0a

t
im ——— =00 lim =
t—=-1+ 2 — 1 : t»0- 12 -1

Dale z(t) zobrazuje interval (0,1) na interval (—c0,0). Funkce f3(x) roste od —oo
do 0, nebot na tomto intervalu plati f3(z(t)) >0 a

lim :
—_— -0
t—1- t2 -1 .

I .
ok ]

Interval (1,2) se funkci z(t) zobrazuje na interval (4,00), pfidemz f(z(t)) > 0.
Funkce f4(z) roste od £ do oo, nebot

lim - 00 lim Ry
Py T T TR s dta]l §

Koneéné interval (2,00) se funkci z(t) zobrazi na (4,00), pficemz f5(z(t)) < 0.
Funkce f5(z) klesa od £ do 0, nebot

: t 2 )
¢5?+t2~1_§’ :1-153”2—1_0'

Nyni ur&me druhou derivaci. Pro kazdou z funkci f;(z(t)) na piislusném intervalu
plati
2t — 13+ 3t +1)
3t +1)3(t—-2)8
Podrobnym vySetfenim druhé derivace zjistime, ze polynom t3 + 3t + 1 stfida na

intervalu (—1,0) znaménko, a tedy mé na intervalu nulovy bod. V tomto bodé ma
funkce f3 inflexni bod. Zbyva uréit asymptoty. Funkce f; a fo maji v bodé = = -%

P (@) =

asymptotu z = —31. Vysetfeme déle asymptoty pro £ — —oc a z — co. Plati
t
- s i
a= lim f1($)= im £ = lim ——+——= lim =8
-0 I to—co L t——o0 t2 — 1 i? t——oo t(t + 1)
TR Eemy TP
_x—z—oolm ax_t—sglcotz—l_

Osa y = 0 je asymptotou se smérnici funkce f;(x) pro z — —oo. Analogicky

vypoclteme
a= hm f3(x) = lim 3 = ~1—,
-0 I e—»1- t(E+1) 2
. - t 3 —t3 — 2+ 2t 3
Bees 1M -=-=1 - i TR e B,
T—+—00 fS(z) t—lgl— (t2 -1 2(t- 1)) t—gl' 2(t2 -1) 4

Piimka y = %z - % je asymptotou se smérnici funkce f3(z) pro z — —oo. Dale
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fa(zx) 1 1

aq = lim = lim — = _,
T0 L t-1+ t(t+1) 2
T t?+ 2t 3
b= lim e R | R A e R T
T—00 f4( ) 2 t—lbr{l"' 2(t+ 1) 4

1|

v e 93 i WY s
Piimka y = 32 — § je asymptotou se smérnici funkce f4(z) pro  — oo. Kone¢né

as = lim
I—r0o0

= B Bl = S

fs(2) = lim - ,
% t—oo t(t + 1)

i
0.

Osa y = 0 je asymptotou se smérnici funkce fs(z) pro £ — oco. Dalsi asymptoty
neexistuji. Zbyva zkompletovat ziskané informace a nakreslit obrazek.

t— —1

fo

by

t— —17

A
1
1
|
|
[
[
1
I
1
1
I
|
1
1

a7



CAST B: NERESENE PRIKLADY

676. Rada kfivek ziskala sviij vlastni nazev, ktery éasto vystihuje jeji tvar nebo
charakter. Mezi tyto kfivky patii napfiklad cykloida, kardioida, asteroida, lemni-
skata, Archimedova spirala, logaritmicka spirdla a hyperbolicka spiradla. Napiste
parametrické rovnice téchto zndmych kfivek a nakreslete jejich grafy.

V naésledujici skupiné tloh spoc¢téte derivaci funkce dané parametricky:

2t
677. z(t) = TP y(t) = T 678. z(t) =4t + 1%, y{t)=t3+1¢.

679. z(t) = acos®t, y(t) = asin®t. 680. z(t) = e* cos®t, y(t) = e** sin’t.
Spoctéte prvni, druhou a tfeti derivaci funkce dané parametricky:
681. z(t) = Int, y(t) =sin2t. 682. z(t) = e tcost, y(t)=e "sint.

683. Naleznéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce dané parametrickymi
rovnicemi z(t) =t — 4t +4, y(t)=t>—3t+2 v bodé A = [1,0].

684. Naleznéte rovnici teny a normaly ke grafu funkce dané parametrickymi
rovnicemi z(t) = a(t —sint), y(t) = a(1 - cost) pro t = 3£,

Naleznéte inflexni body funkce dané parametricky:

685. z(t) = sint, y(t) = e 686. z(t) =3t + 13, y(t) =t>

687. Zjistéte, pro jakd a,b je bod A = [1,4] inflexnim bodem funkce dané para-
metrickymi rovnicemi z(t) = bt?, y(t) =at+1t3 prot > 0.

Naleznéte asymptoty krivky dané parametrickymi rovnicemi:

tet 2e! 3at 3at?

==, y(t):t_ 689. z(t) = y(t)=1+t3.

688. z(f) = -
® S

Vysetfete priibéh kfivky zadané parametrickymi rovnicemi:

£ 1 3t 8"
690. z(t) = ——, y(t) = . z(t) = —— B i
Int
692. z(t) = DT y(t) = tInt. 693. z(t) = te!,  y(t) =te .
694. z(t) = cos*t, y(t) =sin*t. 695. z(t) = 2t — 2, y(t) =3t -3,
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III. INTEGRALNI POCET FUNKCI
JEDNE PROMENNE

1. NEURCITY INTEGRAL

Naésledujici kapitola obsahuje pfiklady na vypocet neurcitych integrald. V tivodni
¢asti se budeme zabyvat pfimou integraci, pfi které pouzivame znalosti zakladnich
integra¢nich vzorcid a riznych algebraickych tprav. V dalsi ¢asti kapitoly uvedeme
ulohy na substitu¢ni metodu a metodu per partes. Dale budou nasledovat tilohy na
integraci racionalné lomenych funkci. Konecné ukéZeme, Ze na vypocet integralu z
racionalné lomené funkce lze prevést celou fadu specidlnich typh integrald.

CAST A: RESENE PRIKLADY

696. Pomoci pfimé integrace FeSte integral
3 x 1
(:n -24 - )da:.
ix

Reseni: K vipoctu tohoto integralu je zapotiebi znalosti hned nékolika zékladnich
integracnich vzorci. PfedevSim je nutno védét, ze plati

[U@e@)ar= [ 1@ as [ o) ax

V naSem piipadé je tedy nutné rozdélit vypocdet zadaného integrilu na vypodet t¥i
integrald. Plati

f(m3~2z+l)dz=fzadm—/2xdm+/-ldx.
T 2

K vyreseni téchto tii dil¢ich integrali je zapotiebi znalosti nasledujicich integra¢nich
vzorci

mn-l—l
" dz = - | =1 g =
/:c dz n+1+c, pron # —1, [x dz = In|z| + ¢,

a”® i
-[ax dr= e + ¢, specialné pak /em dz =e® +c.

Odtud plyne
4 T

T 2
3__oz el iee S L s Eope
/(IE 2 +I)d:c— 2 2+ln|'1:|-i-c.
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697. Pomoci primé integrace feSte integral

/ (10sinz — 5cosz)dz.

Reseni: K vypoctu tohoto integralu je zapot¥ebi znalosti nasledujicich vzorci.

/c-f(x) da:=cff(x) dz, fsinxdmz—cosx+c, /cos:c dx = sinz + c.

Z uvedenych integracnich vzorch ihned plyne

f(l(]sinm—&cosa:)dx:flOsin:cda:—/E)cosx dz =

= IO/Sinx dz - 5fcoex dr = —10cosz — 5sinz + c.
698. Pomoci piimé integrace feste integral
1 1
f (s + == +7)dz.
cos“xr  sin“zx

Reseni: K vypoétu tohoto integralu je zapot¥ebi znalosti nasledujicich integraénich
vzorci.

1 1
fdx=:::+c, / s— =tg & +e, ——dr = —Colg T + &
CO8* & sin“ x

Z uvedenych vzorci ihned plyne

1 1 1 1
ekl do=tgz— Tote.
[(0052$+5in2z+ ) T /COSdea&f Sin2$d$+f7 z=tg z—cotg x+7x+c

699. Pomoci pfimé integrace Feste integral

/ ( 1 1 )
V1-z2 1422 :
Reseni: K vypoctu tohoto integralu je zapotfebi znalosti integracnich vzorcti
[ ——-—dx = arcsinz + ¢; = —arccos +
C C
v1-—z2 ; -

dz
f [pre arctg x + ¢; = —arccotg x + c3.
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Odtud ihned plyne

1 1
./.(\/1_2+ 1+x2)dx:arcsinx+arctgm+c.
-z

700. Pomoci pfimé integrace feste integral
i
f T — sinz G
cosz + x2

Reseni: K vypo&tu tohoto integralu je zapotfebi znalosti integracniho vzorce

f'(z)
dz =In|f(z)| +c.
7@ :
ProtoZe (cosz + 22)’ = —sinz + 2z plyne odtud, 7e
Mﬁg dz =In|cosz + 22| +c.
cosT +

701. Substitu¢ni metodou feste integral

3:8
— dz.
_[\/1—92
Reseni:
b s t= 3" . dt =
Ji-08 = |d=In3.3%.dz| W3] icg
= r.2 arcsint = A arcsin 3% + c.

In3 In3

702. Substituéni metodou feste integral

f sinz d
T i
1+3cosz

Reseni:
sinz _| t=1+3cosz | _ 1(_%{)_
1+3cosz ~|dt=—-3sinzdz| [ ¢ a/
L e 1 1
e B Bl e :
3_/t 3 n |¢| 3n|1+3cosx|+c

703. Substituéni metodou Feste integral
f £°/532 + 3 da.
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Reseni:

= 10z dx:>dx—1‘:]—*z

g 3_~t3
/ \/g::;?‘_d:c t 5224+ 3=¢

_] tt—Bdt
- 5 10

= fv”t— il i S LR (52% +3)(52° — 2)vBa? +3
l 5 5" 50 3 T
704. Substituéni metodou Feste integral
f e’Varctge? .
1+ e

Reseni:

G A Ll

1+e2:|: dt = e® - dz 1—|—t2

u= arctg t 2 .
d'u._l——f dt [\/_du__ g arctg3e® + c.

Dany integrdl bylo mozZno vyftesit i krat§i cestou pomoci jediné substituce.

f */arctg e* .

1+ e22

= arctg e

2
/\/f e 3 arctg3e® + c.

di = —4_—2— dI

705. Substituéni metodou feste integral

/\/;_:cad:c.

Reseni:

/mdn

BRI ‘ f\/lwsmt cost dt = /costdt

dz = cost dt

1 2t 1 1
=f+c%dt= 2/(1+0052t) = —(t+—sm2t) —(t+sintcost):

1. 1
= E(t +sintV/1 —sin%t) = -2-(a,rcsina: +zv1—12%)+c
706. Metodou per partes FeSte integral

f z3e® dzx.
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Reseni:

S J, =
fxsex dm:’g’;z’” fg—ix

s g
3[ d.'.[’}:‘;’—x f—z.’B ——

:ex g:ex

e:!: — e:l'.‘

= 7% — 312"+ f:ze dy = ’fﬁx "=

— J:3e”—3z:2e°°+6a:ez—6[e" dz =

= 3% — 3z2e” + Bze® — 6e” + c.

707. Metodou per partes feste integral

Reseni:

[ arctg

S TP W -1 1
::r-a.rctgm ——/ 2I d:czw-arctgx ——In(z®>+1) +c¢
el 24 g5+1 z+1 2

foarctgZTt f'=riy

g=1 g==z

dm—

—1 T
=zx-arct dz =
g z+1 fx2+1

708. Metodou per partes feste integral

/m1n2z dz.

Reseni:

2 2 2 2 2

T T e i ¥ 9 T

e B AR R F o = Pudi 7 Wl —
5 T nT /de 5 o 5 no:+4—i—c

709. Metodou per partes Feste integral

[ cos(lnz) dz.

Reseni:

f=cos(lnz) f' =—sin(lnz)l

]cos(ln:::) dz = P s

=zcos(lnz) + [ sin(lnz) dz
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_|f=sin(lnz) f'=cos(lnz)i
= g’ = 1 g‘ =T

=z cos(lnz) + zsin(lnz) — fcos(ln z) d.

Nyni doslo k zajimavé situaci. Po druhé aplikaci pravidla per partes jsme ziskali
stejny integral jako na zafatku vypoctu. Daéle budeme postupovat tak, Ze ses-
tavime rovnici, jejiz leva strana je rovna danému integralu a prava strana posledné
ziskanému vyrazu. Neznamou v rovnici je hledany integral. Plati tedy

fcos(ln z) dzr = zcos(lnz) + zsin(lnz) — /cos(ln 7] da
Odtud plyne

/cos(ln:r) d = % (zcos(lnz) + zsin(lnz)) + c.

710. Metodou per partes FeSte integral

f:ne”sinm dz.
Resen: !
. B =g J =
/-:ce Smmdm‘—‘g;zezsinx g:fe“sinmdm -

Integral g = [ €®sinz dz spo¢teme metodou per partes jako v pfedchozim piikladu.

=e%sing — /ez e TdE =

g’:ex g:em
f=goas ['=-—sSing i # iy
1} R % =e®sinz —e®*cosz + | e*(—sinz) dz.
J =k g=¢

Odtud plyne
i == /ez ging dgy = %(Sin:ﬂ — COST).

Tedy

T

; B ;
/xex sing 4z = E(smaf; — COSZ)T — / E(smx —cosz) dz =

T

. 1 1
= E(smm—cos:z)ﬂs- §/ezsinx dzr + 5[(3”0053: dz.

Integral [e®sinz dr jiz zname a integrél [ e® cosz dz uréime analogicky. Plati
ez
‘/eI cosz dz = —2—(sin:t: + cos z).
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Celkem dostavame

; Te” . e
/_xez sinz dz = —-2—(sm..": — CosS )T + 5 sz +c.

711. Kombinaci substitucni metody a metody per partes feste integral

/ln(ln:r:) i
z
Reseni:
o
f]n(lnx) dx:l t—ln:c ‘/vlntdtu =Int f'=4|_
s dt gd=1 g=t

=t1nt~/; dt=tlnt—t=Inz-In(lnz) —Inz +ec.

712. Kombinaci substituéni metody a metody per partes FeSte integrél

farctg vz dz.
Reseni:
/arctg\/:?d:r: df:;tdt‘ farctgt 2t dt—Q/t arctg tdt =
== dale f’:pé"_l :2-(ﬁarctgt—/—t—2-—dt)
p gz% 2 2(t2 + 1)

i* 1
= t2arctg t — dt = t?arct t—f 1- dt =
R /t2+1 o ( t2+1)
= t?arctg t — t + arctg t = zarctg VT + arctg VT — /7 + c.

713. Reste integral z racionalni ryze lomené funkce

/‘ 2c + 7 d
Rtz —2
Resem Piedné nalezneme redlné kofeny jmenovatele. Pro rozklad jmenovatele

plati 22+ — 2 = (z — 1)(z + 2). Dale provedeme rozklad racionslni lomené funkce
na parciélni zlomky. Z teorie vyplyva pocet a tvar téchto zlomki. Sestavime rovnici

2c+ 7 B A i B
224+2-2 -1 42
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a ur¢ime koeficienty A, B. Koeficienty lze ur¢it dvéma zpisoby. V obou pripadech
vSak rovnici vyndsobime ¢lenem (z — 1)(z + 2). Pak dostavame

26+ T=A(z+2)+ Bz~ 1).

Prvni moZnost jak urcit koeficienty A, B spoéivd v tom, Ze pravou stranu rozna-
sobime a provedeme porovnani koeficientli u stejnych mocnin = na levé a na pravé
strané. Ziskdme tim systém linearnich rovnic s neznamymi A, B, ktery je nutno
vytesit. Tento postup se nazyva metoda neurcitych koeficient. Plati

A+B=2
2A-B=T.
ReSenim systému ziskdme A = 3, B = —1. Druhy postup spo¢iva v tom, Ze v rovnici

2z +7 = A(z + 2) + B(z — 1) provedeme vhodné dosazeni za z. Vhodné dosazeni
je pfitom takové dosazeni, které vynuluje nékteré ¢leny a umozni stanovit hodnotu
né&jakého koeficientu. V naSem piipadé je napfiklad vhodné dosadit z = —2ax = 1.
Ziskdme opé&t A = 3, B = —1. Odtud déle plyne

2z + 7 3 -1 dz dz
_[m2+$—2d$*f(m—l+x+2)dxn3 g—1 J z4+2

(z-1)°
+2

=3lnjlz—-1|-In|z+2|=In +ec.

714. Reste integral z racionalni ryze lomené funkce

/mf_de
24+ 2c+5

ReSeni: Provedeme rozklad jmenovatele nad R. ProtoZe jmenovatel z% + 2z + 5
nemé realné korfeny je dand funkce parcialnim zlomkem. Provedeme nasledujici
algebraickou Upravu

r—1 1 2T + 2 dzx
—-_7d3’;:7 —d.'ﬂ‘*z T .
/x2+2:r+5 2[$2+2x+5 /x2+2x+5

Uloha se rozpadla na vypocet dvou integrali. Cilem Gpravy bylo ziskat v Citateli
prvniho integrdlu derivaci jmenovatele. Pro prvni integral tedy plati

2z + 2 2
/I2+2I+5dm-lnlx + 2z + 5|.

V pfipadé& druhého integralu postupujeme nasledovné

[sziu_ t=z+1| _ [ dt _
12 +27+5 (x+1)2+4 |di=dz | J 244
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—arctg u = —arct
W] grTees & =IRRElE

_1/ B
4) (£2+1 .

Z predchozich vypoéth plyne

u=: ‘_1]’ 2du 1 1 z+1

/x——2+2m+5dx=§1n|x + 2z + 5| — arctg g T8

715. Reste integral z racionalni ryze lomené funkce
x4+ 2
——————dz
,/ 3 — 222 + 22

Regeni: Provedeme rozklad jmenovatele nad R. Plati z® — 222 42z = (22— 22+2).
Druhy ¢len na pravé strané nemd redlné kofeny. Funkci rozlozime na parcialni

zlomky. Plati
T+ 2 A Bz+C

z(a?—2c+2) T 22-2z+2

Nyni spoéitame koeficienty A, B, C. Sestavime rovnici

z+2=A(z*-22+2)+z(Bx+C)=(A+ B)z? — (24 - C)z + 24,
ze které ziskdme soustavu t¥i rovnic o tfech nezndmyjch
A+ B =0,
-24+4+C=1,

24=2.

Jejim vyfeSenim ziskdme hledané koeficienty A = 1,B = —1,C = 3. Vysledkem
tohoto vypoctu je tprava

f T+ 2 /’ f
;r:3—23:2+2:r :r:2—2:c+2

Uloha se rozpadla na vypocet dvou integraldi. Zfejmé ) dz—” = In|z|. Zbyva urcit
druhy integral. Plati

T —3 1 2r — 2 dx
- —dz==f ————dz -2 | ——— =
/3:2“2:5-1-22: 2f$2—2x+2 f:1:2~2:1:+2

it
= -2~1n|m2 — 2z + 2| + 2arctg (z — 1).

Z pfedchozich vypoéti plyne

| 1 "
/—x2+2$+5dw—ln|m|— §1n|:c — 2z + 2| + 2arctg (z — 1) +c.
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716. Reste integral z raciondlni neryze lomené funkce

2

T
—_— dz.
f:c245c:+3 o

Reseni: Protoze stupefi Citatele je roven stupni jmenovatele, provedeme déleni
¢itatele jmenovatelem. Tak dostavame, zZe

x? 4a:w 4r — 3
[$2—4I+3d$ /( M fldx+-/x2 4$+3

U posledniho integralu nalezneme kofeny Jmenovatele a déle provedeme rozklad na
parcialni zlomky. Plati

dp—8 4z — 3 A B
~4z+3 (z-1)(z-3) -1 z-3

Odtud plyne
4r — 3= A(z - 3)+ B(z - 1).

Nyni se snadno zjisti, Ze A = —%, B= g. Tim je integral preveden na tvar

1 dz 9 dz 1 9
fldx—§/$_1+§f$_3=$—§ln|:r1|+21ni$~3|+c.

717. Reste integral z racionalni neryze lomené funkce

[2$3+5x2+8
242 + 7z — 15

Regeni: ProtoZe stupeil €itatele je v&tS$i neZ stupern jmenovatele provedeme déleni
¢itatele jmenovatelem. Tak dostavame

/2$3+5$2+8d f( - 22 — 7 )d
e e ([} — T — _ i
22 + 7x — 15 22 + Tz — 15

:[:r: dx—fldx+/(2x2_2§)zx?+ 5) dz.

Déle provedeme rozklad na parcialni zlomky. Plati

22 -7 _— & B
(2z—3)(z+5) 2z-3 z+5

Odtud plyne
22z — 7= A(z +5) + B(2z - 3).
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Nyni se snadno zjisti, Ze A =4, B = 9. Tim je integral preveden na tvar

dz dz z?
/xdx /1::13: 4/ —7 +9 $+5-—2——x+2ln[2x—3|+91n]3:+5|+c.

718. Reste integral
/ dzx
VT + /T
Reseni: Nejprve vhodnou substituci pievedeme integrél z iraciondlni funkce na

integral z raciondlni lomené funkce. Plati

g=if=x o= Jo=1
dx—ﬁtf’dt

f\/‘+\/‘ 6[t2+t3 t—!—l

Déle provedeme déleni ¢itatele jmenovatelem. Pak dostavame, Ze

6/( —t+1———)dt 6(————+t 1nlt+l|)=

3
:§—§+6%—61ﬂ|%+1|+6.

719. Redte integral
f cotg x
—_—dzx
sinxt +cosz — 1

ReSeni: Zavedeme tzv. univerzalni substituci, pomoci niZ prevedeme dany integral
na integral z racionalni lomené funkce. Plati
cotg z t =1tg3 =z = 2arctg ¢
da =
_/ sinz +coszx — 1

2dt 2t 1 =%
g =
i+ sing = 1+ 2 coszx = 12

2t +1—t2 1 1—t2 2t+1——t2—1 =
1422 " 1+¢2 1+¢2

1—42 1 f1+t 1 fdt 1 [dt i .
= e wlbe [ St L (B B L L L
/2t2(1—t) 2/ 2 2 t2+2jt R

N +11n‘t $|+c
T g g e
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Reste pfimou integraci nésledujici integraly:

722.

724.

726.

T28.

730.

734.

736.

738.

740.

742.

744.

746.

748.

750.

752.

/\/3_:-—2\/_3:+:c =2 5

/I(‘/_\:/_\/—)d:c.

/‘:ﬁ—ldx
Vz?
1
—— dzx
fl+cos2:c
sinx
[1+30053:dm

1
/_—‘2 dm-
cos? zsin”

[(3:1: =11 d=

i
f s
dz
94 + 4’
dz
4 —9x2

1
fx9~4x+12 dx
1
]2$2+8:c+20 &
x

. —
|

2
T
— dx.
f1+:c6 i

fmclx.
[rﬁdm.

7
2z 1 3)°

< =}
721. / g +23+$ d
7 Sy
-_ Vi+z2+V1-z
V1-—at
— 2cotg?
725. /34";’g—_xdx.
cos?z
e2:r:
3x2
799, /L__m)_

dz.

731. / dz.
1 — z2 arcsinz

Substituéni metodou feste nasledujici integraly:

733, /2:1:(3:2 + 2)2 dz.

1
735, | ——  dz.
/(2m+3)4 *
737. f .
T+ 2
739 / 1 d
¥ T ] X
z2 4+ 5z + 11

1
[ e

$4
743. — dz.
/1+:ec2 -

745. [ s e
6+ 54

I
747. gl
[
749. / Vv2z + 5 dz.

751. fa:\/ 1-z2dz.

1
753. f-— d
V9 — 4z2 *
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Substituéni metodou Feste nasledujici integraly:

754.
756.
758.
760.

762.

764.
766.
768.
770.
772.
774.
776.
778.
780.
782.
784.
786.
788.

790.

792.

/
/

/

T
— dzx
V4 — 522

1
dz
V8 — 6z — 9z2
2

T
d
Vit -4
5 28

4% 41

/ s ) dn.

/

/xsin(:.f2 + 4) dz.

cotg\/_
.

cos 2z
2+ 3sin 2z
sinz

V2+cosz

dz.

f sin® z cos zdz.

/

CosxT
AL
SlIl2 T

sin 2z

dz.

R A
sm°z+ 3

fco.92 z dz.

J
/
/
/

1

coszT

2

dz.

sin 3
1

1+ z?)arctg z
AICCOST
T1=g®

755.

T

V1 hxz

757. /*—————d
Vz? 44+ 5 “
5

759.

761.

763

765

767

769.

771.

773.

775.

i

779.

781.

783.

785.

787.

789.

791.

793.

111

/
/

/
/
/
|
=
| =@
[ s
/
/
e

/
/
/
/

b
d
V8 — zb .
e’v/2 — 3eT dzx.
zln(z® +2

Inz

) d
—2
i dz.
In
cotg (2z + 1) dz.
¢

Tcotg e”

cos?
CoS T

Sln x

17.
cos?(z3 + 1) .7:3 +1)

:.t:tgl—x

sinx

Vicos® z
dz

cos? x\/tg T—1

14 coszx
sin’z dz.
1
sinx
dx
tg z-In’sinz’
T —arctg z




Reste metodou per partes:

794. /:csina: di
796. f zln’z dz.
798. /marctg g dx:

800. / 22 sin 2z dz.

802. /(2:2 + 6z + 3) cos 2z dz.

804. flu(:c + vz2 +1) dz.
806. / eVZ dz.
fln33:
808. -
T

810. / WaE) o

T

812. [sm:t: In(tg =) dz.

arctg e*

814.

795. /a:lna: dz.

797. /-;r:ln(:c2 + 3) dz.
799. /:c(a.rccotg x)? dz.
801. fzzarctg g dz,

803. /a.rcsina: dz.

d:s.

805. / arcsin

807. / arcsinz d

lna:
809.

\/_

T arcsinx
811. ——— dz.

V1 -—z?
813. /:ﬂtg2$ da:

earctg

815.

Vv (1 + 22

Urdete integraly z raciondlné lomené funkce:

dz
16. —_—
9 [ 222 4 5z — 12

523 — 1522 + 152 — 3

B18.
— 8224172 - 10
4 5 2
820. /’9:3: + 3z 23z +x
9z3 — 622 — 5z + 2

822. /w—jdflp

/3:2+3:c+2

824.
22+z+2

dz.

1
826. d
f:r:3+1 :r

3z +2
828.
f(a:2+a:+1

dz.

11z —
817. f sl
3r2 - 11z + 6
3 -2
819, /5:17 +9x 23: 8
821 / 9z — 14
912 — 24z + 16

23
8 /$2+3 s

+zr-—1
825. ——— dz.
/:r;(x2+1)

1
B27. dz.
/:c“+1 &

829.

| e
(22 + 3z + 3)2 o
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Reste nésledujici iracionélni, trigonometrické a transcendentni integraly:

dz VT
830. : 831. d
1+ ¥z Vz+1
g8 [ g 833. f S
T l—z
1
834. — dz 835. f ;
./-’Bv‘-’»‘”—‘l \/3:1:2-5$+8
836. o : e s8R o
V3 — 2z — 5x? Vz2 =21 + 2
838. f\/3 + 4z + z2 dz. 839. f V3 -2z — 2 dz.
840. / zv/2z — 8 dz. 841. f V/3z — 23 dz.
dz dz
42. e 843. _
8 _[1—sinm 4 —5sinz
844. / o BB 845. f . LA
SInT — cosx 14+tgz
« 3
846. f S 847. / LY
4 — 3sin“x 2+ cosz
8 | i 849. i
(1+ cosz)3 COS T
850. f s 851. / tglz dz.
sin’
dz et —2
852. ; 853.
- cotgdz / e 4 4 ke

1l —&®
854. dz. 855. —2Zz Fi :
54 f’/1+ew z /\/e +4e~* — 1dz

Reste nasledujici integraly:

5
856. f v A8 857. vi +
z® -1
858. /mz(l +nz) dv. 859. f.r Inv1 -z dz.
860 [ 2 861 /2 *VI+e® d
" —_— % " e 33 5
V5 + de* s
862. f ..o A gon. | EORE o
1+ cosz x?

864.

In(z + V22 — 1
f n(“’+$f ) 4 865. f:c(x2+1)a.rctgs: dz.
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2. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL

Nésledujici kapitola obsahuje pfiklady na vypocet Riemannova urcitého integralu
a jeho aplikaci. Nejdilezitéjsim a nejcastéji vyuZivanym vzorcem pfi vypoctech
je tzv. Newton-Leibnizova formule, ktera prevadi vypocet Riemannova urcitého
integralu na vypocet primitivni funkce a jeji funkéni hodnoty v krajnich bodech
intervalu. Uvedme nyni tvar této dileZité formule. Necht F(z) je primitivni funkce
k funkci f(z). Pak plati

b
/a f(z) dz = [F(2)], = F(b) — F(a).

CAST A: RESENE PRIKLADY
866. Pomoci Newton-Leibnizovy formule feSte integral

2
/ (z? - 5z + 2) dz.

-1

Redeni: Nejprve nalezneme primitivni funkci k funkci f(z) = 22 —5z+2. Nalezenou
primitivni funkci zapiSeme do tzv. Newton-Leibnizovy zévorky a zavorku spocteme.

2 3 2 2
/($2—5$+2)d$:{£—5i+2x =
wf 3 2 i

|
T
el 0o
|

®)
SIES
+
i
it
|
¥ e
el

i
|
N1 Cn
|

)
N
Il
po|

867. Pomoci Newton-Leibnizovy formule feste integral

1
/ |z| dz.
-1

Reseni: Zadany interval (—1, 1) rozdélime na dva intervaly a vyuzijeme véty, Ze

[ 1@ dw=f:f(m) az+ [ 1) da,

pro a < b < c¢. Pak nalezneme primitivni funkci k funkci f(z) = |z| na obou
intervalech a postupujeme podobné jako v pfedchozim prikladu.

f_lllxldx:]:ilmldx+/01|m|dz:/_{:‘l(_g;)d$+f01xd$:
N [‘zz_z]iﬁ[%2}:=(0—(—%))+(%—0)31. |
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868. Pomoci Newton-Leibnizovy formule feSte integral

/3 dz
1 372‘?‘33‘.

Reseni: Provedeme rozklad na parcidlni zlomky. Plati

3dz_f3 dz _/3(1 o
1 24z Jy olz+1) J; \z z+1 -

Koeficienty v poslednim integralu jsme ziskali obvyklym vypoctem z rovnice
1 A B
S e S e + —_—
zz+1) =z z+1
1= A(zx+1)+ Bz,
odkud jiz plyne A = 1, B = —1. Nyni posledni integral rozdélime. Plati

w

o

f B = [Inz]}-[In(z+1)]} = (In3-In1)—(In4—In2) = In = ~ 0, 405...

869. Substitu¢ni metodou Fete Riemanniv integral
1 2
e
/ dz
0 et -+ 1
Redeni: P¥i zavadéni substituce postupujeme analogicky jako u vypoc¢tu primitivni

funkce. V pfipadé Riemannova urcitého integralu je vSak jesté zapotfebi pfepocitat
meze integralu. Zména mezi se provede dosazenim do substituéni rovnice.

o

1 2z .
/ e - dt =e*-dr| _ f .

1-e

=/ (1——1—) dt=[t—In|t+ 1[]{ = (e — In(e+ 1)) — (1 — In2) ~ 1,098...
; B 1

870. Substituéni metodou feste Riemanntiv integral

]"3 dz
—a (z4+1)Vz2=2

ReSeni:
oot
T z+l
/"3 dz _|dz=-gat __/—% 2 s
4 (z+1)Vz? -2 -4—>-% -3 1 (1 1)2 — 2
“Qeiry A"



__é 1

f‘% 1 -4 i
= -—-J——dt—f S . N
= /i%u%—l < h—ztt—t? -1 v1-—2t—¢t2

1

ol

u=t+1 .
-3 du = dt 3 1
g 2. 2 & 2 3 g _ g
/(D2 - (t+1) R N
3 2
= [arcsin i] = arcsin — — a.rcsin£ ~0,129...
V2 1 3 4

V prubéhu vypoétu nastala situace, kdy po substituci byla dolni mez integralu vétsi
nez horni. V této situaci je obvyklé providét zménu mezi podle vztahu

[:f(x)dx=—f:f(x)dx-

871. Metodou per partes feSte Riemanniiv integral

1
f 7 2% dx.
0

Reseni: Pfi vypodtu Riemannova uréitého integralu metodou per partes postupu-
jeme podobné jako pfi vypoétu primitivni funkce. Funkei, kterou ziskdme jako
mezivysledek pfi integraci zapisujeme do Newton-Leibnizovy zdvorky.

1 z71 1 5z
/x-?xd:c= =[“’2] el i
0

n2 |, Jo In2
2 1 {221 =2 1 £ 3 1 2 1
'—(iﬁ“’)“m[m]u—m‘m(m—m)—m‘ﬁ”o’s"“"'

872. Metodou per partes feste Riemanntv integral

V3
[ T - arctg = dz.
0

P el

- —
9=2" g=15

Reseni:

V3 _r = il
/ x-arctga:d:z::\f_ar(:tgm e
0

x:a

[:1:2 ]‘/5 fﬁ z? dz
i = | —-arctg = - e a——
g =& R i o 2

2 0 (1+22)
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873. Kombinaci substitu¢ni metody a metody per partes feste Riemannfiv integral

1
] arcsinz dz.
0

Reseni:

1 : / 1

: = arcsinz =
/ arcsinz dz = f J Vi-z?
0

sl ; 1
e P, = [z - arcsin z]},

" b3,
_/’ B e
0 v1~x2

t2=1- g2 ; ;
zdr = —tdt | _ , —tdt 7 _om T .
1—-0

2

874. Urcete velikost obsahu &4sti roviny 2 omezené kiivkami B = % ay= % + 2.

Reseni: Postup je nasledujici. Jsou-li f (z) a g(z) funkce definované na intervalu
(a,b) takové, Ze f(z) < g(z), pak velikost obsahu plochy P(€2) omezené kiivkami
f(z) a g(z) je rovna Riemannovu integrélu

b
P(@) = f (9(z) - f()) de.

V naSem piikladé musime nejprve uréit meze integralu. Meze uréime tak, ze
nalezneme priise¢iky grafd funkei f(z) a g(z). Resime rovnici

i

— ==+ 2.
4 2 L
Odtud
° -2z -8=(z+2)(z—4) =0.
Ziejmé £ = —2 a = 4. Dolni mez integralu je tedy rovna —2, horni 4 a plati

£ 5 z2 2 1* 16 64 4 8
PO = [ Er2-Zar= | | = el B
o 2



875. Vypoctéte objem télesa € vytvoreného rotaci grafu funkce y = sinz kolem
osy z na intervalu (0, 7).

Reeni: Objem télesa V() vzniklého rotaci grafu funkce f(z) na intervalu (a,b)
kolem osy z je roven Riemannovu integralu

b
V(Q) :?rf 2(z) dz.

V naSem pfipadé jsou meze integralu rovny a =0ab=m. 2 uvedeného vzorce
plyne
i 2

™ ™ z 1
V() = :rr/ sin z dz = Ef (1—cos2z) dz = Tz — Zsin2z| = T~ 4,934...
0 2 Jo 2 2 6 2

876. Uréete délku oblouku kfivky y = Inz na intervalu 3 <z < 22.

Reseni: Délku kiivky €, kter4 je grafem funkce f(z) definované na intervalu (a, b)
lze ur¢it pomoci Riemannovu integralu

b
() = f T+ (@) de.

Protoze f(z) =Inz, plati f'(z) =1 a f?(z) = &. Odtud plyne
¥ 1 ¥ 241 ¥ Ve 11
N T L -
3 = i o i B

=il al=1*~1
dz tdt 13

tdt = zdz = — — ® ¥z
] xxs T tz—l =f5 zt dt=‘/'5t—“,2—1_‘-—ldt:
i L
& by
i3 i3 13 13 13
§t2-1 s 1 s 1 (5 dt 1 7%
= di + di = dt + - — dt - = — dt =
f; t2 -1 ﬁ 21 /g +2L s zfg £+ 1
4 4 4 4 4
1 1 ¥ 1. t-11%
=lt+=In(t-1)—=In(t+1 = |t+ = =
[ 2n( ) 2n(+)L [+2mt+J%

8
5
lnB

(=

_13+1
TE T8 T 20

- §+}.1
LT

INT-1FNE

) - +1In2 = 2,043.
-
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Spoététe nasledujici Riemannovy uréité integraly:

877

879

893.

895.

897.

899.

901.

903.

905.

909.

y

5
vz —3dz.

1
T
-
20 dz

881.

4

J

VT +5—-vVz -4

14+ In
+xdm.

dz.

878.

880.

882

884

886

888.

@
©
e

892.

894.

896.

898.

900.

902.

904.

906.

908.

910.

119

1 B
T
/1x+2 dz.
* T
/1 P R
1
i /(e‘”+1)3e2“’ dz.
0
f\/‘?‘ dz "
: —_—— dz.
1 zy/1-(Inz)?
m™
; / Vsinz — sin® z dz.
0
3 dz
0 T2+4z+5

S~

8
.
8

o

oy Py ([ S
i
i
HM
5

—
H
o —
8
b
—
—
L]

et +3
sinz
dz.
6 —5cosz 4+ cos?zx

=

)

[ury

z2e?* dz.

[

Lo e
o
-
O
(o
o]
oo
=
(N
3]

5

(z + 1) dz.

—
=¥
)

STy T, S, B, S

[1=N
|

s
¢!

t
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Spoé&téte nasledujici Riemannovy uréité integrély:

911 f T de — i
© L GTrseR " Jo Varo-va
1 2
913. f (e® — 1)%e® dz. 914. / z - log, x dz.
0 1
7 1 T
915. f sin!! z dz. 916. / __\/_e_-___ dx
0 0 et +e T
5
917. cos’ 2z dz. 918. / e
'/0 1 T9vz? -1

5 | 5 D5 243
919. [ VI = 22)3 dz. 920. f (—“—*‘““\'543:) dz.
0 % I
3 23 1
921. / o o e dz. 922. f V2zx + 2?2 dz.
0 0
16 1
923. / arctg\/ vz — 1 dz. 924. / z2v/1 - 22 dz.
1
V3
925. f °y/12 + 1 dz. 926. f arcsin
0

27
d
927. / ool s 928. f(m sinz)? d
0

sin® z + cost z

T 1
929. / e® cos® z dz. 930. / £® - /1 + 328 dz.
0 0

In5 _z 1
Vet — 1
931. e T 932. f (arcsinz)* dz.
0 e +3 0

d..":

933. Uréete stfedni hodnotu funkce f(z) = g na intervalu (4, 13).

934. Vypoététe obsah obrazce ohranié¢eného dvema parabolami urc¢enymi rovnicemi
y=z2—-4r+2ay=—2%+6x—6.

935. Urdete obsah obrazce ohrani¢eného parabolou y = —z? + 4z — 3 a jejimi
te¢nami v bodech Th = [0, —3],T> = (3, 0].

936. Urcete obsah obrazce ohrani¢eného kfivkami y = —z,y =2+ 2,z =0,z =3
a objem télesa vzniklého rotaci obrazce kolem osy z.

937. Spodtéte obsah obrazce ohranieného kfivkami y(1 + z?) = 1,2y = z2.

938. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného uzavienou kiivkou y? = z?% — z*.
939. Uréete obsah obrazce ohrani¢eného kruznici 22 4+ y? = 8 a parabolou 2y = z2.
940. Spoé&téte obsah smy&ky kfivky z(t) =t2 — 1,y(t) =3 — ¢.

941. Urcete obsah rovinného obrazce omezeného smyckou kiivky y? = z° + 2.

942. Urdete obsah obrazce ohranifeného asteroidou z(t) = acos® t,y(t) = asin®t.
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z6 2
944. Spoctéte délku oblouku paraboly y = z2 pro 0 < z < 3.

943. Spoctéte délku grafu funkce f (2) = na intervalu (1, 2).

945. Vypoctéte délku grafu funkce f(z) =1 — Incosz na intervalu (0, E)

946. Stanovte délku oblouku kfivky y2? = (z + 1)3 lezici v levé poloroving vytaté
pfimkou o rovnici z = 4.

947. Spoctéte objem télesa vytvofeného rotaci obrazce omezeného kfivkami y = 2°
a 3z — 4y + 5 = 0 kolem osy z.

948. Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci obrazce uréeného parabolami y = z2
a y?> = z kolem osy z.

949. Spoctéte objem t&lesa vytvoFeného rotaci obrazce omezeného kiivkami y = 2,
y = -2, z2 — y? = 4 kolem osy y.

950. Vypoctéte objem télesa vytvoreného rotaci obrazce omezeného darami y = z°
=0 a y = 8 kolem osy y.

]

951. Pravidelny Sestitihelnik o strané a se otaéi kolem své jedné strany. Najdéte
pomoci Guldinovy véty objem té&lesa tak vzniklého.

952. Odvodte vzorec pro vypodet povrchu a objemu kuzele.

953. Spoctéte obsah rotagni plochy, kters vznikne rotaci obrazce omezeného para-
bolou y? = 2z a pfimkou 2z = 3 okolo osy z.

954. Spoctéte obsah rotaéni plochy, ktera vznikne rotaci ktivky y = 23 kolem osy
2
a({——=, =)
z na 3 3)
955. Spoctéte obsah rotaéni plochy vzniklé rotaci kfivky dané parametrickymi
rovnicemi z(¢) = (cost + 3)?,y(t) = sin¢ + } sin 2t pro ¢ € (0, 7) kolem oSy .
956. Urcete obsah plasté télesa vzniklého rotaci kiivky y = e~* okolo osy z > 0.

957. Spoctéte obsah plsté rotaéniho télesa, které vznikne rotac jednoho oblouku
sinusoidy y = sinz okolo osy z pro 0 < z < 7.

958. Urcete povrch télesa vytvofeného rotaci kardioidy p = 2a(1 — cosy) okolo
polarni osy.

959. Urcete tézist€ T homogenni oblasti s jednotkovou ploSnou hmotnosti, ktera
Je ohranicena parabolou y = 2z — z2 a osou z.

960. Urcete t&Zit& T homogenni oblasti s jednotkovou ploSnou hmotnosti, ktera
je ohraniena kfivkou z(t) = t? — t,y(t) = t3 + ¢2 a osou z.
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3. NEVLASTNI INTEGRAL

Z4véreéna kapitola je vénovana uloham s tematikou nevlastnich integrali. Nevlastni
integral je pfirozenym zobecnénim Riemannova urcitého integralu. Zobecnéni se
tyk4 odstranéni zakladniho predpokladu, Ze integrujeme pres interval konecné délky,
tzv. nevlastni integral vlivem meze, nebo pfedpokladu ohranicenosti funkce, kterou
integrujeme, tzv. nevlastni integral vlivem funkce. Pfi vypoctu postupujeme tak, zZe
funkci nejprve zintegrujeme a pak provedeme limitni pfechod. V dalsim typu uloh
stadi pouze zjistit, zda dany integrél konverguje. To provddime pomoci nékterého
z konvergen¢nich kritérii.

CAST A: RESENE PRIKLADY

961. Spoctéte nevlastni integral

Reseni: Jedna se o nevlastni integral vlivem meze. Nevlastni integral rozepiSeme
podle definice, ur¢ime primitivni funkci, dosadime do Newton-Leibnizovy zavorky
a provedeme limitni prechod.

00 ¥4 ’ 1 1
j %dm= lim — dz = lim [—l] = lim (—— —(-—1)) = lim 1—? =1
1

T t—oo Jq :332 t—roo e

962. Spoctéte nevlastni integral

® arctg x
/ zg dz.
i T

Reseni: Jedna se opét o nevlastni integral vlivem meze. Postupujeme podobné jako
v predchozim pfikladu.

® arctg z ¢ arct = arct b2
f 2 do = lim "g‘”dx:’f AT | g
1 g =z 9=~z

, 1 g
__t}i]g] ({—Earctg x]l—f (——)$2+1 ) =
1 tdz L :
=T ——arctg t i —_—— —
Jim, (~geretg craregt) + i ([ - [ 7y ae)
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T : ; 1 T : 1
= + :l—lglo ([lnx]ﬁ - §[ln(.1:2 + 1)]‘1) = — + lim (lnt ol (In(t2 +1) - 1n2)) =

4  tooo

SR T IR TR N
4 2 tooo 1241 4 2 S 1B 241
T ln2 T In2
7t tAmlvi=g+ 2

963. Spoctéte nevlastni integral
/ 1 dz
-1 V2?2

Reseni: Jedn4 se o nevlastni integral vlivem funkce. Dana funkce neni na intervalu
(—1,1) ohraniCena. Singularita se nachazi v bodé z = 0. Proto integral rozdélime
na dvé c¢asti. Plati

U dz 0 dz ! dz
—_— = —— = lim [3 g +hm3 —
[IW 1\/— \/— t0 [\/—]1 [ﬂt
= lim (3¥/z — 3Y—1 +llm (3V1-3Vt)=3+3=6.

t—-0—

964. Vypoctéte nevlastni integral
1
1
/ \/ " xda:.
0 I =

Reseni: Jedn4 se o nevlastni integral vlivem funkce. Singularita je v bodé z = 1.

Podle definice plati
1 t
1
/ T = lim/ o
0 l-z t=1- Jg V1-—-x

Nejprve nalezneme primitivni funkci. Vhodnou substituci provedeme racionalizaci

integralu.
4u 4u?
te—m———du = [ ————du.
AR = hoe

i u?-1
kel u?+1

1+z
/ l—mdm‘“

Nyni provedeme rozklad racionlni lomené funkce na parcialni zlomky. Plati

dxm";rmf

4u? _Au+B+ Cu+D
(W +1)2 w241 " (u2+1)2
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Odtud plyne
4u? = (Au+ B)(u® +1)+Cu+ D,

4u? = Av® + Au+ Bu®* + B+ Cu+ D.
Sestavime systém rovnic a nalezneme neznamé koeficienty. Plati

A=0,B=4,C=0,D=-4.

Rozkladem na parcidlni zlomky upravime posledni integral na tvar

j P _4/ du _4/ du
W+l @+1)2) T ey (W2 +1)2

du
(212,
Pro vypocet posledniho integralu pouzijeme nasledujiciho obratu

=4-a.rctgu~4/

du f=wn I'=@ap u /’ 2u?
- = u (v2+1)* | — du =
. /u2+1 g=1 g=1 e (u? + 1)2 .
u u?+1-1 u u?+1 1
= ———4+2 = ~ dt =
uz +1 (u? +1)2 u? +1 (w2 +1)2  (u2+1)2
U du
- Bt il | it e,
u2+1+ el /('{34—1)2

Odtud plyne

] du - i B u
(u2+1)2_2 arctg u e

1
142 1 u
/(; l_xdm=4-arctgu—4-§(arctgu+u2+l).

Po dosazeni ze substituéni rovnice a upravé celkem dostavame

14 1 ottt 1
/1/1_$dx—2 a.rctgﬁl_z-i-(a:—l] e
Odtud plyne

1
1
f +$dm = lim [2-arctg
0 1‘-.’1;

Tedy

t—1—

; [1+1 [1+¢ ;
== ] 2. arctgy/ —— + (t — —_— a1y = -
t_xgl_( arctgy /- — +(t—-1) = (2arctgl + (—1) 1))
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. 1414 ; 14+t T T T w+2
=2 lim arctgy/—— + 1 t=1)yf—+1=-==2. = - == :
O et L e b Bl i B

965. Zjistéte, zda konverguje integral

oo
f e T dx.
1

Reseni: Pouzijeme srovnavaci kritérium. Nejprve dokazeme, Ze na intervalu (1, c0)
plati

x? < &,
Uvazujme funkci f(z) = e® — 2z a ukaime, e f(z) > 0 na intervalu (1, 00). Zfejms
f(1) = e =2 > 0. Déle plati, % f'(z) = e* — 2 > 0, nebot funkce e” je rostouci.
Tedy f(z) = € — 2z > 0 na (1,00). Odtud dale plyne, 7e funkce g(z) = e — 2
Je rostouci na (1,00). Tato skutecnost spolu s faktem g(1) = e — 1 > 0 dava, ze
g9(z) > 0 na (1, 00). To viak znamend, 7e na intervalu (1, o0) plati e* — 22 > 0, tj.
z? < e®. Tim je nerovnost dokdzana. Nyni je zfejmé, Ze na intervalu (1, 00) plati
1 1

e = —

et g2’

Protoze integral [ 1°° Elv; dz konverguje, konverguje podle srovnavaciho kritéria také
integral [ e~* dz. Provedme jest& pfimy vypocet.

oo t 1 1
f e*dr=1lim | e®dr= lim[-e7") = lim (= —e!) = -.

1 =00 /4 t—00 t—oo e e
966. Zjistéte, zda konverguje integral

= Eoge®

— dz.
1 vzl +1
Regeni: Pouzijeme srovndvaci kritérium. Na intervalu (1, oo) plati

; 1 1
2 2 2
41 E 9 Yt +lEe = ove® 4186 =5 e
: e £ 1~ 2*

Daéle ziejmé plati
[cose®| < 1.

Na intervalu (1, 00) lze tedy provést nésledujici odhad

cos e® ’_ | cos e®| oy
ezt +1| v+l ¢

Protoze integral f1°° ;1,; dz konverguje, konverguje podle srovnavaciho kritéria také
zadany integral.
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Vypodtéte nasledujici nevlastni integraly:

2 Nnar 1 dz
967 ﬁ _.'L‘T dI’. 968 /U 5 3;3
BEry 9% © g
969. [ S+ —2—) dz. 970. f = 28
2 I T 5 1-2 -+ 4
o i
971. / o 972. f do
§ (z—2) e |
973 [ - 974 f I
" Ji B4l " Jg @t +1
oo t 2 oo d
975. i - Bl 976. / S
i Tkl oo X2+ 2T+ 2
i dz ¥ dz
977. r—s 978. f —_—
1 VT2 -1 2 (4-1x)?
[os] dﬂ: 2 T
979. — 980. -/ (el it
—oo V/(z2 +4)3 1 Vo -1
co 1 1
981. ] = da. 982. f zrlng dz.
1 T 0
ee 2 ® gzlnz
983, (i 4, P o d
fé I-e T 98 .[o o+ )2 T
2 1
dz dzx
985. ; 986. :
fl zv3z2 — 2z — 1 /% V1 — z?arcsinz
Rozhodnéte, zda konverguji nevlastni integraly:
987 [2 Ll 988 fm i
oo vE T ds fElp-T)(z- 2
1 2
et — 2 dz
989. G o 990. —
—L v - 5 Iz
1 1
1 p
991. [ vl 992. f i
o 1—-2 0o VT
1 - o e
993. / e 994. f el
0 o 0 T
3
dz 08 B
995. [ ! 996. / —— dz
0o Vsinz g z¢+1
— f"om-sinZzE . . f% Insinz -
“Jo z2+4 ' Y e
oo d 00 _SINT | o3
999. / W P 1000. T
g s Inlnz 0 3
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IV. VYSLEDKY NERESENYCH PRIKLADU

I. UVOD DO STUDIA MATEMATIKY

1. LOGIKA, MNOZINY, DUKAZY

26. 0, 1. 27. Pravdivy. 29. Tautologie, kontradikce, tautologie, tautologie,
tautologie. 30. A' = A|A, AN B = (A|B)|(A|B),AV B = (A|A)|(B|B),A= B =
A|(A|B) = A|(B|B),A & B = (A|A)|(B|B)|(A|B). 31. A. 32. A. 33. Spravny,
nespravny, spravny, nespravny. 34. Reditel reZisérovi nerozumél a rezisér ekl
v obou pripadech totéz. 35. Nikdy. 37. 1. 38. B C A. 39. %—g-,%. 41. 3. 42,
ANB,0.43. 1. 44. ANB=A,AUB={0,1,3,3,...},A-B=0,B- A= {0}.
45. infM = 1.supM = 2. 48. infM = 0,supM = 3. 47. 29 _850. 4] =
9,|B| = 1. 51. Ne. Plati pouze vatah C. 86. DS = HS = (-3,3). 57. §~! =
{[-1,-2],[0,0],[1,2]}. 8. 22%,1,2%,28!. 89. T oS = {[z,yliy = -3x° - 1Vvy =
9z% +62%—2,Vx € Z},SoT = {[z,y];y = 322 +1Vy = 3z* — 1822 + 28,Vz € N}.
60. S = {[2,2],[3,1],4,1]}, DS = {2,3,4},HS = {1,2},S je zobrazeni, které
neni injektivni, S~ = {[2,2],(1,3],[1,4]} neni zobrazeni. 61. 72. 63. 1. Neni
injektivni, neni surjektivni. 2. Je injektivni, neni surjektivni. 3. Neni injektivni,
neni surjektivni. 64. 1. Je bijektivni. 2. Neni injektivni, neni surjektivni. 3. Neni
injektivni, je surjektivni. 65. 60, 0. 66. Ano. 67. Ano. 69. Ano. 80. Usudek
ztroskotdva na tom, Ze mnozina K —{a, b} miiZe byt prizdni. Tento pfipad nastane,
ma-li K dva prvky.

II. DIFERENCIALNI POCET FUNKCi JEDNE PROMENNE

1. ZAKLADNI VLASTNOSTI FUNKCI

100. (—o00,—v3) U (0,v3). 101. (-1,2). 102. (—o0,—3) U (3,00). 103.
(1,00). 104. (-00,0). 105. (2,00). 106. {zx € R;z # (kr +3),k € Z}.
107. (0,1). 108. (4,5)U (5,00). 109. (—oc0,1)U (2,00). 110. R. 111. (2,3).
112, {0,e0); 134 (1.1}, 114. B—{-2,1,3). T15. B~{2}. 116. B~ {2
117. R—{1,2}. 118. {z € Riz # (2k+ I,z # 2k + $)m, k € Z}. 119.
{z € Riz # (k+ §)mk € Z}. 120. (-1,1). 121. (-2,%). 122. (%3, 00).
123, (—3,00). 124. (3,00). 125. (,00). 126. (—o0,-5)U (1,00). 127.
(=3,1). 128. (-5,-4)U(-4,2).129. (-5,2)U(3,00). 130. {z € R;(k - )7 <
z < (k+g)mk e Z}. 131. (-0,2)U(3,00). 132. 0. 133. (—4,0). 134.
(=1,1)U(3,00). 135. {z € R;je 1%~ < 5 < 542 | € Z}. 136. Ne 137.
Ano. 138. Ano. 139. Ne. 140. Ano. 141. Ano. 142. Ano. 143. Ano.
176. Suda. 177. Lichd. 178. Licha. 179. Licha. 180. Suda. 181. Suda.
182. Suds. 183. Licha. 184. 7. 185. 27. 186. 12r. 187. stw. 188. 3.
189. 7. 190. 27.191. 2x. 192. Rostouci na (0, c0), konstantni na (—oo,0). 193.
Rostouci na (2, 00), klesajici na (—oo, —3), konstantni na (—3,2). 194. Rostouci na
(%,oo), klesajici na (—oo, %) 195. Klesajici na Df = R — {2}. 196. Rostouci na
(—00,0), klesajici na (0,00). 197. Rostouci na (0, c0), klesajici na (—oco,0). 198.
F(z) = sin®z + Insinz, G(z) = sin(z® + Inz). 199. F(z) = 10,G(z) = 1. 200.

F(z) = ||z - 3] +1|,G(z) = |l + 1| - 3|. 201. F(z) = ¥ G(z) = /2L 202.
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F(z) = 3(z? - 3)+2,G(z) = (3z+2)*—3. 203. F(z) = - £:%,G(z) =

F(z) = 3(z® — 3) + 2,G(z) = (3z +2)® — 3. 203. F(z) = 2“5,(}(9;) = ;; 25.
204. f~'(z) = In(2 — z) — 3. 205. f1(z) = logs 3¢. 206. f~!(z) = 241
207. f~!(z) = arcsinlog, z, (1,4). 208. f~'(z) = %;3{% 209. f~1(z) = :(1+
1 cos(z - 3)), (3,3+4m). 210. f~}(z) = 1(2 e") 211. fH=z) —2+e21°gz% 212.

Fi(z) = tglog, &, (2%-%,23+%). n13. f! mW 214. f~z) =

2(2% —=Y. 215, f~l(x) =logy, &1, (- oo,ul)U(4,oo) 216. f~Y(z) = 75
217. f-1(z) = 2%,(0,c0). 220. E. 222. Anc. 223. f(z) = z,9(z) = 3. 224.
f(.’L‘) = x3,g($) et e

2. POSLOUPNOSTI

236. Je ohraniCena. a; = %,a,ﬂ.l = n+2an 237. Je zdola ohraniCend. a; =
10g2, Gni1 = Gn + log2. 239. ap, =1+ 2(—1)"+1. 240. a, = 2L, 241. @, = 5.
Od 32. &lenu. 244. $. 245, —I. 246. co. 247. 0. 248. co. 249. 2. 250. 3. 251.
L. 252. 1. 253. 1. 254. 0. 255. 0. 256. 0. 257. —3. 258. 0. 259. 1. 260. \/e.

261. 1. 262. 7. 263. ¢~°. 264. —1. 265. —1. 266. 1. 267. 2* 268. VSl
269. a2V/3. 270. 2nr2, 472,

3. LIMITA FUNKCE A SPOJITOST

294. -12. 295. 1. 296. -1. 297. —-2. 298. 3. 299. 2. 300. . 301. 2.

302. —2. 303. 1. 304. /2. 305. 6v/2. 306. 3. 307. ;. 308. ;. 309. ;. 310.

2. 811 ~¥Z 312, 8 81%: - 814, 0.315, L 316. 1. 817 In7. 318. &
319. 5 320. 8In2. 321. ¢?. 322. —- 323. 0. 324. 1, -1. 325. Neexistuje.
Neexistuje. 326. oo, —00. 327. oo,—00. 328. oo,—o0. 329. 1,-1. 330. -2,2.
231. 0,1. 332. 00,0. 333. 0,3. 334. co. 335. Neexistuje. 336. Neexistuje. 337.
00. 338. Neexistuje. 339. Neexistuje. 340. % 341. Neexistuje. 342. Neexistuje.
343. Neexistuje. 344. f(-3) = —6. 345. f(—1) = 2. 346. f(0) = 0. 347.
f(0) = 10. 348. f(1) =7In7. 349. f(1) = —1. 348. f(1) = 0. 349. f(1) = -1.
350. f(1) =0. 351. f(1) = —5. 352. f(0) = —2. 353. f(0) = ;

4. DERIVACE FUNKCE
388 Ne. 391. 12z2(2z3 +3) 392. 12z(z% — (;::4 63:2+7)2.393. 2(3 -4z —

2(2:: -1) e i

\2/3_;‘*_!_1 3%, x%‘/::ﬁ::)oz' i 24z Y/ (1+\/E]2' s _(z +4w(m:T2);6x vgm) R
S e 408 = \/1+f=)z oy 404. - \4/(1_;3;:(1”3)2' 405. 312 sin 22,
s s o e
(I+cosz)? " ; W Lo * Tcos2xz ¢ * zinzin(lnz)" .
T 41T BCEs) q18. =Syl a19. =L 420. .
421, 5l 422, I 423 -THE(mlucoigs 494 T s
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Inz—2 2(1-Inx) 2 1 —1
425. 122 gin (2052)) 426, 2 427. -l 428. T
429. 10%* - 31n10. 430. 2%" - 3% .In2-In3. 431. 5—‘;{7@ 482, o3 433
1V/zsin%(cosz - Inz + HB2) 434, zV=. M 435. % (Inz + 1). 436.

€Os

(Inz)*(Inlnz+ ;). 437. (arctg z)* (Inarctg:c-kmm) 438. e*z**(Inz+1).
439, (—1)n-1138.0n=3) }-n 440, 2"+, 441, (n + z)e®. 442. (-1)"(n—
Il . HBY 443. (=1)rnl((z — 2)~HD) 4 (z - 1)=(++D). 444, ZEUTE 445

(-1)""Y(n—1)ls—2=. 446. 2"z cos(2z+ %) +n2"" ! sin(2z+ ). 447. %ﬁ%ﬂ

a48. (FRT 449, ANEASTEE 450, 212 451, 326%3(20 + 242° +9022 +

120z + 45). 452. 2. 453. —e**(3116sin3z + 237 cos3z). 454. 4e”(sinz — cosz).
455. y =2z + 1. 456. y = z — 3e™2. 457. [-2,-4]. 458. [1,1],[-3,3]. 459. -}-5

5. DIFERENCIAL A TAYLORUV POLYNOM
471, Salsinz=2s sz gy 473, 342, 473, 75(2s+22 InT)dz. 474 T

sin“ z (1-z)v1—-z2

dx In5.5!0t8 =
475. W 476. 7% ATT. e 478. Z22_—dx. 479. —0,15. 480.

sinzcosx

—0,013. 481. 1,007. 482. 1,043. 483. 0,2. 484. 1,035906. 485. 0,835398. 486.
e“(lnz+2 -5+ 5 - B)nt 487, —4sin2z - h3. 488. (10cosz - zsinz)h!0.

489. —1024(z c0s2z + 5sin 20)h'. 490. 1 5+ :; 2. 491, r- % — 2o

492. z — % . 493. _ﬁ—%— 494, T+ % +2z 495. ——%%—%;5.496.
14+ 2(z— ) s(z— (:r—l) 497. ——~(3: 2)+3 (a: 2)2 - (9:—2)3+

32(.1: ~ 2)4. 493 (a: - 1) (x —1)2+ 3(z - 1)3. 499. 1+ Hz-1)- 3(z - 1)%
500. 999805 + 29998(z — 100) +300(:s— 100)? + (z 100)3 501. 5 13(3: +1) +
11(z + 1)2 - 2(z + 1)3. 502. 3. 503. 1. 504. 12 505.

6. L’"HOSPITALOVO PRAVIDLO

527. 1.528. 0. 529. 3. 530. In2. 531. 1.532. —2. 533. 2. 534. —2. 535.
|536. _1. 537. 4. 538. 2. 539. 0. 540. %- 541. 0. 542. co. 543. 0. 544. 0.
. 546. 1. 547. . 548. 1. 549. 0. 550. 2. 551. 0. 552. 1. 553. 0. 554. 1.
. 556. 3. 557. 0. 558. . 559. . 560. —1. 561. —1. 562. 0. 563.
. 565. 2. 566. 1. 567. e~5.568. 0. 569. 1. 570. ¢ 571. e~%. 572. ¢,
573. 1. 574. 1. 575. €3 576. 1. 577. Ne. 1. 578. Ne. 0. 579. Ne. 1. 580. Ne.

Neexistuje. 581. —1. 582. —3. 583. 1.

b=

o
(=7
[
= ol o
[ o]

1
e’
l

7. PRUBEH FUNKCE

600. Minimum v bodé z = 2, maximum v bodé z = —%. 601. Neexistuji. 602.
Maximum v bodé z = 1. 603. Minimum v bodé z = % 604. Minimum v bodé
z = V/24. 605. Minimum v bodé = = e. 606. Minimum v bodech z = T + 2k,
maximum v bodech x = %" +2km. 607. Minimum v bodech z = %” + k7, maximum
v bodech z = % + k. 608. Maximum v bodé z = 3. 609. Minimum v bodé z = 2,
maximum v bodé z = —3. 610. Maximum v bodé = = -!1;. 611. Maximum v bodé
z = 1. 612. Funkce klesd na intervalech (—00,0), (%, c0) a roste na intervalu
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(0, %5). 613. Funkce klesé na intervalech (—o0,-1), ), (1,00) a roste na intervalu
(— 1 1) 614. Funkce je neklesajici na R. 615. Funkce klesa na intervalu (—oo,0) a
roste na intervalu (0,00). 616. Funkce kles4 na intervalu (0, 2) a roste na intervalu
1,00). 617. Funkce klesd na intervalu (—oo, —1) a roste na intervalu (-3, 00).
618. Funkce klesi na intervalech (—o0,0),(0, %),(2,00) a roste na intervalech
(%, 1), (1,2). 619. Funkce klesa na intervalech (—v3,-1),(~1,1),(1,V3) aroste na
intervalech (—o0, —v/3), (v/3,00). 620. Absolutni minimum f(0) = f(1) = 0. Ab-
solutni maximum neexistuje. 621. Absolutni minimum f(2) = 2—21n2. Absolutni
maximum f(1) = 1. 622. Absolutni minimum f(e~!) &~ 0,7. Absolutni maxi-
mum neexistuje. 623. Absolutni minimum f(—2) = —151. Absolutni maximum
f(1) = 2. 624. Absolutni minimum f(2) = —15. Absolutni maximum f(-1) = 12.
625. Absolutni minimum f(0) = 4 — e. Absolutni maximum f(1 —In2) = In4.
626. Absolutni minimum f(1) = 0. Absolutni maximum f(0) = %. 627. Abso-
lutni minimum f(—%) = — + In15. Absolutni maximum f(3) = 3 +In2. 628.
Funkce je konvexni na (—oo, —1), (1,0), konkédvni na (—1,1) a mé inflexni body
z = —1,z = 1. 629. Funkce je konvexni na (1, 00), konkdvni na (—c0,0), (0,1) a ma
inflexni bod z = 1. 630. Funkce je konvexni na (0, 1), konkdvni na (—o0,0), (1, 00)
a m4 inflexni bod z = 1. 631. Funkce je konvexni na (—oo, —6), (0, 6), konkévni na
(—6,0), (6,00) a m4 inflexni body z = -6,z = 0,2 = 6. 632. Funkce je konvexni
na (7, oo), konkévni na (-oo, 7) a ma inflexni bod z = 7. 633. Funkce je konvexni
na (-0, 3), kouké.vni na (,00) a ma inflexni bod z = 3. 634. Funkce ma inflexni
body z = T,LE = f 635. Funkce ma inflexni body r=-9,2=0,z=90. 636.

Funkce mé4 inflexni bod z = —2 + e3. 637. Funkce m4 inflexni bod z = —4. 638.
Asymptoty bez smérnice nema, asymptoty se smérnici jsouy =rvooay =z +27
v —00. 639. Asymptota bez smérnice z = 0, asymptota se smérnici y = z v oo.
640. Asymptota bez smérnice z = —1, asymptota se smérnici y = z + v oo
641. Asymptoty bez smérnice nema, asymptoty se smérnici jsou y = 5z + 5 v 00
ay=>5r— % v—oo 642. Asymptota bez smérnice £ = 2, asymptoty se smér-
nici jsou y = 3z v o0 i —oo. 643. Asymptoty bez smérnice jsou z = -2,z = 2,
asymptoty se smérnici jsou y = x v 0o i —00. 644. Asymptota bez smérnice z = 0,
asymptoty se smérnici y = 2z v 0o i —o0o. 645. Asymptoty bez smérnice nema,
asymptoty se smérnici y = 0 v co i —oco. 646. Asymptoty bez smérnice nema,
asymptoty se smérnici jsou y = z + 3 v 0o i —o0. 647. Asymptoty bez smérnice

Bi= —71-,.1: = 715, asymptoty se smérnici jsou y = % v ool —oco. 648. Funkce
je lich4, nulové body —/3,0, V3, minimum v bodé z = —1, maximum v bodé

z = 1, klesajici na (—o0,—1),(1,00), rostouci na (—1,1), v z = 0 inflexni bod,
konvexni na (—o0,0), konkdvni na (0,00). Asymptoty nema. 649. Funkce ma
nulové body 0, 1, maximum v bodé z = %, klesajici na (—oc, %), rostouci na (%, 00),
vz =1,z = —1 inflexni body, konvexni na (—o0, —1), (1, 0), konkévni na (~g,1).
Asymptoty nemé. 650. Funkce je suda, nem4 nulové body, maximum v bodé z = 0,
klesajici na (0,1),(1,00), rostouci na (—oo, —1),(—1,0), inflexni body nem4, kon-
vexni na (—oo, —1), (1, 00), konkavni na (—1,1). Asymptoty z = -1,z =1,y = 0.
651. Funkce je lich4, nulovy bod z = 0, maximum v bodé z = 1, minimum v bodé
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z = —1, klesajici na (—oo,~1),(1,00), rostouci na (—1,1), inflexni body z =
-v3,z = 0,z = /3, konvexni na (=v/3,0), (v/3,00), konkivni na (=00, —V/3),
(0,v/3). Asymptota y = 0. 652. Funkce je sud4, nezédporna, nulovy bod z = 0, min-
imum v bodé z = 0, klesajici na (—o0, 0), rostouci na (0, 0), inflexni body z = -"—%é,
8 =) g lg—g, konvexni na (—?, 3?), konkavni na (—oo, —%3), (3?, 00). Asymp-
tota y = 1. 653. Funkce m4 defini¢ni obor (—o0,0) U (0,00), je lich4, v nule
nespojita, nulové body nema, minimum v bod& z = 1, maximum v bodé z = -1,
klesajici na (-1,0), (0, 1), rostouci na (—oo, —1), (1, 00), inflexni body nema, kon-
vexni na (0, c0), konkdvni na (—oc,0). Asymptoty = = 0, y = z. 654. Funkce mé
definiéni obor (—00,0) U (0,00), neni ani sudé, ani lich4, v nule nespojita, nulovy
bod z = 1, minimum v bodé z = — /2, klesajici na (—oo, ~/2), (0, 00), rostouci
na (—v/2,0), inflexni body neméd, konvexni na Df. Asymptoty z = 0,y = —=z.
655. Funkce ma defini¢ni obor R — {—1,1}, je lich4, v bodech z = —1,z = 1
nespojitd, nulovy bod z = 0, minimum v bod& z = /2 + /5, maximum v bods
z = —v/2+ /5, klesajici na intervalech (—v/2+ /5, 1), (=1,1), (1, V2 + V5),
rostouci na (—oo, —v/2 4+ v/5), (V2 + /5, o), inflexni bod z = 0, konvexni na
(=1,0), (1, 00), konkavni na (—o0,—1),(0,1). Asymptoty z = -1,z = 1,y = z.
656. Funkce m4 definiéni obor R, neni ani sud4, ani lich4, nulovy bod z = 1,
extrémy nema, klesajici na R, inflexni bod z = 0, Asymptota y = —z. 657. Funkce

mé definiéni obor R, neni ani sud4, ani lich4, nulové body £ = -1,z = 0, min-
imum v bodé z = 0, maximum v bodé z = —%, klesajici na (—%,O), rostouci
na (—oo, —%),(0,00), inflexni bod z = -1, konvexni na (=00, —1), konkavni na

(—=1,0),(0,00). Asymptota y =z + % 658. Funkce ma defini¢ni obor (0, 00), neni
ani suda, ani licha, nulovy bod z = 1, maximum v bod& z = €2, klesajici na (€%, 00),
rostouci na (0, e?), inflexni bod z = e, konvexni na (eg,oo), konkévni na (0, e3).
Asymptoty z = 0,y = 0. 659. Funkce m4 defini¢ni obor (—1,1), je licha, nulovy
bod z = 0, extrémy nem4, rostouci na (=1,1), inflexni bod = = 0, konvexni na
(0,1), konkdvni na (—1,0). Asymptoty z = —1,z = 1. 660. Funkce m4 definini
obor R, je lichd, nulovy bod z = 0, maximum v bodé z = 1, minimum v z = —1,
v bodech £ = —1,z = 1 neexistuje derivace, klesajici na (=00, -1), (1, 00),
rostouci na (—1,1), inflexni bod £ = 0, konvexni na (0, 1),(1,00), konkavni na
(—o0,—1),(—1,0). Asymptota y = 0. 661. Funkce mé definiéni obor R, neni ani
sudé, ani lich4, nulové body z = -1,z = 189-, maximum v bodé z = —1, minimum
v £ = 0, klesajici na (~1,0), rostouci na (—oo, —1), (0, 00), inflexni bod z = 0,
konvexni na R. Asymptoty nema. 662. Funkce m4 definiéni obor R, je sudi a
nezapornd, nulovy bod z = 0, minimum v bodé z = 0, klesajici na (—o0,0), ros-
touci na (0,00), konvexni na R. Asymptoty y = 372 — 1,y = ixz ~ 1. 663.
Funkce mé defini¢ni obor (~o00,1) U (2,00), neni ani sud4, ani lich4, nulovy bod
z = (0, maximum v bodé z = 7‘4 17 minimum v bodé z = &4\!@, klesajici na
(7—‘—}?,1),(2,7—'@), rostouci na (—oo,b‘{@), (ﬁﬁ,oo), konvexni na (2, 00),
konkavni na (—o0o,1). Asymptota y =z + % 664. M = [g,O]. 665. 4 x 4 x 2 m.

666. (4 +6%). 667. 12 x 15. 668. 10,20 km, 57,77 km/h.
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8. KRIVKY A FUNKCE DANE PARAMETRICKY

677. y = -1t # 1. 678, y = Lt 679. y = —~tg t,t # . 680.
= lellsinttoost) 4 4 % §81. ' = 2tcos2t,y” = 2i(cos2t — 2sin2t),y" =

: ' —2¢ -

2t((1 — 4t?) cos2t — Btsin2t),t > 0. 682. y' = HBizCosl of — R " =

fe (ointcost) t# 3 +kn. 683 12y~ 1=02r+y—2=0.684. T4y
8(3r+4) =0,z+y— 32 =0.685. A=[¥2 e¥] 686. A=[-4,1],B = [4,1].
687. a =3,b = 1. 688. y =2z — 2e. 689. £+ y +a = 0. 690. Funkce je deﬁno—
vané a spojitd na (—oo, —1) U (0,00). Graf je symetricky podle bodu A = [-1,1
Funkce je v8ude klesajici, na (—oo, —1) je konkavni a na {0, oc) konvexni. Asymp—
tota y = % 691. Prot € (-1, %) je funkce definovana a spojita na (—oo, ¥/4).
Nulovy bod [0,0]. Funkce kles4 na (—oo,0) a roste na (0, v/4), minimum y = 0
pro z = 0. Funkce je konvexni. Asymptota z +y+1 =0. Prot € (%,oo)
je funkce definovand a spojitd na (0, v/4). Funkce klesi na (V/2, V/4) a roste na
(0, ¥/2), maximum y = V4 pro z = /2. Funkce je konkdvni. Pro ¢ € (—o0, —1) je
funkce definovand a spojitd na (0,00). Funkce je klesajici a konvexni. Asymp-
tota z +y+ 1 = 0. Kf¥ivka je symetrickd podle pfimky y = z. (Descartiv
list.) 692. Pro t € (0,e) je funkce definovand a spojitd na (—oo, %) Nulovy
bod [0,0]. Funkce klesa na (—oo,—e) a roste na (—e,1). Funkce je konvexni

(—ﬁeﬁ,%), konkévni na (—oo, —v/2ev?), inflexni bod [—v/2ev2, —y/2e~ V7).
Asymptota y = 0. Prot € (e,00) je funkce definovana na (0,%). Je spojité a
klesajici. Na (0,v2e~V2) je konvexni, na (ﬁe‘ﬁ,%) konkdvni. Inflexni bod
[\/ﬁe_‘/ﬁ, \/ﬁe‘ﬁ]. Asymptota z = 0. Kfivka je symetrickd podle pfimky y = —z.
693. Prot € (—oo,—1) je funkce definovana a spojita na (—1,0). Je spojitd a
klesajici. Konvexni na (—~ —V2e~ ) konkavni na (—v/2e~ = ,0), inflexni bod
[—\/ﬁe*ﬁ, —\/Eeﬂ]. Asymptota £ = 0. Prot € (—1,00) je funkce definovana
a spojita na (—%,oo). Na (—%,e) rostouci, na (e,o0) klesajici,. Maximum y = %
pro z = e. Na (1,v/2e¥?) je konkévni, na (v2e¥2,00) konvexni. Inflexni bod
[\/ieﬁ, \/ﬁe—ﬂ]. Asymptota y = 0. Kfivka je symetricka podle pfimky y = —z.
694. Kiivka je grafem jediné funkce definované na (0, 1). Graf je symetricky podle
y = x. Je spojitd a klesajici a konvexni. Nulovy bod [1,0]. 695. Prot € (—oo,1) je
funkce definovana a spojita na (—oc, 1). Nulové body A = [-3-2+/3,0], B = [0,0].
Je klesajici na (—o0, —3), rostouci na (—3,1), minimum y = —2 pro z = —3. Je
konvexni. Pro t € (1,00) je funkce definovana a spojita na (—oo, 1). Nulovy bod
C = [-3 + 3/3,0]. Je rostouci a konvexni. V bodé [1,2] nemé te¢nu.

III. INTEGRALNi POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

1. NEURCITY INTEGRAL
720. ~j g+ oz +T+2+e T2L Injz| - e +e 722, 2 VB - 4Vl 4

723. arcsinz+In |z+v1 + z%|+c. 7T24. 3\/_ £ -1)+c. 725. 3tga:—+—2c0tgx+c 726.
1tgz+c. 727. —}1n|3e** — 1| +c. 728. ln|1+3cosr£]+c. 729, 3327

2z + ¢. 730. tgz — cotg = + c. T31. lnia.rcsmscj +c. 732, 3 (3z —11)1° 4 c. 733.
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71($2+2)4+c 734. — 5 (1-z)* + 1(1—;::)22—1(1—3;)23 =(1—1z)* +c. 735.

~1(27+3)3 +c. 736. farctg3® +c. 737. In| % | +c. 738. 4 In|2E32| 4+ ¢ 739.
2 23z

7=arctg A 2 +c. 740. 7&rctg#+c. 741. l111155_'_1|+c 742. 2farctg%'=3

743. % —z+arctg o e T44. — (22 +4)>+c T45. sarctg (2%/2) +c. 746.
tarctg 23 +c. 747, —3(1+2%)% +c. 748. —2/(7-3z)3+c. 749. § /(22 +5)°+c.
750. 33/(z +2)7-2 /(= + 2)%+c. 751. —3/(1 — z?)¥+c. 752. m%\/ﬁﬂ
753. %a.rcsin%"‘ + ¢ 754, —%\/4 — 522 + ¢. 755. arcsinz — V1 — 22 + ¢. 756.

1arcsin 32 4 ¢. 757. In(z + 2 + V22 + 4z + 5) +c. 758. 1n|zd + V28— 4| +c
759 —-\/_?+ c. T60. z — logs(3® + 1) +c. 761. —2,/(2 — 3¢%)3 + c. 762.

ln2m(z—— +V1+27%)+c 763. (22 +2)(In(2z? +2) — 1) +c. 764. }In°z +c.
765. \/ Sz — 4v/Inz + c. 766. sin(lnz) + c. 767. ln\/m+c 768.
——cos(8:c 3)+c. 769. In|sine?|+c. 770. 2In|sin /z|+c. 771. itg’z+c. TT2.
11n|2+3sm2..~:|+c 773. =L —2v2 + cosz+c. TT5. 2tg(;-: +1)+c. 776.
—3 cos(z? +4) +c¢. TT7. 1lnlcos(l ~ z2)| +c. TT8. % +¢. 779. %Vcos®z +c.
780. 3/sinx +c. 781. 2y/tgz — L +c. 782. In(sin®z + 3) +c. 783. tg& +c. 784.
“’+lsin2$+c 785. £—1sin2z+c. 786. In|tg(3z+37)|+c. 787. In|tgZ|+c. 788.
11n ltg%- >|+c. 789. lnsmz+c 790. In |arctg:r[+c 791. 1 In(z%+1)— Jarctg’z +c.
792. w-gvarcmsa & 793 1= AQarccos T+c T94. sinzx—z cosz+c. 795.
i$2(2ln:}:—l)—|—c. 796. 1z?%(In’ r~ln:ﬂ+ 3)+c. T97. 1(z®+3)(In(z®+3) - 1) +c.
798. 2(ct: +1)a.rctg:z:— +c 799. 3(z? +1)arccotg x+xarcc0tg:z:+21n(:r +1)+c.
800. —1(22% - 1) 00523: + iz sm2:c +c. 801. izdarctgr — 2% + LIn(z? + 1) +c.
802. (22 + 6z + 3)%822 4 (r + 3)<e82Z 4 ¢ 803. T arcsin + m + c. 804.
zln(z + v1+22) — V1 + 22 + c. 805. a:arcsin\/% + arctg\/z — \/z + c. 806.
2eVZ(\/z — 1) + c. 807. i(z + V1 —z?)e™™in® 4 ¢ 808. *i—(]nszv 18I’z +
6lnz + 6) + c. 809. 2\/z(lnz — 2) + c. 810. (lnz)(lnlnz — 1) + ¢ 811. z —
v1—z?arcsinz +c. 812. Intgs —cosz-Intgz +c. 813. ztgr +In|cosz| — -@23 +c.

814. z — 1 In(e?* +1) — e arctge® +c. 815. %4,0. 816. J;In 2;;43‘-1—6.
15 _E}1681
817. 2In|3z — 2| + 3In|z — 3| + c. 818. 5x+1n’—“’h{%@ +c. 819. 5z +

2ln|:t:|+31n|$—2i+4ln{$+2|+c 820. }z2+z—2In|3x+ 2|+ 1 In|3z - 1| -
In|z — 1| +c. 821. 525 +In|3z - 4| +c. 822 +ln|1’;—1|+c. 823. & — 3z +

3v/3arctg % +c. 824. z+In |z +x+2|——arctg2f7‘t—l+c 825. o +In Vi +c
826. 1ln U + fafctg 5 +o 827, ain SRR 4 Varctg £ 4 c.

z—4 2241 2 2243

.“32?.2 s b :W-a,rctg T o6 828, g — \/_arctg%t— + c. 830.
3(Y2 — Yz +In|l+ ¥z) + c. 83L. 6(YZ — 1¥/25 + 1 /a3 — ¢z + arctg¥a) +c.
832. 21—z +In |12 | +c. 833. arcsing — VI— 22 +c. 834. arctg¥5 +
c. 835, % lnla:\/§ - &6@ + v/3z? — 5z + 8| + c. 836. %arcsiné%ﬂ— + c. 837.
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3Vz?2 -2z + 2+ c. B38. n‘Jr2x/l3-i-4:.,"+.'1:2-~1n|:1:-+~2—t—\/3+4:z:+:;r:2|-i-c. 839.
z4l/3 - 2z — x2 + 2 arcsin ZEL + c. 840. (/(2z — 8) (’” +4)+c

841. _ﬁﬁi iln 1,‘*—3—1 £a.rctgzi/-1 tet= B2 842 tgr + ——
843. 31In 2tg t—l—c 844. - ]n|tg(1qr 2)| +c. 845. 1n|sm:::+cos;c|+c 846.

larctg(‘£%) + c. 847. ‘:"S;I 2008::: + 31In(cosz + 2) + c. 848. 1(1+cosz)? +c
849. In|tg(§ + 3)| + c. 850. ~1sin®z + c. 851. j—— 4 ln|cosas| + c. 852.
z+ Ttg T — 1tg T gtg z—tgr+c. 853. —5 +iin(ez"+4)+ sarctg +c. 854.
~(e™® + e —1) — a.rcsine +c 855. —ve 22 +4e*—-1—-2In(2+e™ "+
Ve 1 de~T — f +c. 856, —1In(z?+1)+} In|z? - 1|+ jarctgz® +c.

857. 2vz + 1+2In | Y25 vzil-2| 4 . 858, 2% +c. 859. 1z3lny/I—z—iInjz—1|-
3

i o

VzFi+2
3 z?

z v/ 5+44e*

TB‘_E__'I’C 860. Tln W+\/~+c 861. \/ 1+e”)3+c 862. emtg2+c
863. lnl_“; 2° _ arcsing | o 864. —gz In|z +vz? - |+ a.rccos—+“m_ +c.
865. —1:5 — 2 4 1(z? + 1)%arctgzr +c.

2. RIEMANNOV URCGITY INTEGRAL
877. 42, 878. ¥ - 32In3. 379 : 880 In32. 881. 12. 882. 95—+3" +e3 +

< _ 4 g883. 3.884. I.885. 886, 3. 887, In3. 888. arctgZ. 889. 2=2,
890. * 891, 2In2 - 1. 392 3f . 893. 2(2 arctg2). 894. T +1.895. In 7+2f

896. "+ . 897, 42 808. “4— . 899, Zarctg 7. 900. In 3. 901. g~ %.

902. £33, 903, 27 HD “) . 904. 7 905. T —1Inv/2. 906. In%. 907. 1. 908 x

909. 2—1n2 910. L 911 Z.912. 12.918. (51 914, 2 - 2. 915

26 916, In =tV 917 &, 018, —Ll(x+ 28 919 %w 920. -g. 921.

8ln3—151n2. 922 V3-11 (2+\f) 923. 18r _2/3.924. %. 925. §3¢. 926.
ir — /3. 927. 27V/2. 928. % — % 929. §(e" —1). 930. 5. 981. 4 - 7. 932.

= 372 +24. 933, 2In Y 934 9. 935. 9 936. 15, 1257, 937. 2£=2 938. 4.

939. 21 + . 940. % Ty 3ra2. 943. 3. 944. —£+lln(6+\/—)
945. Intg3r. 946. 57, 947. (7— 1112)*r 948. 'fg 949. ﬁ‘“‘ . 950. ¥~ 951,
97a3. 952. § = nrvr2+2,V = grriv. 958. 13T, 954. %ﬁ.} 955. 32“ . 956.
ﬂ\/_+7rln(\/_+1) 957. 2ﬂ[\f+1n V2 + 1)), 958 13826’ 959. T = [1,2]. 960,
o 5;,3‘” 154]'

3. NEVLASTNI INTEGRAL

5 37 11'
967. 1. 968. 2. 969. =-. 970. %. 971. 1. 972. 7- 973. 7 974. 7 975.

ﬁ. 976. . 977 978 62. 979 .980. & 981. e~ 1. 982. — 2. 983. %
084, (. 985. 32'— —a.rcsmf 986. In3. 987 Ano. 988 Ano. 989. Ne 990. Ne.
991. Ano. 992. Ne. 993 Ano. 994. Ne. 995. Ano. 996. Ne. 997. Ano. 998.

Ano. 999. Ne. 1000. Ano.
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