Kapitola 11
e ¥
POLYNOMY JEDNE PROMENNE

§1 : OKRUH POLYNOMU

Deﬁﬁice 1 Nech? R je okruh; pak polynomem (jedné p ro -
ménn Z) n ad okruhem R budéme nazyvat kaidou nekonelnou posloup-
nost l e . ‘

(J)v’ . f='(a0,al,a1,..'.,.)

kd‘e a€R;1=0,1,2,...., ‘p\r'i demz od jiste’ho indexu n pot’ﬁlajé'/’sau vSe-

chny prvky a, rovny-nule okruhu R, t]. a, =0, pro kzn. . .
55

Iynomu f ; koeficient ad':tlaifwa/rrie absolutnim dlen e.m polynomu [,

Prvky: ag"; Ay, . .posloupnosﬁ (1) nazyvame koeficienty po-

Polynom, jehoZ viechny koeficienty jsou rovny Op naz}f}lrfnie nylov ){ m po -
lynomem aoznalujeme jef symbolem o . Tedy :
0,000 o)

Polynom, /eljoz' ab_sql_u_tm" L(leu_ Je roven 1, a ostatni koeﬁcienr) Jjsou l'evﬁy O

nazjvime fednotkovym polynomem a oznadujeme jej symbolem |,
Tedy: o
Y= (1,0,0,.. 0.0 )

MnoZinu vsech polynomil jedné proménnd nad okruhem R oznalujeme Rix].

Pozml’mka : zfejme je vidy R(x] # ¢ (ne_hof’ napf. 0.€ R[x]). Jeli R
netrividln{ okruh, pak R[x] obsahuje zfejm¢ nekone&né mnoho prvki, bez ohledu
na to, jeh okr_uh‘ R kone¢n§ iebo nikoliv. Jedi R trividln{ okruh, pak zfejm&

Rlx] = (o). Tento plfpdd budeme v dal¥fm vyludovat.

Definice : Necht'(1) je n?}mlqn_i)‘ po_l}no;h nad R, nech? n je égle’ nezdporné
sl s ){lasmost_l’:. a,# 0; a, =0 pro-k>n,tj
[ = (ao,al,...,an,0,0,...)

Pak tfkdme, ze polynom f je s!upné’n ap{.v"eme: st(N=n.
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ro. i
pak nazyvame pyedouc fm koejic ientem polynomu

Kogﬂciernl a,
Cf Jeli vedouci koeficient polynomu T roven 1. pak Flkdine, Ye polynom f je

) ’
normovuny.

Pozndmka : V predchozi definici byl stupefl pfifazen kazdému polynomy,

s vyjimkou nulového polynomu 0 - Abychom tuto neuplnost odstranili, poloZime

st (0) = .- ©0
kde — °° chapeme formﬁlné jako{lo jisti; symbol, pfidan? k mnoﬂné véech celych

Ysel, pro néj% definujeme e )
—ee <n (=) y ()= () b =a + (—oo) = 09, PO Kabdé celé bfsio n .
Tfmto zplisobem mérme nyni definovin pojem
Pozndnika : polynomy stupn¥ mensfho nef 1 (ti. polynomy St\ipl__l? nula a
nulov§ polyncm) obvykle naz§vime konstantni. polynomy nebo 6% konstanty..

Pfi tom je {feba si dobi® uv&domit rozdil mezi. nulov§m polynomem.2 polynomem

stupné nula ! Déle, -polynomy stupné 1 (resp- stupn® 2; Tesp. stupné 3). nazf/yéme

tinearn{ (resp: kvadratické, resp- Kkubické) polynomy. - . st
Na mnosiné R[x) definujeme nyni dv& operace, -sf:x'tﬁnil"a ns’l‘sobenf;'kteref: b\_xdeme
tj. stejnymi symboly jako seftan

{ a ndsoben(y okruhu
V. e iy 5
fave dojit k Gddsrerument.

oznabovat symboly + 8. »
"R.1Z dal¥iho bude vak patmé, Ye v této souvislosii ne

Definice Necht” f= (agstys---)0 8 = (bgobyr ). ‘€ Rix). Bak

sou Yet f +8 definujeme :

(2) f+g.= (aofbo,_alw”lvl,'...), A
soucin f-& " definujeme '
“13) _ﬁg‘=(cu,c|,ci, ....... )
kde ¢4 = a by 3 € = ab,* a,.by .6 = a,. by *ay
; 3
v BT ngk‘ +“k~|'b| $ e dgbe s Eo'_]’,“»"h' =

Pozndmka: f+ g je ziejmé polynomem, nebof pro m > max (st st}

nosti (2) j¢ péuzc Kkone&né midho ne-
qiom > st(f) st pak pro’ KkaZdy

soudin a,-b; , kde i+j=m musi byt i>sr(f) nebo j>st(g) atedy 4=0

R
nebo bl =0 . V dhsledku toho je pak ¢, = 0 atedy vV posloupnostl (3) je opet

dostdvame a +h, =02 tedy v postoup!

nulovych prvkd. podobné pro soudin f.g; j&

stupné polynomu pro liboyoiné f& Rix)-

. pouze k .
one&né mnoho nenulovych prvkd. Vidima tedy, e + j
na mno¥in€ R[x] . . ‘, ey

al.l.: nozina x operacemt scitani a ndsobeni polynomi, je. okruh
Véta 1.1 M Rix] s Srl( beni polynomiu,j, krul

(t.j; komutativai okr ich

b ativni okruh s jednickou). Struéné budeme hovofit o ok nomi

jedné pr_ome'nne’ nad R. ' e
[D Gkaz : nec = b ' ;
ki eht f=(ay,a,,.), 8= by by h= (o,

: ; [x]. Z definice je ihned vidét, Ze operace séiténi pol. PRI i

n{ a komutativn{. Nulovy ! i

. > . vy polynom. o je nulovim prvkem a polynom (—d,,~@ )

je opacn ; : : falis
pabnym prvkem k f .. Je tedy (R[x], + ) abelovskou gr_upou.. i

¥ s . .
Dokazme nyni asociativitu operace nasobeni. Oznaéme :

£ & T CPariyn 25 E gh=Cry.r )
fg)- h =(s, 5 L
0111-..) 5 f:(g-h)=(sl,s',,. )
Potom je : ) 07 i
s =% p.c = 3% s :
n =
) g i ( 2 a.b) . ¢ = e (a, .b).¢ =
=% a,(be)= P
R ) g k+m=n “k‘( '_+Iz=mbr’cl) i k?m-vn U T = S;

ra . /.
&m¥ jsme dokdzali rovnost : ( fig). h= f (gh)

Z definice ndsobeni
s polynomf bezprostredné yva, 7ej
Feimien " prostfedné vyplyva, ze jde o operaci komutativ-
3 oane ovy polynom j =(1,0,0,...) jejedniékou. Je tedy (R[x],. )
komutativni pologrupa s jednit‘:’kou‘ i
Zb§va ovéfit platnost d ibutivnil '
istributivniho zakona ; oznaéme :

iy ;oznaéme : f. (g +h) = ()

t =L a b tc) = Z

. , (b, 7 e a, bl + ’ﬁ" a.c;

+=n ,

odkud»plyne, Ye f(g+h) = fg + fh
Dohromady jsme tedy dokdzali, 7e Rlx]= R[x]), +, ) je okmﬁ ] ’

Pozni 3
oznamka : polynomy slupné menétho nez 1 jsme vyse nazvali konsiaﬁtm’mi
polynomy. Pro sitdni a nésoben{ téchto polynomu plat{ :
(ag, 0,...) + (by,0,...) = (agt by, 0,...)
(a,0,...) + (b =
9 ) ()0,0,.“)—(06.1’0,0,-4-)

Y
Pak ovlem zobrazeni ¢ : R = Rlx], definovand vatahem :




\p(r)=(r.0.(),...) , pro lib. reR

' . R do’ avic je ziejmé zobrazeni
je homomorfizmem okruhu R do okruhu Rlx] . Navic je zrejme Z: K

. 7
mjeknvm, nebot pro rsGR r#s je ) # 98 - Tedy ¢ je vnofemm

okruhu ‘R do okruhu Rix] a mﬁieme ztotoZnit prvky okruhu R § jim odpovi-

o-
dajx’cx’mi konstantnimi polynomy (pti zobrazeni ¢ ), T65D. miizeme okmh R P

)
va¥ovat za umtarm ‘ podokruh okruhu R|x). Pokud jde o. oznaéovdni konstnnth\

a hovo-
polynomu. muzeme tedy misto (10,0, ...) psat struén® pouze symbol r

fit o "prvku r” '
€, b&iné znamé oznadovani polynomil a. operaci

Nyni zavedeime zjednoduse
& vyplyva nésledujfcf pra-

j 7e” i olynom
s nimi. Uvazme nejprve, Ye 7 definice soutinu poly

. konstaritnim
vidlo pro nasobeni polynomu f= (, Ay @ys - ) prvkem f € R, tj A

polynomem = (1, 0,0,...):

r.of = (0,0, D) - Cagiagsdg, L) =
) néjakym pevnym symbolem, napr

(ra Jra, ,ra,,...)»_

pale oznaéme polynom ©,1,0,0,
Z definice ndsobem polynomu plyne, fo:

symbolem x
X = (0,0,0, 1,0,...) atd.

P=xx= (0,0,1,0,...)

ého
j nom ':lupne memlho nebo rovnel
Nechfnym’ f=(a, a0y - ) e poly

2 ied,
4 . Vynasobimedi polynomy j X X7 .- _x" postupne preky g, @y ety
dostaneme : (4,0, 0,...) = a, j=a
((),a,,O,.,.) =%
= 2
(0,0,d,,0,2) = a4,x
(0,.‘.,0,0",0,..) = n“.x"
odkud seétenim dostavame : 2 ko
' PR o
(dyo @yr - 8,50, F atagxta;x X",

o v '.,’ ¥ o
t. zn. polynom f muzeme tedy vyjadfit ve tva ¥

)

Je vidét, 7e yyjédient

; 3 T LT
/=a|)+(t‘x+a1,x s s

N o /
polynomu [ ve tvari 4 jejednoznaéné, nebof dva zapisy

jme
jediné formAlng o séitance tvaru 0.x* . Poznamenejm

¥ WY
se mohou lisit
tohoto typu s splgv pli zdpisu polynqmﬂ

A
2 .
jcﬁiey ze soudet-a soudin polynomfl, definovany drive,
. 26 9

ve tvaru (4) s obvyklym souc¢tem a souginem, zna/my'm ;e_strvedm’ §kpl_y Prro poly:
nomy nad R . Vzhledem ke komutativité operace + nenf zrvejmé: por'a‘dll"sc';'hancﬁ
ve (4) pevne dano. Obvykle budeme séitance uspofdddvat podle mocnin x bud”
vzestupné nebo sestupné. Déle, pro polynom f budeme podle potfeby pouZivat
té7 oznadeni f(x).

V dal$fm si blife vimneme nékterych vlastnosti stupn& polynomu. piedevéim,
z poz_m_fmky za definici souctu a soufinu polynomt vypl)?vﬁ, e pro f,g € R[x] je:
) St g < max (s10), sug) ]
6) st(fg) < sif) + st@®)

pn Zem{v #4dné z nerovnosti (5) a (6) obecné nenastane mvnost jﬂk ukazu;c

ndsledujici pnklad

PHfklad 1.1: Necht’ R = z,, vecht’ f=g=(0,1,2,0,0,...J €Z,[x], tzn.
;l(j) =st(g) =2 !
Potom f+ g=1(0,2,0,...), t.zn st(ftg) = 1 < max {5:(f), st(g)} , resp.

=fg =(0,0,1,0,.., t.zn. sifg) = 2< st() +su(g) . :
Abychom dostali siln&j¥{ v¥sledky, bude tedy tfeba kldst jisté dodateché

podminky bud'na polynomy fg nebo na okruli R, jak uka¥{ ndsledujici véty.

V&ta 1.2: Necht” R fje okruh ; f, g. € Rx]. Jestlife vedouci koeficient
polynomu f nebo polynomu g neni délitelem nuly v R, pak

st(fg) = st () +st(g).

D Ukaz : necht plati plyedpoklady véty;_je-li g=o0 nebo f=o0 , pak
f.g=o0 atvrzenl véty platl. Nechf tedy ‘f,g # o , pfi SemZ st()= m ,
si(g) = n anecht fg = A€qs €y - - ) - Pakjé:

é'mm=. ( v - bn‘ Foioa® Hm.#; : bnfl Jik A b e (“m i nol ke +a bnﬂn)

Viechny soudiny v prvé i druhé zévorce jsou nuluvé nebot’ 4, =0 pro 'k >m,

resp. b, =0 pro k> n. Tedy ¢

min e,

RS 0" podle pfedpokladu véty.
Tedyje st(fg) =2 m+n= st N + st (c) , odkud viak vzhledem k (6) dostd-

vime ¥adanou mvnost |
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ozm\/m a: Obracenl plCGChOZIV vety o ne neplal i Ve meme-li napt. y [x]
- P ka : bek & neplati. Vezl ¥ Z
= g = ) fe = ’ t. . e = 0N t+s @
polynomy 2x, pak - 4x? ,t.zn. St = st + st ale

i g e déli v Z,.
pfi tom vedouci koeficient polynomu figie délitelem nuly ¢

v . v = l tf
Dusledek Necht’ R je obor integrity. Pak pro libovoln€ fg € R"_‘l plati
usledek: .
st(fg) = st +ate). s

: . i
D Skaz : jeli f=g=0 pak tvrzen{ z{ejmé phati. Jeli alespon jeden
nkaz @ je i

;4 Va4
v o 49 -
polynomu f.g nenulov§. pak jde o primy dtsledek predchozi vety 1
z 2 y ‘

; , ie nenulovy polynom. Potont :
v¥éta 1.3: Necht” R je okruh ; necht® f€ R[x] je ner i

‘ . Y6 cj =0
£ je délitelem nuly v R(x] & existuje ceR;, c+0 tak ze CJ :

apat jako lovy
j g lze chapat jako nenu
_[Dﬁka,z L e 2fejmé, nebot’ c ER, c#0

polynom 2 Rix]-

..t a,x". Podle "e_n}po—

Necht g (x) =

we  oznmafme fx)=ag tax ‘-

A 4 P
; takovy, ze fg =0 -
istuje polynom gER[x],g¢o \
e 0, pak je tyrzend dokéza(nq_. Necht'
. h# o,

= bytbyxt. T b, x™ . Jeli st (@) = . :
a » (g > 1. Nyni stad{ dokdzat, %o existuje polynom h € RIx)
tedy sf- . OKaza

v 4
st (h) < st (8 tak, ze £ h =0, nebot Pak po konecnesit poctu kroku stcjno‘u

. -
{ivahou dojdeme kK Yddanému tvrzeni..

~ Uvazimedi polynomy
Q) ag.8(x) , @38 5 v 4,83 »

P
pak mohou nastat dvé moznosti :

n # Y
1) viechny polynomy v (7) jsou nulove/ a tedy mimo jin® plati @

= b =0 ¥ .
= b = a,.b, . .
o Py vl i 7it
. k d std\l'}me Yo b . flx)=0- Stadf tedy v tomto piipadé polo:
odkud pak 4O s e

hix)=b, - e

2) existuje index r (0<r < n) takovy, 'ze
(x)-#F0°

(8) a, . & ) s

: : gx)=a -g(X)=.v.-i—a,,.g(Jc)
a dale pak : a,, - Lo
Pak ale je : i
) 0="(aqg +a@rx*t. - Lrax") 8 x)=(a t. - tax) &

=21 =

Pol,o{me ch(x)= a.g (x) . Pak z (9) plynq, Ye st (h) < st (g), n;_bnﬁ'jinak by
toti¥ polynom na pravé stran€ (9) nebyl nulovy. Podle (8) je i # o . Pfi tom

f.h =a .f.g=o0,tzn hje hlgdany/ polynom. ]

Poznimka : z predchozi véty je vidét, 2e jedi f polynom, jehiof alespor

jeden koeficient neni délitelem nuly v R , pak f nenf délitelem nuly v R[x].
Dfisiedek: R je oborem integrity < R[x] ie oborem integrity.

[Dikaz : "=” jepiimym dfsledkem pfédchozfvé’ty..
»& . plyne 7 toho, Ze prvky z R lze chdpat jako (konstantni) polynomy z R[x].
Jelitedy rs € R ; rs+ 0; pak musi byt ri 0, ponévadz'podle pfedpokladu
R[x] je oborem integrity. ] ' PN

Poznamka : okruh polynomt R([x] nemuize b{t v zv.a/dném'p:v' 'ade‘/tevlesem,

vV ;s ; .

nebot napr. polynom f(x) = x je nqnuloy}/’ av Rx] Vk\né/mg(neexxstuje inverzn{
prvek. Zabyvame-i se otazkou existence jednotek v Rlx] (tJ. pq}ygomﬁ, k nimz
_existujf v R[x] inverzni), vidx’me, 7 kazdd jednotka okruhu R (cha’pana’jakg{to

konstanthi polynom) bude jednotkou okruhu R[] " Obécri ovéem i k nekonstant-

nfm polynomim miZe v R(x] existovat inverzni,
1+20).(1+2) =1

t. zn.linedrai polynom f= 1+ 2x je jednotkou v Z,[x].

napr. v Z;, fx] je:

Omezime-li se véak na obory integrity, pak se situace zjednodu{{, jak ukazuje nasle-

. dujfci véta.

Véta 1.4. : Necht” R je obor integrity. Pak jednotkami okrihu R(x] jsou
prdvé jednotky okruhu R .

D dkaz : jednotky okruhu R jsou zfejméjedno‘tkami; R{x). Naopak,
necht b/dl'ynom f je jednotkou R[x], t. zn. existuie g €'R[x] tak; Ze fg=].
Podle dusledku V.1.2. je : e =

: ‘ st(fg) = st(N+ st(g =0 /
odkud vsak plyne, e st (H=st(g =0, t.zn. [ i g jsou konstanty z R.
Tedy [ je pak jednotkou R 1.

Pozndmka : je-li R oborem integrity, pak i R[x] je oborem integrity a
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:é{xy v Rix] plati zdkony o Krdcent (podie V.1.1. kapitoly 1), ti. jeli figh € Rix},

pak f¢0.fg~fh = g = h )
Pfedpoklady tohoto tvrzent lze véak Jeste ponékud zeslabit, jak ukazuje nasledujfci

ta,

vita 1.5;: Nécht" R jeokruh; fi I € Rlx). Jestlize alespori jeden koe-
s Wt C )

¢ lze kratit, t.zn.
Jicient pg]}_/@ngy’u_t” £ _‘n'g(_l(g\lglitglemz;;uly v. R, pak ize Ig(glyryopr.xer1l [ kr
plati implikace :

J(g‘ m=o.

[D u k az 1 e
Jesthzo alespon jeden Loehciem polynomu f neni dehtelem nuly v p
f.# o apodle Vv.1.3. f neni { délitelem nuly v R[x]. .Pak.tefly g~h=o0,
fig : E. - ¥ o
“neboli g £ Hial . L .
e et pojefit delltelnosti,’zaviédcny/v kapitole 1 pro okruhy si nyn{ prgformulu;eme

pecxelne pro okruh po]ynomﬁ R[x]

. : u]e-ll polynom
Det’mlce % L :

h E Rlx] s vlasrnost{

f = g. h » ’
eine ; glf. o-
pak ifkdme, ze po lynom. g délipolynom [ apiseme . 8 f

T
pac:;xm p(;pf_qd_{rg!gqme, fe g ned, e 1if a, p{seme Af

; ¢ oli f= o0 pakdémé glo
Pozm‘mka & stejné jako v obecném pi’\’pade, jedi f=0% pak zrej g

v \74
(= je-li = If jedine v pri-
pro kazvdy’ polynom g Rix]. lﬂaqpak,.)e—l_l g =0 ,_.pakhplf je
2 '/4 B¢
padev, e f = |
t
hledem k tomu ze R[.x) je okruh ktery nemusn byt oborem integrity,
Ve

) e obecnd
a ¥e velsmn vlnstnostl dehtelnostl byln odvozena pro obory, mtegmy, pelz

v&achny vysledky § 2, kap.'1 prenest na polynomy.

" g = 2. Pak zfejm& nelze najit.pelynomy gq,

§ 2 : DELENT SE ZBYTKEM DVOU POLYNOMD

Definice : Neclit’ R je okruh; f, g € R[x] Islkﬁme fev Rix] lze pro-
ve st delen{ se zb ytkem polynomu f pvlynomem g, }cslhle exi-
stuji polynomy g, r € R|x], splitujici :

Lf=g.q t7r
2 st () < s1(g)

Polynom q | resp. 1, se potom nazjvdi pod{l , resp. z by tek tohoto

déleni’

Pozndinka : je vid&t, ¥e pro g =o nEIZe (pro Zédny polynom n délem se
zbytkem provést, nebot nemuize byt splncna podmmka 2. V dals:m se budeme za-
jimat o to, zda pro g # o d&leni se zbytkem proveést 1ze resp zda podll q a
zbytek r jsou un‘,’eny jednozna&éné. Nasledujfcn jednoduché prlklady ukazu)l, %

odpovéd'je v obou px"lpadech obecn§ negatxvm

PHiklad 2.1.: V okruhu poly,npm& Z[x] uva¥me, polynomy f= 3x ,

€ Z|x] tak, aby platilo
k= ()iqtr svt M <.l .= st(g) .

Pliklad 2:2.: V okruhit polynomu Z.,[r] vezim&me polynomy
f=223 +3x+2; g=2 + 1. S AR ol
Pak zfejmé plati : o ‘ ! S )
AT+ 3x+2 = (X2 D+ 2)+ 2x =(2%F 4+ 1), 3x +2=(2x2 + 1).
A2x? 4+ x + 1) + (2x #.1) , atd., t. zn. déleni se zbytkeni zde provést Ize,
ale podx’l a z.l).ytek,‘_r'lejsog ui{e_ny jednoznaé’rjs,

Vé&ta 2.1.: Necht” R je okruh, necht” fig € R(x}). Je-li vedouci koeficient

polynomu g jednotkou okruhu R, pak v Rx] lze provést déleni se zby tkem

|

polynomu [ polynomem g

o ;
[Dikaz: oznalime S=ap tayx t .. tax",
g=by tbyx + ... 4D x™

Podle pfedpokladu je b,, jednotkou R, tzn.v R existuje prvek /1,'"'



==

)

T

Tedy jo st (8) > 0. Véu dokdfeme indukef vzhledem k st () -
) . ¢ P o
Jei st (f) < st (g), pak vEta plati, nebot stalf polofit q=o0,r = f :
iy je celé
Nechl tedy je st () > st (g, t.zn. s (H=stlg) +k, kde k>0 jec
: = lo¥ime qC0) =a,.0;)
Yo, DR k = O (t.zn. st () = st (g)) po ; L :
r(x)=f0)-a b=} . g (x). Pak zleymé f =g.4q4 * 1 st () < st(g),
n nm
lynomu r (x).
plyne z konstrukce po T
Nynf pfedpokladejme, fe vEta plati pro st (N < st (@) + K (k> 0 celé tislo)
il . Fme
doka¥me jeji platnost pro st (f) =st () + k + 1 . Poloime
— +1
) £ ) = f@ - a, bt A g ) sl
feimé st (fy) < s; (.t zn. podle induké&niho p{edpckladu existuif poly
Pak zrejme st (Jy (Nt I
nomy ¢(x), nx)s viastnosti : '
@ A=) . @@ st(ry) < st @
Z (1) a (2) véak plyne : S
@) = fix) +a bt kg () = g (). ()t a, bl X )+‘r|(§,) =
: Jl(i' Il’ (x): qm () +a . b7 x5 resp. r(x) = r(x) , dostfvme fak hledané
PoloZime-li q(x) = il ;
polynomy, c. b. d. ].

P smka : dukaz vBty 2.1: je konstruknvm’, t. zn. jez néjcvldé’t postup p
ozna !

fedpokladu,
zx/ska/nfpodflu a zbytku plii d8enf polynomu [ polynomem & (za.p p

# x { refl rd
VedEllél o ve v Tento postup je v pods at€ sho ny/s algoritmem leni realnych
u 1 ¥tE). Tent ost dst. 11 d t delen: nycl

; I .
i deme pou-
% 4in{ zptisob zdpisu, ktery bu ‘
polynomﬁ, znamym ze s!fgdl\f skpvli'. Formi 2 i ;
st
¥vat, si uka{me na n(sledun/clm pﬁkladu.
p¥iklad 2.3.: V okruhu 24[;(] provedte dlenf se zbytkem polynomu
ad 2.3.:
f= ¥ 3x? + 2x.+ 3 polynomem g= 3x2 4 3x ¢ 2;
= : ;
ie jednotkou v okruhu Z, t. 20. d¥leni 1ze provest.
Refeni: 3 jeje i
(2x3 + 3% + Ix +’3\):(3x’+3x+2')| :
—253 + 2;1 X y
x4+ 2x+3

< 25 -

V&ta 2.2.0 Necht” R je okruli ; necht’ g € R|x 1 je polynom; jeho¥ vedouci’
koeficient nenf délitelem nuly v R, Pak pro lib. f.€ R(x] existuje nejvise jedna
dvojice polynomft q , r tak, ¥e f

f=giq¥r st (r) < st (g)

(D& kaz : nech plati pfedpoklady véty a necht q, r resp. ¢, 1 jsou

dv€ dvojice polynomit pofadoyanych viastnosti, t. zn. plat{ :

3) f=g.q.+rr = g.q+/
kde st(r) < st(g) , st(r) < st(g).Odtud vk plyne, ¥ :
4) sE(r'-n) < su(g)

(l’i/epsa’nﬁn vztahu (3) dostaneme : g (g-q') =r' — r, t. zn. podle V.1.2. je :

4 St(r'=r) =.st(g) + st(q—q")

Ze (4) a (5) x;ak dostavame : st (g) + §t (q=q') < st (8) , pfi bem? st@) > 0 .

Tedy mus{ byt ; s (@—q") == e, t.zn. q =4 . Odsud pak vzhledem k 3)
dostévdme, fe r=1", ¢ b.d: J.

Véta 2.3. : Necht” R fe okruh,; necht” g € R(x] je polynom, /'el:uz/. vedou- ‘
cf koeficient je jednotkou okruhu R . Pak prolib. f.€ R[x\ ize provést défeni

se zbytkem polynomu- f polynomem g , p;i,b?m[‘[.'ud{l a zbytek tohoto déleni’
Jsou ui‘&ny /'ednoznat‘.‘;le‘./

Dikaz : tvrzeni véty plyne ihnéd z pledchozich dvou vét vzhisdem
R B % . vy A S
k tomu, {e jednotka okruhu 'R nem/nikdy d¥fiteiern nuly v R J.

s di

Diisledek: Necht’ R je tél_eso., Pak dé_lenrse_ zbytkem polynomu_ f,, polyno-
mem g. lze prove’s( pro.libovqlne’polynomy 5, 8 € Rix], kde g¥F 0,

pfi &em¥ podfi ‘a zbytek jsou uréeny jednoznatng,
b Wk az : tvrzeni plyne ihned z pi@dchou’vé’ty vzhledem k tomu, 7% v'te‘/-/

lese je ka¥dy neniilovy prvek jednotkou | .

Poznimka : Jedi R t¥leso ajsouli f g € Rlx]. g# o pak pfi déleni’
polynomu .f palynomem g - jsou rpodfl- q. azbytek r opﬁt polynon{yz R(x],

jak plyne z algoritmu dd’lem’;il‘edy;je-li S .libovolng nadtéleso téiesa R a déiime-li




4
jejichz ici j dostavame podil a Zbytek,
v S[x] dva polynomy, jEleh\Z koeficienty jsou z‘R , do

N v
jejich? koeficienty jsou opét z R.

§3: HODNOTA POLYNOMU, KOKEN POLYNOMU

= Lo % a x" jepolynom
Definice Neclit' R je okrul; f=do + oajx +‘ e

z Rlx]; ¢ ER Je pevny/ prvek. Potom prvek :

dg ¥ e oo +a,c" € R o

/ omu"
oznalujeme symbolem fle) a naz,yva'me fhodnotol polyn
v
y bode c. i
¢ . 5

Je-li f(vv) = 0. , pak prvek c nazyvame kotenem polynomn s
e =0p

/. .
j i ¥dy prvek.c. € R je
Poznamka : 7 definice je bezprost?edné viddt, Te kazdy pryek

g ¥ _nemd: nikdy
kofenem nulového polynomu 0 resp. polynom stupn€ nula na,oggkz n

¥4dny kofen.
Linea/m{polyno'm f e !Rlxl,,'t.). polynom tvaru e, -
L.0.
f=ap t X ay #0-.

7 L i ’ v

v e e ed i ofen, a to

pl"’lpade‘/{ a, jelj notkou okruhu R., ma jedlpy, koten, a|
’

Je-li ledy ipecielne R tglesem, pak kazdy Hneamx polynom 13 R[ ]

/
0 u, ale take
Jeden koren Polynomy vywch stupnu pak obecne koreny mlt m I

nemum pfx Gem? podstatne znlez( na okruhu R 4 ezel)
u Lele algebry Obecﬁe £l

nomu je Jedmm ze zaklndmch problem

urdt, i
goritmus,’ ktery by umortioval koreny daného polynomu.u

necht f g€ R[)t] I’ak plul{\'

Véta 3.1 Nechi” R je ()kfx:(:,
fiy=gw) pro kavde [ (,R

1, jeli f = 8 pak je

2. e = fmrE Q]
G- =108 Q)
(fg) n =[-8 r

pmku-’dc rER.- - il

’ I
2] Gkaz @ adl: plyne. jhned z p\'/edchom definice:

v
i Y .
anim,; to napr.
d 2 dokate se p?fm;m rozepsanim; proveding,si toto nap
ad 2 ¢ :

t pir, &fslo. Specxelné’tedy (podle V.3:2.) : kaZdy

5 : # s 74 ¥ . o / .
¢ je alespon s * ndasobnym kofénem polynomu- f(t. zn. korenem nasobnosti

= 27 =~

pro squéin f.g.

Necht tedy ]'=W'”h'"’um'oy'”);g%("l')u'("’!""’!’m'.ox---)'.liomm;
f.g=(ayby, dgbytayhg, ..., T ab,...)

Hjzk
odkud. : 3
(f8) (1) =agby + (doby +aybo)rtiis .+ (-;%’;;l"a,b,).'r" Hoa=
=@y tart. ot ar") by Hagk gt d"I")‘ byt gyt +.-..+a"l")bml'" =
=@ tayr+. . .+a'l‘l" ) (ll‘,"? byrt... b M) = f0).80) }-

Vétn 3.2.: Nech' R je okruh. Pak prvek LE R je koi’anem palynomu

[ € R(x] praré kdyz polvnom (=) ddIr

[D_ tkaz L. ngcht” ¢ je ko\(ene_m polxx}gmu f. Polynom (x-c) je nor-
movany, stupné’ I, t. . podle V.2.3. existuje p[éll!
¢ r €.Rlxl:

jedna, dyojice polynom@
fEx—e).qgtr 5 ) st () <1
prolnfe vEak fle)y = 0, mus(-b)ﬁ r=o, atedy (x--c) I f e

1L necht (x—¢) Lf, tzn. f = (x=¢) . h, kde 1 € R[x].
Pak ale . [ =0_hc)=0

t.zn. ¢ je kofenem polynomu f.. |

- Definice 1 Necht R je okruh, necht’yk je plirozené &slo. Prvek c € R

se tuzfvd. k - ndsobny koFen. (nebotét koFen n dsobnos-
ti k )polynomu f[ER[x], jestlife plati : ‘
4 (x--c)* 1f
(i) h (x=cY*' b f

Poznamkn pfi k=1 budeme nifsto ”'1- imésob'ny’ kofen" ‘Hkat t'e’z'/ " jednodu-
chf kmcn" Dale, z definice (|ghtclnmtl polynumu itined plyne platnost nasleduucx
"“p“kﬂw —¢)* | f pro pevné pﬁr usln s = (o) Wi pro ]1b 1<s,
k - ndsobn§ koi‘en polynumu
J je kofenem [ ve smyslu pﬁ'vodni"definice.”v

£ B ; A 3 v g
Dale, Jesthfe l)liltl/I (.x—c}' I pro 1_151z\kc’- pﬁrozene’ &slo s ,'pak mui’eme_ F’l/m, i/c

S



Yyo . : ¥ { ; /, lyn
nebo V)’Sgl) Pfi tom viak z ejmé( ndsobnost libovolneho kofene nenulovelio polyno-

& ohoto polynomu.
mu f nemu7e byt vétsl nei’ slupeﬂ’l *

P . ”
Véta 3.3 : Necht” R je okruh. Pak prvek ¢ € R je k- ndsobnyin korenen
aJ.J 5
,Ze .
tynomu f € Rlx) pravé kdyZ existuje polynom h ERIx] takovy, :
po prave |
f= (=) h g ) #+ 0.

je‘ k - ndsobnym kofenem f . Pak eyl f,
= (x- L) . . Kdyby /1.(c)=Q, pak podle

inh kaz : l. r;ccht' c

t.zn, e)ustuje h€R [tl lak Yo
—¢) My, A pn dosazem

V32 (x-w)lll, .zn. Ir—().

e+l
= ¥ )~ = (x—-c)*'. : .
f (x—c)* . (x—¢ P
k by byl alespoﬁ (k+1) - nasobnym kofenem polynomu f,col]
t. zn. prve c
#+ 0.
S redpokladem Tedy h(c) : AP
s I nechf f= (x—0). h, kde h(c)#0 .. Je tedy (x—¢) j,
| ok (x—c) . g , t. zn. dosta-
Dhle, kdyby (x—c)"”lf.pak f=x—c" g= (x—c).(x—¢) - &
e’
¢ Kk
vame : o)k . ho= (e=e)s (x=c¢) - ¢ : Lo
; [ |
dkud podle V.1.5., po zkrdceni polynomem (x _¢)* dostdvdme : h = e "
. ostava-
h (¢) = 0, cof je spor. Tedy miusi byt (x— —o1Xf a doluoma y v
ctozn, h(¢) =Y 4
me, 7e ¢ je k- nésobnym kofenem polynomui ) -
s

E‘(’H R ije or inte. y ; iech x}.y 0.
Véta 3.4 N i ob "!gﬂl U ’l €R ¢,u

Jsou-li ¢y, €25+ ¢ navzalem ruzne ]((7}6"}/ pulynomu fo na
n

ky, Kk k_, pak polynom f-Je dél“elny polynomem -

i #yy vt . Bt ;
(x—c.)"l-(x---c,)"1 P € S A

ok Soluon o Jedi

hledem k cislu 1 -
z atematickou mdukcx vz . ) .
D% kaz : provedemem £ 4 g
i S

e
n =1, pak tvrzeni. plyne z defm e k- nasobneho Kkof

i -1 . Pak tedy : o
tvrzen]_ véty plati pro 1y 25500 05 Pa s
(x-A-ul {1 R (_,\'-L‘"N‘)ku madf
ity > (X Y h ", kde I € Rlx] .
T Gy P o OO

’
{ korenem polynomu i, nebot

prvek ¢, pak musi by )n (g, odkud, vzhiledem k tomt, te

k
0=f(c,)=c,~C1) VL et

= ly ¢ je
R je obor integrity plyne : h (.('”) =0. Neu\l tedy ¢, j

t- nésnbnym kofenem i .
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Pak podle V. 3.3. Ize psat :

(2) ho= (x=¢) . f n(c,) '* 0

Podle pfedpokladu vty a V.3.3. lze psdt :
R &

(3). = (x~¢ )" . hy 5 h,(q.) + .0

Tedy dosazeni;-n (2) do (1) a porovnanim s (3) dostavame :

k k
@ =)' g, )" (g hy = (x-c¢, )n . Iy
Jestli¥e k, >t,pak po zkraceni polynomem (x—<c,; ) dosta/vu,me 0
k k J k "
Ce—cy)' o e=g, ) By = (e ) iy e

cof viak vzhledem k V.3.1. vede ke sporu (nebot” hodnota polynomu ra leve strzn&

v bodé ¢, je nenulovd, kdeZto na pravé stran¥ je nulovd): Analogicky dojdeme ke

sporu pn k < t. Tedy musi byt k : (. Pak oviem ze (4) dostavame 3

O L N LR ) L

Disledek : Necht’ R je obor integrity. Pak kaZdy polynom f€ R[x],

stupné m=>0, ma nane)vys m korcnu

Presn&l Yekeno, Jsou-li ¢yy ..., [ navzajem nizné kofeny polynomu i o né-

sobnostech ky, ..., k , pak platf :

kyt.o. .tk < m
[Dikaz :necht ¢y, ..., ¢, isou havzijem riizné kofeny polynomu f

o nasobnostech k,, .. ., k, . Podle pfedchoz{ véty lze polynom ' f vyjddfit

ve tvaru : & X e : :
. f==ec)!' . (x=¢)" . h, hER[x], kde ziegjmE /1 # o,
edy : .
4 O<m =st()=ky+... +k+st(h),kdeale st (h)> 0. Pak je ale
m=2ky+ otk cof je {;n'dana/ nerovnost, ]

I;{edclnqz(véta a jeji dﬁsledek neplntf obecné pro libovoln}f okruh R, t zn.

pfcdpuklad o neexistenci délitel nuly v R nelze vynechat, jak _ukazujl/nn’-

sleduji/cl/ pr/x/klady.

pfklad 3.1.: V okruhu Z4(x] uvaZme polynom f=x? + 2x = x(x?+ 2) ,
resp. polynom g = 2x. Pak :
. Y P L G v v ac .
1) polynom J 'ma dva jednoduche koreny QO a 2, avSak soucin x.(x-2) nedéli
2) polynom g je stupné 1, ale mé dva rﬁzné’ko'r/eny 0a2.
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PHikiad 3.2.: V okruhu (ZXZ) {x] uvafme polytom f= (1,0)x. Vidime, fe

ale m4 nekone¢hé mnoho I’\IZI\)’Lh Kkofend, nebot"zfejmr‘f

polynom fie stupn( 1,

ka¥dy prvek tvaru (0, a), kde a € Z , je kofenem /.

véta 3.5.: Necht” R Je nekone
k“ r€R takovp, fe (N # 0.

&hy obor integhity inechtf€R[x), f#0.

Pak existuje prve
oziho disledku mé polyriom [

s jedi f#E 0, pak podle pfedch
& nézﬁpor‘né &slo. R mé

st H je pcvné cel
..zn. must exlstnvat prvek € R,

D Gkaz

nejvySe m rhznych kofend, kde m =

yak podle pfedpoKladu, riekonecn€ mnoho;prvku,
ktery. nenf kofenem, £, a pro & je tedy f(.#0].
f).éﬁnlclé chh‘t"vR je okruh, f€ RIx] pbiyn:mn. Pak zébra_zcnf:
o, : R-R o

!
&0 =f@).pro libovolné 1€ R, se nazfvd,

\

polynom iaini’

definuvane(vzvmhem :
funkce polynomu Vi
Jeli Vi R~ R ne]ake zobrazem,

je-li polyuomialu(funkc{ne]akelw polynomu z R

nkce,

pak ¥ se nazyva polyuamia {
[x) t1 ]estllze exlsm]e

f € Rix] tak, Yo v =20,

»Oznage_m/' nechi R je okruh ; symbolem RR oznaujeme okruh funkei’

(viz p¥ikiad 1.2, kap. 1). Ddle necht’ % nadfl zobrazen{ okruhu RIx

RR, definované vztahem :
 g@p=wn, . polb fERIx)

které ka¥dému polynomu pi‘i{azuje jeho po}ynomiélnf funkei.

| do okruhu

7
t. j. zobrazeni,

= 3L =

Stcjnym Lpuwbcm sc ukaze zc]‘j g) "f(j) Sr(g) t: ng
fizmus okruhu R[x] do okruhu RX. : e
ad 2wz | : l
S t:di \u/k:’zatka:lt'oly I plyne, ze _“(R[.x])' je'podokruhem. RR,
f,v e je unitirnim podokruhem-. To viak plyne ze vztahu :
T Fn=1, eFrwx) |
‘l.tdc j € Rfx] znmﬁ'-jed’;olkovy'poiynom I

Poznamka : C A e .
i : zob:azemT obecnd nemusi byt injektiyni’a tedy nemusi byt
enim. Ovfem v fadé dilezitych pfir : t i 1 by
itych pfipadi (na pk. %
: pF. pro R ="Z
vnofenim je, j & 5 . , resp. @, resp. K
je, jak dale ukd¥eme. V téchto pfipadech pak méZeme pol - )
ynom ztotofnit

s jeho polynomialni funkei.

Definice : Necht” R je okru 3 ame, z¢ € R
! . je ok h. Rikar Ze d) 4 x] b_y(m
: A v va polynom b4 j.
funkén Erovnd 5 = ¢ ni slov .y ; = i
1 , Je-li @ O, Li jinymi T I I
= y LI $ v, Ji = '
al , ; s e Jinymi ’l)),]eliﬂ) g(r), pro

Poznsmka : d {
- e va rovné polynomy f = g jsou podle V.3.1. (&ast 1) vidycky
rovné, opak viak obecné platit nemusi. Vezmeme-i na pf, v Z, (] -
nomy f=x +x+ 1 s = A § = 3[x] poly-
e s i g=2r+ 1, pakzieimE £+ g, ale f10) = g(0)= 1
=g = = i
f(2)=g(2)=2 , t zn polynomy fag jsou funk&né rovné.

Nésledujlcx véta udava dostatechou podminku pro to kdy oba tyto pojmy splyvaji
Z.
mi p , Y. jm, y/ J,

Véta 3.7. : Je- nekone or integrl, a Vi {.' z X
7.: Jeli R 2kon C'fly ob integrity, pak dva polynomy R(x]
1

jsou rovne pravé kdy?" .
j ovne pravé kdy? jsou funkéné rovne!

[Dak‘az :

predpokladej i i3
jme, f¢ R je nekone&ny obor integrity. Nechf’

v&ta 3.6.: Nech # plati vyse zavedene’ oznadeni’ Potont :

1 sobrazenl § - Rlx] =+ RR
. ‘rinofina 9‘ (R[x)); scstuva]fu z. polynomlalmch Junkc

podokruhgm okrulu RR

je okruhovy:. 7 homomorfiznus
[ Je, uultarnfn

ad 1. necht’ f, g ERIx] pak pro libovolné' r€ R je :

G (1) = 0= U+e () = fir) + &0
©,0) + b (1) - G+ Feno -

Tedy. plat! : F U ®) = T(n +F@

[Dﬁ_._kaz 4

polynomy f,g € R[x] jsou funkéh& rovné, tj. f (r)
POlynom h=f=g Z(Ejmé/Jc :
=/ -gmn=0

I (1) = (f~8) (r)

= g(r) pro lib. r €R. UvaZme

Y/’ .
pro kazde r'& R, odkud podIeVJS je h=o,tzn f--g = I
-- g =0 apolynomy

f, g jsou rovné. Nao,
pak, dva rovné pol
yno
I Gstival. ). my jsou vidy lunkéﬂé’rovne podle

Duxledek
Nechf R je nekonecny obor integrity. Pak zobrazeni qz V.3.6.

je vnofenim okruhu R [x] do okruhu RR.
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o
: g
Hmy i :3.7. a definice zobrazen |

"D Gkaz : jdeo primy dtisledek V3.6 V.3 !
. . /
&nym oborem integrity mt\_z'femc ztotofnit dany

jak se to pEInE 48ld napt. v matematické

realnych Tesp. komplexmch Ksel pracu-

Vidime tedy, Je nad nekone

polynom $ jeho polynonualm funkct,
nad télesem
anal§ze, kde se $ polynomy nad. ' Ztom{ngm
{inymi, resp komplexnfmi fun_k_c.s_m\ Obecné_u \ze takove o
je jako s rea s . { ni |

provést nap#. nad kaZdym

co¥. oboji jsou nekone&né’

n okruhem nebo mselnym t¥lesem,

(netrivhﬂni’m) Geelnyt

obory integrity-
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§ 4 : DELITELNOST FOLYNOMU, NEIVETSI SPOLECNY DELITEL.

UMLUVA : véude v tomto paragrafu pfedpoklddame, e R znaa'téﬂgﬁo._‘
Pojem ditelnosti polynomf byl definovan nad libovolnym okruhem

na konci § 1. Je-li véak R téleso, pak 'R [x] je obor integrity a mui’em: tedy

pouzxt vé’ech vysledku, ktere’ jsme obecné o dehtelnosu odvodili v § 2 kapltoly 1.

Poznamka : Jeli S libovolné nadt&leso t€lesa R , pak miizeme polynomy
/. g € Rlx) zfejm¢ uvai’ova! téf jako polyriomy v S|x]'d vySetfovat'jgjich ddiitel-
nost v S[x]. Nedostaneme vEak nic nového, nebot’ pfi déleni’ polynomh s koefici-

enty z télesa R dostaneme podil i zbvtek op& s koeficienty z R°}’ tj. viastnost

-polynomu g byt délitelem f nezivisi na tom, vy§etfujeme-li ji nad télesem R

nebo nad libovolny’m jeho nadtglesem S .

V&;A.l. : necht’ f, g € R(x] jsou polyuan.ly' takove, fe f#0 a glf.
Pak plati : st @ < st() p

[Dékaz : jeli glf, pak existuje A € R[x] tak, Yo f=gh.
Ponévadf” f# o, musn byt g h #0, t.zn. stupné’ vs’ech tf polynomu jsou
celd nezdporna &isla, pfi cem podle das;gdku V2. je: st U) = st (g) + st (h).
Je tedy st (f) = st (g) = . »

Vgta 4.2. Necht' f,g € RIx]; pak ndsledujici vyroky jsou ekvivalentni :
(a) fvg
(b) flg, glf
(¢) existuje preeck ¢ €R, ¢#0 tak, e : f =cg

Dhkaz : véta bezprostfedné vyplyvd z definice asociovanych prvkd,
z V. 2. 3. kapitoly 1.az V. 1. 4., uvdfime-li, ic v télese je jednot_kou kai’di

nem_xlovy/prvck ]
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fx] platfs g\ fyo ool ede k

Vétu 4.3.2" Nechl'pro pr)lhlmn vz R
I, jsou libovolndé polynomy z R[x].

je pevnu’pr'imzumr slo) anecht hy... oy

Pak :
gl(j. Iyt L)

s [ Ddk Az tvrzenf;e specxelnfm prfpadem V.20 (Last 2) kapitqu:l._] ;

T ak€ pojmy spolecny dehtcl a nejvétﬂ spolecny dé

né v.kapitole 1., 1ze opet pr y Lpusobem prene«l na polynom

ena ptfpad fe M je konecnu mnozina

litel mnoi‘ll'ly M , st.ndova-

y nad télesem R.

Omez{me se Et_g‘nt__nliquat
f ER[r] jjedi nlf (= 1, k) pakpu-

", Definice: Necllr'_ 13
délitel polynmnﬂ i ,: o ,f,‘ A

Iynom It senazyvd $ poledny

JERIx]. Pak nejvétdim spolecnym

Definice: Necht” fis -+
,f. nazpvdme polynom

délitelem (zkrtfcenl: nos d. )‘pul_vnmm't Fiici ol ia
o 4

d €R|x], pro néjz plati :
(i) d je spolecnym délitelem polwwmu j. .l

(ii) je-li h&Rl\’] spvleu!)mde litelem fyy - ,ﬁ pak je hid.

Véta 4.4.. K libovoliigm polyromim five o WS ERIX] (k pFirozené cfslr))

existuje nejvétst spolecny ddlitel

it

[Dikaz: jeli fi= f, =f =o0.pak zmjme o jejeiich nejvéti
spoledny délitel. Necht'alcspcmjeden z polynomﬂ F sl Je renulovy.

Oznaéme:
M= (fi-ln+ fh, iy, - B ERx) b )

Mno¥ina M -md ziejmé tyto viastnosti:

(o) LEM i ik
@) jcli g €M, pIK té7 g, tHEM
() jeli g€ M, g €RIx]ib.. pak g.q EM
ahuje mnoZina M nenulové polynomy;

né. Oznadme jej d(x) -

vzhledem k (&) obs

jeden nejmengiho stup

i b "
mezi nimni existuje alespon

Necht' R €M lib, p‘uk pqd}e dhslquu V.2.3. cxlslu)l @ r Rhl lak /c

- g=dqgtr oSt ) < st (d)

7 (B)-a.tq) . vSak plyne;Xe r € M, a vzhledem k fomu, jak byl vybrén polyno i
d, musi byt = 0. Pak d |g, t. zn. specieln& c; ‘f/ , ,i=.l L

spoleny délitel f,.....f
: ik *
Jeli h € R|x] spolet‘:’ny/m délitclem Syyooo0 Sy, pak podle V.4.3 nlgpro
hbovolny polynom g € M, Speuelné’ tedy . nl d ‘

Dohromady (Iostavame ¥ d(x) jenvs..d. polynomﬁ Ji h
R ERY A

" N Y. aY . e .
Vet 4.5.: Mnofinu viech nejrétich spolednych défitelit polynomi £y
fisesvuly B Rix nbdrz/fne jakg mnofinu vsech ummlnvyc/l konstaninich

ndsobkit jednoho (lllmvulnchu) nqu"lmw A]mleé’nclm dJIIrcle polynonui

fx»---.fk. W g

Ptk LV
o [Drtickew 2 5 nV8la: je specielnim pnpadcm V26 ki tqu l uvedomlme ll si
£} )

(X

k""'_’l’01yn01nu . di
CER,c#0 |

alespun Jeden je nenulovy, existuje pravéjjeden normévahy ﬂejv€t¥' Spblc&]y”‘

I)usledek LK hbovolnYm K polynomum ff,:' "’R[x] 2 nich?

o

eJVé/tbl 9P0!€Cny dehtei budcme V'daigim" oz fiacovat i

Eukleidiiv algoritmus, - o L 1t .
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y¢potet ns.d polynomd fgER [x] Eukleidovym algo<
ritmem: ’

Necht f,g ERIx] 2 nechf napf. g#0 . Pak podie diisledku V 2.3. mizeme

provést nasledu;ncn'd!lem polynomb:

8 A SR (W st(rj) <st(8)

g =n -t +rp stir) <st(ry)
ry = nisuds +ry , st(ry) <stiry)
Q8]
fea® Ter q, + .'st(r',) <) :

4 qkﬂ

pfi &E:mi' zby'tek v posiednim délen je nulovy. Po’ konefném poctu krok@iimusime
skuiehe k miloveniu zby tki dgjit; nebot porovnamm nerovnost{ na:  prave, strang\f;(vi
yztahtt (1) dostavame : T

st (ry) > st (r,) >

t. zn. posledm nenulovy zbytck v posloupnostl

)>sl(r1

i ze polynom T

Dokazeme nyn
a8leni (1) j
W : z posledm sovriosti v (1)-plyne; fe rp

n. s, d polynomu fag.

Uvazunc-li E] tnvwlné’ platl
Y rtn s Amlogu.ky

Ire, pak z pfedposiedni { rovnosti, podle V.4.3. plyne,
spoleé’ny d¥litel

oo
dostidvame, 28 r, 16y - atd, of nlegarn e Tedy r je

polynomu fag.
[(HE HEnt ne R[x] pn b’emz hifiphl.g- Pak prvat {-rovnost z (1) ““:‘;5?“\"&

pfepsat vé: tvaru
' I R T S0 1) Sl
4.3, dostdvdine; £ Fe- hlry Podok
ufitiin Vi4:3. dostdvde, Y& hlry.

< & uitim V-
‘Takto postupujeme dalc,A

fe I;'lg‘"é'll (i
af nakoiiéc? preiiposledm rovnosti v(1) dostavime, e hlr,. Tedy, ukaz

Fe polynom 7, je nejvetsim spolcunym dElltc\em po\ynomu f.a g

.
Poznamka : vzhledem k tomu, ¢ Bukleidv algoritmus wYiva pouze déleni

bn¥ z druh€ roynosti, vzhledem k tomu,

=37 .=

polynomil, nejvétsi spnlcd’ny/délitcl dvou polynomi [, g € R[x| nezdvisi na t
vyyé’etnuemc -li jej v R|x] nebo v S|x],. kde S je libovolné nadtéleqo lxllesa aRlom‘
lresnéfjl receno, je-lli d, ne;vé’té”m spolecnym délitelem polynomii f agyv S[ :
pak existuje nejvétdl spolecny délitel d polynom@ fa g kter: %
R . = Y je asouovan sd;

7 -
Poznamka : v Fukleldové algoritmu (1) pouzwame pouze dé‘lCm dVO\l poly-
mu \4 konkrclnc ll adech se pol erne casto stava iev lbe u ta ovcho
no ich prip se | m as! pn h k
dclem dojdeme k “'neprijemny omku ame d pole; rea nych
jdem pljmnm zlmkm anrmmhna plmR il

4
&sel délit polynom f = x* + x? — x + | polynomem g = 15x* + 5x + 10, pak :

i
(x +x1 = x A1) OIS 5100 I I N s
) A T8 45 10138

—x 41
7 Lzl 25 :
3 .9 9
9x é-x + l»_ o
4 A, 8
ES . T H
19

ZVA4s. (1) je vid&t, Fe v E i
py a ze vztahu (1) je vidét, Ze v Eukleidov& algoritmu- je je(in6 ;dau‘k:-vjpoau
ufivame zbytek r, anebo jakykoli jeho nenulovy’konstantnf ndsobek. Tedy, v kte

P
reémkoli 3] i i 1
iv kroku kteréhokoliv déleni’v Fukleidové algoritmu lze nasobit kterykoliv

poly 1omii ’l ovnhlym nenu ovym prvkem z telesa R a pred LhOZlm ]Jll
z b ! ke: tél \1 l tkladu

ukdzeme, ak se
j tim urvv.hh vypodet, n_;mena pfi ruénim pocfnam Z uvedcneho buve

patrny i zplisoh zdpisu.
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S12x2420x— 27 R O P

TI2xPF 4xF 8

) ZS:V-.—' ‘.;9 =
k zbytku po delem polynomu f

= 25x — 19 je polynom asoclovnny i !
mi s¢’ znehcdnotl podil

pfitom ' =
Dale je oviem vull't Yo uvedenvml uprnva

k vypolet n. s. d. neovlivni, nebot’v Euklel

Vi

polynomem g dovalgoritmu

daného délenf,, cof via
pracujeme pouze se zbytky. v i

vV Qlx] nalezn&te n.s.d. polynomﬁ fag, Kde !

pfiklad 4.1. :
=ax? + lox? + 2% — 3 .

r= ¥t 43P —x?—4ax -3, 8
" Regent : b e
PRI Ee DI I

ity ?x‘-' x*

3% + gx> — 3t = 1269

3x411013 + 2x*F 3x

(5x% -+ 25x +30) =1y

- 39 -

=3x2 + 15x? £ I8x. xX 4+ Sx+ 6
- 5x? —16x- 3

F Sx? T 25x ¥30

(42N =n,

(X + 5% +6): (9z+27) 1x 2

Tedy, ry =9x + 27 jo nejvétsim spolecnym délitelem polynomi f a g, resp.

.normovany/m n. s. d. t¥chto polypo_mﬁ jepak (fg)=x+3

Vela 4 6.: Nechr f I ER [x],z nich3 alespolt 1ed('n je nenulavy “Potoin:

£. euslu/l'polynomv u,vGR[x] mkvvé te plati:
@ - foutg = (fp

. 2ije-li navic st(f),5t(g) > |, puk-lze polynomy u, v ve lj)?razu_(’zv)v Vybr_'gu tak, Ze:

st(f)> st(v), st(g)>'st(u)

. .ID kiaz : ad | : nechf na pf. g# 0 ;pakz rovni'cb(.l) Eukl idova algorit-

mu dostdvdme :

= =84y =fuy +en ,oznu&me—h uy = l =y -—q,
.‘ ry = g =(fu "8"\)‘!: == ”l‘l:)“'g(l—"lq:)_fuz + 8V,
OanEImC-ll Uy = =ty qa, v""— 1 —vq, .

Tnnto postupnym dosazovinim pOkfﬂL\l]Cme dile, ﬂ)’ nakoncu

dostavamc po palhcnem oznad’em)
ke =/.uk +g.vk .
Podle prvedchozi’ho je vifak e nos.d. polynomﬂ j ag Nech{ ¢

je vedouci koeﬁuenl polynomu Fy " Pak
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oy = ! (At .
gp=c =1 Lu)+g )= fu +gv
oznalime-i u=c¢'u, V= &'y,
ad 2 : necht’ st (), st (&) 2 I anechl u, v jsou polynomy tplﬁuj_ici'(l\

Necht st () 2 st (g). Podle dsledku V.2.3. lze psét :
=gq +r , kde sf (r) < st (8)

Dosazenim do (2) dostavame :
(fg)=f@a+nteg =fr+rgUg+?)
m r mé jif pofadovanou viastnost. Tedy mh{eme predpo-

kde polyno
pfi éemf st ([() > st(u).

kiddat, ¥e uv jsou polynomy splﬂujfcf (2),

D4le sporem ; necht’ st (n) > st (f). Pak je :

st (g) + st () >t W) +st neboli st (g.v) > st f) odkud plyne,

%o musi byt : st (fu+gv) =St (g v
Pak ale : st ((£,8)) = 8¢ futgv)=st (gv) =st(g)*+st (O I+st(f) ™

> st () co?, je spor, nebot podie V.4.1. je st .9 < st (N

Tedy sr(j)> st ), febudl g

st p(cd»l\m{ véty je vul& fe ph konstrukci

Pozndmka @ 2 dukazu l
] zbytk(‘l i podfly délenfz Buklei-

Glch.(2) pouifv(me Kkrom?

po\ynnmu ",y splfiuji
dova alf;ontmu pYi konkretnfm. ijpo&u nelu tedy v pmhehu dé\en( isobit libo-

. volné nenulovym prvkem 2 R jak tomu bylo pn hlednnf n sd

pilkiad 4.2.: V Qix] nalezndte polynomy: wv; uplﬁujfc( l'Z) je- li d{nu 2

f=x3—‘—x’+3x—10 e = 9x — 14

ﬁeKenl pomoci Eukleidova algoritmu hleddme n. s. d. poly
pﬂ \,emf si prubﬂm! onnaé‘u;ome nnlerun€ podfly a zbytky. Zde dostaneme

o
nomu [8§8.

(po vgpodtu) :
: kde gy = Lory=-Tx 412044

= Ma*'\
.(1"' ‘h’f fhkdE 1 27 ‘%’ V"’%g y 1y =x=?
PR E : “i‘“ ==

Tedy * U"g)=h‘ : i
--—A“ g"“‘grl‘lz“‘z"‘;f" 235 = 8‘11)41‘

= fi= e ) T8 < - 2 avan)

= xe-2s ph Yok, 7)1¥tn§fm vﬂpo'dmm najdeme polynomy H¥

- 41 -

Pak : 5 .
= 9 7
u S, o J
2357 3T Y 2ss
- _49 49
¢ “2‘5+—qlq,—————lx_ 5
L 235 235

Definice : ¢ ] v
rice : Polynomy f,g € R(x] nazyvdme nesoudéiné je-li (f,g) = 1

“V&ta 4.7.: Necht /g € R[x pak pol
14 I poiy
; nomy - f,g fsou nesoudéln, pIdV
kdy2 ex'-"“lfpmy“o’"y u,v € Rlx], Pm"/f“f e/ ’

¥ Cfutgy =1 o e

[ az. jsou-i nesoudeine, pak z pre ClOZv 1 del {4 4.60. plyne
- J lf.g Ine, pak fedcl inice a z V.4.6. pl :
3 ”ﬂopak,‘"edlf exis ‘uli polynomy u,v € R{x], SPH"“J/lc{(s)' Pak Ziejlllé ales:
oif jeden z polynomf e nenu ov. .H tedy existuje normovan bn s. d
y: fg I y (644]
pon j p ] p4 i) y 8

Z defini
efinice n. s. d. az V.4.3. plyne, fe (fig) | fu+gv=1,atedy (fg)=1 ]

Vé&ta 4.8. : Necht” fgh € R [x). Pak plati :
LUp=1., ¢n=1 - (f g =1
2. hilfg D = hlg
3glf, nif, @m=1 = ghlf

[.l,)’u kaz:adl:jeli(fg) =1, pak podlé V.4.7, existuj{ u,» € R

spliujici (3). Po vyndsobeni (3) polynomem h dostavdme : s

(€] fuh+gvh=h V .

Necht” vq € R[x] je polynom, pro n&jz q | f; q |gh. Pak ze (4), podle V. 4

jo q | K. Tedy také q | (£h) = 1, odkud v¥ak dostdvame, ¥e (£, g.h,) =1 i} :

ad 2 : pfedpokladu (h,f) = 1 4.7. plyne, Ze existuji
2 Z pf 1 podle V stuji
u,v € R[x] tak, {5 ‘ ‘

h.u+ f.v =1
odkud po vyna’soben(p‘ul_ynomem g dostéfva?ﬁe :
(5) hgu + fgv =g
Ale nlh, hlfg tzn z(5) podleV.4.3. plyne, 7¢ hlg
ad 3 : podle pfedpokladu je g lf . t.zn, existuje polynom ‘
G, € R[x] tak, Ze f=gq,
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20 Fi
je h ‘gq. , pFi gem¥ viak (g.h) = 1. Tedy podle prdvé § 5: IREDUCIBILNI POLYNOMY, ROZKLAD POLYNOMU.

a déle podle pfedpokladu
=J1.qy , PIO n¥aké q, € R[]

dokdzané &sti 2. Je h | q,, neboli g,

Po dosazen{ dostdvame :
f=8 (hq))= @&h) .qa

UMLUVA : Véude v tomto paragrafu pledpoklddeme, & R znaf t&leso.

Pojem reducibilnfho, resp. ireducibilniho prvku, definovany’y kapitolei L, lze

t.zn. gh lr. opét plirozenym zplisobem pfenest na polynomy. UvEdomms si jen, 7o je-li R

R[x], t¥leso, pak jednotky oboru integtity R[x] jsou pravé viechny polynomy stupné 0,
fv&r Jotté poznamenejme, Jo jsouli f.8 € R[x] polynomy nesoud¥iné v-Rx] % P | IRARP Dbery Y R[ l j’- pr A fily polynomy: stup
Na zaver » resp. navzajem asociovane polynomy. musi mit stejny stuper{ (plyng zV.14,V4.2.

¥ v S[x] kde' S .je Jibovolné nadt(leso tElesa . R:
a z diisledku V.1.2). i

&iné rovn
::; ;:'n:s:uE::::ii\:: algoritmu a z definice nesoud‘lny(’h POW""’““) . : : :
Definice : Necht' fER[x)ist(f)> 1. éekneme, te polylwm f/e re du-
eibiln{ v R[x] (nebo téf nad télesem R), /estllle exls/uj/ polynomy g,h ER[x);
1 <st(g), st(h) <st(f) takové, leplarl
f=gh
Vopac'ndm pr'fpad! Hkdme, 2o polynom f Je ireducibiluf v R[x) (nebo téf
nad télesem R).

Poznﬁka : Vidfime, ¥o pfedchoz{ definice je specielnfm bf'fpnldem dtiiicn. Fed:
cibilnffo (tésp. ireducibilnfho) prvku z §2, Kapitoly 1 Pak tedy na pfi nazdklad$ V.2.5.
kap. I mii¥eme Ficl, ¥e polynom £ je lredugibilnf (tesp: reducibilnf) nad R+, prdvé
kdyf c.f }e ireducibiln{ (resp. feducibilnf) nad R , pro liB. c ER.' c#0.

“PHklad 5.1.0 kafdy linedrn{ polynom f ER[x]je ireducibiln{ nad t&lesem R, jak
vyplyvd pfimo z definice. *
‘ OpaEna implikace obecn& neplatf, juk ukazuje nésledujfcfp(xklad

ﬁklnd 5. 2.. Yy R[x] uvai’me kvadraucky polynom f = x’ + lv Pak fja zfejm&

u'educxbxln( nad tflesem R. _

Uvn{ujeme-li tentyf polynom féx’ + 1 jako bolynom z f(‘[i],"bx;k [ je reduci-
bilnf nad K, nebot’f = (x + (x-—i)

Pozndmka : 2 pfedchoziho ptikiadu Je vidét, Zo pfi zjiffovani reducibility & ire-
ducibility podstatn€ zale#{'fia t&lese; nad nfm# pracujeme:a je tedy nutné, zejmena
v pfipadech, kdy by mohlo dojit k nedorozum&ni, vyslovn& uvést, nad ktérym téle-

sem je dany polynom reducibiln{, resp. freducibilni.
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Véta 5.4.; ("Véta o existenci a jednoznacnosti rozkladu na ireducibilni polynomy™)

, Necht f€ Rix], st () > 1. Pak :

7 PR 1. Imlynom  lze vyjddfit jako soudin konec‘nehu poltu rrcduc(lnlmch poly”gmu
Obecné pak plat{ nasledujici veta.

nad R, t zn

“qay - e
kde p, je freducibilni polynom v Rix], i'=1,..

% Rix ; i i tdlesa R pak plati’:
v&a5.1.: . Necht' f€ Rlx] a necht” R, je libovolné nadtéleso

1. /e-lt f reducxbiln(v R[x] pak/e reduciblln{v Ry lx]
2. /e lif lreducibllm v R, [x] pak je xrzduc:btlnfv R[x]

e 1y
2 ro'z'kidd (1) je Jedrioznaihy a¥ na pokad( &initelti-a asociovanost, 1. zn:,
(2) 17« B R,

Kde q, jé ireducibiliifpolynom v Rlx], i=1,..:

o et e logick i dlsled-
(Dikaz:1 Zdst véty plyne ihned z definice & 2.°¢dst je pouze logickyni dsle

J,x, pak]e k=" a'po:vhodném
kem 1. Edsti}: |

pr"ec:slovanfc'lmtelﬂ v (2 je p,vgii =

) ? ‘ d R.
Véta 5.2.: Necht' f,g €RIx] necht” f je lreduc!biln.t na

-[D ﬂ kaz :adl: exis;enci rozkladu (1) dokazeme mal
- lg. )
Pak jé bud"(fg) 1 neboje f

atickou indukcx’
.

: A -.vzhledem k. stupni, polynomu. f, Je-li “st (/)
Z,

Dukaz: nemt plat( pk‘edpoklad vty a nacht (7,g) 7 I Pek muéf bit,

o g4 protoFe viaK S jo hvducﬂnlm polynom,

"CER pai C#U amui’:mcp?{t

dglltclnoatl pak

elhlln{ t,on. ja ve tvnru(l) Dl"zdpoklndejm ;
WA

st () > 1. ZiegjmElze psdtif =
_musi, byt st(q).= 0. Oznaé’fme-h qx)
g =ct.fytmn ¢ g) Zfeiméje (_fg)lg nz.h’ansdthy relace

.y n—1. Nechist (f) = n. Je-li /':reducnbxlm, pakJeplv {x{daném tvaru Nechf:
tedy f Je reducibilnf, Pak ematuj(polynomy- &h SR[x]; 1<st(g), st(l:) < st(j})‘-—_n
tak; & 1= g.h. Podle induk¢nfho pfedpokladu cxlstuj( lrcuucmxln( polynomy

Pivo- iDp Buys---D, € R[x]tak, 7e :

plyne f|x 1

g =P - P hf—'p/,,.‘...pr

; 9 len‘
y vé’tas 3, : Necht’: jER[x] pak m{slednnc( v;frokyjspu&elc alen e dosuem dost{w{me i

py pl'l . p', t zn. fje ve tvaru (l)
ad 2 Jednoznaé’nost xozkladu dok{{eme opxt matematlck Wwindukei

vzhledem k stupni f . Jeli st (D=1, pakjednoznaEnost rozkladu ('1)"c z¥ejimd.-

P(edpoklade}me Yo tvrzeni o jednoznaé’nostl plat( pro polynomy stupn

(a) f je ireducibiln{v. Rlx]1 - p i
(b) Jedi-flgh, kde gh €RIx], pak flg nebo flh

" ()20 necht f j¢ ireducibllm,u n_ez:h;v f\gh, Sre Pak

(Diikaz:. :
odle V.5.2.7e (fig)=1, t.2n. podle V48, (MstDie [l . - i
: ' cﬂqilm Pak

.-,n—l

Necht’ st(H=na nechf Ma (2) jsou dva rozklady polynomu f na ueducxbxlnfpoly-
nomy, t. zn. pak

Lt (b). = ()T rsporent; nechf plati(b).2 necht £, 38 redu
i <st(f) takové, Ze plat{ f=a h.

3) S, PP P"“qu;.--..q’
'zh,'dostaVamé §por s platriost{

odkud plyne fo pilgy .. q Podle disledku V.5.3. vk’ak existujé p{xrozené (YlSlO
(LS, <s) tak, Ye p, | q, P}/elflslujme polynomy 9 tak, Ye bude Py lq,.

exlstuﬁpolynomy g hERI[x], 1 <sl(g), st(h) ;
h Tedy trlvlnlneje flg. h apodleV4 1 f*g f)(h ;

(b). Polynom f musf tedy byt ireducibiln{. ]

3 wt PP bttt s T 58

Z definice ireducibilnho polynomu Vﬁﬂk Domm plyne ze pv q' ,tzn 'xmtu}e :
‘ \ 4 L EE “tak, Ze:

Diisledek: Necht f je jreducibilnf v’ R [x] a necht g,,,..,g‘GR[x]

'.“81- wer o8y

Pak exlstujé pirozené &isio & L <k<s tak te flg, .

¢y €R; ¢, #0tak, Ye q, =c,. py.Po dosazem do (3) avykracem polynomem D1
pak dostdvime : :

P2-Pa - P, =C€1.92.93 --~q,
Podle indukéniho p(edpokladu v¥ak odtud dostdvdme, Ze r—1=s—1, ncboh r=s

ddsledek plyne bezprostiedné z V.5.3. uitfm m_athjr:);at_luké indukce.]

[Dhkaz:
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a po vhodném pledislovini: p, ~vc;qy, t. zn. rovnéf py ~ q; adéle pak p3~vq,

,p,™v g Tfim je véta dokazdna. |

Pozndmka : z dosavadnk&h vyslédkti tohoto paragrafu je vidét znaénd podobnost ’
mezi dvahami o rozkladu, polynomu na ueducxbnlm polynomy, v oboru, mtegnty Rix]
a zngmymi, uvahamx o rozklady ¢ celeho &sla na prvo&(sla. Skute{né’ obecné] lze ukant
%e okruhy R[x] aZ jsou specnelnum pnpady t.zv. okruhu s;ednoznaénym rozkla-
dem, Na I‘OZdll od mz};ladu pru'ozensfch nebo, celych é’xsel na prvo&sla je. v!ﬂk prak-
ticky vypodet rozkladu (1) pro dany polynom f € R[x]: obvykle pﬁli{komphkovany

Je dokonce mnohdy velmi obh{ne vubec rozhodnout o polynomu fGR(x] zdnje

e

Déle se nyni‘budeme zabgvat takovymi télesy, nad nimiZje charakteriza¢

cibiinith polynomd jistym zplsobem nejjednodusi

Deﬁmce Ié’lcsoR nazyvnmc algebralcky uzavrene

st (f)> 15 Ize vy;adm ve tvarii soucluu llneam{ch

(b) ka[dy pollynam fE R[x],

polynomfi z Rix] .
i :lm poly omy v R[x] sou pmve vﬁclmy Imeami’ polynomy

(c) ired!

# I i

dokazijeme matematickoli induk:ii/vzh‘ledem i

% [Dukaz"’(a)ﬁ(b)
k st (f) Jc li sl =1, pak f je lmearm polynom a vyrok (b) platf
& Sty Necht st(=n,

Pfedpoklade;me, % (b) plntf pro polynomy stipn&'1, 2,

Podle (a) exnstu;e koren ¢€ R polynomu f ,t. zn. lze psat .

1. Podle indukénfho pfedpokladu lze

f= (V,.L) q, de q € R[x], st(q)= = .
t. zn, po dosa-

véak polynom q napsat jako souun Imearmuh polynomu z R[x],

2 ka{dy z mch ma v R prava jedun k r‘@n ktery e zni‘oveK f’nem
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" zénf dostévdme $ddané vyjddient.,

"(b) = (c)" : kakdy linedrn{ polynom je v R{x] ireducibilni (viz pfiklad 5.1.).
Naopak,'z (b) ihried vyplyvd, fe ka(ly ireducibilnf polynom -z - R(x}je linegini.

"(c) = (a)": necht’ f € R[x], st (f) = 1. Provedeme-li podle:V.5:4..rozklad
polyn‘omu f na ireducibiln{ polym:)my

f=py..... By

pak podle (c) jsou polynomy p, linedini,, Vezmeme-li libovolny z nich, napt. p,,
pak P miv R kofen (d to Jedlny, podle poznamky za V.3'1.), ktery je zi"ejmé' '
také kol"enem polynomu f] .

‘VEta 5.6.: Necht” R je algebraicky uzaviené téleso. Pak kaZdy polynom
fERIxLSEPD =n 21 mdv R prave’ n koténi, politdme-li kaz'?jy'kér"én

tolikrdt, kolik je jeho nasobnost.

Dikaz: podle Xasti (b) pfedchozfvéty lze polynom 'f napsit jako soulin

» lineam{ch polynomu, kterych vKnk mus( byt pmvg il vzh[édcm k dﬁsledku V.12,

pak uzit(m dermice nasobneho ‘kofén pl

'tvrzem ]
R JOH PR T . 5
' Vidfme Yoz nejbé’l’né‘i pouzfvanych té’les napf; té’lesa R & Q =nejsou alge-
braicky uzavx’em((hebbt’nnpr polynom fi= x2:4 l.zrejmé. nemd i’adn)’koi‘en

v R amv Q) Rovuei’ télesa zbytkovych tHd Z (p prvocfslo) nejsou algabral-

i a
pir §

cky uzavrena, jak plyne z nnsleduj:cf vé’ty

" Véta 5.7.: Necht” R je konednd teleso (1. zn. ‘R md koncme mnoho prvku").

Pak téleso R nenf algebraicky uzavrené, QIR R g

[D Gkaz: necht’ R je téleso o n prvcx’ch (n22), kde R =.(ay,..a,}
Pdk polynom :
[ = (x=ay) (x=4;) . (x=a,):+ ]
zrejmg patn do R[x], pldll st (N=21a p(l tom fnemfv R zadny koren.
nebol’ fa)=1 #0,pro kaZde 4, €R ]
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§ 6 : DERIVACE POLYNOMU, TAYLORluJV ROZVOJ, HORNEROVO SCHEMA

UMLUVA . véude v tomto, paragrafu pledpoklidddme, fe R ‘,zna&{tgqu‘ y

charakteristiky 0.

Definice : Necht” f€ Rlx] kJe

(1 fragt mxtayxt +obaxti s

Pak derivaci po Iynoinuf rozumime polynom [ € R[]’
deﬁ'novany’ vztahem : e N

@) ' 7 ={ 0" ' Cjedi st(f)<0Q it
; ayt2a,x + ....+n.a",xn,-| jeli si(f)> 1

Pnzna’mka pojem denvace polynomu zname z matemahcké analfzy, kde je

lmlta V algebi'e zfejmé’ tnmto zpusobem postupovat

efmovan jaki nstn funk&n
: nemufeme. nebot’ pojem llmlty Je vazan na. tgleso R realnych J(Sel resp 0 jlstych

ruzgx?emch Je§t¥ na t!leso K komplexmch clsel Zavédime tedy p jem q
ryze formalnim zplisobem a glsté algebmlckimx ptosl}’edky Nlcmenx je vuigt fe
pro- R = R oba* pojmy splyvan a lze tedy olfekavat ie d n‘ktere z&kladm vlast-
nosti detivace-budow zde:stejné, jak nakonec vv_dglﬁmu)‘(pge‘mg A

vita 6.1. ¢ Neclll'f E R[;:] H .fl N=n >‘l Pak denvace f /e poly-

[ bR
nom stupnd’ n—1.

D G kaz o jeli f tvaru (1), kde a, # 0, pak yzhlede._n;; k gom\{, le R

je charakteristiky nula, je m.a, # 0.atedy st F=n=1]. . ..

Poznamka : Samotnou definici. denvace by. z{ejmg bylo molné $tejn§'m zpl-
sobem jako v§¥e vyslovit i pro polynomy nad télesem hhovolné’ churaktensti.(y
V takovém pnpaqf by: v§ak nebyly splné’ny zakladm vlastnosti, ktere na (Icnvnci
obvykle po¥adujeme, nupl’ neplatila by p}’edchozn v(ta (nad télesem R charak(e-
ristiky p, kde p-je prvodmlo by pak derivacf polynomu f = xP 1 byl nulovy
polynom., i kdy{ st(H=p>1) vidime tedy, Ye podstatnou roh v na!wh va-

hich bude hrdt pfedpoklad, ze teleso R je charakteristiky O.
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Véta 6.2, : Pro polynomy z R[x] a jejich derivace platl :

L (frg) = fg

Z Ui+t f) = ey
3. g =g+ fg- "
& Gl o = ffas s fyp ¥ oo cncfiggff o
5. oy = kg s

Dikaz : &st l a 3. se dokﬂzv.e bozp(osil’edmm rozepsz(m;n 7 definice
derivace ; st 2, tesp 4,vplyne z 1 resp. 3, u{mm mntematlcké mdukce 4 (‘fé'st Sa
je pfnmfm dusledkem 4. Pro ilustraci si doka{me 3 Xast vé'ty

ti. fl= iva x3=1

ad 3¢ nechtft\.uo+a,x+‘. +ax Z'.!a

g=bo+ byx+ .. +Db x"= $poxt tig =3 tb.x-t
=0 ' ey
Potom : ; i e e

) , X . B ‘

Yot fg = -1 a4 . 3 P ;

fegtfg Els,a,.x’ g ?sob'.x' +£oa'.x'. gll,b,.x' ! » ?J:" (”Z '(.v+1).u,b,)~x‘*"‘=
. N =

" (@ iagb)a!
l= str=i
Dile : ] L
fg = B (X a 0)x , tan U0 "%:l iz ab) ¥

odkud je vi_dft_! fe plati d_g}ggzp_yani rovnost .

Je h k phrozené stlo, pak definujeme (k+l)-ml denvacn polynomu T )ako

‘polynom :
R SR = (fRDY
phi d’emg pro k=1 plat{ (2). ‘
Pak zfejm& pro k <n md k-td derivace polynomu (1) tvar :

SR =k (f=1) 20y + (DK 2

r;« X n(n-—-1) ... (n-~-k+l).u",x"“‘




BG =

- 5] -
resp. pro k> n je: fK) = 0. - dostdvii
. ostavame
Definice i Necht" fix) € le] i cER o Jé-li ' L1 = ay + ) d b (e !
LA Y " 4 = 2y + 3.2ay(x—¢) + . .+ + n(n=1)a (x—c)""?
3 S (x) =dg gy (x—¢) tag(x—c) +.ta (x-c)" i, € R d (x)' e : e b 'L)
pak: pravou stranu (3)° nazyvime Taylordv rozvoj o stfedu c
polynomu f : 4
V!tgﬁ3 NechlVfE R[x] sr(l)—n> 1 ,necht "¢ER.. H fMx) = nla
Pak'existuje prave de : i : Ly = nta,
) D /e 7 Tayhv)rknllv: Tzvoi o‘s'tlrez»i.u‘ ?poyl)f:'m.nu 15 a f/ce Potom tedy :  flc) =ag ; f'(©=ay; f"()=2a; ... SN = nla,
" ’ e g i : . AL E e
@ )= 10 +~ﬂ—<x Zoy+ B x- et 4 L2C) oy i
w SO a =L g =LA g, - SO 2t zn () must

[DUkaz : I existence

X C byt tvaru (4). |
Provedme opakované délen lineimfm polynomem (x—c) takto :
( f=@-oqi+ta ., 1

@= (g, +a, RNl T I

gt

I’oznamka' zavedeme-li novou promgnnou y vztahem :

y x—c neboli= - ¥ =y+e
pak lze.yztah-(4) plepsat do tvaru:. . oo,
(&) < ’

© o Sred f‘%y i

=(x—c)- + .
Gn-2~06=) i n-2 Tghotq obratu se ég'sto u¥ive pfi praktickfch vipoltech
o i Vfoo Tgnl R T

G S0c)q, +dt 2 BT AT ¥ owns

Wiy ak

kde zfejmé aq, a5, ..., 4,_, Jsou konstanty, Tésp: ¢ist

provad& d!lem daneho polynomu f linearmm polynomem tva
¢ ER Je tedy pot(eba urit koeflclenty podllu a zbytek tohoto dé’lem (kterf)e

) polynomy stupn! n— l l 0. Tedy a, je konstantm polynom, ktery niindme
Hejm& roven £ (¢) ). Ob¥ dloty lize fe§1t jednoduge po&etmm postupem nazvanfm

:l Hornemvo schema. Nechf je tedy ¢€R libovolne'a Sx)€ R[t] st N=nzl,

je pak seé’tl‘me '

je tn

Po upravé(dostava/me :

f =a +‘a,‘(x-—c) e +lan_vl S f ) map Xt s ki@ X ko . b o Bogn
cof je Taylortiv rozvoj (3). e kde a, € R, a, #0. Pakje:
1. jednoznadnost : (8) " Cotr e fx) = (x-e) qlx) D

kde b ER a plnh" b=/ (z) Navic st (g) =.n:=1, t.zn. necln

Necht’ polynom  f mi Taylorliy rozvoj (3). Pak postupny/m tvofeiifn derivaci’
q(x)—hw ' VgL byx t by
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Po dosazen{ za ¢ do (8) a porovnan{ koeficientl v (7) a (8) dostivame :

a = b =g
u ik =4 =a,
8, = - b,_,—eb, b, ,=cb, ta,_,
neboli
= by =cb +a
g ot Wy A G, R O |
a, = b =~ bo b =cby +ag

odkud jsou koeﬂcxenty podilu ¢ 1zbytek b= f(c) Jednndué’e ur&ny PH pl’nktu
" kéim vypoL(tu budcme poufwat pl"ehledne tabulky tvaru :

a 4

b+ ay=by| cbotas=b=f ()

" kde do horntho Yx{dku vypnsujemc v{echny koeficienty a, (> i "0) polyiiomu [

tedy.i pflpadne nulove koehcxenty ave spodmm fndku postupn v, J’/poé'ltavé_me
Koeficienty b, podilu a zbytek b. :

Piklad 6.1.: V R[x‘)'b (.lElte‘pé.lyno-m e =%~ 18x3 +'5.x + 7 polynomem
x*3) a na;d&le f( 3) f

: '[2' 0. —18:1..0
5 _3| )
tédy @ ¢ (x) 22x8 — X H, 5 :

Hornerova schematu s vyhiodou vyu¥ivame v celé fad€ dalfich {iloh, na pf. phi hle-

ddni’ Taylorova rozvoje nebo hodnot deri\"/acn’daﬁého polynomu v-d,ane/m bodx, jak

ukazuje ndsledujici piiklad.

Pfiklad 6.2 : V K|x] naleznéte Tayloruy rozvoj o stfedu ¢ =—i polynomu
o kde f(x)=x® 4+ (JH)x? — 2x + (T+i) -
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4 2 ra
Redeni’: opakovanym uitim Hornerova schematu, vzhledem k diikazu V.6.3.

" dostdvdime :

—l 1 -2 2 |2ima
—i | 1 =30 |-Sti=a,

i )

5 Ilﬂf

Tedy je.; £ (x) = (7420) + 21 (oH) + (= SH)(xH)? — 4iGxH)3, + (eti)®.

z _ ) STl i w e e
Nayic, ponévadf a, = LF‘Q' ; mifeme ihned urdit hodnoty. vfech derivac
polynomu f vbod§ ¢ =—i. iy ;. o
Jepak : f(=i) = 7+_21 f'(=n=2i; f"(~i )= 10421, f "' (~i)==24i , fD(-D=24,

Nn zavér paragrafu uvedme nyni { nékteré vysledky, tfkancx se vzajemne souvxslosh

i mezi kofenem, resp Jeho nasubnosu’a denvacx daneho polynomu

7 Vta 6.4. : Nech? FER[x] anécht”c €R je k—ndsobnym kofénem
polynomu f. ! i ' ) e
Je-li k=1 , pak c neni kotenem f'

jé;ll k>1, pak ¢ je (k'»‘l)-riqfsobn)fm kofenem L

[Dikaz : podle pfedpokladu a podle V.3.3. existuje polynom / (x) € R[x]
takqvﬁ;, Yo : . S
‘ F) = -0k x) o plidemd h(c)#0
Pak je : f'(x) = k. (x—¢)¥~ 1. ht (x) + (x—¢)*.h'(x) , t. zn. po Gpravé :
() ') = (x=e)* Lk Ix(x) + (x=-¢).h'(x))

‘Necht k=1; pak 9) nubyva tvaru : f' (x) = i(x) + (x—¢).h'(x), tizn.
7] ) =h(c) # 0 ,atedy ¢ nenikofenem J'.

Necht k> 1 pak oznadme #(x) = k.h(x) + (x=¢).h'(x). PH tomito oznaleni
dostavame podle (9) : £'(x) = (x—c*~ 1. 1(x), pfi &em¥ 1(c) = k.i(c)# 0 “a tedy
podle V.3,3. je ¢ (k-1) - nasobnym kofenem polynomu /' |.
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Pozndmka : obriceni pfedchozi véty zfejm® neplatf; je-li napF. fix) = x>+1 €
€ Rlx], pak f'(x) = 3x?. Tedy 0 je dvojndsobnym kofenem f ', ale nen{ viibec

kofenem f'.

Viia 6.5 : Nechi® fix) € Rlx]; ¢ € R ; nechf” k> | Je pfirozend cislo.
Pak : ¢ je k-nddobnym kofenem fx) e c je (k—1)-ndsobnym kofenem poly-
nomu (f, f').

D&kaz: ”»": necht’ ¢ je k-ndsobnym kofehem*f, kde &> I. Pak
podle pfedchozi véty je prvek ¢ (k—1)-ndsobnym koFenem f'. Tedy plati :
(x~c)* lf‘ (x-~c)“‘*f, w-cy 1 | r', (x—=e)t 4 £, odkud dosta’va’r.ne e
(x-c)k =1 l(ff ) Déle spofein’; necht =* L £y Ale (of ) f " & 2 tran-
sitivity ‘elace délltelnosu pak plyiie, 78 (x— c)“ [f , ¢oz je spbt. Tedy’ Tiosf byt
(x—c)¥ 'l'(ﬁ fH oa dohromady dostavdme, Ze ¢ je (k—1)-ndsobnym kofeném
polynomu (7 1) ' ‘

e i necht ¢ _|e (k l)-nésobnym kmenem (@ f),»t zn. (x c)" 'i(ff );
(x c)"k(!f ). Kdyby (3-0)*4f, pak by tedy ¢ bylo (k-1)- nJﬂobhym kofenem~
polynomu f, t.zn.podle V.6.4. (r -y Lyf', cot je spor. Tedy platl: (x-c)*|f.
Dale,;e i (x- OFLL, pak ¢ je alegpofi (k+l)-nasobnym kofenem polynomu T,
t.zn. podleV 6.4.je ¢ alespoit k-ndsobnyni kofenem polynomu f', t.zn,

(x~e)* 1S . V¥se jsme viak dokdzall, e (x-¢)* | f , t.zn. dohromady puk dostiva’-
me,%e (x=c)*| (£, /"), cot je spor s predpokladem Je tedy (x= c)"*'n adohroma-
dy tedy dostdvame, Ze ¢ je k~nasobny kofen f].

. Véta 6.6. : Necht' f€ R [x];c€R; necht” k je prirozené &lslo: Pak plati : _

¢ Je k-ndsobnym kofenem polynomu fef@=re)=..= f(’"”&'F‘O H
/‘“(u) #0

[b.1 fkaz : "=": je -li prvek c k~nnsobnym korenem s pak je 'f(c) =0.
je

56 (k—l)nﬂsobnym kotenem f ', t.zn. f'(¢) =0, atd. ai c Je jednoduchym

Opakovanym ufitim V.6.4. pak dosmneme zadanc tvrzem, nebot podle V.

kofenem, fi{k:V tozn, fE () =0 a ¢ nen{kmenem £t zn. f(“)(c)-#O
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e s necht’ f(c) = £ (@)= .= [R5 Do) = 0 5 f®(c) # 0% Necht [

je ve tvaru (1). Pak Taylorfv rozvoj o stfedu ¢ polynomu :f. md tvar :

f(x)=0+...+0+ fL’;:’!E) CoolF sy, . ¥ L‘.’%(LL (x—c)"
B = L . "
t zn. ' ) '

= Gmof L0 S0 g
. n: ;. .

piii gem? zfejmé ¢ nenf kofenem polynomu v hranaté zavorce. Podle V.33, je
pak prvek ¢ k-ndsobnym kofenem polynomu  f. ] :

Poznifmka :. posledni vétu spolu s Hornerovym schematem pguix'va'me..k-rprak-
tickému zji§fovdni ndsobnosti daneho kofene c polynomu f Z p}'x'kladu 6.2 je
vid&t, Ze pfi opakovaném délen linedrnfm polynomem tvaru (x— c) dostavame jakoZ-
to zbytky hodnoty a, = LSkT)(Q- s Pp_cl_le_}_p:g_dphoz_x.véty je }?ﬁk. qugbnos; Ikorene

¢ rovna poétu nulovych, zbytkh téchto déleni. o

Pnklnd 6.3. Z_nstete zda c=1-1 je korenem polynomu fE K[x] s pokud

v

v
Resent :

1=t | 1 —2i  -3-2i-242 U |o‘
=i | 1 1=3i  =5-6i 13+ |- 12+¥16i+0 S

Tedy slo ¢ = 1-i je dvojndsobnym kofenem polynomu f.




§ 7: POLYNOMY NAD TELESEM KOMPLEXNICH CISEL,
ZAKLADNI VETA ALGEBRY. .

V tomto paragrafu budeme studovat zdKladn{ viastnosti polyno}ﬁﬂ s komplex-

7 30

nimi, resp. redlnymi koeficienty. Pnpomenme ze kazdé cnselne téleso (speﬁlélné
tedy K a R) je charakteristiky 0, t. zn. mi%eme pouZit viech vysledkd, dokdzanych

drive v t_e’to kapitole.

-Véta 7.1. ("Zdkladni véta algebry )
Katdy. polynomsif.(x): € K[x), stupné alespon jedna, md v K alespori:jeden koFen.

b e,
_ID Uk az : neuvddime, ]

Poindiiika : 1.-zv"#4kladni véta algebry fikd, Ze téleso 'K komplethéh Csel

je algebraicky uzaviené. Véta miéla opravdu zékladni vyznam pro‘algebru Y dobdch,

zovala na_al| ebru_komple_xmr,h (_:1561 Jeji

i dukaz nelze provest cxste

Duvodem je to ev samotne defimcn realneho cnsla se vyskytun po;my, ktere ncjsou

algebraické (pojem spomeho uspoxadnm) Poméme jednoduchy dﬂkaz. N1k bude

uveden v zdkladn{ prednasc.e o analyhckych funkcnch

Disledek : Ireducibilnfmi polynomy jsou v K[x] pravé linedrn{ polynomy.

[DSkaz : tvizeni je pfimym diisledkem zdkladni vty algebryia V.5.5: ]

Véta 7.2.: Nec/lt f € K[x] st(N=n2=1 jepolynom tvaru :
n f =, +a,x+ +ux ‘ a"#=0‘v""
Puk plati :
L. polynom | lze vy/‘a'dﬁt jako soudin n linedrich normovanych polynomii a
nenulove konstanty ve tvaru .
(2 [ =4, (x—c;) ,...(x—v"); (.",EK,l'=l,

2. wyjddreni (2) je jednoznalné, af nu pofudf faktoni

3. polynom [ md presné n koens, poéitame-li katdy kofen tolikrdt, kolik

je jeho ndsobnost.

[Dikaz : ad 1 : plyne jhned ze zakladn{ véty algebry az V. 5.5.
ad 2 : plyne z V.5.4. vzhledem k tomu, Ze ireducibilp{mi
" T 7 7 v / v T4
polynomy v K _[x] jsou prave linearni polynomy a Ze na prave strane (1) vystupuji
normované polynomy.

ad 3 : plyne ze zakladn{ vé’ty algebry a z V.5.6. |’

Pozhdmka : ze vztahu (2) je vidét, Ze polynom f lze, po vhodne’m,_p}'e&’slovém’
hodqot Cp pr'epsat do tvaru :
@ f=apxmey) men)? )
kde ¢,,...,c, jsou navzdjem rhznd komplexn{ sla a plati : iy +ig+ ... H=n.
Jeli polynom f vyjadfen ve tvaru (3), pak z V.3.3. plyne, Ze ¢, je i~ nasob-

n)fmkofenem f,pro k=1,...,r.

Definice : Vy/'a’dr'em’polynomu f€ K[x] ve tvaru (3) se nazy’va/

kanonicky rozklad polynomu f.

Véta 7.3.: Necht” f, g € Klx] jsou polynomy, majici kanomcky rozklad :

£ = (*—cl)‘ (X—c)'

g = b4_(x—d| ) L (x-—dx)"
Necht” ¢y =dy ,...,c, = dy 1esp. Cppveves €y .4, jsot navzdjem
niznd Cisla Pak pro m.’lvé’tfl’spolecny délitel polynomit f a g plati :
3
U= —cy) ! . )
kde ky.=min (i J, Yoo ooy k= min (,4d,)-
[Ddkaz: nech’plati oznaleni, pfedpoklddané ve vété; Oznaéme dile :
K C ok
h=x—c;) ' x=c,) !

Zejméje: hlf;hlg, tozn h je spoleénym délitelem polynomil. fag.
Dokdseme, ¥¢ /i je nejvétsim spoletnym délitelem [ a g Necht tedy ¢ € K|x]

je polynom, pro néjz je q‘f, q'_g a necht kanonicky rozklad polynomu ¢ je tvaru :
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q=p. (x—e,)u' «rale, Jm

Pak ale (x--e, Yrls (x—e)" |g, t.zn. e, musf byt rovno ndkterému spolednemu
Kkofenu polynomfl f a g, fekndme, Ze €, =c¢;. Pritom viak u,< iy, U, <y,
t.zn. u,< min (ijJ,)= ky. Analogicky pro e;,...,e, co viak znamelxs{,

Ye ql'h. Dohromady pak dostdvame, Ze h=(fg) . |

Pozndmka : zndme-li viechny kofeny i s ndsobnostmi dvou polynomﬁ z K[x],
pak nejvétsf spoletny délitel téchto polynom zjistime podle V.7.3. prakticky oka-
m¥itd a nemusfme poufivat pracného vypoltu Eukleidovym algoritmem. V praxi viak
obiykle koteity duného polynoimu neznime a jejich nalezen{ byva vétsinou velmi
pracné a obtf¥né a v obecném piipadé algoritmicky nefeditelné. Nasledujfcl véty po-
miohou tyto problémy fesit alespof, Ystednd, vyuZitim viastnost{ ndsobnych kofend,

resp. vztahti miezi kofeny a koeficienty daného polynomu.

Véta 7.4 Necht' T je &iselné téleso, [ € Tlx], st () > 1. Nechf ddle q € T(x)
Je pq_lynqm‘ splitwjict : ’ ‘
@ F=@ra _ ;
Pak polynomn q md stejné koreny jako polynom f, ale kady pouze jednoduchy.

_[Dfkaz: zEukleidova algoritmu a z konstrukce délen{ polynomfi se zbytkem
plyne, Ze polynom q splitujici (4) existuje, pi _‘c'emi ('), q € Tix]). Polynom f
m@‘xig_m,e zfejmé uvaZovat jako pol&ném nad K. Necht' pak kanonick_)‘ rozklad poly-
nomu f ma tvar (3), t. zn..

f= an.,(x-—r:,)'l . (x—c’)" i
Pak z V.6.4. _plyné, ze : :
—jediof, =1, pak ¢, nen{ kofenem derivace f ', resp.
- jedivi, > 1, pek ¢ je (lk—l_):na'.ixobnim kofenem f',
odkud podle pfédchozi véty dostdvame :
Gry=me? e
kde faktorem s nulovym expongl;tenl rozumfme &fslo 1. Potom tedy.zfe!'mé 2
(5) g'= d, .v(x~c|) os (e )y

t. zn. polynom ¢ ma po{adova_nou vlastnost. |

" tvrzenf. |

Diisledek :. Nechf!. 7' je.&iselné téleso, nechf polynom s & 71x) e ireducibil-

e
nim, polynomem.nad 7'

Pak polynom  f ma pouze jednoduché kofeny (v K).

ED Gkaz | Jediost () = I, pak polypom_ f ma jediny kofen.a tvrzen{ platf.
Nechf tedy sr (jz =n>2a necht’ f uvaZovany jako ;;olynom na; 1( md kano-
nicky rozklad tvaru (3). Necl_;xt' q :je_plolynomfi pfedchozi véty, splifujici :

£EUSYa kde (f g€ Tl -
Ponévad? Jeviak st (ff') <, pnk zireducibility f plyne,.ie tist byt‘
st (ff')=0, t. zh. (hf")=1.Pak ale f= q, t.zn. [ je tvaru (5), odkud plyne

Pfiklad 7.1. : VywZitim viastnosti ndsobnych kofex;ﬁ naleznéte kofeny (i s jejich
na'sobn_ostmi) polynomu f € R[x], kde pf = oxd = 5x? —x2 4 8x i 4.
Refeni : k vypoltt uZijeme tvrzeni V.7.4. UvaZme derivaci .
f'=5x% + 4x3 — 15x2 — 2x + § a pomoci Eukleidova algoritmu vypo&itdme
nejvets{ spoledny délitel polynomtt f a f'. Po vypodtu (ve dvou krocich) vyjde :
Gf) =2 —3x+2. '
Nyni vydélenim polynomu f polynomem (f£f') obdr¥fme polynom q z V.7.4.
(zdjfmd nds podil tohoto ddlent; a:proto bikiem vypotu-nelze ndsobit nenulovymi
prvky z R jak(_) u Bukleidova algoritmu ). -+ ': Coe
(x5 b x8 —~5x3 2 x2 4.8x — 4 : (x?*»3x.+2) xL 4+ x -2

x5 F3x3 & 2x?

i

XA A g g e o

—x* F3x?+ 2
BT e Y
& 2’(3 4 T Gx—4

Foxx? ..t 6xF4

‘0
Tedy q=x*+ x-- 22 (x~1)(x+2); t. zn. polynom f m4 dva kofeny ;
¢, = 1, ¢; = =2. Jejich ndsobnosti zjistime Hornerovym schematem, pfi cemz zde

vi Y i K g /, . ,
vyjde, ze ¢,"= 1 je trojnasobny, resp. ¢, = --2 je dvojnasobny kofen polynomu /..
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Pozndmka :- V¥ta 7.4 z¥ejmé neposkytuje-universdln{ algoritmus pro vypodet
korenfi daného polynomu f. Md-li napf. polynom f pouze:jednoduché kofeny
(pak g =f), nebo jeli polynom..q pfili§ vysokého stupné, pik je V.7.4.

pro vypolet kofenfl polynomu f netéinnd.

Vita 7.5.: Necht' f € K[¥ ’&l.(f) =p>1, kde

f=dy Fax 4 ¥, 7 e X
a necht’ cyy ..., ¢, jsou koreny polynomu f. »
: A y
Pak plati : » s
N TS = ettt s : TR
o kg S o
AL = creg Fegey to o tact g6
n
3 & 3 : g o0 7 & i
(6) i . . ‘ et
a . <
Dk Sn=k E ¢ L ae
¢ l) Ay o<k, o T iy
. o : s oy
k(—l) a, CyiCis v €y

[D 8 k-az: polynom fi vyjddifme. podle-Vi7.2. ye, tvaru.(2),,t1jake

soufin linedrnich polynomi. Pak @ i T
-1 L X0
f=a,(x—cy) (x= cy)-doe(x—e,) =ag tayx t L X 4 Xy
Porovndnim koeficientl u jednotlivych mocnin x dostavame pak pifmo vztahy )]

Pfiklad 7.2, : V K[x] naleznéte nbrmovanf polynom f{ § kt;er‘;f \ma za ko-

feny trojndsobky kofenli polynomu It = x3 + St + 2
polynom h mi v K prdvé 3 koreny, které oznaéme ¢, 3, C3 ¢
f=x3+Ax? + Bx+ C, kde AB.CEK. Pfi. tom,

Redeni :

Pak zfejmé f bude tvaru
podle zadan, f md koreny : 3¢y, 3¢a, 3c¢;. - Ze (6) pak plyne :

O=c¢p +cy + ey —A =3¢, t3cyt3cs = 3¢, +ey+ey3=3.0=0

= ¢ eyFe c3te 0y TESP. B =3¢, ey t3cy 3eat3ep. 303 =

w

= Qe cate ey teacy) = 9.5 =45
= 1 CCy) = 27(=2) = 54
—~2=¢,.€3.C3 —C =3¢, .3c;.3¢c3 =27 . (cycacy) =274-2) =:

Tedy hledany polynom je tvaru @ f'= x3 4+ 45x + 54

= G -

Nyni si vimneine nékterych specifickych viastnost! t&ch polynomb z K|x], jejichy
koeficienty jsou redlna fsla. Jeli Six) =apg+ax + ...+ a,x" takovy polynom,
pak jej miiZeme chdpat jako komplexn{ funki; jak plyne ze zdvéru §3. Budeme-li
ddle komplexn® sdrufené &slo k &slu z € K oznadovat symbolém 7z , pak uZi-
tfm zndmych vlastnost{ komplexne sdruzenych Jisel dostavame :
‘ﬂ;= @t ayx ¥ tax=a ta)¥F L +a":?" =f(X) "-,' St

protofe q, -jsou redind isla, t. zn. je o=, .

Véta 7.6. : Necht” fix) € K[x] je polynom s redinymi koeficienty a necht’
¢ je k-ndsobnym km"enem polynomu f .

Pak také {islo € je k-ndsobnym kofenem polynomyu_ f.

. ; i / ,
) _[ Dikaz: nqght" f(x)= a, (y=c; )" - (x-—(‘:,)/ je.kallpqiglgy rozklad
polynomu f. Pfechodem ke komplexnd sdrufenym &islim dostdvdme : .

s ok e

FE =10 =a,G-5)" ... FT)"

Ale tento vztah plati pro ka¥dé komplexni &islo x ; mfifeme-tedy X zaménit za

x a dostdvime : y
o N _
fx)=a, . (x=¢;) b (x=¢,)"
odkud jiz plyne tvizenf véty. |

Pozndnka : z piedchozf véty mj. plyne, ¥e polynom z K([x], s redlnymi

* koeficienty, musi mit vZdy sudy podet imaginarnich kofend. Je-li navic lichého

stupné, pak musi mit lichy podet redlnych kofend.
Déle se zabyvejme otdzkami ireducibility v Rlx]. Jif, dfive jsme uvedli, Ze t&-

Jleso R _nenf algebraicky uzaviené, t. zn. , %e v R[x] existuji ireducibilni’ polynomy

v ’ . - . . ) .
stupnd vyssiho ne¥ 1. Nasledujici véta poddvd vy&erpdvajici charakterizaci ireduci-

Uj[y,\_l'cll polynomfl v R[x].

: Vét'l 7.7, ¢ Ireducibilnimi polynomy v R|x] /sou pravé vsechny linedni poly-

» nomy a Vsedmy kvadratické polynomy se zapornym diskriminantem.

IDikaz: jeli f(x)€ R|x] linedrn{ polynom nebo kvadraticky polynom
se zdpornym diskriminantem, pak [ je zfejmé ireducibilni v Rlx].

Naopak, necht’ f € R|x] je ireducibilni polynom nad R. Pak st (/) > 1.




Pledpoklédejme, . Ze polynom f nen{ linedni. Polynom s pak nemd Fddny redi-
ny kofen, ale musi mit imaginarn{ kofen, ktcry oznadme ¢ =a + bi (b+0). Podle
V.7.6. je viak kofenem f rovnéi &islo ¢ = a—bi. Protofe je ¢ +# ¢," je polynom
/v K(x] délitelny polynomem : o
fo = (x--¢) . (x—C) = x? + 2ax +(a? + b?)
Ziejmé je viak fo € Rlx] atedy fo!f v R(x], jak plyne z algoritmu d&leni se
zbytkem. Podle pfedpokladu je viak polynom f ireducibilni v R[x], t. zn. je
fo V[ v R[x). Existuje tedy rediné &islo 1 0 tak, %e :
f=r ‘
Tedy f je kvadraticky polynom, jeho¥ diskriminant D = da?s? — d.r.i(a?+b?)=

=—4r2h? je zaporny, c.b.d. |

" Disledek : 1. Ka¥dy redlny p.olynom,vt.j. polynoim z R[x], stupnd alespoh 3,
je nad télesem’ R reducibilni. . : RRURRE
2. Ka¥dy redlny. polynom f lze vyjadrit jake soudin realneho
sla a konedného poctu redlnych normovanych linédrnich polynomi’ a fedlnych
normovanych kvadratickych polynomf se zdpornymi diskrimindht‘y.';le-li f#o, .

pak je toto vyjddfen{ jednoznadné, a¥ na po¥adf Cinitelf.

[Dikaz: tvrzeni plyne ihned z pfedchozf vity, resp. 2. &dst jedtd z V.5.4.]

1
V-experimentalnich oborech a v praxi viibec se tasto setkdvame s titohou najit
(alespot pliblizné) funkci, napf. y = F (x), charakteriziij{ci n&jaky diktéry pozo-
rujeme nebo méfiine. Znamernd to, fe pro konedny polet hodnot “¥*{sou stasioveny
" (naméfeny) odpovidajici hodnoty y. Funkci F (x) presné nczha'm:_é; a’‘proto ji na-
Jrazujeine funkef jednodu$f, obvykle polynomern f (x), po ném béiﬁdujemé, aBy

se v danych hodnotdch x shodoval s hledanou funkci presd, v ostatnicli-hodnotdch

pak pfiblizné (viz obrdzek). Rikdme, e providime interpolaci té7, Ze funkeci

’

Uy
F(x) aprgximujeme polynomem f (x). Polynom f (x) se pak nazfva' interpolacni -

polynon.

V daldim se na problém interpolace podivime ¢isté algebraicky jako na dlohu-nad
livovolnym &selnym télesem T (eho specielnfm:piipadem je.samoziejmé i téle-
so redInych &fsel). Zcela stranou ponechdvame otdzky, souvisejici:s. pfesnosti tako-

véto aproximace.

v Véta 7.8, : Necht’ T je &isené téleso, /lééht" fg €T (x]; st (jj,sr.(g) s,

_kde 1 je pevné pfirozené cislo.

Jestlite f, g nabyvajl stejnych hodnot v alespori (n+1) riznych bodech, pak je

/=g

Ddkaz : necht ¢,...,c, €T jsou navzdjem riiznd &isla, pri em?
fle)=g) i=1,...,n+L ] :
UvaZme polynom h = f — g. Ziejmé je st (h) <.n, pfi &emZ h md -alespoi
(i+1) tdznych kofendi, Podle V.7:2: (&st 3) viak nemdZe byt st (h)> 1. Ziejmé
také st h) # 0.‘Tedy=mUSf byt st (h) =—oo,tozn. .h= 0 , odkud:. dostdvame

g1
Véta 7.9. : Necit’ T je ¢selné téleso, necht” ¢y, ..., ¢, €T jsou navzdfem

; ) pNpy
riiznd éisla,” resp, ¥y, . .Y, € T jsou libovolnd cisla.

Pak existuje pravé jeden polynom f € Tl(x] takovy, Ze st (N<n a plati :

f(c,)-=)'l, fE L. sa s BELs

D& kaz: 1 existence :

zvolnie f(x) takto :



; (x—¢y Jx—=c3). ... e o :
7 Gy = s 2 3 L e )(xme)e (x—
AR O TN A AT o e
: n
Faarze +y ey Mx—eg )eo(x=c, )

(61 €1 )G,y —€3) (6, —6,)

Pak zfejmé 1 (x) € T(x], st () < n (nebot kaidy s&ftanec je bud” o nebo

v . .y
polynom stupné # ) a dosazenim dostdvame fe)= Ypl=1l, .. ,n+1

1. jednoznalnost : “
plyne pfimo z V.7.8. ).
o s I 0
-Puznn’mka 4 Vyjﬂ(JI'Enl polynomu J/ ve tvaru (7) se nazyva Lagrangedy tvar

interpolacnilio: polynomu;

1 kdyZ V.7.9. dokazuje jednoznalnost interpoladniho polynomu: £ mbzeme
zfejmée tento polynom formalne rozepsat riiznymi zplisoby, napr podle toho, jak
je to pro nase konkretm’ u_cely vyhodne. Na zdklad$ nasledujicl vety ukazeme jeste

Jednu moZnost zdpisu interpolaéniho polynomu.

Véta 7.10. : Necht” T je Eiselné téleso, necht’c,, . . ., ¢, € T. Pak polynom

J=ay +ayx+ .. +ux" € Tx] Ize vyjudrlt ve tvaru :
(8) /3 (X) =bo + by(x—cy) + by(x—c) )x—cy) + . s b, (x—c;)(x—cq)
el (x-—; ) v SR i,

(DAkaz: postupnym délenim polynomu f , Tesp. castecnych podllﬁ

lmearmmx polynomy tvaru (x--¢), I = Viswin i dostavame
F=by + (x-ey) gy =bhe + (x—c;) [0y + (x—¢3) q4 ,"bo 2 bl(x C|)+

o e ) (=) g = L = by + by (x—cy)+. .+b"(x~-c,)
i .5(x~r;'), coz;e zadnny tvar. |

M&me nym’zuda’ﬁa navadiem riznd &isla ¢,, ..., "”G T a’jim odpovida-
jief hodno’ty JAGE G Témito hodnotami jednoznadng urcenylpolynom

f oz véty 1.9, lze na zdklad¥ pledchozi véty vyjadfit ve tvaru (8). Koeficienty by,
Diyiices ol pfi tom ziskame postupn_}’m dosazovanim hodnot G (i=l oy nit1) za

x do vztahu (8). Takto ziskané vyju’dx"'cm’polynomu / ve tvaru (8) se pak na-

zyva Newtonfly tvar interpolacniho polynomu.
A . R . v
Plipometime jesté, Ze kaZdy z obou zmifiovanych tvardl interpolaéniho polyio-
mu md v praxi svoje vyhody i nevyhody. Lagrangeliv tvar je moZné okamZit& napsat,
v, v, ’v s . v, L% 7 v v N LT ] 3
oviem pfi zvyeni n (t.j. napk. pii zvétseni poétu méfeni) je nutné€ jej cely znovu
sestavit. Na druhe strané, u Newtonova tvaru je nutno poitat koeficienty 5, oviem

v, v . : ,
pri zvétdeni n se pouze pfidd jeden en, pfi zachovani viech denh pfedchozich.

i / g
§ 8 : POLYNOMY NAI ' 1 IiM RACIONALNICH C{SEL A NAD OKRUHEM
CELYCH CISEL.

V tomto paragrafu budeme n'ejprve studovat ireducibilitu polynom@ nad Q0 a

nad Z. Pfedem je oviein nutné opét pfipomenout, Z¢ Z nenf télesem, ale pouze

oborem integrity (ktery md dvé jednotky, a to dsla +1, —1, t.zn. k polynomu

ez [x} jsou asociovany pravé polynomy fa —j), a tedy v Z[x] nemuzcme

" obecné pouzit ty definice a véty, v nich se predpokladalo, ze R je téleso. Speci-

eln¥ tedy pro Z[x] nelze pouit definici reducibilniho polynomu, uvedenou v § 5,
nybrt je tleba vzit obecnou definici z § 2 kapitoly 1, podle niZ polynom [ € Zx]
je reducibilni (resp. ireducibilnf) nad Z, jestlife f+ o, f# * 1, pfiemz f mé
(resp. nema) vlastni délitele, tj. délitele riizné od * 1 a od + r
V. dal§fm pak ukd¥eme, ¥e ireducibilita nad Z a nad Q spolu velmi dzce sou-
visf, i kidy% oba pojmy surmoziejmé obecnd nesplyvajf; na pfi- polynoin
fx)=3x+6=3.(x+2)

je zYejmé ireducibilnf nad Q (viz piklad 5.1), ale nad Z je reducibiln{.

Definice : Polynom f=ay +ayx+...+tax", s celodiselnymi koeficienty,
se nazyvd primitivnf, jestlife jeho koeficienty jsou nesoudéine, . zn.
(,aq,a,,<.,,‘a”)=l &

Véta 8.1. : Necht’ f=ay + ayx + ...+ ax" €Z [x] je libovolny nenulovy

polynom.  Potom :
; Loy,
1. polynom [ lze¢ vyjddrit ve tvaru :

) f=z. 0




kde z € Z u f* ‘ je /mmlnwu /mlwmm

2. vyjddreni (1) je Iednoznacng af na asociovanost, t. zn. je-li
(2) [=3.0%=z,./i*
kde 2,2y € Z a [ fi* jsoupri mitivaf polyromy, puk z,z, /tou amc;avum

v Zua f"‘ V¥ jsou asocipvdny v Zlx].

[Dfikaz: ad I : symbolem z oznaime nejvét spoleény déliwl (v Z) viech
koeficienti polypamu £, t.zn. z= (g, day, ..., a,). Koefigienty polynomu ¥ pak
obdrzime z pmlnsnych koeficienth polynomu f vydélenim chlem 2; Zrejmg: pak je
* primitivaf 4 plati (1).

ad 2: neeh€'plati (2); kde 2,2/ €Z a ¥, £* jsou primitivaf polynomy.
Pak ale z, lq{_ pro i=0,1,...,m t.zn. také z, I(ao,ay,....a, NEEE Necht'tedy
z=z.¢ ,kde ¢ €Z . Po dosazen{: Zef" =z i tan of "= [,"'a ted: é{wlo ¢ dg
I vdechny koeficienty polynomu L, ktery je viak pnmmvnl Pak ale ¢ I‘vl “tazn,

7=tz ,resp = éf*, cnz je indane tv:zem]

Véta 8.2. : (‘Gaussovo.lemma’)

Necht* f,g €Z1x ] jsou primitivai polynomy. Pak jejich soucin f. g jé také primi.

Wt
tivnim, polynomem,

[D.8kaz proyedeme sporem, t.zn. nechi” £ ¢ jsou primitivni a piedpoklddejme,
Ze f.g nenipx
cienty souéinu f

ni polynoin. Pak ale existuje prvogfslo, p., které d8li viechny koefi-

Oznaéme: f=dgtagx+ . ha x"

g =bo+byxt. .+ b, x"

Vzhledem k gqug_olglqdu. P _ngdélg’ viechny koeficienty polynomu f ljesb. polynomu
& N_qqhitgdy a, . resp. b je koeficienﬁ pély_nomu_ f ,resp. g sl)éjm;ngfm indexem,
ktery: neni délitelny, &islem p.. ‘

Dile oznalme koeficient u moc}niny_ x"** polynomu, f.g symbolem, ¢ . Pak:

¢ =do b, totab t.ota, by t.zn.
(3) a.b =cdo.b, - .-a b -a, b a, by

"‘nad Z. v w T g FEre: e S fea s

Ziejm& p dlf kaZdy Clen na pravé strand rovnosti (3), t. zn. pak také » ';Ir'b: .

" Podle piedpokladu viak pta,,ptb a p je prvodisio, t. zn: pha,:b, , co? jé ‘spor. Te-

dy polynom f.g je primitivn{].

Diisledek: soudin libovolného konedného poctu pnmmvmch polynomulc primi-

tivn{ polynom,

[Dlkaz: tvrzeni plyne z Gaussova lemmatu ufitim matematick¢ indukce ].

_.l’qz.ng'mkn: jedi geQ [x] libovolny ﬁolygom s racionglnfini !_(g;eﬁ,ci;ptil__

Ye h= d h

) gfp:',;d.h,"’ . kde ¢, d€Z, Il"EZ[x] je px;xmmvm

Vyjadfen{ (4) uznjeme v nasledhjncl vete kterd charnktenzuje ‘i

Véta 8.3.: Ireduubrlmml prvky v Z [x] /wu pravé tylo polyuom

- vfechny ireducibilni proky »
- vfechny primmvnf palynamy mlpne alespvn 1, které jsou xreduc:bllm nad polem

Q racmnalmch ctscl

B 19
[Dikaz: jeli fEZ[x], st(f) > a f neniprimitivni, pak podle V'8.1. Ize
psat: f=z.f*, kde f*je primitivni a tedy 24+ 1, Ziejmé ani z ani £ neni jed-
notkouv Z[x],t.zn. polynom f je reduclbﬂmv Z[x] lreducxbxlmml polynomy
nad Z mohou tedy Lyt jen konstantm polynomy anebo pnmmvm polynomy stup-
né alespon 1.
Nenulovd konstanta, ¢ €Z viak.v Z[x] miie byt souginem pouze_celych Clsel, |
atedy.c .je iredlxcibiiru’m prvkem v Z[x] pravi kdyZ |¢| je prvodisto; t. zn. pravé

kdy? ¢, je ireducibilnim prvkemy Z.

Dile, necht rez | x| je primitivn{ polynom stupnd alespon l Je-lx ! rcd\mml-
nfm prvkem v Z [x], pak (vzhledem k tomu, Ze je pn_mmvm) je reducibilnfiv Q [x].

Naopak, nechf f je reducibilniv Q [x]. Pak plati: /= g, .¢,". kde g,,8,€Q [x],



Pak polynom fjé ieducibitil tiad télesein Q' raciondtideh el -
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1 S 8081, 51(83) < st(f). Poiynomy 8.2, I7e viuk padle pozndmky pied vétou
psdt ve tvaru (4),1.j.;

gi=cld Iy, gy = oy )

kde ¢ EZ, lx €Z|[x] Je pnmmvnf (i=1,2),Po dosazem dostavmne

G 11, (12 /l, h,,t zn.;

¢ .y f=dy . dy ./l:‘.h: .

Ale £ je primitivn{ a podle Gaussova lemmati jei lr:' li: primitivni, t Zn. podle V.§.1.

mus{ bytpolynomy fa hi h, nsoc:ovanyv Zx],t.zn, f=e. h, h, ,kde e=t],
umlnlnfv Z|x].

Pondvady zrejmeje ”(31 vtfiz Y, :—l 2, znameng to, 7¢ Jje re
Tim je dokdzdna 12‘ st tvrzend. |

. mitivnf, pak je 1reduclblln1 fiad Z prave kdyz;eireducibllm nad Q

o p__q§lédhfch dvou pozndmiek vyplyvd, % vydetfovdn( ireducnblhty polynomi v

QL] Yze,v.podstatd plevést na vydetfovani iredycibility polynomfiv, Z{x], Ndsledujfcl

véta uddvd dostatetnou podminku pro to, aby polynom s celodiselnfmi koeficienty
byl ireducibilni nad télesem raciondinfch ¥fsel.

Véta 8 4. ( Exsenstemovo kriterium xredunblhty)
Nec ht

.(_-.

je polynom, st(f)=n > 1 . Nechf'existuje preollslo p, pro néf platf:

fEagtaxt .+ u,',x”’,;' 3 ﬁITEZ o =00y
pla,. y /=01, .0,n-1
(6) g e
Pk,
iDbkaz provedeme sporem; nechf polynom [ spliiuje prédpoklady véty a
necht” f7jé reducibilni nad télesein @ Pak f je réducibilni nad Zi(podle V.8.3.) a te-
dy existuji polynomy g,h€Z x|, | <st(g), sith) <§t(f), tvaru:
U :
&= botbyxt L HHX" I = ot oyt L G

takové, ¥e f=g. Ji. Pak ale «, = hy.c, a7z (6)plyne e plby .cy , t.20. p by nebo

Al plb, . i=0,

¥ podmmkou iredy
ty zrejmc! nesplnuje pi‘edpokladv Elsenstemova knqana a presto Je 1reducxb11m nad Q.
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p ey . Nechf tedy napf. p|by. Pak ale p4c, , protoie podle piedpokladu pta, .

Ddle necht’ b, ie koeficient s nejniZin indexem polyriomu g, ktery nenf délitelny

prvodisiem p (takovy koeficient jisté existujc, nebot podle (6): pa,=b,.c ,t.zn,
pAb). Navicje ziejmé | < k < n-1. Platf viak:

(7 uk— e Co t by ot by,

k-1 a qa)g_,l—fl)k,_g.:}'qo tedy.ze (7) plyne, 7e p{u ,pifi éemi
je 1 <.k<n:1,cofjealespor. |

Disledek: Existuje polynom libovolného stupné n(n > l) , s celogiselnymi koefi-
cnenty,ktcry Je iréduclbllnfﬂad télésem Q ' s
|Dfikaz: vezméme napfiklad polynom F (x) =%+ ;=1 lib. ; pak podle
Eisensteinova kriteria (pro p = 2) dostdvime, 7e f je ireducibilnf nad Q.]
Poznamka: Eisensteinovo kriterium je pouze dostateénou, nikoliv vSak nutnou
polynomu i Napr,polymomj at +l scelyml koeﬁcxen-

Kromé hisenstemova kriteria exlstu_ye Jcsté rada dalsich, méné vyznamnych dosta-
tednych podmmek pro lredumblhtu pnlynomu nad Q. Exnstu;e dokonce metoda (vy-
ynomu (] celyml koeﬂcnenty roz-

pracovana]lz Kroneckerem) pomoci nfY 1z¢é o lib
hodnout, zda je ireduéibiln{ nad télesem Q: nebortikoliv.-Je-viak prili§ komphkovana

a téZkopddnd, tak¥e je:prakticky: nepouzxtelna. RV SR R
*.Nékdy: tielzeEisensteiriova kritéria pouZ{t pifmona:polynom £:(s celymi koefi-
cienty) ilellze jéj pou¥it na polynom f (x+a)kde-a'€Z .-Pondvad¥ viak.ireducibi-
lita polynomu f(x) je ekvivalentn{ ireducibilité polynomuf.(x + a);;mifeme timto

zplsobem dokdzat ireducibilitu jest& dalsfch polynomi, jak ukazuje ndsledujici.pfi-

klad: i < i

: R
© Pfiklad 8.1.: Necht p e pcvnc prvocfslo Ukaztc Ze polynom

f(x) —xP'+,\ ~’+ +x+1
je ireducibilnf nad télesem Q.

Refent: je vidét, Ze na polynom f(x) nelze aplikovat Eisensteinovo kriterium.

-1 -y 5 .
- ZTejmé viak f(x) lze napsat ve tvaru: f(x) =‘»i., T poloZime-i x = y+ 1, dostd-

.
vame:
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g(y) “f(yH)

A G Py pai P I
(y+l,)'--] —y (yP+( 1 ),),pv+(2)J,p2+ “'+_(p—l)""+|"')=

= pot +p.yPiy .&_(Z;Ll) pp? ¥otp
odkud vidime, e prvoisio p dél{ viechny koeficienty polynomu g, krom& vedouctho
=a p? ‘ned&i{'absolutnf &lén:Tedy podle Eisenisteinova kriteria | je polynnm & ireducibilni
nad Q,t.zn.i f je ireducibilni nad Q, nehof’peh F¥) = (). hy(x) pakje g(y)=
= h,(y+l).h,(y+])

v zaveru tohoto psragrafu se budeme zabyvat hledanfm racmmﬂn{ch kofenfl polyno-
mils racxonalnfml koeficienty, Na mzdfl od pfedchoz{ &dsti tentokrat poddme 1ipin€ a
; ,._pn tom pognérne jednoduché fesen.

38 ! Sgeonorr KA S

Poznimka: necht f(x)€Q [x] je polynom tvaru:

iz % o) =agtdix t st xn

‘kdeé tedy dq,a,, ... a 1, €0 Oznadime-i sougin Jmcnbvatelﬁ v§ech kocficlentﬁ polyno-

mu’ f(x) symbolem d,pnk polynom R L, :

Z \’=.3.52. pak bezpmstmdné- vyplﬁva,,zevcfslo ¢€E€Q je kofenem polynomu f'(x)
privé kdy? ¢ je kofenem polynomu..d.f.(x) . Tedy polynomy f a;d:f majlv Q
» istejné kofeny 2 problém nalezenf raciondlnich.kofend polynomi.s raciondInfmi koefi-
clenty jsme:tfmto obratem pfevedli na problém nalezenf raciondlnfch kofenfl polyno-
s wmill § celymi koeficienty. .. o . a0 R RE e

Seaphie | TAEET e - 5 2 3 : FUR
kit . fl

Véta 8.5.: Necht’

8) - Jx)=apgtax+..+agx"; aEZ. a,#0

Je polynom s celyml koeficienty a nechl lacionalnf cfslu ; { kde B isou nesoudéind)
je kofenem f.

s Pakplurf rlag; sla,

[D ﬁ kaz: je-li = =0 (t.zn. r=0, 5= 1) kofenem polynomu f pak musx byt
o =0 atvrzenf véty platl

Predpoklidejme tedy, e -:— # 0. Pak po dosazeni do f dostavame:

w 7]

rt

r i :
) dagta TS' +,,.+a"_|.\;7;|-+a".l

Vyndsobenfm (9) &islem 5" a pfevedenim poslednfho &lenu na pravou stranu dosté-

vdinei

Jpmads ot B . N 2 " i-2 -l = '
(10) g 5" R ay.r sk b =

Ale na levé strane vyrazu (10)j je cele fslo, t. zn. musn byt 5 Ia P l’odle pfedpo-
kladu jsou s,r nesoudclna t.zn. 5, jsou také nesoudelnaatedy musfplam slu

Zbyvaﬂcf Cdst tvrzenf dostaneme apalogicky vy{ufsobemm (9) mslem -—-' Pak je

8" bay st E Lt a, 5" g =0

n

n v
musfbyt-ceélé &fslo

1 2 - 1 il ;
n-| n- 3 el e
tzn. a,.s"™ +a,. 5" r+ L+ a,.r ey tedy

t.zn, r|ag.5" , odkud stejnd jako vyde plyne, 7e rlag.]

o 542

r Ve

Diisledek: 1. Je-licelé ¢fslo ¢ kofenem polynomu (8).s celymi koeficienty, pak;.:

' Elaoe

.r.r.fs.lq-_.
(Dfkaz: 1.i2.jsou bezprostiednimi dfisledky predchozf viiy. ] _

Pozndmka: Pomocf V.8.5, lze [lﬂjft vsechny 8 uonalm koreny lxbovolneho poly-

nomu fE€Q [x]. Nejprve vhodnvm vynasoben{m prevedcme polynom f na
3 zelgmi koeficienty, tvaru (8): Pak znstxme ‘vigchny: dehtele nbsolutnﬂlo Elenu aq
a v§echny délitele s vedouciho koeﬁcnentu a, a vytvonme vsechny mozne zlamky

.
flore !

kt‘eryci'lv 13 zre_;me ‘konécng

je nutné hledat mezi nimi (v/pottem hodnoty f (—) hapt: pomock Horérgva sehe-.
matu). Vzhlgdem k tomu Ze koeficienty uo, Tésp.-a, mohou mit velky polet déh-
K zredukovanf po&tu moznych - .

¢

tellt, mbiZesbyjt tato 18kdy. velmi prac
ciondlnich kpfend polynomu f sloqu nésledupcl véta,

Véta 8. 6 Nech!raclunalm’c'fslo . (r s ne.roudélna) je kofenem polym)nm (8)

;u

s celyini kvefi clemy, necht’ m- je celé &islo. Pak:.: .- .. e

(r=-ms)1fn)

t. zn. specielné plati:
(r=s) 1/ (s (rts)1f(-1)
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Kapitola 111

POLYNOMY VICE PROMENNYCH

§ 1 : OKRUH POLYNOMU 1 PROMENNYCH

V § 1 kapitoly 11 jsme ukazall Kkonstrukei pomocn { nf¥ 1ze nad libovolnym okruhem
R konstruovat okruh Rx] polynomu)edne proménné. Tutokonstrukei Ize zrejmc
opakovat (vezmcme-ll :R [v] 2a vychozf okruh) ato Ilhovolne koneéné nbhoknft col
vede k na’sledujlcl deﬂnici ;

Definice: Necht” R je okrul a necl:t* n Je pevné prirozené ¢islo. Okruh, keery
zxskame z R, poufijeme-li n-krdt koristrukci okr whu polynomi? jedind proménne,
nazwame okruh polynomit n proménnYch nad R “aoznd-
Sujeine jej R[x,, T | s v k L >

Prvky okruhu Rix,, . X ] nazyvame * p o lynomy n pronién
nad ‘R (nebo té7 polynom y n proménnych s koefi icienty z R ). Nulovy prvék
okruhu Rx,, .. FE nazpvime nulo vy polynom a oznalujeme jej o
nebo 1e¥ o(x,, ) :

Pozndimka: _rozeberme nyn{ podrobnéji prcdchczf definici pm nékterd konkret-
nf n.

Necht n=1; pak dostdvdme zndmy okruh polyr;omﬂ jedné proménné, studova-
n)’ v kapitole 11. '

Necht' i1 = 2 ; uvdZfme-li e polynomy jedné broménne'jsou nekone&né posloup-
nosti tvaru (aq, 4, , ....), kde @, €R , a, #0 pouze pro koneény pocet mdexﬂ [
pak polynomy dvou prom!nnych jsou nekoneédné posloupnosti

((aua,um, wis s - (dige a.,, evis), i e s )

jejich? &leny jsou rovnéZ posloupnosti (tj. polynomy jedné proménné), pfi gem? pou-
ze koneén)"v pocet t&chto posioupnosti je rizny od nulové posloupnostj, t . (0,0,...).
Vidfme tedy, e polynom dvou proménnych si milfeme vyjddfit jako jis.ou nekoned
nou matici (“l/ kde i,j probfhaji nezdvisle mnoZinu véech celych nezdpornych &-
sel, v nff pouze konedny polet prvkd je rdzny od nulového prvku 0, - Do fadki této

‘natice’ vypisujeme postupné polynomy jedné proménné, které jsou &leny posloup-
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nosti urtujfcl dany polynom. Operace + nebo . pak mbZeme zapsat nasleduji¢im

z_p_)lsohem:

(a”) + (b,,) = (c,/) y kde = u”+ b’/

(@) . () = @) kded-Z'Eak,b

ktm=l F+s=] my .. i i
Pfi tom ziejm¥ nulovy:m polynomem j¢ polynom, v iehoi zdpisu-se vyskytu;x pouze
OR a jednotkovym polynomem je polynom (e, )' kde eg= 1" N resp‘ '»'b"=»0~ 'jinak,
Necht' n = 3 ; pak polynomy tii proménnych jsou posloupnosn Jojxchi Eleny
jsou vyse popsané polynomy dvou proménnych, Jo vidét, e takoveto posloupnosn
1ze vyjddfit indexovdnim prvkdl z R tfemi indexy, tj: ve tvaru (a”k), kde i, /, e

nezdvisle probfhaj{ mnoZinu viech celych nezépornych Esel, pfi éemZ a wER
pouze koneény pocet prvkd a”‘t je rdzny od’ 0

Vite uvedenp livnhy lze nym zobecmt na pnpad n promennych t.zn
n prométiny ,h lze uvnzovnt jﬂkﬂ posloupnoat (varu (a ) kde 1, Siivi i nézd-
visle probfhajl mnoZinu vech celych nezdpornych &sel, pi‘l cemi a4, E€R & pou--

ze koneény pocet prvkﬁ a,l #0,.
U

Véta 1.1.: Je-li okruh R oborem integrity, pak akmh R[x,, aax, ] je také .

oborem integrity.

[Dikaz: pro;redeme matematickou jndukc{ vzhledemk 1. Pro ; ¥
plyne z dﬁslcdku V.1.3, kapitoly II. Necht'tedy tvrzen{ plat{ pro 1,2, ...,n-1. Pxikje
Rixy, v X, 1= (Rxyyec, x5 D, 1 -pfi ¢emz.podlé. mduT(cmho predpoklﬂdunje
Rlxy, . x, ] oborem: integrity. Tedy opét podle, dﬂsledku kapnoly,.ll ] .'

R[x,,. . x,] oborém integrity. |

Definice: Necht' f= @,... ,”)GR[X, s X,] e polynom n proménnych nad

fytdyto

vkruhem R. Stupném: polynaomu f nazyvdme.neiyétsizcisel,

i # 0, respi~o0 v piipadé, Ze f jé nulovy polynom. Stupefi;polyna;
"

+i;y kde Gy ‘
mu f budeme oznacovat symbolem st(f).

) : 2’
Polynomy slupne"nulu a nulovypolynoni naz)fva/me konstantni poly-
nomy; polylwmy stupné jedna nuz;’wlme linedrni po Iy nomy.

Pozndmka: 'symbol - o0 je definovan stejnym zpdsobem jako'tentyZ symbolzd-
vedeny v § 1, kapitoly I1. pro polynoniy jedn€ prom&nné. RoviigZ viastnosti -s't("f? o
pro polynomy n piom&nnych budou analogické vlastniostem stuprié polynomu jedne

proménné,
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[Dtkaz: délfmepolynom f linedrnim polynomem (x-m),t.zn. pak
(n f(x)=(v m) q(x)+ f(m)
. .0 L )

pri ¢emz 1[(1) =botbyx+..+b x™ ! mus{ byt polynomem s cdoctselnyml koeﬂ-

cienty, jak plyne z Hornerova schematu. Dosadme hodnotu x = ; do (11). Dostdvd-

me;
n-1
0= F(F)=(F-mby bt ¥, T3 f0m) i
odkud pak i
an o fem = Eepern L G

Vidime, Ze pro r=ri.s je Jtn =0, t.zn. (r=ms) |f(m) aveta plathNecht tedy

5"
dostavame
r-ms . e ik

r#.ms .. Yyndsobfme-li (12) vy razem
%17“"(_:31 = (bous™ by r " b, )
kde na pravé stran&;je celé islo, t:zn.:musi byt (r-ms) | s™:f- (i) -
Ale r- ms..v" jsou nesoud!lm{ &sla, nebof jinak existuje prvocislo p s vlastnosu .
plr=msip 15", odkud Wik plyiie, % p |'s (ponidvadz p je’ prvoclslo) Pak-ale ta-
k€ pl(r-ms)+ms=r. Mdme tedy: plr, pls , co¥ je spor's pfedpokladem vety.
Jsou tedy r-ms, s" nesoudelna t.2zn.ze vztahu (r-ms) | s".f(m) dostdvime, fe

(r-ms) 1f(m).]

A o s ST

Piiklad 8.2.: anezn &t racxonalm koreny polynomu' o

»

Resem po vynasobem clclem ) dostavame polynom g(x) scel m; koe i

s nimZ budeme déle. pracovat Tedy:

gUO 3t e 5xM X+ 52 . T o s ]

Je-h I raclonalmm korencm polynomu g (a tcdy lpolynomu f), psi dl
ey eamneh: TIF I M
s13 - s=1,3
i
(zfejmé u jednoho z &isel r,s statf uvaZovat pouze kladné ddlitele). Ddle vypiseme

viechny mo#né hodnoty £ apod ng pak hodnoty r+s , resp. =3 :
! y;

Tedy polynom f (x) md dva raciondln{ kofeny:

! .
3»172,

B L I W 2k 4

AT _
ré5= "2, 4, o0, 2, 3, 5, g(-H=-8
r-s = 0, -2, Dy, by 1 =1 5 gy =12

U#itiin V8.6 vidfme, ¥e z plivodnich osmi hodnot £~ 1byvajn k ovéteni pouze ‘ti:

o= :1;' -2. Toto ‘ovéfent provedﬂne napr. Homeruvym schematem; - 3

ri % nenf korcnem g

=-2je ko}'eﬁéx;g ,
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Véta.1.2.: Necht” R je okruh, n je pevné prirozend &slo. Pa

1. Mioging viech konstantnich polynomit tvorf podokruh okrulu Rix,,. 2x, 1. kte-
rflze ztoto2nit s okruhem R . X

2. Je-li [/c,,.. ) 1D, nepra'zdna /mdmm)zmu (1.2, ...,n}, pak polynonmy
f=tq, ,,,,,,")ER[-Yl s wn X, ] pro néd a 4= 0, jestlife i # 0 pro ndjake
s% (kivon ks ), tvorf podokruh okruhu R|x,, waX,]. Tento podokruh Ize zto-
toZnit s okruhem polynomét m proménmpeh nud R .

Db dkaz: obd tyrzen plynouz V.1.3., kapitoly 1 a j{ ndsledujfcl pozndmky,
ngbot":
1. zobrazen{ ) .
(R = Rl .y, ]
defhmvane prolib. a €ER vrtahem w(a) (a,l,’ ) kde am, 04, resp
_"1,_. 0= 0, Je i alespoﬁ Jeden 7 indexfi riizny od nuly.)e vnorenfm
2. zobrazen{ .

ViR|x . ....ka) > R¥yy w0 x,]
::t;inované pro lib. (a‘k,“"k,,,)ER[x"l i .'...J."m] vztahem w«a’*i‘"’rm ) =(allm’"),

0 jestlife i 0 pro njaké s (k... k)
jinak
je vnofenim. |
Stejné jako u polynoml jedné proménné, miZeme i zde zavést zjednoduseny zpd-
sob zdpisu polynomiiz R (¥, wix,] . Jedi 1 < k<n, pak polynom (b,',’. "") kde

I jedii,=1ai=0 proj+#k’"

0 jinak

oznadime pévnym symbolem, napf. x, (pfitom Zdddme pouize, aby symboly: odpovi-

dajfcf rizinymindexdm k byly riizné). Pak libovolny polynom f= (a ) Ize na-
. "

psat ve tvaru

Ly
xlx ..x""

m T e T,

ptiéemZ sumace se provadl pies llbovolnon Kkone&nou mnozlnu n-tic mdexﬂ fyy ey
takovou, Ze obsahuje yiechny n:tice pro,né a4, . *0- Dvé vy}édrem pol/nomu Vi
ve tvaru (1).se.tedy mohou lifit nanejyys fprmélnéoscntance tvaru 0. r, ox", Déle

vidfme, Ze posloupnost indexd koeficientu L v(h, aodpovndaﬂcl pmloupnmt '
5 il .

ay f=Sax .

« lynomu z R-[x_, i o X, ] ve tvaru (1) se nevyskytuj!stejné cleny,

-~ Bl -

exponeiitdl u jednotlivych x, jsou shodné ahenf tedy nutné koeﬁcxcnty indexovat. Bu-

deme tedy polynom f Castéji psit ve tvaru:

Deﬁnice. Necht® R je okiuh; pak vyraz

. i .
) . Xy - Xg o X,

nazpvdme ¢lenem o n prom énn ycll nebo slmule Clenem. Je-li f =
; / /
= ¥ a.,-x,'. x':' ER[x)) %, 1, pak (2) nazyl'dnw flene m po ly nomu . f,‘
A

prvek a€R pak ncfzﬁvumc koeficientem {lenu. (2)

oo
Stupném Slenu x .x,

" nazyvdme dslo iy + ot Pulyrmm jeho? Vsele-

ny Cleny majl tentys stupeit. s nazyvime homogenni polynom. (.\:gupne ).

Pozndmka: z pi'edchozn defmice a z definice .rt(f) plyne e stupet nenuloveho
polynomu I je roven maximélnlmu ze stupnﬁ JC]]O clenﬁ s nenulovymi koeflclenty

~Pilklad. 1:1.: b i : :
a) v K[x),X3,%3,%]) je f=Q-1:x{x,- x,x, 3l X2 %3 +(1+2i)_pqunqmgm

stupnd 6, ktery je neliomogennf. .. s
b) v Zylxy, %y, x3] Je g = 2xfxy +3x{xy t Xy xaxs =",'Iunnqgenm'm qu%{y}n%?em tup-

né 3.

.~Pozndruka: pfi vyjddfen{ polynomu.z. R [x, ...
s-nimi se:mohou ve, vyjddfen{.(1).objevit. dva stejné fleny s nenulovymi koeficienty
(pHi tom pledpokiddifme, fe nezdleZf na pofadf proménnych, t. zn. napf. x.x% =%\,
atd.), ktere viak muicmb sellst, ncbot"z?ejméje' e ' b

5 ¥ t. x +cnc, =(b+c) xl ."

-Na zdkladg této vahy budeme nyn{ v¥udc v dal§fm pfedpokl{dat, Ze pri vyjddreni po-
koefi icn-

tem rovnym ;0 . Budedli tieba tuto dmluvu zvld¥f zdbraznit, p"_el;ng(

o fe:ve standartnim tyari. : . o iy

Rt

Véta 1.3.: Kady polynom fERI[xy,..;x,] lze napsat ve fvaru .T‘()L‘lcv(!llvl./l‘(}lll()g(‘n-
i . 3’ o kol v. v
nieh polynomi-navzdfen riznych stupid, pA cem? toto vyjddfeni je /ed/l(g;{:(lﬂ(_lg{ (ui

na pofadx’).
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- [DAkaz: hledand vyjddieni obdriime tak, Fe sdni¥ime dohromady vidy. &eny
polynomu [, majicf stejny stupeil, Jednozni&nost daného vyjddien plyne z toho, Je
viechny. polynomy predpokldddme zapsané ve standartnim tvaru. 1

. e v g G i A
Definice: Nechd” f=% a.x; ... X! ERx,, X, | anecht’ (b, ..., b,) je prvek
ey

kartdzského soudinu R™ (1.f. uspofddand n-tice prikit 2 R):" Pak
. i
Ta.b .. h"'

je prvek okruhu R, kiery uazﬁvu’me hodnota poly lomu v bodé
(byy.rh,) avznaciijeme f(by, .. LB, Je-li f(by, ....b")—UR, “Mridme, oo -
(b.... )/e korenem polynomu /. TRE N TaE SR TS

. Pozndmka: z definice bezprostiedné vyplyvd, ¥e pro libovolnd polynomy -
L EER(xy, v x,] platf:

3) U200y, b)=1(by,.0,b, )té(h.... b))
4 -0y, b)) =f(by, .y b )i g(b,. .,b)

Néclit” R - je okruh; symbolem R” znadfme kartézsky soudin R X X Ry (n-krdt).

Pi6ilib. fER[x;, ...x,] definujeme zobrazen:
@R R
takto: pro lib. (b, ..., ,) €R" polotime
(5 d)((b,,... b)')=f(l',,... b,)
‘Zobrazenf (b hudeme naz#vnt polynonualn/ Sunkce palynanm S Jesthie k nejake-

.','x ] tak, ze V= .-pnk
Y budeme nazyvat polyn(nnidln/ﬁmkce k. il FE R g3 0B

mu mbrazenf Y :'R" — R existuje polynom SLER[xp

Analogicky jako u polynomd jedné proménnd ize: ukdzat; e: polynomlalnf funkce
tvoif unitdr{ podokruh okruhu (R®", +, ) z piikladu 1.2, kap.l.a%e zpbruzem

FiRxy sy, ] = RED

'(Ieﬂnovune vztaliem F()) = ( ,prolib. FER[xf, s, x,1,.je okruhovym homomor-
‘fizmem: Tento homomorﬂzmus viak obecne nemus{-byt injektivn{, tj: nemusf byt

vnofenim. V dal§im pak ukdZeme dostatednou podminku.pro.to, aby vnoremm.byl.

Véta 1.4 Neeht’ Ry je nekonedny obor integrity, necht® f(x, , i X ER X154, |
je nemdovy polyivom. Pak existuie prek’ (by, D )ERY tak, e [y, .,.-,I;")# 0.

'J
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{D:8kaz: provedeme.matematickou indukei vzliledem ks «: [0 .y ="l

n{véty plau (vw V 1 S kap Il ) I’redpokladejmc zc tvrzcm véty plati pro

8= x(xl.L..‘. )GR o
me f(x,,.A..xn_l)—-f(‘\,. X, ,.g) Pa
pokladu plyne, 7e existuil’prvky by b, ERy tak, %e f lb‘,... ;

Bt Setkan e b

..:.lx ez indukéniho pnd-

Véta 1.5.: Necht” R je nekonelny obor integrity. Pak zobrazent
ey, k] o R

I T RV ST O YT S CAY TR

’ S M
popsané vyse, je vnorenhi.

tivni zobrazenf. Necht'tedy f, g€R [x;, .. x, ] jsou polynomy takovc ie FH=Fg),
t zn. «I) d) Podle (5) tedy pro llb (bys -

Vil

1mekhvnf |

" Disledek: Neélit“R “je nekoncény obor-inlegmy,'necm fngR[v.."“x J. kak
f=g pravkdyi f(b,, b)) =g(by, b, , pro ‘kazdé (IJl s b ):R"f

CID bkaz: §EN LB, B 2Ry, ) ‘pro kaZdé-(b, ; S ER; pak

“n

"il}= ', ‘neboli Y =F(B) apodlé Vili5.4¢ f g Opm’fna implikicetje: trmélm ]

i
Pozndmka: V okruht Rlx,, ..,x;] mifeme rovadi studovat otdzky délitelnosti
a ireducibility. Nupf. z V.1 4. kapitoly.I1. uZitfm matematické indukcé:plyne, Ze je-li
R oborem integrity, pak jednétkami okruhu R [xy;, i, ] jsou prdvéjednoiky okru-
hu R .Tedy k polynomu f€R [x,, 0y X, | jSOUV toriito ;S“n'pddé’uisdciovépy b..ra;(v'é f
véechny polynomy :tvatuiin fi;:kde r &R, je jednotka "mkruhu»-JR.;‘iNa";dn‘ul\éislra.rj,é ale
napt. otdzkn charakterizace:ireducibilnich polynomt. .. ipromé‘nn')’ch_je zna¢né ‘kom-
plikovand a to i ve Qpccit’xlm’c’h piipadech, napf. pro R-=K_, kdy.dreducibiliif, polyno-
my jedné proménné umfme jednoduse popsat. Obecn€ Ize totiz ukdzat, 3¢ pro libovol-
nd téleso R apro n =2 existujf v okruhu R [y, . ..., ] ireducibilni polynomy libo:



yolnéhu stupné m =4 (nupi". polynom xf' +.x, jev. R |, e, ) iregucibilni).

nﬂ n promenn)‘ch Je caslo notrcbn mit cleny daného polyno-

l‘n wtudlu polyn

mu Imeérné mpon‘ddny U polynoml'l j\!dllﬂ proménne ysmq

Ito,vze upnéineho

, usporadavah 1edno |vé mocmny promenne i'b
| RUEA i

S8 mk ity
Xy B x /wu

EUS

qh.

Definice: 'Nu_ql;t"__ A'

\
Rekneme, 2e. Elenw A je pfed (l('ucm

Slenem A), c.ri,slu/e-ll‘vimlex i, 1<i &u. s/rlnu;/r &
[F A MLt ES At | R R LR S L VT S

k, =510 ey

n)‘ch Reluce > je pabk:

(x) reflexivni, nebot’ 4 = 4, t.zn. je A >A ;
i X Wplati-i A8, B> A nemohou pak. A

ik, >s', TESP. 1. M e Sy Tl g 08y >{

Pakepli. . K jei o k=l o KieF 4o k2t v
woa prtd>jejer] ky =1, ik l,k,>1

5 -tedy v.kaZdém prlpudéjr A>C.

“(iv) linedm{ (dplnd), nebot’je-li A-+ B , pak existuje néjaky exponent; v némz e

“oba Llenyjlg.‘u. Vezmeme-li prvnf takovy: exponent, dostaneme;, e bud. Aije .

“pred B nebo B je pied A, tedy budje A3 B.nebo . Bx» A .- .

li'(o hylr) nejak 7v}a§( ‘

,'lom‘r_ucio_ndln{ funkcf n promennych (nnd R) rozumlme Wraz
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Definice: Relaci > nazyvime relaci lexikografickdlio, uspo- :
Fdddni &lenlt o n proménnych. Vysetfujeme-li pou..c Eleny z/amflw

polynomu f(x;, ...,x,), pak hovoriie o /(ﬂ,\:lxog/uflckem u.\poradu-

ni Elend pr)lynum u f. C{mpal)nr)lnuf kler)f/c/nedv\emlasmmuul

leny tohoto polwwmu nazyvume “re du u r un r [e He m polwwmu f

Piiklad 1.2.: Polynom fER[x,,x,,x3,X,] tvaru

x

f=5x +3,\, x,x

3 x§ +’5x,x5')‘c4’ +2x, + x,’ X4 2

je lexnkogmﬂt.ky uspoi’adan ajeho v doucim clenem Je clen id .

Vetn 1.7.: Necht® R /z' almr In(cgrltya nvcht ngR[,\, G ,x ] /sr)u hb nenulo—

"lnu f g.

[(Dfkaz: necht’ 4 =.§’:' n jeVCd“UdElen Soesp. A -x

‘s

dal$i &len polynomu f. Pak Cxlst\lje i, T<i<n tak, ¥o: k.= :h,,... k.= m“,'“

k> my Necht’podobné, B = x;'
2 o ko A E ¢

]B vedoucx élen polynomu g . resp B =

A"B . Koeficient u u Yeni AB v fg Je'viak souémem koeﬁclentﬁ‘u A48,

-je nenu;ovy,nebol R je podle predpokladu obormtegmy Tedy A B Je ved ucx dlen

polynomu fg.]

Pozndmka: Necht R je téleso; pak Rix, . V,X'”’] je obor integrity,, pro ktery mi-
Zeme ste_mou metodou Jako ¥ § 9 kapltoly ll sestropt podilové téleso, které oznacu;e-

X)) 2 nazyvame l(’lc.w rau()nalul(h funkrl n promé’mt)‘ch rma' R Pn

me. R(xy,,

FOX e X) i -
28y, X AR R

kde f,gE€R(x;, .. X,] 8 g#0(x, .., ,). Rovnost racionilm’ch funkel n promén-
nycha operace na mnoziné Rxy, x,) viech tifd navzzijcm rovnych racionaln{ch
funkcl »n pmmennych definujeme stejné jako v § 9 kapltoly 10 Platfpak i analogické
vysledky, t. zn. R|_\-I v, miZeme chdpat jako podokruh télesa raciondlnich:funk-
of Rixy,.nx,) 8 libovolny prvek z R(x,. ...,x,) miZeme pak vyjddiit jako podil dvou

prvkliz Rix,, ...,
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§ 2: SYMETRICKE POLYNOMY

lepUVA: viude v tomto paragrafu piedpokldddme, Ze '1‘2 znad téleso.

Defmice Polgmum Llxyy .. .,x",)y‘ER‘(‘x.',. ,,\ 1 se uaz,}fva syme tric ky.
Jestlide se nezutind 1d ! !

¢ pmnuluc( proméy y(./l,l zn. pro- Ifhuvolnou permutaci
(@5 s @) indexti 1,2, ...,n p/au

Gy ity )—f(x.,. )

Mnofinu vsecli synwlrlckﬁch [)olynvmﬂ n prom('uny('ll lmd R Imdeme uznacaval
symbolem R[xy .0 X ]

.Priklad: 2.1, v Qi ,x,] polynomy f= 2x'x, + 2x,x, +x, txp ,re5p. g =3
_]SOU ﬁymetncké kdezlo polynomy h xf resp k x,+2\',x2 symetncké nejsou

Vé'!a 200 R [x‘ y X, 1 Je podokmhem oboru Iutcgrl/y R[x. v X, ], tedy fe

o obar mtegrn‘y, klery nav/c obsahu/e lgles

[Dﬁkaz Jsou-li f a ﬁ, symetncké polynomy pakl f +v 35 Ji° f,, fi f, se
nemé"m z:idnou permutac( prom!nnych t. zn. jsou. to symetrické polynomy Tedy
Rix,

mtegnty Zbytek tvrzem je zrejmﬁ, nebo(r konstantn{ yolynomy

[ podokruhem oboru integrity R Xy
symetrické.]

LA = b bt e B e T s it A g et
Viia 23" ‘Necht” A =x" x,’...x::" Je vedouc! 8len syihetrického polynoinii

Xy, x,). Pak platd: oty

: ky 2hy > 2k,

(s it

(D dk az: provedemc sporem necht “Aje vedouc! dlen £ a necht’existuje‘in-

dex il <1su e takovy Je k; «k Vzhledemktomu Ze'polynom f j& sy-
metricky, musf obsahovat I &len jf = x,"..” ;I'x':”" "'"”’- A ’,‘“' 71,

viak &len B je pfed élenem A , co? je spor. |

Veln 2.5 ch /;1 A \'k" je clen o n prume/my’dl Pak existu je pouze ko-

(]

necné: mnoho, lwloum[h «lem? uwmlru.kych polynwnu 7] n promé’nm!ch' len /suu
za Cleieni A .
8 ol ."n f & Siakél ické
[Dukaz: necht’ \, Xy o je vedoucf ¢len néjakého symetrického polynomu

on proml‘nnych ktery je za Llenem A (pfi lexikografickém usporz{din'(’lenu on

proménnych). Pak musf platit:

1) existuje i, 1sisn tak,Ze: k, =, il = 8,0 B 28,

2) 5y =8 >.. =5, (podleV.2.2)

Odtud vidime, %e musf jisté platit: §<kyyi=1, 0,0, tzn védoucich Slenti‘syniet-
rickycli polynomll, které jsou za &enem A je jisté méné ne} (k,+1)*,'t. zn. korie&ne

mnoho. ] Sl

Definice: Polynomy z Rixy, ...x,| tvaru:

G Xy ca X ) =xpt gttt

Op(Xp, 0V, ) F XXy XXy XX XXy T O 4
uk(x, 3 XY= - Xy Ky X,

o(x,, D) EXY X X

uazjvdme clemeuulrnl symerricke polyuomy_

rit 5 o © AN

e kocﬂcxenty polynomujedne promenné (nad K) Jsou ai na kon;

mentdrnimi symetnckyml.polynomy Jeho kofenft:

V' dal$fm budeme fefit otdzku, zda libovolny symetricky polynom fER [xj, .3
lze vy;édritjdko polynom v proménnych 01y o0 @, TESP. kolika zplsoby. Vylerpdva-
jfof odpoved na tuto otdzku ddvd m(sledupc: véta.

Vé‘n 24.: (Hlavnl véta o 1ymetnckych pulynomech)
.Krlz'd)f spmetricky polynom /_(gr. Ve X, )ER [\, s X, lze vyjddFit jako polynum
n proménnyeh o, . v o, thad ‘R, tan,
§ [ xpy e, ) =00y, a,)

n

pFi demi# 1010 vyjddieni je jednozngéne

o fikaz: I existence; nechtvf(,\‘, P ,..,.\‘") je symetrick)’/ polynom nad R a’
necht’
k k k,
(2) u..\,'._\';....\‘""

je jeho vedouci &len s koeficientem « €R ,a# 0. Podle V.22 je: ky =k 22 .. 2k .
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UvaZme polynom:
aku-l ky Ky

Kyky  kg-ky
7 e ]

3) ¢ =a.0;, .0,

Pak podle pfedchoz{ho jsou viechny exponenty v (3) celd nezdpornd &sla a navic po

dosazen{ z (1) je 9 symetrickym polynomem v proménnych x, , X, (Plynez V.21,

nebot'pak je v, soudinem symetrickych polynom8 proménnych Ryini Eev X e NapiSme
nynf vedouci len (is koeficientem) polynomu ¢, . Podle V.1.7. je to:

K,y -k, 3 ky k k
n-1" P Wy
W) SO0 Xy X)) T =Xy Xy xS

4) a.x’:"kz. (xy Xy )krk’.... (x5 X,

Vidime, Ze je roven (i co do koeficiéntu) vedoucimu &lenu polynomu f. Utvofme po-

lynom: .

(5) A =f-e

Pak f; je symetiickym polynomem vproménn.)"ch Xy, X, nad R , pii éem3 vedou-

ciélen £ stoji za vedoucim Elenem polynomu f, jak plyne z (2),(4) a (5). Déle, vy-

jdeme-liz vedouciho ¢lenu polynomu £ » zkonstruujeme analogicky polynom p, a

oznalime: f, = f; — ¢, . Pak vedouci ¢len 5 stojf za vedoucim lenem polynomu h

a p]gtf : )
f‘w:+f'¢:+w;+f1 et e

Tnkto postup jeme ddle, aZ obdrifme f =0, cok podle V.2.3. po koneénem poétu

i musf nastat Po dosazeni pak dostévéme
f=otot tgtf=¢ f_w: +..tg=v(0,.,0,)
cof je hledand vyjddien.

; 1. jednoznadnost: dfikaz jednoznatnosti hledaného vyjddfent prove-
deme sporem. Necht’ f(x,, ...,x,) = (04, - 0,) = Y (0y, ..., 0,) , P CemiZ ' Y
t. zn, polynoimy ¢ a  se llsl alespon;v;ednom kocﬁcnentu ustejného clenu

Oznacme

7(015 . 0,) =9(ay, ... 0, \0(0.,.‘-,
Oznaéimedi g(x;, .., x,) polynom ziskany z 7(0,, ..., 0,) subsmuc: 1), pak Je  2ej-
mé g(x;,....,x,) =0 :Podle piedpokladu je (o, ..., u")#o(u, ) @,) , tozn,
alespo jeden koeficient u nékterého &lenu polynomu 1 je nenulovy: Necht”
) 4.0 070" kde a0
vystupuje v 7(vy ... 9,). Po dosazen{ (1) do (6) dostdvame ziejmé symetricky poly-
nom v proménnych x,, .., & jeho? vedouc{ &élen necht’je:

LU R '

7 Xy o Xy e X

" crdgstarieme; phltonf-je‘mi‘»kbeﬂé.lémﬂje-'z_l"ejmﬁ}geﬂulévy'-: Pak alo ‘polyriom

= 189 -=

Podle.V.1.7. je viak:,

nenth vy, ...,7, vedouclho clenu (75 Tedy, rhizné Eleny polynomu -r(a, ) ey @ ), uva-
Zované jako symetncké polynomy v xy, ..., X, “(t.zn. po substitum (1)) musf mft riz-
né vedouc{ Eleny (jinak totiZ podle (8) z rovnostf vedéucich &lend (7)-plyne i rovnost
plvodnich dend<(6)). B, i o e ke
Uvaime nyn{ v!echny Ye ienty l?.",‘}ﬂ?
substitucf (l) pfevedme na polynom v promenn)’rch X ' X, vezm!me vidy vedou-
&{:8iéri totiotd polynoifiuy Dostanémie tak neprizdriow noiinu nayzdjern riznych Ele-
které uspoi"a'dame léxlkogtaflcky Vezmeniedl nynifomté uspordddii ’Vedouc{
en, pak tento mus{ byt pfed vibec viemi &leny, které pki substituci:{(1)’do

i sy §atedek: “Neeht' Fx, /4. %)= \p(ol, Lyl jé:vyji(drcnf symetnskeho polyno-
R FER: Xy, -, B pomorn clementﬁrmch symetrlck?ch\polynomﬁ Pak«koeﬂcxenty

polynomu ) zfskéme z koeficientd: polynomu if pomocl operac( s&ftdni:a odecftdni

[D ¥k a'z: zprvnf sti.dlikazis predchozi véty plyne, Ze polynom. i méza .
koeficierit'pifma-koeficient vedouciho Elenu polynomu f .. Proyedem i_:,ve (3) sub-

 gituci (1) pak po rozepsdni-dostaneme- polynom vPromﬁnnycthl RIS ,jehof.
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koeficienty jsou celymi ndsobky koeficientu vedouctho Hlenu polynomu £ ‘Pak die
z (5) plyne, Ze koeﬂcienty polynomu f; ziskdmé z koeflclent\\ Polynomu f pomoc{
sé'mfm a odedftdn.a toté¥ tedy platf pro koeficient polynomu ¥y Po'lobn! pm poly-
nomy ¢y, ...y, . t. zn..i-pro.polynom.y .|
iPoznimka: -d8kaz.prvnf &sti pfedchozl vgt})"‘je koniti’_ixktivm’, t. zn. lze jej:apliko-
-vat:pfi konkretnfm vypodtu, Jak ukazuje ndstedujfcf pifkiad.
A BBl it o iaeg B
Pkiad 2.2.: Symetricky polynom SCGerixg, x3) = xfx, + x?x, + x, X + x} Xy t
+adx; +xdx, €Q [xy,05, X3 ] vyjddiete pomoc{ elementamfch symetrlckych polyno-
mil.

4
Re¥ent: FEea
v =1.6{". 00, oi’ =0y.0y= (x.+x,+x,')(x,x,~ +’x|x,+x,x,)=

e xfx, +xfx,

5 S TR PR

. ﬁ»“f Wl ‘5‘3 Xlxr\':

= =304 ?,:..-:'f).‘,x.%ﬂa i

i Bealh duly frreefby

bude )ednoduss i
o dﬁkazu-hlnvm
..jadfovény pomocf vednucfuhiilonh symetnckycheﬁolynému J‘,
‘douel clenyipqunqmﬁ fis wis fiy dsoucza vedoucim Yenem poly: L
- kové Eleny nilizeme viak lehce vypsat a 2 poslouposti jejich exporicijtl ‘prom{nnych
X5 w0 X, miifeme ihned psdt jim odpovidajfcl &leny hledaného polynomu (o, , .. 40,).
xKoeﬁcienty ‘takto: nalezenych clenﬂgsou jlsté prvky ZR,]

+ssazévénfm:konkretnfch-hodnot (2 &élesn iR ).2a. pro,ménne

Kktetd zjistime, poscupnym do-

.:56 proto nazgv:anetoda neuré citych koeficient G P !

Jedl f(x;, ..., x,) navic homogennim polynoriem stupné’ k, pak polynom}{ &
fivenky musi-byt téz homonenm, stupnu k a tedy 1 jejich vedoucl Zleny jsou stupnd
k' Stad{ tedy v-tomto:pifpadé vypisovat. pouze vedoucf Jleny.stupné,

~ Nenflispolyxiom £ (xy , ;) hcmogennf pak-je ziejind, v#hodnémzdelitjej na

héhxogcnnf Ysti-navzdjem rdznych stupfilla pro kuzdoir &dst provést vy podet zvidd.

Shrneme-li to, co jsme prdvé fekli, dostavdme prakticky navod k vyjadrem syme(-

uckeho polynomu f(x,, .. 5 %,) pomoci elem. sym. polynomu 0,50,

1. Polynom f mzdellme na homogennf Ysti rdznych stupnﬁ a pro kaidou z nich
fesfine zvIds(. )

2. Napiseme pouloupnos(l exponentl vedoucfho dlenu 4 polynomii 'f a Viceh V-
doucich ¢lend symetrickych polynomfl danéhe stupné, sto;fcnch za A

3. Ke ka¥dé posloupnosti exponentdl vypiseme odpovndajlcf L‘len v prom S
01y 0 0, (viz (3) v dikazu V.2.4.).
4. Hledané vy;édfenfje linedrnf{ kombinacf élenﬁ 2.3., pfi dem? koefxclent u:pryniho
" 2 nich je roven koefic:entu Slenu. 4 a,ostatn{ koeﬂcxemy zjxstxme pestupn§:m.do-
sazovdnim vhodn?ch hodnoti(z R) za. xy, ..., X, BT gt

5. Seétenfm nalezenych vyjddien{ pro jednotlivé homogcnn( Cdsti dostaneme i’cscnh

Piiklad 2.3.: Symetricky polynom f(x;,%;, %) = (x} + x3)(x} + 1} )i+ xi)+
+ 0 +2,)(X) +X3)(X + X3) € Rxy, X3, X3 ] vyjddiete pomoc{ e‘lem._sy{net'ﬁcl;()’c}'x po-
lynomb. :

Reent: polynom f rozdélime na dvé homdgenm’éésu f= g+11, kdc

a) g(x;,X;,x3) = (x,+x,)(x,’+xa)(x, +x,)—x, x,;f ......

4 2 0 = o}o}

4 1 1 = ooy

330 = a} g =o0}o}+A.0)0y+B.0} +Co,0,04+D.0}

3 2 1 = 00,0 '

22 2 = a3
(-1, 1, 0) = 0,=0,0,=-1,0y=0,g= 2= 2=-B ,tzn. B=-2
(2,-1,-1) = 0,=0, 0,=-3, 03= 2,g= 50 = 50=-2.(-27)4D= ;fzn.D="1
(-1, 2, 2) = ¢,=3, 0,= 0, 03=-4, g=200 = 200 = A.(27)(-4)-16, tzn. A =-2
-1, 1, 1) = o,=l,a,=-l,o},=-1,g= 8 = 8=I1+2+2+C1 ,tzn.C=4

. Tedy: g=ofo} ~20)0, - 20) + 40,9, 0 - 0}
b) flxy, Xy, x3) = 06+ xg)(xy + X300+ x) =xfxg +

210 = g0,
1

\ } h=ag,0,+ Ko,

1 = -0
(L1,1) = 0,=30,=3.0y=1, =8 = 8=9+K, tzn. K=-1

Tedy: h=0,0, 0y
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Dodatek "

ALGEBRAIGKE ROVNICE

§ 1: ALGEBRAICKE RESEN{ ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Problém fedenf rovnic Je Jedmm z nejstarsfch a pn tom ne;dﬂleiltéjilch matamatlc-
kych problémil vlibec, ktery. rovnéZ souvis{ s teorif. polynomﬂ Poznamenejrite, 6
“viechny tvahy. v této ‘kapl_tole budeme provddét. nad polem, K- Komplexnich fsel, ne-
bude-li vyslovné fedeno jinak. Die, na rozdfl od pi’édq@dzfch kapitol bude podany vy-
klad tentokrdt.pouze s_truégi}fm:pfehledem', pfi &em? dfikladny rozbor Ize najft napt.
v[6] nebo [8]. : :

Jedi f(x)=a x"+ a"_lx""+_ ..+ ay polynom s komplexnfmi koeficienty, stup-
né n>1, pak rovnici- : R

m * . fw=0

budeme nazyvat algebralckou rovnicl (n-t€ho stupns, o jedné neznnme) Pfi.tom (l)
bude vyjadfovat pﬁknz vyhledat viechny (obecnd komplexnf) kol‘eny polynotiu 'f(x).
ktéré-budeme: témgnazyvatvkoreny nebo ‘fefeni rovnice. (1): Je vidét %e polynom £(x)
v (1) lze-v-tomto piipadé, bez vijiny na obecnosti; pFedpokladat v normovaném tvaru.

Pozndmka: je diileZité si uvidomit, Ze zdpis (1) neznamend tentokrdt rovnost dvou
polynom (toti polynomu f a nulového polynomu). Déle plipomefime, fe krom$
algebraiék}’ch rovnic existujfi nealgebraické rovnice, t,j. rovnice tvaru (1), kde viak
f(x) nen{ polynom nybrZ néjakd jind komplexnf funkce. Takovymi rovmceml se zde
nebudenie zabyvat,

Piikiad 1.1.: Rovnice i
2) ~1=0: )
je algebraickou rovnici, jejimiZ kofeny jak znamo, ]SOU pravé viechny n-té odmocm-
ny z jedné, tj. sla: cos 57 2k"+ i sin Zk"- , k=0,1,..,n-1" V dalffm budeme pro

jednuz téchto hodnot pouzfvat pevneho oznadenf, a sice:

€, —cos-z-—+lsm2—".

Pfi tomto oznaden{ pak zfejmé viechny kofeny rovnice (2) jsou: e, €l el

‘I(ti) 2 5 3+azi+bz+c-—0'
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V- dal$tm nyn{ naznadéimé metody feseni pro nekolxk’nejjednodus"lch résp. specncl—
nich typl-algebraickych rovnic. 3 5

“(a) Kvidraticki rovnice - = '+
t. j. roviice tvaru x4+ px + q= 0 (kd€ P4 jsou bbecné Komplexaf &slal) sé dé pre-
psdt do tvarh:? (x + B)z (!]—- q) =0, odkud ihned dostdvame jeji korcny“ i g

Taneng

Lede 70 n

i i : . i e v, 3 g
kde \/%2 -q znzamenu libovolnou (ale pevnou) z obouedruhych odmocnin.z.koms...
plexniho &fsla 1;— q. Php.omeﬁme., e druh kofenfl kvadratické rovnice zdleZi na
hodnot8 diskriminantu D polynomu na levé strané (viz § 3, kap..11.),.Md:li kvadra-
.ticka_';l':o_vpige nayic rediné koeficiqqty,g_:qkipﬂ D,>0. md pouze.redlné kofeny; resp; ;

p‘r'i D<O0 poy;e nere:flne'(' gindrni) kofeny .
bl Sty s G

(b) K ublcku rov;m:e

se Jednoduchou substituct:

% 5l
4) z=x-3

pievede na jednodu33f rovnici (samozfejmé oviem rovnéZ kubickou) tvaru:

"O

: x3+px+q

né y thr‘,f tuz tretfch odmacnin 3

tom koreny rovmce (S)Jeou

6) A B Xy =¢€i. u+e;v,
1 2 = €3. 3.V

kde € = cos. 27” +isin 2—3" = l + 5 r\/3 Vzorce (6), pomogf 'niuhz mﬁieme alge-

braicky explicitng najit kofeny kublcke roviice, se nazyvajf: tGardanu vy VZO

O druhu kofenfi rovnice (5) lze opét rozhodnout ‘podle hodnoty diskriminanty
D polynomu na.levé strant (5), pfidemZ D= 4p°~ 2743 ,_j';ll,(_A:Pvlvyng_;,p‘r’ilglg,du 33
kap. I1l..Podle V.3 4.,kap. lIl. jsou kofeny. navzdjem rizné pr_,a(yfé__k_,d)"i,,l?ﬁ,ﬁ,:o i
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Obzvldﬁt dbileZity je pfipad, kdy koeflcnenty kubické rovnice.(5) jsou redind Hsla.
Potom pi‘l D <0 dostdvdme (rozborem Cardanovjch vzorcd), Je jeden kofen (5)je
redlny a zbyvajic{ dva jsou imagindrnf (a to komplexné sdrufend, vzhledem kV.76.,
kap. 11.). Jeli D> 0. pak jsou viechny thi kofeny rovnice (5) realne a.rizné, (‘arda-
novy vzorce v!ak Qyto ret‘lné koreny vyjadrup ve tvaru soudtu tfetfch odmocnln z
komplexnfch Efse'l ,co je v praxi neprljemné Dokonce Ize ukdzit, e  Zddnou meto-
dou uzm;;fcx pouze 7akladmch aritmetickych operac{ (t Jots = ;) a tvofenl arit-
metickych (redlnych)-odmocnin nelze v tomto piipadg vyj jddrit ko]‘eny rovnicé 15)
pomocf)ejfch koeficientd. Tento problém je viak mono Fedit pom!rn! jednodu§e
pomocx gonlomemckych funkef: FOR G B v 2 ! L,§ e HWME

-6y Roviilce Etvrieho stupné” -+ , o KEd o o W W
(7) A LR x4+ax3+bx’+cx+d Qo ¢ RRRE LA E I B
s dd opét fesit celou fadou algebraickych HAtHE Napiiklad, oznadime-i %, x,, x5,

e

x4 kofeny rovnice (7) a uvdZime pulynom g(x) tvaru:

g(x) = (x-(x;+Xx,)). (x (X; +x3)).(x~ (Xl“xn)) (x- (xa+xa)) (x- (X1+X4)) (x (X3+X4))

pak koeficienty polynomu g(x) jsou zx’ejmé symetﬁck}fml polynomy kof' 1 rovnlce

(7). Substituci
® Cx=t-

piejde polynom g(x) v polynom F(f)=g(¢- ) ktery obsahuje pouze sudé mocni-
ny proménné 1 . Polozf'me : l’ u, dostévn{me pak kublckou mvnlcloneszméu

Jednoducﬁi system rdviii: T T e s R VR R TN

x,+x, o, x,+x, a, ’ x,+x4 nr, ,x,+x, a, , X3 txg=a;, x,+x4 ag =
3 ' ; Hind
z n€ho# jiZ snadno vypolitime x,, x,, X3, X, . )

4 (d) “Binomickd rovnice - Lo
je algebraickd rovnice tvaru; . .. - e Sy
(9) 5 b

xN+q =0, B, ' ;
kde a0 je pevné komplexm &fslo. Pifpad a =1 jsme rozebrali v.pifkladu1:1, Obec-

né, oznadfme-i hbovolnou (alé pevnou) z n-tych odmocnin z komplexnfho Esld ¢ sym-
bolem f, pak v§cchny kofeny rovnice (9) jsou: 7 e Na, 2, . e g
7 ' '

. existuje algebralcka rovniée stupné n, kterd nénf { feditelnd
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kde ¢, =cos 2—,715 + i sin 2,%' ; jak bylo zavedeno vyse,

(e) Reciprokd rovnice ) ]
Rovnici tvaru: a4 x"+a_ x"'+ .. +ax+dy=0 nazyvime reciprokou rovnicf. -
1.-druhu (resp. 2. dr:uhu),jestliie plat{: a, =ay, G, =dy,: 4,57 dy, wegiene (TESP.
a,==do 4y =0, 4, =y yeven ) .

Zre]me, mé-li reclproké rovnice (at’ 1. nebo 2. druhu) kofen ¢, pak mi:take ko-
fen 'E Dile, recxproka rovnice 1, druhu, lichého stupng; md vidy korcn c —,-—l a
po jejim vydélenf kofenovym &initelem (x+1) obdrZime reciprokou rovmci 1. dru-
hu, sudého stupné;-?odobnc, reciprokd rovnice.2. druhu.md.vidy kofen. ¢;=.1.,apo
vyddlenf & initelem (x-1) obdrZime reciprokou rovnici 1. druhu. Z t!chto uvah vy-
plyvn Ze pri studlu recnprokych rovnic se stadl omezit pouze na reclproke rovnice
1. druhu a sudého stupne napi’ 2m. Re!enf takové rovnice lze viak chnoduchou :

substituc pfevést na Teden{ algebraické rovnice polovncn{ho, t.j. m-tého stupné a fe-

eni m kvadratickych rovnic.

Vyie jsme ukazali, jak lze.e)gplicithé Wjidﬂt kofeny algebraické rovnice z jejfen
koeficientfl ‘algebraickymi‘ metodami (t. j. metodami, uivajicimi v koneéném pottu
Sty zdkladnich aritmetickych operacf a tvofeni odmocnin) pro rovaice a% do
né. Problém najft ‘algebraické* feseni roynice 5. stupné se stal po objeyu reScn_
nic3.a4. stupné v XVI. stulctf jednim.z \isti‘edmch matemauckych pr ) (
tech 1700 1701 francouzsksf matematik Lagrangc podal obecnou metod j
fit .cohny algebmcke ovnice metodou symetrlckych funkcf pomoc { kofe
algebralckych rovnlc,;ktere nazyvame resolvemaml Ukazuje se, ic rcsolvcnty mvmc
3. a 4. stupnd jsou o jednitku mensfho stupné neZ. dand roynice, zatfmco resolvenm s
rovnice §. stupné md stupef 6. Neséetne pokugy o obecne nlgebrmck & Feien( rovmc(
" stupné patého a vyiﬁch selhévaly a vedly nakonec k opacnym pokusﬁm, :
moZnost nalezenf takovc metody Sprdvnost dmhe domnenky potvrdxl 1i¢
matik H. Abel ve dvacdtych letech minulého stolet{. Tim oviem nen{ reéeno 1e by nc-
bylo moZno ncktere specidlni typy algebraickych rovnic vy$sich stupit feslt algebmc-
metodaml Ucelenou odpovéd na otdzky tohoto druhu podal- francouzsky mate-

kymi'
matik E. (-nlols (1811 1832) 7 teorie po ném nazvane plyne; Ze pro kazde > 5"
a algebra.lckyml metodami,
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§ 2 NUMBERICKE RESENI ALGEBRAICKYCH ROVNIC

V pledchozim paragrafu jsme poukdzali na nemoZnost obecné. ‘algebraicky" fesit
algebraick€ rovnice stupné 1 > 5. Ale i-metody a vzorce pro fedeni algebraickych-rov--
nic stupné mensiho-neZ 5.majf:vyznam spiie teoreticky nez-prakticky: Proto-je nutné
hledat jind zpuisoby vy¥poctu kofenil.algebraickych rovnic. PFitéchto tivahdch, kterd. ..
vétdinou plesahujf-rdmec. zdkladniho kurzu.algebry, je obvykle nutné pouz(t;aparatu
a metod matematicke analyzy. e

V-dal§fm alespoit schematicky naznadfine postup. ziskdni (pfibliZnych) hodnot. redl-
nych-kofentl algébraické rovnice s realnymi koeficienty, t. j. ro.vniée,:'
h X x""+...+d|t+a‘,='0' | 4€R,

vy

" co¥ je sice specielnf, ovsem v praxi nclcmtejsl piipad. Postup.sestdvd ze tif krokfl:

a) olraniéend korentt

b) separace kofendt

) aproxinace k,qt"er‘ui.

Ofiraniéeniiii koteni se rozumf nalezenf intervalu na redlné ose, v-ném3 lez{viech-
ny redlné kofeny dané mvnice (1).Lze napﬁklad ukdzat; Ze redlné kofeny rovnice (1)
lu,, Tl ), (1+ m—) >, kde M =max {|ag |, isla; '}

I’odbbnych odhadii existuje celd fada. Separace kofent znaménd: ‘nalezenfintervalfl na

leZ{v intervalu <~ (1+

rcaln_c ose, z nichZ kaZdy qbsuh\ue prave jeder realny Kofen rovnice (1) Obecné meto-
dy pro separaci kotend hWajl’do’sti téZkopddieid praché: Nékdy' vystadinie § pouliym

hornim odhadem pocn' korenu ktery miize dokoncé vésti k presnym i
s dolmm odhadéin poctu korenu Postedn{ odhad 1ze* ne”edncduaejl provest

jime-1
pouhym sledovamm znamenkovych zmén hodnot po]ylmmu ha levé’ stran®: (1) v:libo-
volné k_oneuw posloupnnstl bodd. Konecne,jesvtlliejsme nalezliintérval: obsahuncf.
pravéjeden koten rovnice (1), ktery ozndime napf.” ¥y, 'pak piﬁvﬁdx’me"apro)&imaci
tohoto- korene s jistou pfedem danou presnosti. Znamend to 7konstruoval dvé: pokloup~
'nostx redlnych Esel: i ! BoES
; ('|§g'z<....§'c <\l,<.“.<¢l <. <tlz <y, :
obé konvelgupcx k Imdnote N l<x1=luje opét celd rada t. 7v pnbllznych metod ktc-
ré umozfuji aproximovat hled.my kofen s hbovolnou presnom
Viechny numerické melody rescm algebraickych rovnic ziskaly na vyzn.unu v po-

sledni dobé prcnlcvsnn moznosti Vyvllllll moderni vypou,lm techniky.




