6 FUNKCE

.1 Zakladni vlastnosti funkci

efinice funkce

Funkci na mnoZiné A se nazyva piedpis, kterym je kaZdému prvku
mnoziny A pfifazeno pravé jedno redlné &islo.

Definice pomoci zobrazeni

. Funkei se nazyva kazdé zobrazeni f mnoZiny M do mnoZiny R. Mno-
inu M nazjvime defini¢ni obor funkce f a znatime ji D(f).

9\brazeni' mnoZiny A do mnoZiny B

Zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B je pfedpis, kterym je kazdému
prvku z € A pfifazen pravé jeden prvek & € B.

’ _Graf funkce

i Mnozina v8ech bodli X[z, f(z)] ve zvolené soustavé soufadnic Ozy
. v roviné, kde z € D(f).

#7 Obor hodnot

: MnofZina v3ech y € R, ke kterym existuje aspon jedno z € D(f) tak
ze y = f(z), se nazyva obor hodnot funkce f. Oznadujeme jej H(f).

el

~ Hodnota funkce

Je-li ¢islu ¢ € D(f) pfifazeno &islo d, zapisujeme tento fakt f(c) = d.

~ Cislo f(c) se nazjva hodnota funkce f v bods ¢ (také hodnota funkce f
piifazend c).

Suda funkce

Funkce f je sudd funkce, pravé kdy# zéroven plati:
1. Pro kazdé z € D(f) je také —z € D(J).

2. Pro kazdé x € D(f) je f(—z) = f(z).

~ graf: Graf sudé funkce je soumérny podle osy y.
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Licha funkce
Funkce f je licha funkce, pravé kdyZ zérovefi plati:
1. Pro kazdé z € D(f) je také —z € D(f).
2. Pro kazdé z € D(f) je f(—z) = —f(=).
— graf: Graf liché funkce je soumsrny podle polatku ka.rtezske sou-
stavy soufadnic.

Rostouci funkce

Funkce f je rostouci v mnoziné M, pravé kdyZ pro kazdé dva prvky
71, T € M plati: Je-li 11 < z2, pak f(z1) < flza)-
Klesajici funkce

Funkee f je klesajici v mnoZiné M, pravé kdyZ pro kazdé dva prvky
€1, T» € M plati: Je-li 7; < 72, pak f(z1) > f(z2).
Neklesajici funkce

Funkce f je neklesajici v mnoziné M, pravé kdyZ pro kazdé dva prvky .
11, To € M plati: Je-li 73 < 72, pak f(z1) £ Flz2)-
Nerostouci funkce

- Funkce f je nerostouci v mnoZiné M, pravé kdy#% pro kaZdé dva prvky :

z,, T» € M plati: Je-li 71 < 72, pak f(x1) 2 f(z2).
Monotonni funkce

Funkce rostouci, neklesajici, klesajici, nerostouci se nazyvaji souhrnné -
monoténni funkce.
Ryze monoténni funkce

Funkece rostouci a-klesajici se nazyvaji souhrnné ryze monoténnt -
funkce.
Prosta funkce

Funkce f je prosta, pravé kdyz pro viechna z;, 2 € D(f) plati:

Je-li I # T2, pa.k f(:l:l) ;é f(:l'}z).
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~Inverzni funkce

= Jeli f funkce prost4, pak k ni existuje pravé jedna funkce f~!, kter
—je ddna takto:

—— 1. Jeji defini¢ni obor je H(f), tj. D(f~) = H(f).

= 2 Kazdému y € D(f™') je pfifazeno pravé to z € D(f), pro které je

= flo)=y.

= Funkce f~! se nazjva funkce inverzni k funkci f.

Vztah grafé funkce f a f~!

Grafy funkce f a funkce f~! k ni inverzni jsou soumérné sdruZeny
podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu, tj. podle pfimky uréené rovnici

Zdola omezena funkce

Funkce f je zdola omezen4 v mnoziné M, pravé kdyz existuje &islo d
takové, Ze pro viechna z € M je f(z) 2 d.

Shora omezeni funkce

 Funkee f je shora omezena v mnozing M, pravé kdyz existuje &islo h
takové, Ze pro viechna z € M je f(z) < h.

5 ' Omezena funkce

Funkce f je omezena v mnoZiné M, pravé kdyz je zdola omezena v M
£ a zaroven shora omezenid v M.

Funkce f ma v bodé a maximum na mnoziné M, a € M, pravé kdyz
pro viechna z € M je f(z) < f(a).

Mini

Funkce f méd v bodé b minimum na mnoziné M, b € M, pravé kdyz
pro viechna z € M je f(z) = f(b).

Ostré maximum
Funkce f ma v bodé a ostré maximum na mnoziné M, a € M, pravé
kdyZz pro vechna z € M, z # a, je f(z) < f(a).
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Ostré minimum
Funkce f ma v bodé b ostré minimum na mnoZiné M, b € M, pravé
kdy% pro viechna z € M, z # b, je f(z) > f(b).

Periodicka funkce

Funkee f je periodicka funkce, pravé kdyZ existuje takové ¢islo p > 0,
ze pro kazdé k € Z zaroveh plati:

1. Je-li z € D(f), pak z + kp € D(f)-

2. f(z + kp) = f(2).

Cislo p se nazyvéa perioda funkce.

6.2 Linearni funkce

Definice ;

Line4rni funkci se nazjva kazda funkce y = az + b, kde a, b jsou
realna &isla. =
Graf

Grafem linedrni funkce je pfimka.
Specialni pripady linedrni funkce =

— konstantni funkce je specialni pfipad linedrni funkce pro a = 0, 3
b € R, tj. funkce y = b. Graf konstantni funkce je pfimka rovnobézna ;_:_'-
S 0sOu T.

— pfima tmeérnost je specidlni pfipad linedrni funkce proa € R—{0}, =
b = 0, tj. funkce y = az. Graf piimé Gmérnosti je primka prochézejici
pocatkem.

Koeficient a
Je-li f linearni funkce y = az + b, pak pro kazda dvé navzajem rizna
f(z2) — f(z1)

Iz —I1

Koeficient b Q
=

&sla z1, z2 platia =

- Jeli f linearni funkce y = az + b, pak islo b je hodnota funkce F
v bodé 0.
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Vlastnosti linearni funkce y = az + b, kde a,b € R
Definiéni obor je R.

a=20

Obor hodnot je {b}. -

“Neni prostd, a tedy neni ani rostouct,
.ani klesajici.

Je dmezené.

V kazdém z € R m4 maximum a mini-
mum.

a>0

Obor hodnot je R.

Je rostouci v R.

Neni ani shora, ani zdola omezena.
Nem4é ani maximum, ani minimum.

a<0

Obor hodnot je R.

Je klesajici v R.

Neni ani shora, ani zdola omezena.
Nem4 ani ma.ximum, ani minimum.

” 6.3 Kvadraticka funkce
" Definice

a=20
g
1..
X
0 1
a>0
Y/'
4
X
4 0 1
a<
4
N\
1--
X

Kvadratickou funkei se nazjvé kazda funkce y = az? + bx + ¢, kde

‘a€R—-{0},b,ceRr.
Graf
Grafem kvadratické funkce je parabola.
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Viastnosti kvadratické funkce y = az?, a € R— {0}
Defini¢ni obor je R.

Je suda. ye2x2
a>0 . =x2
Obor hodnot je interval (0, +00). l, yeix?
Je klesajici v intervalu (—00,0), ros- 2
touci v intervalu (0, +-c0). 12
Je zdola omezend, neni shora omeze- L1 .
o . ER Ry R
V bodé 0 mé ostré minimum. 1

L2
a<0
Obor hodnot je interval (—00,0). -3\ \y=ox2
Je rostouci v intervalu (—oc,0), kle- T_l. -2

~ sajici v intervalu (0, +00).
Je shora omezend, neni zdola omeze-
na.
V bod& 0 ma ostré maximum.

Vlastnosti kvadratické funkce y = az® + bz + ¢, kde a, byceR,a#0

Definiéni obor je R.

a>0

a>0
b2
Obor hodnot je <c iy 00)-
b
Je rostouci v < ~ 50 +oo).

‘ b
ajicl v (— oo ———>.

Je klesaj S
Je zdola omezend, neni shora omezena.

b s s
V bodé z = ~%a mé ostré minimum.
a
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. b2
Obor hodnot je ( — 00,¢ — —> ¢ %a

a<0 a<O0
b2 '
4q

b

Je rostouci v (— 00, ——>. Ol b
i 2a “2a

Je klesajici v < - %,%m).

Je shora omezend, neni zdola omezens.

b
Vbodé z = ~%a ma ostré maximum.
a

6.4 M_ocninné funkce

5 ﬁeﬁnice

Mocninnou funkei se nazyva kazd4 funkce y = z*, kde & je celé &islo.

~Vlastnosti funkce y = z*, pro k > 0

Defini¢ni obor je R. k-liché

k-liché Y

Obor hodnot je R. 14

Je rostouci v R. X
<. O 1

Je licha. ;

Neni ani shora, ani zdola omezen4.

Nem4 ani minimum, ani maximum.

k-sudé f-sudé
Obor hodnot je (0, +00).

Je rostouci v (0, +00), je klesajici v (—o0,0).
Je suda. ’

Je zdola omezen4, neni shora omezens.

V bodé 0 mé ostré minimum, nemd maximum.
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Vlastnosti funkce y = =¥, pro k=0
Jde o funkci y = 1, T € (=00, 0) U (O,+<.>E>): 1 Joxd
: Pro z = 0 neni z° definovéno, tzn., 7e defini¢ni
obor je R —{0}. ' all —

Vlastnosti funkce y = z*, pro k <0

k-liché
Defini¢ni obor je R — {0}
Nema maximum ani minimum. y
i k-liché A
; Obor hodnot je R — {0}. :
' Je Klesajici v (=00,0) a v (0, +09)- -
Neni ani zdola, ani shora omezena.
Je licha.
k-sudé
k-sudé -
Obor hodnot je RT. . | y ,
Je rostouci v (—o00,0), je klesajicl v (q, +oc).
Je zdola omezena, neni shora omezena. =+
Je suda. - ; =

6.5 Nepfima Gmérnost

Definice .
i 7va kazdé = —_ kde k je redlné 3
Nepiimou Gmérnosti se nazyva kazd4 funkee y s k i
Eislo rizné od nuly.

40




Graf

Grafem nepfimé imérnosti je hyperbola.

Vlastnosti funkce y = g, kde k € R - {0}

Definiénf obor je R— {0}. I k>0
Obor hodnot je R — {0}. 418

Neni ani shora, ani zdola omezena. T

Nem4 ani maximum, ani minimum. -1 .

Je licha. Ol X
k>0 k<O
Je klesajici v (—00,0) a v (0, +00). y

k<0 I,

Je rostouci v (—o0,0) a v (0, +00). . 1 X

6.6 Linearni lomena funkce

Definice

Linearni lomenou funkeci se nazjvi ka¥da funkce y = Eis, kde a
e + ’
byc,deR, c#Z0aad—bc#D0.
Graf

Grafem kaZdé linedrni lomené funkce je hyperbola, kterou ziskime

posunutim grafu nékteré funkce y = E, kde k € R — {0}.
z
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6.7 Exponencialni funkce

Definice
Exponenciélni funkei o zékladu a se nazjva kazd4 funkce dand rovnici

y = a*, kde a € RT — {1}.

Vlastnosti exponenciilni funkce y = a® a>1
Definiéni obor je R. y
Obor hodnot je (0, +00).

Je zdola omezen4, neni shora omezena.
Nem3 ani maximum, ani minimum.

1
Hodnota funkce v bod2 0 je rovna 1. / x
a>1 400 1
Je rostouci, a tedy je prosta.

l<axl
0<axl
Je klesajici, a tedy je prosta. i 4

6.8 Logaritmicka funkce

Definice

Logaritmickou funkci o zékladu a se nazjvé kaida funkce y = log, z,
kde a € RT — {1}.
Vlastnosti logaritmické funkce y = log, z
Definiéni obor je (0, 4+00).
Obor hodnot je R.
Neni ani shora, ani zdola omezena.
Nem3 ani maximum, ani minimum.
Hodnota funkce v'bodé 1 je rovna 0.

a>1
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a>1

O0<axl

navzijem inverzni.
y=log,z = a¥ =z
a>1

y Jy=a*
sy=x

Je rostoudi, a tedy je prosta.

Je klesajici, a tedy je prosta.

6.9 Vztah mezi exponencialni a logaritmickou funkci
Logaritmicka funkce y = log, = a exponencidlni funkce y = a* jsou
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4.3 Funkce goniometrické a cyklometrické

Funkce goniometrické

Goniometrickymi funkcemi nazyvime funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens. Stejné
jako u funkce exponencidln{, tak i u funkci goniometrickych existuje nékolik moZnost
jejich zavedeni. Jednim z nejastéjiich zplisobl je definovat funkce sinus a kosinus po-
moci soutu nekone&né fady. Jinou moZnosti je vyuZiti funkciondlnich rovnic. BohuZel,
vzhledem k na§im znalostem, nemiiZeme zddnou z téchto moZnost{ vyuZit. Vyjdeme proto
ze stfedo§kolskych poznatkd a pouze pfipomeneme zaveden{ téchto funkcf pomoci jednot-
kové kruZnice. Budeme pfitom pfedpoklddat znalost pojmu orientovany thel. Podrobng
je tento pfistup uveden napfiklad v [15]. Uhly budeme naddle méfit v mife obloukové,
nikoliv stupfiové. Pfipomefime, Ze thel 1° v mife stupfiové je roven ihlu /180 v mife
obloukové. Obecné dhel n stupiili ma obloukovou miru 7 {55.

Sinus a kosinus

Necht A = (m, n) je prisecik jednotkové kruZ-
nice s koncovym ramenem orientovaného dhlu
o velikosti x v soustavé pravoiihlych soufadnic
A= (m,n) u, v. (Vrchol dhlu je v poCitku soustavy sou-
fadnic O a poCatecni rameno orientovaného dhlu

sin x * splyva s kladnou ¢4sti osy u.)
Funkce f, jejiz hodnota je v kazdém bodé
Ol cosx 1 ¥ x e R rovna soufadnici n bodu A, se nazyva
sinus a funkce f, jejiZ hodnota je v kaZzdém bodé
x € R rovna soufadnici m bodu A, se nazyvéd
kosinus.
Sinus
Oznadeni: f:y=sinx, x eR.
Vlastnosti:
o Definiénf obor: (—oc, 00).
e Obor hodnot: (—1, 1).
e Funkce je lich4, tj. sin (—x) = —sinx.

 Funkce je periodickd se zdkladni periodou 27, tj. sin (x + 2k7) = sinx, k € Z.

e Funkce je rostouci na intervalech <—-% + 2k, 3+ 2k}, k € Z a Klesajici na
intervalech (¥ + 2k, 37" +2kn), k € Z.
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Graf:

y =sinx /

Tabulka hodnot funkce sinus ve vyzna€nych bodech:

X X n bud 3
X 0 6 7 3 2 X an
sinx 0 1 2 f3 1 0 -1
Kosinus
Oznacent: f:y=cosx, xeR.
Vlastnosti:

o Defini¢ni obor: (—o0, 00).
e Obor hodnot: (—1, 1).
o Funkce je sud4, tj. cos (—x) = cos x.

o Funkce je periodickd se zdkladnf periodou 2, tj. cos (x + 2kT) = cos x, k € Z.

» Funkce je rostouci na intervalech (—x + 2kw, 0 + 2kn), k € Z a klesajici na
intervalech (0 + 2km, = + 2kx), k € Z.

Graf:

Tabulka hodnot funkce kosinus ve vyznalnych bodech:

x 0 Fa i Z z ] in
cosx | 1 41 L2 ! J 0 | -1 | o
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Z4kladni vztahy a vzorce

Uvedme si nynf ptehledng zdkladni vztahy a vzorce pro potitédni s funkcemi sinus a kosi-
nus. Poznamenejme jests, ze viechny déle uvedené rovnosti plati viude, kde je soucasné
definovana levd i pravd strana rovnosti.

(1) sin (x + y) =sinxcos y +cosxsiny,
@) cos (x + y) = cosxcosy —sinxsiny,
3) sin(x — y) =sinxcosy —cosxsiny,
“® cos (x — y) = cosx cos y + sinx sin y.

Témto vztahtim fikdme soudtové vzorce pro funkce sinus a kosinus. Pfitom souctové
vzorce (1) a (2) je uZiteéné si zapamatovat, nebot’ se Casto pouzivajf a jak si ukdZeme dale,
Ize z nich odvodit fadu dalSich vzorcd. Vzorce (3) a (4) dostaneme tak, Ze ve vzorcich (1)
a (2) nahradime symbol y symbolem —y:

sin (x — y) = sinx cos (—y) + cos x sin (—y) = sinx cos y ~ cos x sin y,
cos (x — y) = cos x cos (—y) — sinx sin (—y) = cosx cos y + sinx sin y.

(5) sin® x +cos’x = 1,
. b1
6) sinx = cos (5 - x),
. /T
7 cosx = sin (3 - x).
Vzorec (5) dostaneme tak, Ze ve vzorci (2) poloZime y = —x:

cos (x + (—x)) = cosx cos (—x) — sinx sin (—x),
cos 0 = cos® x + sin’ x,
1 = cos? x + sin’ x.

Vzorec (6) dostaneme ihned pomoci souétového vzorce (4):

T T T, . .
cos (me) :cosacosxwtsmismx =0-cosx +1-sinx = sinx.

Obdobné vzorec (7).
(8) sin 2x = 2sin x oS X,
©) cos2x = cos x — sin2x,
X ] —cosx
| ao [sin 3] = [ —=—
(10) sin 21 3
x 1+ cosx
i1 [c sv’ =) ——
(1) 2NV T2
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Vzorce (8) a (9) dostaneme tak, Ze v souétovych vzorcich (1) a (2) poloZime y = x:

sin 2x = sin(x + x) = sinx cos x + cos x sinx = 2sinx cos x,

2 2

c0s 2x = cos(x + x) = €08 x cos x — sinx sinx = cos” x — sin” x.
Vzorec (10) odvodime pomoci vzorcii (9) a (5) takto:

x x 2 X L9 X
cosx=c032—=c0525——sm2§ =1-2sin®=.

2 X 1—cosx N Is_nxl {1 —cosx
mn°—-=———-— In—| =4/ .
2 2 2 2

Analogicky vzorec (11).

Z toho plyne

(li) sinx+siny=2sinx+ycosx;y.
(13) sinx—siny=2cosx+ysinx;y,
(14) cosx+cosy=2cosx+ycosx:y,
(15) cosx—-cosy:—2sinx;ysinx—2—y4

Vzorec (12) v proménnych o a # dostaneme, seSteme-li rovnice (1) a (3) a poloZime-li
x+y=a,x—y:ﬁ,tj.x=a—;-é,y=“—'2ié:

sin(x + y) + sin(x — y) = 2sinx cos x,

a+p a—f
> —_.

sing + sin 8 = 2sin cos 7

Analogicky odvodime vzorce (13), (14) a (15).
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Tangens

Funkei f sin x
unkci f: y =
cos x

nazyvéme tangens a znacime f: y = tgx. Plati tedy

sinx

gx = .
cos x

Vlastnosti:
o Definitni obor: R~ { + k=, k € Z}.
¢ Obor hodnot: (—oo, ©0).
o Funkce je lich4, tj. tg (—x) = —tgx.
o Funkce je periodickd se zdkladni periodou 7, tj. tg (x + kn) = tgx, k € Z.
« Funkee je rostouci na intervalech (=3 + k=, 3 + k=), k € Z.
Graf:

Lt
Dl
B
ol
[
E]
I
~

Tabulka hodnot funkce tangens ve vyznagnych bodech:

aiH
ol

x
3

V3l — 0 =

(e
El

uls’ =N
—

tgx 0
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Kotangens

. cos
Funkci f: y=

x
nazyvame kotangens a znadime f: y = cotg x. Plati tedy
x

cos x
cotgx = ——.
sinx
Vlastnosti:
o Defini¢ni obor: R ~ {kx, k € Z}.
e Obor hodnot: (—oo, 00).
e Funkee je lichd, tj. cotg (—x) = —cotg x.

o Funkee je periodickd se zdkladni periodou T, tj. cotg (x + kn) = cotgx, k € Z.
o Funkee je klesajici na intervalech (0 + kx, @ + k), k € Z.
Graf:

¥ = cotgx

Tabulka hodnot funkce kotangens ve vyznacénych bodech:

x ol |23 3= |%
cotgx—-\/gl‘/TiO-—O
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Funkce cyklometrické

Cyklometrickymi funkcemi nazyvdme funkce arkussinus, arkuskosinus, arkustangens a
arkuskotangens. Budeme je definovat jako inverzni funkce k odpovidajicim funkcim
goniometrickym. To je vSak velmi nepfesn& feceno, nebof ani jedna z funkci sinus,
kosinus, tangens a kotangens neni prostd. Nelze tedy mluvit o funkcich inverznich k témto
funkcim.

Podivejme se nejprve na funkei sinus. Funkee f: y = sinx, x € R, nenf prostd. Ale
funkce f1:y = sinx, x € (—n/2,n/2). fo: y = sinx, x € {n/2,3n/2), f3:y =
= sinx, x € (%, 3n/2) uZ prosté jsou. Lze tedy mluvit o funkcich inverznich k témto
funkcim. Pfitom jedna z t&chto funkci, konkrétné funkce fj, je standardné povaZovana za
..zakladn{“ a funkce k ni inverzni se nazyvd arkussinus. Obdobnou tvahu lze provést i pro
ostatni goniometrické funkce.

Arkussinus

Uvazujme funkei f: y = sinx, x € (—n/2, n/2). Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.
Inverzni funkce £~ k funkci f se nazyvé arkussinus. Piitom D(f =) = H(f) = (-1, 1).

Oznadeni: f_lz y =arcsinx, x € (—1, 1).
Vlastnosti:
e Definiéni obor: {(—1, 1}.
e Obor hodnot: <-—%, %)
e Funkcee je lichd, tj. arcsin (—x) = — arcsinx.
e Funkce nenf periodicka.

» Funkce je rostouci.

Graf:
¥y
y = arcsin x
/2 R Ae p
L y = Sinx
fo° o
< —7\:/2 -1 : : N X
AN 0 1 7[/2 AN
~ : AN
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4.3 Funkce goniometrické a cyklometrické 89

Arkuskosinus

UvaZujme funkci f:y = cosx, x € {0, m). Tato funkce je klesajici, a tedy prostd.
Inverzn{ funkce F~! k funkci f se nazyvd arkuskosinus. Pfitom D( Y =H( =

= (—1, 1).
Oznageni: f!: y=arccosx, x € (—1,1).
Vlastnosti:

o Defini¢nf obor: {—1, 1}.

e Obor hodnot: (0, 7).

» Funkce neni ani lich4, ani sudd.

» Funkee neni periodickd.

» Funkce je klesajici.
Graf:

y = arccos x

PHi vy&isleni n&kterych hodnot funkcf arkussinus a arkuskosinus vyuzijeme znalosti odpo-
vidajfcich hodnot funkef sinus a kosinus, pfipadné lichosti funkce arkussinus. Napiiklad

T N §
protoZe sin ¢ = 7,

protoZe sin 3 = ? a arkussinus je
lich4 funkce,

V3

N n_
protoze cos g = %>,

arccos (—1) = =, protoze cos T = —1.

90 Elementdrnf funkce

Arkustangens
Uvazujme funkei f: y = tgx, x € (—n/2, x/2). Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.
Inverzni funkce 7! k funkci f se nazyva arkustangens. Pritom D(f~ 1) = H(f) =
= (—00, +00).
Oznalen{: F7l: y =arctgx, x € (—00, +00).
Vlastnosti:

» Definiéni obor: (—o0, +00).

» Obor hodnot: (-, 3).

e Funkce je lich4, tj. arctg (—x) = — arctg x.

o Funkce nenf periodickd.

» Funkcee je rostouci.

Graf:

[ A"y = arctg x
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‘ Pri vy¢isleni hodnot funkce arkustangens vyuZijeme znalosti hodnot funkce tangens a
lichosti funkce arkustangens. Napiiklad

arctg /3 =73, protoze tg ¥ = /3,
arctg (—1) = —arctgl = -3, protoZe tg ¥ = 1 a arkustangens je lichd
funkce.
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Arkuskotangens

UvaZujme funkei f:y = cotgx, x € (0, ). Tato funkce je klesajici, a tedy prostd.
Inverzni funkce f~! k funkci f se nazyvd arkuskotangens. Pritom D(f NH=H() =
= (—00, +00).
Oznaceni: f~': y = arccotgx, x € (—00, +00).
Vlastnosti:

e Definiéni obor: (~—o00, +00).

o Obor hodnot: (0, 7).

o Funkce nenf ani lichd, ani sud4.

o Funkce neni periodickd.

o Funkce je klesajici.
Graf:
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Pfi vy&isleni hodnot funkce arkuskotangens vyuZijeme znalosti hodnot funkce kotan-
gens. Napfiklad

arccotg /3 =%, protoZe cotg ¥ = /3,

37“ , protaZe cotg 3F = —1; arkuskotangens nenf ani sudd
ani lichd funkce a neni tedy moZné postupovat jako u

funkce arkustangens.

arccotg (—1) =

Elementdrni funkce

@ Priklad 4.13. Nakreslete graf funkce f: y =2 — sin(% + 7\7) a urete jeji periodu.

Reseni. Nejprve ur&fme periodu funkce f. Vime, Ze funkce sinus je periodick4 se zdkladni

pex*ipdou 27. Obecné funkee g: y = sin kx mdé periodu ZT“ Tedy naSe funkce f md periodu
2
p= th = 4.
2

V kapitole 3.3 na str. 57 jsme si pfipomenuli transformace grafu funkce. Nakreslime
postupné nésledujici funkce:

fl:y=sin£' fz:)‘:Sin(i—kn), f3:y=——sin(%+n)

anakonec funkci f: y =2 —sin (% + n). Vysledn4 funkce f je zndzorn&na na obrdzku.

2 2

y o y=2—sin(} + )

—27n

Poznamka 4.14.

1. Dle definice 3.24 plati:

i y =arcsinx <
y = arccosx &
y = arctgx <
y = arccotgx &

x =siny, kde xe(—1,1), y € {(~m/2, n/2},
X =Ccosy, kde xe(—1,1), y € (0, m),

x =tgy, kde xeR, ye (—m/2, 1/2),

x = cotgy, kde xeR, y < (0,x).

i 2. Protoze pro vzdjemné inverzni funkce platf

U loHw =fHfan=x
(fofMH@W=rf"@)=x

prox € D(f).
prox € D(f7),

dostdvame ihned vztahy:

arcsin (sinx) = x prox € (—m/2,w/2),
prox € (—1,1),
pro x € (—m/2, /2),

pro x € (—oo, +00).

sin(arcsin x) = x
arctg(tgx) = x
tg(arctgx) = x



15 DIFERENCIALNI
A INTEGRALNI POCET

15.1 Diferencialni pocet g-r  a  aer

Okoli O{a) bodu a

Libovolny interval (a—r,a+7), kde r je
kladné realné ¢&islo (polomeér okoli bodu a).

Definice limity funkce v bodé a

Necht f je funkce definovand v n&jakém
okoli bodu a, popifipadd kromé& bodu a.
Funkce f m4 v bod& a limitu rovnu &slu
L, jestliZe k libovolnému okoli U(L) bodu
L existuje takové okoli V(a) bodu a, %e pro
viechna x € V{(a), ¢ # a, plati f(z) €

(L) 1

e U(L).

Existence nejvyse jedné limity

Funkce f ma v daném bodé& nejvyse jednu limitu.
Funkce spojita

~ v bodé a: Funkce f je spojita v bodé a, jestlize m4 v bod& a limitu
f(@), . lim f(z) = f(a).

— v intervalu (a,b): Funkce f je spojita v intervalu (a, b), jestlize je
spojita v kazdém bodg intervalu (a,d), tj. plati-li pro kazdé ¢ € (a,b)
fle) = lim f(z).

Limita souétu funkci
lm[£(z) + 9(2)] = lim f(z) + lim g(z)

Limita rozdilu funkci

lim[(2) - 9(x)] = lim 7(z) ~ lim g(a)
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Limita sou€inu reidlného ¢isla a funkce
lim c- f(z) = c- lim f(z), kde ¢ je redlné &islo.
T->a r~+a _ : .

Limita soufinu funkei

lim[£(z) - g(2)] = lim £(z) - lim g(c)

Limita podilu funkci
lim f(z)
f(z) _ z—a lim afz
5@ = @) sR 907

Limita mocniny

lim z™ = a™, kde n je celé nezdporné {islo.

z—a

DileZité limity
limSinx—l,hmtgz—lh I-—1:1
r—0 xT z—=0 I z—0 T

Derivace funkce v bedé zp y

Funkce f méa derivaci v bodé =z, fix}
jestlize existuje

Lo $(@) = f(@0)

z—zg T —To ’ ____'.4
Zapisujeme y' = f'(z0) = ool |
— lim f(a) - f(zo) o 3

T—T0 T — Xp

Smérnice k teny ke grafu funkce f v bod& Alxo, f

k= hm f(x)_f(zﬂ) :fl(:L_D) Yy

r—xTg T —ZXo

(Io)]

Derivace jako funkce
s f@rh) = f@)  fxglte
y = f'(z) = lim S e— ;
0
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Zakladni pravidla pro derivovani

Derivace

— soudinu konstanty a funkce: (cf)'(z) = cf'(z)

- souétu funkei: (f + g)'(z) = f'(z) + ¢'(z)

— rozdilu funkei: (f — g)'(z) = f'(z) - ¢'(2)

~ soutinu funkci: (f - g)'(z) = f'(z) - 9(z) + f(z) - ¢'(2)

Rovnice te¢ny ke grafu funkce f v bodé Alzo, f(zo)]

Yy — f(zo) = f'(2o)(z — o)
PribliZné feSeni rovnice f(z) =0

f(zn) -
Filza) "~

Tnil = Tp — 1,2; oz

; '(z) Lagrangeova véta o stiedni hodnoté
< podil fakes (1) (z) = £2)9 (I)QEI‘; @)9(@) )20 Jestlize funkce f mé derivaci v kas-
9 , ) g . dém bodé intervalu (a,b) a z;, 7z, €
- slozené funkee: [f(g(z))] = f'(g9(z))d'(2) € (a,b), 1 < z,, pak existuje takové
Derivace elementarnich funkci CE (z1,72), Ze
Teil detivace Mnterval f(=2) = f(z1) = f'(c)(z2 — 21). :
Funkce eji derivace
v bodé z ___
Fesepmmints |9 =0 (-0, +00) Spojitost polynomické funkce
n r_ n—1 - g
y=z",n€N ¥y =R (=00, +0) Je-li f polynomicka funkce a z, libovolné realné cislo, pak f je spojité. -
y=z*keZ y = kz*? (=00,0) U (0, +00) v bodé zg. 35
y=1z",r€R y=rz"!  |(0,+0) Vztah derivace a spojitosti :
y =sinz y =cosz (=00, +o0) Jestlize funkce f ma v bodé zo derivaci, pak je v bodé zo spojita.
Y= o06s 3= —s;nz (_0:;' +O°)K Monoténnost a derivace ~
y=tgz s (—5 +kr, 5 + k")» kez (Vz € (a,b): f'(z) > 0) = f je rostouci v intervalu (a, b) iz
1 (Vz € (a,d): f'(z) <0) = fje klesajici v intervalu (a, b) 5
y =cotgz Y= (kn,(k+1)n), ke Z e
SR ) Lokélni minimum
— AT f =% —00, +0C SE
y=¢ y —¢ ( Funkee f ma v bodé zg lokalni minimum, jestlize existuje takové oko]:.l_ &= ]
y=a*,a>0,a#1 y'=a"lna (=00, +00) O(zo) bodu zo, Ze f(z) 2 f(x0) pro viechna z € O(zg). =
r 1 ad b
y=Inz ¥== (0, +o0) Urcovéni lokilniho minima e
1 M3a-li funkee f v intervalu (a, b) spojitou druhou derivaci. z € (a,b)i— :
= 0 1 f — (’_]1 +0o0 ] 10 » =
y=lg.na>0a#l |v=rpe  |@4) a jestlize f'(zo) = 0 a zérovet f"(z0) > 0, pak f mé v bods zo lokdlni _
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Lokalni maximum

Funkce f ma v bodé zg lokilni maximum, jestliZe existuje takové
okoli U(zo) bodu zo, Ze f(z) £ f(xo) pro vSechna z € U(x).
Uréovani lokdlnthe maxima

M3-li funkce f v intervalu (a, b) spojitou druhou derivaci, g € (a,b),
a jestlize f'(zp) = 0 a zaroveh f"(zo) < 0, pak f ma v bod& z; lokalni
maximum.
Globalni (absolutni) minimum

Funkce f mé v bodé zo € D(f) globalni minimum, jestliZe pro
viechna z € D(f) je f(z) 2 f(zo)-
Globalni (absolutni) maximum

Funkce f mé v bodé zp € D{f) globdlni maximum, jestliZe pro
viechna = € D(f).Je f(z) £ f(zo)-
Uréovani globalnich extrémi

Necht funkce f mé v intervalu (a,b) spojitou prvni derivaci a zp €
€ (a,b) je jediny bod, ve kterém f'(xo) = 0. M&-li f v bodé z, lokalni
minimum (lokdlni maximum), pak ma v bodé zp globalni minimum
(globalni maximum).

Weierstrassova véta
Je-li funkce f(z) v kaZdém bodé intervalu (a, b) spojitd, pak v tomto
intervalu nabyva globdlniho maxima a globalniho minima.
L’Hospitalove pravidlo
Je-li lim f(z) = 0, lim g(z) = 0 a jestlize existuji f'(zo) a ¢'(x0)
T T—=TH

a navic g'(zo) # 0, pak lim f) _ flzo)

z—+z0 g(x)  ¢'(z0)’
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Konvexni funkce

Je-li funkce f spojitd v intervalu (a, b)
a mé-li v ka¥?dém bodé tohoto intervalu y
druhou derivaci nezapornou (f"(z) 2 0),
potom je f v intervalu (a,b) konvexni. |

Konkavni funkce

Je-li funkce g spojita v intervalu (a, b) f
a ma-li v kaZdém bodé& tohoto intervalu
druhou derivaci nekladnou (¢"(z) £ 0),

potom je g v intervalu (a,b) konkavni. S

15.2 Integralni pocCet
Definice primitivni funkce

Nechf f je funkee, jeji? defini¢ni obor obsahuje interval (a, b). Funkei-
F nazveme primitivni funkce k funkci f v intervalu (a,b), jestliZe pro“y

viechna z € (a,b) plati F'(z) = f(z). Zapisujeme / f(z)dz = F(x) +c-,l.;';-'-
kde c je konstanta.
Primitivani funkce
— k soutinu konstanty a funkce: /a -flr)dz=a- /f(:r) dz
— k souétu funkei: /[f(a:) +g(z)]dz = /f(:c) dr + /g(z) dz

- k rozdilu funkei: /[f(:c) - g{z)]dz = /f(:c)d:z: - /g(x) dz
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Primitivni funkce k nékterym funkcim

Funkce f Funkce F k ni |Interval
primitivni
y =c, c je konstanta y='cx (—o0, +00)
% .'L'“+l
= n’ R, N — ==
y=z",z€R,ne pi = (=00, +00)
Ir-i-I
=z",z >0, R, -1l|y= ;
y=2z"% reR, r# ¥= = (0, 4+00)
1 g
y=—,2#0 y=In|z| (=00,0) U (0, +0)
y=sinz Y= —COSZ (—o0, +0)
Yy =cosz y=sinz (—o0,+00)
T T
1 —r— ol
Y= os?z y=tgz ( 2+h,2+h),
keZ
1
y= s - y=—cotgz (km,(k+1)n),ke Z
T T
—Z + 2km, = + 2k
y=tgz y=—Incosz ( 2t h’2+2h)‘
keZ
y=cotgzr y=Insinz (2km, (2k+ 1)n), k€ Z
y=e" y=e* (=00, +0)
ax
=a” 0 3 = -
y a?a>- ’a“té y T (OO,+OG)
y=lnz y=z(lnz —1) [ (0,+0c0)
1
V=112 y =arctgz (—o0, +00)
1 :
= = y = arcsinz (-1,1)

Uréity integral

Jestlize funkce f je spojitd v kaZzdém bodé intervalu (a, b), pak exis-
tuje pravé jedno Cislo I, které nazyvame urcity integril (od a do b)
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b
z funkce f; zapisujeme / f(z)dz. Cislo a je dolni mez, &slo b je

horni mez tohoto integralu, funkce f se nazyva integrovana funkce (téz
integrand).

Newtonova-Leibnizova véta

Jestlize funkce f je spojitd v kaZdém bodé intervalu (a,b) a je-li
F funkce k ni primitivni a spojitd v kazdém bodé intervalu (a, b}, pak

]
/ f(z)dz = [F(z)}’ = F(b) - F(a).
Zaména mezi
b a
]ﬂ f(-‘c)dz=—/b flz)dz
Rozdéleni intervalua < c < b
b c b
/ f(z)dz =] f(z)dz +[ f(z) dz

Obsah rovinného obrazce

Je-li funkce f v kaZdém bodé& intervalu
(a,b) spojitd a nezdporna (tj. pro viechna
z € {(a,b) je f(z) 2 0), pak pro obsah S
plochy omezené grafem funkce f, osou =
a pfimkami = = a, £ = b plati:

.S=/:f(z)d:c

Je-li funkce f v kaZdém bodé intervalu
(a,b) spojitd a nekladna (tj. pro viechna
z € {(a,b) je f(z) £ 0), pak plati:

S=—[f(:c)dz=/:f(5=}dr
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Jsou-li funkce f a g spojité v kazdém bodé Y
intervalu (e,b) a pro viechna z € (a,b) je
g(z) £ f(z), pak pro obsah S obrazce ome- =flx)
zeného grafy funkci f a g a pfimkami z = qa, b
z = b plati: ) g %
b P
s=[ (@) -g(a) dz =
a ( ) y=gix|

Jestlize grafy funkei f a g se v intervalu (g, b) neprotinaji, neni tfeba
zjistovat, zda g(z) £ f(z), a vidy plati:

b
[ @ - st el

Objem rotaéniho télesa

Je-li rotacni téleso utvofené rotaci kiivky y = f(z) kolem osy z
a pfitom funkce f je nezdporna a spojitd v kaZdém bodé intervalu (a, b),
pak pro objem V rotaéniho télesa plati:

Vznfbfz(:r}dz

5=
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