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[/JVOD

Nésledujici text predstavuje osnovu k seminéaii Metody teseni matematickych
uloh 1. Jeho neuplna forma by méla motivovat k samostatnému studiu a ptip.
doplnéni podrobnosti. . .

Prvni doporuc¢enou knihou je populdrni pruvodce dne$ni matematikou od Iana
Stewarta [S], jejiz vybrané ¢dsti jsou nize studovdny blize. Vzhledem k zdsadnimu
vlivu na celou matematiku (a velmi §patné povédomosti mezi mnohymi dne$nimi
matematiky) budeme téz Casto citovat Eukleida [E].

1. PYTHAGOROVA VETA

Formulaci Pythagorovy véty prepisujeme z [E, I.4ﬁ} podle prekladu Servitova:

Tvrzeni. V pravouhlych trojihelnicich ctverec na strané proti whlu pravému leZict
round sé® étvercim na strandgch pravy vhel svirajicich.

Kromé Eukleidova origindlniho dikazu uvadime nékolik dalsich znamych dukazu:
e Perigaluv stithaci dikaz,
e stary znamy presouvaci dukaz,
e dukazy se smykem ve smyslu [E, 1.37],
e dukazy s podobnosti ve smyslu [E, VI.8].

Postieh 1. V nepravotuhlém trojihelniku tvrzeni o rovnosti ¢tverci neplati, jinymi
slovy: Kdyz v trojihelniku étverec na jedné ze stran rovnd se (souctem) ctvercim na
dvou ostatnich strandch, dhel ostatnimi dvéma stranami sevieny jest pravy [E, 1.48].
Pokud bychom chtéli byt presnéjsi, lze zcela urcité vyjadrit rozdil mezi obsahem
jednoho ¢tverce a souc¢tem zbylych dvou — tzv. kosinova véta. Vite, jak tento rozdil
interpretuje Eukleides?

Date: 12. prosince 2009.

'1.47 = kniha I, tvrzen{ 47.

2mysleno ,,m4 stejny plosny obsah jako... “ podobné i dile.
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Postieh 2. Vsechny dukazy néjak (Casto skryté) zavisely na tzv. Eukleidovu po-
stuldtu o rovnobézkach nebo na néjakém jeho dusledku, resp. ekvivalentnim tvrzeni:

e Lk dané primce dangm bodem prochdzi jedind rovnobézka,
o v kazdém trojihelniku tri uhly vnitrni rovnaji se dvéma pravym [E, 1.32],
e rovnobéiniky na téze zdkladné mezi tymiz rovnobézkamsi jsou navzdjem stejné
[E, 1.35],
o existuji podobné trojihelniky, které nejsou shodné [E, VI.2].
> Pro Eukleiduv dukaz, prezdivany vétrny mlyn, komentafe a souvislosti viz napf-. odkaz3.

Postulét o rovnobézkach se v ruznych vydéanich Zakladu objevuje na ruznych mistech: jako
12. axiom v [B], 5. postuldt v [J] nebo 4. & dodateény4 postulat v [V].

> Pfedchozi postieh lze jesté o néco rozsitit; ve skutecnosti plati, ze Pythagorova véta je
ekvivalentni postuldtu o rovnobézkdch. . .

Cviceni. Dokazte, ze Ctverec na jedné ze stran trojuhelniku rovna se souctu
Ctverci na dvou ostatnich strandch pravé tehdy, kdyz trojihelnik je pravouhly.

(Dejte si zalezet a zduraznéte v dukaze misto, kde pouzivéte postuldt o rovnobézkach.)

* ok %

Postieh 3. Vyska na preponu v pravouhlém trojihelniku jej rozdéluje na dva
trojuhelniky, oba podobné danému trojihelniku (tedy i sobé navzdjem), [E, VL.8].
Odtud bezprostiedné vyplyva nésledujici zobecnéni Pythagorovy véty (tedy i Py-
thagorova véta samotnd) [E, VI.31]: V pravoihljch trojihelnicich obrazec na strané
proti whlu pravému leZici rovnd se obrazcum podobngm mna strandch pravy uhel
sviragicich.

> Obrazcem Eukleides mysli obecny mnohotuhelnik, ale tvrzeni ziejmeé plati i pro obecnéjsi
dtvary. Uvazujeme-li napf. pulkruznice (se stiedem ve stfedu odpovidajici strany), mazeme,
stejné jako Hippokratos z Chiosu, pozorovat, Ze specifické ptilmésice nad odvésnami maji
stejny obsah jako dany trojuhelnik! Tento zavér velmi pfipomind problém kvadratury
kruhu, puvodn{ Hippokrativ z&jem, viz ¢dst [2| pro piekvapivé algebraické feSeni.

* % %

Dovétek. ,,Kvadraturovat“ jakykoli mnohotuhelnik, tj. sestrojit ¢tverec se stejnym
obsahem jako dany mnohotihelnik, by nemél byt pro nikoho problém: viz napf. tvr-
zeni 1.42, 1.45 a 11.14, piip. 1.47, v [E|. Vsimnéte si, ze vSechny dukazy predchozich
tvrzen{ jsou konstrukéni v Eukleidové duchu, tj. pomoci kruzitka a pravitka (bez
rysek a jinych znacek).

Zajimava varianta tloh porovnavajicich plosné obsahy je nésledujici ,krajeci
problém“: k danym dvéma obrazcum najit zpusob, jak rozkrédjet jeden obrazec na
mensi kousky (ne nutné trojihelniky) tak, aby vhodnym presklddanim vytvorily
druhy. V eukleidovské roviné plati, ze dva mnohotuhelniky maji stejny obsah prdvé
tehdy, kdyz jeden lze rozkrdjet na trojuhelniky, z michz lze slozit druhy. Navic, od-
povidajici krdjeni lze explicitné (a celkem jednoduse) popsat a sestrojit, viz [H,
§24].
> Je pozoruhodné, ze analogické tvrzeni v prostoru neplati! Pfesnéji, existuji mnohostény,
které maji stejnyj objem, ale ani jeden nelze rozkrdjet tak, aby ze vzniklych kousku Sel sloZit
druhy; viz [S, kapitola 12] pro motivaci a ¢4st (3] pro prekvapivé algebraické feseni.

Cviceni. Pro hodné obecny ¢tyithelnik sestrojte ¢tverec, ktery ma stejny ploSny
obsah. (Ambiciéznéjsi studenti sestroji i vhodné rozkréjent.)

3'http ://alephO.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI47.html
4formulovén dodatecné az pred tvrzenim 1.29, viz téz komentar [V, str. 66-68].

vyzva
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2. SLAVNE PROBLEMY STAROVEKU

Méme na mysli zejména néasledujici velmi slavné starovéké problémy, jez zustévaly
velmi dlouho nerozfeseny: (1) problém kvadratury kruhu, (2) problém zdvojeni
krychle a (3) problém trisekce dhlu. Velmi blizko (3) je taky (4) problém konstrukce
pravidelného mnohotihelniku.

> ,,Problém*“ zde znamend existenci eukleidovské konstrukce, kterd by fesila ptislusny
ikol. Eukleidovskd konstrukece je geometrickd konstrukce uzivajici pouze (libovolné roz-
krocitelného) kruzitka a (libovolné prodlouzitelného) pravitka bez jakychkoli znacek, tj.
konstrukce v duchu prvnich t¥{ Eukleidovych postuldti, viz napf. [V, str. 45].

Algebra 16¢i. Reseni problému je veskrze algebraické a vypadé ve zkratce takto®:
— bod v eukleidovské roviné interpretujeme jako dvojici redlnych ¢fsel (souradnice
v kartézské redlné roving),

— stadi charakterizovat, kterd redlnd ¢isla jsou sestrojitelnd z 1 (volba jednotky na
soufadné ose),

— trivialné kazdy sestroji Z a jednoduse taky Q,

— dalsf eukleidovskou konstrukef sestrojime z Q jediné bud’ racionaln{ ¢éislo (prunik
dvou piimek), nebo éislo tvaru a + bVd, kde a,b,d € (ﬁ (prunik pfimky a kruznice
nebo prunik dvou kruznic),

— jakékoli dalsi sestrojitelné ¢islo vznikne pouze opakovanim pfedchoziho,

— tj. po oznaceni Q; := Q[/d], Ize v dalsim kroku z jiz sestrojenych ¢isel sestrojit
jeding ¢isla tvaru k + I/m, kde k,I,m € Q,

— oznacime Qg := Q1[v/m], ......

Tvrzeni. Redlné ¢islo je eukleidovsky sestrojitelné pravé tehdy, kdyz patri do néjakého
(rozsireného) télesa Qy z posloupnosti

{1} CcZcQ=QCQCQC ---CQ:C---CR,
kde Q; = Q;—1[Vdi] pro néjaké d; € Q;—,.

Ackoli 1ze takto sestrojit velkou spoustu redlnych ¢isel, napt.

%\/10—2\/5@@2

nebo taky

1
4\/342\@2\/342&4\/17+3ﬁ+ \/170726ﬁ—4\/34+2ﬁe<@5,

vidime, Ze se jedna pouze o (dost speciﬁckzﬁ ) algebraickd ¢isla. Daleko vic redlnych
¢fsel je nesestrojitelnych, zejména vsechna transcendentni ¢isla jako napf. 7 (nebo
sugestivngji /7), ale taky vSechna algebraickd &isla, kterd nejsou vyse specifiko-
vaného tvaru, napf. v/2. Touto poznamkou jsou vyfeSeny prvni dva ze zminénych
problému:

Tvrzeni. Problém kvadratury kruhu a zdvojeni krychle nelze nikdy vyresit (euklei-
dovskym,) pravitkem a kruzitkem.

5Hodné podrobnost{ véetné zajimavych historickych pozndmek lze najit v [H| §25 a kap. 6].
6Mnozina vech éfsel tohoto tvaru se obvykle znaéf Q[V/d]; protoze Q je téleso, Q[V/d] je taky
t&leso. . . Uvédomte si, Ze podobnou konstrukei kazdy uz alespoii jednou vidél: R[y/—1] = C.
7\/'Zdy jen iterované druhé odmocniny; kazdé takové ¢islo je koFenem polynomu (s raciondlnimi
koeficienty) stupné 2%. .. Najdete odpovidajici polynom pro nékteré z cisel uvedenych vyse? vyzva
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Trisekce tuhlu. Problém trisekce tihlu je samoziejmé komplikovanéjsi, protoze
nékteré thly roztietit eukleidovsky lze, vétsinu vsak nikoli. Abychom ziskali néjakou
kontrolu nad timto problémem, diskutujeme sestrojitelnost néjaké pridruzené délkové
veliciny k danému thlu «, napf. tan a:

— predp. sestrojitelny thel 3a, ptame se, zda « je sestrojitelny,

— ze souctovych vzorcu pro tan se snadno odvodi, ze

3tan o — tan® «

tan 3a = 5
1 —3tan® «

)

— oznacime a := tan 3 a = := tan «, potom pfedchozi rovnost je ekvivalentni
(1) 23— 3az® — 3z +a =0,

— problém je redukovan na nasledujici: Md pro dané sestrojitelné cislo a € Qg
polynom (1) sestrojitelny koren x € Q%

Obecné tento problém neni iplné jednoduchy, ale dovoluje aspon otestovat vztah
mezi algebrou a geometri{ pro nékteré zndme hly, které roztietit umi kazdy (napf.
3a = 45°, tj. a = 1), a diky nésledujicimu tvrzeni také demonstrovat existenci hlu,
které eukleidovsky rozttetit nejde.

Tvrzeni. Pro polynomy lichého stupné s koeficienty z Qi plati:

(1) Md-li polynom néjaky koten z Qpi1, pak md i koten z Qy.

(2) Odtud, specidlné, md-li polynom raciondlni koeficienty a koven z Qg41, pak md
1 koren z Q.

(8) Odtud obrdcené, nemd-li polynom s raciondlnimi koeficienty raciondlni koren,
nemd ani sestrojitelny koren!

Nyni sta¢i vzpomenout, jak se hledaji raciondlni kofeny pro polynomy s ra-
cionalnimi koeficienty, a otestovat silu predchozich uvah napt. na dhlu s tangen-
sem 2.

Uvedena metoda vSak neni vSemocnd, jak se kazdy presvédéi napf. nad dhlem
3a = 90°, jehoz tangens neni vubec definovan.

Dalsf ukdzka: pro tihel 3a = 60° je odpovidajici polynom tvaru z3 — 3v/3z2 —
3z + /3 = 0, tj. véechny koeficienty jsou z Q; = Q[v/3]. Chceme-li dokézat, Ze
dany thel nelze rozttetit eukleidovsky, znamena to v nasem algebraickém prekladu,
7e tento polynom nemd zadny koten z Q[v/3]. To je sice pravda, ale ne kazdy
to umi jednoduse zdivodnitS. Presto 1ze modifikac predchozich postupu celkem
bezbolestné tento problém dotesit. . 9

Cviceni. Dokazte, ze thel 60° nelze eukleidovsky rozdélit na tietiny.

* ok ok

Pravidelné mnohothelniky. S predchozim problémem tzce souvisi problém kon-
strukce pravidelného n-ihelniku. Eukleides umél eukleidovsky problém vyfesit pro
n=3[E Ll],n=4[E 146 ¢iIV.6], n =5 [E, IV.11], n =6 [E, IV.15] an = 15
[E} TV.16]. Gauss totéz dokdzal nejdiiv pro n = 17, posléze vysledek zobecnil [H,
§29]. Uplné charakterizace sestrojitelnych mnohotihelniki je nasledujici:

Véta. Pravidelny n-dhelnik lze sestrojit (eukleidovskgm) pravitkem a kruZitkem
pravé tehdy, kdyzZ cislo n je soucinem libovolné mocniny 2 a navzdjem ruznych
Fermatovych prvocisel.

8Dokonce ani kdyz si vzpomene na Cardanovy vzorce. . .

9Napovédét by mohlo, ze cos 60° = % a cos 3o = 4cos® a — 3cos a.

DU
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> Fermatovo prvocislo je Fermatovo ¢islo Fj, = 92" + 1, které je prvocislem. K dnesnimu
dn@ je znamo pouze pét Fermatovych prvocisel: Fo = 3,F1 = 5, F» = 17, F5 = 257
a Fy = 65537.

Cviceni. Dokazte, ze pravidelny sedmiihelnik nelze sestrojit eukleidovsky.
3. HILBERTUV PROBLEM

Dehnuv invariant. ..

4. NEKTERE DIOFANTICKE ROVNICE

Diofantickd rovnice je algebraicka rovnice, u niz uvazujeme pouze celoCiselné
neznamé. Hodné takovych rovnic bylo feseno Diofantem z Alexandrie.

Linearni diofantické rovnice. Ze skoly zna kazdy linearni diofantické rovnice
(nejéastéji se dvéma nezndmymi), u nichz se hledaji pouze kladn4 reseni. Toto ome-
zeni ¢asto vymezuje jenom konetné mnoho, piip. zadné, feseni, i kdyz celo¢iselnych
feSeni je nekone¢né mnoho. . .

N4&s cil je pro obecnou linedrni rovnici, piip. systém rovnic, nalézt vSechna
celociselnd reseni, pokud existuji.

Postieh. Rovnice 3z + 6y = 22 evidentné nema zadné celo¢iselné feseni, protoze
na levé strané je vzdy ¢islo délitelné 3, ale 22 napravo nikoli. Tento postfeh snadno
zobecnime:
Rovnice ax + by = ¢ md celociselné tesent pouze, kdyz NSD ¢éisel a a b déli c.
Nésledujici fadky presvédcivé zduvodnuji, ze plati i tvrzeni opacné.
Piiklad. Rovnice 5z + 6y = 22 evidentné ma feseni, protoze kazdy vidi, prip. umi
najit, aspon z = 2,y = 2 (jediné kladné fesen{). Ostatn{ lze najit ruzné:
(a) Vidime-li jedno dalsi feseni, muZeme postupovat ndsledovneé:
— uhodneme napt. x = 8,y = —3,
— tato dvé feSeni predstavuji dva celociselné body na piimce v roviné, rozdilovy
vektor je (6, —5),
— parametrizace x = 2 + 6t,y = 2 — 5t, kde ¢t € Z, popisuje nekonetné mnoho
dalgich feSent,
— protoze mezi feSenimi [2,2] a [8, —3] zddné dalsi neni, uvedend parametrizace
popisuje vSechna FesSeni.
(b) Pokud postraddme jakykoli ndpad, pomuze systém:
— rovnici prepiSeme jako 6y = 22 — 5z, resp. y = %,
— najit celoc¢iselna feSeni rovnice znamena zjistit, pro ktera vSechna z je vyraz
22 — 5z délitelny 6,
— toto je splnéno jenom a pouze pro x = 2 + 65, kde s € Z, *)
— po dosazeni y = 2 — 5s a je to.

Krok oznaceny (*) je klicovy a zpravidla snadno vyfesen (zde max. Sesterym)
zkouSenim. Pro dokonalejsi kontrolu nad obecnym problémem, jesté piepiSeme
a feSime podminku ,,6 déli 22 — 5z “ nasledovné:

5c = 22 mod 6,
5c = 10 mod 6,
r = 2 mod 6.

coz samoziejmé souhlasi s predchozim zavérem. Podstatna je ptip. redukce velkych
Cisel ze zadani a hlavné nasledujici odkaz:

1012, prosince 2009

DU /vyzva
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Véta. Kongruence kx =1 mod m md reSend prdvé tehdy, kdyz NSD(k,m) délil.

> Dukaz véty je v podstaté konstruktivni a odkazuje na Eulerovu vétu dobfe zndmou
z algebry II, viz ¢ést 5] ..

Nyni je jiz snadné dostopovat a zformulovat nasledujici kriterium:

Tvrzeni. Rouvnice ax + by = ¢ md celociselné reseni prdvé tehdy, kdyz NSD(a,b)
déli c.

Piiklad s vice neznamymi. Predchozi tvrzeni ve skutecnosti plati pro linedrni
rovnice s libovolnym poétem neznamych. Namisto obecné argumentace, vyfesime
vhodny piiklad, zaznamendme specifika tlohy a domyslime zobecnéni:

o 4 6y + 9z = 22.

Vzhledem k pfedchozimu vidime nekonec¢né mnoho feseni, kde z = 0. Zjistime-li
jedno dalsi nezavislé FeSeni, muzeme parametrizovat vSechna ostatni metodou ana-
logickou postupu (a) na pfedchozi strané. Alternativné muzeme postupovat napf.
takto:

— dosadime-li z = t libovolné celé ¢islo, bude (ndhodou) rovnice 5z + 6y =
22 — 9t (s nezndmymi z,y a jakymsi parametrem ¢) mit celo¢iselné feseni, nebot
NSD(5,6) =1 jiste deli 22 — 9¢,

— nelekdme se parametru ¢ a zkousime doresit podle navodu vyse......

— vychazi, ze obecné feseni rovnice je tvaru

r=2-3t+6s, y=2—4t—>5s, z=1t.

POZOR, tesitelnost v kazdém kroku obecné nevychdzi automaticky a je tieba
ji peclivé kontrolovat. Zkusme tentyz piiklad jesté jednou z ,,opacné strany*, za-
pomenme na predchozi vysledky a premyslejme nad obecnou metodou:

— je ddna rovnice 5x + 6y + 9z = 22 (se tfemi nezndmymi z,y, z),

— NSD(5,6,9) = 1 deli 22, nutnd podminka fesitelnosti je splnéna,

— rovnice 6y +9z = 22— 5z (se dvéma nezndmymi y, z) ma celo¢iselné feseni prave
kdyz NSD(6,9) = 3 déli 22 — 5z (coz samoziejmé neplati pro viechna x),

— 3 deéli 22 — 5z pravé kdyz x =2+ 3r, r € Z, ()
— dosadime a délime 3, 2y + 3z = 4 — 5r,

— nebojime se parametru r a pokracujeme v redukci ve stejném duchu,

— rovnice 2y = 4 — 57 — 3z (s jednou nezndmou y) ma celo¢iselné reseni praveé kdyz
2 deli 4 — 5r — 3z,

— 2 déli 4 — 5r — 3z pravé kdyz z = r + 2u, u € Z, ()
— dosadime a délime 2, y = 2 — 4r — 3u,

— posbirame mezivysledky a konstatujeme, Ze vSechna feSeni rovnice, parametri-
zovana pomoci r,u € Z, jsou tvaru:

r=24+3r, y=2—4r — 3u, z =1r+ 2u.

> Pfestoze parametrizace feSeni pomoci ¢,s a r,u jsou ruzné, skuteéné popisuji tutéz
mnozinu (ovéite!). Uvedeny postup lze mirné zefektivnit a snadno zobecnit pro libovolny
pocet neznamych; kdo si neni tipIné jisty jak, maze nahlédnout do [HKS, str. ?].

Zajimavou piichuf maji dlohy tohoto typu, musime-li se vypotfadat s néjakymi
omezujicimi podminkami, viz napf. nasledujici cviceni.

Cviceni. V jisté specidlni laboratoii smime pouzivat pouze laboratorni vahy o nos-
nosti 1056 g, 7 zavazi o hmotnosti 105 g, 5 zavazi o hmotnosti 119 g a 4 zavazi
o hmotnosti 161 g. Urcete vSechny zpusoby, jak odvézit 84 g jisté latky (abyste
nepoldmali vdhu).

DU
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Priklad s vice nezndmymi a vice rovnicemi. Snad nékdy piisté, prozatim
zkuste nasledujici Eulerovu tlohu:

Cviceni. Jisty farmar koupil na trhu vepie, kozy a ovce, celkem 100 kusu za 100
korun. Jeden vept stal 3% koruny, koza 1% a ovece % koruny. Kolik kust od kazdého
zvitete farmar koupil?

* % %

Pythagorejské trojice. ....... ... .. i

5. EULEROVA VETA A DUSLEDKY

Eulerova funkce, Eulerova véta, Fermatova véta, ...

6.
7.
8.
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