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Úvod

Následuj́ıćı text představuje osnovu k semináři Metody řešeńı matematických
úloh 1. Jeho neúplná forma by měla motivovat k samostatnému studiu a př́ıp.
doplněńı podrobnost́ı. . .

Prvńı doporučenou knihou je populárńı pr̊uvodce dnešńı matematikou od Iana
Stewarta [S], jej́ıž vybrané části jsou ńıže studovány bĺıže. Vzhledem k zásadńımu
vlivu na celou matematiku (a velmi špatné povědomosti mezi mnohými dnešńımi
matematiky) budeme též často citovat Eukleida [E].

1. Pythagorova věta

Formulaci Pythagorovy věty přepisujeme z [E, I.471] podle překladu Serv́ıtova:

Tvrzeńı. V pravoúhlých trojúhelńıćıch čtverec na straně proti úhlu pravému lež́ıćı
rovná se2 čtverc̊um na stranách pravý úhel sv́ıraj́ıćıch.

Kromě Eukleidova originálńıho d̊ukazu uvád́ıme několik daľśıch známých d̊ukaz̊u:

• Perigal̊uv stř́ıhaćı d̊ukaz,
• starý známý přesouvaćı d̊ukaz,
• d̊ukazy se smykem ve smyslu [E, I.37],
• d̊ukazy s podobnost́ı ve smyslu [E, VI.8].

Postřeh 1. V nepravoúhlém trojúhelńıku tvrzeńı o rovnosti čtverc̊u neplat́ı, jinými
slovy: Když v trojúhelńıku čtverec na jedné ze stran rovná se (součtem) čtverc̊um na
dvou ostatńıch stranách, úhel ostatńımi dvěma stranami sevřený jest pravý [E, I.48].
Pokud bychom chtěli být přesněǰśı, lze zcela určitě vyjádřit rozd́ıl mezi obsahem
jednoho čtverce a součtem zbylých dvou — tzv. kosinová věta. Vı́te, jak tento rozd́ıl
interpretuje Eukleides?

otazńık s nápovědou:
II.12–13

Date: 12. prosince 2009.
1I.47 = kniha I, tvrzeńı 47.
2myšleno ,,má stejný plošný obsah jako. . . “; podobně i dále.
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Postřeh 2. Všechny d̊ukazy nějak (často skrytě) závisely na tzv. Eukleidovu po-
stulátu o rovnoběžkách nebo na nějakém jeho d̊usledku, resp. ekvivalentńım tvrzeńı:

• k dané př́ımce daným bodem procháźı jediná rovnoběžka,
• v každém trojúhelńıku tři úhly vnitřńı rovnaj́ı se dvěma pravým [E, I.32],
• rovnoběžńıky na téže základně mezi týmǐz rovnoběžkami jsou navzájem stejné

[E, I.35],
• existuj́ı podobné trojúhelńıky, které nejsou shodné [E, VI.2].

⊲ Pro Eukleid̊uv d̊ukaz, přezd́ıvaný větrný mlýn, komentáře a souvislosti viz např. odkaz3.

Postulát o rovnoběžkách se v r̊uzných vydáńıch Základ̊u objevuje na r̊uzných mı́stech: jako

12. axiom v [B], 5. postulát v [J] nebo 4. či dodatečný4 postulát v [V].

⊲ Předchoźı postřeh lze ještě o něco rozš́ı̌rit; ve skutečnosti plat́ı, že Pythagorova věta je

ekvivalentńı postulátu o rovnoběžkách. . . výzva

Cvičeńı. Dokažte, že čtverec na jedné ze stran trojúhelńıku rovná se součtu DÚ

čtverc̊u na dvou ostatńıch stranách právě tehdy, když trojúhelńık je pravoúhlý.
(Dejte si záležet a zd̊urazněte v d̊ukaze mı́sto, kde použ́ıváte postulát o rovnoběžkách.)

* * *

Postřeh 3. Výška na přeponu v pravoúhlém trojúhelńıku jej rozděluje na dva
trojúhelńıky, oba podobné danému trojúhelńıku (tedy i sobě navzájem), [E, VI.8].
Odtud bezprostředně vyplývá následuj́ıćı zobecněńı Pythagorovy věty (tedy i Py-
thagorova věta samotná) [E, VI.31]: V pravoúhlých trojúhelńıćıch obrazec na straně
proti úhlu pravému lež́ıćı rovná se obrazc̊um podobným na stranách pravý úhel
sv́ıraj́ıćıch.

⊲ Obrazcem Eukleides mysĺı obecný mnohoúhelńık, ale tvrzeńı zřejmě plat́ı i pro obecněǰśı

útvary. Uvažujeme-li např. p̊ulkružnice (se středem ve středu odpov́ıdaj́ıćı strany), můžeme,

stejně jako Hippokratos z Chiosu, pozorovat, že specifické p̊ulměśıce nad odvěsnami maj́ı

stejný obsah jako daný trojúhelńık! Tento závěr velmi připomı́ná problém kvadratury

kruhu, p̊uvodńı Hippokrat̊uv zájem, viz část 2 pro překvapivě algebraické řešeńı.

* * *

Dovětek. ,,Kvadraturovat“ jakýkoli mnohoúhelńık, tj. sestrojit čtverec se stejným
obsahem jako daný mnohoúhelńık, by neměl být pro nikoho problém: viz např. tvr-
zeńı I.42, I.45 a II.14, př́ıp. I.47, v [E]. Všimněte si, že všechny d̊ukazy předchoźıch
tvrzeńı jsou konstrukčńı v Eukleidově duchu, tj. pomoćı kruž́ıtka a prav́ıtka (bez
rysek a jiných značek).

Zaj́ımavá varianta úloh porovnávaj́ıćıch plošné obsahy je následuj́ıćı ,,krájećı
problém“: k daným dvěma obrazc̊um naj́ıt zp̊usob, jak rozkrájet jeden obrazec na
menš́ı kousky (ne nutně trojúhelńıky) tak, aby vhodným přeskládáńım vytvořily
druhý. V eukleidovské rovině plat́ı, že dva mnohoúhelńıky maj́ı stejný obsah právě
tehdy, když jeden lze rozkrájet na trojúhelńıky, z nichž lze složit druhý. Nav́ıc, od-
pov́ıdaj́ıćı krájeńı lze explicitně (a celkem jednoduše) popsat a sestrojit, viz [H,
§24].

⊲ Je pozoruhodné, že analogické tvrzeńı v prostoru neplat́ı! Přesněji, existuj́ı mnohostěny,

které maj́ı stejný objem, ale ani jeden nelze rozkrájet tak, aby ze vzniklých kousk̊u šel složit

druhý ; viz [S, kapitola 12] pro motivaci a část 3 pro překvapivě algebraické řešeńı.

Cvičeńı. Pro hodně obecný čtyřúhelńık sestrojte čtverec, který má stejný plošný DÚ

obsah. (Ambiciózněǰśı studenti sestroj́ı i vhodné rozkrájeńı.)

3http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI47.html
4formulován dodatečně až před tvrzeńım I.29, viz též komentář [V, str. 66–68].

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/propI47.html
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2. Slavné problémy starověku

Máme na mysli zejména následuj́ıćı velmi slavné starověké problémy, jež z̊ustávaly
velmi dlouho nerozřešeny: (1) problém kvadratury kruhu, (2) problém zdvojeńı
krychle a (3) problém trisekce úhlu. Velmi bĺızko (3) je taky (4) problém konstrukce
pravidelného mnohoúhelńıku.

⊲ ,,Problém“ zde znamená existenci eukleidovské konstrukce, která by řešila př́ıslušný

úkol. Eukleidovská konstrukce je geometrická konstrukce už́ıvaj́ıćı pouze (libovolně roz-

kročitelného) kruž́ıtka a (libovolně prodloužitelného) prav́ıtka bez jakýchkoli značek, tj.

konstrukce v duchu prvńıch tř́ı Eukleidových postulát̊u, viz např. [V, str. 45].

Algebra léč́ı. Řešeńı problému je veskrze algebraické a vypadá ve zkratce takto5:
— bod v eukleidovské rovině interpretujeme jako dvojici reálných č́ısel (souřadnice
v kartézské reálné rovině),
— stač́ı charakterizovat, která reálná č́ısla jsou sestrojitelná z 1 (volba jednotky na
souřadné ose),
— triviálně každý sestroj́ı Z a jednoduše taky Q,
— daľśı eukleidovskou konstrukćı sestroj́ıme z Q jedině bud’ racionálńı č́ıslo (pr̊unik

dvou př́ımek), nebo č́ıslo tvaru a + b
√

d, kde a, b, d ∈ Q6 (pr̊unik př́ımky a kružnice
nebo pr̊unik dvou kružnic),
— jakékoli daľśı sestrojitelné č́ıslo vznikne pouze opakováńım předchoźıho,
— tj. po označeńı Q1 := Q[

√
d], lze v daľśım kroku z již sestrojených č́ısel sestrojit

jedině č́ısla tvaru k + l
√

m, kde k, l,m ∈ Q1,
— označ́ıme Q2 := Q1[

√
m], . . . . . .

Tvrzeńı. Reálné č́ıslo je eukleidovsky sestrojitelné právě tehdy, když patř́ı do nějakého
(rozš́ıřeného) tělesa Qk z posloupnosti

{1} ⊂ Z ⊂ Q =: Q0 ⊆ Q1 ⊆ Q2 ⊆ · · · ⊆ Qk ⊆ · · · ( R,

kde Qi = Qi−1[
√

di] pro nějaké di ∈ Qi−1.

Ačkoli lze takto sestrojit velkou spoustu reálných č́ısel, např.

1

2

√

10 − 2
√

5 ∈ Q2

nebo taky

1

4

√

34 − 2
√

17 − 2

√

34 − 2
√

17 − 4

√

17 + 3
√

17 +

√

170 − 26
√

17 − 4

√

34 + 2
√

17 ∈ Q5,

vid́ıme, že se jedná pouze o (dost specifická7) algebraická č́ısla. Daleko v́ıc reálných
č́ısel je nesestrojitelných, zejména všechna transcendentńı č́ısla jako např. π (nebo
sugestivněji

√
π), ale taky všechna algebraická č́ısla, která nejsou výše specifiko-

vaného tvaru, např. 3
√

2. Touto poznámkou jsou vyřešeny prvńı dva ze zmı́něných
problémů:

Tvrzeńı. Problém kvadratury kruhu a zdvojeńı krychle nelze nikdy vyřešit (euklei-
dovským) prav́ıtkem a kruž́ıtkem.

* * *

5Hodně podrobnost́ı včetně zaj́ımavých historických poznámek lze naj́ıt v [H, §25 a kap. 6].
6Množina všech č́ısel tohoto tvaru se obvykle znač́ı Q[

√
d]; protože Q je těleso, Q[

√
d] je taky

těleso. . . Uvědomte si, že podobnou konstrukci každý už alespoň jednou viděl: R[
√
−1] = C.

7Vždy jen iterované druhé odmocniny; každé takové č́ıslo je kořenem polynomu (s racionálńımi
koeficienty) stupně 2k. . . Najdete odpov́ıdaj́ıćı polynom pro některé z č́ısel uvedených výše? výzva
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Trisekce úhlu. Problém trisekce úhlu je samozřejmě komplikovaněǰśı, protože
některé úhly roztřetit eukleidovsky lze, většinu však nikoli. Abychom źıskali nějakou
kontrolu nad t́ımto problémem, diskutujeme sestrojitelnost nějaké přidružené délkové
veličiny k danému úhlu α, např. tanα:
— předp. sestrojitelný úhel 3α, ptáme se, zda α je sestrojitelný,
— ze součtových vzorc̊u pro tan se snadno odvod́ı, že

tan 3α =
3 tan α − tan3 α

1 − 3 tan2 α
,

— označ́ıme a := tan 3α a x := tanα, potom předchoźı rovnost je ekvivalentńı

(1) x3 − 3ax2 − 3x + a = 0,

— problém je redukován na následuj́ıćı: Má pro dané sestrojitelné č́ıslo a ∈ Qk

polynom (1) sestrojitelný kořen x ∈ Ql?
Obecně tento problém neńı úplně jednoduchý, ale dovoluje aspoň otestovat vztah

mezi algebrou a geometríı pro některé známe úhly, které roztřetit umı́ každý (např.
3α = 45◦, tj. a = 1), a d́ıky následuj́ıćımu tvrzeńı také demonstrovat existenci úhl̊u,
které eukleidovsky roztřetit nejde.

Tvrzeńı. Pro polynomy lichého stupně s koeficienty z Qk plat́ı:
(1) Má-li polynom nějaký kořen z Qk+1, pak má i kořen z Qk.
(2) Odtud, speciálně, má-li polynom racionálńı koeficienty a kořen z Qk+1, pak má
i kořen z Q.
(3) Odtud obráceně, nemá-li polynom s racionálńımi koeficienty racionálńı kořen,
nemá ani sestrojitelný kořen!

Nyńı stač́ı vzpomenout, jak se hledaj́ı racionálńı kořeny pro polynomy s ra-
cionálńımi koeficienty, a otestovat śılu předchoźıch úvah např. na úhlu s tangen-
sem 2.

Uvedená metoda však neńı všemocná, jak se každý přesvědč́ı např. nad úhlem
3α = 90◦, jehož tangens neńı v̊ubec definován.

Daľśı ukázka: pro úhel 3α = 60◦ je odpov́ıdaj́ıćı polynom tvaru x3 − 3
√

3x2 −
3x +

√
3 = 0, tj. všechny koeficienty jsou z Q1 = Q[

√
3]. Chceme-li dokázat, že

daný úhel nelze roztřetit eukleidovsky, znamená to v našem algebraickém překladu,
že tento polynom nemá žádný kořen z Q[

√
3]. To je sice pravda, ale ne každý

to umı́ jednoduše zd̊uvodnit8. Přesto lze modifikaćı předchoźıch postup̊u celkem
bezbolestně tento problém dořešit. . . 9

Cvičeńı. Dokažte, že úhel 60◦ nelze eukleidovsky rozdělit na třetiny. DÚ

* * *

Pravidelné mnohoúhelńıky. S předchoźım problémem úzce souviśı problém kon-
strukce pravidelného n-úhelńıku. Eukleides uměl eukleidovsky problém vyřešit pro
n = 3 [E, I.1], n = 4 [E, I.46 či IV.6], n = 5 [E, IV.11], n = 6 [E, IV.15] a n = 15
[E, IV.16]. Gauss totéž dokázal nejdř́ıv pro n = 17, posléze výsledek zobecnil [H,

§29]. Úplná charakterizace sestrojitelných mnohoúhelńık̊u je následuj́ıćı:

Věta. Pravidelný n-úhelńık lze sestrojit (eukleidovským) prav́ıtkem a kruž́ıtkem
právě tehdy, když č́ıslo n je součinem libovolné mocniny 2 a navzájem r̊uzných
Fermatových prvoč́ısel.

8Dokonce ani když si vzpomene na Cardanovy vzorce. . .
9Napovědět by mohlo, že cos 60◦ = 1

2
a cos 3α = 4 cos3 α − 3 cos α.
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⊲ Fermatovo prvoč́ıslo je Fermatovo č́ıslo Fk = 22k

+ 1, které je prvoč́ıslem. K dnešńımu

dni10 je známo pouze pět Fermatových prvoč́ısel: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257

a F4 = 65537.

. . . . . .

Cvičeńı. Dokažte, že pravidelný sedmiúhelńık nelze sestrojit eukleidovsky. DÚ/výzva

3. Hilbert̊uv problém

Dehn̊uv invariant. . .

4. Některé diofantické rovnice

Diofantická rovnice je algebraická rovnice, u ńıž uvažujeme pouze celoč́ıselné
neznámé. Hodně takových rovnic bylo řešeno Diofantem z Alexandrie.

Lineárńı diofantické rovnice. Ze školy zná každý lineárńı diofantické rovnice
(nejčastěji se dvěma neznámými), u nichž se hledaj́ı pouze kladná řešeńı. Toto ome-
zeńı často vymezuje jenom konečně mnoho, př́ıp. žádné, řešeńı, i když celoč́ıselných
řešeńı je nekonečně mnoho. . .

Náš ćıl je pro obecnou lineárńı rovnici, př́ıp. systém rovnic, nalézt všechna
celoč́ıselná řešeńı, pokud existuj́ı.

Postřeh. Rovnice 3x + 6y = 22 evidentně nemá žádné celoč́ıselné řešeńı, protože
na levé straně je vždy č́ıslo dělitelné 3, ale 22 napravo nikoli. Tento postřeh snadno
zobecńıme:

Rovnice ax + by = c má celoč́ıselné řešeńı pouze, když NSD č́ısel a a b děĺı c.
Následuj́ıćı řádky přesvědčivě zd̊uvodňuj́ı, že plat́ı i tvrzeńı opačné.

Př́ıklad. Rovnice 5x + 6y = 22 evidentně má řešeńı, protože každý vid́ı, př́ıp. umı́
naj́ıt, aspoň x = 2, y = 2 (jediné kladné řešeńı). Ostatńı lze naj́ıt r̊uzně:
(a) Vid́ıme-li jedno daľśı řešeńı, můžeme postupovat následovně:
— uhodneme např. x = 8, y = −3,
— tato dvě řešeńı představuj́ı dva celoč́ıselné body na př́ımce v rovině, rozd́ılový
vektor je (6,−5),
— parametrizace x = 2 + 6t, y = 2 − 5t, kde t ∈ Z, popisuje nekonečně mnoho
daľśıch řešeńı,
— protože mezi řešeńımi [2, 2] a [8,−3] žádné daľśı neńı, uvedená parametrizace
popisuje všechna řešeńı.
(b) Pokud postrádáme jakýkoli nápad, pomůže systém:
— rovnici přeṕı̌seme jako 6y = 22 − 5x, resp. y = 22−5x

6
,

— naj́ıt celoč́ıselná řešeńı rovnice znamená zjistit, pro která všechna x je výraz
22 − 5x dělitelný 6,
— toto je splněno jenom a pouze pro x = 2 + 6s, kde s ∈ Z, (*)
— po dosazeńı y = 2 − 5s a je to.

Krok označený (*) je kĺıčový a zpravidla snadno vyřešen (zde max. šesterým)
zkoušeńım. Pro dokonaleǰśı kontrolu nad obecným problémem, ještě přeṕı̌seme
a řeš́ıme podmı́nku ,,6 děĺı 22 − 5x“ následovně:

5x ≡ 22 mod 6,

5x ≡ 10 mod 6,

x ≡ 2 mod 6.

což samozřejmě souhlaśı s předchoźım závěrem. Podstatná je př́ıp. redukce velkých
č́ısel ze zadáńı a hlavně následuj́ıćı odkaz:

1012. prosince 2009
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Věta. Kongruence kx ≡ l mod m má řešeńı právě tehdy, když NSD(k,m) děĺı l.

⊲ Důkaz věty je v podstatě konstruktivńı a odkazuje na Eulerovu větu dobře známou

z algebry II, viz část 5. . .

Nyńı je již snadné dostopovat a zformulovat následuj́ıćı kriterium:

Tvrzeńı. Rovnice ax + by = c má celoč́ıselné řešeńı právě tehdy, když NSD(a, b)
děĺı c.

Př́ıklad s v́ıce neznámými. Předchoźı tvrzeńı ve skutečnosti plat́ı pro lineárńı
rovnice s libovolným počtem neznámých. Namı́sto obecné argumentace, vyřeš́ıme
vhodný př́ıklad, zaznamenáme specifika úlohy a domysĺıme zobecněńı:

5x + 6y + 9z = 22.

Vzhledem k předchoźımu vid́ıme nekonečně mnoho řešeńı, kde z = 0. Zjist́ıme-li
jedno daľśı nezávislé řešeńı, můžeme parametrizovat všechna ostatńı metodou ana-
logickou postupu (a) na předchoźı straně. Alternativně můžeme postupovat např.
takto:
— dosad́ıme-li z = t libovolné celé č́ıslo, bude (náhodou) rovnice 5x + 6y =
22 − 9t (s neznámými x, y a jakýmsi parametrem t) mı́t celoč́ıselné řešeńı, nebot’

NSD(5, 6) = 1 jistě děĺı 22 − 9t,
— nelekáme se parametru t a zkouš́ıme dořešit podle návodu výše. . . . . .
— vycháźı, že obecné řešeńı rovnice je tvaru

x = 2 − 3t + 6s, y = 2 − 4t − 5s, z = t.

POZOR, řešitelnost v každém kroku obecně nevycháźı automaticky a je třeba
ji pečlivě kontrolovat. Zkusme tentýž př́ıklad ještě jednou z ,,opačné strany“, za-
pomeňme na předchoźı výsledky a přemýšlejme nad obecnou metodou:
— je dána rovnice 5x + 6y + 9z = 22 (se třemi neznámými x, y, z),
— NSD(5, 6, 9) = 1 děĺı 22, nutná podmı́nka řešitelnosti je splněna,
— rovnice 6y+9z = 22−5x (se dvěma neznámými y, z) má celoč́ıselné řešeńı právě
když NSD(6, 9) = 3 děĺı 22 − 5x (což samozřejmě neplat́ı pro všechna x),
— 3 děĺı 22 − 5x právě když x = 2 + 3r, r ∈ Z, (*)
— dosad́ıme a děĺıme 3, 2y + 3z = 4 − 5r,
— neboj́ıme se parametru r a pokračujeme v redukci ve stejném duchu,
— rovnice 2y = 4−5r−3z (s jednou neznámou y) má celoč́ıselné řešeńı právě když
2 děĺı 4 − 5r − 3z,
— 2 děĺı 4 − 5r − 3z právě když z = r + 2u, u ∈ Z, (*)
— dosad́ıme a děĺıme 2, y = 2 − 4r − 3u,
— posb́ıráme mezivýsledky a konstatujeme, že všechna řešeńı rovnice, parametri-
zována pomoćı r, u ∈ Z, jsou tvaru:

x = 2 + 3r, y = 2 − 4r − 3u, z = r + 2u.

⊲ Přestože parametrizace řešeńı pomoćı t, s a r, u jsou r̊uzné, skutečně popisuj́ı tutéž

množinu (ověřte!). Uvedený postup lze mı́rně zefektivnit a snadno zobecnit pro libovolný

počet neznámých; kdo si neńı úplně jistý jak, může nahlédnout do [HKŠ, str. ?].

Zaj́ımavou př́ıchut’ maj́ı úlohy tohoto typu, muśıme-li se vypořádat s nějakými
omezuj́ıćımi podmı́nkami, viz např. následuj́ıćı cvičeńı.

Cvičeńı. V jisté speciálńı laboratoři smı́me použ́ıvat pouze laboratorńı váhy o nos- DÚ

nosti 1056 g, 7 závaž́ı o hmotnosti 105 g, 5 závaž́ı o hmotnosti 119 g a 4 závaž́ı
o hmotnosti 161 g. Určete všechny zp̊usoby, jak odvážit 84 g jisté látky (abyste
nepolámali váhu).
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Př́ıklad s v́ıce neznámými a v́ıce rovnicemi. Snad někdy př́ı̌stě, prozat́ım
zkuste následuj́ıćı Eulerovu úlohu:

Cvičeńı. Jistý farmář koupil na trhu vepře, kozy a ovce, celkem 100 kus̊u za 100
korun. Jeden vepř stál 31

2
koruny, koza 11

3
a ovce 1

2
koruny. Kolik kus̊u od každého

zv́ı̌rete farmář koupil?

* * *

Pythagorejské trojice. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5. Eulerova věta a d̊usledky

Eulerova funkce, Eulerova věta, Fermatova věta, . . .

6.

7.

8.
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http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
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