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Realna a komplexni ¢isla

7. Téleso redlnych éisel

7.1. Definice. Bud (R, <) linedrné uspofaddand mnozina. Dvojice a = (4,B),

kde A C R, B C R, se nazyvé fez v mnoziné R, jestlize plati:
(1) AUB=R, A#0# B,
(2)z€d, ye B=z<y.

Je zfejmé, e mnoziny A, B jsou disjunktni, tedy systém {4, B} tvoii rozklad
na mnoziné R.

Mno¥ina A se nazyvé dolni skupina Yezu a, mnozina B se nazyva horni skupina
fezu .

Jestlize dolni skupina fezu o mé nejvétdi prvek a horni skupina Fezu o ma
nejmens{ prvek, pak fez ¢ nazyvéme skok v mnoZiné R. Jestlize doln{ skupina fezu
« nemé nejvétsi prvek a horni skupina fezu o nems nejmensi prvek, pak fez a
nazjvame mezera v mnoZiné R. e

Mezi pojmem husté- uspofddand mnoZina a pojmem skok plati ndsledujici
vztah.

7.9. Tvrzeni. Linedrné uspoiddans mnozina, kterd obsahuje alespoii dva prvky,
je husté usporddand pravé tehdy, kdyz nemd skoky.

7.3. Priklady.

a) Necht m je celé tislo, A={z € Z|z<m},B={z€Z| z >m+ 1}. Pak
dvojice (4, B) je skok v mnozing % celych éisel.

b) Necht m je libovolné raciondlni ¢islo. M&jme dénu mnozinu Q — {m}, na
ni% je definovéno linedrn{ uspofadéni stejnym zpusobem jako na mnoziné Q. Pak
teza=(A4,B),kdeA={zeQz< m}, B = {z € Q| z > m}, je mezerou
v Q- {m}. :

¢) Necht n je pevné zvolené prirozené &slo (n > 1), @ € Q& > 0 a zéroven
necht neexistuje racionalni &islo £ takové, ze {" = a. Polozme

A {((€Q|e<0}U{eQ|€20,¢" <o},
B = {£€Q|£>0,(">a}.

Uk4Zeme, e dvojice (A, B) je mezera v mnoZiné Q raciondlnich ¢isel.

Ztems D £ ACQ 0#BCQ AUuB=0Q Necht ¢ € A, n € B. Pakn >0,
7" > a. Jestlize £ < 0, pak £ < 7. Jestlize £ > 0, pak ¢* < a < 0", odkud plyne
¢ < n. Tedy (4, B) je fez v mnoziné Q.
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Ptedpoklddejme, Ze hornf skupina B ma nejmensi prvek 3. Protoze mnozina ra-
ciondlnich &isel je husté usporddand, existuje raciondlni ¢éfslo £ splitujici nasledujici
t11 podminky: (

" -« . n y1-1
0<€<ﬂ) £< —n—ﬂ—ﬁ‘_‘fy §<ﬁ(:) [(u-:-l)]
pro kazdé sudé &fslo v (2 < v < n). Z téchto podminek plyne, ze nf""1¢ < " —q,
nebo-li A" —~ npgrte>aa (1) - (uL)f > 0.

Pokud polgiﬁne v = ﬂ — f, potom 0< 7 £ ,3 &

n

=3 OB = - e+ Y B ()8 - (L) e

v=0

kde s¢itani probih4 viechna sudd v takovd, 7e 2 < v < n, a kde € = 0 pro n liché
ae =" > 0 pron sudé. Odtud, vzhledem k podminkdm kladenym na Cislo ¢,
plyne 4" > a. Tudi% v € B, co? je spor s predpokladem, Ze 3 je nejmensi prvek
B. Mnozina B tedy nemé nejmensi prvek. &

Piedpoklddejme, Ze mnoZina A mé nejvétsi prvek 5. RozliSme nyni dva piipady.

Nejprve necht plati 8 = 0. Je-li & > 1, polo#ime v = 1, je-li @ < 1, poloZime
v = §. V obou piipadech dostdvame, Ze v" < a, a tudiz v € A, coz je viak spor
s tim, %e B je nejvétsi prvek A, nebot g =0 < .

Necht nyni plati # > 0. Oznaéme

w = min {(a - ﬁ”)[(;’)ﬁ"”"n]“l ‘ 1<v< n} .

Jisté plati w > 0. Je-li dokonce w > 1, poloZime ¢ = 1. Je-li naopak w < 1, klademe
£ = 4.V obou piipadech dostdvdme {” < w pro kazdé 1 < v < n, tedy

& < RG]

pro viechna 1 < v < n. To znamend, ze pro viechna uvazovand v plati nerovnost
n\gn—vev - a=B"
(u)ﬂ 6 < 0 =
Polozme nyni v = 8 + £. Potom plati v > 3 a
n
,Yn o ﬂ" + Z (:)ﬂn_UEV < ﬂn +n: a-;lﬁv, ey

v=1

Odtud plyne v € A, co? je spor s piedpokladem, Ze 3 je nejvétsi prvek A. Mnozina
A tedy nems nejvétsi prvek, a (4, B) je tudiZ mezera v Q.

Nyni ukdZeme, Ze kaZdou linedrné uspofaddanou mnozinu lze vnofit do linedrné
uspofddané mnoziny, kterd nemd mezery. Za tim Glelem si nejdiive definujme
pojem vnofeni linedrné usporddanych mnoZin. '
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7.4, Definice. Budte (R, <), (5, %) linedrné uspoféddané mnoZiny. Zobrazeni
f mnoziny R do S se nazyva vnofeni linedrné uspoiddané mnoZiny (R, <) do
linedrné uspofddané mnoZiny (S, 3 ), jestlize plati:

(1) f je injekce,
(2) pro libovolné ¢,y € R, z <y plati, ze f(z) = f(y)-

Rekneme pak, Ze linedrné usporddanou mnofinu (R,<) lze vnofit (resp. je
wnofena) do linedrné uspofddané mnoZiny (8,=). Vnoteni f se téz Casto nazyva
izomorfismus vzhledem k uspofdddni nebo pofddkovy izomorfismus linedrné uspo-
Fddanych mnozin.

Protoze je (R, <) usporddano linedrné, pro vnoteni f také plati, Ze:
z,y€R, f(z) 3 fly) = z =y

Uspotadéni X na mnozing S se tasto oznatuje stejnym symbolem jako usporddani
< na mno#nd R. Prvek r € R se obvykle identifikuje s prvkem f (r). Pri této
identifikaci je pak mnoZina R podmnoZinou mnoziny S

7.5. Véta. I(a#dou linedrné uspofddanou mnoZinu Ize vnorit do linedrné uspo-
f4ddané mnoziny bez mezer. ;

Driikaz. Necht (R, <) je linedrné usporddana mno#ina. Pro r € R ozname
symbolem (7] mnoZinu {z € R |z <7}

‘Necht S znaéi systém dvojic (4,B), A C R, B C'Ra (A, B) je mezerav R
nebo A = (7], B = R—(r] prongjakér € R. Ztejmé (A, B) jefez v s eventualni
vyjimkou piipadu, kdy R mé nejvétsi prvek m a A = (m]=R,B=0.

Proa=(4,B)eS, = (C,D) € S polozime a = B, jestlize A CC, cot je
ekvivalentn{ s podminkou B 2 D. Snadno lze ukézat, 7e relace < na S je linedrni
usporadani.

UkéZzeme sporem, e linedrné uspofddand mno#ina (S, <) nemé mezery. Pfed-
poklddejme proto, zZe (A,B) je mezera v S. PoloZme

A= X B U Y.

(X,Y)eA DY Jen

Zejmé pak A*,B* C Ra A" # 0. Kdyby B* = 0, pak by musela mit mnozina
R nejvétsi prvek a muselo by platit B = {(R,0)}, coZ neni moZzné kvili nasemu
predpokladu, Ze (A,B) je mezerav S. Je tedy i B* neprazdnd.

Ukézeme, e dvojice (A*,B*) je mezera v R.

Necht 7 € R je libovolné. Oznatme ¢ = ((r], R — (r]) € S. Pak g € A nebo
o € B. Z prvniho piipadu ihned plyne r € A*. Protoze B nem3 nejmensi prvek,
z druhého pifpadu dostévame r € B*. Je tedy A*UB* = R.

Necht a € A*, b € B*. Pak existuje (A,B)e A, (C,D) eB tak, 7e a € A,
b e D. Jelikoz (4,B) < (C,D), méme B 2 D, tudiz b € B a odtud dostavame
a <b.

Dvojice (A*,B*) je tedy fez v R. Kdyby (A*, B*) nebyla mezera, musel by
existovat nejvétsi prvek = mnoZziny A* nebo nejmensi prvek y mnoZziny B*.
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V prvnim piipadé by pak oviem existovalo & = (X,Y) € A tak, ze v € X,
a toto ¢ by muselo byt nejvétsim prvkem mnoziny A, co? neni moZné, nebot
pfedpokladame, Ze (A,B) je mezera v S. Podobn& ve druhém piipadé by pak
existovalo n = (X,Y) € B tak, Ze y € Y, pFitemz toto n by se stalo nejmensim
prvkem mnoziny B, coZ opét neni mo#né ze stejného duvodu.

Ukézali jsme si, Ze (A*,B*) je mezera v R. To ovéem znamend (A*,B*) € S.
Pak (A*,B*) € A nebo (A*,B*) € B. V prvnim piipadd je (A*, B*) nejvétsi
prvek mnoziny A, nebot pro libovolné (C,D) € A plati C C A* z definice A*,
atedy (C,D) = (A*,B*). Jenze existence nejvétsiho prvku mnoziny A je ve sporu
s nasim predpokladem, Ze (A, B) je mezera v S. Podobng ve druhém piipadé je
(A*, B*) nejmen3i prvek mnoziny B, co% je spor ze stejného divodu.

Dokézali jsme, 7e (S, %) nemd mezery. :

Pro r € R polozme ¢(r) = ((r], R — (r]). Pak 1 je vnofeni (R, <) do (S,%)
a véta je dokdzana.

7.6. Definice. Linedrné uspofédané mnoZina (S, <) sestrojend v dikazu véty
7.5 se nazyva normding obal linedrné usporddané mnoZiny (R, ). Zobrazeni ¢ se
nazyva kanonické vnofeni linedrné uspoiddané mnoziny (R, <) do jejiho normdl-
niho obalu. &2

Ztotoznime-li prvky r € R s dvojicemi (7], R — (r]) = ¥(r), muzeme Fici, ze
normélni obal linedrné uspoiédané mnoziny (R, <) se sklada z prvkd mnoziny R
a z mezer v mnoziné R. V daldim textu budeme uspotradan{ na normalnim obalu
oznadovat stejnym symbolem jako usporédéni na R, tj. <.
~ Normélni obal linearnd uspofddané mnoZiny je v nésledujicim smyslu jejim
_nejmensim obalem®, ktery nemé mezery.

~ 7.7. Véta. Necht (R, <) je linedrné usporddand mnoZina, (S, <) jeji normalni
obal a v kanonické vnofenf (R, <) do (S,<). Bud (T, <) linedrné usporfddand
mnozina bez megzer a f vnofenf (R,<) do (T, < ). Pak existuje vnoreni fmnoiiny
(S, <) do (T, <) takové, Ze foy=Ff.

MiiZeme pak Fici, Ze diagram na obrazku 7 komutuje.
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Diikaz. Necht o = (4,B) € S. Jestlize A = (r], B=R—(r] pro n&aké

r € R, pak polozime f(o) = f(r).
Jestlize (4, B ) je mezera v R, poloZzme :

A* = {teT|3acAt<f(a)}
B* = {teT|3beB,t> )

UkéZeme, %e mnoZina A* nemd nejvétsi prvek. Skutecné, je-li a € A* nejvétsi
prvek A*, pak podle definice A* musi existovat a € A tak, Ze o < f (a), soucasné
viak f(a) < a, nebot f(a) € A* a a je nejvétéi prvek A*. Tedy a = f(a). Protoze
pro libovolny prvek c € A plati f(c) € 4% je f(c) < a = f(a), odkud ¢ < a,
a tedy a je nejvéts{ prvek A. To je spor, nebot jsme piedpokladali, Ze fez (4,B)
je mezera v R.

Podobné 1ze ukizat, ze B* nema nejmensi prvek. Jisté pro libovolné o € A*,
8 € B* plati @ < . ProtoZe v T' nejsou mezery, neni (A*, B*) fez, a tedy existuje
s € T — (4* U B*). PoloZzme flo) =s.

Je zfejmé, 3e fo1p = f. Necht 0,7 € S, 0 < 7. Pak 0 = (4,B), 7 = (C, D),

pfidem? existuje e € B N C. Z definice zobrazeni f plyne f(o) < f(e) < f(r),
a tedy f je vnoteni. Zobrazeni f tedy splituje podminky véty.

7.8. Véta. Necht (R, <) je linedrné uspofddand mnoZina, (S, <) jeji normélni
obal a v kanonické vnotenf (R, <) do (S, <). Pak plati:
(a) je-li (A, B) skok v R, a nejvétsi prvek A, b nejmensi prvek B, pak (A, B)
je skokem v S, pricemi A= {s € S| s <P(a)}, B={s €S [ s 2 ¢(b)},
(b) je-li (A,B) skok v S, pak existuji a,b € R takové, Ze (a) je nejvetsi
prvek A a (b) je nejmensi prvek B; pritom plati, Ze (A, B) je skokem
vR kdeA={reR|r<a},B={reR|r>0}.
Jinymi slovy: skoky v S jsou pravé ,,obrazy* skoki v R pii kanonickém vnofeni.
Diikaz. (a) MnoZina A ma nejvétsi prvek 1(a) a B md nejvétsi prvek (b).
Pokud (A;B) je fez v S, pak je (A, B) skok. Abychom ovéfili, ze (A,B) je fez
v S, ukézeme sporem, ze A U B = S. Predpoklddejme tedy naopak, Ze existuje
se 8, sd AUB. Odtud dostévime, Ze (a) < s < Y(b). Pak s = (C, D) je fez
v R. 7 (a) < s plyne, ze a € C, z s < (b) plyne, Ze b € D. Protoze (A,B)
je fez v R, je AUB = R, a tedy neexistuje © € R spliwjici a < z < b. Je tedy
s=(C,D)=(4,B) =1(a), coZ je spor a (A, B) je skutecné fezem v S. ,
(b) Predpokladejme, ze (A, B) je skok v S. Oznatme a = (X, R — X ) nejvétsi
prvek A, B = (Y, R—Y) nejmensi prvek B. ProtoZe a < B, existujebe Y, b ¢ X.
Pak b je nejvétsi prvek Y, nebot v opacném piipadé by existovaloc € Y, b < ¢,
a tedy a < (b) < 1p(c) < B, coz by byl spor s tim, Ze (A,B) je tez v S. Je tedy
8 = 1(b). Soulasné je b nejmensim prvkem mnoziny R — X: v opa¢ném piipadé
by existovalo d € R— X, d < b, a tedy a < 4(d) < ¥(b) = B, coz by byl opét spor.
Pak oviem o nemtze byt mezerou v R, a proto existuje a € R tak, Ze o = P(a), tj-
a je nejvétsim prvkem X. Ozna¢ime-li A={r€ R|r <a}, B= {reR|r >0},
pak o = (A, B) je skok v R.
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7.9. Disledek. Linedrné usporddand mnoZina nem4 skoky pravé tehdy, kdyz
Jjeji normélni obal nemé skoky.

7.10. Definice. Normalni obal linedrné uspofddané mnoziny (Q, <) racional-
nich &isel se nazyva linedrné usporddand mnozina redlnych éisel a znadi se (R, <).
v ’ ’ ’ ’ w7 ¢
Prvek mnoziny R se nazyva rediné cislo.

Racionélni ¢slo g se zpravidla ztotoZiiuje s redlnym ¢islem ((¢],Q—(gq]), tedy
Q C R. MuZeme fici, Ze redlné &islo je bud raciondlni ¢islo nebo mezera v linedrné

.uspofddané mnoziné racionélnich ¢isel Q. Reélné &islo, které neni raciondlni, se

¢ vz

nazyvé iraciondlni ¢islo. TudiZ iraciondlni ¢islo je mezera v Q.

7.11. Definice. Linedrné uspofddand mnozina (R, <) se nazyvé spojité uspo-
fddand, jestlize nemd skoky ani mezery.

7.12. Vita. ,
(a) Mnozina redlnych ¢isel (R, <) je spojité usporddand.
(b) Jestlize o, B € R, o < B, pak existuje v € Q tak, Ze v <y < 3.
(c) Mnozina redlnych éisel R je rovna mnoZiné fésii v mnoziné raciondlnich
Cisel Q, jejichZ horni skupina nema nejmensi prvek.

Diikaz. Tvrzeni (a) plyne ihned z vét 6.12, 7.2 a 7.9. ProtoZe mnoZina racio-
nalnich ¥sel nemé nejvétsi prvek, dostdvdme z (a) ihned tvrzeni (c).

Necht o = (A,B) € R, 8= (C,D) € R, a < f.Pak BD D, B # D, tudiz
existuje ¢ € B — D. JelikoZ B nemé nejmensi prvek, existuje ¢ € B, ¢ < q. Pak
AC (e] CC, A# (c]# C, tedy pro racionélni &slo v = ((¢],Q — (¢]) plati:
a<vy<p.

Véta je tim dokdzdna.

7.13. Definice. Necht a = (4, B), 8 = (C; D) jsou reéln4 &isla. Pak poloZzime
a+f3=(Q-(B+D),B+D). (Vyrazem X +Y pro X C Q, ¥ C Q rozumime
mnozinu {z+y |z € X,y € Y}).

7.14. Tvrzeni. Pro redlnd isla o, f je o + B zase redlnym cislem. Tudiz +
je operaci na mnoziné R. Jestlize o, B jsou raciondlni &sla, je redlné &islo o +
rovno drive definovanému raciondlnimu ¢islu « + .

Diikaz. Necht o = (4,B),8=(C,D), X =Q—-(B+D),Y = B+ D. Pak
XCQVYCQ XUY=Q VY #0. Zvolme a € A, ce C. Pak a < b pro kazdy
prvek b € B, ¢ < d pro kazdy prvek d € D, tudiz a + ¢ < b + d pro kazdy prvek
b € B a kazdy prvek d € D. Odtud plyne, Ze a+ c € Q — (B + D), tedy X 3 0.

Budz € X,y € Y. Pak existuji b € B, d € D takové, ze y = b + d. Jelikoz
z g€ B+ D,jex—b¢D. Proto plati z — b € C, z ehoz plyne nerovnost x — b < d.
Tedy z < b+ d = y. Dvojice (X,Y") je pak fezem na Q. Stali ukdzat, Ze ¥ nemé
nejmensi prvek.

Necht y € Y. Pak existuji b € B, d € D takova, Ze y = b+ d. Jelikoz B a D
nemaji nejmensi prvek, existuji u € B,v € D, u < b,v<d. Pakw=u+v €Y,



Kap. 7. Téleso redlnych Cisel 55

7 %t

w < y. Tedy Y nema nejmensi prvek, tudiz a + 8 = (X,Y) je realné &islo.
Druhy vyrok tohoto tvrzeni lze jiz dokdzat snadno.

7.15. Lemma. Necht (4,B) je fez v Q, d € @, d > 0. Pak existuji prvky
a € A, b € B takové, Ze a neni nejvétsi prvek mnoziny A a platid="b— a.

Diikaz. Podle tvrzenf 6.12 existuje f € @, 0 < f < d. Zvolme nyni z € A,
y € B tak, aby = nebylo nejvétsim prvkem mnoziny A. Podle tvrzeni 6.14 existuje
pfirozené &islo n takové, Ze 1;—1 < n. Tudiz y < nf +z, odkud plyne nf +z € B.

Bud m nejmen3i ptirozené &islo s vlastnosti z+mf € B.Pakz+(m—1)f € A.

Jestlize = + (m — 1) f € A je nejvétsi prvek mnoZiny A, pak m > 2 a polozime
a=z+(m-2)f,b=z+(m=-2)f+d=a+d. Jestlize z + (m — 1) f neni nejvats
prvek mnoziny A, polozime a = z + (m — f,b=2+(m-1)f+d=a+d. Odtud
plyne lemma.

7.16. Véta. Grupoid (R,+) je komutativni grupa. Nulovym prvkem této
grupy je raciondlni &slo 0 = ((0],Q — (0]). Pro e = (4,B) € R je opacnym
prvkem —a = (Q — (—4),—4), kde

it A, jestlize A nemé nejvétsi prvek,
T Y A—{m}, jestlife m je nejvétsi prvek mnoZiny A.

(Pro X C Q znaéf —X mnozinu {~z | z € X}.)

Ditkaz. Ziejmé je operace + na R komutativni a pro libovolné X,Y,Z C Q
plati (X +Y) +Z =X + (¥ + 2Z), tudiz (R, +) je komutativni pologrupa.

Dokazme, ze ((0],Q — (0]) je nulovym prvkem uvazované pologrupy. Necht
a = (4,B) € R Zfejmé B+(Q~-(0]) C B. Bud b € B. Pak existuje c € B, c < b.
Polozme g = b—c. Pak g€ Q— (0], atudizb=c+g € B+ (Q - (0]). Odtud
plyne B + (@ — (0]) = B, a tedy ((0],Q - (0]) je nulovym prvkem pologrupy
(R) = ) /. 5

Polotme X = Q—(-A), Y = -4 Pak X CQ YCQ Y #0, XUY =Q
XNY =0, —BCX,tedy X #0. Budz € X, y € Y. Pak existuje a € A, které
neni nejvétsim prvkem mnoziny A, takové, ze y = —a. Kdyby y < z, pak z > —a,
tudf¥ —z < a, odkud plyne, ze —z € A. Odtud dostavéme, Ze z € V', co% je spor.
Tedy (X,Y) je Fez v Q. Jelikoz mnoZina A nemé nejvétsi prvek, neméa mnozina Y’
nejmensi prvek, coZ znamend, Ze B = (X,Y) je realné ¢islo.

Ziejmé B+Y C Q- (0]. Bud d € Q — (0]. Podle lemmatu 7.15 existuji
a € .Z, b € B tak, 7e d = b — a. Polozime-li y = —a, je'y € Y,d="b+y, tudiz
B+Y =Q— (0], z éehoZ plyne, Ze a + B = 0. Véta je tim dokazana.

7.17. Véta. Necht o, 8,7,6 € R. Pak plati:
(@a<pfes=at+ty<B+7,
b)a<fe=at+ty<h+7,
(c) jestliZe a < B,y < § nebo a < B, v < 6 nebo a < B, v < 6, potom
a+y<p+4,
e y<i=a+y<p+0.
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Dikaz. Necht a = (4, B), 8= (C,D), % = (E, F') jsou redlnd ¢sla. Dokazme
nejprve vyrok (a).

,=>“Necht{ @ < 8. Pak B2 D, B # D, tudi B + F D D -+ F. DokaZme, Ze
B+F#D+F. :

Existuji b*,b € B, b < b*, b* ¢ D. Podle lemmatu 7.15 existuji f € F,e € &
takové, 7e b* — b = f — e. Polozme w = b + f. Pak w € B + F. Predpoklédejme
nyni, e w € D + F, pak existuji € D,y € F takové, zew =z +y. Pakz +y =
=b+ f =e+b* e <y, tudii b* > z, z CehoZ plyne b* € D, co? je spor. Tedy
w§!D+FaB+F.;£D+F,atudi2a+fy<ﬂ+7.

=" Jestlize a + < f + 7, pak podle pfedeslého plati o = a +7 + (=) <
< B+ v+ (=) = 8. Plati vjrok (a).

Vyroky (b), (c), (d) lze z vyroku (a) snadno odvodit.

7.18. Definice. Necht a = (4,B), 8 = (C,D) jsou libovolna redlnd Cisla.
Je-li @ > 0, 8 > 0, polozime
D

«-f=(Q-B-D,B-D).

(Vyraz X - Y znatf pro X € Q, ¥ C Q mnozinu {z-y|lzeX,yel}).
V ostatnich pfipadech definujeme soutin a - B nasledovné:

—(-a):f proa<0, f20,
a-f={ —[a-(~B)] proa>0, 8<0,
(—a)-(=B) proa<0, 8<O0.

7.19. Tvrzeni. Proa, B € R je a8 € R. TudiZ - je operace na R. Jestlize o, 3
jsou raciondlni &isla, pak redlné ¢islo o -B je rovno difve definovanému raciondinimu
&islu a - B.

Drikaz. Necht a = (4,B), 8 = (C,D) € R. Predpoklédejme nejdiive, Ze
a>0,8>0apolofme X =Q-B-D,Y =B-D.Zfemé X CQ Y C Q
XuY=QVY#0,YC{geQ]|qg>0} Tudiz X 2 (0], z &eho? plyne X # 0.

Necht z € X, y € Y. Potom musi existovat b € B, d € D takové, ey =b-d
(b > 0,d > 0). Pfedpokladejme, Ze x> y. Pak £ > b, a tudiz & € B, odkud plyne
2z € B-D, coz je spor. Tedy = < y, coZ znamend, Ze o - B = (X,Y) je fezem
v Q. Jelikoz B, D nemaji nejmensi prvek, podle 6.10 (e) nema nejmensi prvek ani
mnozina Y. TakZe a- f € R.

Nechtnynia,f € Q. PakB={t€ Q|t>a},D={s€Q|s> B}. Abychom
ukazali, %e realné &islo « - 3 splyne s dfive definovanym raciondlnim &slem « - 0,
je tieba dokazat, %e {t-s |t € B,s€ D} ={ucQ | u> - B}, kde oba symboly
. znadi difve definované ndsobeni racionélnich &isel. Jsou-li t,s € Q, t > «, s > B,
pak t-s > a- f podle véty 6.10 (e), nebot & > 0 a # > 0. Tim jsme ov&Fili inkluzi
!7g_“'

Necht nyni v € Q, u > a- B. UkaZme, Ze existuji {,s € Q, t > a, s > B tak, ze
u=t-s. Jelia=0,stagi volit s =f+1,t = ﬁT Piedpokladejme déle, ze a # 0.
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Zvolme v € Q tak, aby u >v > a- B (existence takového v je zarutena tvrzenim
6.12). PoloZme s = &, t = & Podle 6.10 (e) zv > a-p plyne s > Bazu>v
plyne t > a. Pritom jisté t- 5 = u. Dokézali jsme inkluzi ,2%, a tedy rovnost.

Ostatni piipady, kdy o nebo 8 je zéporné, odsud snadno vyplynou.

7.90. Véta. Trojice (R, +, -) je téleso. Jednotkovym prvkem tohoto télesa je
raciondlni dislo 1 = ((1],Q — (1]) a pro redlné &islo a = (A,B) > 0 plati, Ze
ot =(X,Y), kde

Y={a'|acAa>0}

X=Q-Y.

Pro a < 0 plati: o™! = —(-a)™".

(Symbol A m4 stejny vyznarn jako v 7.16.)

Dukaz. Ziejmé je operace - komutativni. Necht jsou nyni déna realné Cisla
a=(A,B), B=(CD)T= (E,F) € R Predpokladejme nejdfive, Ze jsou.
nezdporna, tedy a >0, 8> 0,v>0.Paka- 820, B -+ >0 aplati

(@-f):y = (@-(B-D)-F(B-D)-F),
a-(f-7) = (@-B-(D-F),B-(D-F))

Jelikoz (B -D) - F =B~ (D F), je (a-ﬂ).fy=a-(ﬂ-7)‘.‘

Pro ostatni piipady se jiz tvrzeni (a-B)-y=a: (B - ) snadno dokéZe. Tudiz
(R,-) je komutativni pologrupa.

Necht @ > 0. Zfejmé (Q — (1)) -B C B. Necht b € B. Pak existuje c € B,
takové, ze ¢ < b. Potom = = b>1,atudizz € (Q — (1)), = tehoZ dostévame
be(Q—(1])-B.Tedy l-a=a. Proa<0jel-a=—(1-(—-a))=—(—a) = a.
Takze 1 = ((1],Q - (1]) je jednotkovym prvkem pologrupy (R, -)-

Dokazme nyni, ze inverze ke kladnému redlnému a je opravdu redlnym ¢islem.

Bud’oz:(A,B)>0,Y={a"1 lae 4,a>0}, X=Q-Y. ngjmé@;éXgQ,
§£Y CQ XUY =Q Necht z € X,y € Y. Pak existuje a € A,a>0y=0c"
Jestlize ¢ < 0, pak z < y. Je-liz >0, pak 27! ¢ A, tudiz z~! > a, z ¢ehoi plyne,
ye z < y. Dvojice (X,Y) je tedy fezem Vv Q. Jelikoz mnoZina A nemé nejvéts
prvek, nemé mno¥ina Y nejmen3i prvek. Tedy ¢ = (X,Y) € R, piidem? zfejmé
£>0.

Ukame nyni, 7e { = (X, Y ) je skutecné inverznim prvkem k prvku a. Plati, 7e
a-£=(Q-B-Y,B-Y) Necht z€ B-Y. Pak existuji b € B, a € 4, a > 0 tak, Ze
2 = b-a—t. Platf, ze a < b, tudiZ z = b-a=! > 1, coz znamené, ze B-Y C Q-(1].

Ukazme, Ze plati i opatnd inkluze. Bud z € Qz > 1. Pak z = 1+ d, kde
deQ d> 0. Zvolme a € A, a > 0,0 € B. Podle véty 6.14 existuje pfirozené
¢slo n takové, Ze % < n, tedy % <1+4dn<(1+d", aprotob < az™. Je tedy
az" € B. Bud m nejmensi pfirozené cislo s vlastnosti az™ € B. Pak az™ ! ¢ B,
a proto az™~ ! € A. Jestlize az1 € A, pak (az™ 1)t €V, atedy z = (az™) -
(az™ )"t €B-Y. Jestlize naopak az™™! & A, znamena to, Ze az™"! je nejvetsi

58 Redlnd a komplexnf ¢isla

prvek A a %e m_> 1. Protoze 1 < 1+ -;— < 1+4d = z, plati az™ (1 + %) <
m—1 m—1 d -2 d A = «

t<daz E {,rfnz_l (1—: %) 0(321—1(21 azmd (LJ:- £ e A, az™ (1 + ¢) ¢ B. Opét
edy z = (az™ '(1 + $)) - (az™?(1 + §))™' € B-Y. Tim jsme ukazali, ze plati
Q- (1] C B-Y, coz vzhledem k predchozimu znamena, ze Q— (1] = B-Y. Odtud
plynea-é=laé=oa"'

Pro a < 0 existuje ¢ € R, £ > 0 takové, Ze (—a) - € = 1. Pro toto £ € R plati
a: (=) = (=a) - [-(=§)] = (-0) - £ =1, tudfl ~E = 2™,

7bjvéa dokazat platnost distributivniho zédkona. Proa > 0,8 >0,y >0
dostavame i B o

Il

a-(B+7) (Q-B-(D+F),B-(D+F)),
a-f+a-y = (Q-(B-D+B-F),(B-D+B-F)).

Ziejmé B-(D+ F) C B-D+B-F.Necht ¢ € B-D -+ B . F. Pak existuji
u,v € B,d € D, f € F takové, ze ¢ = ud + vf. Bez Gjmy na obecnosti miZeme
predpoklédat, ze u < v. Pakg = u(d+ f) + (v—u)f 2 u(d+ f) € B (D+F)
odkud ¢ € B- (D + F). Tedy B-(D+F)=B-D+ B F a dostdvame tak éé
a-(B+7)=a-fta-r. |

Pro ostatni pfipady lze odtud platnost distributivniho zédkoha snadno dokdzat.
Napi. proa>0,8>0,7y<0,8+7>0je

a-(B+7)—a-g=a-B+m+a-(-N=a-B+y+(=N]=ab
Tudi? (R, +,-) je komutativni okruh a vzhledem k vyse dokdzanému je i télesem.

. 7.21. Definice. T8leso (R, +,-) se nazyvé téleso redingch ¢isel a Casto se ozna-
¢uje pouze symbolem R. Timto symbolem budeme téz oznadovat celou &tvefici
SRT +,+,<), tudiz R = (R, +,-,<). Operace - se v b&Zném zapise Casto nevyzna-
tuje, tedy pro o, f ER je af = - B.

Nasledujici tvrzeni plyne z definice soudinu redlnych &isel a z véty 7.20.

7.22. Tvrzeni. Necht o, 8 € R. Pak plati:
(a) a>0=>a"!>0,
(b)a<0=>a"! <0,
(¢) @>0,8>0neboa<0,f<0=a-f>0,
(d)a>0,,@<0neboa<0,ﬁ>0:¢a~ﬁ<0,

>0,
< 0.

wWIR IR

7.23. Véta. Necht o, 3,7 € R.
(a) proy > 0 plati: a<f+>a-y<p-7, a<L<pBE=a-y<B,
(b) pro v < 0 plati: a<f=p-vy<a, cv_<_,3<:>ﬁ-72a~fy.
Duikaz. Necht a < 3, pak podle 7.17 je 8 —a > 0, a tedy pOc-lie 7.22 plati
(B — )y >0, tj. By — ay > 0. Opét podle 7.17 dostavame ary < 3.
Naopak v pfipadg, Ze a-y < -7, dostaneme (jelikoZ podle 7.22 (a) jey™! > 0)
a=(a-v7) vy 1< (B-9) v !=pB. Tim je platnost (a) dokézana.
Vyrok (b) se dokaZze analogicky.
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‘8. Binomické rovnice a g-adicky rozvoj
v redlném oboru
8.1. Lemma. Necht ay, ..., o, Jjsou kladn4 reding cisla. Necht déle a Jje racio-
nélni ¢islo s viastnosti 0 < a < i -...- an. Pak existuji raciondlni &isla ay, ..., an,
spliiujici nerovnost 0 < a; < a; pro kazdé i € {1,...,n}, takovd, Ze plati:

a=0ay"... Qn.

Dikaz. Nejprve ditkaz provedeme pro pifpad n = 2. Podle 7.12 (b) existuje

raciondlni &islo ay takové, Ze a": < ay < og. Polozime-li a; = ;‘—‘2—, pak ¢isla aq,aq
vyhovuji podminkdm lemmatu.

Pro obecné n dokdzeme lemma indukei: pro n = 1 je lemma ziejmé, pro n = 2
bylo dokézéno. Pfedpoklidejme tedy, e n > 2 a %e pro n — 1 lemma plati. Pak
existuji raciondlni &isla ay,as,...,an_2,b tak, #e 0 < a; < a;, 0 < a3 < Qyeeny
0 < an-z2 < Ane2, 0 < 0 < Gne1@n, @ = ay - ... - an_g - b. Podle)dokazaného
piipadu n = 2 v3ak existuji raciondlni ¢sla a,,_1, a,, takové, %e 0 < g, < Qp—1,
0 <an < apn, b=ap—1 ' a,. TudiZ lemma plati pro libovolné piirozené n.

8.2. Véta. Necht'n je pfirozené ¢islo, a redlné éislo. Pak plati:

(a) Jestlize n je sudé a a > 0, pak binomicks rovnice " = a je reditelnd
v R. Jestlize € je feSenfm této rovnice, pak {¢,—€} je mnoZinou vech
reSenf rovnice z" = a v R. o

(b) Jestlize n je sudé a a < 0, pak binomickd rovnice z* = a nemd v R
redeni.

(c) Jestlize n je liché, pak binomické rovnice ™ = o m4 v R prdvé jedno
fefent ¢.-Navic plati:

’ : a>0 = ¢>0,
a=0 et f:O’
a<l0 = ¢<0.

* Dikaz. Necht a > 0. Poloime B = {g € Q| ¢" > a,¢ > 0}, A = Q- B,
a dokazme, Ze (A, B) je fez v Q. Ze 7.12 (b) plyne existence racionélniho &sla g

talcového,iea+1<q<a+2,Pakq>1,atedyq”2q>a.ProtoB;£(0.‘

Jelikoz 0 € A, mdme A # . Jist¢ AUB = Q. Necht a € 4,b € B. Je-li a < 0, pak
ziejm€ a < b. Pfedpoklddejme, Ze @ > 0,a > b. Pak o < b™ < a®, co? viak neni
mozné. Tudiz a < b a (4, B) je fez v mnoZiné racionslnich &sel.
UkaZme sporem, Ze (A, B) je redlné &islo, tj. Ze B nemé nejmen3i prvek. Necht
b je nejmen8i prvek mnoziny B. Pak " > « a podle 7.12 (b) existuje ¢ € Q takové,
Ze a < ¢ < b". ProtoZe mnozina raciondlnich &fsel je hust& uspotddand, existuje
raciondln{ ¢islo f > 0 spliwjici nasledujici dvé podminky:
B —s (2) : >
<=, f<73=:b prolibovolnéie {1,...,m},
nbn—1 ()
141
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kde
2=2  pro sudé n,
m - ) . ’
n=l  pro liché n.
To znamen4, 7e plati ndsledujici nerovnosti:

- — nfb’hl >0 a (;i)fﬂibn—zi _ (2411)f2i+1bn——2i—1 > 0.

Polome d = b — f. Pak d € Q a jeliko# b™ — ¢ < b™ < nb", je L=5 < b. Tedy

0<d<b.
Pl@ti, Ze
d"—c = }: (M (D —e=
1=0 5
= G- nfrE Y [E1] A s s el B6
1=1
kde

L ro sudé n,
P {f p

0 pro liché n.

Jeliko? vyrazy v hranatjch zévorkach jsou z definice &isla f kladnd racionalni éivsl.a,
plati, ze d® — ¢ > 0. Tudiz @ < ¢ < d", odkud plyne d € B. Ale d < f), co je
spor. Mnozina B tedy nemd nejmensi prvek. Rez £ = (4, B) je proto nezdpornym
redlnym &islem. e

V nésledujicim ukdZeme, 7e £&* = a. Podle definice je ¢" = @Q - CLiC Y, vkde
C={a-...-an| a1 ...,an € B}. Zvolme ay,...,an € B libovolné a oznatme
a to nejmensi z nich. Pak ay ...an > a”, pfiCemZz z a € B plyne a™ > a. UI{&zall
jsme, e C C D, kde D = {d € Q | d > a}. ProtoZe a = (Q-D,D ?, t?toll?,kluze
znamen‘é, ve a < &, Jestlize o < £", existuje podle 7.12 (b) racionélni &islo a
takové, Ze a < a < &". Podle lemmatu 8.1 existuji racionélni ¢&isla a1,...,0n
takova, 7e 0 < a; < § pro kazdé i € {1,...,n}‘aa=a1~...-an’. o

Necht 1 < h < n takové, Ze pro kaZdé i € {1 5 5m) mdme ay > a. ak
a<a<ap <"z cehoz plyne, ze ap € B, odkud ap > &, coZ je spor. Tudiz
a = fn' 4 . .

Pripad = 0 plyne z tvrzeni 6.18, piipad o < 0 se dokaze analogicky jako
tvrzeni 6.19.

8.3. Definice. Pro nezdporné a € R a pfirozené n existuje podle véty 8L2,
jediné feSeni £ > 0 binomické rovnice ™ = o' v R. Redlné &islo £ se pak znadl
symbolem /c. . o S ot

Je-li @ € R, < 0 a n piirozené liché &islo, pak binomicka rovnice m"v./_ a ma
podle vty 8.2 pravé jedno fefeni £ v R. Pak klademe £ = Ya. V obou piipadech
¢islo /o nazyvame n-td odmocnina z .
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Ziejmé plati nasledujici tvrzeni.
8.4. Tvrzeni. Necht a € R,a > 0, n liché pfirozené dislo. Pak
) V-a=-3/a.

Nésledujici véta plyne p¥imo z véty 6.21 a udéva nutnou a dostatetnou pod-
minku pro to, aby {/« byla racionalnim &slem.

8.5. Véta. Necht je ddno redlné éislo o a pfirozensd éislo n. Necht platia >0
nebo plati, ze o« < 0 a zdroveii n liché. Pak redlné ¢islo /a je raciondlnim &islem
prdveé tehdy, kdyZ a je raciondini &islo a n | v, () pro kazdé prvoéisio p.

V ndsledujici ¢ésti si ukdzeme, jak lze vyjadfit redlné &slo nekoneénym tva-
rem sloZenym z ,,g-adickych é&islic®. Budeme k tomu predpoklddat jisté znalosti
matematické analyzy, specidlné zdkladn{ pojmy a tvrzeni o nekonednjch fadéch.

Potfebujeme také zavést nésledujici pojem.

8.6. Definice. Necht « je redlné ¢islo. Podle vty 7.12 (b) a tv%‘zeni 6.14 existuji
celd &isla a,b takovd, %e a < o < b. Tudiz existuje nejvétsi celé ¢islo ¢ takové, e
z < . Cislo @ se nazyvé celd ¢dst cisla a a znatime jej = = [a]. Cislo a - [a] se
oznatuje symbolem (a) a nazyva se neceld cdst cisla a. Plati tedy

a=a]+(a), [f<a<fe]+l, 0<{a)<l, [0 €.
V dal3i ¢asti tohoto odstavce bude g znadit p¥irozené &islo vétsi nes 1.

8.7. Definice. Necht pro celé nezdporné &islo n je an € Z a pron > 1 je
0 € an < g. Nekoneén4 fada

[oe]

e ‘ o a Q.
Zang"=ao+?‘+§§+... *)

n=0

se nazyvé g-adicky zlomek, pro n > 1 se &slo a,, nazyva g-adickad Cislice. Misto
z4pisu (x) se Casto pouZiva zapis ag + 0, aiasas . .. nebo Qg,Q1Q203 . ...

7 analyzy je zndmo, Ze fada (x) konverguje a jeji soudet o (a € R) nazgvame
hodnota g-adického zlomku (%) a piSeme pak S

o)
an
Q= =

g
n=0 9

Rikdme té7, Ze g-adicky zlomek (*) je g-adickym rozvojem redlného cisla c.
JestliZe existuje prirozené &islo N takové, Ze pro viechnan > N je a, =0, pak
se g-adicky zlomek nazyvd konecnyj, v opatném piipadé nekonecny.
Jestlize existuje celé nezdporné ¢islo NV a pfirozené &islo m tak, se pro libovolna
celd &islal > N, k > N, | = k(mod m) plati a; = ag, nazjva se g-adicky zlomek
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(+) periodicky. Skupina g-adickych &islic ant1,aN42;5 .+ AN+m S€ pak neustdle

' opakuje a nazyva se perioda. Cislo m se nazyvé délka periody. PiSeme pak

a=ag+0,a;...aNCNF1---CN+m-

CEy L we . 113 7 . i
8.8. P¥iklad. Provedeme-li zapis raciondlniho &isla o = 55-v desitkové sou

stavé (g = 10), dostaneme vyjadieni o = 1,04629629629 --- =1, 04629. Desetinny .
rozvoj je tedy nekoneény periodicky s periodou délky 3.
‘ZapiSeme-li totéz tislo a = 13 jako g-adicky zlomek pro g = 6, dostaneme

a=1+%+ & + g = 1,014. Zlomek je v tomto pifpads konetny.

8.9. V&ta. Necht a je libovolné redlné &islo. Pak a je hodnotou g-adického
zlomku o = Y 7 ja,g™", ktery neni periodicky s periodou g — 1 délky 1. Toto
vyjddfeni &isla o je jednoznacné. . i

Drikaz. Pro libovolné realné &slo a existuje posloupnost celych &isel {an}ao
a redlngch &sel {a,}5%, takova, Ze plati: ap = [a], a0 = (@), an = lgan-1],
an = (gan—1) pro n > 1. Pak a = ag + o, g@n-1 = Gn + @n, 0 < an < g IO
n>1,0< a, <1pron>0. Tedy miZeme psit, Ze

! (8% ay Q
a=a0+ao=ao+%=a0+[g£g¥0]+ (ggo) mapt 22

Uplnou indukei vzhledem k n se pak snadno ukéze, Ze pro kazdé celé ¢islon >0

plati:
ax an Qp
a=ag+—+ -+ =+,
% g g g

odkud plyne a = Y oe o ang™ ™. i A :

Ukazme nyni spo?em, %e uvazovany g-adicky zlomek neni periodicky s pefmdou
g—1délky 1. Pfedpokladejme, Ze existuje pfirozené &islo N takové, Ze pro vsechnlz;x
celd &fslan > N plati a,, =g — 1. Pak pron > N je gan = ¢ = 1+ Qnt 1 tudiz
1—a, = =%t odkud pro viechnan > N akaZdé k € N plyne indukei vzhledem

e ]
ke k, Ze
1- Onik
l—op=—7p—- (
g
Protoze liMp oo =22¥: = 0, je 1 — an, = 0, coZ je spor, nebot a, < 1. Plati tedy,
g . z ~

#e g-adicky zlomek Y o ; ang~ "™ spliiuje podminky veéty. T

Na z&vér dokazme sporem jednoznatnost takového vyjadieni redlného isla a.
Necht pro viechna celd &sla n > 0 jsou by, celd cisla takov_a, 7e 0 < by <V g pro
n>1l,a=3Ymobug™™ a neexistuje piirozené &islo N takové, Ze pro viechna
n> N je b, = g — 1. Pron > 0 poloZme

oo b -
ﬂnzz nk -
k=1 9
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JelikoZ existuje k > 1 takové, Ze bpyp < g—2,je 0 < B, < P -%—ki = 1. Pro

n > 1 platl gfn_1 = 312, b—’;ﬂ—?‘ = bp + fn, z Sehoz vyplyva, e b, = [9Bn-1]
2 fn = (gBn-1). JelikoZ mdme o = a — by, je by = [a], fo = (@), odkud ji%

vyplyva, Ze an = by, a, = B, pro libovolné n > 0. Tim je v8ta dokdzina.

8.10. Ptiklad. Vezmé&me redlné &fslo a, jehoy g-adicky rozvoj pro g = 10
vypadé ndsledovné: (

a=1+F&+ B+ By + 2 +---=1,20.

Tento g-adicky zlomek je periodicky s periodou g9—1 =9 délky 1. Podle piedchozi
vty viak je ¢islo o hodnotou g-adického zlomku, ktery nem4 tyto vlastnosti.
Skutecné, soucet geometrické fady

9 9
107 + o5 + o7 + -
s kvocientem ¢ = .11—0 je roven 1—16' Proto ¢islo a lze psat ve tvaru

a=l+g+i=1+%=13

8.11. V&ta. Necht « je redlné cislo. Nésledujici vyroky Jsou ekvivalentni:
(a) a je raciondlni éislo, e
(b) kazdy g-adicky rozvoj redlného ¢isla o Je periodicky,
(c) existuje periodicky g-adicky rozvoj redlného &isla a. .
Dikaz. ,(c) = (a)“ Necht existuje periodicky g-adicky rozvoj re4lného &isla
a.Paka = b+c) oo, 5—,—,1,—,7, kde b, ¢ jsou raciondlni ¢isla a m délka periody ngjakého
periodického g-adického rozvoje . Tudiz

c
a=>b+ m,
coZ znamend, Ze « je racionélni é&slo.

»(@) =>(b)“ Necht a je raciondlni &slo. Existuje posloupnost celych &isel
{an}7Zo a redlnych Cisel {an}32, tak, Ze plati: ap = [a], a0 = (a), an = [9an_1],
an = (gan—-1) pro libovolné n > 1. Podle diikazu véty 8.9 je pak a = ay + ay,
90n_1 =ap+a,,0<a, <gpron>1,0<a, < 1pron >0 a plati
oo

an

a = .
gr

n=0

Pak an je racionélni ¢islo pro libovolné n > 0. Polozme r, = a,, m, kde a = L,
r,m € Z, m > 0. Odtud pro n > 0 dostdvime, 7e 0 < r,, < m, r = mag + Tg,
grn—1 = apm + rn pron > 1. Z toho plyne, Ze pro n > 0 je r, celé &islo a pro
n 2 1jean = [#2=] aap = [£]. Podle véty 4.18 existuji rizna prirozena &sla v, u

takova, e r, = r,, odkud plyne, 7e g-adicky zlomek Yo 5 ang~™ je periodicky.
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Kap. 8. Binomické rovnice a g-adicky rozvoj v redlném oboru.

Tudiz vyrok (a) implikuje, e g-adicky rozvoj redlného &isla a s vlastnostmi
z vty 8.9 je periodicky. Odtud a z véty 8.9 plyne dokazované tvrzeni.
»(b) = (c)* Platnost této implikace je ziejm4.

8.12. Poznamka. V praxi se pouziva nejéastéji ¢ = 10, dostdvime pak tzv.
desetinny neboli dekadicky rozvoj. Ve vypodetni technice se casto uziva g = 2.

8.13. Cviceni.

1) Napiste ndsledujici g-adické zlomky v desitkové soustavé:
a) 0,1001101 (g = 2),
b) 0,102 (g = 3),

c) 0,73 (9 =9).
2) Napiste &islo 0,4140625 ve tvaru g-adického zlomlku:
a) g=2,

b) g =8.

3) Prevedte nasledujici ¢isla piimo z dvojkové do Sestndctkové soustavy, resp.
naopak (p¥{mo znamen4 bez toho, abyste je zapisovali v desitkové soustavé):
a) 0,0110100001 (g = 2),
b) 10001,10011110101 (g = 2),
c) C3,4F (g = 16). ,
Pii zapisu &isel v Sestnactkové soustavé pouzivame misto &fslic 10 — 15 velkych
pismen A — F.
4) Dokazte, Ze €islo

0,123456789101112131415...

neni raciondlni.
5) Rozhodnéte, zda existuje necelé realné cislo takové, ze v desitkové i trojkové

soustavé je jeho g-adicky rozvoj koneény.



