CISELNE OBORY

Jaroslav Beranek

0. Uvod

Tento text je urCen pro studenty pedagogického asistentstvi matematiky pro zakladni
Skoly. Jednd se o piehledny studijni material dopliujici zdkladni studijni literaturu
v discipliné Algebra 3. Pro studium textu je nutno predpokladat znalosti zakladl algebry
(mnozinové operace a jejich vlastnosti, bindrni relace a jejich vlastnosti, relace uspofadani a
usporddané mnoziny, relace ekvivalence a rozklad mnoziny, bindrni algebraické operace a
jejich vlastnosti, algebraické struktury a jejich homomorfismy). Standardni je rovnéz
oznaceni zékladnich ¢iselnych mnozin:

N — mnozina vSech pfirozenych ¢isel (samoziejmé véetné ¢isla nula)

Z — mnozina vsech celych cisel

0 — mnozina vSech racionalnich ¢isel

R — mnozina vSech realnych cisel

C — mnozina vSech komplexnich cisel.

U mnozin Z, Q, R budeme uzivat i oznaceni zZ, Q+, R a Z, 0, R, oznacujici podmnozinu
vSech kladnych, resp. zdpornych ¢isel daného ¢iselného oboru. Bude-li do této podmnoziny
zafazena i nula, doplnime oznaceni indexem nula, napt. Z, , Q, .

1. Prirozena cCisla

Jednou ze zdkladnich charakteristik mnoziny vSech pfirozenych Cisel je to, ze kazdé
prirozené Cislo méa svého bezprostiedniho nasledovnika (pro kazdé ne N je to Cislo n + ).
Tento ,,fakt“ znaji uz Zaci na 1. stupni ZS a je Casto didakticky vyuzivan pii vyuce. Existence
nasledovnika vyuzijeme pfi teoretickém zavedeni mnoziny pfirozenych c¢isel. Nejprve
axiomaticky definujeme tzv. Peanovu mnozinu a potom ukdZeme, Ze tato mnozina je
univerzalnim modelem mnoziny vSech pfirozenych ¢isel.

Axiomy Peanovy mnoziny P :

(A1) Ke kazdému prvku x mnoziny P existuje jeho nasledovnik, ktery budeme oznacovat x' .
(A2) v mnozing P existuje prvek e e P, ktery neni ndsledovnikem Zadného prvku mnoziny P.
(A3) Riizné prvky maji rizné nasledovniky.
(A4) Axiom uplné indukce. Necht M < P. JestliZe plati:

a) eeM,

b) (VxeP) xeM=x'eM,

pak M =P.

Véta 1.1. Necht x € P, pak plati:
(1) x = x',
Q) x#e= (FueP)x=u.



Cast (1) piedchozi véty fikd, ze kazdy prvek je rizny od svého nasledovnika. Ze druhé
¢asti pak plyne, ze kazdy prvek x Peanovy mnoziny s vyjimkou prvku e je ndsledovnikem
n&jakého prvku u e P. Tento prvek u budeme nazyvat predchiidce prvku x a znagit x.

Véta 1.2. Peanova mnoZina je nekone¢nd mnozina.

Definice 1.3: Necht' a e P je libovolny prvek. Necht’ mnozina U(a) < P je pro kazdy prvek
a € P definovana takto:

(1) ae Ufa),

(2) xe Ufa) = 'xe Ufa) (pokud 'x existuje).
Pak mnoZinu U(a) budeme nazyvat Gisek Peanovy mnoziny ptislusny k prvku a .

Poznamka 1.4. Je ziejmé, ze pro kazdé a € P je ptislusny usek U(a) kone¢na mnozina.

Poznamka 1.5. Z ptedchoziho plyne, Ze Peanovu mnoZinu mizeme povazZovat za teoreticky
model mnoziny piirozenych &isel. V tomto pripadé prvek e je roven &islu 7, nasledovnik x' je
roven Cislu x + / a modely usekt ptislusnych ke kazdému ptirozenému ¢islu chapanému jako
prvek mnoziny P si lze ptedstavit takto: U(1) = {1}, U2) = {1, 2}, U3) = {1, 2, 3}, U4) =
{1, 2, 3, 4} atd. Je zfejmé, ze pocet prvki kazdého useku je uréen ptirozenym cislem, jemuz
dany usek pfislusi. Proto 1 v dal§im textu je mozné piedstavit si porovnavani prvki Peanovy
mnoziny (relaci uspofadani v mnozin¢ P) i operace s¢itdni a nasobeni v mnoziné¢ P pomoci
mnoziny ptirozenych ¢isel. I kdyz teoreticky postup je opacny (z obecné teorie v mnoziné P
plynou specidlni vlastnosti v mnoziné pfirozenych cisel), jako model mnoziny P jsou
pfirozena ¢isla velmi vhodna.

Relace usporadani v mnoziné P

Definice 1.6: Necht' a, b € P. Pak plati: a < b < a € U(b) .

Poznamka 1.7. Je ziejmé, ze < zdefinice 1.6. je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni,
jedna se tedy skute¢n€ o usporadani v mnozin¢ P. Pro kazdé dva rtzné prvky a, b mnoziny P
vzdy plati pravé jeden ze vztahit ae U(b), be U(a), proto je uspotfddani < linedrni.
Hasseovskym diagramem uspotadané mnoziny (P, <) je fetézec s nejmensim prvkem e. Déle
poznamenejme, Ze zapis a < b oznacuje tzv. ostré uspotradani , tedy a < b a soucasné a # b.

Véta 1.8. Necht q, b € P. Pak plati:
(1) (Va eP)a< a
(2) Mezi prvky a, a' neexistuje zadny prvek x mnoziny P s vlastnosti a < x < a');
(3) Mnozina (P, <) je dobie uspofadand mnozina.

Operace s¢itani v mnoziné P

Véta 1.9. Na mnozin¢ P existuje pravé jedna operace + takova, Ze pro kazdou dvojici x, y
prvkl mnoziny P plati:
() x+te= x',

Q) x+y=@+y).

Definice 1.10. Operace + z pfedchozi véty se nazyva operace s¢itdni v mnozing P .



Véta 1.11. Operace + je v mnozin¢ P asociativni a komutativni.

Véta 1.12. V grupoidu (P, +) plati zakony o odecitani, tj. pro kazdé tii prvky x, y, z mnoZiny
P plati implikace x +y=x+z= y=z.

Véta 1.13. Necht’ x, y € P. Pak nastane prave jeden z nasledujicich tfi ptipadu:
() x=y,
(2) existuje p € Psvlastnostix =y +p,
(3) existuje g € Psvlastnostiy =x + ¢ .

Operace scéitani je spojena srelaci usporadani fadou vztahii. Nekteré jsou uvedeny
v nasledujici veéte.

Véta 1.14. Necht' x, y, z, u, v € P. Pak plati:
Dx<yext+tz<ytz,
2QDx<yextzsy+tz,
B)xsyusv=xtusyty,

@ x<y=>x<y.

Operace nasobeni v mnoziné P

Véta 1.15. Na mnoziné P existuje pravé jedna operace - takova, Ze pro kazdou dvojici x, y
prvki mnoziny P plati:

(1) x-e=x,

(2)x-y\=x-y+x.

Definice 1.16. Operace - z ptedchozi vEty se nazyva operace nasobeni v mnoziné P .

Poznamka 1.17. Pokud v zépise pocetnich operaci v mnozZiné¢ P nepouzijeme zavorky, ma
operace nasobeni pfednost pied operaci s¢itani. Rovnéz se v zapisech velmi ¢asto vynechéva
oznaceni - operace nasobenim tj. misto x - y piSeme jenom xy.

Véta 1.18. Operace - je v mnozin¢ P asociativni, komutativni, ma neutralni prvek (prvek e) a
s operaci s¢itani je svazana distributivnim zdkonem:
x,v,zeP:x-(y+z)=x-y+x-z.

Operace nasobeni je spojena srelaci uspordadani fadou vztahii. Nékteré jsou uvedeny
v nasledujici vété (zajimava je analogie s obdobnymi vztahy pro sc¢itani). Poznamenejme
jeste, ze tvrzeni (3) nasledujici véty fika, ze v grupoidu (P, -) plati zdkony o kraceni.

Véta 1.19. Necht' x, y, z, u, v € P. Pak plati:
D x<yexz<y-z,
2Q)xsyexz<y- z,
B)xz=y-z=x=y
WD x<yusv=x-usy-w

Véta 1.20. Algebraicka struktura (P, +, -) je komutativni polookruh s jednic¢kou.



Poznamka 1.21. Z definice mnoziny P a popsanych vlastnosti relace uspotfadani a operaci
s¢itdni a nasobeni v této mnoziné vyplyva, ze polookruh vsech pfirozenych ¢isel (N, +, -) je
jednim z moznych modeld polookruhu (P, +, -). Roli prvku e hraje Cislo /, nasledovnikem
¢isla x je ¢islo x + 1, tsek mnoziny N piislusny Cislu n obsahuje vSechna pfirozena Cisla od
¢isla 1 po ¢islo n — I atd.

Poznamka 1.22. Jako problémova se jevi otazka, kolik modelt polookruhu (P, +, -) existuje,
tzn. zda jsou pfirozena Cisla ur€ena jednoznaéné, resp. zda vibec néjaky model mnoziny P
existuje. Existenci modelu mnoziny P a tim i existenci pfirozenych ¢isel 1ze snadno ukézat;
jde o kardindlni ¢isla koneénych mnozin. Tém se budeme vénovat v dal$im textu. Odpovédi
na otadzku poc¢tu modelt Peanovy mnoziny je tvrzeni, ze téchto modelt je nekonecné mnoho,
vSechny jsou ale navzdjem izomorfni. Proto lze tvrdit, Ze pfirozena Cisla lze definovat az na
izomorfismus jedinym moznym zplsobem. Dulezitou vétu o tomto izomorfismu nyni
uvedeme:

Véta 1.23. (O jednoznacnosti ptirozenych ¢isel) Necht’ V;, Nz jsou dvé mnoziny ptirozenych
¢isel (dva modely Peanovy mnoziny). Pak existuje praveé jedna bijekce f: V; — N; s vlastnosti

VxeN :f(x)=[fx)]" .
Prirozena Cisla jako kardinalni ¢isla koneénych mnoZin

V této Casti se omezime pouze na kone¢né mnoziny. I kdyz v obecné teorii mnozin jsou
studovana i1 kardindlni Cisla nekoneénych mnozin, pro ucely konstrukce oboru vsech
pfirozenych ¢isel se nekone¢nymi mnoZinami nemusime zabyvat.

Vime, ze dvé mnoZiny jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijekce (vzdjemné jednoznacné
zobrazeni) jedné na druhou. Tato relace ekvivalence na systému vSech kone¢nych mnozin M
(oznalujeme ji ~) je ekvivalenci v relanim smyslu (ziejmé je reflexivni, symetricka a
tranzitivni). Proto generuje jednoznaénym zpisobem rozklad M|~ na systému vSech
kone¢nych mnozin M. Tiidy rozkladu M|~ se nazyvaji kardinalni ¢isla. Kardinalnim ¢islem
koneéné mnoziny M tedy rozumime tfidu rozkladu M|~, ktera obsahuje mnozinu M. Misto
oznaceni kardinalni ¢islo mnoziny M se Casto uziva téZ pojmu mohutnost mnoZiny M (piSeme
card M). Nyni definujeme pfirozena ¢isla jako kardinalni ¢isla kone¢nych mnozin.

PopiSeme-li vySe uvedenou konstrukci populdrné (a matematicky ne zcela ptfesn¢), pak
kardinalni ¢islo kone¢né mnoziny M je systém mnozin, ktery kromé dané mnoziny M
obsahuje vSechny mnoZiny (nekone¢né¢ mnoho), které¢ maji tentyZ pocet prvkil jako mnozina
M. Tato jedina spolecnd vlastnost vSech téchto mnoZin, tj. stejny pocet prvki, je vyjadiena
pfirozenym ¢islem, které je kardindlnim cislem mnoziny M  definovano. Ve Skolské
matematice na ZS proto fikame, Ze piirozena &isla vyjadiuji poéty prvki koneénych mnozin.

Ptechod od struktury (P, +, -) k jejimu modelu (v, +, -) lze popsat takto: Necht n € P je
libovolny prvek Peanovy mnoziny. Usek mnoziny P piisluiny k prvku z je mnozina
Ufm) = {e, €, €', ¢", ..., 'n, n}. Tato mnozina je kone¢nd, proto jisté nalezi do n&které ttidy
rozkladu M|.. Tato tfida rozkladu je kardinalnim c¢islem kone¢né mnoziny U(n) a
odpovidajici pfirozené ¢islo je ¢islo n. Lze tedy tvrdit, Ze usek U(n) obsahuje prave n prvka.
Odtud prvku e odpovida &islo 7, prvku e' &islo 2, prvku €' &islo 3 atd. piirozené usporadani
prirozenych ¢isel 1ze pak definovat ve shod¢ s definici porovnavani prvki Peanovy mnoziny
(kazdé¢ ¢islo nalezejici do U(n) je mensi nebo rovno Cislu n).

Jina situace je u definice obou zdkladnich operaci s¢itani a nésobeni. I kdyz lze tyto
operace definovat stejnym zpusobem jako v abstraktni Peanové mnoziné, z metodickych
divodii se obé operace zavadéji odlisné€, na zakladé mnozinovych operaci.



Definice 1.24. (Sc¢itani kardinalnich cisel) Necht' 4, B jsou kone¢né mnoziny, necht plati
A N B =¢ . Pak definujeme

card 4 + card B = card (A UB).

Definice 1.25. (Nasobeni kardindlnich ¢isel) Necht’ 4, B jsou kone¢né mnoziny.
Pak definujeme

card 4 - card B = card (4 xB) .

Poznamka 1. 26. Lze ukazat, Ze ob¢é operace definované definicemi 1.24. a 1.25. maji
vSechny vlastnosti, které ocekdvame od operaci sCitdni a nasobeni pfirozenych Ccisel.
Pov§imnéme si nyni omezujici podminky 4 » B =¢ vdefinici 1.5. V ptipad€ jejiho
vypusténi bude pro soucet kardindlnich ¢isel mnozin A4, B platit vztah card 4 + card B >
card (A U B), ptiemz Cislo na levé strané této neostré nerovnosti je obecné vétsi nez Cislo na
pravé strané o pocet prvkl priniku obou mnozin. Plati tedy rovnost
card 4 + card B — card (A N B) = card (4 UB) .

Z teoretického hlediska se jednd o princip inkluze a exkluze pro » = 2. Pokud jsou tedy
mnoziny A, B disjunktni, pak card (4 » B) = 0 a piedchozi rovnost ptejde v definici sCitani
kardinalnich ¢isel podle definice 1.5.

2. Cela cCisla

Obecna teorie

Definice 2.1. Necht' (G, -), (H, -) jsou grupoidy (dale budeme k oznaceni grupoidi uzivat
pouze symbol nosné mnoziny). Rekneme, Ze grupoid G lze vnofit do grupoidu H, jestlize
existuje injektivni homomorfismus f grupoidu G do grupoidu H.

Véta 2.2. Necht’ G je komutativni grupoid. Pak jsou nasledujici vyroky ekvivalentni:
(1) Grupoid G je asociativni a plati v ném zakony o kraceni.
(2) Grupoid G lIze vnoftit do n&jaké grupy.

Poznamka 2.3. Dikaz této véty je konstruktivni, obsahuje konstrukci tzv. podilové grupy 7~
grupoidu G. Tuto konstrukci nyni popiSeme:

Vyjdeme z kartézského soucinu G x G. Necht na G x G je definovana binarni relace ~
definovana takto:
[a, b] ~ [c,d] = a-d=Db-c prokazdé dvé dvojicez G xG. (1)
Tato relace ~ je ekvivalence, existuje tedy rozklad G x G |~ . Mnozinu tfid rozkladu G x G |~
ozna¢me /. Na mnozinovém systému 7/  definujme nyni bindrni operaci o nasledujicim
zpusobem. Necht’ [a, b/, [c, d] jsou reprezentanti dvou tfid systému /. Pak plati
[a, b] o [c,d] =[a-c b-d]. 2)
Grupoid (7, o) je faktoroidem grupoidu (G, -). Lze dokazat, ze algebraicka struktura (7, o) je
dokonce grupa. Tato grupa se nazyva podilova grupa grupoidu (G, -). Vnoteni v : G > I’
grupoidu G do grupy 7~ je definovéano pro kazdy prvek g € G piedpisem
w(g) ={lg-x x];xe G} 3)
Je-li misto multiplikativniho oznaceni (operace - ) uzito oznaceni aditivniho (operace +), pak



defini¢ni vztahy (1), (2), (3) ptejdou do tvaru:

[a, b] ~ [c,d] = a+d=>b+c prokazdé dvé dvojicez G xG, 4)
[a, b] o [c,d] =[a+c b+d] , (5)
w(g) ={lg+x x] xeG} (6)

Misto oznaceni podilova grupa pak fikdme rozdilova grupa.
Cela disla
Definice 2.4. Rozdilova grupa pologrupy (N, +) se nazyvéa aditivni grupa celych Cisel (Z, +).

Poznamka 2.5. Pii konstrukci grupy (Z, +) postupujeme podle obecné konstrukce. Vychozim
kartézskym soucinem je NV x N, relace ~ je definovana vztahem (4) pro G = N; operace o,
kterou budeme oznaCovat symbolem +, tj. stejné jako séitani Cisel pfirozenych (ziejmée
nebude dochazet k nedorozuméni), je pak definovana pomoci vztahu (5), tedy

[a, b] + [c,d] =[a+c b+d]. (7)

Cela cisla jsou podle této konstrukce tfidami rozkladu N x N |~ . Vnoteni w : N > Z
grupoidu N do grupy Z je definovano analogicky jako v (6), tedy pro kazdy prvek n € N
predpisem

w(n) ={[n+x x]; xe N}

Poznamka 2.6. V dal$im textu o celych ¢islech je nutno rozliSovat mezi ptipadem, kdy /a, b/
bude oznacovat tuto jednu konkrétni uspotddanou dvojici ptirozenych Cisel a ptipadem, kdy
bude hrat roli reprezentujici dvojice néjakého celého Cisla. V tomto druhém piipadé budeme
uzivat tuéného oznaceni [fa, bJ. Plati tedy napt. /4, 2] ={/3, 1], [4, 2], [5, 3], [6, 4], ...}. Celé
¢islo je vzdy reprezentovano nekoneénou mnozinou navzajem ekvivalentnich uspofadanych
dvojic piirozenych ¢isel. Podle dohodnutého oznaceni je nutno také rozliSovat nasledujici
vztahy: Napf. pro uspotfadané dvojice /3, 3/, [6, 4] plati /5, 3] =[6, 4], [5, 3] ~ [6, 4], pro
dve cela cisla [5, 3/, [6, 4] ale plati rovnost [5, 3] = [6, 4], protoZe ob¢ tyto dvojice jsou
reprezentanty téze tfidy rozkladu systému N x N |.. Poznamenejme, Ze v dal§im textu
budeme pro zjednoduSeni oznacovat celé ¢isla velkymi tuénymi pismeny, napt. 4, B, .... Toto
oznaceni neni v rozporu suvedenou konstrukci; vzdy lze pfiejit k reprezentaci pomoci
usporadanych dvojic, napt. 4 = [a,, az], B = [b;, b, ....

Operace s celymi Cisly a jejich vlastnosti

Poznamka 2.7. S¢itani celych cisel je, jak jiz bylo zminéno v poznamce 2.2., definovano
predpisem
[a,b] + [c,d] =[a+c, b+d].

Véta 2.8. Operace + z predchozi poznamky 2.7. je komutativni, asociativni, ma neutralni
prvek 0 reprezentovany dvojici [/m, n] pro libovolné ne N a ke kazdému celému cislu
A = [a, b] existuje prave jedno opacné Cislo —A4 = /b, a.

Véta 2.9. Algebraicka struktura (Z, +) je komutativni grupa, ve které plati zakony o déleni, tj
rovnice A + X = B ma vzdy feSeni v mnoziné Z pro kazda dvé¢ cela Cisla A4, B.



Véta 2.10. V grupé (Z, +) plati zdkony o kraceni (v aditivni symbolice zdkony o odecitani) a
existuje pravé jedna inverzni operace k operaci sCitani. tato operace se nazyva odc¢itani a je
definovana vztahem 4 —B =A4 + (-B).

Poznamka 2.11. Z predchozi véty a véty 2.1. Ize odvodit pocetni pravidlo pro operaci
odc¢itani:

[a,b] —[c,d] =[a+d,b+c].
Pov§imnéme si, ze v definici od¢itani vystupuji na pravé strané pouze soucty pfirozenych
Cisel, tzn. operace od¢itani je neomezené definovana a tedy algebraicka struktura (Z, —) je
grupoid. Tento grupoid neni pologrupou, protoze operace od¢itani ziejmé neni asociativni ani
komutativni.

Definice 2.12. Na mnozin¢ Z definujme bindrni operaci - nasledujicim zptisobem:

[a, b] - [c, d] = [ac + bd, ad + bc].
Tuto operaci nazveme nasobenim v mnoZin€ celych cisel. Tato operace je v mnoziné
Z neomezeng definovana, struktura (Z, -) je tedy grupoid.

Véta 2.13. Grupoid (Z, -) je asociativni, komutativni a ma neutralni prvek I reprezentovany
dvojici [n+1, nf pro libovolné ne N .

Véta 2.14. V grupoidu (Z, -) plati omezeny zékon o kraceni, tzn. pro kazda ti cela ¢isla x, y,
z, x#0 plati implikacex -y =x.-z = y=z.

Véta 2.15. Operace nasobeni je v mnozin¢ celych c¢isel svazana s operaci scitani
distributivnim zakonem, tj.
A, B, CeZ: A-(B+C)=A-B+A-C.

Véta 2.16. Algebraicka struktura (Z, +, -) je komutativni okruh s jednickou charakteristiky
nula, ktery neni télesem. V tomto okruhu neexistuji vlastni délitelé nuly, je to tedy obor
integrity.

Poznamka 2.17. V oboru integrity vSech celych ¢isel (Z, +, -) plati fada tvrzeni, bézné
uzivanych pti vypoctech. Uved'me nekteré piiklady.

Véta 2.18. Necht' A, B, C € Z. Pak plati:
(1) «(-A4) = A4;

(2) (A +B) = (-A) + (-B);

(3) (4 —B) =B —A;

4)A-B-C) =(A+C) —B;

(5) (4)-B=A4-(-B)=—A4-B).

Relace uspoiadani v mnoZziné celych cisel
Definice 2.19. Necht 4 = [a, b] je celé &islo. Rekneme, Ze toto ¢&islo je kladné a piseme A4 >

0, prave kdyz plati a > b. Je-li a = b, pak ¢islo A = 0 ; ve zbyvajicim piipad¢é pro a < b
fikame, ze celé Cislo A4 je zaporné a piSeme 4 < 0.



Poznamka 2.20. Je ziejmé, Ze jeden z predchozich ptipadid vzdy musi nastat. Kazdé celé
¢islo je tedy bud'to kladné nebo zaporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad mnoziny
vSech celych cisel na cisla kladnd, nulu a ¢isla zapornd. Ve shod¢ s béZznou terminologii
zavadime i oznaceni A <0 a fikame, Ze Cislo A4 je nekladné, resp. v piipadé A > 0 je toto Cislo
nezaporne.

Definice 2.21. Necht' A4, B jsou cela ¢isla. Rekneme, e A < B, pravé kdyz plati4 —B < 0.
Je-liA —B = 0, pak A = B ; ve zbyvajicim ptipad¢ pro A —B > 0 pak plati A > B.

Poznamka 2.22. Je ziejmé, ze 1 v piedchozi definici jeden z pfipadl vzdy musi nastat. Relace
usporadani vSech celych cCisel je tedy linearni. I zde se bézné uziva i neostrd nerovnost A < B
pro ptipad A —B < 0 a analogicky A > B pro ptipad A —B > 0.

Véta 2.23. Necht 4 je celé Cislo. Pak plati:
1HA>0= -A<0.
2)A< 0= -A> 0.

Véta 2.24. Necht' A, B jsou kladna cel4 ¢isla. Potom jejich soucet 4 + B i soucin A - B jsou
také kladna cela Cisla.

Poznamka 2.25. VySe definovana relace usporddani v mnoziné vSech celych cisel je spojena
s operacemi v této mnozin¢ fadou vztahti. Uved'me alespon nékteré.

Véta 2.26. Necht' 4, B, C, D jsou libovolna cela ¢isla. Pak plati:
(1) JestlizeA >B a C < 0, potom AC < BC;

(2) Jestlize A+ C >B + C, potom A > B;

(3) Jestlize AC >BCa C > 0, potom A > B,

(4) Jestlize AC >BCa C < 0,potom A <B;

(5) JestlizeA >BaC > D,potomA+C> B+D,

(6) JestlizeA>BaC>DaC>0aB> (0,potomA-C>B-D.

Véta 2.27. Necht' 4, B jsou libovolna celd Cisla, pficemz B = 0. Pak existuje jednoznacné
uréena dvojice celych &isel Q, R (pfitemz 0 < R <|Bl) s vlastnosti 4 = B - Q + R. Cislo 4
se nazyva délenec, Cislo B délitel, Cislo Q je podil (n€kdy téZ neuplny podil) a Cislo R je
zbytek. Proces nalezeni Cisel Q, R se nazyva déleni se zbytkem v mnozin¢ celych ¢isel.

Definice 2.28. Absolutni hodnotu | 4| celého &isla 4 definujeme takto:
(1) Je-lid > 0, pak | Al =4 ;
(2) Je-lid < 0, pak| Al =-A4.

Véta 2.29. Necht’ 4, B jsou libovolna cela ¢isla, pak plati:
(1) |4l =[-4l;

2) A< |Al;

(3) |4’ =47

4)|l4-Bl =
(5) | 4 + Bl
(6) | 4— B

A|-|B|;
£|A|+|B|;
> | Al-|Bl.



Poznamka 2.30. Vnofeni y: N - Z grupoidu N do grupy Z je definovano podle poznamky
2.2. pro kazdy prvek n € N predpisem y (n) = {/n + x, x/; xe N}. Kazdé celé kladné (t;.
ptirozené) cislo n je tedy reprezentovano dvojici [/n + X, x/, Cislo nula je reprezentovano
dvojici [x, x] a kazdé celé zaporné Cislo —n je reprezentovano dvojici [x, n + x/.

3. Racionalni ¢isla

Obecna teorie

Definice 3.1. Necht R = (R, +, -), S = (S, +, -) jsou okruhy. Rekneme, Ze okruh R lze vnofit
do okruhu S, jestlize existuje injektivni homomorfismus f okruhu R do okruhu S.

Véta 3.2. Necht’ (R, +, -) je komutativni okruh. Pak jsou nésledujici vyroky ekvivalentni:
(1) V okruhu (R, +, -) plati omezeny zékon o kréaceni, tzn.

Vx,y,zeRx#0: x-y=x-z=>y=z.
(2) Okruh R 1ze vnotit do t¢lesa.

Poznamka 3.3. Dikaz této vety je konstruktivni, obsahuje konstrukci tzv. podilového télesa
T okruhu R. Tuto konstrukci nyni popisSeme:

Vyjdeme z kartézského soucinu R x R— {0}, ktery ozna¢ime M a budeme nazyvat mnozina

vSech zlomkl okruhu R. Necht’ na M je definovana binarni relace ~ definovana takto:
[a, b] ~ [c,d] = a-d=b-c prokazdé dvé dvojice z mnoziny M. (8)
Tato relace ~ je ekvivalence na M, existuje tedy rozklad M |~ . MnozZinu tfid rozkladu M |~
ozna¢me 7. Na mnozinovém systému 7 definujme nyni binarni operace s¢itani a nasobeni
nasledujicim zptasobem. Necht' /a, b/, [c, d] jsou reprezentanti dvou tfid systému 7 . Pak plati
[a, b] + [c, d] = [ad + bc, bd], [a, b] - [c, d] = [ac, bd] )

Lze dokézat, ze algebraicka struktura (7, +, -) je téleso. Toto téleso se nazyva podilové téleso
okruhu R. Nulou tohoto télesa je ttida {/0, r]; re R}, jednic¢kou ttida {/r, r/; r€ R}. Vnoteni
w: R — T okruhu R do télesa T' je definovano pro kazdy prvek » € R piredpisem

w(r)={[r-x x]; xe R} (10)
Racionalni ¢isla
Definice 3.4. Podilové teéleso okruhu (Z, +, -) se nazyva téleso racionalnich ¢isel (Q, +, -).

Poznamka 3.5. Pii konstrukci télesa (Q,+,-) postupujeme podle obecné konstrukce.
Vychozim kartézskym soucinem je M = Z x Z— {0}, relace ~ je definovéana vztahem (8) pro
R = Z. Protoze se podle obecné teorie jedna o zlomky, budeme uspotfadané dvojice z mnoziny

M zapisovat jako zlomky, tedy misto /a, b/ budeme psat %. Odtud je také ziejmé, proC se

v mnozin¢ M pro druhé slozky vSech dvojic nepiipousti ¢islo nula. Operace s¢itani a nasobeni
jsou definovany vztahy (9); po vyjadieni pomoci zlomki tedy
a ¢ ad+bc a ¢ ac

— 4 — = _— = —

b d bd b d bd




Racionalni ¢isla jsou podle této konstrukce tfidami rozkladu M |~ . Vnofeni v : Z — Q
okruhu Z do télesa @ je definovano analogicky jako v (10), tedy pro kazdy prvek z € Z
predpisem

zZ-X
v(z) = {Ti xeZ—-{0}}.
Analogicky jako u celych ¢isel budeme rozliSovat jeden konkrétni zlomek od racionalniho

7 v “ r a o«
¢isla. Tuénym oznacenim — budeme oznacovat stav, kdy tento zlomek bude reprezentovat
b

T . o . a . . oot
raciondlni ¢islo, zatimco béznym zplsobem — budeme oznafovat tento jeden konkrétni
b

) .3 36 3 -21 . Y

zlomek. Plati tedy napt. — = {—, —, —, ——, ... }. Poznamenejme, Ze v dalSim textu budeme
4 4 8 12 -28

pro zjednoduSeni oznaCovat raciondlni c¢isla velkymi tuénymi pismeny, napt. A4, B, .... Toto

oznaceni neni, tak jako u celych ¢isel, v rozporu s uvedenou konstrukci; vzdy lze ptejit

: , i . N a b y wrisos
k reprezentaci pomoci uspotadanych dvojic, napt. 4 = —- , B = b—’, .... Ob¢ operace scitani a
aZ 2
nasobeni Ize pak uzitim tohoto oznaceni psat jako
a ¢ ad + bc a c¢ ac
—_—t = , —_—— = —
b d bd b d bd

Véta 3.6. Operace sCitdni v mnozin¢ véech racionélnich cisel je komutativni, asociativni, mé
neutralni prvek, ke kazdému racionalnimu ¢islu existuje pravé jedno cCislo opacné a plati
zakony o dé€leni. Algebraicka struktura (Q, +) je tedy komutativni grupa.

Poznamka 3.7. V grupé (Q, +) plati analogické vlastnosti a vztahy jako v grup¢ (Z, +), neni
tedy nutné je na tomto misté znovu uvadét. Poznamenejme jen, Ze neutralnim prvkem je ¢islo

L 0 < o TR e @ a .
0 reprezentované tfidou — a opacnym racionalnim cislem k ¢islu — je ¢islo ——, které lze
b b b

. -a o a
reprezentovat bud’to tfidou ye nebo tiidou —.

Poznamka 3.8. Analogicky jako pro cela Cisla Ize zavést operaci od¢itani jako proicteni
opacného prvku, tedy A — B = A + (-B). Takto lze snadno odvodit bézn¢ uzivany vztah pro
od¢itani zlomki:

a

¢ ad - bc
d bd

Poznamka 3.9. Operace odc¢itani mé v mnozin€ vSech racionalnich Cisel tytéz vlastnosti jako
v mnozin¢ celych ¢isel (tj. neni komutativni ani asociativni).

Poznamka 3.10. Nyni se budeme vénovat operaci nasobeni v mnoziné vSech racionélnich
v N . . a C ac
¢isel. Pfipomeneme definici: —- —= —.

b d bd

Véta 3.11. Operace nasobeni v mnozin€ @ je komutativni, asociativni a ma neutralni prvek.

Timto neutralnim prvkem je Cislo I reprezentované tfidou zlomkl L. Algebraicka struktura
a



(0, -) je komutativni monoid. Operace ndsobeni je distributivni vzhledem k operaci s¢itani
v mnozing€ vSech raciondlnich ¢isel.

Poznamka 3.12. Budeme-li zkoumat i existenci inverznich prvki a platnost zakonti o déleni
vzhledem k operaci nasobeni v mnoziné @, snadno zjistime, ze jedinym prvkem, ktery
neumoznuje platnost téchto vlastnosti, je ¢islo 0. Po jeho odstranéni z mnoziny @ muizeme
vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3.13. (1) Algebraicka struktura (Q — {0}, -) je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (Q,+, -) je komutativni téleso.

i , e v a . b o N
Poznamka 3.14. Inverznim prvkem k raciondlnimu ¢islu o je ¢islo — . Toto cislo vzdy
a

jednoznacné existuje (b # 0 podle konstrukce raciondlnich ¢isel a a # 0 podle piedpokladu

-1

, y . TIET g @ . [a o
z poznamky 3.7. a véty 3.3.), nazyva se prevracené Cislo k Cislu " a oznacuje (—] . Pti
b

" T " TSR g 1 P |
oznaceni racionalniho cisla A4 se prevracené Cislo kromé zdpisu A~ zapisuje téz —.
A

V mnoziné Q — {0} jsme nyni pfipraveni k definici operace déleni.

Definice 3.15. D¢leni v mnoziné Q — {0} je definovano jako nasobeni pievracenym cislem, tj.

-1 s 71w r . A ’ ¥ ) r v
A : B =A4 - B . Vyjadieno pomoci definice operace nasobeni a pievracené¢ho cisla
dostavame

Poznamka 3.16. Pfipomeinime znovu, Ze existence pievraceného Cisla i operace déleni jsou
neomezené definovany v mnoziné Q — {0}, tedy ze skute¢né¢ nemize dojit k ,,d¢leni nulou®.

vV v

Pro operace déleni a ndsobeni plati rovnéz fada vlastnosti, z nichz uvedeme napf-.:

Véta 3.17. Necht' A4, B, C € Q. Pak plati:
(1) (™)™ =4

2) A-B)'=4".-B7;

(3) A-B)'=B-47;

4 4-BYH).c?'=4-B-07;
5)A-B-C)'=@4-C)-B.

Relace usporadani v mnoziné racionalnich ¢isel

Definice 3.18. Necht 4 = = je racionalni &islo. Rekneme, Ze toto &islo je kladné a piseme
b

A > 0, pravé kdyz plati a i b jsou bud’to obé soucasné kladna celd ¢isla nebo obé soucasné
zaporna cela Cisla. . Je-li a = 0, pak ¢islo A = 0 ; ve zbyvajicim piipadé (jedno z Cisel a, b je
kladné celé ¢islo a jedno zaporné) fikame, Ze racionalni Cislo 4 je zaporné a piSeme 4 < 0.



Poznamka 3.19. Je ziejmé, Ze jeden zptedchozich piipadi vzdy musi nastat. Kazdé
racionalni ¢islo je tedy bud'to kladné nebo zaporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad
mnoziny vSech raciondlnich ¢isel na ¢isla kladnd, nulu a ¢isla zdporna. Ve shodé s béZznou
terminologii zavadime i oznaCeni 4 < 0 a fikdme, Ze ¢islo 4 je nekladné, resp. v pfipadé
A 2> 0 je toto ¢islo nezéporné.

Definice 3.20. Necht 4, B jsou racionalni ¢isla. Rekneme, 7¢ 4 < B, pravé kdyz plati
A—-B< 0. Je-lid —B =0, pak A = B ; ve zbyvajicim ptipadé¢ pro A — B > 0 pak plati
A>B.

Poznamka 3.21. Je zfejmé, Ze i v piedchozi definici jeden z ptipadll vZdy musi nastat. Relace
usporadani vSech racionalnich ¢isel je tedy linedrni. I zde se bézn€ uziva i neostra nerovnost
A < B pro piipad A — B < 0 a analogicky A > B pro piipad 4 —B > 0.

Poznamka 3.22. Pro relaci uspofaddni v mnoZiné raciondlnich ¢isel a jeji spojeni s operacemi
vmnozin¢ @ plati analogické vztahy jako v mnoZiné celych cisel, stejné je definovéna i
absolutni hodnota raciondlniho ¢isla. Vzhledem k tomu, Ze (Q ,+, -) je komutativni téleso,
nema smysl v mnozin¢ raciondlnich ¢isel zavadét déleni se zbytkem. Plati vSak zajimava
vlastnost relace uspotradani raciondlnich ¢isel, kterd v mnozinach ptirozenych ani celych ¢isel
platit nemohla.

Definice 3.23. Relace uspofddani v mnozing raciondlnich Cisel je husté uspotadana, tzn.
Vx,y e Qyx #y, 7ze Q:x<z< y.

Poznamka 3.24. Definice hustého uspotadani tikd, ze ,,mezi kazda dve riizné racionélni ¢isla
lze vlozit dalsi racionalni cislo®. Z teorie uspofadanych mnozin z toho plyne, Ze usporadana
mnozina @ nema skoky. Vysvétleni této skuteCnosti ponechdme na teorii konstrukce realnych
Cisel.

Desetinné rozvoje racionalnich ¢isel

Poznamka 3.25. Je ziejmé, Ze raciondlni ¢isla nevyjadfujeme vyluéné ve tvaru zlomku, napf.
velmi Casto se setkavame s jejich vyjadienim pomoci desetinnych rozvoju.

Véta 3.26. Kazdé racionalni ¢islo lze vyjadiit pomoci desetinného rozvoje, pfi¢emz tento
desetinny rozvoj je bud’'to ukonéeny nebo je periodicky. Ukonceny je prave tehdy, je-li dané

raciondlni ¢islo tvaru tj. obsahuje-li rozklad jeho jmenovatele na prvocinitele pouze

507
prvocisla 2 nebo 5.
Poznamka 3.27. Pievod zapisu racionalniho ¢isla ze zlomku na desetinny rozvoj provadime

délenim citatele jmenovatelem; opacny pievod bud'to pfechodem na desetinny zlomek a
upravou (v pfipad¢ kone¢ného rozvoje) nebo uzitim souctu konvergentni geometrické fady.

4. Realna ¢isla



Poznamka 4.1. Protoze (Q ,+, :) je komutativni téleso, tzn. ze strukturdlniho hlediska
,hejbohatsi“ strukturou, nelze jiz provést jeji ,,zlepSeni“. Proto konstrukce redlnych cisel
nemuze byt provedena pomoci podilovych struktur; lze dokazat, ze konstrukci podilového
télesa raciondlnich c¢isel nedostaneme jiz nic nového. T¢leso redlnych cisel musi byt
konstruovano na jiné bdzi. K tomu lze vyuzit uspofddanych mnozin; budto teorii fezl
pochazejici od R. Dedekinda nebo teorii Uplnych metrickych prostorti. Zde vyuZijeme
Dedekindovych fezii. Nejprve opét zakladni piehled teorie.

Obecna teorie

Definice 4.2. Necht’ (E, <) je linearn€ uspofadana mnozina. Dvojice o = (4, B), AcE, BCE
se nazyva fez v mnoziné E, jestlize plati:

() AUB=E, A= B =,

2)xeAryeB = x<,

(3)ANB= .

Poznamka 4.3. Systém {4, B} tvoii tedy rozklad mnoZiny £; mnoZina A4 je dolni skupina fezu
o a mnozina B je horni skupina fezu « .

Poznamka 4.4. (Typy fezil). Necht a = (4, B) je fez v mnozin¢ E. Pak mohou nastat
nasledujici Ctyfi piipady.
Rez 1. druhu: Mnozina 4 obsahuje nejvétsi prvek a mnoZina B neobsahuje nejmensi prvek;
Rez 2. druhu: MnoZina 4 neobsahuje nejvétsi prvek a mnozina B obsahuje nejmensi prvek;
Rez 3. druhu: MnoZina 4 neobsahuje nejvétsi prvek a mnoZina B neobsahuje nejmensi prvek;
Rez 4. druhu: Mnozina 4 obsahuje nejvétsi prvek a mnozina B obsahuje nejmensi prvek.
Protoze fezy 1. a 2. druhu popisuji v podstaté tutéz situaci, budeme je tedy v dal$im textu
ztotoznovat. Kazda linearn¢ uspofadand mnozina proto mize mit pouze fezy 1., 3. a 4. druhu.

Definice 4.5. Rez 3. druhu z poznamky 4.3. se nazyva mezera v linearn¢€ uspoiradané mnozing,
fez 4. druhu z poznadmky 4.3. se nazyva skok v linearné¢ usporaddané mnozing.

Véta 4.6. Linearn¢ usporadand mnozina, ktera obsahuje alesponi dva prvky, je husté
uspotadana, pravé kdyz nema skoky.

Priklady: a)tez 1. druhu: E=Q; A ={xe Q: x< I}, B={xeQ: x> 1};
b)fez3. druhw: E=0Q;A={xeQ: X’ <2}, B={xeQ: X’ > 2};
c)fez 4. druhw: E=Z;A={xeZ: x< I}, B={xeZ: x> 2}.

Definice 4.7. Linearn¢ uspofddand mnozina se nazyva spojit¢ usporadand, pravé kdyz nema
skoky ani mezery.

Definice 4.8. Necht' (R, <), (S, <) jsou linedrn¢ uspoiadané mnoziny. Zobrazeni f: R — S se
nazyva vnoieni (R, <) do (S, <), jestlize plati:

(1) fje injektivni;

2) Vx,y eR:x<y= f(x) < f(y).

N¢ékdy se pro toto zobrazeni fuziva téz oznaceni izotonni zobrazeni.



Véta 4.9. Kazdou linedrné uspoifadanou mnozinu Ize vnofit do linearné usporadané mnoziny
bez mezer.

Véta 4.10. Necht’ (R, <) je linearn€ usporadana mnozina. Ozna¢me S mnozinu vSech fezi 1. a
3. druhu v mnoziné R. Necht na S je definovano uspotadani takto:

a=(4,B), p=(C,D), o, eS: aspfA4AcC.
Pak S je linearn€ uspotadana mnozina, kterd neobsahuje mezery.

Definice 4.11. Linearn¢ uspofddand mnozina (S, <) z predchozi véty se nazyva normalni obal
linedrn¢ usporadané mnoziny (R, <).

Poznamka 4.12. Ztotoznime-li prvky mnoziny R stezy 1. druhu v R, pak normalni obal
mnoziny R se sklada z prvkd mnoziny R a mezer v R.

Oznaceni 4.13. Necht' (E, <) je linearné usporfadand mnozina. Pro kazdy prvek m € E
budeme jeji podmnozinu {x € E: x < m} oznaCovat (m].

Véta 4.14. Necht' (R, <) je linedrné uspofddand mnozina a necht’ (S, <) je jeji normalni obal.
Uvazujme vSechny fezy 1. druhu v mnoziné R (podle poznamky 4.4. je kazdému prvku
re R ptifazen pravé jeden fez 1. druhu, kde prvek » je nejvétSim prvkem dolni skupiny
prislusného fezu). Oznaéme « = (4, B) libovolny fez 1. druhu v mnozin€ R, necht’ » € R je
nejvetsi prvek mnoziny 4. Definujme nyni zobrazeni f - R — S takto: Pro kazdy prvek re R
necht’ je jeho obrazem fez f(7) v mnoziné S definovany takto:
f) =((r], R—=(r]).
Pak zobrazeni f: R — § je vnoieni (R, <) do (S, <).

Realna ¢isla

Poznamka 4.15. Z teorie racionalnich ¢isel vime, Ze (Q, <) je linearn€ uspofddand mnoZina,
ktera nema skoky (uspotadani je husté). Lze vSak snadno dokazat, ze obsahuje mezery, napf.

V2 je zcela jisté Cislo, které neni racionalni (nelze ho vyjadfit pomoci zlomku).

Véta 4.16. V linedrn€ uspotadané mnozing€ (Q, <) existuji pouze fezy 1. a 3. druhu. Rezy 1.
druhu odpovidaji racionalnim ¢islim a fezy 3. druhu mezerdm v uspofadané mnoziné (Q, <).

Definice 4.17. Normalni obal linearné¢ uspofddané mnoziny (Q, <) je linearné¢ uspotfadana
mnozina (R, < ). Podle véty 4.10. linedrn¢ uspotadand mnozina (R, <) neobsahuje mezery,
existuji v ni tedy pouze fezy 1. druhu.

Véta 4.18.
(1) Linearn¢ uspotadand mnozina (R, <) je spojité usporadand (neobsahuje mezery).
2) Vx,yeRx<y, FzeQ:x<z<y.

Definice 4.19. V uspofadané mnoziné (Q, <) odpovidaji fezy 1. druhu racionalnim ¢islim a
fezy 3. druhu (tj. mezery) odpovidaji Cislim iraciondlnim. Kazdd mezera v uspotfadané
mnoziné (Q, < ) tedy urcuje pravé jedno iraciondlni ¢islo. Oznacime-li mnozinu vsech
iraciondlnich cisel I, pak plati R = Q U1 .



Poznamka 4.20. Protoze linedrn€ uspofddand mnozina (R, < ) neobsahuje mezery, . lze
konstatovat, Zze kazdy bod Ciselné osy je obrazem pravé jednoho redlné¢ho Cisla a naopak,
kazdé realné Cislo lze jednoznacné znazornit na Ciselné ose. Uvedené skutecnosti plynou i
z axiomu spojitosti, znamych z axiomatické teorie vystavby geometrie. Tyto axiomy jsou dva,
Archimédiv a Cantorliv. Zejména Cantorliv axiom, podle néhoz prinik do sebe zatazenych
usecek je neprazdny, podstatné prispiva k predstavé obrazil redlnych Cisel na ¢iselné ose.

Uspoiadani v mnoZiné realnych cisel

Poznamka 4.21. Pfipomenime, ze realnéd cisla jsou sjednocenim racionalnich feza 1. a 3.
druhu, tj. kazdé redlné cislo je raciondlnim fezem. V pfipad¢ fezu 1. druhu jde o dislo
raciondlni, v pfipadé fezu 3. druhu jde o ¢islo iracionalni.

Definice 4.22. Necht o =(4, B), p =(C, D) jsou fezy v mnozin¢ Q (tj. dv¢ realna Cisla). Pak
plati:
as<p < Ac C.

Definice 4.23. Necht Q" = {re Q: r > 0}, tj. Q" oznatuje mnozinu vSech kladnych
racionalnich &isel. Pak fez (@ — QF, Q) je realné ¢&islo, které oznadime symbolem 0 a
nazyvame nulou. Cislo a € R je kladné, je-li a > 0, &islo a € R je ziporné, je-li a < 0.

Operace v mnoziné realnych ¢isel

Definice 4.24. Necht a = (4, B), b = (C, D) jsou libovolna redlna Cisla. Polozme nyni
C={a+p;,aeB feD} C,=0 —C, Pak C = (C), C,) je redlné ¢islo, které nazveme
souctem realnych Cisel @, b a zna¢ime a + b.

Véta 4.25. Necht’ a, b, ¢, jsou libovolna realna ¢isla. Necht’ plati a < b. Potom plati také
nerovnost a + ¢ < b + ¢ . (Uspotfadani realnych cCisel je monotonni vzhledem ke scitani).

Véta 4.26. Operace sc¢itani je v mnozin¢ vSech redlnych ¢isel komutativni, asociativni, ma
neutrdlni prvek a plati zdkony o dé€leni (rovnice a + x = b ma feSeni pro libovolna redlna ¢isla
a, b). Algebraicka struktura (R, +) je komutativni grupa.

Definice 4.27. Z ptedchozi véty plyne, ze rovnice a + x = b ma tfeseni pro libovolna realna
¢isla a, b. Toto feSeni piSeme ve tvaru x = b — a a nazveme rozdilem realnych cisel a, b.
prislusna operace se nazyva odcitani realnych cisel.

Definice 4.28. Necht' a = (4, B), b = (C, D) jsou libovolna realn4 ¢isla. PoloZzme nyni:
C={a-f;,aeB peD}) C =0 —C, Pak C = (C), () je redlné Cislo, které nazveme
soucinem realnych cisel a, b a zna¢ime a -b.

Véta 4.29. Necht q, b, ¢, jsou libovolna redlna Cisla. Pak plati:
(D) (~a) b=a-(~b)=—(a-b),

2)(=a)-(=b)=a-b;

(3) a - b = 0 prave tehdy, je-li a = 0 nebo b = 0.

Véta 4.30.



(1) Algebraicka struktura (R — {0}, -) je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (R ,+, -) je komutativni téleso.

Véta 4.31. (Véta o supremu a infimu) Necht' M je libovolnd neprazdnd podmnozina mnoZziny
realnych ¢isel. Pak plati:

(1) Je-li M zdola ohranicena, existuje infg M ;

(2) Je-li M shora ohranicend, existuje supg M.

Véta 4.32. (Vnofteni racionélnich Cisel do ¢isel redlnych)
Necht' a € Q. Ozna¢me R, = {xe R: x < a}. Pak zobrazeni /> Q — R definované pfedpisem

fla)= (R, R —R,)

je izomorfni vnofeni linearn¢ uspofadané mnoziny Q do linearné uspofddané mnoziny R.

Poznamka 4.33. Z matematické analyzy jsou zndmy nasledujici definice:
(1) Posloupnost {a,}” , je cauchyovska, jestlize ke kazdému & > 0 existuje piirozené ¢islo ny

s vlastnosti, ze pro kazdou dvojici pfirozenych &isel m, n > ng plati |a, — an| <e€.

(2) Posloupnost {a,}”  je konvergentni s limitou L, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje

n

piirozené Cislo ny s vlastnosti, ze pro kazdé ptirozené Cislo n > ny plati |an - L| <g.

Je zieymé, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovskd, opak obecné neplati. V
metrickém prostoru R je ale kazdd cauchyovska posloupnost konvergentni, to znamena, ze R
je uplnym metrickym prostorem. Této teorie Uplnych prostort lze vyuzit téz ke konstrukci
télesa realnych Cisel misto teorie fezl. Nyni nasleduje nékolik didaktickych poznamek.

Poznamka 4.34. Jiz na stiedni Skole se setkaji studenti s ditkazem, Ze Cislo V2 nelze vyjadfit
ve tvaru zlomku, tzn. ze kromé cisel raciondlnich existuji jesSté Cisla iraciondlni, pficemz
iraciondlnimi ¢isly jsou témét vSechny odmocniny, hodnoty goniometrickych funkei,
logaritmii atd. Studentim vSak vétSinou chybi nazorna geometrickd ptedstava; velmi tézko
odliSuji pojmy mezera a skok na ¢iselné ose. Tyto pojmy, znamé jiz ze starovéké matematiky,
jsou piitom ke spravnému pochopeni realnych cisel nezbytné. Nyni uvedeme dva modely
realnych Cisel, aritmeticky a geometricky. S obéma se setkd jiz zdk zakladni Skoly.
Aritmetickym modelem je pro n€j mnoZina vSech ¢isel, geometrickym modelem ¢iselna osa.
Izomorfismus obou modelli umozituje nerozliSovat mezi Cislem a jeho obrazem na ciselné
ose. Aritmeticky model je ¢astéjsi, geometricky model je pfitom nazorngj$i a pro zavadéni
realnych ¢isel na skolach vhodné;jsi.

Mnozina R je:

usporadana , tj. pro kazda dvé x, y € R nastane prave jeden z ptipadii x< y, x =y, x >y;
husta,tj. Vx,y eR x <y, 7z e R: x < z <y,

archimedovska, tj. Vx,y e R, 0 < x <y, In e N:x(n —1) <y < xn;

spojitd, tj. kazda neprazdna shora ohrani¢end mnozina M < R ma supremum.

V geometrickém modelu Ize ptedchozi ¢tyfi tvrzeni formulovat ndzornéji:

e Jsou-li X, Y dva body na ose o, nastava pravé jeden z ptipadl: X = ¥, X lezi vlevood Y, ¥
lezi vlevo od X.
e Mezi kazdymi dvéma riznymi body existuje bod.



e Jestlize B je vnitinim bodem usecky AX a jestlize na polopiimce AX sestrojime
posloupnost bodt B; = B, By, B3, ... tak, ze postupné nanasime usecku 4B (tedy usecka
AB, je n-nasobek usecky AB), pak po jistém poctu krokti prekro¢ime bod X (bod X bude
prvkem jisté usecky By ;By).

e Na ciselné ose nejsou skoky (diry).

Aritmeticky model mnoziny R je méné prehledny, 1ze v ném vSak uskutecnovat vSechny
aritmetické operace a dobfe rozliSovat mezi racionalnim a iraciondlnim ¢islem.

Od historie k dnesku

Poznamka 4.35. Problém dikazu existence iracionalnich Cisel je velmi stary. JiZz v antickém
Recku se objevila tzv. prvni krize matematického mysleni, kterd se tykala ,,nesouméfitelnosti
usecek®. V tehdejs$i matematice byla zndma racionalni ¢isla 1 to, ze jakékoliv racionalni ¢islo
l1ze ptesnou geometrickou konstrukci zobrazit na Ciselné ose. Spolecné se znalosti hustoty
uspofadani racionélnich ¢isel byl tehdy vSeobecné piijiman nazor, Ze jina Cisla neZ racionalni
neexistuji, ze kazdé cislo lze vyjadfit zlomkem a Ze kazdy bod ciselné osy je obrazem
n¢jakého raciondlniho Ccisla. Objev faktu, ze v jakémkoliv ctverci jsou jeho strana a
uhlopficka tzv. nesouméfitelné a ze délku uhlopticky nelze vyjadiit zlomkem (ma-li strana
ctverce délku a, méa uhlopticka délku~/2 a), zpusobil v tehdejsi dobé doslova pozdvizeni,
nebot’ nebylo znamo, jak vznikly problém vyfeSit. Zteorie uz vime, ze princip
nesoum¢fitelnosti znamena to, Ze linedrné uspofddand mnozina raciondlnich ¢isel obsahuje
mezery. VyfeSeni problému nesoumétitelnosti, tj. zavedeni iraciondlnich ¢isel, mohlo byt
uspesné teoreticky ukonceno az mnohem pozdé€ji, po uznéni aktudlniho nekonecna v dile

Bernarda Bolzana.

Pfipomeneme nyni Cantoriv axiom spojitosti, zndmy z geometrie. Podle n¢j je prinik do
sebe zatazenych useCek neprazdny. Po uznani aktudlniho nekonecna a s tim souvisejicim
zavedeni limitnich procest do matematiky lze dokazat, Ze pfi nekonecném poctu do sebe
zatazenych usecek je priinikem pouze jednoprvkova mnozina. Pfi nekone¢ném poctu do sebe
zatazenych Usecek na Ciselné ose je tedy prinikem jediné Cislo. Proto je mozné iraciondlni
¢islo, které je mezerou na Ciselné ose (raciondlnim fezem 3. druhu), definovat jako prinik
nekonecné mnoha do sebe zatazenych usecek na ¢iselné ose. Levé krajni body téchto tisecek
tvofi rostouci shora ohrani¢enou posloupnost racionalnich cisel, ktera proto musi mit limitu.
Analogicky pravé krajni body tvoii klesajici zdola ohrani¢enou posloupnost racionalnich
¢isel, kterda musi mit rovnéz limitu. Ob¢ tyto limity se rovnaji a jejich hodnota je hledané
iracionalni ¢islo. Uvedeme dva ptiklady:

a) Necht (4, B), A= {xe Q: X< 2, B={xeQ: X’ > 2) je fez ttetitho druhu v mnoziné Q.
Budeme postupné volit ¢isla z mnoziny A 1 B tak, aby ¢isla mnoziny 4 tvofila rostouci
posloupnost a ¢isla z mnoziny B klesajici posloupnost. Tyto dvojice Cisel budou krajnimi
body vnotfenych intervall, kterymi budeme postupné stale piesnéji aproximovat hodnotu
zvolené mezery (fezu 3. druhu).

rF=1 27 =4 tedy I<A2 <2
(1,4)> = 1,96; (1,57 =225, tedy 14< 2 <15
(1,41)° = 1,9881; (1,42)° =2,0164, tedy 141 < N2 < 1,42
(1,414)° = 1,999396; (1,415)° = 2,002225,  tedy 1414 < \2 < 1,415

(1,4141)> = 1,99967881; (1,4143)> = 2,00024449 , tedy ~ 1,4141 < 2 < 1,4143
atd.



Uvedeny proces aproximace je nekonecny a ¢islo N je tak postupné urcovano se stale
vetsi presnosti. Pti praktickém pocitani v praxi se spokojime s piesnosti, ktera postacuje
k feSeni matematickych problémti.

b) Proces postupné aproximace iracionalniho €isla 1ze i programovat. Pfikladem muze byt
priblizné urceni Cisla Eulerova Cisla e. Vime, Ze 2 < e < 4. Dale z matematické analyzy

r ~ 7 I n I n+ 04 ~ 7 ~ r
vime, ze plati: Zim (1+—)"=e, lim (1+—)""' = e, pfiemz prvni z t&chto posloupnosti

n— oo n n— o0 n

©

{(1 + —j } je rostouci sprvnim CElenem 2, druhd ztéchto posloupnosti
n

n+1
1 . . , N o oy 7
{1+—j } je klesajici s prvnim Clenem 4. Obecné tedy mizeme Eulerovo Ccislo
n

=1
aproximovat pro n € N pomoci nerovnosti

1 n ] n+l
(1+—) <e< (1+-—)
n n

Zavérecné poznamky k realnym cCisliim
A) Surdické vyrazy
Poznamka 4.36. Surdické vyrazy jsou realna cCisla tvaru a + Jb , kde a, b jsou nezaporna

racionalni ¢isla, b neni druhou mocninou zadného racionalniho ¢isla. Jedna o velmi starou
problematiku - vzorce pro upravu surdickych vyrazi znal jiz ve 12. stoleti indicky matematik

Bhéskara. Pro upravu surdickych vyrazii plati vztahy: (pfedpokladame, ze a >\b > 0)

\/a+\/Zi\/a—\/_:\/2(ai\/a2—b) , ai\/Z:\/a+ “jz_b i\/a_ a’ b

2
Pomoci uvedenych dvou vztaht se nékteré vyrazy s odmocninami témét ,,zazracné® upravi,

napt. vyraz \/ 34242 - \/ 3-2J2.Zdea=3b=8, podle prvniho ze vzorcl je vysledek

roven 2. Takto lze upravovat i odmocniny z vysSich Cisel, napt. 1100 — 2+/2499 = 51 =7,
N3 +600 =5+ \/g, \/x+y+21/xy +\/x+y—21/xy =2\/;.

Poznamka 4.37. Nyni se budeme vénovat Gpravam vyrazu X = 3\/ Jatb- 3\/ Ja — b . Pokud

NVa -b° je racionalni ¢&islo, pak lze po umocnéni vyrazu X na tieti a Upravé psat
X’=2b-34a-b> X, coz je rovnice, ze které lze hodnota X vypoéitat. Napf. ve vyrazu
3\/\/; +2 - j'\/\/E ~2jea =35 b =2 Rovnice je potom tvaru X° =4— 3X, odkud je jeden kofen
X = 1 ihned patrny vcéetné toho, Ze dal$i redlna feSeni tato rovnice nema. Dodejme jeste, ze

obdobny rozbor lze provést i v piipade, kdy ve vyrazu X je mezi odmocninami znaménko
plus.

B) Algebraicka a transcendentni Cisla



Definice 4.38. Algebraické cCislo je takové realné Cislo, které je kofenem néjakého polynomu
s raciondlnimi koeficienty. Z mnoziny vSech polynomt, jejichz je dané algebraické cislo
kotfenem, vybereme polynom s nejniz§im stupném. Tento stupeil polynomu je také stupném
tohoto algebraického cisla.

Poznamka 4.39. Kazdé raciondlni cislo je algebraické. Algebraicka je vSak 1 fada
iracionalnich ¢isel. Napft. ¢islo V2 je algebraické, nebot’ je feSenim rovnice x°-2 = 0. Z
poznatkl algebry a geometrie plyne, Ze pomoci kruZzitka a pravitka (bez stupnice) lze sestrojit
prave a jen ty usecky, jejichz délky jsou algebraicka Cisla stupné mocniny dvou. Z toho plyne
nefesitelnost nékterych geometrickych uloh jako je kvadratura kruhu, trisekce uhlu ¢i
duplikace krychle (tfi klasické problémy antické matematiky).

Véta 4.40.
(1) Oznaéme A mnozinu vSech algebraickych cisel. Pak (4 ,+, -) je komutativni téleso.
(2) Koteny polynomu, jehoz koeficienty jsou algebraicka Cisla, jsou opét algebraicka ¢isla.

Definice 4.41. Transcendentni ¢islo je takové realné c&islo, které neni kofenem Zadné
algebraické rovnice s racionalnimi koeficienty.

Poznamka 4.42. Diikaz existence transcendentnich ¢isel piinesl v roce 1840 francouzsky
matematik Joseph Liouville. Je zfejmé, Ze transcendentni ¢isla musi byt iracionalni, jejich
iracionalita je vSak ,,jin¢ho typu* nez napf. u surdickych ¢isel, kterd jsou algebraicka. I kdyz
od roku 1840 byla zndma existence transcendentnich ¢isel, po fadu let se nedafilo dokéazat
transcendentnost dvou vyznamnych iracionalnich ¢isel 7 a e. AZ v roce 1873 dokazal Hermite
transcendentnost Cisla e a v roce 1882 Ferdinand von Lindemann transcendentnost ¢isla 7.

Poznamka 4.43. Lze dokédzat, Ze vjistétm smyslu vétSina iracionalnich cisel je
transcendentnich. Abychom si ud¢€lali alespont obecnou predstavu o transcendentnich ¢islech,
uvedeme vysledek, ktery dokazali v roce 1934 Gelfand a Schneider.

Véta 4.44. Necht o, [ jsou algebraicka redlna Cisla, necht’ f je iracionalni Cislo a necht
a#0, a #1.Potom viechna ¢&isla tvaru o ”jsou transcendentni.

Piiklad 4.45. Podle pfedchozi véty 4.14. mezi transcendentni Cisla patii napiiklad cisla

PACIPRCIN 17 ot I E A

5. Komplexni Cisla
Véta 5.1. Téleso realnych &isel 1ze vnofit do télesa, ve kterém ma rovnice x° + / = 0 feeni.

Poznamka 5.2. Dtukaz je konstruktivni. Konstrukci tohoto télesa popiSeme. Oznacme C
kartézsky sou¢in R xR ,tzn. C=R xR = {[a, b]; a € R, b € R}. Na mnozin¢ C definujme
operace scitani a nasobeni takto:

[a, b] +[c,d] =[a+c b+d],

[a, b] - [c, d] = [ac —bd, ad + bc].
Lze ukazat, ze (C ,+, ) je téleso. Neutrdlnim prvkem vzhledem operaci scitani je /0, 0],
neutrdlnim prvkem vzhledem operaci nasobeni je /1, 0]; opaénym prvkem k prvku /a, b/ je
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dvojice [—a, —b], pievracenym prvkem k prvku /a, b], kde a° + b° = 0, je usporadana

b 2} Plati /0, 1] -[0, 1] = [— 1, 0], 4. [0, 1] *+ [1, 0] = [0, 0] .

2

dvojicer —
La +b” a” +b

Necht nyni f° R — C je zobrazeni definované pro kazdé realné Cislo € R predpisem f(r) =

[, 0]. Pak fje vnofeni télesa (R ,+, -) do télesa (C,+, -).

Definice 5.3. T¢leso (C,+, -) se nazyva téleso komplexnich ¢isel.

Poznamka 5.4. Z predchozi definice plyne, Ze rovnice A+ X = B ma v oboru komplexnich

¢isel vzdy jednoznacné feseni X = B— A a také rovnice 4 -X = B ma za podminky 4 = [0, 0]
. B

v oboru komplexnich ¢isel vzdy jednoznacné feSeni X = o V oboru komplexnich ¢isel tedy

1ze neomezené odc¢itat 1 délit (kromé ,,déleni nulou*). Snadno 1ze odvodit ptislusné vztahy:
[a, b] —[c,d] =[a —c, b-d],

[a,b]_rac+bd be —ad |

ed) |2 va? 2vd” )

. [c, d] =0.

Poznamka 5.5. Ve smyslu pozndmky 5.2. lze ztotoznit kazdé redlné Cislo » s komplexnim
&islem [r, 0]. Zapis [0, 1] °+ [1, 0] = [0, 0] tedy skute¢n& znamena, e rovnice x° + I = 0
ma v mnozin€ vSech komplexnich ¢isel feseni. Timto feSenim je komplexni ¢islo /0, 1]. Toto
¢islo ale nemtize byt redlné; zavadime pro n¢j oznaceni i a nazyvame ho komplexni jednotka.
ProtoZe z definice obou operaci sCitdni a nasobeni Ize psat kazdé komplexni Cislo /a, b] ve
tvaru [a, b] = [a, 0]+ [0, b] = [a, 0] + [b, 0] [0, 1], 1ze pti uvedeném ztotoznéni a oznaceni
psat [a, b] = a + bi.

Definice 5.6. Zapis o = a + bi se nazyva algebraicky tvar komplexniho ¢isla a = [a, bJ.
Cislo a se nazyva realna &ast komplexniho &isla o , &islo b se nazyva imaginarni Gast
komplexniho ¢isla a. . Je-li @ = 0, fikame, Ze ¢islo o je ryze imaginarni. Redlnd cést
komplexniho ¢isla a se nekdy také oznaCuje Req, imaginarni ¢ast komplexniho Cisla « se
nékdy také oznacuje Ima.

Poznamka 5.7. Vzhledem k rovnosti i’ = —I plati pro mocniny &isla i nasledujici vztahy:
i"=ipron =1 (mod4),
i"=—1pron=2(mod4),
i"=—ipron =3 (mod4),
i"=1pron=0(mod4).
V algebraickém tvaru Ize potom zapsat vSechny Ctyti zakladni operace takto:
(a +bi) +(c+di)=(a+c)+ (b+d)i,

(a +bi) —(c +di)=(a—c)+ (b-d)i,
(a + bi) - (c +di) = (ac —bd) + (ad + bc)i,
a+bi ac+bd bc —ad

= +
: 2 2 2 2
c+di ¢ +d ¢ +d

Véta 5.8. V mnoziné vSech komplexnich ¢isel C neexistuje relace uspotradani.



Definice 5.9. Necht' & = a + bi je komplexni ¢islo. Pak komplexni ¢islo @ = a — bi se nazyva
komplexng sdruzené &islo k &islu o . Nezaporné realné &islo || = Va” +5° se nazyva

absolutni hodnota komplexniho ¢isla « .

Véta 5.10. Necht «, fjsou komplexni ¢isla, pak plati:
(D) o] =0 a=0;

@ |a|=lal;
3) Ja+pl < lof +]p
@) Ja-p| = |a| - |
S) la-pl 2 [a|-|s

(6) M _ ‘ﬁ
B

(7) |a|2=a-;;
@B a+p=a+p;
) a-p=a-p;

(10) Rea=§(a+(;), Im a:—é(a—;).

Poznamka 5.11. Vime uZ, Ze v oboru vSech komplexnich ¢isel 1ze provadét vSechny Ctyfi
zékladni operace sCitani, od¢itani, nasobeni a déleni (kromé déleni nulou). Nyni se budeme
zabyvat mocninami a odmocninami komplexnich ¢isel. K tomu ale musime zavést vhodné;jsi
vyjadieni komplexniho Cisla nez je algebraicky tvar. Znazornime-li kazdé komplexni cislo
a+ bi geometricky v tzv. Gaussové rovin€, bude jeho obraz lezet v bod¢ s kartézskymi
souradnicemi [a, b]. Z matematické analyzy je vSak zndmo jesté vyjadieni polohy bodu
pomoci polarnich soufadnic. V téchto soutfadnicich se kartézské priméty na osy x, y nahradi
vzdalenosti daného bodu od pocatku soustavy soutradnic a orientovanym uhlem, ktery svira
privodic spojujici dany bod s pocatkem soustavy soutadnic s poloptimkou vyjadiujici kladny
smér osy x. Napi. bod /7, 1] mé v polarnich soufadnicich vyjadieni V2 (cos 45°+ sin 459,
bod /- V3,1 ] mé v polarnich soutadnicich vyjadieni 2(cos 150°+ sin 1509, atd. Vyjadiime-
li timto zptisobem komplexni ¢islo, fekneme, ze jsme ho vyjadiili v goniometrickém tvaru.
Komplexni ¢islo a = a+ bi je tedy v goniometrickém tvaru o = r(cos ¢ + i sin @). V tomto
vyjadieni r = |a| a thel ¢ ur¢ime pomoci znalosti a, b a znalosti zavedeni goniometrickych

funkci pomoci jednotkové kruznice.

Véta 5.12. Necht’ a = r(cos ¢ + i sin @), f = s(cos v + i sin y), B #0 jsou komplexni Cisla.
Pak plati:
(1) @+ B=rs(cos (p+y) +isin (p+y),

) %=5(cos (p-w)+isin(p-y).
N



Poznamka 5.13. Pro libovolné komplexni ¢islo existuje jeho n-t4 mocnina. Je-li dané cCislo
vyjadifeno v algebraickém tvaru, lze uzit binomickou vétu, kde mocniny cisla i pievadime
podle poznamky 5.7. Je-li ve tvaru goniometrickém, uZijeme tzv. Moivreovu vétu. Tento
postup byva pocetné snazsi.

Véta 5.14. (Moivreova). Necht' « = r(cos ¢ + i sin ¢) je libovolné komplexni ¢islo, necht’
n € N. Pak plati:
d' =r"(cos np + i sin ng).

Poznamka 5.15. Nyni obratime pozornost k odmocnindm komplexnich ¢isel. Protoze
v oboru C neexistuje relace uspofaddni, nema smysl uvazovat o kladnych ¢i zapornych
komplexnich cislech, a proto pro kazdé n € N existuje n-t& odmocnina z komplexniho ¢&isla c.
Oznacime-li tuto odmocninu z , plati pro ni vztah z = o, tedy z" = a. Posledni rovnice je
vSak rovnici binomickou, jejiz feSeni je z algebry zndmé. Vime dokonce, ze tato rovnice ma n
feSeni, protoze téleso komplexnich Cisel je algebraicky uzaviené. Existuje tedy celkem n
odmocnin n-tého fadu z komplexniho cisla a.

Véta 5.16. Necht' je dana binomické rovnice 2 = a.. Cislo « vyjadiime v goniometrickém
tvaru jako a = r(cos ¢ + i sin @), pak feSeni dané rovnice je:

+ 2kr + 2km
Zy =4/:(COS ¢—+isin w—);k:a I, .., n—1
n n

Poznamka 5.17. Postupnym konstruovanim jednotlivych cCiselnych oborti od polookruhu
Cisel pfirozenych az ktélesu komplexnich c¢isel jsme dospéli ke struktufe, ktera je
z algebraického hlediska ,,nejbohatsi“. I kdyz v C neexistuje uspofadani, Ize provadét vSechny
Ctyfi zakladni operace (kromé dé€leni nulou) a pro kazdé komplexni Cislo existuje jeho
mocnina 1 odmocnina libovolného fadu. T¢€leso komplexnich Cisel je algebraicky uzaviené,
tedy kazdy polynom stupné n ma v C pravé n kotena (pocitame-li kazdy tolikrat, kolik je jeho
nasobnost). Proto jiz z praktického hlediska nema vétsi vyznam zkoumat dal$i moznosti
roz$iteni télesa komplexnich cisel. I kdyz existuje rozsifeni na té€leso kvaterniontl, neni ucelné
se na tomto misté touto problematikou zabyvat.

Dodatky
6. Cyklické grupy

Poznamka 6.1. V dal§im textu budeme nékdy (nebude-li moZno dojit k nedorozuméni)
algebraické struktury oznaCovat pouze symbolem jejich nosné mnoziny, tzn. napf. misto
oznaceni grupy (G, +) budeme psat pouze G.

Poznamka 6.2. Necht’ G je grupa. Ze zékladniho kurzu algebry vime, Ze prinik libovolného
poctu podgrup grupy G je rovnéz podgrupa grupy G .

Véta 6.3. Necht’ G je grupa, necht’ M je libovolnd podmnoZina mnoZiny G. Symbolem <M >
oznaéme prinik viech podgrup v G, které obsahuji mnozinu M. Pak (M) je nejmensi

podgrupa v G (z hlediska jeji mohutnosti), obsahujici mnozinu M.



Definice 6.4. Podgrupa <M > se nazyva podgrupa generovana mnozinou M. Je-li M = {a}, pak

budeme psat <a> a hovofit o podgrup€ generované prvkem a .

Priklad 6.5. G = {1, 2, 3}, S(G) = {e, a, b, ¢, d, f} je grupa vSech permutaci mnoziny G, kde:
(1 2 3} [1 2 3} (1 2 3}
e = , a4 = s b= s
7 2 3 1 3 2 2 1 3
[1 2 3] [1 2 3} (1 2 3}
c= ,d = , f = :
2 3 1 3 1 2 3 2 1

Sestavime operacni tabulku grupy (S(G), o), kde o je operace skladani permutaci:

o | e a b c d

f
a b ¢ d

e d [ b

~N AL O Q9

AN ST A 0 L0 8 Ne
o
\.\
Q
Q

Grupa (S(G), - ) ma tyto podgrupy:
H;={e}, Hy={e a}, H; = {e, b}, Hy={e, [}, Hs = {e, ¢, d}, Hs = S(G).
Pak plati:

(e) = H, (a) = Hy (b) = H, (e) =(d) = H, (£) = Hy (fa.5}) = H

Véta 6.6. Necht' G je grupa, necht’ a € G. Potom <a> ={d'keZ).

Definice 6.7. Grupa G, ktera je generovana jednim prvkem, tj. G = <a>, se nazyva cyklicka

grupa. Prvek a se nazyva zakladni prvek cyklické grupy.

Piiklad 6.8.

a) Grupa G = {1, — 1, i, — i} ¢tvrtych odmocnin z jedné je cyklicka, zdkladnimi prvky jsou
bud’ i nebo —i.

b) Grupa (Z, +) je cyklicka, zakladnimi prvky jsou bud’ / nebo — /.

c¢) Grupa (Z,, +) je cyklicka, zakladni prvek je C;.

Definice 6.9. Necht’ G je konecna grupa. Pak pocet prvkil této grupy se nazyva fad grupy G .

Véta 6.10. (Lagrange) V libovolné konecné grupé G je tad této grupy G délitelny fadem
kazdé jeji podgrupy.



Véta 6.11. Necht G = (a) je konetna cyklicka grupa tadu n (tzn. G = fe = d’, d', &, ..., a"”

1)), Pak prvek a" je zakladnim prvkem grupy G < NSD(k, n) = 1.

Priklad 6.12. Grupa (Zs,+) je cyklicka grupa fadu 6, zakladnimi prvky jsou C; nebo Cs.

7. Faktorové struktury

Definice 7.1. Necht’ (G, -) je grupoid. Necht' X, ¥ < G. Pak soufinem mnozin X, Y rozumime
mnozinu XY ={z,z=x-y,x € X y € Y}. Je-li jedna z mnozin X, Y jednoprvkova, napf.
X = {x}, pak misto zapisu {x} - ¥ budeme psat pouze x - ¥ nebo strucn¢ xY.

Definice 7.2. Necht’ (G, -) je grupoid, necht’ 2 je rozklad na mnozin¢ G. Pak (2 nazveme
vytvortujici rozklad na grupoidu G, jestlize pro kazdé dvé tiidy X, ¥ € 2 existuje tfida Ze Q2
s vlastnosti X - ¥ < Z. PoloZzime-li X - Y = Z, pak (€2, -) je grupoid, ktery nazyvame
faktoroid grupoidu G (nebo kratce faktorgrupoid).

Priklad 7.3. a) Necht (G, :) je libovolny grupoid. Pak nejhrubsi rozklad 2, = {G} i
nejjemnéjsi rozklad Q2 = {{g!; ¢ € G} jsou vytvotujici.

b) Necht' m je pevné ptirozené Cislo vétsi nez dveé. Necht Z,, = {Cy, ..., C,;} je rozklad
mnoziny Z na zbytkové tiidy. Pak tento rozklad je vytvoiujici a (Z, ,+) je faktorgrupoid
grupoidu (Z,+).

Definice 7.4. Necht' (G, -) je grupoid, necht = je relace ekvivalence na G. Pak = je relace
kongruence na grupoidu (G, ), jestlize plati
a=sb=a-c=b-c, c-a=c-bprolibovolnéa, b,c € G.

Véta 7.5. Necht’ (G, -) je grupoid, necht’ = je relace ekvivalence na G. Pak jsou nasledujici
vyroky ekvivalentni:

(1) Relace = je kongruence na (G, -);
2)a=b,c=d= a-c=b-d prolibovolnéa, b,c,d € G.

Véta 7.6. Necht’ (G, -) je grupoid, necht’ =je relace ekvivalence na G ,necht’ (2 je rozklad na
G ptislusny ekvivalenci =. Pak relace = je kongruence na grupoidu (G, -), pravé kdyz Q2 je
vytvofujicim rozkladem.

Véta 7.7. Necht’ (G, -) je grupa, necht (H, -) je podgrupa grupy G. Pak {a - H; a € G}, resp.
{H-a; a € G} jsourozklady na G.

Definice 7.8. Necht’ H je podgrupa grupy G. Pak rozklad {a - H; a € G}, resp. {H - a, a € G}
se nazyva levy, resp. pravy rozklad grupy G podle podgrupy /. Oznaceni: G/ H, G/, H. Tiida
a + H, resp. H - a tohoto rozkladu se nazyva leva, resp. prava tfida prvku a vzhledem
k podgrup¢ H.

Poznamka 7.9. Z piredchoziho plynou nasledujici disledky:
1. aca-HaeH-a(ebot a=a-e=e-a e e€H),



2. HeG/H HeG/,H (nebot H=e-H=H - e),

3. xea-H <& x- H=a- H (tedy kazda leva tfida je urcena libovolnym svym prvkem;
podobné¢ pro pravé tridy),

4. H-H=H.

Véta 7.10. Necht’ (G, +) je grupa, necht’ (H, ) je podgrupa grupy G, necht' @, b € G. Pak plati:
(1) a, b patii do jedné t¥idy G/H < a '+ b € H,
(2) a, b patii do jedné tiidy G/, H < b-a '€ H.

Véta 7.11. Necht' (G, -) je grupa, necht (H, -) je podgrupa grupy G, necht a, b € G jsou
libovolné prvky. Pak existuji nasledujici bijektivni zobrazeni /. a-H — H-a, g: a-H — b-H,
h: G4/H— G/, H.

Poznamka 7.12. Ttidy rozkladu jsou stejné¢ pocetné vzhledem k dané grupé. VSechny tiidy
rozkladu (pravé 1 levé) jsou stejné pocetné vzhledem k libovolnému prvku. Pocet tfid v levém
1 pravém rozkladu vzhledem ke stejné podgrupé¢ je stejny.

Definice 7.13. Podgrupa H grupy G se nazyva invariantni podgrupa (né€kdy téz normalni
delitel), jestlize pro kazdy prvek a € G plati a-H = H-a.

Véta 7.14. Necht' (G, -) je grupa, necht (H, -) je podgrupa grupy G. pak jsou nasledujici
vyroky ekvivalentni:

(1) H je normalni délitel,

(2)h eH, g eGlibovolnd = g ' h-geH,

(3) g eGlibovoln¢ = g '-H-g=H,

4) G/H=G/,H,

(5) G/ H, G/, H jsou vytvotujici rozklady na grupé G.

Poznamka 7.15. Je-li H je normalni délitel v grupé G, pak G/ H = G/, H. Proto se v tomto
pfipadé¢ uziva pouze oznaceni G/ H . Rozklad G/ H je vytvotujicim rozkladem na G.
Poznamenejme jesté, Zze v komutativni grupé je kazda podgrupa invariantni.

Poznamka 7.16. Z teorie cyklickych grup vime, ze fadem konecné grupy je pocet prvka této
grupy. Déle je dokazovana Lagrangeova véta, podle které v kone¢né grupé je jeji fad délitelny
radem kazdé jeji podgrupy. Odtud mj. plyne, Ze konecné grupa, jejiz pocet prvki je prvocislo,
ma pouze dvé podgrupy: trividlni a sebe samu. Pro kazdou (kone¢nou) podgrupu H konecné
grupy G dale plati, Ze pocet prvkll ve vSech tfidach rozkladi G/ H, G/, H je stejny a je roven
poctu prvki podgrupy H, a Ze pocet tiid rozkladli G/ H, G/, H je rovnéZ stejny.

Definice 7.17. Necht' H je podgrupa kone¢né grupy G. Pak systémy G/ H, G/, H maji stejny
pocet tfid, ktery se nazyva index podgrupy H v grupé G.

Véta 7.18. Necht' H je podgrupa konecné grupy G. Pak tad grupy G je soucinem fadu
podgrupy H a indexu podgrupy H v grupé G. (Disledkem je Lagrangeova véta.)

Véta 7.19. Necht' (H, -) je invariantni podgrupa grupy (G, -). Pak faktorgrupoid (G/H ,- ) je
grupa. Jednotkovym prvkem této grupy je tfida H a pro libovolné x, y € G plati:



(x-H)o (y-H=(x-y)H, (x-H) '=x"'-H.

Definice 7.20. Necht’ (H, -) je invariantni podgrupa grupy (G, -). Pak faktorgrupoid (G/H ,- )
se nazyva faktorgrupa grupy G podle normalni podgrupy H.

Véta 7.21. VSechny vytvotujici rozklady na grupé€ jsou praveé rozklady grupy vytvoiené jejimi
invariantnimi podgrupami, tedy jediné faktorgrupoidy grupy jsou jeji faktorgrupy.

Priklad 7.22. V piikladu 6.1. byla uvedena grupa (S(G), - ) permutaci tiiprvkové mnoziny a
vSechny jeji podgrupy. Uvazujme dvé z nich, a to nejprve podgrupu H = {e, a} a potom
podgrupu K = {e, ¢, d}. Plati:

a) S(G)1H={{e a}, {b ¢} {d f}}. S(G),H={{e a}, {b d}, {c f}}, 4. 5(G)1H # S(G)/,H.
Podgrupa H neni invariantni. Rad podgrupy H je 2, jeji index je 3.

b) S(G)iK = {{le c d}, {a b, f}}, S(G),K = {{e c d}, {a b, f}} tedy S(G)/ K=S8(G)/, K.
Podgrupa K je tedy invariantni a plati S(G)/K = {{e, ¢, d}, {a, b, f}}. Rad podgrupy K je 3,
jeji index je 2. Ozna¢me nyni tiidy rozkladu S(G)/K, napt. E = {e, ¢, d}, A = {a, b, f}, pak
faktorgrupa (S(G)/K , - ) grupy (S(G), - ) je ur€ena operacni tabulkou

o |E A4

E|E 4

A|lA E

Definice 7.23. Necht' (R ,+, +) je okruh. Neprazdnd mnozina / < R se nazyva ideal okruhu R,
jestlize plati:

Dijel=i-jel,

QielreR=i-relr-iel

Poznamka 7.24. Plati, ze (1,+, -) je podokruh okruhu (R ,+, -) a (I,+) je invariantni podgrupa
grupy (R ,+). Rozklad (R ,+)/(I ,+) budeme znacit pouze R/I. Poznamenejme dale, Ze kazdy
okruh obsahuje dva zakladni idealy, a to nulovy ideal {0z} a nevlastni ideal R.

Véta 7.25. Necht’ R je okruh, / jeho ideal. Pak rozklad R/ je vytvorujici rozklad na grupoidu
(R, ).

Véta 7.26. Necht R je okruh, [ jeho ideédl. Pak (R/ 1 ,+, ) je okruh, jehoz operace jsou
definovany nasledujicim zptisobem: Necht’ a, b jsou libovolné prvky mnoZiny R. Pak plati

(@+D+B+D=(@+b)+1  (@+D-(b+D=(a-b)+1.

Definice 7.27. Necht’ R je okruh, / jeho idedl. Pak okruh (R/I,+, -) se nazyva faktorokruh
okruhu R podle idealu /.

Véta 7.28. Necht' (R ,+, -) je okruh a £ vytvotujici rozklad na grupoidech (R ,+) 1 (R ,-),
tentyZ na obou téchto grupoidech. Necht' I € 2 je ta tfida, ktera obsahuje 0y . Pak 7 je ideal
okruhu R a plati R/1 = Q.

Definice 7.29. Necht' R je okruh, 7 jeho ideal. Rekneme, Ze prvky a, b € R jsou kongruentni
podle idedlu 7, jestlize platia —be I. PiSeme a =b ().



Véta 7.30. Necht’ R je okruh, 7 jeho libovolny ideal. Kongruence podle idealu / je kongruence
na grupoidech (R ,+) i (R ,-), rozklad ptislusny této kongruenci je R/1 .

Véta 7.31. Necht (R ,+, -) je okruh. Pak vSechny kongruence na grupoidech (R ,+) i (R ,+)
jsou kongruencemi podle n¢kterého idedlu okruhu R. Kazdy faktorokruh okruhu R je tedy
faktorokruhem podle n¢kterého idedlu. okruhu R.

8. Svazy a Booleovy algebry

Definice 8.1. Svazem nazyvame algebraickou strukturu S = (S, A, v) se dvéma bindrnimi
operacemi prusek ( A) a spojeni (v), které spliuji pro kazdé tii prvky a, b, ce S nésledujici
podminky:

(1) anbA c)=(an b AN c av (bvc)=(av b)v c,
2y anb=bn a,avb=bv a,

3) ana=a, ava=a,

4 an(av b)=a, av(ian b)=a.

Poznamka 8.2. Svaz Ize také definovat jako uspofddanou mnozinu (S, <), v niz pro kazdé
dva prvky a, b existuje jejich infimum ( ozn. A) a supremum (ozn. V).

Definice 8.3. Svaz (S, A, Vv) se nazyva:

(1) distributivni, jestlize pro kazdé a, b, ce Splati a A (bv ¢)=(a A b)v(a N ¢,

(2) modularni, jestlize pro kazdé a, b, ce S splijicia < cplatiav (b A ¢)=(av b) A ¢,

(3) komplementarni, jestlize ma nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek / a ke kazdému prvku a e
S existuje jeho komplement, tj. prvek be S s vlastnostiavb=1,a A b =0,

(4) booleovsky, je-li distributivni a komplementarni (pak jsou komplementy urCeny
jednoznacng),

(5) uplny, jestlize pro kazdou podmnozinu mnoZziny S (i nekone¢nou) existuje jeji supremum
a infimum.

Definice 8.4. Svaz, ktery je Uplny, distributivni a komplementarni (doplikovy), se nazyva
Booleova algebra.

Poznamka 8.5. Booleovu algebru je moZzno definovat piimo, bez vyuziti svazové
interpretace. To je obsahem nésledujici definice.

Definice 8.6. Necht' B je neprdzdnd mnoZzina, na niz jsou definovany dvé binarni operace +, -
a jedna unarni operace = (doplngk), spltiujici pro kazdé x, y, z € B nasledujici axiomy (symbol
pro ndsobeni - budeme bez jmy na srozumitelnosti ¢asto vynechavat):

(1) xty=y+nx, Xy=yx

2) xt@tz=@x+tytz x(yz)=(xy)z

B)  x@tz=(xy t(xz), xt@z)=kx+ty- (x+tz)
4) x+0=x, x-1=x

(5) x+x =1, x-x =0.

Pak algebraicka struktura (B, +, - ) se nazyva Booleova algebra.



Poznamka 8.7. V interpretaci Booleovy algebry pomoci svazii je operace séitani (ozn.+)
jinym oznacenim operace spojeni (ozn. V) a operace nasobeni (ozn. -) jinym oznacenim
operace prisek (ozn. A). Pro ,,pocitani* v Booleové algebie plati krom¢ axiomil z definice
fada zajimavych pravidel. Nekteré z nich jsou obsahem nésledujici véty:

Véta 8.8. Necht’ (B, +, - ) je Booleova algebra, necht’ x, y € B. Pak plati:

(1 x) =x,

) =0, 0 =1,

3) x+tx=x, X-Xx=x,

4) x+1=1, x-0=0,

(5) (x+y) =x-y, () =x +y,

6 x+(y=x, x- by =x

(7 x+@-p=x+y, X-(x+y) =x-y,

(8) x+ty=0&x=0ay=20, x-y=lex=1ay=1,
9) x=y <xy +xy=0,

(10) x=y & x+y)-(x+y =1.

Poznamka 8.9. V Booleové algebie plati princip duality: Necht ¢ je platnd formule
Booleovy algebry. Jestlize v této formuli nahradime operaci sCitdni nidsobenim a naopak,
operaci nasobeni s¢itanim, a dale zaménime prvky 0, I, dostaneme opét platnou formuli
Booleovy algebry. Jako ilustrace miize slouzit predchozi definice a véta.

Poznamka 8.10. Existuji dva nejvyznamnéjsi modely Booleovy algebry, a to mnozinova

algebra a algebra pravdivostnich hodnot vyrokd.

a) Mnozinova algebra. Necht' M je neprazdnd mnozina. Nosi¢em B Booleovy algebry bude
systém 2" viech podmnozin mnozZiny M, roli operace s¢itani bude hrat operace sjednocenti
mnozin a roli operace nasobeni bude hrat operace prinik mnozin. Jako doplnék prvku
Booleovy algebry bude vystupovat doplnék mnoziny v mnozZiné¢ M. Prvkem 0 bude
prazdnd mnozina, prvkem / zakladni mnozina M.

b) Algebra pravdivostnich hodnot vyrokti. B = {0, 1}, jako operace sCitdni bude figurovat
disjunkce vyroki, jako ndsobeni bude figurovat konjunkce vyrokd. Roli doplitku bude
hrat negace vyroku, prvkem 0 bude nepravdivy vyrok, prvkem / pravdivy vyrok.

V tomto smyslu Ize konstatovat, ze mnozinova algebra i algebra pravdivostnich hodnot

vyrokl maji tentyZ matematicky zaklad.

Priklad 8.11. Zjednoduste zapis mnoziny:

] (ANENC)U[(DNA) UB] " U(EN C NA) U[(BuUD) NAJ .

Reseni: Zadany zapis mnoziny piepiSeme do Booleovy algebry. Dostaneme booleovsky
vyraz, ktery upravime:

aec + [(da) "+ b] "+eca+ [(b+d) a] =ae(c+c)+dab+bda=ae+ab(d+d)=
ae +ab =a(e +b).

Po zpétném prepisu do symboliky mnozinové algebry dostaneme hledané zjednoduseni:
AN((E UB).






