DELITELNOST CELYCH CISEL

Def. 1 Rikame, Ze celé &islo b déli celé &islo a (nebo b je délitelem a nebo a je délitelné b
nebo a je nidsobkem b), pravé kdyz existuje celé ¢islo x, pro které plati a = b X.
Symbolicky: bla < (Ix e C)(a=b.x)

Jestlize k éisl&r{u a,beC neexistuje x € C takové, Ze a=b.x, fikdme, Ze bnedélia. bia
(

Plati-li, Ze a=b . x, pak Cisla b a x jsou délitelé &isla a a nazyvaji se sdruZeni délitelé

¢isla a.

Pozn.

1. Kazdécelécislo a = 0,1, -1 md alesponi 4 celoéiselné délitele, a to Cisla'l, a, -1, -a.
Tyto délitele nazyvame samoziejmymi déliteli isla a. (Ostatni délitele, pokud existuj,
nazyvame nesamoziejmymi.)

2. Cisla 1 a—1 maji pravé dva délitele v mnoZing C, ato 1, -1.

Cislo 0 ma nekoneéné mnoho déliteld, a to kazdé celé &slo.

4. Cislo 0 neni délitelem #4dného nenulového &isla a, protoZe neexistuje Zadné celé ¢islo x
tak, aby platilo 0.x=a.

5. Cislo 0 je délitelem sebe sama (0[0), nebot’ pro libovolné celé &islo x plati 0. x = 0.

(O]

Cviceni:
1. Dopliite:
Cislo 10 ma 12 déliteld, jsou to &isla:
Dvojice sdruZenych déliteli &isla 10:
Samoziejmi délitelé &isla 10:
Prirozeni délitelé ¢isla 10 (to jsou délitele &isla 10 patfici do mnoZiny piirozenych &isel):

2. Zjistéte, jaké vlastnosti ma binarni relace ,,délitelnost celych ¢isel®, a tvrzenf dokazte.

Véta 1.

Pro libovolna celé ¢isla a, b, ¢ plati

a) (bla A blec) = (blatc A bla-c)
b) bla = (-b)a

¢) bla = bl(-a)

Diikaz:

 Pozn. Na zakladé ¢asti b) a ¢) uvedené véty muZzeme déle pracovat jen v mnoZiné ptirozenych
- Lisel, (Uréime-li piirozené délitele pfirozeného ¢isla a, umime snadno urcit viechny délitele
¢islaa idisla -a.).




Znaky délitelnosti

jsou véty, které umoZziiuji rozhodnout o délitelnosti ¢isla jinym cislem bez provedem déleni,

jen ze zapisu Cisla

Ve viech dalsich ivahach mame na mysli piirozena ¢isla zapsana v desitkové soustavé.

1. Pfirozené ¢islo a je délitelné dv&€ma (péti, deseti) pravé tehdy, kdyZ je dvéma (péti, deseti)
delitelné ¢islo, zapsané jeho cifrou nultébo fadu.

2. Pfirozené Cislo a je délitelné ctyfmi, praveé kdy?Z je Styfmi délitelné &islo zapsane jeho
poslednim dvojcislim.

3. Pfirozené Cislo a je délitelné osmi, pravé kdyZ je osmi délitelné &islo zapsané jeho
poslednim troj¢islim.

4. Pfirozené Cislo a je délitelné tfemi (deviti), pravé kdy? je tfemi (deviti) délitelny jeho
ciferny soucet. (Ciferny soucet je soucet viech &isel zapsanych jednotlivymi &slicemi
v zéapisu Cisla a)

5. Pfirozené &islo a je délitelné jedendcti, pravé kdy? je jedendcti dehtelny soucet ¢isel
zapsanych jednotlivymi ciframi sudého fadu zmenSeny o soudet &isel zapsanych
jednotlivymi ciframi lichého fadu v zéapisu ¢isla a.

Tyto znaky délitelnosti plynou z obecnéjsich vét:

L Délime-li pfirozené €islo a dvéma (péti, deseti) dostaneme stejny zbytek, jako kdyz
délime dvéma (péti, deseti) ¢islo zapsané cifrou nultého fadu v zépisu &sla a.
I1. Délime-li pfirozené Cislo a (aspoii trojciferné) &tyfmi, dostaneme stejny zbytek, jako

kdyz délime ¢tyfmi ¢islo zapsané jeho poslednim dvojéislim.

III.  Deélime-li pfirozené &islo a (aspofi &tyfeiferné) osmi, dostaneme stejny zbytek, jako
kdyZ délime osmi &islo zapsané jeho posiednim dvojéislim.

IV.  Délime-li pfirozené &islo a tfemi (deviti), dostaneme stejny zbytek, jako kdyZ délime
tiemi (deviti) jeho cifemy soucet.

V. Délime-li pfirozené Cislo a jedenacti, dostaneme stejny zbytek, jako kdyZ délime
jedendcti soucet Cisel zapsanych ciframi sudého fadu zmenSeny o soucet &isel
zapsanych ciframi lichych rada.

Dukazy vét 1. — V. provedeme s vyuZitim nasledujici véty.
Véta 2. ~
Je-li celé ¢islo a souctem dvou celych &isel, z nichZ jedno je nasobkem celého &isla b, pak

druhé dava pti déleni ¢islem b stejny zbytek jako &islo a.

(Dtikaz viz ucebnices. 185)




Def. 2 Ptirozené ¢islo p>1 nazyvame prvocislem, pravé kdyZ ma pravé dva piirozené délitele.
Pfirozené ¢&islo a>1, které neni prvoéislem (tj. ma vice neZ dva pfirozené délitele), nazyvame
sloZenym ¢islem.

O tom, zda dané &islo je prvoéislo nebo sloZené ¢islo, mizeme rozhodnout pomoci tzv.
Eratosthenova sita nebo podle véty 3.

Véta 3. JestliZe pfirozené &islo @ neni délitelné Zidnym prvodislem mensim nebo rovnym
Ja , pak a je prvodislo.

Pt. Zijistéte, zda 173 je prvoéislo nebo slozené islo.
{173 14, proto budeme zjistovat, zda &islo 173 je délitelné nékterym z prvogisei 2, 3,5, 7, 11, 13. Cislo 173
peni délitelné Zadnym z t&chto prvodisel, proto je prvodislem. -

-----

Véta 4. Kazdé slozené &islo a lze vyjadtit pravé jednim zplisobem ve tvaru soucinu
koneéného podtu prvocisel . ‘ :

— &1 oz e
a=p;/-P - -P,
kde pi, P2, .-, Px_jsouprvocisla, ey, €, ..., € jsou nenulova pfirozena Cisla.

Tento zapis se nazyva prvocliselny rozklad piirozeného ¢islaa a pi, p, ....., Pk jsou tzv.
prvodinitele rozkiadu.

Pt. 600=2%.3! 5

Def. 3 Spoledny délitel pfirozenych &isel a, b je kaZdé piirozené Cislo d, pro kiere plati d a
a d b

Def. 4 Nejvétsi spoleény délitel pfirozenych &isel a, b je ten ze spoleénych déliteld, ktery je
_délitelny vSemi spolecnymi déliteli. Oznacujeme D(a,b).

Pozn. V mnoZiné pfirozenych &isel Ize t€2 fici, Ze nejvetsi spolecny délitel je nejvetsi
(maximalni) &islo ze spoleénych déliteli.

Def. 5 Pfirozena &isla a, b se nazyvaji nesoudélna, pravé kdyz je jejich nejvétsi spolecny
délitel roven 1. D(a,b) =1

Def. 6 Ptirozena &isla a, b se nazyvaji soudélna, pravé kdy?Z je jejich nejvétsi spoleény délitel
vétSineZ1. D(ab)>1.

Def.7 Spoleény nasobek piirozenych &isel a, b je kaZdé pfirozené &islo m, které je délitelné
obéma &isly a,b,tj. a ma b m.

Def. 8 Nejmensi spoleény ndsobek pfirozenych &isel a, b je ten ze spolecnych nasobkd,
ktery je délitelem viech spoleénych nasobki Cisel a, b. Oznacujeme n(a,b).

Pozn. V mnoZiné ptirozenych &isel lze €2 Hci, Ze n(a,b) je nejmensi ¢islo z kladnych
spoleénych nasobku isel a,b.

Pozn. Definice 3 — 8 lze rozsifit na libovolny koneény pocet pfirozenych ¢isel ay, ..., an.




Uréovani D(a,b) a n(a,b)

1) pomoci Euklidova algoritmu
2) zrozkladi &isel na soudin prvo€initel

ad 1) Euklidity algoritmus vychdzi z véty 7.1 (u. na str. 189).

Podle této véty plati: JestliZe ptirozené ¢islo a dava pii déleni nenulovym piirozenym &islem
b zbytek z, tj. a=b.q+z a z<b, pak nejvetsi spolecny délitel éisel a, b je roven
nejvétsimu spolenému déliteli ¢isel b, z, tj. D(a,b) = D(b,z).

Tim pfevadime problém uréeni D(a,b) na ur€eni D(b,z). Cisla b a z jsou mensi nez c1sla a,b.

Pi. Zjistéte D(268, 80)

268 : 80=3 neboli 268 =80 .3 +28
28 ‘
80:28=2 80=28.2+24
24
28:24=1 28=24.1+ 4
4
24:4=6 24=6.4
0

Nejveétsi spolecny délitel Cisel 26§ a 80 je &islo 4, tj. posledni nenulovy zbytek pii postupném déleni.

Nejmensi spoleény nisobek &isel a, b pak Ize vypocitat podle véty 8.2 v ucebnici na str. 191.
Véta 4: Pro kazda dvé pfirozend ¢isla a, bplati :  n(a,b).D(a,b)=a.b

ad 2) Urdeni nejvétiiho spoleéného délitele a nejmensiho spoleéného nasobku z rozkladu
danych ¢isel na soucin prvociniteli.

Nejvétsi spolecny délitel danych piirozenych &isel je soucinem vSech prvociniteld,
kteti se soucasné vyskytuji v prvoéiselnych rozkladech viech danych &isel, a to s nejmensim
s vyskytujicich se exponenttl.

Nejmensi spoleny nasobek danych &isel je souéinem viech riznych prvociniteld,
ktefi se vyskytuji v rozkladech danych ¢isel, a to v nejvétsi mocnin€.

Pi. Zjistéte D(108, 90) a n(108 90).
108 = 2% 3° 90=2.3".5
D(108,90)=2.3%= 18
n(108,90) = 2%.3°. 5 =540

Uréeni poétu vsech prlrozenych délitelt daného prirozeného ¢isla:
Véta 5: Je-li a=p” e ¥ prvociselny rozklad prirozeného &isla a > 1, pak pocet
viech pfirozenych dehtelu élsla a(ozn, $(a)) je urcen takto:
3 (a) = (el + 1).(62 + 1). .(ek + 1)

Vsechny piirozené délitele ¢isla a urCime jako viechny mozZné soudiny prvociniteld, pii¢emZ
kazdy prvoc1mtel probiha Vsechny mocniny od 0. po tu, ve které se vyskytuji v rozkladu.
PE 130 3t 3

2°.5% 1 3 9 90=2.3%5
2°.5'1 5 15 45 |
2.5 2 6 18 3(90) = (1+1) . (2+1) . (2+1) =12

2t 5110 30 90




Kongruence, rozklad na zbytkové tridy.

Véta: Necht a, b jsou cela isla takova, Ze b = 0. Potom existuji celd &isla g,  splitujici vztah:
a=bg+r 0<r< vy , pfi¢emz toto vyjadieni je jednoznalné.

Pozndamka: Je nutno si uv€domit, Ze zbytek r pfi déleni je vZdy nezapomy, a to i pfi déleni
zapornym Cislem. Napf. a=-26,b = 8, q = -4, r = 6, protoze -26 =8 . (-4) + 6.

Pozndmka: Cela Cisla a, b jsou nesoud€lna, je-li jejich nejvetsi spoleény délitel roven jedné.
V opaéném piipad€é se nazyvaji soud€lnd. Nejvétsi spoleény délitel &isel ¢, & budeme
oznacovat NSD(a, b), nejmensi kladny spoleény ndsobek NSN(a, b). '

Eulerova funkce ¢(n) vyjadfuje pocet pfirozenych Cisel menSich nebo rovnych &islu

k

nesoudélnych s n. Necht n = pt. .. p°t, pak plati o@m) = n .H(l———l—). Je-li
j=1 b

n prvocislo, pak om) =n — 1.

Kongruence: a,beZ meN,m>2.Plati a=b < ml(a- b). Cteme: Cislo a je
kongruentni s Cislem b podle modulu m. Dvé ¢isla kongruentni podle néjakého modulu m
d4vaji pti d&leni timto modulem m ty zbytek. Relace kongruence je ekvivalence na mnoZing
vSech celych €isel (je reflexivni, symetricka a tranzitivni).

Vlastnosti kongruenci:

1) pprvodislo  a=b(mod p") = a=5 (mod p)

Plati-1i kongruence podle modulu, ktery je mocninou prvocisla, plati i podle modulu rovného
tomuto prvocislu.

2QYa=b(modm),i=12..,k = a=b(mod NSN(m,,...,m,))

Plati-li kongruence podle nékolika moduld, plati i podle modulu rovného nejmensimu
spole¢nému nasobku téchto modulti.

k k k k
3)a=b modm),i=1..k=> Y a =D b (modm), [[a =]]b (modm).
i=1 i=1

i=1 i=]
Kongruence podle téhoZ modulu lze séitat 1 nasobit.
Necht v dal§im plati @ =& (mod m):
4ya+x=b+x(modm), ay=by(mod m)
K obéma stranam kongruence lze pfidist stejné celé Cislo a obé strany kongruence l1ze
vynasobit tymZ celym cislem. Obecné ale nelze obé strany kongruence délit tymz celym

¢islem, napf. 24 = 40 (mod 8), ale po vydéleni ¢étyimi 6 # 10 (mod 8).




SYmlk=a+z=b (mod m)

Cele cislo, které je ndsobkem modulu, 1ze pficist pouze k jedné strané kongruence.
6) a" = b" (mod m)

Obé strany kongruence Ize umocnit na libovolny pfirozeny exponent.”

7)dla ndlo ANSD@m) =1 = ;‘;«s % (mod m)

Obé strany kongruence lze vydélit celym &islem nesoudélnym s modulem.
8) ac = be (mod mc)

Obé strany kongruence i modul ize vynasobit tymZ celym kladnym &slem.

Nelanelbrele= ﬁs—b—(modﬂ)
e e e

Obé strany kongruence i modul Ize vydélit tym¥ celym kladnym &islem riznym od nuly.
10) a =b (mod m) A dlm = a = b (mod d)
Plati-li kongruence podle modulu m, plati i podle modulu rovného libovolnému kladnému

déliteli ¢isla m, vétéimu neZ jedna.

Eulerova véta: me N, m>1,a € Z, D(a,m) = 1, pak a®*™ = 1 (mod m).
Je-li specieln€ p prvodislo, které neni délitelem &isla a, pak plati o™’ = 1 (mod p) (tzv. mald
Fermatova véta).

Definice. - —
Necht rm je pevné pfirozend éfslo. Oznadme:

= {2z € Z | z dév4 po déleni &islem m sbytek i}, proi=0,1,... ,m—1

Pak mno#ina C; se nazyva zbytkova tiida podle modulu m. Symboletn Zy, se oznagi
mnoZina viech zbytkovych tfid podle modulu m, tzn. Z,, = {Go,C1s...,Crm—1} -

Poznamka.
Nékdy bude technicky vyhodneﬁl pfeformulovat deﬁmu zbytkove tfidy C; do ekviva- -
lentnfho tvaru:

= {2z €Z | z=i(modm)}, proi=0,1,...,m-1.

Ekvivalentnost vyjadieni ~ okamnZité plyne z véty ., uvédomime-li si zfejmy
faks, Ze Cislo 7, kde 0 < i < m—1, dévé po déleni &islem m zbytek 1.

7 véty o délewi se zbytkem celych &fsel plyne, %e zbytkovych t¥id podle modulu m
mus{ byt opravdu pravé m (uebof zbytek po déleni kaZdého celého &isla &islern m musi
podle této vity nabyvat prévé jedné z hodnot 0,1,...,m—1). Dale, kazds zbytkova
tFida podle modulu m obsabuje zfejmé nekonetns 1mmho celych &isel, lificich se o ndjaky
celoCiselny ndsobek modulu m. Pokusime-li se schematicky zapsat jednotlivé zbytkové
tfidy podle modulu m, dostaneme

Co = {..., -2m , -m , o, -m, 2m, ..}
Ci = {..., =2m+1, -m+1, 1 , m+1, 2m+1, ..o }

Co = {..., ——2m+2,_ ——m—!—Z, 2, m+2, 2m+2, .}

Coer ={..., —m—1, -1 ,m-1, 2m-1, 3m-1, ...}




/ VELR
" Nechi m je peuné piirozend éislo. Pak mnozing Ly viech zbytkovgch titd podle modulu
m tvoii rozklad na mnoZiné Z viech celgeh cisel:

Diikaz.
Uvasme muoZinu zbytkovych tiid Zin, = {Cv,C1y- -, Crm- —1}s
duké.zeme 7e Zm je rwkla.d na Z.

1. kazda ze zbytkovych tfid Cy je ziejms neprazduou podmno#inou v Z .

2. necht C;,C; € Z a C;NGC; # (). Potomn existuje Eislo = € C; N C;, co¥ znamend,
je © dava po déleni dfslem m zbytek 1 a soutasnd také zbytek j . Alt, 7 vty o déleni
celych &fsel se zbytkem vime, #e zbytek po délen{ je urcen jednoznagng, tzn. i =J,
odkud dostévéme, #e C; = Cj .

3. ziejmé plati, ze sjednoceni Cop U JC1U--:UCp-1 = L.
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2)

3)

4)

Katedra matematiky Pdls MU
Délitelnost celych &isel — cvideni
Urcete vlastnosti relace délitelnosti v mnozing viech celych &isel.

DokaZte: _

a) Soucet kazdych dvou sudych &isel je sudé ¢islo.

b) Soucet kazdych dvou lichych &isel je sudé Eislo.

¢) Soutet libovolného sudého a libovolného lichého &isla je liché islo.

d) Souéin kazdych dvou sudych éisel je délitelny Ctyimi.

.¢) Soucin kazdych dvou lichych ¢isel je liché ¢islo.

) Souéin libovolného sudého a libovolného lichého éisla je sudé ¢islo.

g) Soudet tii po sobé jdoucich mocnin ¢isla 2 (poéinaje mocninou 2') je délitelny sedmi.

Dokatte:

a) Druh4 mocnina kazdého lichého ¢isla zmeniend o 1 je délitelna osmi.

b) Rozdil druhych mocnin dvou libovolnych lichjch é&fsel je délitelny osmi.

¢) Soucet tf po sobé néasledujicich Eisel, z nichZ prostiedni je sudg, je délitelny Sesti.

Nejsou-li ¢isla a, b délitelna tfemi, je vidy jedno z Gisel a + b, a — b délitelné tf"emi. -

. Dokazte.

3)

O péticiferném cisle 448** | jehoZ posledni dvé cifry nezndme, vime, Ze je délitelné 3 a
25. Doplitte chybéjict cifry. '

6V &slech 437*, 32*, 4*54 nahrad'te *, pokud je to moZné, takovou cifrou, aby vzniklé
~ &islo bylo délitelné: a) &tyimi, b) osmi, ¢) deviti, d) jedendcti.

7) Dokazte kritérium délitelnosti étyfmi, osmi a deviti.

8) Rozhodnéte, zda &isla a) 4356, b) 8724 jsou délitelna ¢isly 2, 3,4, 5, 8,9, 11. Pokud

nejsou délitelnd uvazovanym Cislem, urcete zbytek, ktery vznikne pii délenf timto ¢islem.

9) Zjistéte, kterd z &isel 331, 593, 799, 1007, 1009 jsou prvodisia.

10) Dokazte, Ze kazdé prvocislo vétsf nez 3 je moZno vyjadiit bud' ve tvaru Gk+1 nebo ve

tvaru 6k+35, kde k je pfirozené ¢islo.

11) Urdete viechny spo‘leéné délitele &isel: a) 60, 36 b) 48,72, 0 c)24,-132,54

12) Urcete viechny plirozene déliﬁele ¢isel 68, 360, 504.

13) Urcete pocet viech pfirozenych déliteld ¢isel 420, 824, 2047.

14) UrCete riznymi zpsoby: a) D(455, 273) c) D(90, 108, 84).

b) D(360, 504) d) D(568, 426, 355)

15) K &slu a =51 najdéte &slo b tak, aby D(a.b)=17.

16) Najdéte dvé plirozena ¢isla, jejichz soucet je 432 a nejvetsi spolecny délitel je 36.




17) Nejvetsi spolecny délitel dvou prirozenych ¢isel je 24. Jedno « nich je dvojnasobkem
druhého. Ktera jsou to ¢isla?

18) Napiste libovolné tfi spolecné nasobky ¢&isel: a) 5, 12 b) 17,0 c) -6, 8, 17
19) Urcete riznymi zplsoby: a) n(222, 185) ¢) n(90, 108, 84)
b) n(360, 504) d) n(156, 182, 208)

20) Zjistéte, zda plati:  n[64, D(60,42)] = D[n(30,64), 11(42,64)]

21) Najdeéte pfirozena ¢isla a, b, je-li: a) D(a,b) =2, n(a,b)=12
b) D(a,0) =7, n(a,b)=22

22) UrCete nejmensi nenulové pfirozené &islo, kterym je tieba nasobit
a) ¢fslo 1224, abychom dostali druhou mocniny plirozeného &isla
b) ¢islo 600, abychom dostali tfeti mocninu pfirozeného &isla.
23) PiipiSeme-1i k libovolnému trojcifernému &islo totés &slo zprava, dostaneme Sesticiferné
¢islo, které je délitelné sedmi, jedendcti a tfinacti. Dokaste,

24) Dokazte, Ze Cisla 353 535, 424 242, 666 0606, j Cisla tvaru ababab, jsou délitelnd isly
3,7,13 237, o

25) Obdélnik o rozmérech 56cm. a 98cm se ma rozdslit ptickami rovoobéZnymi se stranami
obdélniku na &tverce co'moné nejvétsi. Kolik bude &tverct a jak velka bude jejich strana?

- 26) V krabici jsou tuzky. Vime, Ze je jich vice neZ 200 a méné ne 300 a Ze se daji svézat do
svazkl po 10 a po 12. Kolik je v krabici tuzek?

- 27) Reste neurcité rovnice: a) 3x+7y=4 : c) -14x -3y =10
b) 6x-22y=12 d) S5x-3y=15

- 28) Kolika zplisoby mtZeme vyplatit 69 K¢& pouze dvoukorunovymi a pétikorunovymi
mincemi? -

29) UrcCete nejvetsi (nejmensi) trojciferné ¢islo, které pfi déleni tfemi dava zbytek 2 a pii
déleni sedmi dava zbytek 5.

30) Cislo 91 rozlozte na soudet dvou sCitanci, z nichZ jeden je délitelny péti a druhy deviti.

31) Alenka si chee za 50 K¢ koupit lizatka a Zvykacky. Lizatko stoji 4 K&, zvykacka 6 K¢&.
Kolik lizatek a kolik Zvykagek mtze Alenka koupit, chee-li utratit celou padesatikorunu?

32) Rozdil dvou pfirozenych &isel, z nichz prvoi je délitelné &isle 23, druhé &islem 29, je
roven 1. Urcete nejmensi takova kladna &isla. :

33) Ve tfid€ je vice neZ 20 zakl a méné neZ 30 34k Vytvoii-li Zici ve tid& Stvefice, jeden
zak zbude, vytvofi-li trojice, zbudou dva zaci. Kolik 3aké je ve tide?




Pozicni &ise

Iné soustavy - poéitani po jedné

Zédad| - [P ] : N N
<12 13 4 15 6 |7 18 |9 10|11 [12 13|14 |15 |16~
0 0. 0 o o Jo- o 0 ]0 |0 0 |0 [0 |0 |O O
1 1. 101 [0 1 e ol q o1
2 |10 2 2 2 2 20212 0212 j2 {2 |2 |2 |2
3 11 10 13 [3 13 13 (33 /313 (3 |3 |3 {3 |3
4 100 [11 |10 ][4 |4 |44 |4 (414 |4 |4 |4 |4 |4
5 101. 12 (1t 10 |5 {5 (515|515 |5 |5 |5 |5 |5
6  |110 |20 |12 |11 |10 |6 |6 |6 [6 {6 |6 |6 |6 |6 |6
7 111 21 |13 12 {11 1oz {7 {7 47 |7 |7 |7 {7 |7
8 1000 |22 |20 {13 |12 {11|10]/8 |8 |8 |8 |8 |8 |8 |8
9 1001 100 |21 |14 13 |12]|11]10/9 |9 {9 [9 |9 [9 |9
10 1010 101 [22 |20 |14 |13]12[11|10]A |A |A |A |A |A
11 1011|102 |23 |21 |15 [14|13|12(11{10 /B |B |B (B |B
12 1100 110 130 122 {20 |15|14[13]12|11 |10 |C |C |C |C |
13 1101 111 |31 123 {21 |16(15{14{13{12 |11 [10 D - |D [D
14 [1110 [112 |32 |24 |22 [20[16/15]1413 |12 {11 [10 |E |E
15 1111 [120 {33 {30 |23 |21{17]|16|15/14 {13 {12 |11 |10 |F
16 . 110000 |121 [100131 |24 |22{20{17{16/15 {14 |13 |12 |11 |10
17 10001 |122 |101]32 {25 |23{21]18|17]16 |15 |14 {13 |12 |11
18 10010 [200 110233 |30 [24[22{20|18|17 |16 {15 |14 |13 |12
19 10011 |201 [103[34 |31 |25{23(21]19/18 {17116 {1514 |13 |
20 © 110100 [202 [110]40 {32 {26(24(22{20|19 |18 |17 |16 115 |14
21 10101 210 [111]41 |33 {30(25(23|21|1A|19 {18 |17 |16 |15
22 10110 |211 [112]42 |34 [31]26|24[22]120 |1A[19 |18 |17 |16
.23 10111 [212 [113143 |35 [32{27125(23|21 |1B|1A{19 |18 |17
24 11000 [220 |120144 }40 |33]30{26]24|22 {20 |1B|1A|19 |18
25 |11001 [221 |121[100]41 {34]31]27[25[23 |21 {IC|1B|1A|19 |
26 11010 | 222 (1221101 (42 [35]32]28(26]24 [22 [20 [IC|1B|1A ]
27 11011 [1000]123]102]43 {36[33[30|27(25 ({23 |21 |1ID}1C|1B
28 11100 [1001[130]103|44 |40|34]31[28[26 {24 {22 |20 |1D|IC
29 11101 110021131/104]45 [41(35[32129|27 {25 |23 |21 |[1E|1D
30 11110 11010]1321110{50 42136(33/30[28 {26 |24 |22 |20 |1E
31 ‘11111 10111133 ]111(51 [43137(34(31{29 |27 [25 {23 |21 |1F
32 10000011012]200]112]52 [44]4035|3212A {28 [26 |24 {22 |20
33 100001 | 10201201 (11353 [45]41]36/33]30 |29 [27 |25 |23 |21
34 10001011021 (202|114 (54 |46(42(37|34|31 |2A]28 |26 |24 |22
35 100011]1022]203{120(55 [50{43(38(35]|32 [2B |29 {27 |25 |23
36 100100]1100(210]121(100{51]44140|36]337 130 |2A |28 |26 |24
37 10010111101 2111221101 |52(45{41|37 34 |32 |2B |29 |27 |25
38 100110111021212]123]102153 46|42 (38135 [32 |2C[{2A |28 |26
39 100111|1110[213 124|103 {54[47]43[39[36 |33 {30 |2B |29 |27
40 1010001111112201130(104]55|50]44|40[37 |34 |31 |2C|2A |28
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