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Uvod

Ve stredoskolské fyzice se témér vyhradné pii zkouméani pohybu a dalsich jevia
probihajicich v Case uzivaji zjednodusujici predpoklady. Pohyb se povazuje za
rovnomeérny, resp. rovnomeérné zrychleny ¢i rovnomérné zpomaleny, kdy je rych-
lost, resp. zrychleni, konstantni. Existuji vSak kolem nas pohyby, kdy napr.
zrychleni neni konstantni. Tehdy se rychlost se méni jinak nez rovnomeérné.
Prikladem muze byt pad télesa ve vzduchu, pohyb télesa na svahu s promeén-
nym sklonem, rozjizdéni automobilu po roviné s proménnou velikosti pohybové
sily, pohyb kyvadla apod.

BéZné 1ze urcovat priimérné hodnoty rychlosti, zrychleni, sily, vykonu, avSak
pro detailni popis potfebujeme znat rychlost, zrychleni, silu, vykon v daném
okamziku, tedy jejich okamzité hodnoty. Tyto a dalsi problémy umoziuje fe-
§it matematickd teorie nazyvana diferencidlni pocet. Vybudovani této teorie
znamenalo kvalitativni pokrok ve zkoumani zavislosti jedné veli¢iny na veli¢iné
druhé.

Diferencialni pocet vytvorili v 2. poloviné 17. stoleti nezavisle na sobé ang-
licky matematik, fyzik a astronom Isaac Newton (1643-1727) a némecky filozof
a matematik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Spojili tak izolované po-
znatky a objevy fady svych pfedchidct, ziskdvané predevsim geometrickymi
postupy, do ucelené teorie.

Tato brozurka seznamuje Ctenare se zaklady pouziti diferencidlniho poctu
ve fyzice. Je urcena predevsim studenttim 2. ro¢niku gymnézii, ktefi jiz pro-
$li mechanikou, pfipadné termodynamikou a harmonickym kmitanim, a kteri
znaji prubéhy elementarnich funkci. Z tohoto divodu zde nejsou zarazena té-
mata z elektfiny a magnetismu, z optiky apod. Téz se nepredpoklada znalost
diferencidlniho poc¢tu z matematiky, kde se probira obvykle az na konci stfedo-
skolského studia. Naopak podstata zakladi diferencidlniho poctu je vylozena
vyhradné na fyzikalnich problémech.



1 Pojem derivace

Ukazme si na prikladu volného padu problematiku primérné a okamzité rych-
losti. Podle stfedoskolské terminologie je pramérna rychlost skalarni veli¢ina,
okamzita rychlost veli¢ina vektorova.

Dréha urazend pri volném padu je dana vztahem s = %th. Defini¢nim
oborem této funkce jsou vzhledem k fyzikdlnimu vyznamu nezaporné casy a
grafem ¢ast paraboly s vrcholem v pocatku umisténd v prvnim kvadrantu.
Sestavime pro nékolik hodnot tabulku (pouZijeme g = 10 m-s~2) a sestrojime
graf:
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Ukéazeme si metodu, jak z funkéni zavislosti drahy na Case urcit zavislost

velikosti okamzité rychlosti na ¢ase. !

Vypocitejme okamzitou rychlost napf. v case 2 s. Nejprve urc¢ime priamérnou
rychlost, napf. mezi 2. a 5. sekundou volného padu. Dréha v ¢ase 2 s je s(2) =

=20m, v ¢ase 5 s pak s(5) = 125 m. Hledana priimérna rychlost je

5(5) —s(2 -
vp(2;5):%:35m-s L

Obdobné v kratsim casovém intervalu od 2 s do 3 s je prumeérna rychlost

5(3) —s(2 _
vp(2;3):%:25m-s o

v intervalu od 2 s do 2,1 s je

vp(2;2,1) = w —205m-s".

17 diévodu jednodussiho vyjadiovani budeme v mistech, kde nemtze dojit k zaméng,
pouzivat oznaceni ,rychlost ve vyznamu ,velikost okamzité rychlosti“, jak je to obvyklé
v bézné redi.



Budeme-li pokracovat dale ve zmensovani ¢asového intervalu, bude se odpovi-
dajici pramérna rychlost blizit hodnoté hledané okamzité rychlosti v Case 2 s.
Jak vSak zjistit tuto okamzitou rychlost presné, kdyz uvedend metoda bude
vzdy urcovat pouze rychlost primérnou, byt na mensim a mens$im casovém
intervalu?

Zkusme tento nedostatek obejit obecnym vyjadienim primeérné rychlosti od
¢asového okamziku t do okamziku t + At. V téchto ¢asech jsou urazené drahy

s(t) =

Primérna rychlost v ¢asovém intervalu At se pak rovna

ol

2, s(t+ A1) =5(t+ A0

9 2 G9,2
_2(t+At) 2t

s(t + At) — s(t)

vp(tit+ Al = =g gy = Y;

=4t +Ar).

Obecny vysledek mizeme pouzit k vypoctu pramérné rychlosti béhem casu At,
ale navic nam umoznuje udélat tavahu, kterou jsme predtim provést nemohli.
Polozime-li totiZz ¢asovy interval At roven nule, ziskdme vzorec pro okamzitou
rychlost v Gase ¢: v(t) = gt. Z néj uréime rychlost v éase 2 s, tj. v(2) =
= 20 m - s~'. Vysledek nés jisté nepiekvapuje, nebot rovnici pro okamzitou
rychlost volného padu v = gt zname, avsak popsand metoda se ukazuje jako

Shrneme-li poznatky o uvedené metodé, mizeme konstatovat, ze okamzi-
tou rychlost ziskdme matematicky presné, povazujeme-li Casovy interval At za
nekonecné maly. Formélné 1ze tuto skutecnost zapsat

() = lim As lim s(t+ At) —s(t) _ ds

At—0 At - At—0 At T dt (1'1)

Symbol Alimo ¢teme ,limita vyrazu pro At blizici se (neomezené) k nule“.
t—

Limita je tedy hodnota zlomku, ke které se neomezené priblizime pii zmenso-
vani ¢asového intervalu At k nule. Symbol dt¢, diferencial ¢asu, predstavuje
nekoneéné maly Gasovy interval a symbol ds, diferencial drahy, jemu odpo-

P “ + [ , . e ds .o
vidajici nekonecné malou zménu drahy. Podil obou diferenciala q; hazyvame

derivace drahy podle ¢asu.
Koneéné muzeme zformulovat exaktni definici velikosti okamzité rychlosti:
Velikost okamzité rychlosti v ¢ase t je rovna prumérné rychlosti
v nekone¢né malém Casovém intervalu, jehoZ levou hranici je ¢as t.
Nebo: Velikost okamzité rychlosti v ¢ase t je rovna derivaci drahy
podle ¢asu v tomto case t.



Podivejme se jesté na grafickou interpretaci derivace. Obrazek predstavuje
detail grafu zavislosti drahy na case:

S

s(t+ At)

t

7 obrazku je patrné, Ze zmenSovanim ¢asového intervalu At se bude dré-

o - “ - 4 As RV, . )
hovy tsek As téz zmensSovat a jejich podil AL (pramérné rychlost v ¢asovém
intervalu At) se bude vice blizit okamzité rychlosti v ¢ase ¢. Souc¢asné smérnice
sefny se bude vice blizit smérnici tecny.

Pramérna rychlost v ¢asovém intervalu je rovna smérnici seény proti-
najici graf v krajnich bodech intervalu At:

vp(t,t + At) = % =tga'.

Velikost okamzité rychlosti v libovolném case ¢ je rovna smérnici teény sestro-
jené ke grafu v bodé odpovidajicim casu t:

u(t) = % =tga.

Nutno poznamenat, ze v uvedenych vzorcich plati rovnost s tangentou thlu
pouze v pripadé, Ze v prislusném grafickém znéazornéni tsecka predstavujici
jednotkovy Cas 1 s je shodna s tiseCkou znazornujici jednotkovou drahu 1 m.
V opa¢ném piipadé tangenta skuteéného thlu o’ & a v grafu neodpovida pri-
mérné ¢i okamzité rychlosti.

V predchazejicim pfikladu jsme derivovanim drahy podle ¢asu ziskali novou
fyzikalni veli¢inu, velikost okamzité rychlosti, i s pfislusnou jednotkou m -s~1.
Mohli jsme se vSak omezit na vySetfeni vztahu mezi ¢iselnymi hodnotami drahy
a Casu, jak je to bézné v matematice.



2 1

Po slouceni konstanty g = 10 m -s™ s cislem 5 ziskdme jednodussi
rovnici s =5 m-s72 -2, resp. {s} = 5{t}2, kde symboly {s}, {t} rozumime
budeme slozené zavorky vynechavat a fyzikalni veli¢iny vystupujici v rovnici
chipat ve smyslu matematickém, tj. pouze jako ¢islo bez fyzikalni jednotky.
V tomto smyslu mé4 uvazovana funkéni zavislost tvar s = 5t2. Pak

s(t) = 512, s(t+ At) = 5(t + At)?.
Velikost pramérné rychlost v ¢asovém intervalu At se pak rovna

s(t+ At) — s(t 5(t + At)? — 5¢2
((t++A1)f)—t(): Ly =52+ A,

vp(t;t + At) =

Polozime-li At =0, dostaneme vzorec pro ¢iselnou hodnotu okamzité rychlosti
v Case t: v(t) = 10t. Z néj ur¢ime rychlost v ¢ase 2 s, tj. po doplnéni jednotky
v(2) =20m-s~ L.

Takovyto ,matematicky“ postup, ve kterém se omezime jen na vztahy mezi
¢iselnymi hodnotami veli¢in, budeme ve fyzikalnich tlohach pouzivat v pfipa-
dech, kdy se vySetfovany vyraz dosazenim ¢iselnych hodnot konstant zjedno-
dusi. Méli bychom vsak feSeni opatfit poznamkou, ve které tuto skutecnost
uvedeme (viz ptiklad 3.1, nebo vysledky tdloh 5.2, 5.4).

Priklad 1.1: Uréete zavislost rychlosti na ¢ase v = v(t) pro rovnomérné zrych-

leny pohyb, jehoz zavislost drahy na case je dana funkci s = %atQ + vot + so.

Reseni:
_ds . s(t+At) —s(t)
VS 3T Ay At =
1 2 1 .9
alt + At)? +vo(t + At) + so| — |5at® + vot + 50
= lim =
At—0 At

= lim <at + v + 1aAt) =y +at.
At—0 2

Uloha 1.1: Uréete zavislost rychlosti na ¢ase v = v(t) pohybu, pro né&jz plati
s = At® + Bt.

Pfedchozi postup, jak ze zavislosti s = s(t) ziskat zavislost v = w(t),

vvvvvv



zpusobem nalézt. Nastésti mame k dispozici souhrn pravidel a vzorci, kterymi
muzeme cely postup vyrazné zefektivnit. Tento souhrn matematickych vét tvori
zaklad diferencialniho poétu.

V nésledujicim pfehledu derivaci elementarnich funkci a pravidel pro derivo-
vani si ¢as t jakozto proménnou fyzikalni veli¢inu nahradime obecnou promén-
nou x bez specifického fyzikalniho vyznamu. Misto funkéni zévislosti rychlosti
na ¢ase v(t) uzijeme obecné oznaceni funkce f(z), g(x).

Derivace elementarnich funkei D1 - D10

dx

(D1) %konst =0 (D2) iz =1

(D3) 95 (1) L g

(D5) di;;lx =cosz (D6) dc(lc:x = —sinx
o1 S - 08 G -
gy L e (10) SPE-2

Vzorce plati pro takova x, pro kterd je soucasné definovana derivovana

funkce i vysledek jeji derivace. Napf. v (D10) je vyraz % derivaci funkce Inz

., 1 . . oy 1
pouze pro = > 0. Pro x < 0 je vyraz 5 sice definovan, ale nemiize byt na
tomto intervalu derivaci funkce Inz, nebot ta zde neexistuje (neni definovéana).

Rozmanity je vzorec (D4), v némz mitze byt n libovolné redlné ¢islo, nikoliv
jen ¢islo prirozené. Cislu n pak odpovida definiéni obor funkce. Pro n celé
zaporné nepatii nula do definicniho oboru, pro n realné necelé je defini¢nim

oborem mnozina kladnych redlnych ¢isel. Tedy napt. %aﬁ = 52* plati pro

5 2
< (1 kX2 d -3 _ _a,.—4 ; d 3 _ § 3
vSechna realna cisla x, L= 3z plati pro = # 0, e = 3
a él—xz*“ = —nz "1 plati pouze pro x > 0.



Pravidla pro derivovani P1 - P5

Nasobeni funkce d ’ B df(z)
(P1) konstantou dz (konst - f(x)) = konst s

(P2) Soucet (rozdil) funkci d(f(2) £g(x)) _ df(z) + dg(=)

dz dr * dz

(P3) Soucin funkei @) 9@) _ dF@) . g0) 1 f(a) . d9(2)
(P4) Podil funkei gl_x (g g;) _ djcclgcx) g (Z(x);(x) ' dﬂg)
(P5)  Slozena funkee df %735‘1”)) — 4 Ef((;;)) . d!(il(;)

Slozenou funkci je napf. funkce y(t) = sinwt, kde ¢(t) = wt je vnitini
funkce a y(p(t)) = sinp(t) je vnéjsi funkce. Podle pravidla (P5) je derivace
slozené funkce rovna soucinu derivace vnéjsi funkce podle vnitini funkce a de-
rivace vnitini funkce podle proménné x. V nasem pripadé je

dsin(wt) dsine(t) dwt
I T de() A =cosp(t) w.

Piiklad 1.2: Reste piiklad 1.1 uzitim pravidel pro derivovani.
Reseni: Podle definice okamzité rychlosti je
_ds(t) _d (1
v(t) = I =@ <2at + oot + 50 | -
Uzitim pravidla (P2) mZeme psét
_d (1 d dsg
v(t) = T <2at ) + dt(vot)Jr T

Na prvni dva ¢leny aplikujeme pravidlo (P1), na t¥eti ¢len vzorec (D1):

1 dt? dt
’U(t) = ECLE +'UOE +0

Nyni uzijeme vzorce (D3) a (D2): v(t) = at + vo.
Uloha 1.2: Reste tlohu 1.1 uzitim pravidel pro derivovani.

Derivovani funkci si mtzete procvicit v Dodatku.



2 Casova derivace fyzikalni veli¢iny

Ve stfedoskolské fyzice se casto setka- z

vame s vyrazem %, kde x je urcita fy- P

zikdlni veli¢ina (drdha, rychlost, energie
atd.). Méni-li se veli¢ina z rovnomérné,

. Az . . s .- 1
tj. A7 Jepro libovolny ¢asovy interval At

. c 1w iy Ax
konstantni, vyjadiuje veli¢ina y = Af

stdlou asovou zménu veli¢iny x (graf A).
VIVET - ol e Ax o
Méni-li se veli¢ina 2 nerovnomérné, vyjadiuje veli¢ina y = —= pouze primeér-

nou ¢asovou zménu veli¢iny x v uréitém ¢asovém intervalu (graf B). Okamzitou
dz

casovou zménu veliiny x pak vyjadiime y = a

Napt. a = ﬁ—é} vyjadiuje stalou velikost okamzitého zrychleni primocarého

rovnomeérné zrychleného pohybu nebo prumeérné zrychleni pfimocarého pohybu
nerovnomeérného. Velikost okamzitého zrychleni jakéhokoliv zrychleného pfimo-

¢arého pohybu pak vyjadiime a = % (Obecné okamzité zrychleni jakéhokoliv

pohybu pro trajektorii libovolného tvaru vyjadiime a = %, s derivaci vektoru

se vSak sezndmime v nasledujici kapitole.)

Kromé okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni lze stejnym zptisobem za-
vést fadu dalsich fyzikalnich veli¢in, resp. jejich okamzitych hodnot. Okamzita
Casova zména nemusi vystupovat pouze v definici, nybrz mutze byt soucasti
fyzikalniho zdkona. Uvedme né&kolik prikladi:

Okamzita thlova rychlost w= (31—(‘;
et ) . dw
Okamzité thlové zrychleni €=
Velikost okamzité sily pti zrychleném pfimocarém r_ dp
pohybu (p je velikost okamzité hybnosti) Cdt
Okamiit§ vikon P= %
s P di
Napéti indukované v civce U = _LE



Priklad 2.1: Urcete fyzikalni vyznam veli¢iny thlové rychlost ve vztazich

o _Ap _dp
YT A YT dr

pro zrychleny otacivy pohyb kolem pevné osy.

w =

Reseni: Vztah w = £ vyjadfuje stalou tihlovou rychlost u rovnomérného

t
rotac¢niho pohybu, jestlize v nulovém case je opsany tthel nulovy. Opsany thel
@ je pfimo Gmérny casu t a thlova rychlost w je konstantou timérnosti této
primé tmeérnosti ¢ = wt.
Ap

Vztah w = AL muze vyjadfovat jednak primeérnou thlovou rychlost u ja-

kéhokoliv zrychleného rota¢niho pohybu, kde Ay je zména thlu otoceni a At
doba, béhem které k uvazovanému otoceni doslo, nebo muze vyjadiovat sté-
lou tthlovou rychlost rovnomérného otacivého pohybu, pficemz v nulovém case
muze byt opsan pocatecni nenulovy thel ¢g. Veli¢ina w je pak smérnice pfimky
v linearni zavislosti ¢ = wt + .

dp

Vztah w = I vyjadiuje okamzitou ihlovou rychlost jakéhokoliv zrychle-

ného rotacniho pohybu.

14

¥o

0 t

Priklad 2.2: Hmotny bod kona po dobu 8 s pfimocary pohyb, jehoz draha je
urcena funkci

__13 2
s(t) = —qt” + 262
Stanovte zavislosti rychlosti na case a zrychleni na case. Sestrojte grafy

s=s(t), v=1uv(t), a =alt).
Reseni: Rychlost uréime jako ¢asovou derivaci drahy:

_ds _d (1 00| 2
”dtdt( ot +2t> T Hat

10



Zrychleni uré¢ime jako derivaci rychlosti podle ¢asu:

_dv_d [ 1, _
=g =5 <4t +4t) 0,58 + 4.

Rozborem rovnic zjistime nésledujici vlastnosti. Pohyb za¢ina z klidu, nebot
v nulovém ¢ase ma hmotny bod nulovou rychlost. Podle rovnice v zadani ma téz
nulovou pocateéni drahu. Hmotny bod se zac¢ind uvadét do pohybu s pocatec-
nim zrychlenim a(0) = 4 m-s~2. Zrychleni po celou uvazovanou dobu lineérng
klesa, tedy rychlost roste stale pomaleji. V ¢ase 8 s dosdhne zrychleni nulové
hodnoty a rychlost se ustali na koneéné maximalni hodnoté. Pokud by pohyb
pokracoval i nadéle s nulovym zrychlenim, dosazena rychlost by se neménila a
dréha by linearné rostla.

Grafem rychlosti je ¢ast paraboly s vrcholem v ¢ase 8 s, grafem drahy c¢ast
kubické paraboly (k¥ivky 3. stupné). VSechny tii zavislosti jsou zndzornény
v jednom obrazku.

5 a v
m|m-s 2 m-s!
8012 // %
3 zrychleni [
60 15
P
I~
2
40 < 10
rychlost
1 / e
20 7 réh 5
raha
A A
0 —|

0 1 2 3 4 ) 6 7 8

w |+

Piiklad 2.3: Stanovte zavislost a = a(t) pfimocarého pohybu daného rovnici
o(t) = vm (1 —e %),
kde k > 0. Sestrojte grafy v =v(t), a = a(t).

Reseni: Sestrojeni grafii funkei vyzaduje uréitou zbéhlost. Miizeme postupovat
napt. tak, ze sestrojime zakladni funkci y = e’, kterou postupné upravujeme

11



na e’ (deformace ve vodorovném sméru), e ** (pfevriceni kolem svislé osy),

—e~# (pfevraceni kolem vodorovné osy), 1 —e™* (posunuti o jednotku na-
horu), vy (1 —e ") (deformace ve svislém sméru). V ¢ase t = 0 je rychlost
nulové, graf prochézi po¢atkem. Pro velmi velké ¢asy jde vyraz e ** k nule,
a tim rychlost v k hodnoté v, . Rikdme, Ze limita funkce v(¢) pro t jdouci
k nekone¢nu je rovna hodnoté vy, coz zapiSeme

lim vy (1 — e*kt) = Uy .

t—o0

v

efkt ek:t et
mhH———fA—— ==
U (1 — ")
1 ________
1— efkt
0 1
t
7efkrt

Zrychleni ur¢ime jako ¢asovou derivaci rychlosti:

d d B d - 4
a:d—;}ZEUm(l_e kt) = Vmg (l—e kt) — <0_Ee kt) _
= Um (_e—kt) %(—kt) = Uy (_e—kt) (k) = I

Graf sestrojime podle funkce e~**, kterou jiz zname, vynasobenim konstan-
tou kvy,. V Case t = 0 je zrychleni kvy,, v Case t rostoucim nade vSechny meze
je zrychleni nulové, nebot

lim kvpme ® =0.
t—o0

V obrazku jsou pro porovnani sestrojeny graf zrychleni i predchozi graf rych-
losti.

12



a, v

kvm

Um =\ — — — — — — — — —

0

Uvedeny pohyb koné téleso urychlované konstantni silou, kde proti pohybu pi-
sobi sila odporu prostiedi, ktera je v kazdém okamziku pfimo imérné rychlosti.
Takto napf. pada v tthovém poli vodni kapicka, pokud jeji obtékani ¢asticemi
vzduchu muzeme povazovat za laminarni.

Priklad 2.4: Stanovte zavislosti v = v(t), a = a(t) pfimocarého pohybu
daného rovnici drahy

ar +b

T d’ kterou

Reseni: Draha je uréena linedrni lomenou funkci typu y =

K
z— M

prevedeme na tvar y = N + . Grafem pak bude hyperbola s rovnici

y = g s posunutym pocatkem soustavy souradnic do bodu o soufadnicich
[M, N]. Danou rovnici drdhy podle tohoto ndvodu postupné upravujeme:

()= At _ A+ AB-AB _AAt+B)-AB_, B
WEMTBT T A+ B Ar+B - 0T B
A

t

Grafem je tedy ¢ast hyperboly dané rovnici s'(t) = s posunutym pocat-

kem soustavy soutadnic do bodu {%, A] a vétve hyperboly jsou umisténé

ve 2. a 4. kvadrantu. Mtzeme téz postupovat tak, ze sestrojime grafy funkei
1 B B — B . B

B’ B’ B
t+3 b+ t+ 3

Tt
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V nulovém case je draha nulova, pro ¢as t blizici se nekone¢nu je draha rovna
konstanté A.

-1 —2
. d B . d B . B B B
+ A (t + Z)
2
Grafem je ¢ast vétve hyperboly 2. stupné. V ¢ase t =0 je v(0) = 5 bro cas

t — o0 je v(t) — 0, tedy tlirn v(t) = 0.

Zrychleni uré¢ime jako derivaci rychlosti podle ¢asu:

—2 —2
d B d B —2B
(t + Z)
S < v ox . 243
Grafem je ¢ast vétve hyperboly 3. stupné. V case t =0 je a(0) = 57 < 0,

pro ¢as t — oo je a(t) = 0. Vysledek je v kazdém ¢asovém okamziku zaporny,
nebot velikost rychlosti s ¢asem klesa. Veli¢ina a tedy nevyjadiuje velikost
zrychleni, nybrz jeho soutadnici (vice v 3. kapitole).

14
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Priklad 2.5: Setrvac¢nik se rozbihé tak, Ze hel otoceni je pfimo tmérny druhé
mocniné ¢asu. Prvni otocka byla dokoncena v Case 1 = 5 s. Urcete okamzitou
frekvenci otaceni v ¢ase t5 = 18 s a pocet provedenych otacek v tomto case od
zacatku pohybu.

Reseni: JelikoZ pro tihel otoceni plati ¢ = kt2, je frekvence otaceni

_w _1ldp 1 d, .o 1
f_ﬁ_Qrc dt _2ndt(kt)_rckt'
Konstantu amérnosti k lze vyjadrit & = t£ = 3—;[ Po dosazeni je Casova
1
zévislost frekvence
p_lom, o

R R

V Case t =ty je okamzitd frekvence f(t2) = % = 1,44 Hz.
1

Pocet otacek N v Case t je dan podilem celkového thlu otoceni

t2
Y = kt2 = Qﬂt—z
1
a uhlu 2n pfi jedné otacce:
_p _k_
N=or=%7~ 2

2
V Case t =t je N(t2) = i—% = 12,96.
1

15



Priklad 2.6: Pti nafukovani pruzného balonu tvaru koule roste jeho objem
rovnomérné rychlosti 100 cm? za sekundu. Jakou rychlosti roste jeho polomér
v okamziku, kdy jeho objem je 1000 cm3?

B x . . dr " Cos Lo .
Reseni: Oznacme v = T okamzitou rychlost zvétsovani poloméru r balonu

a w= d_‘t/ okamzitou rychlost zvétsovani jeho objemu V. Pak je
_ dV(t) _ d 4 3 _ 4 2 d?”(t) _ 2
—T—Egn(r(t)) =gn 3t =g = 4wt

1. W o e P . _ 33V
z ¢ehoz v = g Polomér vyjaddieny pomoci objemu je 7 = §/ i -

Po dosazeni je hledané rychlost v = w = w .
! Y o OV 3RV
1672

1'a V =1000 cm?® dostaneme v = 0,21 cm-s~ 1.

Ciselné pro w = 100 cm? - s

Priklad 2.7: Sestrojte pro pfimocary pohyb rovnomérné zrychleny a pro pii-
mocary pohyb se stalym vykonem urychlujici sily grafy zavislosti

a) rychlosti na ¢ase

b) zrychleni na Case

¢) kinetické energie na Case

d) vykonu na case.
Téleso se zacina pohybovat z klidu.

Reseni:

a) Rychlost je u rovnomérné zrychleného pfimocarého pohybu pfimo tmérnd
casu v =at, kde a = konst.
U pohybu se stalym vykonem roste kinetickd energie pohybu rovnomeérné
s ¢asem podle vztahu

%mlﬂ — Pt, kde P = konst.

Rychlost pak je v = 4/ %Pt, grafem je ¢ast paraboly.

b) Zrychleni a je u rovnomérné zrychleného pohybu nezévislé na case, tj.
a = konst.
U pohybu se stalym vykonem dostaneme zrychleni jako derivaci rychlosti
podle Casu:

16



dv d /2Pt P L -
o= = TN T =\ o grafem je vétev hyperboly 2. stupné.

Zrychleni pohybu se stalym vykonem lze téz odvodit bez derivace:

F P P P
ag= = — = —— = .
m  mu 2Pt 2mt
ma | 2t
m
1 1

c) Pro pohyb rovnomérné zrychleny je FEj = §mv2 = imath.
Pro pohyb se stalym vykonem je Ey =W = Pi.
v a
a = konst \ 0 = konst
P = konst P = konst
(@) t 0] t
E
k a = konst P
P = konst
P = konst
a = konst
(0] t 0] t

d) Zavislost okamzitého vykonu na ¢ase uréime jako ¢asovou derivaci kinetické
energie nebo prace. Pro pohyb rovnomérné zrychleny pak uzitim kinetické
energie je

_dE, _ d1_ o -
Pi—dt = @™ kde v =at,
_d1l a0 _ 2
tedy P = J7 3@ t* = ma“t.
Uzitim prace obdobné dostaneme

dWw d d 1
P = W = E(FS) = E (ma- §at2) :ma2t-

17



Ale obejdeme se i bez derivace: P = Fv = mav = ma?t. Vykon je pfimo
umérny casu.
U pohybu se stalym vykonem je vykon konstantni P = konst.

Priklad 2.8: Téleso o hmotnosti m = 0,40 kg zavéSené na pruziné kmita
s periodou T' = 0,25 s a amplitudou vychylky 3, = 0,050 m. Uréete maxi-
malni velikost p,, okamzitého vykonu p, s kterym se méni potencialni energie
oscilatoru na kinetickou a naopak.

Reseni: Béhem kmith oscildtoru roste (klesd) potencidlni energie

EL(t) = %kyQ(t) = %kyfn sin? wt

se stejnym vykonem, s nimz klesa (roste) kinetickd energie

Ex(t) = %mv2(t) = %mw2yr2n cos? wt
dE,  dEx "
tedy B T T Zvolme napft.
_dE, 1, ., . 1,
= - Qkym -2sinwt - coswt - w = kaym sin 2wt .
Dostali jsme sinusoidu s amplitudou p,, = %k:wyfn Ze vztahu T = 2w,/ %

2

vyjadfime tuhost k = %m, uzijeme w = 2n

7 A dosadime. Maximalni vykon

pak je
47(3 2
Pm = mem =79W.

dFx

K témuz vysledku bychom dospéli volbou p = -

Uloha 2.1: Draha hmotného bodu je uréena rovnici s(t) = AVt3. Stanovte za-
vislosti rychlosti na ¢ase a zrychleni na ¢ase. Po nastudovani feSeného prikladu
2.7 rozhodnéte, o jaky typ pohybu jde.

Uloha 2.2: Nadrz mé tvar kuzele o poloméru R a vysce hg. Kuzel je $pickou
doli, osa je svisla. Do nadrze vtéka voda se stalym objemovym tokem Qv .

([Qv]=m?-s71)

18



a) Urdete zdvislost vysky h hladiny na ¢ase.
b) Urcete zavislost rychlosti stoupani hladiny na ¢ase.
¢) Urcete zavislost zrychleni stoupani hladiny na ¢ase.

Cas méfime od okamziku, kdy za¢ind voda vtékat do prazdné nadrze.

Uloha 2.3: Kapka vody tvaru koule o po¢ateénim poloméru ry se odpaiuje
tak, Ze jeji polomér se rovnomérné zmensuje podle rovnice r = ro — kt. Na
kazdou molekulu v kapce pripada objem V;.

a) Urdete okamzitou rychlost zmény poloméru kapky.

b) Urcete okamzitou rychlost zmény povrchu kapky.

¢) Urcete zavislost poé¢tu N molekul v kapce na case.

d) Urcete okamzitou rychlost vypafovéni, tj. ¢asovou zménu poc¢tu molekul
v kapce.

Uloha 2.4: Matematické kyvadlo délky { a hmotnosti m kmitd s maximalni
vychylkou yp,. Urcete maximélni vykon py,, s jakym se méni kinetick4 energie na
potencidlni a naopak. Reste obecné, pak pro hodnoty I = 1,20 m, m = 0,20 kg,
Ym = 9,0 cm.
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3 Derivace vektoru

Polohu bodu A v prostoru mtizeme urcit v kartézské soustavé trojici souradnic
x, Y, z, coZ zapisujeme Alz,y,z]. Jinou moznosti uréeni polohy je uziti tzv.
polohového vektoru.

Polohovym vektorem r urcujicim po- P
lohu bodu A rozumime vektor s poca-
teCnim bodem v pocatku soustavy sou-
fadnic a s koncovym bodem A. Zavedme
nyni i, j, k jako jednotkové vektory, tj.
li| = |j| = |k| = 1, ve sméru soufadni-
covych os z, y, z. Pak polohovy vektor r
muzeme ziskat sloZzenim nasobku téchto
vektora souradnicemi z, y, z:

r=czxi+yj+zk.

Obracené muzeme téZ vektor r rozlozit na slozky xi, yj, zk do smért sou-
fadnicovych os. Pfitom trojici x, ¥, z rozumime nejen souradnice bodu A, nybrz
téZ souradnice polohového vektoru r, coz zapisujeme

r=(z,y,2).

Velikost polohového vektoru mizeme vyjadrit Pythagorovou vétou zobecnénou
pro t¥irozmérny prostor:

r=r|= /22 +y>+22.
ds

V tvodnim ¢lanku jsme si ukazali, Ze derivace drahy podle casu T ma vy-

znam velikosti okamzité rychlosti. Zkoumejme nyni fyzikalni vyznam derivace,
jestlize skalarni veli¢inu draha nahradime polohovym vektorem.

Piedpokladejme, Ze béhem dcasu At prejde As B
hmotny bod po kfivce z bodu A do bodu B, tj.
urazi drahu As. Jeho pivodni polohovy vektor r(t)
se tak zméni na polohovy vektor r(t + At). Pak
z hlediska skladani vektor mizeme psat

r(t) + Ar =r(t + At)
nebo téz

Ar=r(t+At) —r(t).
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Vydélime-li posledni rovnici ¢asovym intervalem At, dostaneme vyraz uda-
vajici jakousi prumérnou ¢asovou zménu vektoru r béhem doby At:

Ar _r(t AN —r(t)
At At

Budeme-li ¢asovy interval At zkracovat, bude se hodnota vyrazu vice bliZit
jakési okamzité ¢asové zméné vektoru r. Pro nekone¢né malou zménu muzeme
v analogii s rovnici (1.1) psat
Ar . rt+ A —r)  dr
A AT AT Ar T d
Uvéazime-li, ze velikost diferencidlu zmény polohového vektoru |dr| je rovna
diferenciadlu drahy ds a ze vektor dr ma smér te¢ny k trajektorii v uvazovaném

bodé A, ma podil diferenciala dr vyznam vektoru okamzité rychlosti

dt
_dr
—dt

Provedme nyni tuto naznadenou derivaci vektoru r = i + yj + zk podle
¢asu. Soufadnice z, y, z jsou obecné funkcemi ¢asu, jednotkové vektory i, j, k
jsou konstanty. Uzitim pravidel (P2) a (P1) postupné dostdvdme

dr Y, d . . d d
_ @Tyz) = i+ yj+ k) = (i) + S W) + g 4 k) =
iz ody o, d ; :
=i i kG = vai vy vk = (0, 0,,02).

Vyznam praveé provedeného odvozeni spociva v tom, ze derivaci vektoru mu-
zeme nahradit derivacemi jeho slozek, ¢ehoz bézné vyuzivame pfi feseni tloh.
Je tedy rovnice

_dr
Tt
ekvivalentni trojici rovnic
_dzx v — dy _dz
T odt vode Todt

Shrneme-li nase Gvahy, mtizeme pro vektor okamzité rychlosti psat
d d
vaxl+vyj+vzk*dt:+d? Zk

a pro jeho velikost
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Analogicky miizeme psat pro vektor okamzitého zrychleni a pro vektor oka-
mzité sily rovnice

_dv _dp _d
O—E, F—E—a(mV),
nebo v soufadnicich
du, _ duy dv,

a, =

@ T @ dt

dp, _ d dp d dp, d
= cft :E(mvm), Fy:d_fzﬁ(mvy)v F, = cft :E(mvz).

Fy

Priklad 3.1: Pohyb bodu v roviné je ddn parametrickymi rovnicemi
x =15t, y=30—20t2.

Urcete tvar trajektorie, velikost rychlosti a velikost zrychleni pohybu.

Pozndmka: Dané parametrické rovnice popisuji vztahy mezi ¢iselnymi hodno-
tami veliCin, jak je to obvyklé v matematice. Stejny charakter maji proto i
rovnice v TeSeni.

Reseni: Rovnici trajektorie ziskdme vylou¢enim ¢asového parametru t:

y=30— %x, coZ je rovnice piimky.

Kazd4 soutadnice rychlosti v, vy je ddna derivaci pfislusné souiadnice polo-
hového vektoru podle ¢asu:

_dx _dy
01—3—3015, ’l}y—a——élot
Vyslednou rychlost ur¢ime jako vektorovy soucet

V=ugi+v,j=30t-i—40t-j,

jeji velikost vypocitame podle Pythagorovy véty:

v=/v2+0v2 = \/(B0H)2 + (—40¢)? = 50¢.

Obdobné je
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=W 40, a=aita,i=30i—40j,

a=,/a2+a2=750.

Pohyb je pfimocary rovnomérné zrychleny se zrychlenim o velikosti 50 m - s~
a zacinajici z klidu v bodé [0, 30].

2

Priklad 3.2: Téleso bylo v homogennim tihovém poli vrzeno $ikmo vzhiru
pod elevaénim thlem «. Misto vrhu mé soufadnice [xg, yo] . Napiste rovnice pro
soufadnice polohového vektoru jako funkce éasu z = z(t), y = y(¢t) a pomoci
derivace odvodte zavislosti soufadnic rychlosti v,, v, a soufadnic zrychleni
az, ay na case. Urcete dale zavislost velikosti okamzité rychlosti a velikosti
okamzitého zrychleni na case.

Reseni: Sikmy vrh miizeme rozlozit na dva nezavislé pohyby konané soucasné —
na rovnomérny piimocary pohyb ve vodorovném sméru stalou rychlosti vy cos
a na svisly vrh vzhiru s pocatecni rychlosti vg sin a. Pro soutfadnice polohového
vektoru plati:

x(t) = xo + votcosa, y(t) = yo + vot sina — %gt2 .

Soufadnice vektoru rychlosti dostaneme jako derivace pfislusnych souradnic
polohového vektoru:

vz(t):i—f:vocosa, vy(t):%:vosinafgt.

Obdobné dostaneme soufadnice vektoru zrychleni:

du, dv,
az(t):ﬁzo’ ay(t):d—f:*Q

Velikost okamzité rychlosti ziskame z jejich slozek:

v=/v2+ 02 =\/v3cos® a+ (vpsina — gt)*> = \/v3 — 2vogtsina + g2t2 .

Analogicky dostaneme velikost okamzitého zrychleni, FeSeni je trividlni, nebof

a; = 0:
a=,/a2+al=g.
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Priklad 3.3: Automobil se pohybuje pfimocaie stalou rychlosti o velikosti vg
po vodorovné silnici. V dezénu pneumatiky o poloméru R se zachytil kaminek.
Zvolme pocatek vztazné soustavy pevné spojené s vozovkou v misté, kde se
nachézi stfed pneumatiky v ¢ase ¢ = 0, smér osy = shodné se smérem pohybu
automobilu a smér osy y vzhiru. V case t = 0 se kaminek dotyka vozovky.

a) Urcete soufadnice x, y polohového vektoru kaminku, soufadnice v,, v, jeho
rychlosti a soufadnice a,, a, jeho zrychleni jako funkce ¢asu.

b) V téze vztazné soustavé urcete velikost v rychlosti a velikost a zrychleni
kaminku jako funkce casu.

¢) Urcete nejvétsi a nejmensi velikost rychlosti kaminku vzhledem k vozovce.

Reseni:
a) Kaminek kond vzhledem k vozovce dva na sobé nezéavislé pohyby, spole¢né
s automobilem pohyb posuvny rovnomeérny ve sméru osy x a vzhledem k au-

tomobilu rovnomérny pohyb po kruznici. Soutfadnice kaminku ve zvolené
soustavé souradnic splnuji rovnice

% v,

x:vot—RsinRt, y:—RcosR

Postupnym derivovanim dostaneme

dx Vo Vo
vy = E:UO_UOCOSEt:vO 1—COSEt ,
dy i Yo,
v, = —= =uvpsin—t,
y a "R
dv, v . wo
a = = —sin —t¢
* d¢ R R
dv, w3 v
a, = —==—cos—t.
Y dt R R

b) Pro velikosti rychlosti a zrychleni plati:

2
v=/vi+v2= \/vg (1—005%1?) +v§sin2v—1§t:

Uo\/IQCOS@t+COSZ v—0t+sin2 Et:vo 2 <1cosﬂt),

R R R R

1 7} 2
a= /a%—l—ai:\/%sinQ%t—i—%cosQ%t UFO.

¢) Podle vysledku tlohy b) je velikost rychlosti minimélni pro
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Yoy _ Yo, _ _ . 2mR
coth—l, Rt—Qk:TE, =k " = kT,
kdy vmin = 0 a maximalni pro
Yo, _ _ Yo, _ - TR _ T
cos pt = -1, Rtf(2k+1)n, t=(2k+1) " =kT+ 5,

kdy vmax = 2v9. Minimum nastane vzdy pri dotyku kaminku s vozovkou,
maximum vzdy v nejvyssi poloze kaminku. 7' je perioda otaceni kola.

Uloha 3.1: Harmonicky pohyb hmotného bodu ziskdme jako kolmy pramét
rovnomérného pohybu tohoto bodu po kruznici do primky lezici v roviné této
kruznice. Zvolime-li na uvazované piimce soufadnicovou osu y s pocatkem
v prumétu stfedu kruznice, je okamzitd vychylka harmonickych kmiti dana
rovnici
Y = Ym sin(wt + o) .
Urcete zavislosti v, = vy(t), a, = ay(t). Do jednoho obrizku sestrojte grafy
T

vSech tii zavislosti pro g = 0, w = 5 rad - s71, ym = 0,20 m v ¢asovém

intervalu (0,5 s).

Uloha 3.2*: Okamzitd vychylka tlumenjch harmonickych kmité s nulovou
pocatecni fazi je ddna rovnici

Y = Yme™
Urcete zavislosti vy = vy(t), ay = ay(t). Pomoci poéitace sestrojte grafy vsech
ti1 zavislosti pro ym = 5,0 cm, w = 10 rad-s~ 1, b = 2,0 s~! v dasovém intervalu
(0,1 s).

bt gin wt .

Uloha 3.3: Koncovy bod A velké ru¢icky véznich hodin je ve vzdalenosti r =
= 2,0 m od osy otaceni. Zvolme kartézskou soustavu soufadnic v roviné cifer-
niku s pocatkem ve stfedu ciferniku tak, ze osa  sméfuje k hodnoté 3 h a osa
y k hodnoté 12 h. Za pocatecni okamzik povazujme ¢as 12:00 h.

a) Urcete soufadnice x, y polohového vektoru bodu A a pomoci derivace sou-
fadnice rychlosti a soufadnice zrychleni bodu A jako funkce ¢asu.
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b) Ze soufadnic odvodte velikosti okamzité rychlosti a okamzitého zrychleni
bodu A. Reste téz &iselné.

Uloha 3.4: Pohyb hmotného bodu v prostoru je popsan ¢asovymi rovnicemi
T =rcoswt, y = rsinwt, z =gt .

a) Urcete soutadnice v, vy, v, rychlosti v a jeji velikost v.

b) Uréete soufadnice az, ay, a. zrychleni @ a jeho velikost a.

¢) Vysvétlete, pro¢ pfi v = konst je a # 0.

d) Popiste slovné tvar trajektorie a zptisob pohybu hmotného bodu po ni.

Uloha 3.5: Reste piiklad 3.3 pro ventilek ve vzdalenosti < R od osy otacen,
ktery se v nulovém case nachazi nad osou otaceni kola. Ostatni podminky tlohy
zustavaji.

Uloha 3.6: Pohyb télesa je popsan ¢asovou zavislosti polohového vektoru:
r(t) = vot i — ymcoswt - j + (ho — %th) k.

a) Popiste slovné dany pohyb.

b) Napiste rovnici pro rychlost v(¢).

¢) Napiste rovnici pro zrychleni a(t).

d) Vyjédiete zévislost velikosti rychlosti na ¢ase v(t).

e) Vyjadfete zavislost velikosti zrychleni na ¢ase a(t).

f) Urcete maximélni velikost amax & minimdalni velikost @i, zrychleni béhem
pohybu.

Uloha 3.7*: Ojnici pistu spalovaciho motoru lze modelovat tseckou délky 1,
jejiz koncovy bod A se pohybuje po kruznici o poloméru r < [ a druhy koncovy
bod B po ose x s pocatkem ve stiedu S této kruznice. Pohyb bodu A povazujte
za rovnomeérny s konstantni thlovou rychlosti w. V nulovém c¢ase lezi bod A
na ose x mezi body S, B. Najdéte funkce vyjadiujici zavislosti soufadnice x
polohy a souradnice v, okamzité rychlosti v bodu B na case t.

26



4 Tecné a normalové zrychleni

Nejprve si pfipomeneme rovnomérny pohyb po kruznici a odvodime vztah pro
jeho dostfedivé zrychleni.

U rovnomérného pohybu po kruznici ztistava velikost okamzité rychlosti
konstantni, avsak smér vektoru rychlosti se neustale méni, a to rovnomérné.
Predpokladejme, Ze béhem velmi malého c¢a-
sového intervalu At se hmotny bod posune
po kruhovém oblouku velmi malé délky As
z bodu A do bodu A’, pficemz jeho priivo-
di¢ opise velmi maly thel Ap. Vektor v tak
prejde na vektor v/, pfic¢emz |v| = |v/|.

Prenesme vektor v tak, aby oba vektory
v, v/ mély spoleény pocatecni bod. Orien-
tovand spojnice koncovych bodi vektord v
a v/, tedy vektor

Av=v —v,
pak udava zménu vektoru rychlosti. Vektor

Av tvori zékladnu rovnoramenného troju-
helnika A’BC, svir4 proto se svymi rameny

thel 90° — % Po pfeneseni vektoru Av do

bodu A svira s aseckou AS thel %

Budeme-li uvazovat namisto velmi malého ¢asového intervalu At nekoneéné
maly interval d¢, ¢imz velmi malé zmény As, Ay, Av piejdou na nekonecné
malé zmény ds, dy, dv, ma vektor dv od tsecky AS nekoneéné malou odchylku
¢imz limitné sméfuje do stfedu S. Podil % = a pak urcuje vektor na-
|dv]|

dt ’

a s uvazenim v =rw pak

dy
2
zyvany dostfedivé zrychleni. Velikost dostfedivého zrychleni je aq =

-dy
dt

P v
kde |dv| = v-dp.? Po dosazeni mdme aq =
je

2 _V°

aq = rw” = —.
d r

Dostiedivé zrychleni rovnomérného pohybu po kruznici lze téz odvodit de-
rivovanim polohového vektoru

2U kiivocarych pohybil nutno rozlisovat velikost zmény vektoru rychlosti |[dv| = |v/ — v|
a zménu velikosti rychlosti dv = v/ — v, ktera je u rovnomérného pohybu po kruznici nulova.
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r = (rcoswt, rsinwt),

Yy
zvolime-li pocatek soustavy soufadnic ve -

stfedu kruznice. Postupné dostaneme: 7sinwi ‘

dzr dy . !

= _ == = (— |

v (dt’ dt) (—rwsinwt, rw cos wt) , |

|

oo ((Qve dvy) _ 1
dt ’ dt 0] r coswt x

= (—rw? coswt, —rw? sinwt) = —w?r.

Z vysledku je zfejmé, ze zrychleni hmot-
ného bodu pfi rovnomérném pohybu po
kruznici ma opacny smér nez polohovy
vektor r, mifi tedy do stfedu trajektorie,

a jeho velikost je a = rw?.

Nyni se zaméfime na obecny kfivocary nerovnomérny pohyb. Pied-
pokladejme, Ze se hmotny bod pohybuje po kiivce nerovnomérnym pohybem.
V kazdém bodé trajektorie mizeme velmi maly tsek kfivky ptiblizné nahradit
obloukem kruznice o jistém poloméru. Zmensovanim délky tohoto tiseku kfivky
nahrazuje kruhovy oblouk usek kfivky presnéji. V limitnim pfipadé, tj. v pii-
padé nekoneéné malé délky tseku krivky, existuje pravé jedna kruznice, jejiz
oblouk nekonecné malé délky kopiruje presné zaktiveni trajektorie v daném
bodé A. Tato kruZznice se nazyva oskulaéni kruznice.

Predpoklddejme, Ze v bodé A ma hmotny bod rychlost v, v bodé A’, kam
dorazi o velmi maly ¢asovy interval At pozdéji, mé rychlost v’/. Vektory v
a v’ sviraji ihel Ap. Vektor v pieneseme tak, aby jeho pocateéni bod splyval
s pocateénim bodem vektoru v’. Vektor Av = v/ —v pak urcuje zménu vektoru
rychlosti v béhem ¢asového intervalu At.

28



Vektor Av lze rozlozit na dva navzajem kolmé vektory, na teény vektor Awy,
ktery urcuje zménu Aw velikosti rychlosti v, a na norméalovy vektor Av,, ktery
urcuje zménu Ay smeéru rychlosti v.

Z trojuhelniku A’BC plyne cos Ap = %

. U zrychleného pohybu
maji vektory v a Av; stejny smér, u zpomaleného vzajemné opacny. Proto
je mozné rovnici upravit na tvar Avy = v cosAp — v. Pro zrychleny po-

hyb je Awvy > 0, pro zpomaleny Av; < 0. Po vydéleni dobou At dostaneme
Avy v cosAp —v

N - A Blizi-li se At k nule, blizi se cos Ay k jedné a citatel
v’ — v se blizi k dv, ¢imz dostdvame teéné zrychleni a; o velikosti
janf = ol
HTde T | de

Samotné a predstavuje souradnici tec-
ného zrychleni méfenou v teéné (pro
zrychleny pohyb je ay > 0, pro zpo-
maleny a; < 0). Tecné zrychleni jako

vektor lze zapsat a; = a;T, kde 7= %

je jednotkovy vektor ve sméru okamzité
rychlosti.

Z trojuhelniku A’BC dale plyne sinAp = |Av—|,,“|, z ¢ehoz dostaneme

|Av,|  v'sinAgp e s o |dwvn]  v'dep ,
N AL Pro At blizici se k nule lze psat - a nebot

pro nekonec¢né maly thel je sindy = dp. Déle je dp = det, kde vdt je neko-
o PR . . |dv,| 2w

necné maly prirustek drahy. Po dosazeni dostaneme T = Vzhledem

k rovnosti v/ = v pro nekoneéné maly ¢asovy interval méame hledané norméa-
lové zrychleni a, o velikosti

_ ldvy| _ 02

@n dt r’

Normalové zrychleni jako vektor lze analogicky zapsat a, = ayn, kde n je
jednotkovy vektor sméfujici od bodu A do stfedu oskula¢ni kruZnice.

Slozenim te¢ného a normélového zrychleni dostaneme celkové zrychleni,
které mizeme téz zapsat jako derivaci vektoru rychlosti:

dvy
dt

n dv, _ dvy +dv, dv

a=a,+a, = T @ at
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Normalové zrychleni ma smér do stfedu oskula¢ni kruznice, te¢né zrychleni
mé v pfipadé zrychleného pohybu smér okamzité rychlosti, v pfipadé zpoma-
leného pohybu smér opa¢ny. Na obrazku je smér vektorid okamzité rychlosti a
tecného zrychleni shodny, znazornény pohyb je v daném okamziku zrychleny.
Vzhledem ke kolmosti te¢ného a normalového vektoru plati pro velikost zrych-
leni

do\ | vt
a:m:,/(d—g) + 5.

Specidlné pro pfimocary nerovnomérny pohyb, kdy v libovolném bodé¢ tra-
jektorie je nulové zakfiveni, tedy r — oo, a zrychleni ma pouze te¢nou slozku,
dv
E .

Naopak specidlné pro rovnomérny kiivocary pohyb, kdy ¢asova zména veli-

plati a = |ay| =

kosti rychlosti v libovolném bodé trajektorie je nulova, tedy % =0, a zrych-
2
leni mé pouze slozku normélovou (dostfedivou), plati a = a, = UT Polomér

zakfiveni trajektorie se béhem pohybu muze ménit.

Priklad 4.1: Viz F1 o celkové hmotnosti m = 600 kg se pohybuje s Gt¢innym
vykonem motoru (s vykonem spotfebovdvanym pouze na zrychlovani vozu)
P = 200 kW zatackou tvaru kruhového oblouku o poloméru r = 100 m ve
vodorovné roviné okamzitou rychlosti o velikosti v = 150 km-h=!. ¢ = 9,81 m-
s72.

a) Urdete velikosti teéného, normalového a celkového zrychleni.

b) Urcete pretizeni pilota, tj. pomér velikosti vysledné sily piisobici na pilota

a jeho tihové sily.

Reseni:

a) Pro vykon plati P = Fv = m% - v, z ¢ehoz uréime te¢né zrychleni
o dv o P o _92
ay = dt — mu - 8,0 m-s .

Normalové zrychleni je a, = v? =174m-s"2

Celkové zrychleni je a = \/aZ + a2 = 19,1 m -s~2.

b) Ve vztazné soustavé spojené s automobilem piisobi na pilota o hmotnosti m;
ve vodorovné roviné setrvacnd sila F; = —ma a kolmo k ni tihova sila
Fc = mg. Jejich vyslednice mé velikost F' = \/F2 + FZ. Hledany pomér je
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F \/Fsz +Fé \/a2 + g2
= = = =22.
Fo Fa g

Priklad 4.2: Hmotny bod je vrzen pod elevaénim tthlem «g rychlosti vy tak,
ze kond Sikmy vrh. Urcete zavislosti

a) okamzité rychlosti na case,
b) at a ay na Case.
Reseni:
a) Z obrazku pro soufadnice okamzité rychlosti plyne
Uy = Vg COS Qg , vy = vosinag — gt .

Velikost okamzité rychlosti pak je

v=/v2 + 02 = /v — 2vpgtsinag + g>12.

b) Kazdy vektor lze rozlozit do dvou rtznych smérta. Z hlediska vlastni pifi-
¢iny je vhodné (a navic jednoduché) rozlozit vektor okamzitého zrychleni do
sméri soufadnicovych os (pf. 3.2): a; =0, ay = —g. Okamzité zrychleni lze
vSak také rozlozit do sméru tecného a kolmého k trajektorii. Fyzikalni vy-
znam téchto slozek je okamzita ¢asova zména velikosti rychlosti a okamzita
¢asova zména sméru rychlosti.

-
-
a—g

Soutadnici ay te¢ného zrychleni ur¢ime ze vztahu

_dv _d o5 : 212 _ g(gt — vo sin o)
a0 = qf = V8 — 2ogtsinao + %2 = V2 — 2uegtsinag + g2t

Uvazime-li, ze zavorka v Citateli vyjadiuje soufadnici rychlosti —v, a jme-

novatel velikost rychlosti v, lze psat ay = — g%. V dobé vystupu je vy > 0,
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at < 0. Tefné zrychleni ma opacény smeér nez vektor okamzité rychlosti,
pohyb je zpomaleny. V dobé sestupu je tomu naopak.

2
. s y o v )
Pro velikost normalového zrychleni nelze pouzit vztah a, = o nebot

nezndme polomér oskula¢ni kruznice v jednotlivych bodech trajektorie. Zna-
me vSak celkové zrychleni pohybu a@ = g, z ¢ehoz a, = /g% —a?. Po
dosazeni a tpravé dostaneme

. gug COS (g

02 —2upgtsinag + g2t2

Qn

Vyraz mozno téz zjednodusit na tvar a, = g%. Vzhledem ke konstantni

soutadnici v, je normalové zrychleni nepfimo tamérné velikosti okamzité
rychlosti.
v2 v
7 rovnosti a, = = gTz 1ze urcit zavislost poloméru kfivosti trajek-

torie na rychlosti

v3 v3

r= =\
guz gV COS (g

v v - el .
Vzorce ay = —g—2, a, = g—= lze snadno ovéfit bez pouziti derivace.
v v
Pro thel a, ktery svird vektor okamzité rychlosti v s osou x, totiz plati:
. U, a v a
sina =4 =—-=, cosq = 2L = -2,
v g v g

Priklad 4.3: Rovnomérné zrychleny pohyb hmotného bodu po kruZnici je
popséan parametrickymi rovnicemi
_ 1 2 a0
x—rcosiat , y—rsm25t ,

kde r je polomér kruznice a € stalé ithlové zrychleni. Odvodte zavislost te¢ného,
normalového a celkového zrychleni na case.

Reseni: Soufadnice rychlosti ve smérech = a y jsou
Vg = ((li—f = —retsin %5152 , Vy = % = ret cos %51?2.

Pro velikost okamzité rychlosti plati

1Y 1.\
v=,/v2+ 02 = (—TEt sin 551?2) + (rst cos 55152) =ret.

Tecné zrychleni ay, vyjadiuje okamzitou ¢asovou zménu velikosti rychlosti a
u rovnomérné zrychleného pohybu je konstantou timérnosti ve vztahu v = agt.
Porovnanim s pfedchozi rovnici dostavame ay = re.
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Souradnice zrychleni ve smérech x a y jsou

Gy = d(;}tz = —resin %stz — re?t? cos %5t2 ,
_dvy 1 0 2,21 9
ay = ~q; = recos §€t — re“t®sin QEt .

Pro velikost celkového zrychleni plati

— /42 2
a=,/az +ay =

1 1.,V 1 1.,V
= <—r5 sin zet? — re2t2 cos 551?2) + (rs cos =et? — re2t? sin §€t2) )

2 2

Po umocnéni dvojélenti a po tpravé dostdvame a = /122 + r2¢4t4. Porov-
nanim se vzorcem a = \/aZ + a2 dostavame, Ze tetné zrychleni a; = re je kon-

stantni a normalové zrychleni a, = re2t? roste s ¢asem kvadraticky. Normalové
2

, . , v
zrychleni lze téz ziskat dosazenim v = ret do vztahu a, = e

Uloha 4.1: Centrifuga s kosmonautem o celkové hmotnosti m se ve vodorovné
roviné roztaci se stalym vykonem P. Polomér kruznicové trajektorie kosmo-
nauta je r. Urcete zavislost veli¢in a, ay, a, na case. Kabinu s kosmonautem
povazujte za hmotny bod, hmotnost ramene zanedbejte.
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5 Druhy Newtoniv pohybovy zakon

Pohybovym téinkem sily je ¢asova zména hybnosti télesa, pfi¢emz se v prubéhu
¢asu muze ménit nejen rychlost télesa, ale i jeho hmotnost. Pro jednoduchost
se omezime na klasickou fyziku a zanedbame relativistickou zménu hmotnosti.
Hmotnost télesa se bude ménit zachycovanim, uvolilovanim nebo vymr$fovanim
hmoty.

Ptsobi-li na téleso stala sila, je vektor této sily F urcen pomérem zmény
vektoru hybnosti Ap a doby At, béhem néhoz k této zméné hybnosti doslo:

A
F=3B.
Vektor hybnosti se pfitom méni rovnomérné.

Neni-li sila ptisobici na téleso stala, udava vzorec primérnou silu pusobici
na téleso v ¢asovém intervalu At. Okamzitou silu vyjadiime podilem neko-
necné malé zmény hybnosti a nekonec¢né malého ¢asového intervalu této zméné
odpovidajicimu, tedy derivaci hybnosti podle ¢asu:

_dp
F= dt ’
neboli podle 3. kap. ve slozkdch F = ldéj tl + ]déjty + kdp zZ

Jelikoz p = mv, pri¢emz obecné rychlost i hmotnost mohou byt funkcemi
¢asu, podle pravidla (P3) pro derivaci sou¢inu funkci plati:

F_dp _ d(mv)_ dv _dm

dt dt -
Okamzitou silu tak tvofi soucet dvou ¢lent. Prvni z nich vyjadfuje zménu
hybnosti télesa vlivem zmény jeho okamzité rychlosti. Druhy vyjadiuje zménu
hybnosti télesa vlivem zmény jeho hmotnosti.
V rovnici (5.1) mohou nastat specidlni ptipady:

F v (5.1)

%—T =0, plati zndmy

= ma. Okamzita sila je pfimo amérna okamzitému

a) Neméni-li se béhem pohybu hmotnost télesa, tj.

dv
a bézny vztah F = ma =

zrychleni.
dm

b) Neméni-li se béhem pohybu rychlost télesa, tj. ar

dv
TG = =0, plati F=v—-
Okamzita sila je pfimo tmérna ¢asové zméné hmotnosti.
c¢) Pusobi-li sila ve sméru pohybu télesa, je pohyb pfimocary a rovnici (5.1)
muzeme psat ve skalarnim tvaru
dp d

dv dm
My T



Upravou rovnice (5.1) dostaneme diferencial impulzu
dp = Fdt = mdv + vdm.

Znézornime situaci pro primocary zrychleny pohyb pfi rostouci hmotnosti té-
lesa. (Téleso pfi pohybu postupné zachycuje klidnou hmotu.) Tehdy rychlost v
a prirtstek rychlosti dv maji shodny smér a pro velikost diferencidlu impulzu
plati
|[dp| = dp = Fdt = mdv + vdm .

Obsah obdélnika o stranach m a v udava velikost hybnosti p télesa v case t,
obsah obdélnika o stranach m+dm a v+ dv pak velikost hybnosti télesa v case
t+dt. Rozdil obsaht pfedstavuje elementarni prirustek velikosti hybnosti dp té-
lesa neboli velikost elementarniho impulzu sily F'dt. Obsah prouzku o stranich
m a dv predstavuje velikost prirtistku hybnosti dp; = m - dv télesa vlivem
zmény velikosti jeho okamzité rychlosti pfi dané hmotnosti, obsah prouzku
o stranach v a dm pak znazornuje velikost prirtustku hybnosti dps = v - dm
télesa vlivem zmény jeho hmotnosti pfi dané okamzité rychlosti. ,,Obdélnicek*
o stranach dm a dv je vzhledem k obsahu prouzku zanedbatelny.

dpr =m-dv dm - dv

dv

dpy =v-dm

m dm

Priklad 5.1: Stanovte velikost sily piisobici na téleso pii jeho pFimocarém
pohybu za podminek:

a) m = konst, v = konst,
b) m = konst, v(t) =at, kde a = konst,

c) m(t) = mo + wt, v =konst, kde my > my,

1
d) m(t) = mo + mlt;lmot, v(t) =at, kde my >mgy, a=konst.
Reseni: .
Pohyb je pfimocary, mizeme proto ve vSech pripadech psat F' = d_lt)
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a) Plati F = % = %(mv) = 0, tedy téleso s konstantni hmotnost{ se pohy-
buje rovnomérné bez piisobeni vnéjsi sily, tj. setrvacnosti.
b) Téleso s konstantni hmotnosti kond rovnomérné zrychleny pohyb, pro veli-
kost sily plati
dp d

d
= = E(mv(t)) = mE(at) = ma = konst.

c) Pfi stalé rychlosti v hmotnost m li- m
nearné roste. Zavislost odpovida rov-
nomérnému ,nabalovani“ klidné hmoty
pri stalé rychlosti télesa, napf. pfi pru-
jezdu vagonu pod nasypkou, z niZ rov-
nomérné svisle dolti pada sypky mate-
ridl. Derivovanim dostaneme

_d mi—mo,\ _
F_dt<m0+ o t)—

LG S LV Ny
tq

K udrzeni rychlosti vagonu, a tedy k uvadéni rovnomeérné padajici hmoty
do pohybu, je nutna konstantni sila.

d) Situace je obdobou pfipadu c), rychlost télesa v8ak rovnomérné roste. Pro
okamzitou silu plati

. d mi —mo _
F = T [(mOJritl t) at] =
m1— Mo,

d <m0at L . my — mo
1

t2 :m0a+2am1 t,
tq

T ar
je tedy linedrni funkci casu.

Priklad 5.2: Lokomotiva tdhne vagon o hmotnosti my = 20 t pod nasypkou,
z niz pada svisle dold stérk s hmotnostnim tokem %—T = 600 kg - s~!. Urcete

zévislost na cCase sily, kterou ptisobi lokomotiva na vagon, jestlize se pohybuje

a) rovnomérné stalou rychlosti vg = 0,5 m-s71,

dv 2

EzO,Qm-s_.

b) rovnomeérné zrychlené se zrychlenim

Reseni:

Jedna se o primocary pohyb, pro silu ve sméru pohybu plati zakon sily ve
skalarnim tvaru

dv dm

F=m(t)q +v) g
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kde rychlost i hmotnost jsou obecné funkci ¢asu. V nasem pfipadé hmotnost

[ (g . dm
vagonu s nakladem zavisi na ¢ase podle vzorce m = mg + Et'

a) Pfi rovnomérném pohybu je v = vy = konst, tedy % = 0. Pro silu plati
o dm  dm .
= (t)E—’UOE—O,E)'GOON—Z%OON.

Touto konstantni silou je urychlovan bezprostfedné po svém dopadu pouze

pribyvajici néklad, poté se pohybuje s vagonem konstantni rychlosti.

b) Pti rovnomérné zrychleném pohybu je v = at, tedy % = q. Pro silu plati

dt
:m0a+2at%—? = 4000 N +¢-240 N -5~ 1.
Touto linearné rostouct silou je urychlovan vagon s dosud dopadnutym stér-
kem s danym zrychlenim a uvadén do pohybu pravé dopadaji stérk na oka-
mzitou rychlost vagonu.

F= m(t)((%} +v(t)(il—7? = (mo + %—?t) atatd? —

Priklad 5.3: Téleso se pohybuje tak, Ze jeho rychlost roste podle rovnice v(t) =
= Bt? a jeho hmotnost linedrné klesa podle vztahu m = my — At, pficemz
hmota se bez silového pusobeni uvolnuje az do zaniku télesa.

a) Sestrojte graf zdvislosti velikosti pohybové sily na cGase.

b) Urcete velikost rychlosti a velikost zrychleni pohybu v okamziku zaniku té-
lesa. Reste nejprve obecné, pak pro hodnoty mg = 10 kg, A = 1 kg - s~ 1,
B=1m- s3

Reseni:

a) Jelikoz uvoliiujici se hmota télesa
neni do Zadného sméru ,odhazovéa-
na“, ¢len vd—m se neuplatiiuje. Sila Bmj

dt S5A
. , . . 2A
je nutna pouze na pozadované urych-

lovani ,ubyvajiciho* télesa. Pro hle-
danou pohybovou silu plati

g

dv d
F(t) =mgy = (mo — At)E(BtZ) =
= 2Bmgot — 2ABt?. 0
Grafem je parabola. A

37



2
b) Dosazenim ¢ = % = 10 s dostaneme vBt?> = B%Q = 100 m - s™L.
Zrychleni v témze Case je a = % =2Bt = 23% =20m-s~ 2

Uloha 5.1: Na vodorovny dopravnikovy pas s jmenovitym piepravnim vyj-
konem 800 kg - min~' a rychlosti posuvu pasu 3 m - s~! dopadé ve svislém
sméru sypky material. Urcete velikost sily, ktera pfi plném vykonu ptisobi na
dopravnik ve vodorovném sméru vlivem dopravy materialu.

Uloha 5.2: Lokomotiva tahne po vodorovnych kolejich ve sméru osy x cisternu,
z niz vytéka voda se stalym hmotnostnim tokem 15 kg-s~! vytokovou rychlosti
o velikosti 6 m - s~1. Pohyb cisterny je

1) rovnomérny,

2) rovnomérnsé zrychleny se zrychlenim 0,4 m - s~=2.
Voda z cisterny vytéka

a) svisle dolu,

b) ve sméru jizdy,

¢) proti sméru jizdy.
Urcete pro vSechny kombinace zavislost slozky okamzité sily F,, kterou pusobi
lokomotiva na cisternu, na ¢ase. V daném okamziku je hmotnost cisterny 60 t.
Vytokovou rychlost povazujte za nezavislou na zrychleni cisterny.

Uloha 5.3: Vlak o hmotnosti 400 t se pohybuje po vodorovnych kolejich v desti
se zrychlenim 0,1 m - s~2. Za kazdou sekundu dopadne na povrch vlaku 60 kg
vody. Predpokladame, ze destova voda je urychlovana na rychlost vlaku a poté
stéka na zem. Urcete velikost tahové sily motoru lokomotivy pfi okamzité rych-
losti 90 km - h—!.

Uloha 5.4: Kropici viiz se rozjizdi se stalym zrychlenim 0,5 m-s~2 p¥i soucas-
ném kropeni ve sméru jizdy vitokovou rychlosti 20 m-s~! se stalym priitokem
4 kg -s~. Poéateéni hmotnost vozu je 8000 kg. Urdete zavislost velikosti sily,
kterou se vz rozjizdi, na case.

Uloha 5.5: Vlak o po¢ate¢ni hmotnosti mg se v desti rozjizdi z klidu se stalym
zrychlenim a. Destova voda pada na vlak rovnomérné s vydatnosti %—T =k
a v otevienych vagonech ztstava. Urcete zavislost sily motort lokomotivy na

case.
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6 Zakon zachovani hybnosti

Pfi vzajemném pusobeni dvou téles je podle 3. Newtonova pohybového zédkona
splnéno

F1:_F2a

kde F; je sila, kterou piisobi druhé téleso na prvni a Fs je sila, kterou ptisobi
prvni téleso na druhé. Tyto sily, akce a reakce, maji tedy stejnou velikost,
navzajem opacny smér. Vznik a zanik jedné sily je vzdy spojen se vznikem a
zanikem sily druhé. Maji-1i sily pohybovy Gc¢inek, zpisobi kazda z nich béhem
doby dt zménu hybnosti télesa, na které pusobi:

_dpy _ dp2
=@ k=g
Dosazenim do vztahu (6.1) pak dostaneme: % = *%,

z ¢ehoz plyne
dpl = 7dp2 s neboli dpl + dp2 =0.

Tyto rovnice predstavuji zakon zachovani hybnosti v diferencialnim tvaru pro
dvé télesa: Zmény hybnosti pfi vzajemném silovém piisobeni dvou téles jsou
stejné velké, ale opacného sméru. Jinymi slovy: Celkova hybnost izolované sou-
stavy dvou téles zlistava konstantni.

Tento zavér je mozné rozsifit na izolovanou soustavu libovolného poctu
téles. Pak plati:

p1+p2+...+p, = konst.

Uvedena rovnice vyjadifuje zakon zachovani hybnosti: Soucet hybnosti téles
izolované soustavy je konstantni.

Priklad 6.1: Odvodte vztah pro okamzité zrychleni rakety
a) ve volném kosmickém prostoru,
b) v gravita¢nim poli.

Reseni:

a) Ozna¢me v okamzitou rychlost rakety ve volném kosmickém prostoru, u oka-
mzitou rychlost tryskajicich plynt vzhledem k raketé, m okamzitou hmot-
nost rakety, dm (dm < 0) zménu hmotnosti rakety za dobu d¢. Pak —dm
vyjadfuje hmotnost vytrysknutych plynt za tutéz dobu dt. Plyny ziskaji
vzhledem k raketé okamzitou hybnost dp; = —udm, a to vlivem sily
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_ dp1 _ udm
Fo="% ="a
kterou na né raketa piisobi. Soucasné vzroste hybnost rakety o dps = mdv.
Pri¢inou je sila,

F, — dpz _ mdv

dt — dt -
kterou ptisobi naopak plyny na raketu. Dosazenim do 3. Newtonova pohy-
bového zdkona F; = —F5 dostaneme:

udm _ mdv

dt — dt
Podil % urcuje hledané okamzité zrychleni a rakety, které z rovnice vyja-
difime:
_dv _ u dm

Okamzité zrychleni rakety tak zavisi na jeji okamzité hmotnosti m, na rych-
losti u tryskajicich plynt vzhledem k raketé a na ¢asové zméné hmotnosti

rakety %—T Jelikoz ve vektorové rovnici je %—T < 0, maji vektory a a u

navzajem opacny smér. Kladna veli¢ina @ = — %—Zl predstavuje hmotnostni

tok plynt.

b) V gravitaénim poli s gravita¢nim zrychlenim a, jiz soustava neni izolovana,
nebot je pod vlivem gravitacni sily F, = ma,, kterd obecné zavisi na po-
loze rakety, a tedy pii jejim pohybu i na case. Ke zrychleni rakety vlivem
vlastniho pohonu vektorové pri¢teme zrychleni gravitac¢niho pole, tj.

a(t) = 0 a (1)

Priklad 6.2: Na obrazku je model reaktivniho pohonu. Vozik o hmotnosti
mo = 2 kg tvoii nadoba o obsahu vnitiniho priifezu S = 1 dm? postavens na
podvozku. U dna nadoby se nachazi vytokovy otvor o obsahu vnitiniho prufezu
So = 1 cm?. Nadobu naplnime kapalinou hustoty ¢ = 1000 kg - m—3. Urdete
velikost zrychleni voziku pfi okamzité vysce hladiny h = 25 cm nad vytokovym
otvorem. Vliv setrvac¢nych sil ptisobicich na kapalinu na stav hladiny a na tlak
ve vytokovém otvoru zanedbejte.
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Reseni:
Vytokovym otvorem protece za ¢as dt kapalina a
o hmotnosti |dm| = pSpdz, kde dx je posunuti
kapaliny ve vytokové trubici za cas di. Hmot- g
nostni tok vytékajici kapaliny pak je

|[dm|  0Spdz
dt —  dt

= 0Sou . 0

Vytokova rychlost kapaliny méa velikost

u = +/2gh.

Okamzita hmotnost voziku je @ M

m = mg + 0Sh.

Podle rovnice (6.1) je velikost zrychleni télesa a = % %

|drm|

Dosazenim veli¢in o W m nakonec dostaneme

__2goSoh

_ Ca—2
7m0+95970’11m s7°.

Uloha 6.1: Startovni hmotnost rakety Saturn 5 s kosmickou lodi Apollo 11,
ktera v roce 1969 pfistala na Mésici, byla 2940 t. Vytokova rychlost plynt byla

3010m-s~ 1.

a) Uréete hmotnostni tok plynt v okamziku, kdy se raketa odpoutdvd od

rampy.
b) Urcete velikost okamzitého zrychleni rakety pii pohybu svisle vzhiiru v ¢a-
sech tg = 0 a t; = 100 s za predpokladu %—T =12t -s7!. Odpor vzduchu

zanedbejte. Gravitacni zrychleni povazujte v obou casech za stejné s hod-

notou a; = 9,8 m-s~2.
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7 Extrémy funkce

Ve fyzikalnich Glohach nas Casto zajima, jak se funkéni hodnota fyzikalni veli-
¢iny v zavislosti na jiné veli¢iné méni, zda roste nebo klesé a kde a jakou ma
extrémni hodnotu, tedy maximum nebo minimum. Intuitivné si ukazeme sou-
vislost téchto vlastnosti funkce s derivacemi a metody, jak s vyuzitim derivace
extrémy funkce najit.

Piedpokladejme, ze danou funkci y = f(z) definovanou na uréitém inter-
valu lze zobrazit spojitou, tj. v zadném bodé neprerusenou, kiivkou. Kazda
takova funkce se nazyva spojita funkce. Existuje-li v daném bodé [xg, f(z0)]
kiivky te¢na, je jeji smeérnice tga dana hodnotou derivace v bodé =z, tj.
tga = f'(x0), kde a je smérovy thel pfislusné tecny (—90° < a < 90°).

\
\
rB TE }
} 9) za \! x
|
|

\
\
\
B
5
E

Tecna ke grafu sestrojend v bodé A kiivky svird s osou z kladny thel «
(0 < o < 90°), neboli smérnice teény tga a derivace f'(z4) v bodé z4 je
kladna. Rikéme, Ze v bodé x4 je funkce rostouci.

Naopak v bodé B je thel a zdporny (—90° < o < 0), tudiz smérnice tg«
a derivace f'(xp) je zaporna. Rikdme, ze v bodé zp je funkce klesajici.

Je-li funkce rostouci, resp. klesajici v kazdém bodé daného intervalu, fikame,
zZe je rostouci, resp. kleasjici na tomto intervalu. Je-li funkce na daném intervalu
rostouci, nebo je-li na daném intervalu klesajici, pak fikame, Ze funkce je na
tomto intervalu monotdénni.

V bodé zp funkce prechazi z rostouci na klesajici, v bodé xg z klesajici
na rostouci. Rikdme, #e v bodech zp a xp ma funkce lokalni extrémy, a
sice v bodé zp lokalni maximum a v bodé zg lokalni minimum. V obou
pripadech je derivace funkce, a tedy smérnice teény, nulova: f'(xp) =tgap =
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= f'(zg) = tgag = 0. Tefny sestrojené ke grafu v bodech D a E maji smér
totozny s osou .

V bodé z¢ je derivace funkce téz nulova jako v bodech xp a xg, ale funkce
je klesajici. Tecna v odpovidajicim bodé C kfivky graf protina a kfivka méni
zakfiveni na opacné. Také v bodé F tecna kiivku protina, pfestoze zde derivace
nulova neni.

Bod C'i bod F grafu nazyvame inflexni bod. Rikdme té%, ze v bodech z¢
a xr nastala inflexe.

V bodech G a H mé graf funkce ,Spicku“, jeji derivace v bodech zg a
x g neexistuje a nelze jednoznacné sestrojit tecnu. V bodé xz¢ prechazi funkce
z rostouci na klesajici, ma v tomto bodé lokdlni maximum. V bodé zp je funkce
klesajici.

7 ukazky je ¢astedné vidét a z matematické analyzy plyne, Ze extrémy
spojité funkce definované na libovolném intervalu najdeme mezi nésle-
dujicimi ,,podezielymi“ body:

a) Krajni body uvaZovaného intervalu. Je-li interval otevieny, krajni
bod neexistuje a tudiz zadny extrém zde neptichazi v ivahu. Piikladem muze
byt funkce tangens v bodé x = /2 . Je-li interval uzavieny, tvoii krajni body
lokalni extrémy. Napi. funkce 22 mé na intervalu (—2, 3) v bodé z = —2 lokalni
maximum, v bodé x = 3 vSak extrém nemé, nebot ¢islo 3 do intervalu nepat¥i.

b) Body, v nichZ derivace neexistuje. Jsou to pfipady, kdy mé graf
funkce ,$picku“ a nelze sestrojit tecnu. Jde o pfipady funkci s absolutni hod-
notou nebo na sebe navazujici dvé ruzné funkce, napf. rostouci linearni funkce
navazujici na klesajici hyperbolu nepfimé timérnosti.

¢) Body, v nichZ je derivace nulova. Funkci zderivujeme jesté jednou.
Je-li v uvazovaném bodé druhé derivace kladné, resp. zdporna, ma v tomto
bodé funkce lokalni minimum, resp. maximum. Je-li v tomto bodé druha de-
rivace rovnéz nulova jako prvni derivace, budeme derivovat dal, dokud nena-
razime na prvni nenulovou derivaci. Pfi sudém poradi prvni nenulové derivace
nastava lokalni extrém, a sice maximum (je-li tato derivace zdpornd) nebo mi-
nimum (je-li kladnd), a pfi lichém pofadi nastava inflexe. (Toto pravidlo je
mozné demonstrovat na mocninnych funkcich 22, 23, z* atd., tedy obecné z™.
Funkce 2" mé v bodé = = 0 prvni nenulovou n-tou derivaci. Tedy pfi sudém
n ma funkce " v bodé 0 minimum, pfi lichém inflexi, jak je z prubéhu téchto
funkci znamo.)

Rozhodnuti, zda v bodé€ zg je v pfipadé nulové prvni derivace lokalni ma-
ximum, lokdlni minimum nebo inflexe, nemusime provadét dalsim derivova-
nim funkce. Casto postaéi vyuzit intuitivni pfedstavu: Je-li spojita funkce pro
x < xg rostouci a pro x > g klesajici, pak je zifejmé v bodé xy maximum. Na-
opak, je-li pro x < x¢ klesajici a pro x > z¢ rostouci, pak je zfejmé v bodé zg
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minimum. Je-1i ,,pfi pfechodu zleva doprava pfes bod z¢* funkce rostouci nebo
,pIi prechodu zleva doprava pres bod zo“ klesajici, pak je zfejmé v bodé xg
inflexe.

Priklad 7.1: Nadoba je naplnéna kapalinou do vysky hg nade dnem nadoby,
které je v tirovni okolni vodorovné roviny.

a) V jaké vysce hy nade dnem nédoby je tfeba navrtat otvor, aby méla kapalina
maximalni dostiik?
b) Uréete délku dpax maximélniho dosttiku.

Y

ho

U d

a) Pfi volbé soustavy soufadnic podle obrédzku mizeme pro soufadnice libovol-
ného bodu trajektorie vodorovného vrhu psat

1
T = vt, y:h—ﬁth, kde v=1/2g9(ho — h)

je vytokovéa rychlost kapaliny ve vysce h nade dnem nadoby. Oznac¢me t;
dobu letu vybraného elementu kapaliny. V okamziku dopadu plati y = 0,
x = d. Z rovnice pro y-ovou souradnici plyne

Reseni:

ozh—%gt%, t = %.
Dosazenim do rovnice pro z-ovou soufadnici uréime zavislost délky dosttiku

na vysce otvoru:

d(h) =vt; = \/2g(h0 — h) . \/% 2\/h0h7 h?.

Vzhledem k monotdénnosti druhé odmocniny sta¢i nalézt maximum vyrazu
pod odmocninou. Jeho derivace je
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d
%(hoh —h?) =hg —2h.
7 podminky nulové derivace poloZzenim h = h; dostaneme hledanou vysku

h . VN . (.
hy = ?0. Z tvaru derivace je dale zfejmé, Ze na uvazovaném intervalu (0, ho)

je pro h < hy derivace kladna a tedy funkce d(h) je rostouci, pro h > hy
je derivace zaporna a tedy funkce d(h) je klesajici. Nalezeny lokéalni extrém
pro hy = % je proto skuteéné maximem této funkce.

b) Maximalni délku dostiiku dpyax ziskdme dosazenim hodnoty h = h; do

funkce d(h):
2
oo 2\/h0~ ’;0 _ (%) ~ he.

Priklad 7.2: V homogennim tithovém poli bylo z vodorovné roviny pod elevac-
nim thlem « vrzeno téleso s pocatecni rychlosti vy.

a) NapiSte parametrické rovnice pohybu télesa, které popisuji zévislost soufad-
nic x, y na ¢ase, a z nich odvodte rovnici trajektorie télesa.

b) Urdete soufadnice x1, y1 nejvyssiho bodu trajektorie pomoci derivace y-ové
soutadnice polohy télesa, jednak podle ¢asu, jednak podle z-ové souradnice.

¢) Odvodte vzorec pro délku vrhu a pomoci derivace uréete elevacéni thel, pro
ktery je délka vrhu maximalni.

Reseni:

a) Pro souradnice télesa v zavislosti na ¢ase plati

z(t) = votcos v, (1)
y(t) = votsina — %th : (2)
Vylou¢enim parametru ¢ z rovnic (1) a (2) dostaneme
- _ 9 2
o) = riga = grloa®, ®)

b) Derivaci funkce (2) podle ¢ dostaneme

dy() _  sina —
aQ — losino gt.

dy(t)

Z podminky 42 =0 plyne t = 222

. Dosazenim do rovnic (1) a (2)

dostaneme soufadnice bodu s maximalni vyskou:
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2 . .
_ vy sin 2« _ Yysin“a

1 = 29 ) y1 = 29
Obdobné derivace funkce (3) podle x je
dy(@) .. __ g
dz — 8% vg cos? a”
2 .
Z podminky dﬁ—f) = 0 plyne z; = % a dosazenim do (3) pak
2 2
dostaneme y; = % .

¢) Z podminky y(z) =0 v rovnici (3) plyne
2

LS
v (tga 203 cos? a) 0.
vg sin 2

Jeden kofen 7 = 0 urduje pocatecni bod vrhu, druhy kofen zo = -0———

misto dopadu a soucasné délku vrhu. Derivace délky vrhu podle eleva¢niho
uhlu je

2
) _ 2% cos2a .
do g

Z podminky % =0 plyne cos2a =0, tedy a = 45°.

Priklad 7.3: Kfivka vyjadfujici Maxwellovo rozdéleni rychlosti molekul ide4l-
niho plynu, jehoz molekuly maji hmotnost mg, je dana funkénim pfedpisem

9 3 mov?
N(v) = = (%) v2e 2kT

a) Urcete pro danou teplotu 7' daného plynu nejpravdépodobnéjsi rychlost vp,.
b) Odvodte vztah mezi nejpravdépodobnéjsi rychlosti v, a st¥edni kvadratickou
rychlosti

Reseni:

a) Hleddme maximum zndmé kiivky. Plati
3 mgv?
dN(v) _ [2 (mg T mo o
Ao E(W ve 2wt )
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Z podminky %—JZ = 0 plyne v = v, = %ﬁ—T Snadno se presvédéime,
0

ze pro v < v, nabyvé derivace kladnych hodnot, tudiz funkce N = N(v)
roste, pro v > v, je naopak derivace zaporna, tudiz funkce klesi. Proto pro
v = v, nastava skute¢né maximum.

b) Z porovnéani vztahti pro v, a vk plyne v, = \/gvk.

Priklad 7.4: Perioda kmiti tuhé homogenni tyce délky [ a zanedbatelné
tloustky, upevnéné otaciveé ve vzdalenosti x od t&zisté, je ddna vztahem

T:2m/%,

kde J = 1—12le +ma? je moment setrvacnosti tye o hmotnosti m vzhledem

v

kmitd minimalni.

b) Uréete obecné tuto periodu Ty, & potom ¢iselné pro I = 1,00 m, g =
=98lm-s 2

Reseni:

a) Perioda kmiti po dosazeni a upravé je

o [P+ 1222
T =21 W

Vzhledem k monoténnosti druhé odmocniny stac¢i nalézt minimum vyrazu
pod odmocninou. Jeho derivace je

d (P4+1222\ _d [ 7 I 1222 -1
dz 12gx Tdx \ 1292 g ) 12g2%

Derivace je nulova pro z1 = ?l = 0,2891. Z tvaru derivace je dale zfejmé,

Ze na uvazovaném intervalu (0,1/2) pro z < x; je derivace zaporni a
tedy funkce klesajici, pro = > z; je derivace kladné a tedy funkce rostouci.
V bodé x; proto skuteéné nastavid minimum.

b) Minimélni perioda je Tpnin = T(21) = 27 ? é =1,52s.
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(Pro osu na konci tyce vychazi T = 2y | % é =1,64s.)

Priklad 7.5: Na jednozvratné pace mame zdvihnout téleso o hmotnosti m
umisténé ve vzdalenosti d od podpéry. Paku tvori homogenni ty¢ s linearni
hustotou .

a) Urcete délku tyce x;1 tak, aby pusobici sila na jeji konci byla minimélni.
b) Urcete velikost Finin této sily.

Reste obecné, pak pro hodnoty m = 120 kg, d = 40 cm, A = 8,00 kg - m™?,

g=29.81m- s 2.

Reseni:

a) Pro momenty sil vzhledem k vodorovné ose otaceni kolmé k tyéi a prochéa-
zejici bodem A podle momentové véty plati:

Fx =mgd+ )\:rg% ,

kde Az je hmotnost tyce. Z rovnice vyjadiime silu

Pl = 2

a zderivujeme:

dF(z) [ md A
der (—?4—5)9

mg

Derivace je nulova pro z; = 1/@ (zaporny kofen nemé fyzikalni vy-

znam).
Druhé derivace
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d2F(x) _ mgd
dz? 223
je pro = = x; kladnd, pfi délce paky x; je sila skute¢né minimalni. Ciselné
vychéazi x; = 3,46 m.
b) Hledand miniméln{ sila pak je Fi, = F(x1) = gv2Admd = 272 N.

Priklad 7.6: Kvadr o hmotnosti
m mame vléci rovnomérnym pohy-
bem po vodorovné podloZce. Souci-
nitel smykového tfeni mezi kvadrem
a podlozkou je f.

a) Urdete tthel ay mezi pisobici si-
lou a podlozkou tak, aby velikost
sily F byla nejmensi.

b) Urcete tuto velikost Finin.

Reste nejprve obecné, pak pro hod-
notu f =0,7.

Reseni:
a) Svisld slozka F'sin« sily F zptisobuje nadlehéeni télesa tak, ze pro velikost
tfect sily plati
Fy = f(mg — Fsina).
Vodorovna slozka F'cos « sily F je pfi rovnomérném pohybu rovna velikosti
tfeci sily Fi. Z rovnosti plyne

fmg
cosa+ fsina’

Hledame takovy thel aq, pfi kterém je velikost sily F minimélni. Proto
derivujeme velikost sily F podle thlu «:

dF _ fmg(sina — fcosa)

do = (cosa+ fsina)?

Z podminky (31—5 =0 plyne tga = f. Jelikoz pro a < a3 je % < 0 apro

a>ap je % > 0, je pro a < a; funkce klesajici a pro o > a; rostouci.
Pro thel oy ma funkce F' = F(a) minimum. Ciselné je a; = 35°.

b) Nejprve sinus a kosinus nahradime funkci tangens. Ze vztaht
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sin «v

cosa sina +cos2a =1

tga =

plyne pro « € (0,90°)
tg o 1

—s cCoOsSQy = ———xo |
\/1—|—tg2o¢’ V1+tgZa
Dosazenim do rovnice

V1+tg?a

1+ ftga -~

Hledanou minimalni velikost sily ziskdme polozenim tga = tga; = f. Po

sina =

fmg
cosa + fsina

dostaneme F = fmg

upravé dostaneme Fii, = _fmg = 0,57mg.

NV

Uloha 7.1: Téleso bylo vrzeno ve visce hy = 12 m nad vodorovnym terénem
pocatecni rychlosti vg = 18 m - s~! pod tthlem « = 35°. Napiste rovnici
trajektorie vrhu a urcete souradnice nejvyssiho bodu trajektorie.

Uloha 7.2: Uréete vysku hi, z niz musime vrhnout téleso vodorovnym smé-
rem, aby dopadlo minimélni rychlosti do dané vzdalenosti d = 25 m méfené
ve vodorovné roviné od svislého primétu mista vrhu. Uréete tuto minimalni
rychlost vy, a poc¢ateéni rychlost vrhu vyp.

Uloha 7.3: Ze stanového tabora potie- do

buji vyslat béZce se zprdvou do blizké I
vesnice. Pobézi-li po poli kolmo k pfimé O =

silnici lezici ve vzdélenosti di = 700 m L 0N

od tabora, bude muset jesté urazit po  vesnice AN dy
silnici vzdalenost do = 1200 m. Rych- \\

lost bézce na poli je v; = 3,0 m-s~ !, na \

silnici vo = 5,0 m - s~!. Pro bé&zce bude tdbor O—

vyhodnéjsi bézet k silnici Sikmo.
Urcete vzdalenost x od vesnice, kde se musi dostat na silnici, aby celou trasu
urazil v nejkratsim case. Urcete tento minimalni ¢as tyin-

Uloha 7.4: Urcete ¢as t1, v ném# je zrychleni z tilohy 4.1 minimélni. Uréete
toto minimalni zrychleni ap;p.

Uloha 7.5: Retéz o hmotnosti m a délce [ je za jeden konec zavésen tak, Ze se
druhym koncem dotyka zemé. Urcete maximalni kinetickou energii fetézu po
uvolnéni.

Uloha 7.6: Teplotni objemovou roztaznost vody lze v rozmezi teplot od 0 °C
do 30 °C popsat rovnici
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V = Vo(1 + Bt + Bot? + B5t3),

kde 31 = —6,43-1075 K™}, B, =8,51-1076 K2, 33 = —6,79- 1078 K3 jsou
empiricky urcené hodnoty a Vj je objem pfi teploté 0 °C.

a) Urcete pii jaké teploté tmin je podle uvedené aproximace objem v daném
intervalu teplot minimalni a pii jaké teploté t,,ax maximalni.
b) Urcete objemy vody Viin, Vinax PFi téchto teplotach.

Uloha 7.7: Z valcového kmene o priméru d mame vytesat tram obdélnikového
prifezu. Prohnuti tramu podepfeného na obou koncich a zatizeného uprostied
silou F uprostfed trdmu je pfi malém zatiZeni (tj. v mezich pruznosti) ddno
vztahem
13
Y= 15 7t

kde F je modul pruznosti, [ délka, a vyska a b sitka tramu. Urcete rozméry
ag, bp tramu tak, aby pfi dané délce | a daném zatizeni F' byl prihyb tramu
miniméalni. Urcete tento minimalni prihyb ymin-

Uloha 7.8: Graf znazoriiuje zavislost tlaku
idealniho plynu na objemu. Urcete mini-
malni a maximalni teplotu a odpovidajici
objemy idealniho plynu pfi déji AB. Vyja-
dfete je pomoci teploty Tp, kterou mél plyn
ve stavu s objemem Vj a tlakem pyg.
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Vysledky tloh

1.1,1.2 v(t) = 3At% + B.

2.1 v(t) = %A\/E, a(t) = j—jz, pohyb s konstantnim vykonem.

3Qu gt dn _ [ Quid dv _ 2,/ Quhg
o _dh _ _ 4 a3 &VIilg
22 a)h= R b) v = dr — \/ 9nRrZ2’ ¢)a= dt = 3\ 9nR*>”

) An

23 a) 7 =~k b) g7 =-8nk(ro—kt), ¢) N = 3V (ro — kt)3,
dN 4tk
3
2.4 Pm = %my?ﬂ ?—3 = 5,8 mW. y/m,v\,lms".uls
dy 04 .
31 v, = I = Ymw cos(wt + o), 02
_dy, ' :

ay =g = —ymw? sin(wt + o).

-0,2

v,
04 -

-0,6

0 1 2 3 4

3.2 vy = % = Yme "t (wcoswt — bsinwt),

ay = % = Yme " [(b? — w?) sinwt — 2bw cos wt].

/'2‘04 0.6 /mg
"o / V’"‘;; ?
0,02
0,01 / 0,2 = 0
0 0 !
M~ — 2
-0,01 3
0,02 02 .
0,03 04 5
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 08 07 08 09 1
tls tls t/s|
3.3 a) x =rsinwt, y = rcoswt, vy = rwcoswt, v, = —Twsinwt,
5 . 9 2n
a; = —rwsinwt, ay = —rw?coswt, kde w= T T = 3600 s.

b) v=rw=00035m-s7! a=rw?=61-10"5m- s72

34 a) v, = —rwsinwt, vy, = rwcoswt, v, = vy, v = \/T2w? + V3.

2 2 2

b) agz = —rw? coswt, ay = —rw?sinwt, a, =0, a = rw*.
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3.5

3.6

3.7

4.1

5.1
5.2

¢) Velikost rychlosti je sice konstantni, ale méni se jeji smér.

d) Slozenim dvou harmonickych pohybt se vzajemnym fazovym posunu-
tim o 1/2 vznikd v roviné os = a y rovnomérny pohyb po kruznici. Dal-
§im slozenim s rovnomérnym piimocarym pohybem ve sméru kolmém
k roviné kruznice dostaneme rovnomérny pohyb po sroubovici.

) v
a) x :U()t—i—rsmﬁot, Yy :rcosﬁot,

Vp = Vg (1 + % cos %t), Uy = fvo% sin v—]gt,

2 2
™y .. Vo (Y Vo
Ay = *ﬁg— S1n Et, Qy = *?Q COS Ft

2
b) vvo\/Q <1+%cosv—]§t>, a= %)QQ

C) Umin = Vo 2<1%> pro t:(2k+1)ﬁ:

T
Vo kT+§’

Vmax = V0 2(14—%) pro t:k%:sz.

a) Hmotny bod kond vodorovny vrh v homogennim tihovém poli za sou-
¢asného harmonického pohybu v roviné kolmé k roviné vrhu.

b) v(t) =wvo - i + ymwsinwt - j — gt - k.
c) a(t) = ymw? coswt -j — g - k.

d) v(t) = \/’03 + y2 w?sin® wt + g2t2.
e) a(t) = \/yZw cos? wi + ¢*.
f) Amin = ¢, QGmax — \/W
T =rcoswl+ 1277‘281112“}@ Uz:*Twsinwt 1+LSM .
12 — r2sin? wt
=/ _2p, o P(1 4P,
VA T \/m <2t + ot )
dm 800
F=uvgr =30 %5 N=40N.
la) F, =0
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5.3

5.4

5.5

6.1

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5
7.6

7.7

7.8

dm

1b) Fp = vy —+ g —6-15N=90N, lokomotiva tahne.

le) F, =

dm

Ve qp = —6-15 N = —90 N, lokomotiva je tlacena.

2a) F, = mI%  selns F, — (60000 — 15¢) - 0,4 — 24000 — 6.

dt’

2b) F, = d(z; +vxcht , iselné Fy = (60 000—15¢)-0,4-+6-15 = 24 090—6t.
dv, dm ., -
2c) F, = m—= ar —H}CEW, ¢iselné F,, = (60 000—15t)-0,4—6-15 = 23 910—6¢.
F=m% +v(g? (400000 0,1 + 25 - 60) N = 41 500 N.
F= mff; + “Clhs , ciselng F = (8000 — 4t) - 0,5 + 20 - 4 = 4080 — 2t.
F = mdv + v dt = (mo + kt)a + akt = moa + 2akt.

a) 9600 kg - s~ 1.
b) a(t;) =2,5m-s72, a(ty) =11,0m-s2.

_ _ g 2

y(@) =ho + ztga 2v(2)cos2ax ’

_v%sinQoz_155m _ +U§Sin2a_174m
xry = 2g - ) ) Y1 = ho 29 - ) .
hi = g =125m, Umin=+129d=221m-s"!, vy=+/gd=157m-s7!

2.2
x—dg—d17—675m tmlnzﬁﬁ-wzéﬁ'?&
Vs —v3 U2 V102

2
ty = \3,7787_7“7 amm*\/_ H

By = ngl v okamziku, kdy je v pohybu polovina fetézu.
a) tmin = 3,97 °C,  tmax = 30 °C.
b) Vinin = 0,99987Vy,  Vinax = 1,00390 V4.
_ V3 _1 43P
ap = “5-d, bo=35d, Ymin =G5
5 25
V(Tmin) = ‘/(), Tmin = 2T01 V(Tmax) = 5%1 Tmax = §T0
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Dodatek — procvic¢ovani derivaci

Priklad: Naleznéte derivace funkei:

a)y=+/x D) :2)1;:5; ¢) y =sin’z d) y=+v1-—a?

Reseni:

a) Odmocninu pfevedeme na mocninu a uzijeme vzorec (D4):

N| =

d ~_d 3 1-3_ 1
AR i Ll /s

b) Uzitim (P4) pro derivaci podilu dostaneme

. . d
) —sinz | - cosz — sinz - = cosx _

d sinz <d$ ) dz _ cos?z +sin’x
dz cosz cos?® x

cos® -

1
"~ costz’
Soucasné jsme tak dokéazali vzorec (D7).

c¢) Funkce je slozend, zavedeme substituci. Ozna¢me z = sinz vnitini funkci,
pak y = 22. Podle (P5) je derivace této slozené funkce rovna soucinu deri-

vace vnéjsi funkce y podle vnitini funkce z a derivace vnitini funkce z podle
proménné z, tedy

dy dy dz P -~ . .
1r — 4z dr (forméalné je vyraz rozsifen diferencidlem dz).
oo, o dy o d o dz .
Jelikoz Lo Lr = 2z a dz = g Sine = cosw,
dostaneme po dosazeni % = 2z-cosx = 2sinx cosz = sin 2x.
d) Obdobné y = /z, z=1-—2a?
dy 1 1 dz _
Tedy "2 iz i 2.

Soucin derivaci je % = % . % — L

de — dz doz —  1-—22
Po jisté zkusenosti je mozno upustit od substituce a psat rovnou
dy _d qg—0>=___d —n. d g2y _
dr ~ a V! x_d(l—x2) 1-z dz(l v°) =
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Uloha: Naleznéte derivace funkef:

T ®

¢]

(oW

—

=30 ! ©)
— N ~— ~— S~— —
NS
I
—
w
8
|
—_
S—
[\V]

—-

Yy = 2cos2x

Vysledky:
a) 22% — 1822

b) 2ax+b

_5
c) f%x 2
1
2
6(3x —1)

1
1+ ——
2V x3

2

d

@

-

2r cosx

o]

sinx
2\/cosx

—4sin2x

h

i

[

2

b

3 cos 3x cos

1) abcos(bx + ¢)

1

m
T

z(2lnz +1)
2z
24+ 1

n

)
)
)
)
)
)
) cos2z
)
)
)
)
)

(0}

y=0,5x*— 623 +2
y=ax?+br+c

Yy =sinxcosz

y = sin 3z cos®

y = asin(bzx + ¢)

y=1In2x
y=2?Inx
y=1In(z2+1)
y=3e %
y=xe *
y=e"cosx
23 =2z +5

L

p

x — sin 3x sin 2x
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t) y= sinx

Y= Sinz +cosz
r—1

u) yzlnx I
1+

v) Y= 1—x

ar +b
W _

T cex+d
y=(l+sinz)tgx

>

y) y=tgv3r+1
z) y= etg2x
—6e~2®
(1—-xz)e®

e”(cosz — sinx)
2t — 2% — 10z +2

(« = 1)°
1
(sinx + cos x)?
2
22 -1
1

(1—-2)V1—2a?
a(cx + d) — clax + b)

(cx +d)?
sinx + 1t+sinz 52111:1:

cos® x
3

23z +1cos® 3z + 1
2etg 2z

cos? 2z



