6. Téleso raciondlnich c¢isel

6.1. Definice. Necht R = (R,+,-), § = (5,+,-) jsou okruhy. Vnofenim
okruhu R do okruhu S rozumime injektivni homomorfismus okruhu R do okruhu
S, tj. injektivni zobrazeni f mnoZiny R do mnoZiny S takové, Ze pro libovolné,
a,b € R plati:

fla+b)=fla)+£©), fla-b)=f(a) f(b)

JestliZe existuje vnofeni okruhu R do okruhu S, fekneme, Ze okruh R lze vnofit
do okruhu S nebo Ze okruh R je vnoien do okruhu S.

Vyfesme nyni otdzku, kdy lze komutativni okruh vnofit do télesa.

6.2. Véta. Nechf R = (R, +,-) je komutativni okruh. Pak ndsledujici vyroky
jsou ekvivalentni:

(a) V okruhu R plati omezeny zdkon o krdceni, tj. pro libovolnou trojici
z,y,2 € R, x # 0 takovou, Zex -y =z - z, plati y = z.
(b) Okruh R Ize vnofit do télesa.

Drikaz. Budeme postupovat jako v dikaze véty 5.2.

Necht plati (b). Pak existuje t&leso 7 = (T, +,-) a vnofeni f : R — T'. Budte
dile z,y, 2 € R,z # 0 takova, 7e 2-y = z-2. Pak f(z)- f(y) = f(z) f(2), f(z) # 0,
tudiz f(y) = f(2), odkud plyne rovnost y = z.

Piredpokladejme nyni naopak, Ze v okruhu R plat{ omezeny zdkon o kréceni.
Jeliko? nulovy okruh lze vnofit do kazdého télesa, mZeme piedpokladat, Ze okruh
R je nenulovy.

Prvek a = [a,b ] € R x (R — {0}) nazveme zlomkem okruhu R. Na mnoziné
viech zlomkt R x (R—{0}) okruhu R definujeme relaci ~ nasledujicim zpusobem:
proa =[a,b],f=[c,d] € R x (R—{0}) poloZme

a~f &= a-d=b-c

Promyslete si sami, %e z komutativity nasobeni a z platnosti omezeného zdkona
o kracen{ plyne, e relace ~ je ekvivalence na mnoziné R x (R — {0}). Rozklad
pifslusny této ekvivalenci oznaéme T'. Zlomky o, € R x (R — {0}) takové, Ze
o ~ B, nazveme ekvivalentni. Pro A, B € T necht [a,b] € A,[¢,d | € B a necht
C,D € T jsou uréeny podminkami [ ad + bc,bd | € C,[ac,bd ] € D. Snadno se
ukaze, 7e tiidy C,D nezdvisi na volb& reprezentanti tiid A a B. Skutecné, je-li
t6z [a',b' | € 4, [¢',d' ] € B, pak plati a-b' = a' - b, ¢-d' = ¢’ - d, odkud plyne
(@-c)-(-d)=(a'-c)-(b-d), (a-d+b-c)-(b'-d') = (a'-d' +b"-c) - (b-d), tedy
ifa-d+b-cb-d)eC,[a- ¢, d]|e D MiaZeme proto polozit

A+B=C, A-B=D.

Tim jsou na mnozing T' definovany operace + a - a snadno se zjisti, ze 7 = (T, +,-)
je téleso. Jednotkovym prvkem tohoto t&lesa je tiida E = {[r,7 ] | r € R — {0}}
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?V%UIOV}ZH pl{m[/kembj? tl',f[ida {%0,7‘ ]Ire R—{0}}.Pro A€ T je opaén}i/m prvkem
fida —4 = {[ —a, a,b ] € A}. Inverznim prvkem pro A € T, A # 0 je tfida
A7t ={[ba]]|[a,b] € A}. gt gy
Pror € f.ivje r?mvo_iina A ={[r -z, ]| 3 € R~ {0}} prvkem rozkladu T
I?romyslfete si sami, e zobrazeni 1 : R — T definované vztahem 1(r) = A, pro
hvbovolne r € R je vnofenim okruhu R do t&lesa T (pro dikaz injektivity 1 je
tfeba vyuZit omezeného zdkona o kraceni). Véta je tim dokdzéna. l

6.3. Definice. Pro nenulovy komutativni okruh R nazveme téleso 7 konstruo-
vané podle dikazu véty 6.2 podilové téleso okruhu R. Uvedené vnofeni 1) nazveme
kanonické vnoteni okruhu R do jeho podilového télesa. Pro [a,b] € A € T ziejms
plati: A = 1(a)-1¥(b)~!. Prvek r z okruhu R se ztotoziuje se svym obrazem 1&(7‘)
v podilovém t&lese. Na zakladé tohoto ztotoznéni miizeme povazovat ékruh R za
podokruh jeho podilového t&lesa 7. :

Podilové téleso m4 vyznalné postaveni mezi télesy, do kterych lze okruh vnorit.
Tato vlastnost je charakterizovana nasledujici vétou.

6.4. \{éta.’Necht’ T je podilové téleso nenulového komutativniho okruhu R
s omezenym zakonem o kréceni a necht v je kanonické vnoieni R do 7. Bud f
vnoreni okruhu R do néjakého télesa U. Pak existuje jediné vnorenf f télesa T do
télesa U takové, e f o) = f. P ©

MuiZeme Fici, Ze diagram na obrdzku 6 komutuje.
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Dukaz. Necht R = (R, +,-),T = (T,+,:),U = (U,+,).
Protoze homomorfismus f je prosty, a protoze f(0) = 0, existuje pro libovolné
z € R, 2 # 0 inverze prvku f(z) v télese U{.
Bud A€ T, [a,b],[c,d] € A Potoma-d=b-c, odkud pl
1 L% ’ ) ) pyne.f(a)'f(d):
= f(b) - f(e), tudiz f(a) - f(b):1 = (b))~ f(a) = f(c) - f(d)~*. MaZeme proto

korektné definovat zobrazeni f mnoziny 7' do mnoziny U vztahem

F) = f@) - F)
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Promyslete si sami, Ze z toho, Ze f je vnofeni okruhu R do té&lesa U plyne, Ze fje
vnofenim t&lesa T do télesa U a plati: foy = f.

Dokéazeme, %e f je jediné vnofeni s pozadovanou vlastnosti. Necht g je vnofeni
télesa T do télesa U takové, Ze plati: go b = f. Bud [a,b] € A € T. Potom
F(A) = f(a)- f(b)7" = g(¥(a): [g@®)]™! = g((a)-» (b)) = g(A). Dostévime

pak f = g a véta je dokdzdna.

6.5. Poznamka. Podobné jako v pfipadé grup podminka v predchozi vété
skutetn® charakterizuje podilové t&leso, nebot plati nasledujici: Bud' f vnofeni
komutativniho okruhu R do té&lesa T takové, Ze ke ka¥dému vnoreni g okruhu R
do télesa U existuje vnoreni § télesa T do télesa U s vlastnosti g o f = g. Potom
T je izomorfni podilovému télesu okruhu R. ;

6.6. Definice. Podilové téleso okruhu celych Cisel (Z,+,-) se nazyvé teleso
raciondinich cisel a znati se (Q, +,). Prvek télesa (Q, +, -) se nazyva raciondini
cislo.

6.7. Poznamka. Mizeme tudfZ fici, Ze racionalni ¢islo je tfidou ekvivalentnich
zlomki okruhu celych &isel. Celé ¢islo z € 7 se identifikuje se svym obrazem v Q
pfi kanonickém vnofeni, tedy celé &slo se povazuje za Cislo racionalni: Z C Q.
Okruh celych &sel je pak podokruhem télesa racionalnich disel.

Pro A € Q[a,b] € A dostdvame

A=a-bt=

Sl S

Kazdé racionalni &islo lze tudiz psat ve tvaru §, kde a,b € Z, b# 0.
Téleso racionalnich &sel se Zasto znadi pouze symbolem Q.

6.8. Definice. Necht A, B € Q jsou libovolné a [a,b ] € 4,[c,d ] € B. Jelikoz
[a,b]~[-a,-b]a[cd ] ~ [ —¢,—d ], miZeme predpokladat, ze b > 0,d > 0.
Polozime nyni By .

A<B <= a-d<b-c

Uveden4 definice nezavisi na volbé reprezentanti t¥id A, B. Skutetné, je-li téz
[k,l]€ A, [mn]eB,l>0,n> 0,pak k-b=a-l,m-d=cn.Za-d< b-c pak
vynasobenim &islem I -n > 0 podle 5.16 (e) plynel-n-a-d <l-n-b-ca dosazenim
dostaneme k-n-b-d <I-m-b-d. Opét dle 5.16 (e)’ méme k- n < 1 -m, nebot
b-d>0.

Tim je tedy definovéna relace < na mnoziné Q.

6.9. Véta. Relace < na mnoziné Q je linedrnf usporaddni. Pro celd &isla je
tato relace rovna difve definované relaci < na’ mnoZiné Z.

Drikaz. Reflexivita relace < je ziejma.

Budte 4,B,C € Q, [a,b] € A, [c,d ] € B, [e,f]1€C,kdeb>0,d >0,f>0.

Jestlize A < B a B < A, pak ad < be,be < ad, tedy ad = be, odkud plyne
[a,b]~[c,d]. Pak A= B arelace < je tudiz antisymetricka.
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Z4vérem tohoto odstavce si provedeme Gplnou diskusi feSeni binomické rovnice
v okruhu celych &isel a télese racionélnich &isel. T

6.19. Tvrzeni. Necht R = (R,+,-) je okruh celych &isel nebo téleso racio-
nélnich é&sel, n piirozené ¢&islo, @ € R, a < 0. '

Je-li n sudé &islo, pak binomick4 rovnice £™ = o nemd Zddné redeni v okruhu
R.

Je-1i n Iiché ¢&islo, pak B € R je feSenfm binomické rovnice " = a v R pravé
tehdy, kdy# —B je fefenim binomické rovnice ™ = —a v okruhu R .

Dtikaz. Necht n je sudé, tedy n = 2m, kde m je pfirozené &islo. Jestlize existuje
B € R takové, 7e f™ = a, pak v* = a, kde v = f™ € R. Podle 6.10 (é), (f) je pak
0 < +? = a, coz je spor. Tudiz binomick4 rovnice 2™ = a nemd v ‘R TeSeni.

Necht n je liché a B € R. Je-li B feSeni rovnice ™ = a, pak " = a a jelikoz

(=1)" = —1, dostdvime (—f)" = —a. Tedy —f3 je FeSeni rovnice 2" = —a.
Je-li —f fefenim rovnice 2" = —a, pak —a = (-=0)" = (-1)"p" = —p", tudiz

8" = a a f je feSenim rovnice " = a. Tvrzeni je tim dokazéno.

6.20. Poznamka. Podle 6.18 a 6.19 se miZeme v okruhu celych ¢isel a télese

_racionélnich ¢fsel omezit jen na binomické rovnice s ,kladnou pravou stranou‘.

Diskuse FeSeni téchto rovnic je provedena v nésledujici vété.

6.21. Véta. Necht R = (R, +,-) je okruh celych &isel nebo t&leso racionalnich
&isel, n prirozené ¢islo, & € R,a > 0. Binomickd rovnice 2" = o fé fesitelnd v R
pravé tehdy, kdyz n|vp(a) pro kazdé prvocislo p. V tomto pripadé md rovnice
2" = a pravé jedno fedenf B s vlastnosti § > 0. Toto B je rovno Cislu

s=T[», ,
pEP

kde m(p) = }—lvp(a).
Je-1i n liché, pak ¢islo B je jedinym feSenim rovnice ™ = a.
Je-li n sudé, pak rovnice 2™ = a mé prévé dvé refeni f a —f.
Drikaz. Predpoklddejme nejprve, Ze 8 € R je Fedenini rovnice 2™ = a. Pak

[ 7@ =a=p" =+ [[ p®

pEP peEP

a z jednoznaénosti vyjadfeni raciondlniho ¢isla pomoci formélné nekoneéného sou-
ginu (véta 6.16) pak plyne v,(a) = nvp(f), tedy n|vy(a) pro kazdé prvocislo p.
Uvédomme si, e opét podle 6.16 je touto podminkou &islo 4 az na znaménko
jednoznadéné urceno.

Ptedpokladejme nyni naopak, Ze pro kaZdé prvocislo p plati n | vp(cx). Polozime
m(p) = tvy(e) a B=[T,ep p™®. Pak € R, > 0,8" = a, a tedy S je FeSenim
rovnice a"™ = a. ) i
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Je-li n sudé, pak ziejmd (—f)" = " =a. Necht y € R, v <0,7" = . Je-lin
sudé, pak —y > 0, (—y)" = o, tudiz —y=favy = —f. Je-li n liché, pak v* <0,
co? je spor. Véta je tim dokézana.

6.22. Pxiklad. Necht n je piirozené &islo v8tsi neZ 1. Jelikoz pro kazdé prvodislo
p je vy(p) = 1 a ntl, nema binomicka rovnice z"™ = p v okruhu celych ¢isel ani
télese raciondlnich ¢isel zddné feseni.

6.23. Cviéeni.

1) Lze okruh (Zg, +,-), resp. (Z7,+," ), vnofit do télesa? Pokud ano, popiste
podilové téleso. Pokud ne, zdiivodnéte, proé podilové t8leso zkonstruovat nelze.

2) Uvazme okruhy Z(z] (resp. Q[z]) polynomi s celo¢fselnymi (resp. raciondl-
nimi) koeficienty. Tvoi{ Z[z] nebo Q[z] téleso? Popiste jejich podilovd télesa.

3) Doka#te, Ze v okruhu R = (R, +, -) plati omezeny zdkon o kraceni prévé
tehdy, kdyz R neobsahuje délitele nuly, tj. kdy% pro kazdé z,y € R z toho, Ze
z -y =0, plyne z =0 nebo y =0.

4) Ve vét8 6.4 jsme na rozdil od véty 5.5 pozadovali navic injektivitu zobra-
zeni f. Promyslete si, pro¢ bez této podminky nelze vétu dokdzat. Zkonstruujte
neinjektivni homomorfismus f z okruhu Z do vhodného télesa T a dokazte, Ze
neexistuje f : Q = 7 pozadovanjch vlastnosti. :

5) Dokaite tvrzeni uvedené v pozndmce 6.5.

6) a) V definici 6.8 relace < na mnozing. Q jsme piedpokladali b > 0, d > 0.
Rozmyslete si, co je na ndsledujicim textu, kde jsou tyto podminky vypustény,
$patns. Na mnoziné Q pro [a,b ] € A,[¢,d ] € B zavedeme relaci a podminkou

AdaB <<= a-d<b-c

b) Na mnozind Q budeme definovat relaci <« podminkou: A <« B pravé tehdy,
kdy# existuji reprezentanti [a,b] € 4,[c,d] € B tak, Ze a-d < b-c. Jaké viastnosti
relace < spliwje? (Je to relace reflexivni, symetricka, antisymetrickd, tranzitivni,
iplna?)

7) Oznatme M = {a €Q|0<a <1 V2 < a < 3}. Rozhodnéte, zda (M, <)
a (M U {2}, <) jsou husté uspofddané mnoziny, kde < je usporadani raciondlnich
¢isel (presndji jeho zGZeni na dané mnoziny).

8) Necht (M, <) je konecné linedrn& uspofadana mnoZina. Dokadte, Ze (M, <)
nen{ hust& uspotridana.

9) Necht A = {£ | m € Z,n € N}. Dokaite, Ze (4, <), kde < je uspotadani
racionalnich &sel, je hustd uspofddand mnoZina.

10) Bud p prvodislo a «, f libovolnd racionélni &sla, takovd, Ze a # 0, B # 0,
a + f3 # 0. Dokaite, 7e pak plati vy(a + 8) > min {vy(a), vp(8)}.
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Necht A < B, B < C. Pak ad < be, cf < ed, odkud podle 5.16 (e) dostdvame
adf < bef,bef < bed a tudfz adf < bed. Odtud opét podle 5.16 (e) dostavime
af < be, tudiz A < C. Relace < je tranzitivni. .

Z 5.12 plyne, Ze bud ad < be nebo be < ad. V prvnim pripadé dostaneme
A < B, vdruhém B < A. Relace < je tedy linedrnim uspofadénim na Q.

Necht jsou A, B € Z. Pak pro libovolné = € Z, z > 0 plati [az,z ] € A = q,
[bz,2] € B = b. Podle 5.16 (e) je a < b v plivodn& definované relaci < na Z, pravé
kdyz az?® < bz?, tudiz pravé kdyz A < B. Véta je tim dokdzana.

6.10. Véta. Necht a, 3,v,6 € Q. Pak plati:
(a)a<fEs=at+y<f+7,
b)aBes=at+ty< B+,
(c) jestlize & < B, v < 6 nebo o« < B, v < § nebo a < B, v < §, potom
a+vy< B+,
(dagpfyLd=at+y<f+9,
() pro0<yplathta<f <= a-7<f-v, a<f+=a-v< B,
(f) proy<Oplatia<f<=f-y<a-v7, alB<=p-vy<a-v.
Diikaz. Necht [a,b] € a,[c,d ] € B,[e,f ] € 7,b> 0,d > 0, f > 0. V pritbshu
dikazu uZijeme nékolikrat vétu 5.16, promyslete si sami kdy. Nejprve dokdZeme
platnost vyroku (a). '

Jestlize o < f, pak ad < be. Déle [af +be,bf | € a+y, [cf +ed,df | € B+1.

Plati (af +be) fd = af?d+befd < bf?c+befd = bf (cf +ed), tudiz a+5 < B+7.°

Naopak, jestlize plat{ a4+ < B+, pak podle predeslého dostdvame nerovnost
a=a+y+(=7)<B+7+(=7) =8

Platf tedy (a). Odtud se snadno odvodi platnost vyrokt (b), (c) a (d).

Nyni dokaZeme platnost vyroku (e). Necht 0 < «y. Jelikoz [0,1 ] €,0, plati, ze
0-f<1-e tedye>0.

Je-li o < f3, pak ad < b, tudiZ adef < beef, odkud plyne a-y < g+ 7.

Naopak pfedpoklidejme, Ze o -y < B-+. Jelikoz [ f,e ] € v71, je 0 < 47}
a podle piedeslého tedy a = (a-7) -y~ 1 < (B8-79) -y~ L =4.

Platnost ekvivalence o < f < a -y < f -~ pak jiz z predeslého ziejmé
vyplyva. Plati tedy vyrok (e).

Vyrok (f) se snadno odvodi z implikace v < 0 = 0 < —v, kterd plyne
napiiklad z (a). Véta je tim dokdzana.

6.11. Definice. Linedrné uspofddand mnozina (M, <) se nazyvé husté uspo-
fddand, jestlize ma alesponi dva prvky a plati:

my € M,mg € M,m; <mg=>3ImeM:m; <m < mag.
6.12. Tvrzeni. MnoZina raciondlnich cisel (Q, <) je husté uspofddand.

Dtuikaz. Necht [a,b ] € ¢ € Q, [¢,d] € 8€Q b>0,d >0, a < 8. Pak
ad < be, odkud plyne ad + 1 < be, tudiz 2ad + 1 < 2ad + 2 < 2bc. Necht. v € Q,

Kap. 6. Téleso raciondlnich Cisel . : 45

[2ad +1,2bd ] € . Jelikoz 2abd < 2abd +b, je & < y. Obdobné (2ad + 1)d < 2bcd,
tudi? v < B. Tvrzeni je tim dokézdno.

6.13. Piiklad. MnoZina celych &sel (Z, <) neni husté uspofddana, nebot napt.
pro m; = 1 a my = 2 neexistuje m € Z takové, aby 1 <m < 2

7 ws

6.14. Tvrzeni. Pro kaZdé &islo p € Q existuje pfirozené cislo n takové, Ze
—-n<g<n.

Diikaz. Necht [a,b ] € g,b > 0. Polozme n = |a| + 1. Pak n je prirozené Cislo
a plati bn > n > |a| > a, odkud plyne ¢ < n, nebot [n,1 ] € n. Z nerovnosti
la| < bn dostévame —bn < —|a| < a. Protoze [-n,1 ] € —n, je —n < o.

6.15. Definice. Necht p je prvoéislo, [a,b ] € ¢ € @, ¢ # 0. Pak definujeme
exponent ¢isla o prislusny prvodislu p takto:
vp(0) = vp(a) — vp(D).

Tato definice je korektni, nebot pokud [c,d | € g, paka #0# ¢, a-d=1b-c.
Podle 5.23 tudiz v, (a) + v, (d) = v, (b) +vp(c), odkud vp(a) —v,(b) = vp(c) = vp(d).
(islo vp(a) — vy(b) nezavisi na volb& reprezentanta [ a,b ] raciondlntho Cisla .

Potom v, je zobrazeni mnoziny nenulovych racionéalnich &isel na mnozinu celych
¢isel.

Pro nenulové racionalni ¢isla o, 8 a prvocislo p pak zfejmé plati:

vp(a - f) = vp(a) + vp ().

Dale pro a, f € Q a # 0 # f méme: a = + pravé tehdy, kdyz vp(a) = vp(B) pro
kazdé prvodislo-p. ¢

Ze zakladni véty aritmetiky celych &isel 5.21 se snadno odvodi nésledujici véta.

6.16. Véta. Kasdé nenulové raciondlni dislo o Ize jednoznacné psit ve tvaru
formalné nekonecného soucinu :
a=¢€ H p”p(‘—“),

peEP

kde e =€ {1,—1}, P je mnozina vSech prvoéisel, vy(a) # 0 jen pro konecné mnoho
prvocisel p. ‘

6.17. Definice. Nechf R = (R, +,-) je okruh, a € R a n pfirozené Cislo.
Binomickou rovnici n-tého stupné v okruhu R rozumime rovnici tvaru:

= a.
Zfejmé plati nasledujici tvrzeni:

6.18. Tvrzeni. Pro obor integrity R md binomick4 rovnice ™ = 0, kde n je
pfirozené &islo, pravé jedno feSeni x = 0.



