Matematika I, ¢ast |

Soustava linearnich rovnic

2.5. Soustava linearnich rovnic

Cile

Redeni soustav linearnich rovnic je Gloha, ktera se velmi ¢asto vyskytuje nejen pii feSeni

dloh v raznych oblastech matematiky, ale také ve vétSing védnich disciplin. Dobré

praktické zvladnuti jednoduchych dloh o teSeni soustav linearnich rovnic je

samoziejmym piedpokladem vyuZiti vhodného matematického software.

Definice 2.5.1.

Soustavou m linearnich rovnic o n neznamych Xy, ... , X, €R nazveme mnoZzinu vyrokovych

funkci
a1 Xy + aXe + ...+ Xy = by
a»n X1 + e+ Xy = by
am1 X1 + vt @mXn = b,

1)

kdeaje R, i=1,..,m,j=1,..,n, nazyvame koeficienty soustavy (1), by, ..., bm je

sloupec pravych stran, n-tici (x1’, X2/, ..., Xo') € R" nazveme fe$enim soustavy (1), jestlize

po dosazeni za X, ..., Xn Se stanou vSechny vyrokoveé formy pravdivymi vyroky.

Jestlize zavedeme matice

ayy aqn X
1
a a .
A= %2 n | X = , B-=
Xn
a'ml amn

Ize soustavu (1) psat ve tvaru A.X = B.

Matice A se nazyva matice soustavy, matice

E‘f 101
= i’*,i
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ay o aghby

a a,. b
A|B — .21 2n. 2

aml amn bm

matice rozSirena. Jestlize by =0 pro k=1, ..., m, pak soustavu (1) nazyvame soustavou
homogennich rovnic, jestliZe je alespon jedno by = 0, hovoifime o soustavé nehomogennich

rovnic.

Resené tlohy
Priklad  Pro soustavu
X, + 3X, - X, =
X, — 2X, + X = 0
X, = -1
je
1 30 -1
A =1 -2 1 0] maticesoustavy,
01 0
X 1 1 30 -1 1
X = |2 B=| 0 a AB=/1-21 0 0
X3 1 0 01 0 -1
X4

je rozSitena matice soustavy.

Véta 2.5.1. (Cramerovo pravidlo). Je-li A matice typu (n,n) a det A = 0, pak soustava
A . X = B ma pravé jedno ieSeni

1 T
X =——(det A,,det A,,..,det A )",
detA( 1 2 n)

kde

4
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81 - Apjy bAoAy,
AJ = ail s ai1j71 bl ai’j+1 e ain f J :1, 2, eey n
Qng o g1 Pn @nja e Apg

Ditkaz : Vynésobime rovnici A . X = B zleva matici A™ a dostaneme
AT A . X=A"B atdy X =A" B,

Vyjadiime-li inverzni matici a vyndsobime matici BB, dostaneme v i-tém radku

1
X; = 1) det Aj.b; = 1 '“b det A det A, ,
= Gt A Z( ) = A Z( ) A i

protoZe soucet v piedposlednim vyrazu je rozvoj det A; podle i-tého sloupce. Existenci jiného

feSeni Ize vyloucit sporem.

NV}
T\

Resené tlohy

Piiklad  Redme soustavu rovnic

X, + 33X, — X; =
X, =
X, — X, = -1
Regeni
1 3 -1 0 3 -1 1 0 -1 1 3 0
A=|0 1 0|, A;=| 1 1 0|, A,=|0 1 0}, A;=|0 1 1
1 -1 0 -1 -1 0 1 -1 0 1 -1 -1

det A =10, det A; =0, det A, =1, det A;=3.
Podle predchozi véty je X = (0, 1, 3)", tedy x; =0, X, =1aXs = 3.

MaZeme provést zkousku

1 3 -1)(0 0
0 1 0|1 =] 1}.
1 -1 0/\3 -

4
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Vyklad

Reseni soustavy pomoci inverzni matice
Je-li A matice soustavy typu (m, n) a det A = 0 (A je regularni), miZzeme soustavu A. X =

= B fesit nasobenim zleva inverzni matici A™ a dostaneme teseni dané soustavy X = A™. B.

Resené lohy

Priklad  ReSme soustavu pomoci inverzni matice.

X, — 3X, — 2X; = —7
2X, + X, = 1
4, - 2x, + 3, = - 11.
Reseni:
1 -3 -2 2 13 -3
A=|2 0 1|, detA=16=0, A‘l=% -2 11 -5/,
4 -2 3 -4 -10 6
2 13 -3\ ( -7 32
X=ALB= > |2 11 5| 1/=21] 80| = .
16 16
-4 -10 6/ \-11 —48 -3

Véta 2.5.2.  (Frobeniova). Soustava rovnic A . X = B ma teSeni, pravé kdyz h(A) =
h(A[B). Oznacime-li h(A) = h(A|B) =r a A je typu (m, n), pak v piipadé r = n (n pocet
neznamych) ma soustava jediné feSeni a v pripadé n > r ma soustava nekone¢né mnoho

feSeni, kterd muZzeme zapsat pomoci (n - r) parametru.

Dtikaz je obtiZzny a nebudeme jej provadét.
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Vyklad

Gaussova eliminaéni metoda feSeni soustav linearnich rovnic

v Iy

Predpokladejme, Ze matice A’|B’ vznikne z rozSitené matice soustavy A|B Gpravami:
1. Vyménou dvou fadki,
2. vynasobenim radku ¢islem raznym od nuly,
3. vynechanim radka se samymi nulami,
4. pric¢tenim k-nasobku (k = 0) radku k jinému radku.
Pak soustavy A . X =B a A’. X = B’ maji stejna reSeni. Spravnost Uvahy vyplyva z toho,

Ze kazdy radek rozSirené matice soustavy odpovida piislusné rovnici. Uvedené Upravy

muZeme s rovnicemi provadét.

Upravy 1 - 4 neméni hodnost matice A ani matice A|B. Frobeniovu vétu budeme proto
aplikovat az na vhodné¢ upravenou soustavu rovnic. UZitim tprav 1 - 4 budeme postupné
upravovat rozsitenou matici soustavy na trojuhelnikovy tvar tak, aby a; = 0 proi>j.

Zpusob Upravy ukazeme v nasledujicich prikladech.

Resené ulohy

Pifklad  Redme soustavu rovnic

X, + X, + 5X; = -7

X, + 33X, + X3 = 5
2X, + X, + X, = 2
2X, + 33X, — 3X, = 1l4.
Regeni:

v sy

Upravy rozitené matice soustavy budeme zapisovat do nasledujici tabulky. Posledni sloupec,

pro jehoZ prvky plati
da;+by, i=1...m,
j=1

= i’*,i
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je kontrolni a soucet prvku v fadku matice rozsitené musi vzdy po provedeni Upravy ve vSech

sloupcich byt roven piislusnému prvku ve sloupci kontrolnim.

A B 2 Upravy
11 —7 0
13 5 10 |r, -
2 1 2 6 |r, — 2
2 3 -3 14 6 |r, — 2r
1 5 —7 0
0 -4 12 10
0 -1 -9 16 6 |2r, + 1,
0 1 -13 28 6 |2r, — 1,
11 5 —7 0
0 2 -4 12 10
0 0 -22 44 22
0 0 -22 44 22 |, — 1
11 5 —7 0
0 2 -4 12 10
0 0 -22 44 22
00 0 0 0

Po provedeni Uprav plati:

h(A’) = h(A’|B’) = 3 a podle Frobeniovy véty ma soustava jediné reSeni, které urcime

feSenim nové soustavy:

22x, = 44,

X3=-2, Xp=2, Xy =1,
tedy X =(1,2, -2)".

4
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Priklad  Re3me soustavu rovnic
.+ X, Xy 5
o F % 3X, -1
.+ 02X, 3X, 1
2X, + X, 2X4
Redeni:
A B > Upravy
11 1 3 6
11 -3 -1 2 b o—
1 2 3 1 1 L — n
2 1 -2 1 2 rn, — 2n
1 1 1 3 6
0 0 -4 _4 g vyménime fadek r, a
radek r4
0 —4 -2 -5
0 -1 4 -5 -10
1 1 1 3 6
0 -1 4 -5 -10
0 1 -4 -2 -5 R + 1,
0 0 4 —4 -8
1 1 1 3 6
0 -1 4 -5 -10
0 0 -8 -7 -15
0 0 -4 —4 -8 2r, -
1 1 1 3 6
0 -1 4 -5 -10
0 0 -8 -7 -15
0 0 O -1 -1

Po provedeni Uprav plati h(A") = 3 a h(A'|B') = 4.

fesSeni.

k%

Podle Frobeniovy véty nema soustava
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Piiklad  Re3me soustavu rovnic

X, + X, - 3, - X =0
X, — X, + 2X; — X, =0
4x, - 2Xx, + 6X; + 3X, - 4x, = 0
2x, + 4x, - 2x; + 4x, - Ix; = 0.
Redeni:

A )y Upravy
1 1 -3 -1 -2
1 -1 -1 0 , — 1,
4 -2 6 3 -4 r, — 4n
2 4 -2 4 7 r, — 2
1 0 -3 -1 -2
0 2 2 2 1 3
0 6 6 15 O 15 r, — 3,
0 2 -2 10 -5 5 R + I,
1 10 -3 -1 -2
0 22 2 1 3
0o 00 9 -3 6
0O 00 12 4 8 3r, — A4
1 10 -3 -1 -2
0 22 2 1 3
0O 00 9 -3 6
0O 00 O O 0

Soustava rovnic je homogenni a tedy vzdy plati h(A) = h(A|B), nebot B = (0,0,0)", tj.
soustava ma reSeni. Neni tedy nutno psat sloupec B.
Hodnost h(A) = 3.

Pro soustavu rovnic

X, + X, - 33X, - s =0
- 2X, + 2X; + 2%, + X, = 0
9%, - 3, = 0

E‘f 108
= i’*,i
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zvolime vhodneg 2 (t.j. (5 - 3)) parametry: xs = 6p a X3 = q. Pak dostaneme x4 = 2p,
Xo=Qq+5p axi=7p-g.
Redeni soustavy je X1 =7p-q, X2 = 5p+0, X3=0, Xa=2p, Xs=6p, p,q € R.

Vyklad
Uréeni inverzni matice uzitim Gaussovy metody

M¢jme matice A a E obé typu (n, n). Budeme-li provadét v matici A Upravy uvedené
pod body 1 - 4 Gaussovy elimina¢ni metody pro feSeni soustav rovnic a upravime-li tak
matici A na matici IE typu (n, n), Ize vSechny provedené Upravy vyjadfit jako nasobeni
matice A matici B, kde A . B = E. Z toho je ziejmé, Ze matice B = A™. Proved'me stejné
Upravy
ipromatici E, tj. E. B =E . A = A™. To znamen4, Ze takto vznikla matice je inverzni

matici k matici A.

Resené ulohy

1 -1

Priklad  Ur¢eme inverzni matici k matici A =| 1 2 3].

- 0
Reseni:
Matice A a E zapiSeme do nasledujici tabulky.
A E )y pravy
1 0 -1 1 0 O 1
1 2 3 0 1 0 7 r-r
-1 1 0 0 0 1 1 r3+r;
1 0 -1 1 0 O 1
0 2 4 -1 1 0 6
0 1 -1 1 0 1 2 2r3- 1
1 0 -1 1 0 O 1 6ry - r3
0 2 4 -1 1 0 6 3ry + 2r3
0O 0 -6 3 -1 2 -2
6 0 O 3 1 -2 8 1
0 6 0 3 1 4 14

4

A1/
Py
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0 0 -6 3 -1 2 -2 i
(- 5)
L 00 R $
0O 1 O 11 2 7
001 2 6 3 3
1 1 _1 1
2 6 3 3
A.A'=E E.AT=A"
11 1
zeg
4_| 11 2
A_26 3|
211 1
2 6 3

Kontrolni otazky

1. Matice soustavy je matice vytvoiena

a) ze sloupce pravych stran (bq, ..., by,),
b) z koeficientd soustavy aj;,
C) z n neznamych Xq, ..., Xp.
2. Pokud sloupec pravych stran by, =0 pro k=1,..., m, pak soustavu nazyvdme

a) soustavou homogennich rovnic,
b soustavou nelinearnich rovnic,
a) soustavou nehomogennich rovnic.
3. Cramerovym pravidlem lze fesit
a) jakoukoli soustavu linearnich rovnic,
b) soustavu linearnich rovnic, pokud matice soustavy je singularni,
c) soustavu linearnich rovnic, pokud matice soustavy je regularni.
4. Matematicka véta, podle které se uréuje pocet reSeni soustavy linearnich rovnic se nazyva
a) Gaussova,
b) Cramerova,
c) Frobeniova.
5. Soustava linearnich rovnic A-X=B ma4 reSeni
a) vzdy,
b) pravé kdyz h(A) = h(A/B),

= i’*,i
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c) pokud je pocet neznamych Xy, ..., X,; a pocet rovnic stejny.
6. Gaussova elimina¢ni metoda feSeni soustav linearnich rovnic spociva v Upraveé rozsiieni
matice soustavy
a) tak, aby ve sloupci pravych stran byly samé nuly,
b) na trojuhelnikovy tvar tak, aby a;j =0 pro i>j,
¢) na trojuhelnikovy tvar tak, aby a;; =0 pro i = j.
7. Homogenni soustava linearnich rovnic
a) ma vzdy feSeni,
b) méa vzdy nenulove feseni,

C) nema feseni.

Odpoveédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a); 3.¢); 4.¢); 5. b); 6. b); 7. a).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Reste riznymi zpisoby soustavy linearnich rovnic (Cramerovym pravidlem, pomoci

inverzni matice a Gaussovou eliminaci):

X +y =1 b)Zx—6y:4 BX — Yy + 2z = 4
a‘ H H
)x—y=7 X -9y =1 ¢c) 33X + by — z = 9 |,
-4 + 2y + 3 = -17
4x — 2y + 6z = 4
6x — 3y = 24
X + 5% - 2z = 14
d) e) 4y - 7z = -13
2Xx — 8y + 5z = -11 ,
5X + 6z = 43
-3 - 3y - 7z = 1
4, — X, + 2%, = —7 2X, — X, — X3 = -3
f) x + %X, + 2x, = 0 , g) 3x, + x, — 5x, = -12
X, — X, = X, = 9 SX, + X, — 2X; = 9

4
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2X, + 3X, - 4x, = -14
h) 2x, - 3, + x; = 13 .
2, + 9%, - 9%, = 20

2. Reste soustavy linearnich rovnic:

33X, + 4x, + 2X; = 2 X, — X, + X3 = 2
a) X, — 2X, + 33X, = 2, b) 2x, — 3x, + 4x; = ,
2X, + 6x, - X; =0 X, - Xy = 2
2X, + X, — X3 + X, =0 2X, — 33X, — 2%; + X, = 3
0 X, — X, + X3 — X, = 3 4) X, — X, — X3 — X, = 2
X, + 2X, — 2X, + 2X, = 1° X, — 2X, — X, + 2X, = 1
2X, + X, + 2x, = 3 2X, + 2%, + X, =1
. = 2X, + X3 - 3X, = -3
0lx + 02y + 03z = 14
X, + X, — 2X; + 2X, = 5
e) , f) 03x - 0ly + 02z = 0,7,
3, - 33X, + X, =
05x - 04y + 01z = O
2X, — X, — X3 — X, = 2
X, — X, + 5%, = 1 X, — 9%, + X3 = 5
) X, — 2X, + 4x, = -1 h) 2X, — X, + 3KX; = 2
J 2X, - 33X, + 9%, = 0 X, + X, — Xy = 0
2X, — 4x, + 8x, = -2 2X, + 2X, + 3X; = 3
X, + X, 4+ X3 + = -3
22X, — X, + 3X, = 3 . 2 : )
i) 3 ) ) DR O - X, = 4
X, — X, + X3 + X, = 4
X, — X3 + X, = 5

3. Reste soustavy homogennich rovnic:

4 - y =0 b) X, + 5%, + X3 =0

5 + 3y = 0 X, — X, — X3 = 0

4, — 2%, + X3 = 0 X, — 2X, + X, =0
0 X, + X, — X, = 0’ 4) X, — 33X, + 3, = 01

X, — 2X, + X3 =0 2X, — X, — 4x; =0

2X, — X, + X3 =0 X, + X, — 5%, =0

X, — 33X, + X; + 4x, = 0 2X, + 2X, - 2%, - 33X, = 0
e) X, + X, + 4x, - 2x, = 0, f) x - X + x, = 0,

X, — X, + X3 — 2X, =0 X, + 2%, + X; + X, =0

4
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33X, — 2X, — X3 + X, =0
g) 2x, — X, + 4x, - 3, = 0,
X, + X, = X =0
4, + 2X, + X3 — 2X, + X = 0
h) 33X, + 44X, + X3 + X, = 2X; = 0.
2X, — 2X, + 3X; - 2X, — 2x; = 0
X, + 3, + 4x, - 2X, =0

4. Provedte diskusi reSeni soustav vzhledem k parametru k:

X, = X, + x, = 1

X — 2y + z =1
X, — X3 + X, = -1
a) Xx — y + 3z = 0, b) .
-X, + X, - 2x, = 0

X — 4y - 3z = Kk
—X, + X; + X, = Kk

5. Zv¢tSime-li jednu stranu trojuhelnika o 11 cm a druhou stranu 0 11 cm zmenSime,
dostaneme rovnostranny trojuhelnik. KdyZ prvni stranu vynasobime ¢tyimi, je 0 10 cm
VEtSi nez trojnédsobek tieti strany. Vypoctéte velikosti stran trojuhelnika.

6. Kyselina sirova je sloZzena z vodiku, siry a kysliku. Pomér hmotnosti vodiku a siry je 1 : 16
a pomér hmotnosti kysliku a siry je 2 : 1. Kolik kazdého prvku obsahuje 1323 g kyseliny?

7. Hutnik ma ¢tyii razné slitiny, které obsahuji cin, olovo, vizmut a kadmium. Prvni slitina
obsahuje 20 kg cinu a 10 kg olova. Druha obsahuje 12 kg olova a 6 kg cinu. Treti
obsahuje 10,5 kg vizmutu, 6,4 kg olova a 3,1 kg cinu. Posledni slitina obsahuje 10 kg
vizmutu,5kg  olova, 2,5 kg kadmia a 2,5 kg cinu. Jaké mnoZzstvi kazdé slitiny je tieba
pouZit na piipravu slitiny, ktera by obsahovala 81 kg vizmutu, 75 kg olova, 15 kg kadmia
a 40 kg cinu ?

8. Vypocteéte proudy (podle Kirchhoffovych zakoni) ve vSech vétvich elektrickych siti podle
obr. a, b, kde hodnoty jednotlivych odpora a elektromotorického napéti jsou:

a) R=1000Q, R;=50Q, R,=150Q,U=2V,
b) Up=46V, U;=62V, Ri=2Q, R;=2Q, R3=10Q,R4=4Q, Rs=15Q, Rs =

=2Q.
a) b)
U,
R; I || I ? le
LR | B R, R, R,

I3 I3 ﬂ
5
I
| 113 Re Uz QRS
I
II
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Vysledky tloh k samostatnému feSeni

=

h) nema teSeni.

N

.a) (82, 454 1), b) (t+2,2t,1), c) nemértedeni, d) (5,1+3t,

_1—
2

a) (2, -5), b) neméaiteseni, c) (2,0, -3), d) (1, 1,-1), e) (5, 2,3), f)(1,5,-3),0) (3, 4,5),

7t,t),

e) (r, 5r-4s-9, s, 7-3r+3s), f) (4-r, 5-r, 1), @) (3-6t, 2-t, t), h) nema reseni,
i) (r, 2r+3s-3, s, 1-r+2s), ) (-2, 2-t, -3, t).
3. a)(0,0), b)(2t, -t, 3t), ¢) (0,0,0), d)(3t, 2t, 1), e) (7t 3t, -2t, t), ) (-, t, -3t, 2t),

0) (t, 2t, 3t, 4t), h) (t, -t, 2t, 3t, 2t).
4. a) pro k = 3 nekone¢né mnoho teseni,
pro k = 3 nema feSeni,
Strany maji délku 43 cm, 65 cm a 54 cm.
27 g vodiku, 432 g siry a 864 g kysliku.

L N o O

=3A, ls=-4A.

Kontrolni test

1. Resdte soustavu linearnich rovnic pomoci Cramerova pravidla:

-Xp + Xp — 2X3 = 6
5X1 + 2X2 + 5X3 = 1
3X1 - 2X2 — X3 = -1.

a) (191, b) L3-2).

2. Redte soustavu linearnich rovnic:

4y + 33Xy + 6Xx3 = 1
3X1 + 5X2 + 4X3 = 10
X1 — 2X2 + 2X3 = -9,

a) (L-10), b) (1-18t;3+2t;—2+11t), teR.

k%

b) pro k # -3 nema ieseni,

pro k = -3 nekone¢né mnoho ieseni.

114

Je tieba 5,4 kg 1. slitiny, 45,6 kg 2. slitiny, 40 kg 3. slitiny a 120 kg 4. slitiny.
a) li= 1,45 mA, I, ~ 0,48 mA, | 1,93 mA, b) I3 =2A, 1, =7A,13=9A, 1, =6A, Is =
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3. Reste soustavu linearnich rovnic:

X + 2y + 3z = 4
X + y - z =1
2X + 4y + 6z = 3.

a) nemarteSeni, b) (-1-t;1-t;1+t),teR.

4. Redte soustavu linearnich rovnic

X1 + 2X2 - X3 = 5
2Xy — Xy + 3X3 = -5
47 + Xy + X3 = 5.

a) (-1-t;3+t;t),teR, b) (411).

5. Reste soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla:

2Xx — 3y + z = 2
X + 5% - 4z = -5
4 + y - 3z = 4.

a) (1,3,9), b) (56,10).

6. Reste soustavu linernich rovnic uZitim Gaussovy metody:

2X1 + Xp9 4+ 4X3 + 3y =1
Xg + 2X9 + 3X3 + 4x4 = 2

4 + X9 + 2X3 + X4 = 3

3X;y + 4Xy + X3 + 2X4 = 4.

a) (t,1-t,—t,1), b) (-1-3t,—t,t,1+t).

7. Reste soustavu komplexnich linearnich rovnic

3X1 + 2X2 — X3 + X4 = 0
XQ + Xp — Xz + 5X4 =0
2X1 + X9 + 33Xz — X4 = 0.

a) (-t,3t,2t,—t), b) (10t, —16t, —t, t).

8. Reste soustavu linearnich rovnic pomoci inverzni matice

X +y + 2z =1
2X — Yy + 7z = 2
4 +y + z = 4.

a) (2,2,-3), b) @L2-2).

4
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Vysledky testu

1. b); 2. b); 3. a); 4. a); 5. b); 6. a); 7. b); 8. b).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipade¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.5. znovu.

k%
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