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Kapitola 1

Uvod do diskrétni
matematiky

Toto je pracovni verze studijniho textu pro studenty matematiky Pedagogic-
ké fakulty Masarykovy univerzity v Brné. Obtiznéjsi piiklady jsou oznaceny
hvézdickou (*).

Ptipominky vitdm. Piste, prosim, na adresu hdurnova@ped.muni.cz

Staré kombinatorické ulohy

Ve Rhindové papyru (matematika ve starém Egypté) lze napiiklad najit tuto
dlohu:

Ve meésté je 7 domai, v kazdém domé 7 kocek, kazdd kocka seZere 7 myst,
kazZdd mys seZere 7 zrnek pSenice, z kaZdého zrnka pSenice by napresrok
vyrostlo 7 hekatu obili. Kolik hekatu trody zachrdni kocky v 7 domech?

Podobné vyzniva populdrni détska fikanka o cesté do St. Ives:

As I was going to St. Ives,

I met a man with seven wives,
Each wife had seven sacks,

Fach cat had seven kits,

Kits, cats, sacks, and wives,

How many were going to St. Ives?

Ve Fibonacciho Liber abaci najdeme podobnou tlohu (pfevzato z [1]):

Seven old women are going to Rome; each of them has seven mules; each
mule carries seven sacks; each sack contains seven loaves; each loaf has seven
knives; and each knife has seven sheaths. What is the total number of things?

V téchto a podobnych tlohach se vyuzivd jednoduchych kombinato-
rickych pravidel, ktera jsou tak ziejma, ze je autoii ¢asto nepovazovali za
nutné explicitné uvadét.



Zakladni pojmy a pravidla

V tomto odstavci jsou uvedeny nékteré definice, véty a pravidla, které se
probiraji na stfedni skole a v pfedmétu Kombinatorika.

Pravidlo souétu #iké, ze pro pocet prvkiu sjednoceni mnozin A, B, jejichz
prunik je prazdny, je roven souctu poc¢tu prvku téchto mmnozin; symbolicky
zapisujeme takto:

|AU B| = |A[ +[B]

Toto pravidlo muzeme pouzit v kombinatorickych vypoctech vzdy, kdyz
lze mnozinu objektu rozdélit na disjunktni ¢asti (napf. poc¢itdme-li pocet
vSech podmnozin ¢tyiprvkové mnoziny, rozdélime si vSechny podmnoziny
na skupiny podle po¢tu prvku: préazdnd mnozinu a jedno- az ¢tyiprvkové
podmnoziny).

Pravidlo souéinu vyuziva vzorce pro pocet prvku kartézského soucinu
mnozin,
|A x B| = |A] - B

V kombinatorice 1ze toto pravidlo formulovat takto: pokud mtzeme 1. pr-
vek vybrat libovolné z mnoziny A a 2. prvek nezavisle na prvnim z mnoziny
B, potom vsechny takové dvojice jsou prvky kartézského soucinu. Toto pra-
vidlo se d& pochopitelné rozsitit pro vybirani uspoirddanych k-tic prvka z
mnozin po fadé Aq,..., Ag.

Faktorial je funkce, kterd kazdému pfirozenému ¢islu prifadi soucin vSech
¢isel od 1 do n. Toto ¢islo znacime n!, ¢teme ,n faktoridl* a zapisujeme takto:

Plati

N=121=2;31=6,41=24;...;nl = (n—1)! - n.
Definitoricky klademe 0! = 1.

Kombinaéni ¢islo (Z) je vlastné zkracenym zapisem zlomku

n!
El(n — k)!
Odtud jiz ptimo vyplyva nasledujici tvrzeni:



Permutace (bez opakovani) zn prvku oznacuji vSechny moznosti sesta-

veni n prvku do posloupnosti tak, aby se v posloupnosti kazdy z prvka vysktl

pravé jednou (nékdy je oznacujeme také jao poradi n-prvkové mnoziny).
Jejich pocet vypocteme takto:

P(n) =n!

Variace (bez opakovani) k-prvkové z n (ruznych) prvku (tj. vSechny
moznosti vybéru uspofadanych k-tic z n-prvkové mnoziny)
Jejich pocet vypocteme takto:

Kombinace (bez opakovani) jsou k-prvkova seskupeni z n druhtu prvku
(tj. vSechny moznosti vybéru neusporadanych k-tic z n-prvkové mnoziny).
Jejich pocet vypocteme takto:

C(k,n) = <Z> n'("_l)"}g'!'(n—kﬂrl)

Permutace (s opakovanim) =z nj prvku 1. druhu, ..., ng prvka k-tého
druhu (tj. véechny moznosti pro poradi téchto prvku)
Jejich pocet vypocteme takto:

|
Pynn, ... ) = )t

Variace (s opakovanim) jsou k-prvkova uspofddand seskupeni z prvka
n druhu (tj. v8echny moznosti vybéru usporddanych k-tic z prvka n druhu).
Jejich pocet vypocteme takto:

V,(k,n) = n"

Kombinace (s opakovanim) k-prvkové z prvku n druhua (tj. vsechny
moznosti vybéru neuspoirddanych k-tic z prvka n-druhu)
Jejich pocet vypocteme takto:

=771



Kapitola 2

Rozklady koneénych mnozin

Opakovani z algebry
V dalsim vykladu budeme pouzivat nasledujici pojmy z algebry:
e Relace

e Vlastnosti relace:

- Reflexivni

Symetricka

Antisymetricka

Transitivni
e Usporadani (hasseovsky diagram)

e Ekvivalence na mnoziné a rozklad mnoziny

Urceni poctu rozkladi na mnoziné

Rozklad mnoziny A na tiidy: tfidy jsou podmnoziny mnoziny A, kazdy
prvek mnoziny A je obsazen v pravé jedné této podmnoziné
Rozklady 4-prvkové mnoziny jsou tyto systémy podmnozin:

{1234} {{1.25{34}r  {{1}.{4},{23}}

{{1.2,3}{4}}  {{1.31.{24}}  {{2},{3}.{1.4} }

{{1.24}.{31}  {{t43{23}}  {{2}{4}.{1.3} }

{1.341{2 1} {{1}.{21,{34}} {{3}.{4}.{1,2} }

{{234}{1}} {113} {243} {{1}.{2}.{3}.{4}}



Bellova cisla

Bellovo ¢&islo B, urcuje pocet viech rozkladi na n—prvkové mnoziné. Reku-
rentni formule pro vypocet Bellovych ¢isel:

b= () (s ()

Pritom By =1 Tedy: By =1,Bs =2, B3 =5, By = 15, atd.

Stirlingova ¢isla 2. druhu

Stirlingova ¢isla S(n, k) udévaji pocet rozkladu n—prvkové mnoziny na k
tiid. Je zfejmé, ze S(n,n) = 1 = S(n,1). Rekurentni formule pro vypocet
Stirlingovych ¢&isel pro 1 < k < n:

Sn+1,k)=S(n,k—1)+k-S(n, k),

Formuli 1ze odvodit ivahou: zndme-li pocet rozdéleni n-prvkové mnoziny
na k nebo (k — 1) tiid, rozdéleni (n + 1)-prvkové mnoziny muze vzniknout
pridénim nového prvku do existujici t¥idy, nebo vytvofenim samostatné
tfidy pro tento novy prvek.

Cviceni
Cviceni 2.1 Urcete pocet surjekci t¥iprvkové mnoziny na dvouprvkovou.
[6]
Cviceni 2.2 Kolik existuje zobrazeni ¢tyiprvkové mnoziny na ttiprvkovou?
[81]
Cviceni 2.3 Ovéfte pro néjaka k a n, ze plati:
(a) Ep_jk-kl=(n+1)! -1;
(b) T (D) = 17 =

Cviceni 2.4 Urcete pocet vsech rozkladu mnoziny M = {a,b,c,d,e, f} na
dveé tridy.

[5(6,2)]
Cviceni 2.5 Urcete pocet vsech rozkladi mnoziny M = {a, b, c,d}.

[Ba]



Cviceni 2.6 Urcete pocet viech rozkladu mnoziny M = {a,b,c,d, e, f} na
tTi tiidy.

[5(6,3)]
Cviceni 2.7 Urcete, kolik existuje (a) surjekci dvouprvkové mnoziny na

¢tyrprvkovou; (b) surjekei étyFprvkové mnoziny na dvouprvkovou; (c) bijeket
mezi dvéma ¢tyfprvkovymi mnozinami.

[(a) neexistuje; (b) 14; (c) 24.]

Cviceni 2.8 Dokazte, ze pocet viech rozkladu Sestiprvkové mnoziny plati
5
B =220 (Z)Bk

Cviceni 2.9 Dokazte, ze pro Stirlingova ¢isla 2. druhu plati:
n,2)=2""1—1;
1) =

(a) S(
(b) S(n,n—1) = (3);
(
(

)

b)

(¢) Sim+1,m)=S(n,m—1)+m-S(n,m);
)

(d

»n »n »nn W«

n,m) = X (”gl)S(k, m — 1) (s¢itdme ,pFes vSechna vhodna k).



Kapitola 3

Princip inkluze a exkluze

Priklad 3.1 Ve tfidé je 30 zaku. Krouzek kosik6vé chce navstévovat 18
z nich, krouzek atletiky 20 a ani jeden z téchto krouzk nechce navstévovat
5 zakl. Kolik zakt chce navstévovat oba krouzky, atletiky i kostkové?

Reseni: Necht A ozna¢uje mnozinu zéki, kteff chtéji chodit do atletiky
a K mnozinu zaku, kteri chtéji chodit do kosikové. Vime, ze

|A| =20, |K| = 18,|AU K| = 25(= 30 — 5)

Dale vime, ze plati

[AUK] = |A[ + K| - |AN K],

oba krouzky, atletiky i koSikové, chce nav§tévovat

JANK|=|Al+|K|-|AUK| =20+ 18 —25 =13

zéku. Protoze |A| — |[AN K| = 20— 13, jen krouzek atletiky chce navstévovat
7 zaku, analogicky |K| — |AN K| = 18 — 13, tedy jen krouzek kosikové chce
navstévovat 5 zaki.

Poznamka / zkouska: 745+ 13 +5 = 30

Piiklad 3.2 Kolik je prvocisel < 1007
Eratosthenovo sito: vyskrtavame ¢isla slozend, zbydou prvocisla
Mezi ¢isly 2 az 100 je ¢isel

délitelnych 2: 50 délitelnych 3: 33
délitelnych 5: 20 délitelnych 7: 14
délitelnych 2 i 3: 16 délitelnych 31 5: 6
délitelnych 2 i 5: 10 deélitelnych 31 7: 4
délitelnych 21 7: 7  délitelnych 51 7: 2
délitelnych 2, 31 5: 3 delitelnych 2,31 7: 2
délitelnych 3, 51 7: 0 deélitelnych 2,51 7: 1
délitelnych 2, 3,51 7: 0



z toho je ¢isel sloZenych:

délitelnych 2: 50-1 délitelnych 3: 33-1
délitelnych 5: 20-1 délitelnych 7: 14-1
délitelnych 2 i 3: 16 délitelnych 3 i 5: 6
délitelnych 2 i 5: 10 délitelnych 31 7: 4
délitelnych 2 i 7: 7 délitelnych 51 7: 2
délitelnych 2, 31 5: 3 délitelnych 2, 31 7: 2
délitelnych 3, 51 7: 0 délitelnych 2, 51 7: 1

délitelnych 2, 3,51 7: 0
Ziejmeé tedy mezi prvnimi 100 ¢isly je prvocisel

9-49-32-19-13+16+10+7+6+4+2-3-2-1-0+0=25

Muzeme postupovat i jinak, totiz tak, ze spocitame, kolik ¢isel od 2 do
100 neni délitelnych ani 2, ani 3, ani 5, ani 7:

9 -50-33-20-144+16+10+7+6+4+2-3-2-1-0+0=21,

ale mezi témito prvocisly chybi pravé ¢tyfi prvocisla: 2, 3, 5 a 7.

Princip inkluze a exkluze pro 2 a 3 mnoziny Pro tyto pfipady se
da s vyhodou vyuzit Vennovych diagramu. Formalné zapisujeme postup pro
vypoctu takto:

|M1 UM2| = |M1| + |M2| — |M1 ﬂM2|

’M1UM2UM3| = |M1|+|M2|—|—|M3|—’M1UM2UM3|
= |M1|+|M2|+|M3|*’M10M2|*‘M10M3|*
—|M2 N M3| + |M1 N Ms N M3|

Analogicky postupujeme pro 4 a vice mnozin: stiidavé odec¢itame pruniky

s

Obecny princip inkluze a exkluze. Necht M (a},...,a]) obsahuje prv-
ky mnoziny M, které nemaji zddnou z vlastnost{ a},...,al, a necht M (a;)
obsahuje prvky mnoziny M s vlastnosti a; pro i = 1,...n, déle M(a;,a;)
obsahuje prvky mnoziny M s vlastnostmi a;,a; pro ,j = 1,...n,i # j atd.
Pak plati:



(M(ay,...oap)l = M| =Y |M(a)| + Y [M(ai,a5)] -
=1

i,j=1

n
— Y |M(as,aj,a)] + -+ ()" M(ay, ..., ay)]
1,5,k=1

Specialni princip inkluze a exkluze. Pokud pocet prvka s danymi
vlastnostmi nezavisi na konkrétni vlastnosti, ale pouze na jejich poctu,
vypocteme pocet prvki mnoziny M, které nemaji zddnou z danych vlast-
nosti, takto:

1
() e+ o (M) e

Pomoci specialniho principu inkluze a exkluze lze vyfesit napf. problém
roztrzité sekretarky.

B N W LU R (L YET

Piiklad 3.3 Sekretdaika ma ¢tyii ruzné dopisy a ¢tyii obalky nadepsané ad-
resami ¢tyf ruznych adresatu. Kolika zpusoby miuze vlozit dopisy do obalek
tak, aby zadny adresat nedostal svij dopis?

Reseni: Je zfejmé, ze vdech moznosti, jak vlozit dopisy do obdlek, je
4! = 24. Tyto moznosti jsou uvedené v ndasledujici tabulce, kde jednotlivé
¢tvetice Cisel udavaji po fadé, ve které obdlce je vlozen ktery dopis: ¢islo 3
n 2. misté napf. znaci, ze ve 2. obélce je dopis pro adresata ¢islo 3.

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Zadani ziejmé vyhovuje 9 permutaci (najdéte je v tabulce). Pomoci prin-
cipu inkluze a exkluze je spoc¢itdme takto:

4 4 4 4
41 — -3l 20— ()1 00=24-24+12—-4+1=09.

Cviceni

Cviceni 3.1 Mame pét obdlek s péti ruznymi adresami (ruznych lidi) a
pét ruznych dopist pro tyto adresaty. Kolika zpusoby muzeme vlozit dopisy

10



do pripravenych obdlek (do kazdé obélky jeden dopis) tak, aby ani jeden
adresat nedostal svij dopis?

[44]

Cviceni 3.2 V pousti krac¢i karavana deviti velbloudu. Cesta trva mnoho
dni a vSem velbloudum se protivi vidét pied sebou stale téhoz velblouda.
Kolika zpusoby lze velbloudy pfemistit tak, aby pfed kazdym velbloudem
Sel jiny nez doposud?

148329

Cviceni 3.3 * Urcete pocet permutaci z n ¢isel 1,2,3,...,n takovych,
v nichz se nevyskytuje zadnd z dvojic (1,2),(2,3),...(n— 1,n).

Cviceni 3.4 Na kolotoci sedi n déti. Pfed druhou jizdou se rozhodly, ze si
presednou tak, aby ptred kazdym z nich sedél nékdo jiny nez doposud. Kolika
zpusoby to mohou provést?

Cviceni 3.5 Urcete, kolik slov je mozno sestavit z pismen slova

(a) SEMESTR
(

b) PARAPLE
(
(d

)
)
¢) OUAGADOUGOU
) AALKMOOST
)

(e) ACAPULCO

tak, aby zadnd dvé stejnd pismena nestala vedle sebe.

Cviceni 3.6 Urcete, kolik ruznych ¢isel vznikne zdménou potadi &islic v
¢isle 56567849. Urcete, v kolika z nich nebudou stat zadné dvé stejné cislice
vedle sebe.

Cviceni 3.7 Urcete, kolik z permutaci ¢isel 5, 6, 7, 8, 9 nema na 1. misté
¢islo b, na 2. misté ¢islo 6 atd.

Cviceni 3.8 Urcete, kolik z permutaci pismen a, b, ¢, d, d, f nema na 1.
misté pismeno a, na 2. misté pismeno b atd.

11



Cviceni 3.9 Urcete, kolik z permutaci ¢isel 1, 3, 5, 7, 9 nemd na 1. misté
¢islo 1, na 2. misté ¢islo 3, na 3. misté ¢islo 5, na 4. misté ¢islo 7, ani na 5.
misté ¢islo 9.

Cviceni 3.10 Na tanecni zabavu pfislo pét manzelskych para. Urcete, kolik
tancii mohou odtancovat tak, ze zddni manzelé netan¢i spolu. (Tanec se
zacne tancit poté, co si kazdy z péti panu vyhovujicim zpusobem vybere
tanecnici. Pokud pan X jiz tancil s pani Y, nevadi to, jen nesmi spolu tancit
manzelé.)

Cviceni 3.11 Urcete, kolik riznych ¢&isel vznikne zaménou poradi Cislic
¢isla 678679123. Urcete, v kolika z nich nebudou stat zadné dvé stejné ¢islice
vedle sebe.

Cviceni 3.12 Osm muzu si v Satné odlozi klobouky. Kolika zpusoby si je
mohou nasadit na hlavu tak, aby zadny nemél na hlavé svuj klobouk?

Cviceni 3.13 Urcete pocet piirozenych ¢isel mensich nez p, kterd nejsou
deélitelna éislem p, kde p je prvocislo. (Cislo 1 nepoé¢itdme mezi prvocisla.)

Cviceni 3.14 Urcete, kolik riznych cisel vznikne zdménou pofadi ¢islic
¢isla 474568792. Urcete, v kolika z nich nebudou stat zadné dvé stejné ¢islice
vedle sebe.

Cviceni 3.15 Urcete, kolik z permutaci pismen slova LAVICE nem4 na 1.
misté pismeno L, na 2. misté pismeno A, na 3. misté pismeno V, na 4. misté
pismeno I, na 5. misté pismeno C, ani na 6. misté pismeno E.

Cviceni 3.16 Kolika riznych ¢&isel lze zapsat pomoci ¢islic 1,2, 3,4,5 tak,
aby 1 nestéla pted 2, 2 pied 3, 3 pied 4 a 4 pied 57

12



Kapitola 4

Rozklady a kompozice
prirozenych cisel

Kombinatoricky pohled

Otézka, kterou se budeme v této kapitole zabyvat, zni: Kolika zptsoby
muzeme dané zapsat pfrirozené ¢isla na zadany pocet piirozenych séitancu?
(Pfipomernime, Ze nulu mezi piirozend ¢&isla nepocitdme!) Odpoved zdvis
na tom, jaké rozklady bereme v uvahu: je-li dan pocet scitanct ¢i zda
je pocet séitancu libovolny a zda zalezi ¢i nezalezi na potradi s¢itancu. Je
naptiklad ziejmé, ze ¢islo n muzeme rozlozit na n prirozenych séitancu je-
dinym zpusobem:

n o= 1+41+---+1
—_——

n

Rozklad ¢isla na s¢itance

Definice 4.1 Rozkladem ¢isla na s¢itance rozumime vyjadieni ptirozeného
¢isla jako souctu prirozenych ¢isel. Na poradi s¢itancu nezédlezi. (Jinymi
slovy, rozkladem c¢isla n na k séitancti rozumime kazdou neuspotfadanou k-
tici ptirozenych ¢isel, pro niz plati, ze soucet vsech jejich ¢isel je n).

Piiklad 4.2 Uvedme napiiklad rozklady éisla 10:

- v8echny rozklady ¢isla 10 na 2 s¢itance (5):
5+5 446 347 248 1+10

- vSechny rozklady ¢isla 10 na 3 s¢itance (8):
8+1+1 7+2+1 6+3+1 6+2+2
5+4+1 54342 44442 4+343;

- v8echny rozklady ¢isla 10 na 4 s¢itance (9):
7T+1+1+1  6+2+1+1 5+3+1+1 5+2+42+1  4+4+41+1
4434241 4424242 3434242 3+3+3+1;

13



- v8echny rozklady ¢isla 10 na 5 s¢itancu (7):
6+14+14+1+1 54+2+1414+1 443+1+141 442424141
3+H34+2+14+1 342424241 2424242425

- v8echny rozklady ¢isla 10 na 6 s¢itancu (5):
24242424141 34+242+14+1+1  3+3+1+1+141
44+2414+1+1+1  5+1414+1+1+1;

- vSechny rozklady ¢isla 10 na 7 s¢itancu (3):
3H24+1+1+14+1+1 2424241414141 4414141414141,

- v8echny rozklady ¢isla 10 na 8 s¢itancu (2):
2424+14+1+1+1+14+1  34+14+14+1+1+14141;

- vSechny rozklady ¢isla 10 na 9 s¢itancu (1):
241 +1414+1+1+1414-1;

- v8echny rozklady ¢isla 10 na 10 s¢itancu (1):
I+14+1+1+14+1+14+14+1+1;

- vSechny rozklady ¢isla 10 na 11 (a vice) séitancu: neexistuje.

V nasledujicim odvodime pocet rozkladu &isla n na k séitanci a na libo-
volny pocet s¢itancu. Pocet rozkladu ¢éisla n na k séitanct budeme oznacovat
p(n, k). Nejprve uvedeme piiklad.

Piiklad 4.3 Kolik existuje rozkladu ¢isla 11 na 4 séitance?

Predpokladejme, ze zname pocet rozkladu ¢isel 1 az 10 na 1 az 4 s¢itance
(muzeme jisté odvodit stejnym zpusobem jako vsechny rozklady ¢isla 10, viz
vyse). Rozklady ¢isla 11 muzeme odvodit z rozkladu ¢éisla 10 a mensich tak,ze
rozlozime:

- ¢islo 10 na 3 séitance, ¢tvrty sCitanec je 1;

- ¢islo 10 na 4 scitance, k jednomu ze s¢itancu pricteme 1.

V prvnim ptipadé je situace jednoznacéna: z rozkladu ¢éisla 10 na 3 séitance
dostavame nésledujici rozklady 11 na 4 sc¢itance:

10 =8+4141 = 11 =841+1+1

= 7T+2+1 = 7T4+2+1+1
= 6+3+1 = 6+3+1+1
= 6+2+2 = 6+2+2+1
= 5+4+1 = 5+4+1+1
= 5+3+2 = 5+3+2+1
= 4+442 = 444+2+1
= 4+3+3 = 4+4+3+3+1

Ve druhém piipadé vsak z rozkladu ¢isla 10 dostavame toto (sc¢itance
zapisujeme od nejvétsitho po nejmensi):

14



10 =74+14141 — 11 =8+1+1+1 = T7+4+2+41+1
= 6+2+1+1 — =7+2+1+1 = 64+3+1+1
= 5+3+1+1 — =6+3+1+1 =5+4+1+1

=5+3+2+1 =5+3+1+2
= 5+2+2+1 — =64+2+2+1 =5+43+2+1
=54+2+3+1 =5+2+242
= 44+4+1+1 — =5+4+1+1 =4+5+1+1
=5+4+1+1 =445+1+1
=44+4+2+1 =4+4+1+2
=443+2+1 — =5+3+2+1 =4+4+2+1
=443+3+1 =4+3+2+2
= 4424242 — =H+4+2+4+2+2 =4+3+4+2+42
=4+4+2+3+2 =44+2+2+3
= 3+3+2+2 — =443+2+2 =3+4+2+2
=3+3+3+2 =3+3+2+3
= 3+3+3+1 — =443+3+1 =3+4+3+1

=34+3+4+1 =3+3+34+2

Je videét, ze nékteré z rozkladu se opakuji. Bude tedy vhodné podivat se,
z ¢eho vznikly jednotlivé rozklady — totiz z rozkladu &isel mensich nez 10
na méné nez 4 s¢itance. Necht

n=x1+xy+- -+
je rozklad ¢isla n na k séitancu, v némz jsou s¢itance sefazeny dle velikosti
(z1 je nejvetsi). Odecteme-li od kazdého scitance 1, dostdvame
n—k=(@ —1)+(@2-1)+ -+ (zx - 1),

coz je rozklad ¢isla (n — k) na nejvyse k scitancu.
V naSem piipadé tedy pocet rozkladu ¢éisla 11 vypoéteme rekurentné
takto:

p(1174) = p(7a 4)+p(77 3)+p(77 2)+p(77 1)
= p(3,3)+p3,2)+p3,1)+4+3+1
= 1414+14+8=11

Vsech 11 rozkladu ¢isla 11 na 4 séitance je uvedeno v néasledujici tabulce:

11 = 8+1+14+1 = T74+2+141 = 6+3+14+1 = 6+2+241
= 5+44+1+1 = 5+34+24+1 = 5+2+242 =44+44+2+1
= 443+3+1 = 4434242 = 34+3+342
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Véta 4.4 Pocet viech rozkladu ¢&isla n na k s¢itanci vypocteme podle re-

kurentniho vzorce
k

p(”? k) - Zp(n - k7i)a

=1

pricemz ziejmé p(n,1) =1 = p(n,n).

Véta 4.5 Pocet vSech rozkladu ¢isla n na libovolné mnoho séitancu je roven
n
p(n) = p(n,i).
i=1

Kompozice ¢isla ze scitanci

Zatimco u rozkladu nezélezi na potradi s¢itancu, u kompozice ano. Napiiklad
rozkladu ¢isla 4 je 5:
4=4=2+2=34+1=24+1+1=14+1+1+1;

pritom kompozic ¢isla 4 (z libovolného po¢tu séitanci) je 8:
4=4=24+2=34+1=1+3=
=24141=142+1=14+142=1+1+1+1

Definice 4.6 Kompozici ¢isla n z k s¢itanci rozumime kazdou usporadanou
k-tici prirozenych ¢&isel, pro niz plati, ze soucet vSech jejich ¢isel je n.

Véta 4.7 Pro libovolna prirozend ¢isla n a k plati, ze pocet kompozic Cisla
n z (prave) k cisel je roven poctu kombinaci Cy,—q k—1

Zajimavosti
e Ferrersovy diagramy
e Adjungovany rozklad

e Usporadani rozkladu (zndzornéni pomoci hasseovského diagramu)

Cviceni
Cviceni 4.1 Urcete pocet rozkladi

rozkladu ¢isla 14 na 4 séitance;

(a
(b

kompozic ¢isla 14 ze 4 s¢itanct;
c) rozkladu ¢isla 16 na 4 scitance;

C

)
)
()
(c) kompozic ¢isla 16 ze 4 séitancu.
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Cviceni 4.2 Definujte (néjakou) relaci usporddéni na mnoziné vsech roz-
kladu ¢isla 4. Nakreslete odpovidajici hasseovsky diagram.

Cviceni 4.3 Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: pocet vSech roz-
kladi n na lichy pocet s¢itancti roven poctu rozkladu ¢isla n na navzdjem
razné liché séitance.

[Neplati, staci najit protipriklad.]

Cviceni 4.4 Dokazte, ze pocet vsech rozkladu n (na libovolné pfirozené
s¢itance) je roven poctu rozkladu ¢isla 2n na pravé n séitancu.

Cviceni 4.5 Urcete pocet vsech rozkladu éisla 8.
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Kapitola 5
Rozdélovani do prihradek

V této kapitole se budeme zabyvat ptiklady, v jejichz zadani dokdzeme roz-
poznat rozdélovani n predmétt do k prihradek. Piihradky i predméty mo-
hou byt navzijem stejné nebo navzijem ruzné a my si odvodime vzorce
pro vypocet vSech ¢tyi piipadu vzniklych kombinovanim rozliSitelnych a
nerozlisitelnych predmétu a rozliitelnych a nerozlisitelnych piihradek:

rozlisitelné | nerozliSitelné
prihradky prihradky

rozlisitelné ? ?
predméty

nerozlisitelné ? ?
predméty

V této kapitole nahradime postupné otazniky na vSech ¢tyfech mistech ta-
bulky ptislusnymi vztahy. Nejprve uvedeme vétu, jejiz dikaz je ziejmy, ale
ktera se dé elegantné pouzit:

Véta 5.1 (Dirichletuv princip) Pii kazdém rozdéleni n predmétu do k
prihradek, kde k < n, existuje alespon jedna ptihradka obsahujici alespon
dva predmeéty.

Priiklad 5.2 Na ¢tvercové miizce zvolime libovolné 5 bodu. Dokazte, Ze
mezi témito body existuji dva body takové, ze na usecce, ktera je spojuje,
lezi alespon jeden miizovy bod (tj. pruseéik piimek, které vytvéareji danou
miizku).

Jednotlivé policka vyse uvedené tabulky se daji doplnit pouzitim vztahu,

které jiz zname: vzorcu pro vypocet poctu variaci a kombinaci s opakovanim,
Stirlingovych ¢isel 2. druhu a pocétu rozkladu ¢isla na séitance. Odvodime
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také, kolik je pozadovanych rozdéleni takovych, pfi nichz zadna ptihradka
nezustane prazdng; k tomu budeme v nékterych piipadech potiebovat prin-
cip inkluze a ezkluze.

Rozdélovani raznych predmétt do ruznych piihradek

Véta 5.3 Necht n, k jsou libovolnd piirozend &isla. Pak pocet rozdéleni n
rozlisitelnych predmétu rozdélit do k rozliitelnych ptihrddek vypocteme
podle vzorce pro variace s opakovanim, tj.

k?’b

Diukaz 5.4 Pri rozdélovand rozlisitelnych prvkid do rozlisitelngch prihrddek
mame pro kaZdy z n prvku k mozZnosti umisténi do prihrddky. PouZitim
pravidla soucinu dostdvame dokazovany vztah.

Rozdélovani ruznych pifedmétu do ruznych prihradek tak, aby
zadna prihradka nezustala prazdna

Véta 5.5 Necht n, k jsou libovolnd piirozend &isla, n > k. Pak lze n rozlisi-
telnych predmétit do k rozlisitelnych ptihradek tak, aby zddna pfihradka
nezustala prazdnd, rozdélit prave

k" — (lf)(k — 1)+ (l;) (k—2)" — -+ (_1)k_1</€ f 1)1n

zpusoby.

Dukaz 5.6 PouZijeme principu inkluze a exkluze.

Rozdélovani stejnych predméta do riaznych prihradek

Véta 5.7 Necht n,k jsou libovolné piirozend ¢isla,. Pak pocet rozdéleni
n nerozlisitelnych predméti do k rozlisitelnych ptihradek vypocteme podle
vzorce pro kombinace s opakovanim, tj.

n+k—1
()
Dikaz 5.8 ZdleZi ndm pouze na poétu prvki v kaZdé prihrddce, nebot jsou
vSechny stejné. Muzeme si to predstavit napr. tak, Ze prvky, které rozdéluje-
me, jsou napt. micky a mezi né pokldddme véemi moznymi zpisoby kostky.
Pred pruni kostkou jsou prvky z pruni prihrddky, mezi pronid a druhou kostkou
jsou prvky ze druhé prihrdadky, atd. Je ziejmé, Ze kostek potrebujeme jen
(k — 1), nebot za k—tou kostkou uZ stejné Zddné micky nemohou byt.
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Pocet vsech moznosti je tedy roven poctu vSech zpisobu, jok seradit n
micku a (k — 1) kostek; tento pocet zrejmeé vypocteme podle vzorce pro per-
mutace s opakovdnim z proku dvou druhut (micki a kostek); odtud znamym
zpusobem dostaneme vijse uvedené kombinacéni ¢islo:

n+k-1)! (n+k-1\ [(n+k-1
nlk—1)!  \ k-1 ) n
Rozdélovani stejnych predmétid do rtznych prihradek tak, aby

zadna prihradka nezustala prazdna

Véta 5.9 Necht n, k jsou libovolnd piirozens &isla,. Poéet rozdéleni n ne-
rozlisitelnych predmétu do k rozlisitelnych prihrddek rozdélit tak, aby v kaz-
dé piihrddce bylo aspon r predmétu, vypocteme takto:

n—kr+k—1
k—1

Pro r =1 je tento pocet ziejmé
n—1
k—1)

Dikaz 5.10 UvazZujeme takto: nejprve ddme do kazdé prihrdadky poZadova-
ny minimdlni pocet predméti a potom rozdélime zbyvajict stejnym zpusobem
jako v predchozim pripadé.

Rozdélovani riznych predmeéta do stejnych prihradek

Véta 5.11 Necht n, k jsou libovolna pfirozend &isla. Pak lze n rozlisitelnych
predmeétu do k nerozlisitelnych piihradek rozdélit prave

S(n,1)+S(n,2)+---+ S(n,k)

zpusoby. Pocet rozdéleni n rozlisitelnych predméti do k nerozlisitelnych
prihrddek je pak ziejmé roven S(n, k).

Dukaz 5.12 S(n, k) jsou Stirlingova éisla 2. druhu (viz diive), kterd uddva-
ji pocet rozkladi n-prvkové mnoZiny na k prokud. Je zrejmé, Ze prdvé toto
¢islo odpovidd souctu pocti rozdélend n rozligitelngch predméti do jedné az
k nerozlisitelngych prihrddek.
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Rozdélovani stejnych predmétt do stejnych prihradek

Véta 5.13 Necht n, k jsou libovolnd pfirozend ¢isla. Pak lze n nerozlisitelnych
predmétu do k nerozlisitelnych piihradek rozdélit pravé

zpusoby; chceme-li, aby vSechny piihradky byly neprazdné, je tento pocet
p(n, k).

Diukaz 5.14 Cislo p(n, k) oznacuje pocet rozkladi c¢isla n na k séitanci,
kdy na potadi séitancu nezdleZi. je zrejmé, Ze toto c¢islo odpovidd hledanému
poctu.

Dukaz 5.15 S(n, k) jsou Stirlingova ¢isla 2. druhu (viz diitve), kterd uddvaji
pocet rozkladu n-prvkové mmnoZiny na k prvku. Je ziejmé, Ze prdvé toto
¢islo odpovidd poctu rozdéleni n rozlisitelngch predmétid do k nerozlisitelnych
prihrdadek.

Cviceni

Cviceni 5.1 Dokazte, ze kdyz v obdélniku 5 cm X 3 cm vybereme libo-
volnych 25 bod1i, najdeme mezi nimi dva takové, jejichz vzdélenost je mensi
nez 1,5 cm.

[Navod: Vyuzijte toho, ze ihlopficka ve ¢tverci o hrané délky 1 ma velikost
V2, coz je méné nez 1,5.]

Cviceni 5.2 Dokazte, ze mezi sedmi ruznymi pfirozenymi ¢isly jsou alespon
dvé takova, jejichz soucet nebo rozdil je délitelny 10.

[Navod: Rozdélte ¢isla do tfid podle délitelnosti 10.]

Cviceni 5.3 Na hiisti bylo 23 chlapci z jedné pétitfidni zakladni skoly bez
paralelnich t¥id. V8ichni si béhem odpoledne zahrali kosikovou, vybijenou,
nebo oboji. Kosikovou hrélo 13 chlapcti, vybijenou 16. Ukazte, Ze mezi
chlapci, ktefi hrali kosikovou i vybijenou, byli alespon 2 spoluzéci.

Cviceni 5.4 Kolika zpusoby lze rozdeélit jablko, hrusku, bandn, pomeranc
a Svestku tfem détem? Ko

Cviceni 5.5 Kolika zptsoby lze rozdélit 17 svestek mezi 3 déti tak, aby
kazdé dité dostalo alespon ¢tyfi svestky?
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Cviceni 5.6 Kolika zpusoby lze rozdélit 3 korunové a 10 dvoukorunovych
minci do 4 ruznych penézenek?

Cviceni 5.7 Kolika zpusoby lze rozdélit 3 stejné bilé a 3 stejné cerné koule
do 6 ruznobarevnych sacku, pokud (a) néktery siacek muze zustat prazdny;
(b) zadny sacek nesmi zustat prazdny? (Pozndamka: VSech 6 kouli se vejde
do jednoho sacku.)

Cviceni 5.8 Kolika zpusoby lze rozdélit 15 jablek a 9 hrusek tfem détem?
Kolik takovych rozdéleni je ,spravedlivych® (tj. kazdé dité dostane stejny
pocet kusu jablek a stejny pocet kusu hrusek)?

Cviceni 5.9 Kolika zpusoby lze rozdélit 5 ruznych knih mezi 4 déti tak,
aby kazdé dité dostalo alespon jednu knihu?

Cviceni 5.10 Kolika zpusoby lze rozdélit 7 ruznych fotografii do 4 rtiznych
obalek?

Cviceni 5.11 Kolika zpusoby lze rozdélit jablko, hrusku, bandn, pomeranc,
mandarinku a $vestku dvéma détem? Kolik takovych rozdéleni je ,spraved-
livych* (tj. kazdé z déti dostane 3 kusy ovoce)?

Cviceni 5.12 Kolika zplsoby lze rozdélit 6 ruznych knih mezi 5 déti tak,
aby kazdé dité dostalo alespon jednu knihu?

Cviceni 5.13 Kolika zptisoby lze rozdélit 3 stejné bilé a 3 stejné ¢erné koule
do 6 ruznobarevnych sacku, pokud (a) néktery sacek muze zustat prazdny;
(b) zadny sécek nesmi zustat prazdny? (Pozndmka: Vsech 6 kouli se vejde
do jednoho sacku.)

Cviceni 5.14 Ukazte, Ze mezi Ctyfmi ruznymi pfirozenymi ¢&isly existuji
vzdy ¢isla x,y takova, ze x + y nebo x — y je délitelné 5.
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Kapitola 6

Rekurentni formule

Rekurentni formule, s nimiz jsme se jiz setkali

e Faktoridl:
(n+1)!=(Mn+1)-n!

e Bellova ¢isla pro vypocet poctu rozkladu koneéné mnoziny:
e
Bni1 = kZO <k>Bk,Bo =1

e Stirlingova ¢isla 1. druhu, neboli koeficienty u z* v polynomu (z),, =
z-(x—=1)-(x—=2) - (x—n+1):

s(n+1,k)=s(n,k—1) —n-s(n,k);s(n,0) =0,5(n,n) =1

o Stirlingova ¢isla 2. druhu pro urceni poctu rozkladu n-prvkové mnoziny
na k t¥id (1 < k <n):

Sn+1,k)=S(n,k—1)+k-S(n,k);S(n,n)=5n,1)=1
Cim se uvedené formule lisi?
e Faktoridl: pro vypocet dalstho staci znat predchozi ¢len
e Stirlingova ¢isla 1. i 2. druhu: potfebujeme znat dva piredchozi ¢leny
e Bellova ¢isla: pro vypocet dalsiho ¢lene potiebujeme zndt vSechny

Definice 6.1 [Rad rekurentni formule] Cislo k nazveme #ddem formule f(n),
pokud lze pro kazé n € N ur¢it f(n+k) pomoci f(n), f(n+1),... f(n+k—1)
a k je nejmensi pfirozené ¢islo s touto vlastnosti.

Piiklad 6.2 o rekurentni formule 3. fadu: f(n+3) = f(n+2) —5f(n)

e rekurentni formule 1. fadu: f(n + 1) = log f(n)
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ResSeni linearnich rekurentnich formuli s konstatnimi
koeficienty

Nyni si ukdzeme feSeni rekurentnich formuli pro jednu specialni t¥idu reku-
rentnich formuli, pro niz je feSeni relativné jednoduché.

Definice 6.3 Linedrni rekurentni formule s konstantnimi koeficienty je re-
kurentni formule tvaru

fnt+k)=ar-fln+k-1)+az- f(n+k—2)+ +ay- f(n)
Pozniamka 6.4 Resenim rekurentni formule je posloupnost.

Véta 6.5 Jsou-li néjaké posloupnosti fesenim dané rekurentni formule, pak
je jejicm TeSenim také jejich libovolna linedrni kombinace.

(Vsimnéte si, ze se nabizi analogie s linedrni algebrou.)

Piiklad 6.6 Najdéte vzorec pro vypocet n—tého ¢lene posloupnosti v zavislosti
pouze na n, znatel-li rekurentni vzorec

Anp+4+2 = 7an+1 — 120%
a vite, ze
a] = 7, as = 25

Charakteristickd rovnice je (zde pouze intuitivné):

N7\ +12=0,

jejl kofeny A1 = 3, Ao = 4.
Obecné feSeni je tvaru

ap = 1\ + 2y

Dosazenim n=1 a n= 2 dostavame soustavu
7T = c¢1-34+c-4
12 = ¢1-3%4¢y-42

a jejim vyTeSenim a dosazenim vypoctenych hodnot ¢; = 1 a co = do
obecného vzorce pro n-ty ¢len dostavame

an, = 3" +4".
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Cviceni

Cviceni 6.1 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
dana rekurentnim vztahem a,yo = an+1 + 6a,, pticemz a; = 1 a ag = 13.

Cviceni 6.2 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
déna rekurentnim vztahem a,o = 7an+1 — 12a,, plicemz a; = 7 a ag = 25.

Cviceni 6.3 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
déna rekurentnim vztahem a, 2 = 7a,+1 — 10a,, pticemz a; = 1 a ag = 17.

Cviceni 6.4 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
déna rekurentnim vztahem a,o = 7an4+1 — 10a,, pricemz a; = 3 a ag = 21.

Cviceni 6.5 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
déna rekurentnim vztahem a,+2 = 3a,+1 — 2a,, pticemz a; = 1 a az = 3.

Cviceni 6.6 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
dana rekurentnim vztahem a,42 = a,41 + 6ay,, piicemz a1 =1 a az = 13.

Cviceni 6.7 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti dané re-
kurentné: ani3 = 9apy2 + 26an41 — 24ay,, plicemz a; = l,aa = —3 a
az = —29.

Cviceni 6.8 Urcete vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu posloupnosti, kterd je
déna rekurentnim vztahem a,yo2 = an+1 + 6an, pficemz a; =1 a ag = 13.
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Kapitola 7

Magické a latinské ¢tverce

Magické ctverce

Definice 7.1 (jen naSe) Polomagickym ¢tvercem oznacujeme ¢tvercové schéma
(tabulku) vytvofené z navzajem ruznych ¢isel tak, ze soucet ¢isel ve vSech
fadcich a sloupcich je stejny (na thlopfickach mohou byt soucty jiné).

Definice 7.2 (jen naSe) Magickym ctvercem oznatujeme polomagicky ¢tverec
takovy, v némz jsou soucty ve vSech fadcich a sloupcich i v thloptickach
stejné.

Grupy a télesa — strucné opakovani
e grupoid: mnozina uzaviena vzhledem k operaci
e asociativni zdkon
e pologrupa: plati asociativni zakon
e neutrdlni prvek: axe=a=exa,at+te=a=e+a
o komutativni zdkon
e grupa: pologrupa, neutralni prvek, opa¢né/inverzni prvky
e mnoziny se dvéma operacemi: aditivni, multiplikativni

e okruh: (R,+,:) — (R,+) je komutativni grupa, (R,-) je pologrupa,
plati distributivni zdkony

o distributivni zdkony: a- (b+c¢)=a-b+a-¢, (b+c¢c)-a=b-a+c-a

o téleso: (T,+,-) — (T,+) i (T,-) jsou komutativni grupy, plati distri-
butivni zédkony
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Piiklady okruhu a téles
e (N,+,-) - neni okruh

o (Z,+,-) - je okruh, neni téleso

e (Q,+,) - je téleso

o (R,+,) - je teleso

Konecéné okruhy a télesa

e zbytkové tiidy modulo m
e prvociselné modulo

e modulo je ¢islo slozené

Latinské ctverce

Definice 7.3 emphLatinsky ¢tverec je ¢tvercové schema n x n ¢isel mezi 1
a n takové, ze kazdy Fadek a kazdy sloupec obsahuje vSechna ¢isla od 1 do
n.

(Tedy ¢isla v libovolném fadku/sloupci jsou navzajem ruzna.)

Piiklad 7.4 Latinsky ¢tverec je napiiklad nasledujici schéma:

=~ W N =
W o =N
N = o
— N W o
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Kapitola 8

Konecné roviny

Konec¢né afinni roviny

Definice 8.1 (Koneé¢nd afinni rovina) Necht A je neprdzdnd mnozina a
R C P(A) a necht plat:

(A1) Pro kazdé z,y € A,z # y, existuje pravé jedna podmnozina P € R
rakova, ze x,y C P.

(A2) Pro kazdou mnozinu P € R a pro kazdy prvek x € A,z ¢ P existuje
pravé jedna mnozina @ € R takovd, ze z € Q a PN Q = (.

(A3) Existuji tii navzdjem ruzné prvky z,y,z € A takové, ze x,y, z neni
podmnozinou zadné mnoziny P € R.

Pak dvojice (A, R) se nazyvéa konecénd afinni rovina. Prvky mnoziny A se
nazyvaji body a prvky mnoziny R primky této roviny.

Polozky (A1), (A2), (A3) z predchozi definice nazyvame aziomy. Tyto
axiomy lze pro geometrickou predstavu kone¢né afinni roviny preformulovat
takto:

(Al) Kazdymi dvéma body lze vést pravé jednu piimku.
(A2) Kazdym bodem lze s danou piimkou vést pravé jednu rovnobézku.
(A3) Existuji tii body, které nelezi na jedné piimce.

Podobné budeme nazyvat dvé piimky kone¢né afinni roviny rovnobézkami,
pokud dané dvé piimky (pomnoziny ze systému R) nemaji zadny prunik (t;j.
jsou disjunktni). Smérem v afinni roviné nazveme systém vsech rovnobézek
s danou primkou (podmnozin ze systému R, které s danou podmnozinou ne-
maji zaddny prunik). Podobnym zpusobem lze pfenést i v geometrii pouzivané
oznaceni. I pro koneéné afinni roviny plati, Zze rovnobéznost pfimek je tran-
zitivni relace:
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Véta 8.2 Necht P, Q, R jsou piimky v koneéné afinni roviné. Necht ptimky
P a @ jsou rovnobézné a soucasné piimky @ a R jsou rovnobézné. Pak jsou
rovnobézné i piimky P a R.

Dale plati nésledujici véta:

Véta 8.3 V konecné afinné roviné maji vSechny pfimky stejny pocet bodu.

Dukaz viz napt. [2, str. 87-88].

Vzhledem k tomu, Ze vSechny pfimky dané kone¢né afinni roviny maji
stejny pocet bodu, mé smysl pojmenovat tuto charakteristiku koneéné afinni
roviny:

Definice 8.4 (Rad koneéné afinni roviny) Rddem konecné afinni roviny
nazveme pocet bodu lezicich na piimkéach v této roviné.

RAd koneéné afinni roviny ur¢uje pocet jejich bodi a pifmek:

Véta 8.5 Konecnd afinni rovina fddu n ma n? bodi a n? 4+ n pifmek, na
kazdé piimce lezi n bodu a kazdym bodem prochdzi n + 1 pfimek. Vechny
piimky lze rozdélit do n + 1 sméra, z nichz kazdy obsahuje n rovnobézek.

Piiklad 8.6 Kone¢nd afinni rovina 3. fadu md 9 = 32 bodit a 12 = 32 + 3
piimek. Piimky lze rozdeélit do ¢ty ruznych sméru a dle pfedchozi véty
obsahuje tato rovina tii pfimky kazdého z téchto smeéra. Ocisluyjme body
¢isly 1 az 9. Pak dostavame nésledujicich dvanact piimek étyf sméru:

1.smeér {1,2,3} {4,5,6} {7,8,9}

2.smér {1,4,7} {2,5,8} {3,6,9}

3.smer {1,5,9} {2,6,7} {3,4,8}

4. smeér {1,6,8} {2,4,9} {3,5,7}

Konecné afinni roviny a latinské ¢tverce

Zkusme ve Ctverci

1 2 3
4 5 6
7 8 9

nahradit ¢isly 1,2, 3 ¢isla bodu na primkach 3. a 4. sméru, a to takto:
body primky obsahujici bod 1 nahradime ¢islem 1, atd., ¢imz dostdvame
nasledujici ¢tverce:

1 2 3 1 2 3
31 2 a 2 3 1
2 3 1 3 1 2

Tyto ¢tverce jsou latinské a jsou navzidjem ortogondlni, jak je vidét z
nasledujiciho schématu:
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11 22 33
32 13 21
23 31 12

Postup, kterym jsme piimky prevedli na latinské ¢tverce, obratit. Obracenym
postupem lze ze 2 ortogonalnich latinskych étverct fadu 3 ziskat afinni ro-
vinu fddu 3, obecné pak z (n — 1) ortogondlnich latinskych étvercu Fadu n
ziskat afinni rovinu fadu n. Plati véta:

Véta 8.7 (Souvislost existence afinni roviny a ortogondlnich latinskych étvercu)
Konec¢na afinni rovina fadu n > 3 existuje pravé tehdy, kdyz existuje (n—1)
latinskych étvercu fadu n, z nichz kazdé dva jsou ortogondalni.

Vratme se k existenci ortogonalnich latinskych étvercti. Vime, Ze neexis-
tuji ortogonalni latinské ¢tverce rddu 2 a ve vysSe uvedeném piikladu jsme
nasli dva ortogondlni ¢tverce fadu 3. Existuji také t¥i navzdjem ortogonalni
latinské ctverce fadu 4:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2 4 3 2 1
3 4 1 2 ’ 4 3 2 1 ’ 2 1 4 3
4 3 2 1 2 1 4 3 3 4 1 2
Pro dalsi piipady odkazeme na platnost nésledujici véty (zde bez dukazu):

Véta 8.8 Pro kazdé pfirozené n > 2 kromé n = 6 existuji ortogonalni
latinské ctverce fadu n.

Piipad n=6 studoval Euler, vice viz [2, str. 85].

Konecéné projektivni roviny

Definice 8.9 (Koneé&nd projektivni rovina) Necht A je neprdzdnd mnozina
a R C P(A) a necht plati:

(P1) Pro kazdé x,y € A, x # y, existuje pravé jedna podmnozina P € R
takova, ze x,y C P.

(P2) Kazdé dvé ruzné piimky se protinaji v jediném bodé.

(P3) Existuji ¢ty navzajem ruzné prvky, z nichz zddné tii nelezi na téze
primce.

Pak dvojice (A, R) se nazyva konecnd projektivni rovina. Prvky mnoziny A
se nazyvaji body a prvky mnoziny R primky této roviny.
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