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Kapitola 1

Úvod do diskrétńı
matematiky

Toto je pracovńı verze studijńıho textu pro studenty matematiky Pedagogic-
ké fakulty Masarykovy univerzity v Brně. Obt́ıžněǰśı př́ıklady jsou označeny
hvězdičkou (*).

Připomı́nky v́ıtám. Pǐste, prośım, na adresu hdurnova@ped.muni.cz

Staré kombinatorické úlohy

Ve Rhindově papyru (matematika ve starém Egyptě) lze např́ıklad naj́ıt tuto
úlohu:

Ve městě je 7 dom̊u, v každém domě 7 koček, každá kočka sežere 7 myš́ı,
každá myš sežere 7 zrnek pšenice, z každého zrnka pšenice by napřesrok
vyrostlo 7 hekat̊u obiĺı. Kolik hekat̊u úrody zachráńı kočky v 7 domech?

Podobně vyzńıvá populárńı dětská ř́ıkanka o cestě do St. Ives:

As I was going to St. Ives,
I met a man with seven wives,
Each wife had seven sacks,
Each cat had seven kits,
Kits, cats, sacks, and wives,
How many were going to St. Ives?

Ve Fibonacciho Liber abaci najdeme podobnou úlohu (převzato z [1]):
Seven old women are going to Rome; each of them has seven mules; each

mule carries seven sacks; each sack contains seven loaves; each loaf has seven
knives; and each knife has seven sheaths. What is the total number of things?

V těchto a podobných úlohách se využ́ıvá jednoduchých kombinato-
rických pravidel, která jsou tak zřejmá, že je autoři často nepovažovali za
nutné explicitně uvádět.
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Základńı pojmy a pravidla

V tomto odstavci jsou uvedeny některé definice, věty a pravidla, které se
prob́ıraj́ı na středńı škole a v předmětu Kombinatorika.

Pravidlo součtu ř́ıká, že pro počet prvk̊u sjednoceńı množin A,B, jejichž
pr̊unik je prázdný, je roven součtu počt̊u prvk̊u těchto množin; symbolicky
zapisujeme takto:

|A ∪B| = |A|+ |B|
Toto pravidlo můžeme použ́ıt v kombinatorických výpočtech vždy, když

lze množinu objekt̊u rozdělit na disjunktńı části (např. poč́ıtáme-li počet
všech podmnožin čtyřprvkové množiny, rozděĺıme si všechny podmnožiny
na skupiny podle počtu prvk̊u: prázdná množinu a jedno- až čtyřprvkové
podmnožiny).

Pravidlo součinu využ́ıvá vzorce pro počet prvk̊u kartézského součinu
množin,

|A×B| = |A| · |B|
V kombinatorice lze toto pravidlo formulovat takto: pokud můžeme 1. pr-

vek vybrat libovolně z množiny A a 2. prvek nezávisle na prvńım z množiny
B, potom všechny takové dvojice jsou prvky kartézského součinu. Toto pra-
vidlo se dá pochopitelně rozš́ı̌rit pro vyb́ıráńı uspořádaných k-tic prvk̊u z
množin po řadě A1, . . . , Ak.

Faktoriál je funkce, která každému přirozenému č́ıslu přǐrad́ı součin všech
č́ısel od 1 do n. Toto č́ıslo znač́ıme n!, čteme

”
n faktoriál“ a zapisujeme takto:

n! = 1 · 2 · · · · · n
Plat́ı

1! = 1; 2! = 2; 3! = 6, 4! = 24; . . . ;n! = (n− 1)! · n.
Definitoricky klademe 0! = 1.

Kombinačńı č́ıslo
(
n
k

)
je vlastně zkráceným zápisem zlomku

n!

k!(n− k)!

Odtud již př́ımo vyplývá následuj́ıćı tvrzeńı:(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
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Permutace (bez opakováńı) z n prvk̊u označuj́ı všechny možnosti sesta-
veńı n prvk̊u do posloupnosti tak, aby se v posloupnosti každý z prvk̊u vysktl
právě jednou (někdy je označujeme také jao pořad́ı n-prvkové množiny).

Jejich počet vypočteme takto:

P (n) = n!

Variace (bez opakováńı) k-prvkové z n (r̊uzných) prvk̊u (tj. všechny
možnosti výběru uspořádaných k-tic z n-prvkové množiny)

Jejich počet vypočteme takto:

V (k, n) = n · (n− 1) · · · · · (n− k + 1) =
n!

(n− k)!

Kombinace (bez opakováńı) jsou k-prvková seskupeńı z n druh̊u prvk̊u
(tj. všechny možnosti výběru neuspořádaných k-tic z n-prvkové množiny).

Jejich počet vypočteme takto:

C(k, n) =

(
n

k

)
=
n · (n− 1) · · · · · (n− k + 1)

k!

Permutace (s opakováńım) z n1 prvk̊u 1. druhu, . . . , nk prvk̊u k-tého
druhu (tj. všechny možnosti pro pořad́ı těchto prvk̊u)

Jejich počet vypočteme takto:

Po(n1, . . . , nk) =
(n1 · · · · · nk)!

n1! · · · · · nk!

Variace (s opakováńım) jsou k-prvková uspořádaná seskupeńı z prvk̊u
n druh̊u (tj. všechny možnosti výběru uspořádaných k-tic z prvk̊u n druh̊u).

Jejich počet vypočteme takto:

Vo(k, n) = nk

Kombinace (s opakováńım) k-prvkové z prvk̊u n druh̊u (tj. všechny
možnosti výběru neuspořádaných k-tic z prvk̊u n-druh̊u)

Jejich počet vypočteme takto:

Co(k, n) =

(
k + n− 1

k

)
=

(
k + n− 1

n− 1

)
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Kapitola 2

Rozklady konečných množin

Opakováńı z algebry

V daľśım výkladu budeme použ́ıvat následuj́ıćı pojmy z algebry:

• Relace

• Vlastnosti relace:

- Reflexivńı

- Symetrická

- Antisymetrická

- Transitivńı

• Uspořádáńı (hasseovský diagram)

• Ekvivalence na množině a rozklad množiny

Určeńı počtu rozklad̊u na množině

Rozklad množiny A na tř́ıdy: tř́ıdy jsou podmnožiny množiny A, každý
prvek množiny A je obsažen v právě jedné této podmnožině

Rozklady 4-prvkové množiny jsou tyto systémy podmnožin:
{{1,2,3,4}} {{1,2},{3,4}} {{1},{4},{2,3}}
{{1,2,3},{4}} {{1,3},{2,4}} {{2},{3},{1,4} }
{{1,2,4},{3}} {{1,4},{2,3}} {{2},{4},{1,3} }
{{1,3,4},{2 }} {{1},{2},{3,4}} {{3},{4},{1,2} }
{{2,3,4},{1}} {{1},{3} {2,4}} {{1},{2},{3},{4}}
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Bellova č́ısla

Bellovo č́ıslo Bn určuje počet všech rozklad̊u na n−prvkové množině. Reku-
rentńı formule pro výpočet Bellových č́ısel:

Bn+1 =

(
n

0

)
B0 +

(
n

1

)
B1 + · · ·+

(
n

n

)
Bn

Přitom B0 = 1 Tedy: B1 = 1, B2 = 2, B3 = 5, B4 = 15, atd.

Stirlingova č́ısla 2. druhu

Stirlingova č́ısla S(n, k) udávaj́ı počet rozklad̊u n−prvkové množiny na k
tř́ıd. Je zřejmé, že S(n, n) = 1 = S(n, 1). Rekurentńı formule pro výpočet
Stirlingových č́ısel pro 1 < k < n:

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + k · S(n, k),

Formuli lze odvodit úvahou: známe-li počet rozděleńı n-prvkové množiny
na k nebo (k − 1) tř́ıd, rozděleńı (n + 1)-prvkové množiny může vzniknout
přidáńım nového prvku do existuj́ıćı tř́ıdy, nebo vytvořeńım samostatné
tř́ıdy pro tento nový prvek.

Cvičeńı

Cvičeńı 2.1 Určete počet surjekćı tř́ıprvkové množiny na dvouprvkovou.

[6]

Cvičeńı 2.2 Kolik existuje zobrazeńı čtyřprvkové množiny na tř́ıprvkovou?

[81]

Cvičeńı 2.3 Ověřte pro nějaká k a n, že plat́ı:

(a) Σn
k=1k · k! = (n+ 1)!− 1;

(b) Σn
k=1(−1)k

(
x
k

)
= (−1)n

(
x−1
n

)
=

Cvičeńı 2.4 Určete počet všech rozklad̊u množiny M = {a, b, c, d, e, f} na
dvě tř́ıdy.

[S(6, 2)]

Cvičeńı 2.5 Určete počet všech rozklad̊u množiny M = {a, b, c, d}.

[B4]

6



Cvičeńı 2.6 Určete počet všech rozklad̊u množiny M = {a, b, c, d, e, f} na
tři tř́ıdy.

[S(6, 3)]

Cvičeńı 2.7 Určete, kolik existuje (a) surjekćı dvouprvkové množiny na
čtyřprvkovou; (b) surjekćı čtyřprvkové množiny na dvouprvkovou; (c) bijekćı
mezi dvěma čtyřprvkovými množinami.

[(a) neexistuje; (b) 14; (c) 24.]

Cvičeńı 2.8 Dokažte, že počet všech rozklad̊u šestiprvkové množiny plat́ı
B6 =

∑5
=0

(
n
k

)
Bk.

Cvičeńı 2.9 Dokažte, že pro Stirlingova č́ısla 2. druhu plat́ı:

(a) S(n, 2) = 2n−1 − 1;

(b) S(n, n− 1) =
(
n
2

)
;

(c) S(n+ 1,m) = S(n,m− 1) +m · S(n,m);

(d) S(n,m) = Σk

(
n−1
k

)
S(k,m− 1) (sč́ıtáme

”
přes všechna vhodná k“).
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Kapitola 3

Princip inkluze a exkluze

Př́ıklad 3.1 Ve tř́ıdě je 30 žák̊u. Kroužek koš́ıkövé chce navštěvovat 18
z nich, kroužek atletiky 20 a ani jeden z těchto kroužk̊u nechce navštěvovat
5 žák̊u. Kolik žák̊u chce navštěvovat oba kroužky, atletiky i koš́ıkové?

Řešeńı: Necht’ A označuje množinu žák̊u, kteř́ı chtěj́ı chodit do atletiky
a K množinu žák̊u, kteř́ı chtěj́ı chodit do koš́ıkové. Vı́me, že

|A| = 20, |K| = 18, |A ∪K| = 25(= 30− 5)

Dále v́ıme, že plat́ı

|A ∪K| = |A|+ |K| − |A ∩K|,

oba kroužky, atletiky i koš́ıkové, chce navštěvovat

|A ∩K| = |A|+ |K| − |A ∪K| = 20 + 18− 25 = 13

žák̊u. Protože |A|− |A∩K| = 20−13, jen kroužek atletiky chce navštěvovat
7 žák̊u, analogicky |K| − |A ∩K| = 18− 13, tedy jen kroužek koš́ıkové chce
navštěvovat 5 žák̊u.

Poznámka / zkouška: 7 + 5 + 13 + 5 = 30

Př́ıklad 3.2 Kolik je prvoč́ısel ≤ 100?
Eratosthenovo śıto: vyškrtáváme č́ısla složená, zbydou prvoč́ısla
Mezi č́ısly 2 až 100 je č́ısel

dělitelných 2: 50 dělitelných 3: 33
dělitelných 5: 20 dělitelných 7: 14
dělitelných 2 i 3: 16 dělitelných 3 i 5: 6
dělitelných 2 i 5: 10 dělitelných 3 i 7: 4
dělitelných 2 i 7: 7 dělitelných 5 i 7: 2
dělitelných 2, 3 i 5: 3 dělitelných 2, 3 i 7: 2
dělitelných 3, 5 i 7: 0 dělitelných 2, 5 i 7: 1
dělitelných 2, 3, 5 i 7: 0
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z toho je č́ısel složených:

dělitelných 2: 50-1 dělitelných 3: 33-1
dělitelných 5: 20-1 dělitelných 7: 14-1
dělitelných 2 i 3: 16 dělitelných 3 i 5: 6
dělitelných 2 i 5: 10 dělitelných 3 i 7: 4
dělitelných 2 i 7: 7 dělitelných 5 i 7: 2
dělitelných 2, 3 i 5: 3 dělitelných 2, 3 i 7: 2
dělitelných 3, 5 i 7: 0 dělitelných 2, 5 i 7: 1
dělitelných 2, 3, 5 i 7: 0

Zřejmě tedy mezi prvńımi 100 č́ısly je prvoč́ısel

99− 49− 32− 19− 13 + 16 + 10 + 7 + 6 + 4 + 2− 3− 2− 1− 0 + 0 = 25

Můžeme postupovat i jinak, totiž tak, že spoč́ıtáme, kolik č́ısel od 2 do
100 neńı dělitelných ani 2, ani 3, ani 5, ani 7:

99− 50− 33− 20− 14 + 16 + 10 + 7 + 6 + 4 + 2− 3− 2− 1− 0 + 0 = 21,

ale mezi těmito prvoč́ısly chyb́ı právě čtyři prvoč́ısla: 2, 3, 5 a 7.

Princip inkluze a exkluze pro 2 a 3 množiny Pro tyto př́ıpady se
dá s výhodou využ́ıt Vennových diagramů. Formálně zapisujeme postup přo
výpočtu takto:

|M1 ∪M2| = |M1|+ |M2| − |M1 ∩M2|

|M1 ∪M2 ∪M3| = |M1|+ |M2|+ |M3| − |M1 ∪M2 ∪M3|
= |M1|+ |M2|+ |M3| − |M1 ∩M2| − |M1 ∩M3| −
−|M2 ∩M3|+ |M1 ∩M2 ∩M3|

Analogicky postupujeme pro 4 a v́ıce množin: stř́ıdavě odeč́ıtáme pr̊uniky
po dvou, přič́ıtáme pr̊uniky po třech, odeč́ıtáme pr̊uniky po čtyřech, atd.

Obecný princip inkluze a exkluze. Necht’ M(a′1, . . . , a
′
n) obsahuje prv-

ky množiny M , které nemaj́ı žádnou z vlastnost́ı a′1, . . . , a
′
n a necht’ M(ai)

obsahuje prvky množiny M s vlastnost́ı ai pro i = 1, . . . n, dále M(ai, aj)
obsahuje prvky množiny M s vlastnostmi ai, aj pro i, j = 1, . . . n, i 6= j atd.
Pak plat́ı:
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|M(a′1, . . . , a
′
n)| = |M | −

n∑
i=1

|M(ai)|+
n∑

i,j=1

|M(ai, aj)| −

−
n∑

i,j,k=1

|M(ai, aj , ak)|+ · · ·+ (−1)n|M(a1, . . . , an)|

Speciálńı princip inkluze a exkluze. Pokud počet prvk̊u s danými
vlastnostmi nezáviśı na konkrétńı vlastnosti, ale pouze na jejich počtu,
vypočteme počet prvk̊u množiny M , které nemaj́ı žádnou z daných vlast-
nost́ı, takto:

|M(a′1, . . . , a
′
n)| = |M | −

(
n

1

)
|M(1)|+

(
n

2

)
|M(2)| −

−
(
n

3

)
|M(3)|+ · · ·+ (−1)n

(
n

n

)
|M(n)|

Pomoćı speciálńıho principu inkluze a exkluze lze vyřešit např. problém
roztržité sekretářky.

Př́ıklad 3.3 Sekretářka má čtyři r̊uzné dopisy a čtyři obálky nadepsané ad-
resami čtyř r̊uzných adresát̊u. Kolika zp̊usoby může vložit dopisy do obálek
tak, aby žádný adresát nedostal sv̊uj dopis?

Řešeńı: Je zřejmé, že všech možnost́ı, jak vložit dopisy do obálek, je
4! = 24. Tyto možnosti jsou uvedené v následuj́ıćı tabulce, kde jednotlivé
čtveřice č́ısel udávaj́ı po řadě, ve které obálce je vložen který dopis: č́ıslo 3
n 2. mı́stě např. znač́ı, že ve 2. obálce je dopis pro adresáta č́ıslo 3.

1234 2134 3124 4123
1243 2143 3142 4132
1324 2314 3214 4213
1342 2341 3241 4231
1423 2413 3412 4312
1432 2431 3421 4321

Zadáńı zřejmě vyhovuje 9 permutaćı (najděte je v tabulce). Pomoćı prin-
cipu inkluze a exkluze je spoč́ıtáme takto:

4!−
(

4

1

)
· 3! +

(
4

2

)
2!−

(
4

3

)
1! +

(
4

4

)
0! = 24− 24 + 12− 4 + 1 = 9.

Cvičeńı

Cvičeńı 3.1 Máme pět obálek s pěti r̊uznými adresami (r̊uzných lid́ı) a
pět r̊uzných dopis̊u pro tyto adresáty. Kolika zp̊usoby můžeme vložit dopisy
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do připravených obálek (do každé obálky jeden dopis) tak, aby ani jeden
adresát nedostal sv̊uj dopis?

[44]

Cvičeńı 3.2 V poušti kráč́ı karavana dev́ıti velbloud̊u. Cesta trvá mnoho
dńı a všem velbloud̊um se protiv́ı vidět před sebou stále téhož velblouda.
Kolika zp̊usoby lze velbloudy přemı́stit tak, aby před každým velbloudem
šel jiný než doposud?

[148329]

Cvičeńı 3.3 * Určete počet permutaćı z n č́ısel 1, 2, 3, . . . , n takových,
v nichž se nevyskytuje žádná z dvojic (1, 2), (2, 3), . . . (n− 1, n).

Cvičeńı 3.4 Na kolotoči sed́ı n dět́ı. Před druhou j́ızdou se rozhodly, že si
přesednou tak, aby před každým z nich seděl někdo jiný než doposud. Kolika
zp̊usoby to mohou provést?

Cvičeńı 3.5 Určete, kolik slov je možno sestavit z ṕısmen slova

(a) SEMESTR

(b) PARAPLE

(c) OUAGADOUGOU

(d) AALKMOOST

(e) ACAPULCO

tak, aby žádná dvě stejná ṕısmena nestála vedle sebe.

Cvičeńı 3.6 Určete, kolik r̊uzných č́ısel vznikne záměnou pořad́ı č́ıslic v
č́ısle 56567849. Určete, v kolika z nich nebudou stát žádné dvě stejné č́ıslice
vedle sebe.

Cvičeńı 3.7 Určete, kolik z permutaćı č́ısel 5, 6, 7, 8, 9 nemá na 1. mı́stě
č́ıslo 5, na 2. mı́stě č́ıslo 6 atd.

Cvičeńı 3.8 Určete, kolik z permutaćı ṕısmen a, b, c, d, d, f nemá na 1.
mı́stě ṕısmeno a, na 2. mı́stě ṕısmeno b atd.
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Cvičeńı 3.9 Určete, kolik z permutaćı č́ısel 1, 3, 5, 7, 9 nemá na 1. mı́stě
č́ıslo 1, na 2. mı́stě č́ıslo 3, na 3. mı́stě č́ıslo 5, na 4. mı́stě č́ıslo 7, ani na 5.
mı́stě č́ıslo 9.

Cvičeńı 3.10 Na tanečńı zábavu přǐslo pět manželských pár̊u. Určete, kolik
tanc̊u mohou odtancovat tak, že žádńı manželé netanč́ı spolu. (Tanec se
začne tančit poté, co si každý z pěti pán̊u vyhovuj́ıćım zp̊usobem vybere
tanečnici. Pokud pán X již tančil s pańı Y, nevad́ı to, jen nesmı́ spolu tančit
manželé.)

Cvičeńı 3.11 Určete, kolik r̊uzných č́ısel vznikne záměnou pořad́ı č́ıslic
č́ısla 678679123. Určete, v kolika z nich nebudou stát žádné dvě stejné č́ıslice
vedle sebe.

Cvičeńı 3.12 Osm muž̊u si v šatně odlož́ı klobouky. Kolika zp̊usoby si je
mohou nasadit na hlavu tak, aby žádný neměl na hlavě sv̊uj klobouk?

Cvičeńı 3.13 Určete počet přirozených č́ısel menš́ıch než p, která nejsou
dělitelná č́ıslem p, kde p je prvoč́ıslo. (Č́ıslo 1 nepoč́ıtáme mezi prvoč́ısla.)

Cvičeńı 3.14 Určete, kolik r̊uzných č́ısel vznikne záměnou pořad́ı č́ıslic
č́ısla 474568792. Určete, v kolika z nich nebudou stát žádné dvě stejné č́ıslice
vedle sebe.

Cvičeńı 3.15 Určete, kolik z permutaćı ṕısmen slova LAVICE nemá na 1.
mı́stě ṕısmeno L, na 2. mı́stě ṕısmeno A, na 3. mı́stě ṕısmeno V, na 4. mı́stě
ṕısmeno I, na 5. mı́stě ṕısmeno C, ani na 6. mı́stě ṕısmeno E.

Cvičeńı 3.16 Kolika r̊uzných č́ısel lze zapsat pomoćı č́ıslic 1, 2, 3, 4, 5 tak,
aby 1 nestála před 2, 2 před 3, 3 před 4 a 4 před 5?
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Kapitola 4

Rozklady a kompozice
přirozených č́ısel

Kombinatorický pohled

Otázka, kterou se budeme v této kapitole zabývat, zńı: Kolika zp̊usoby
můžeme dané zapsat přirozené č́ısla na zadaný počet přirozených sč́ıtanc̊u?
(Připomeňme, že nulu mezi přirozená č́ısla nepoč́ıtáme!) Odpověd’ záviśı
na tom, jaké rozklady bereme v úvahu: je-li dán počet sč́ıtanc̊u či zda
je počet sč́ıtanc̊u libovolný a zda zálež́ı či nezálež́ı na pořad́ı sč́ıtanc̊u. Je
např́ıklad zřejmé, že č́ıslo n můžeme rozložit na n přirozených sč́ıtanc̊u je-
diným zp̊usobem:

n = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

Rozklad č́ısla na sč́ıtance

Definice 4.1 Rozkladem č́ısla na sč́ıtance rozumı́me vyjádřeńı přirozeného
č́ısla jako součtu přirozených č́ısel. Na pořad́ı sč́ıtanc̊u nezálež́ı. (Jinými
slovy, rozkladem č́ısla n na k sč́ıtanc̊u rozumı́me každou neuspořádanou k-
tici přirozených č́ısel, pro niž plat́ı, že součet všech jej́ıch č́ısel je n).

Př́ıklad 4.2 Uved’me např́ıklad rozklady č́ısla 10:
- všechny rozklady č́ısla 10 na 2 sč́ıtance (5):
5+5 4+6 3+7 2+8 1+10

- všechny rozklady č́ısla 10 na 3 sč́ıtance (8):
8+1+1 7+2+1 6+3+1 6+2+2
5+4+1 5+3+2 4+4+2 4+3+3;

- všechny rozklady č́ısla 10 na 4 sč́ıtance (9):
7+1+1+1 6+2+1+1 5+3+1+1 5+2+2+1 4+4+1+1
4+3+2+1 4+2+2+2 3+3+2+2 3+3+3+1;
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- všechny rozklady č́ısla 10 na 5 sč́ıtanc̊u (7):
6+1+1+1+1 5+2+1+1+1 4+3+1+1+1 4+2+2+1+1
3+3+2+1+1 3+2+2+2+1 2+2+2+2+2;

- všechny rozklady č́ısla 10 na 6 sč́ıtanc̊u (5):

2+2+2+2+1+1 3+2+2+1+1+1 3+3+1+1+1+1
4+2+1+1+1+1 5+1+1+1+1+1;

- všechny rozklady č́ısla 10 na 7 sč́ıtanc̊u (3):

3+2+1+1+1+1+1 2+2+2+1+1+1+1 4+1+1+1+1+1+1;
- všechny rozklady č́ısla 10 na 8 sč́ıtanc̊u (2):

2+2+1+1+1+1+1+1 3+1+1+1+1+1+1+1;
- všechny rozklady č́ısla 10 na 9 sč́ıtanc̊u (1):

2+1+1+1+1+1+1+1+1;
- všechny rozklady č́ısla 10 na 10 sč́ıtanc̊u (1):

1+1+1+1+1+1+1+1+1+1;
- všechny rozklady č́ısla 10 na 11 (a v́ıce) sč́ıtanc̊u: neexistuje.

V následuj́ıćım odvod́ıme počet rozklad̊u č́ısla n na k sč́ıtanc̊u a na libo-
volný počet sč́ıtanc̊u. Počet rozklad̊u č́ısla n na k sč́ıtanc̊u budeme označovat
p(n, k). Nejprve uvedeme př́ıklad.

Př́ıklad 4.3 Kolik existuje rozklad̊u č́ısla 11 na 4 sč́ıtance?
Předpokládejme, že známe počet rozklad̊u č́ısel 1 až 10 na 1 až 4 sč́ıtance

(můžeme jistě odvodit stejným zp̊usobem jako všechny rozklady č́ısla 10, viz
výše). Rozklady č́ısla 11 můžeme odvodit z rozklad̊u č́ısla 10 a menš́ıch tak,že
rozlož́ıme:

- č́ıslo 10 na 3 sč́ıtance, čtvrtý sč́ıtanec je 1;
- č́ıslo 10 na 4 sč́ıtance, k jednomu ze sč́ıtanc̊u přičteme 1.
V prvńım př́ıpadě je situace jednoznačná: z rozklad̊u č́ısla 10 na 3 sč́ıtance

dostáváme následuj́ıćı rozklady 11 na 4 sč́ıtance:

10 = 8+1+1 ⇒ 11 = 8+1+1+1
= 7+2+1 = 7+2+1+1
= 6+3+1 = 6+3+1+1
= 6+2+2 = 6+2+2+1
= 5+4+1 = 5+4+1+1
= 5+3+2 = 5+3+2+1
= 4+4+2 = 4+4+2+1
= 4+3+3 = 4+3+3+1

Ve druhém př́ıpadě však z rozklad̊u č́ısla 10 dostáváme toto (sč́ıtance
zapisujeme od největš́ıho po nejmenš́ı):
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10 = 7+1+1+1 → 11 =8+1+1+1 = 7+2+1+1
= 6+2+1+1 → =7+2+1+1 = 6+3+1+1
= 5+3+1+1 → =6+3+1+1 =5+4+1+1

=5+3+2+1 =5+3+1+2
= 5+2+2+1 → =6+2+2+1 =5+3+2+1

=5+2+3+1 =5+2+2+2
= 4+4+1+1 → =5+4+1+1 =4+5+1+1

=5+4+1+1 =4+5+1+1
=4+4+2+1 =4+4+1+2

= 4+3+2+1 → =5+3+2+1 =4+4+2+1
=4+3+3+1 =4+3+2+2

= 4+2+2+2 → =5+2+2+2 =4+3+2+2
=4+2+3+2 =4+2+2+3

= 3+3+2+2 → =4+3+2+2 =3+4+2+2
=3+3+3+2 =3+3+2+3

= 3+3+3+1 → =4+3+3+1 =3+4+3+1
=3+3+4+1 =3+3+3+2

Je vidět, že některé z rozklad̊u se opakuj́ı. Bude tedy vhodné pod́ıvat se,
z čeho vznikly jednotlivé rozklady — totiž z rozklad̊u č́ısel menš́ıch než 10
na méně než 4 sč́ıtance. Necht’

n = x1 + x2 + · · ·+ xk

je rozklad č́ısla n na k sč́ıtanc̊u, v němž jsou sč́ıtance seřazeny dle velikosti
(x1 je největš́ı). Odečteme-li od každého sč́ıtance 1, dostáváme

n− k = (x1 − 1) + (x2 − 1) + · · ·+ (xk − 1),

což je rozklad č́ısla (n− k) na nejvýše k sč́ıtanc̊u.
V našem př́ıpadě tedy počet rozklad̊u č́ısla 11 vypočteme rekurentně

takto:

p(11, 4) = p(7, 4) + p(7, 3) + p(7, 2) + p(7, 1)

= p(3, 3) + p(3, 2) + p(3, 1) + 4 + 3 + 1

= 1 + 1 + 1 + 8 = 11

Všech 11 rozklad̊u č́ısla 11 na 4 sč́ıtance je uvedeno v následuj́ıćı tabulce:

11 = 8+1+1+1 = 7+2+1+1 = 6+3+1+1 = 6+2+2+1
= 5+4+1+1 = 5+3+2+1 = 5+2+2+2 = 4+4+2+1
= 4+3+3+1 = 4+3+2+2 = 3+3+3+2
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Věta 4.4 Počet všech rozklad̊u č́ısla n na k sč́ıtanc̊u vypočteme podle re-
kurentńıho vzorce

p(n, k) =
k∑

i=1

p(n− k, i),

přičemž zřejmě p(n, 1) = 1 = p(n, n).

Věta 4.5 Počet všech rozklad̊u č́ısla n na libovolně mnoho sč́ıtanc̊u je roven

p(n) =
n∑

i=1

p(n, i).

Kompozice č́ısla ze sč́ıtanc̊u

Zat́ımco u rozkladu nezálež́ı na pořad́ı sč́ıtanc̊u, u kompozice ano. Např́ıklad
rozklad̊u č́ısla 4 je 5:
4 = 4 = 2 + 2 = 3 + 1 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1;
přitom kompozic č́ısla 4 (z libovolného počtu sč́ıtanc̊u) je 8:
4 = 4 = 2 + 2 = 3 + 1 = 1 + 3 =
= 2 + 1 + 1 = 1 + 2 + 1 = 1 + 1 + 2 = 1 + 1 + 1 + 1

Definice 4.6 Kompozićı č́ısla n z k sč́ıtanc̊u rozumı́me každou uspořádanou
k-tici přirozených č́ısel, pro niž plat́ı, že součet všech jej́ıch č́ısel je n.

Věta 4.7 Pro libovolná přirozená č́ısla n a k plat́ı, že počet kompozic č́ısla
n z (právě) k č́ısel je roven počtu kombinaćı Cn−1,k−1

Zaj́ımavosti

• Ferrersovy diagramy

• Adjungovaný rozklad

• Uspořádáńı rozklad̊u (znázorněńı pomoćı hasseovského diagramu)

Cvičeńı

Cvičeńı 4.1 Určete počet rozklad̊u

(a) rozklad̊u č́ısla 14 na 4 sč́ıtance;

(b) kompozic č́ısla 14 ze 4 sč́ıtanc̊u;

(c) rozklad̊u č́ısla 16 na 4 sč́ıtance;

(c) kompozic č́ısla 16 ze 4 sč́ıtanc̊u.
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Cvičeńı 4.2 Definujte (nějakou) relaci uspořádáńı na množině všech roz-
klad̊u č́ısla 4. Nakreslete odpov́ıdaj́ıćı hasseovský diagram.

Cvičeńı 4.3 Rozhodněte, zda plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı: počet všech roz-
klad̊u n na lichý počet sč́ıtanc̊u roven počtu rozklad̊u č́ısla n na navzájem
r̊uzné liché sč́ıtance.

[Neplat́ı, stač́ı naj́ıt protipř́ıklad.]

Cvičeńı 4.4 Dokažte, že počet všech rozklad̊u n (na libovolné přirozené
sč́ıtance) je roven počtu rozklad̊u č́ısla 2n na právě n sč́ıtanc̊u.

Cvičeńı 4.5 Určete počet všech rozklad̊u č́ısla 8.
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Kapitola 5

Rozdělováńı do přihrádek

V této kapitole se budeme zabývat př́ıklady, v jejichž zadáńı dokážeme roz-
poznat rozdělováńı n předmět̊u do k přihrádek. Přihrádky i předměty mo-
hou být navzájem stejné nebo navzájem r̊uzné a my si odvod́ıme vzorce
pro výpočet všech čtyř př́ıpad̊u vzniklých kombinováńım rozlǐsitelných a
nerozlǐsitelných předmět̊u a rozlǐsitelných a nerozlǐsitelných přihrádek:

rozlǐsitelné nerozlǐsitelné
přihrádky přihrádky

rozlǐsitelné ? ?
předměty

nerozlǐsitelné ? ?
předměty

V této kapitole nahrad́ıme postupně otazńıky na všech čtyřech mı́stech ta-
bulky př́ıslušnými vztahy. Nejprve uvedeme větu, jej́ıž d̊ukaz je zřejmý, ale
která se dá elegantně použ́ıt:

Věta 5.1 (Dirichlet̊uv princip) Při každém rozděleńı n předmět̊u do k
přihrádek, kde k < n, existuje alespoň jedna přihrádka obsahuj́ıćı alespoň
dva předměty.

Př́ıklad 5.2 Na čtvercové mř́ıžce zvoĺıme libovolně 5 bod̊u. Dokažte, že
mezi těmito body existuj́ı dva body takové, že na úsečce, která je spojuje,
lež́ı alespoň jeden mř́ıžový bod (tj. pr̊useč́ık př́ımek, které vytvářej́ı danou
mř́ıžku).

Jednotlivá poĺıčka výše uvedené tabulky se daj́ı doplnit použit́ım vztah̊u,
které již známe: vzorc̊u pro výpočet počtu variaćı a kombinaćı s opakováńım,
Stirlingových č́ısel 2. druhu a počtu rozklad̊u č́ısla na sč́ıtance. Odvod́ıme
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také, kolik je požadovaných rozděleńı takových, při nichž žádná přihrádka
nez̊ustane prázdná; k tomu budeme v některých př́ıpadech potřebovat prin-
cip inkluze a ezkluze.

Rozdělováńı r̊uzných předmět̊u do r̊uzných přihrádek

Věta 5.3 Necht’ n, k jsou libovolná přirozená č́ısla. Pak počet rozděleńı n
rozlǐsitelných předmět̊u rozdělit do k rozlǐsitelných přihrádek vypočteme
podle vzorce pro variace s opakováńım, tj.

kn

Důkaz 5.4 Při rozdělováńı rozlǐsitelných prvk̊u do rozlǐsitelných přihrádek
máme pro každý z n prvk̊u k možnost́ı umı́stěńı do přihrádky. Použit́ım
pravidla součinu dostáváme dokazovaný vztah.

Rozdělováńı r̊uzných předmět̊u do r̊uzných přihrádek tak, aby
žádná přihrádka nez̊ustala prázdná

Věta 5.5 Necht’ n, k jsou libovolná přirozená č́ısla, n ≥ k. Pak lze n rozlǐsi-
telných předmět̊u do k rozlǐsitelných přihrádek tak, aby žádná přihrádka
nez̊ustala prázdná, rozdělit právě

kn −
(
k

1

)
(k − 1)n +

(
k

2

)
(k − 2)n − · · ·+ (−1)k−1

(
k

k − 1

)
1n

zp̊usoby.

Důkaz 5.6 Použijeme principu inkluze a exkluze.

Rozdělováńı stejných předmět̊u do r̊uzných přihrádek

Věta 5.7 Necht’ n, k jsou libovolná přirozená č́ısla,. Pak počet rozděleńı
n nerozlǐsitelných předmět̊u do k rozlǐsitelných přihrádek vypočteme podle
vzorce pro kombinace s opakováńım, tj.(

n+ k − 1

k − 1

)
Důkaz 5.8 Zálež́ı nám pouze na počtu prvk̊u v každé přihrádce, nebot’ jsou
všechny stejné. M̊užeme si to představit např. tak, že prvky, které rozděluje-
me, jsou např. mı́čky a mezi ně pokládáme všemi možnými zp̊usoby kostky.
Před prvńı kostkou jsou prvky z prvńı přihrádky, mezi prvńı a druhou kostkou
jsou prvky ze druhé přihrádky, atd. Je zřejmé, že kostek potřebujeme jen
(k − 1), nebot’ za k−tou kostkou už stejně žádné mı́čky nemohou být.
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Počet všech možnost́ı je tedy roven počtu všech zp̊usob̊u, jak seřadit n
mı́čk̊u a (k − 1) kostek; tento počet zřejmě vypočteme podle vzorce pro per-
mutace s opakováńım z prvk̊u dvou druhůu (mı́čk̊u a kostek); odtud známým
zp̊usobem dostaneme výše uvedené kombinačńı č́ıslo:

(n+ k − 1)!

n!(k − 1)!
=

(
n+ k − 1

k − 1

)
=

(
n+ k − 1

n

)
Rozdělováńı stejných předmět̊u do r̊uzných přihrádek tak, aby
žádná přihrádka nez̊ustala prázdná

Věta 5.9 Necht’ n, k jsou libovolná přirozená č́ısla,. Počet rozděleńı n ne-
rozlǐsitelných předmět̊u do k rozlǐsitelných přihrádek rozdělit tak, aby v kaž-
dé přihrádce bylo aspoň r předmět̊u, vypočteme takto:(

n− kr + k − 1

k − 1

)
Pro r = 1 je tento počet zřejmě (

n− 1

k − 1

)
.

Důkaz 5.10 Uvažujeme takto: nejprve dáme do každé přihrádky požadova-
ný minimálńı počet předmět̊u a potom rozděĺıme zbývaj́ıćı stejným zp̊usobem
jako v předchoźım př́ıpadě.

Rozdělováńı r̊uzných předmět̊u do stejných přihrádek

Věta 5.11 Necht’ n, k jsou libovolná přirozená č́ısla. Pak lze n rozlǐsitelných
předmět̊u do k nerozlǐsitelných přihrádek rozdělit právě

S(n, 1) + S(n, 2) + · · ·+ S(n, k)

zp̊usoby. Počet rozděleńı n rozlǐsitelných předmět̊u do k nerozlǐsitelných
přihrádek je pak zřejmě roven S(n, k).

Důkaz 5.12 S(n, k) jsou Stirlingova č́ısla 2. druhu (viz dř́ıve), která udáva-
j́ı počet rozklad̊u n-prvkové množiny na k prvk̊u. Je zřejmé, že právě toto
č́ıslo odpov́ıdá součtu počt̊u rozděleńı n rozlǐsitelných předmět̊u do jedné až
k nerozlǐsitelných přihrádek.
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Rozdělováńı stejných předmět̊u do stejných přihrádek

Věta 5.13 Necht’ n, k jsou libovolná přirozená č́ısla. Pak lze n nerozlǐsitelných
předmět̊u do k nerozlǐsitelných přihrádek rozdělit právě

p(n, 1) + p(n, 2) + · · ·+ p(n, k)

zp̊usoby; chceme-li, aby všechny přihrádky byly neprázdné, je tento počet

p(n, k).

Důkaz 5.14 Čı́slo p(n, k) označuje počet rozklad̊u č́ısla n na k sč́ıtanc̊u,
kdy na pořad́ı sč́ıtanc̊u nezálež́ı. je zřejmé, že toto č́ıslo odpov́ıdá hledanému
počtu.

Důkaz 5.15 S(n, k) jsou Stirlingova č́ısla 2. druhu (viz dř́ıve), která udávaj́ı
počet rozklad̊u n-prvkové množiny na k prvk̊u. Je zřejmé, že právě toto
č́ıslo odpov́ıdá počtu rozděleńı n rozlǐsitelných předmět̊u do k nerozlǐsitelných
přihrádek.

Cvičeńı

Cvičeńı 5.1 Dokažte, že když v obdélńıku 5 cm × 3 cm vybereme libo-
volných 25 bod̊u, najdeme mezi nimi dva takové, jejichž vzdálenost je menš́ı
než 1, 5 cm.

[Návod: Využijte toho, že úhlopř́ıčka ve čtverci o hraně délky 1 má velikost√
2, což je méně než 1, 5.]

Cvičeńı 5.2 Dokažte, že mezi sedmi r̊uznými přirozenými č́ısly jsou alespoň
dvě taková, jejichž součet nebo rozd́ıl je dělitelný 10.

[Návod: Rozdělte č́ısla do tř́ıd podle dělitelnosti 10.]

Cvičeńı 5.3 Na hřǐsti bylo 23 chlapc̊u z jedné pětitř́ıdńı základńı školy bez
paralelńıch tř́ıd. Všichni si během odpoledne zahráli koš́ıkovou, vyb́ıjenou,
nebo oboj́ı. Koš́ıkovou hrálo 13 chlapc̊u, vyb́ıjenou 16. Ukažte, že mezi
chlapci, kteř́ı hráli koš́ıkovou i vyb́ıjenou, byli alespoň 2 spolužáci.

Cvičeńı 5.4 Kolika zp̊usoby lze rozdělit jablko, hrušku, banán, pomeranč
a švestku třem dětem? Ko

Cvičeńı 5.5 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 17 švestek mezi 3 děti tak, aby
každé d́ıtě dostalo alespoň čtyři švestky?
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Cvičeńı 5.6 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 3 korunové a 10 dvoukorunových
minćı do 4 r̊uzných peněženek?

Cvičeńı 5.7 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 3 stejné b́ılé a 3 stejné černé koule
do 6 r̊uznobarevných sáčk̊u, pokud (a) některý sáček může z̊ustat prázdný;
(b) žádný sáček nesmı́ z̊ustat prázdný? (Poznámka: Všech 6 kouĺı se vejde
do jednoho sáčku.)

Cvičeńı 5.8 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 15 jablek a 9 hrušek třem dětem?
Kolik takových rozděleńı je

”
spravedlivých“ (tj. každé d́ıtě dostane stejný

počet kus̊u jablek a stejný počet kus̊u hrušek)?

Cvičeńı 5.9 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 5 r̊uzných knih mezi 4 děti tak,
aby každé d́ıtě dostalo alespoň jednu knihu?

Cvičeńı 5.10 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 7 r̊uzných fotografíı do 4 r̊uzných
obálek?

Cvičeńı 5.11 Kolika zp̊usoby lze rozdělit jablko, hrušku, banán, pomeranč,
mandarinku a švestku dvěma dětem? Kolik takových rozděleńı je

”
spraved-

livých“ (tj. každé z dět́ı dostane 3 kusy ovoce)?

Cvičeńı 5.12 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 6 r̊uzných knih mezi 5 dět́ı tak,
aby každé d́ıtě dostalo alespoň jednu knihu?

Cvičeńı 5.13 Kolika zp̊usoby lze rozdělit 3 stejné b́ılé a 3 stejné černé koule
do 6 r̊uznobarevných sáčk̊u, pokud (a) některý sáček může z̊ustat prázdný;
(b) žádný sáček nesmı́ z̊ustat prázdný? (Poznámka: Všech 6 kouĺı se vejde
do jednoho sáčku.)

Cvičeńı 5.14 Ukažte, že mezi čtyřmi r̊uznými přirozenými č́ısly existuj́ı
vždy č́ısla x, y taková, že x+ y nebo x− y je dělitelné 5.
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Kapitola 6

Rekurentńı formule

Rekurentńı formule, s nimiž jsme se již setkali

• Faktoriál:
(n+ 1)! = (n+ 1) · n!

• Bellova č́ısla pro výpočet počtu rozklad̊u konečné množiny:

Bn+1 =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk, B0 = 1

• Stirlingova č́ısla 1. druhu, neboli koeficienty u xk v polynomu (x)n =
x · (x− 1) · (x− 2) · · · · · (x− n+ 1):

s(n+ 1, k) = s(n, k − 1)− n · s(n, k); s(n, 0) = 0, S(n, n) = 1

• Stirlingova č́ısla 2. druhu pro určeńı počtu rozklad̊u n-prvkové množiny
na k tř́ıd (1 < k < n):

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + k · S(n, k);S(n, n) = S(n, 1) = 1

Č́ım se uvedené formule lǐśı?

• Faktoriál: pro výpočet daľśıho stač́ı znát předchoźı člen

• Stirlingova č́ısla 1. i 2. druhu: potřebujeme znát dva předchoźı členy

• Bellova č́ısla: pro výpočet daľśıho člene potřebujeme znát všechny

Definice 6.1 [Řád rekurentńı formule] Č́ıslo k nazveme řádem formule f(n),
pokud lze pro kažé n ∈ N určit f(n+k) pomoćı f(n), f(n+1), . . . f(n+k−1)
a k je nejmenš́ı přirozené č́ıslo s touto vlastnost́ı.

Př́ıklad 6.2 • rekurentńı formule 3. řádu: f(n+ 3) = f(n+ 2)− 5f(n)

• rekurentńı formule 1. řádu: f(n+ 1) = log f(n)
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Řešeńı lineárńıch rekurentńıch formuĺı s konstatńımi
koeficienty

Nyńı si ukážeme řešeńı rekurentńıch formuĺı pro jednu speciálńı tř́ıdu reku-
rentńıch formuĺı, pro niž je řešeńı relativně jednoduché.

Definice 6.3 Lineárńı rekurentńı formule s konstantńımi koeficienty je re-
kurentńı formule tvaru

f(n+ k) = a1 · f(n+ k − 1) + a2 · f(n+ k − 2) + ·+ ak · f(n)

Poznámka 6.4 Řešeńım rekurentńı formule je posloupnost.

Věta 6.5 Jsou-li nějaké posloupnosti řešeńım dané rekurentńı formule, pak
je jej́ıcm řešeńım také jejich libovolná lineárńı kombinace.

(Všimněte si, že se nab́ıźı analogie s lineárńı algebrou.)

Př́ıklad 6.6 Najděte vzorec pro výpočet n−tého člene posloupnosti v závislosti
pouze na n, znátel-li rekurentńı vzorec

an+2 = 7an+1 − 12an

a v́ıte, že

a1 = 7, a2 = 25

Charakteristická rovnice je (zde pouze intuitivně):

λ2 − 7λ+ 12 = 0,

jej́ı kořeny λ1 = 3, λ2 = 4.
Obecné řešeńı je tvaru

an = c1λ
n + c2λ

n
2 .

Dosazeńım n=1 a n= 2 dostáváme soustavu

7 = c1 · 3 + c2 · 4
12 = c1 · 32 + c2 · 42

a jej́ım vyřešeńım a dosazeńım vypočtených hodnot c1 = 1 a c2 = do
obecného vzorce pro n-tý člen dostáváme

an = 3n + 4n.

24



Cvičeńı

Cvičeńı 6.1 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = an+1 + 6an, přičemž a1 = 1 a a2 = 13.

Cvičeńı 6.2 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = 7an+1− 12an, přičemž a1 = 7 a a2 = 25.

Cvičeńı 6.3 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = 7an+1− 10an, přičemž a1 = 1 a a2 = 17.

Cvičeńı 6.4 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = 7an+1− 10an, přičemž a1 = 3 a a2 = 21.

Cvičeńı 6.5 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = 3an+1 − 2an, přičemž a1 = 1 a a2 = 3.

Cvičeńı 6.6 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = an+1 + 6an, přičemž a1 = 1 a a2 = 13.

Cvičeńı 6.7 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti dané re-
kurentně: an+3 = 9an+2 + 26an+1 − 24an, přičemž a1 = 1, a2 = −3 a
a3 = −29.

Cvičeńı 6.8 Určete vzorec pro výpočet n-tého členu posloupnosti, která je
dána rekurentńım vztahem an+2 = an+1 + 6an, přičemž a1 = 1 a a2 = 13.
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Kapitola 7

Magické a latinské čtverce

Magické čtverce

Definice 7.1 (jen naše) Polomagickým čtvercem označujeme čtvercové schéma
(tabulku) vytvořené z navzájem r̊uzných č́ısel tak, že součet č́ısel ve všech
řádćıch a sloupćıch je stejný (na úhlopř́ıčkách mohou být součty jiné).

Definice 7.2 (jen naše) Magickým čtvercem označujeme polomagický čtverec
takový, v němž jsou součty ve všech řádćıch a sloupćıch i v úhlopř́ıčkách
stejné.

Grupy a tělesa — stručné opakováńı

• grupoid: množina uzavřená vzhledem k operaci

• asociativńı zákon

• pologrupa: plat́ı asociativńı zákon

• neutrálńı prvek: a ∗ e = a = e ∗ a, a+ e = a = e+ a

• komutativńı zákon

• grupa: pologrupa, neutrálńı prvek, opačné/inverzńı prvky

• množiny se dvěma operacemi: aditivńı, multiplikativńı

• okruh: (R,+, ·) — (R,+) je komutativńı grupa, (R, ·) je pologrupa,
plat́ı distributivńı zákony

• distributivńı zákony: a · (b+ c) = a · b+ a · c, (b+ c) · a = b · a+ c · a

• těleso: (T,+, ·) — (T,+) i (T, ·) jsou komutativńı grupy, plat́ı distri-
butivńı zákony
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Př́ıklady okruh̊u a těles

• (N,+, ·) - neńı okruh

• (Z,+, ·) - je okruh, neńı těleso

• (Q,+, ·) - je těleso

• (R,+, ·) - je těleso

Konečné okruhy a tělesa

• zbytkové tř́ıdy modulo m

• prvoč́ıselné modulo

• modulo je č́ıslo složené

Latinské čtverce

Definice 7.3 emphLatinský čtverec je čtvercové schema n× n č́ısel mezi 1
a n takové, že každý řádek a každý sloupec obsahuje všechna č́ısla od 1 do
n.

(Tedy č́ısla v libovolném řádku/sloupci jsou navzájem r̊uzná.)

Př́ıklad 7.4 Latinský čtverec je např́ıklad následuj́ıćı schéma:
1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1
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Kapitola 8

Konečné roviny

Konečné afinńı roviny

Definice 8.1 (Konečná afinńı rovina) Necht’ A je neprázdná množina a
R ⊆ P(A) a necht’ plat́ı:

(A1) Pro každé x, y ∈ A, x 6= y, existuje právě jedna podmnožina P ∈ R
raková, že x, y ⊆ P .

(A2) Pro každou množinu P ∈ R a pro každý prvek x ∈ A, x /∈ P existuje
právě jedna množina Q ∈ R taková, že x ∈ Q a P ∩Q = ∅.

(A3) Existuj́ı tři navzájem r̊uzné prvky x, y, z ∈ A takové, že x, y, z neńı
podmnožinou žádné množiny P ∈ R.

Pak dvojice (A,R) se nazývá konečná afinńı rovina. Prvky množiny A se
nazývaj́ı body a prvky množiny R př́ımky této roviny.

Položky (A1), (A2), (A3) z předchoźı definice nazýváme axiomy. Tyto
axiomy lze pro geometrickou představu konečné afinńı roviny přeformulovat
takto:

(A1) Každými dvěma body lze vést právě jednu př́ımku.

(A2) Každým bodem lze s danou př́ımkou vést právě jednu rovnoběžku.

(A3) Existuj́ı tři body, které nelež́ı na jedné př́ımce.

Podobně budeme nazývat dvě př́ımky konečné afinńı roviny rovnoběžkami,
pokud dané dvě př́ımky (pomnožiny ze systému R) nemaj́ı žádný pr̊unik (tj.
jsou disjunktńı). Směrem v afinńı rovině nazveme systém všech rovnoběžek
s danou př́ımkou (podmnožin ze systému R, které s danou podmnožinou ne-
maj́ı žádný pr̊unik). Podobným zp̊usobem lze přenést i v geometrii použ́ıvané
označeńı. I pro konečné afinńı roviny plat́ı, že rovnoběžnost př́ımek je tran-
zitivńı relace:
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Věta 8.2 Necht’ P,Q,R jsou př́ımky v konečné afinńı rovině. Necht’ př́ımky
P a Q jsou rovnoběžné a současně př́ımky Q a R jsou rovnoběžné. Pak jsou
rovnoběžné i př́ımky P a R.

Dále plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 8.3 V konečné afinné rovině maj́ı všechny př́ımky stejný počet bod̊u.

Důkaz viz např. [2, str. 87-88].
Vzhledem k tomu, že všechny př́ımky dané konečné afinńı roviny maj́ı

stejný počet bod̊u, má smysl pojmenovat tuto charakteristiku konečné afinńı
roviny:

Definice 8.4 (Řád konečné afinńı roviny) Řádem konečné afinńı roviny
nazveme počet bod̊u lež́ıćıch na př́ımkách v této rovině.

Řád konečné afinńı roviny určuje počet jej́ıch bod̊u a př́ımek:

Věta 8.5 Konečná afinńı rovina řádu n má n2 bod̊u a n2 + n př́ımek, na
každé př́ımce lež́ı n bod̊u a každým bodem procháźı n+ 1 př́ımek. Všechny
př́ımky lze rozdělit do n+ 1 směr̊u, z nichž každý obsahuje n rovnoběžek.

Př́ıklad 8.6 Konečná afinńı rovina 3. řádu má 9 = 32 bod̊u a 12 = 32 + 3
př́ımek. Př́ımky lze rozdělit do čtyř r̊uzných směr̊u a dle předchoźı věty
obsahuje tato rovina tři př́ımky každého z těchto směr̊u. Oč́ıslujme body
č́ısly 1 až 9. Pak dostáváme následuj́ıćıch dvanáct př́ımek čtyř směr̊u:

1. směr {1, 2, 3} {4, 5, 6} {7, 8, 9}
2. směr {1, 4, 7} {2, 5, 8} {3, 6, 9}
3. směr {1, 5, 9} {2, 6, 7} {3, 4, 8}
4. směr {1, 6, 8} {2, 4, 9} {3, 5, 7}

Konečné afinńı roviny a latinské čtverce

Zkusme ve čtverci
1 2 3
4 5 6
7 8 9

nahradit č́ısly 1,2, 3 č́ısla bod̊u na př́ımkách 3. a 4. směru, a to takto:
body př́ımky obsahuj́ıćı bod 1 nahrad́ıme č́ıslem 1, atd., č́ımž dostáváme
následuj́ıćı čtverce:

1 2 3
3 1 2
2 3 1

a
1 2 3
2 3 1
3 1 2

Tyto čtverce jsou latinské a jsou navzájem ortogonálńı, jak je vidět z
následuj́ıćıho schématu:
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11 22 33
32 13 21
23 31 12

Postup, kterým jsme př́ımky převedli na latinské čtverce, obrátit. Obráceným
postupem lze ze 2 ortogonálńıch latinských čtverc̊u řádu 3 źıskat afinńı ro-
vinu řádu 3, obecně pak z (n − 1) ortogonálńıch latinských čtverc̊u řádu n
źıskat afinńı rovinu řádu n. Plat́ı věta:

Věta 8.7 (Souvislost existence afinńı roviny a ortogonálńıch latinských čtverc̊u)
Konečná afinńı rovina řádu n ≥ 3 existuje právě tehdy, když existuje (n−1)
latinských čtverc̊u řádu n, z nichž každé dva jsou ortogonálńı.

Vrat’me se k existenci ortogonálńıch latinských čtverc̊u. Vı́me, že neexis-
tuj́ı ortogonálńı latinské čtverce řádu 2 a ve výše uvedeném př́ıkladu jsme
našli dva ortogonálńı čtverce řádu 3. Existuj́ı také tři navzájem ortogonálńı
latinské čtverce řádu 4:

1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

,

1 2 3 4
3 4 1 2
4 3 2 1
2 1 4 3

,

1 2 3 4
4 3 2 1
2 1 4 3
3 4 1 2

Pro daľśı př́ıpady odkážeme na platnost následuj́ıćı věty (zde bez d̊ukazu):

Věta 8.8 Pro každé přirozené n > 2 kromě n = 6 existuj́ı ortogonálńı
latinské čtverce řádu n.

Př́ıpad n=6 studoval Euler, v́ıce viz [2, str. 85].

Konečné projektivńı roviny

Definice 8.9 (Konečná projektivńı rovina) Necht’A je neprázdná množina
a R ⊆ P(A) a necht’ plat́ı:

(P1) Pro každé x, y ∈ A, x 6= y, existuje právě jedna podmnožina P ∈ R
taková, že x, y ⊆ P .

(P2) Každé dvě r̊uzné př́ımky se prot́ınaj́ı v jediném bodě.

(P3) Existuj́ı čtyři navzájem r̊uzné prvky, z nichž žádné tři nelež́ı na téže
př́ımce.

Pak dvojice (A,R) se nazývá konečná projektivńı rovina. Prvky množiny A
se nazývaj́ı body a prvky množiny R př́ımky této roviny.
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