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Oznaceni: Symbolem abc budeme oznadovat trociferné &islo zapsané ciframi a, b, ¢, jeho
rozvinuty zapis je 100a + 10b + c. Sudé Cislo se vyjadii zapisem 2k, liché Cislo zapisem 2k
+ I nebo 2k— 1. Uvadime ptiklady, ve kterych se ilustruji ptiklady s vhodnymi postupy,
napf. vytykanim, rozklady, uziti dikazu matematickou indukci apod.

1. Nejprve uvadime jednoduché véty (bez dilkkazu) tykajici se souctu nebo soucinu
ptirozenych ¢isel, které se snadno ovéfi, napft.

* Soucet kazdych dvou lichych (sudych) cisel je Cislo sudé.

* Soucet libovolného sudého a libovolného lichého Cisla je ¢islo liché.

* Soucet dvou lichych, po sob¢ jdoucich c¢isel je vzdy délitelny ctyifmi.

* Soucin libovolnych dvou lichych ¢isel je Cislo liché.

* Soucin libovolného sudého ¢isla a libovolného lichého ¢&isla je ¢islo sudé.

* Soucin libovolnych dvou sudych ¢isel je délitelny ctyfmi.

2. DokaZte, Ze rozdil libovolného trojciferného cisla a ¢isla zapsaného opaénym poradim
cifer je vzdy délitelny cisly 9 a 11.

Diikaz: Cisla zapi$me pomoci jejich rozvinutého zapisu:
(100a+10b+c)—(100c+10b+a)=99a—-99c=9.11 (a—c).

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si libovolné trojciferné cislo a zapiste cislo
s opaénym potadim &islic. Odedtéte od vétiiho &isla &islo mensi. Cim je délitelny tento rozdil?

Dalsi zajimava modifikace: Zvolte si trojciferné Cislo tak, aby pocet stovek byl alesponi o 2
vEtsi nez pocet jednotek. Zapiste ¢islo s opacnym pofadim Eislic a odectéte od vétSiho Cisla
¢islo mensi. Rozdil je trojciferné ¢islo. Zapiste Cislo s opacnym pofadim cislic a obé ¢isla
sectéte. Pokud jste spravné pocitali, vysledek je vzdy 1 089. Platnost tohto tvrzeni ovétime
velmi jednoduSe. uvadi vlastnost rozdilu dvou trojcifernych ¢isel. Toto €islo je nasobkem
¢isla 99, Cislo a — ¢ je rozdilem dvou jednocifernych pfirozenych cisel, ato je tedy cislo



jednociferné. Nasobky cisla 99, které jsou trojcifernymi Cisly jsou: 198, 297, 396, 495, 594,
693, 729, 891. Pokud je rozdilem dvou trojcifernych Cisel nékteré z nich a toto ¢islo secteme
s Cislem s opaénym potadim Ccislic, dostaneme ¢islo, u kterého je soucet jednotek 9, soucet
desitek je 90 + 90 = 180 a soucet stovek je 900. Tedy

900 + 180 +9 = 1089.

3. Jestlize p je prvocislo vétsi nez 3, pak je vzdy jedno z Cisel p — 1, p + 1 délitelné Sesti.
Dokazte.

Dukaz: Je tieba dokazat, ze jedno z ¢isel p — I nebo p + I je délitelné dvéma a zaroven tiemi.
Jestlize p je prvocislo vétsi nez 3, pak Cisla p — 1 1 p + [ jsou suda, tedy ob¢ jsou délitelna
dvéma. Cisla p — I, p, p + 1 jsou tii po sobé jdouci piirozena &isla, tedy jedno znich je
délitelné tfemi. Cislo p to neni, nebot’ je prvoéislo. Tedy je to n&které z &isel p — I nebo p + 1.

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si libovolné prvocislo vétsi nez 3. VSimnéte si, ze
jeho ptedchiidce nebo jeho nasledovnik je déliteny Sesti.

4. Jsou dana ¢isla a, b, Zadné z nich neni délitelné tfemi. Pak alespon jedno z Cisel
a + b nebo a-— b je délitelné tFemi.

Dutikaz: Pokud ¢isla @, b nejsou délitelna tiemi, pak je miizeme vyjadtit ve tvaru
a=3x+1neboa=3x+2, b=3y+ Inebob=3y+2
a+tb=3x+1+3y+2=3x+y+1)

a-b=3x+1-3y+1)=3x-y)

Soucet je délitelny tfemi, jestlize Cisla @, b jsou z raznych zbytkovych tiid, rozdil je dé€litelny
ttemi, jestlize Cisla a, b jsou ze stejnych zbytkovych tiid.

5. Dokazte, Ze soucet Sesti trojcifernych ¢isel zapsanych tymiz ciframi, av§ak v riizném
poradi, je vidy délitelny ¢islem 222.

Dtikaz: Trojciferna ¢isla zapiSeme pomoci rozvinutého zapisu:
100a+10b +c
100a+10c+b
100b+10a+c
100b+10c+a
100c+10a+b
100c+10b+a

Soucet téchto Cisel je 222 a +222b +222¢c=222(a + b + ¢)



Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si tii riznd jednociferna ¢isla a pomoci nich
zapiSte vSechna trojciferna cisla (bez opakovani). VSechna tato Cisla sectéte a soucet vyd¢lte
souctem tfi zvolenych jednocifernych ¢isel. Vzdy vyjde podil 222.

6. Dokazte, Ze Sesticiferné Cislo tvaruabcabc (vytvorené z trojciferného ¢isla zapsaného
dvakrat za sebou) je vzdy délitelné ¢isly 7, 11, 13.

Diikaz: Sesticiferné &islo zapiSeme pomoci jeho rozvinutého zapisu:
100 000a + 10 000b + 1 000c + 100a + 10b + ¢ = 100 100a + 10 010b + 1001 ¢ =
1001 (100a + 10b+c)=7.11. 13 (100a + 10b + c).

Modifikace ve Skolské matematice: Zvolte si libovolné trojciferné €islo a zapiSte Sesticiferné
Cislo tak, ze trociferné Cislo zapiSete dvakrat za sebou. Toto ¢islo vydélte sedmi, ziskany podil
vydélte ¢islem 11 a dalsi ziskany podil vyd¢lte ¢islem 13. Jaké ¢islo jste ziskali?

7. Dokaite, Ze jestliZe trojciferné &islo abc je délitelné &islem 37, pak kazdé &islo bca

nebo cab je délitelné ¢islem 37.

Dikaz: Cislo abc = 100a + 10b + ¢ je ndsobkem ¢isla 37, miiZzeme jej vyjadiit jako 37 k.
Cislo bea = 100b + 10c + a upravime tak, Ze a vyjadiime jako rozdil 7 000 a — 999a. Pak
100b+10c +1000a—999a = 10(100a + 10b +¢c)-999a=37k. 10+ 37.27a =
=37(10k + 27a)

Cislo cab upravime analogicky:

100c + 10a + b = 100c + 10 000a — 9 990a + 1 000b — 999b = 10 000a + 1 000 b + 100c —
9999a — 999b = 100(100a + 10b + ¢) — 999(10a + b) = 37k . 100 + 37 . 27(10a — b)= =
37[100k +27(10a - b)].

Modifikace ve $kolské matematice: Vyberte si libovolny trojciferny nasobek ¢isla 37, z tohto

nasobku (Cislo abc) vytvoite nové Cislo tak, ze Cislici, kterd je zapsdna na misté stovek,

piesunete na misto jednotek (ziskate Cislo bca). Je toto Cislo délitelné Cislem 37? Podobné
vytvoite z pivodniho ndsobku nové Cislo tak, Ze Cislici zapsanou na misté jednotek piemistite

na misto stovek (ziskate ¢islo cab ). Je toto ¢islo délitelné Cislem 377

8. Dokazte, Ze soucet dvou po sobé jdoucich mocnin ¢isla 2 je vZdy délitelny tiemi.
Dikaz: 2"+ 2" "1 =2"+2.2"=2"(1+2)=3.2"

9. Dokazte, Ze soucet tFi po sobé jdoucich mocnin ¢isla 2 je vZdy délitelny sedmi.

Dikaz: 2"+ 2" 1+ 2" 2 =2"+ 2 2"+ 22 " =2"(1+2+4)=7.2"



10. Dokaite, Ze &islo 2'+ 2°+2°+... +2'” je délitelné tiemi.

Dtkaz: Vyraz upravime tak, Zze vzdy ze dvou ¢lent vytkneme vhodnou (lichou) mocninu
Cisla 2:

2427427+ 21 =2+ )+ 2+ 2)+ L 4220 +2)=302"+2+.. +2%).
11. Dokaite, 7e &islo 4'+4°+ ... +4'" je délitelné péti.

Diikaz: Vyuzijeme postupu ditkazu piikladu 10.

d+4+ .+ =4+ + P10 +9+ .+ 4201+ =54"+4£+.. +47)

12. Dokazte, Ze kazdé €islo tvaru 10" + 8 je pro kazdé p¥irozené &islo n je délitelné Cislem
18.

Diikaz: Dokazeme, Ze ¢islo 10" + 8 je délitelné dvéma a zaroven deviti. Tato ¢isla jsou tvaru
108, 1 008, 1 0008, atd., maji na misté jednotek 8, jsou tedy de€litelna dvéma. Ciferny soucet
téchto Cisel je 1 + 8 =9, tedy Cisla jsou délitelna deviti. Proto Cislo 710" + 8 je délitelné
Cislem 18.

13. Dokaite, Ze vyraz n’- n’ je délitelny &islem 4 pro kaZdé p¥irozené n.
Dikaz: n*-n’= n’(i’—1) = (- Dn’(n + 1). Pokud n je sudé, je n = 2k, pak
k—1). 4%k + 1) =4 K4k - 1)

Pokud 7 je liché, je n = 2k + 1, pak 2k(2k + 1)°(2k + 2) = (4k° + 4k)(2k + 1)° =
=40 + k)(2k + 1)°.

14. Dokaite, 7e pro kazdé p¥irozené &islo n je n’ — n délitené &islem 6.

Dikaz: n’ —n=nm’-1) = (n— Dn(n +1),

Vyraz (n— I)n(n + 1) je délitelny Sesti, nebot’ jsou to tfi po sob¢ jdouci ¢isla, z nichz alespoit
jedno je délitelné dvéma a jedno z nich je délitelné tfemi.

15. Dokaite, Ze &islo n(n’ - 7) je délitelné ¢islem 6 pro kazdé prirozené n.
Diikaz: Upravou vyrazu obdrzime: n(n’ - 7) = nn’—1-6)=n [(n -D(n+1)— 6] =
=(m-Dnn + 1)—o6n.

Vyraz (n— I)n(n + 1) je délitelny Sesti, viz priklad 14.

16. Dokaite, Ze &islo n’ + 2n je pro viechna piirozena &isla n délitelné tfemi.

Diikaz: VyuZzijeme matematickou indukei.



1. Pron=1je I’+ 2.1 =3—vétaplati.

2. Piedpokladame, Ze véta plati pro n = k a dokazeme, ze plati i pro k + 1.
(k+ 107+ 2(k+1) =k + 3K +3k+1+2k+ 2=k +2k) + 3, + k + 1). Vyraz
(k’ + 2k) je délitelny tfemi z predpokladu, takZe véta plati pro viechna n.

17. Dokazte, Ze soucet tietich mocnin tfi po sobé jdoucich prirozenych cisel je vzdy
délitelny deviti.

Dtikaz: Oznaéme tfi po sob¢ jdouci Cisla n— 1, n, n + 1.
Potom (n— 1)+’ +m+ 107 =n’ 3" +3n+1+n’ +n’ + 307 + 3n+ 1 =30’ + 2n).
S vyuzitim piikladu 16 je vyraz (n° + 2n) délitelny tfemi, tedy véta plati.
18. Dokaite, Ze &islo 21 déli &islo 4" + 5°" pro kazdé piirozené n.
Dutkaz: Dokazeme matematickou indukeci.
1. Pron=1je 4 +5 =21, tedy véta plati.

2. Ptedpokladame, ze véta plati pro n= k pfirozené, dokaZzeme Ze plati pron =k + 1.

k+1 + 52k—

Z vyuzitim ptedpokladu, ze 21 déli ¢islo (4 !), je véta dokazana.

19. Dokaite, 7e &islo 2""%.3" + 5n — 4 je délitelné &islem 25 pro libovolné piirozené &islo
n.

Dutikaz: Dokazeme matematickou indukeci.
1. Pron=1je2’. 3+ 5-4=25 véta plati.
2. Predpokladame , Ze véta plati pro n = k, dokazeme vétu pro k + 1.

2 3 5+ ) —4=2.27 3.3 +5k+1=6.2""".3% + 30k— 25k + 25— 24 =

6.2 3+ 5k - 4) - 25k + 25. Vyraz .(27 . 3"+ 5k — 4) je dé&litelny &islem 25 na zakladg
predpokladu, tedy &islo 2""2.3" + 5n — 4 je d&litelné &islem 25.

20. JestliZe n je sudé prirozené Eislo, pak €islo 3" + 63 je nasobkem ¢isla 72.

Diikaz: Jestlize n je sudé, je n = 2k. Pak 3°* + 63 = 9 + 63 = 9" — 1 + 64. Cislo 9" + 63 je
nasobkem &isla 9, ¢islo 9 — 1 je nasobkem ¢&isla 8, nebot je délitelné &islem (9 — 1). Tedy
Cislo 3" + 63 je nasobkem ¢&isel 8 a 9, tedy je ndsobkem ¢isla 72.

21. Dokaite, Ze &islo 52", 22 + 3"*2, 22! je nasobkem &isla 19 pro kazdé p¥irozené n.

Dtikaz: 57 272 4 3m%2 2l =5 520 n 432 3" 2 2M=20.25" 2"+ 18.3" . 4" =
20.50"+18. 12" = (19 + 1). 50" + (19— 1). 12" = 19(50" + 12") + 50" — 12".

Cislo 50" — 12" je nasobkem &isla 19, nebot’ je délitelné &islem 50— 12 =38 =2.19.






