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Následuj́ıćı materiál představuje osnovu k semináři Metody řešeńı matematických úloh 2. Text
je organizován přibližně podle pr̊uběhu semináře, přičemž některé náměty se samozřejmě proĺınaj́ı.

Řeš́ıme vybrané úlohy školského charakteru, jež dovoluj́ı zaj́ımavou diskuzi nad problémem,
r̊uznorodá řešeńı, netriviálńı zobecněńı apod. Snaž́ıme se neřešit izolované úlohy, ale sṕı̌s témata
a souvislosti. Jednou s hlavńıch motivaćı je maximálńı zúročeńı dosaženého vzděláńı v oboru.
Podobný př́ıstup je vyžadován po každém, kdo usiluje o zápočet!

Vděčnými zdroji často bývaj́ı popularizačńı publikace určené širš́ı veřejnosti, jako např. [C,
Ko, Pe, Sm1, St1], ke kterým se však snaž́ıme doplnit poznámky, které obvykle širš́ı veřejnosti
unikaj́ı. Osvědčené odborněǰśı knihy jsou např. [A, E, HKŠ, L, N, Po] apod. Vyb́ıráme taky úlohy
ze školńıch seminář̊u a soutěž́ı, jako např. [MO, MKS, V].

Pozor, tento materiál se pr̊uběžně vyv́ıj́ı a upravuje, sledujte datum aktualizace. . .

1. Lineárńı diofantické rovnice

Diofantické rovnice jsou algebraické rovnice ovšem řešené výhradně nad celými, př́ıp. přirozenými
č́ısly. Základńı otázky zńı:

• Je daná rovnice řešitelná?
• Pokud je rovnice řešitelná, má konečně nebo nekonečně mnoho řešeńı?
• Je možné nějak koncepčně naj́ıt všechna řešeńı?

Tyto otázky jsou r̊uzně komplikované pro r̊uzné typy rovnic. Otázka řešitelnosti se proto v roce
1900 objevila jako 10. problém na slavném Hilbertově seznamu tehdy otevřených závažných ma-
tematických problémů.1 Něco o diofantických rovnićıch se lze naučit např. z knihy [HKŠ].

Nejjednodušš́ımi typy rovnic, pro které umı́me uspokojivě odpovědět na všechny zmı́něné otázky,
jsou lineárńı diofantické rovnice, což jsou rovnice tvaru

ax+ by + · · · = h, (1)

kde všechny koeficienty h, a, b, . . . jsou celá č́ısla a x, y, . . . jsou celoč́ıselné neznámé. Pokud je
taková rovnice řešitelná, pak má automaticky nekonečně mnoho celoč́ıselných řešeńı. S jistými
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dodatečnými omezeńımi může mı́t jenom konečně mnoho řešeńı, které lze zpravidla naj́ıt sys-
tematickým zkoušeńım, viz odstavec 1.6. S takovými př́ıpady se každý mnohokrát setkal, proto
zač́ınáme rovnou s obecnou úlohou.

1.1. Postřehy. Pokud č́ısla a, b, . . . na levé straně (1) maj́ı nějakého společného dělitele, který
neńı dělitelem č́ısla k, pak je jasné, že taková rovnice nemůže mı́t celoč́ıselné řešeńı. Máme tedy
jednoduchou nutnou podmı́nku řešitelnosti. V následuj́ıćıch odstavćıch naznač́ıme, proč je tato
podmı́nka také dostatečná. Tzn., že poněkud neformálně dokážeme následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 1. Lineárńı diofantická rovnice (1) je řešitelná právě tehdy, když nejvěťśı společný
dělitel č́ısel a, b, . . . děĺı č́ıslo h.

Pro rovnice s jednou neznámou věta evidentně plat́ı a t́ımto př́ıpadem se nemuśıme moc
zaob́ırat. Pro rovnice se dvěma neznámými začneme s konkrétńım př́ıkladem.

Úloha 1. Určete všechna řešeńı diofantické rovnice 4x+ 7y = 10.

Nyńı uvažujme obecnou rovnici se dvěma neznámými

ax+ by = h, (2)

pro niž předpokládáme, že NSD(a, b) děĺı h. Pokud jsou a, b a h dostatečně hezká č́ısla, může
se nám podařit nějaké řešeńı uhodnout; takové řešeńı označ́ıme xp, yp. Uvědomte si, že to už
vždycky stač́ı k tomu, abychom našli všechna řešeńı! Plat́ı totiž, že dvojice x = −kb a y = ka je
řešeńım homogenńı rovnice

ax+ by = 0

pro libovolné k ∈ Z. Odtud plyne, že dvojice

x = xp − kb, y = yp + ka,

pro k ∈ Z, popisuj́ı nekonečně mnoho řešeńı rovnice (2). Pozor, to obecně neznamená, že jsme našli
všechna řešeńı: může se stát, že mezi řešeńımi odpov́ıdaj́ıćımi sousedńım hodnotám parametru k
lež́ı nějaké daľśı řešeńı. V takovém př́ıpadě je pak nutné uvedený popis zjemnit! (Rozmyslete si,
kdy k takové situaci může doj́ıt a kdy nikoli. Je možné upravit předchoźı postup tak, aby tato
kontrola nebyla nutná?)/

1.2. Obecné řešeńı. Jediné slabé mı́sto předchoźıho postupu spoč́ıvalo v uhodnut́ı jednoho
konkrétńıho řešeńı xp, yp. Z algebry bychom však měli vědět, že i když se nám nedař́ı žádné
řešeńı uhodnout, tak nějaké takové řešeńı vždycky najdeme početně (za předpokladu, že je splněna
podmı́nka řešitelnosti rovnice). Návod plyne z následuj́ıćı věty a jej́ıho d̊ukazu:

Věta 2 (Bezoutova). Je-li NSD(a, b) = d, pak existuj́ı celá č́ısla k a l taková, že plat́ı

ak + bl = d. (3)

Podstatné je, že d̊ukaz tohoto tvrzeńı je konstruktivńı — č́ısla k a l je možné velmi efektivně
spoč́ıtat pomoćı Eukleidova algoritmu!/

Předpokládejme tedy, že NSD(a, b) = d, d děĺı h a že máme určena celá č́ısla k a l, pro něž plat́ı
(3). Potom je zřejmé, že dvojice

xp = k
h

d
, yp = l

h

d

je řešeńım rovnice (2). Zbytek řešeńı je stejný jako v předchoźım odstavci. . .
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1.3. Alternativńı obecné řešeńı. Vzpomeňme, jak by se rovnice (2) řešila nad tělesem reálných
nebo racionálńıch č́ısel: Jednu neznámou prohláśıme za libovolnou, např. x, a druhou dopoč́ıtáme,

y =
h− ax
b

. (4)

Nyńı řeš́ıme tutéž úlohu nad celými č́ısly, takže potřebujeme určit, pro která x ∈ Z je taky č́ıslo
(4) celé. To je samozřejmě ekvivalentńı s t́ım, že č́ıslo h − ax je dělitelné č́ıslem b. Naj́ıt nějaké
takové x je možné systematickým zkoušeńım, přičemž stač́ı probrat nejvýše tolik možnost́ı, jaká je
absolutńı hodnota b. Všechna ostatńı vyhovuj́ıćı x se pak opakuj́ı právě s periodou b. Takto se lze
vždy dopracovat k popisu všech řešeńı, nicméně uvedený postup má několik nedostatk̊u: Jednak
se nám neĺıb́ı ono zkoušeńı, jednak neńı př́ılǐs jasné, jakou roli zde hraje předpoklad řešitelnosti
rovnice (2), tj. předpoklad, že NSD(a, b) děĺı h. Proto přidáváme ještě jednu interpretaci.

Podmı́nku, že
”
č́ıslo h − ax je dělitelné č́ıslem b“, můžeme ř́ıct tak, že

”
zbytek po děleńı č́ısla

h−ax č́ıslem b je 0“ nebo taky
”
č́ısla ax a h maj́ı po děleńı č́ıslem b stejný zbytek“. Totéž stručně

zapisujeme následovně:

h− ax ≡ 0 mod b,

ax ≡ h mod b.
(5)

Naše úloha je t́ımto transformována na řešeńı jedné kongruence s jednou neznámou. Pokud
je kongruence řešitelná, lze řešeńı celkem rychle naj́ıt obvyklými úpravami, které je vhodné si na
tomto mı́stě připomenout. . . /

Podstatné pro nás je, že tento problém je opět velmi dobře prostudován, o čemž svědč́ı následuj́ıćı:

Věta 3. Kongruence (5) je řešitelná právě tehdy, když NSD(a, b) děĺı h.

Zd̊uvodněńı tohoto tvrzeńı vypadá následovně:
Stejně jako ve Větě 1, je implikace zleva doprava je snadná (a snadno se ukáže nepř́ımo). Proto

diskutujeme jenom druhou implikaci, tj. předpokládáme, že NSD(a, b) = d děĺı h a chceme naj́ıt
řešeńı. Pokud je d 6= 1, můžeme mı́sto (5) psát ekvivalentńı kongruenci a

dx ≡
h
d mod b

d , kde

už jsou č́ısla a
d a b

d nesoudělná. Abychom nemuseli všechno přeznačovat, rovnou (bez újmy na
obecnosti) předpokládáme, že NSD(a, b) = 1.

Pro libovolné c 6= 0 je kongruence (5) ekvivalentńı s

c ·ax ≡ c ·h mod b.

Řešeńı urč́ıme tak, že nedosazujeme libovolné, ale naopak nějaké vhodné c, řekněme

c = aϕ(b)−1,

kde ϕ : N→ N je Eulerova funkce. Takto dostáváme

aϕ(b)x ≡ aϕ(b)−1 ·h mod b,

což je podle Eulerovy věty totéž jako

x ≡ aϕ(b)−1 ·h mod b. (6)

To znamená, že x = haϕ(b)−1 je řešeńım kongruence (5). Nav́ıc všechna daľśı řešeńı se lǐśı právě
o celoč́ıselné násobky č́ısla b. �

Pokud umı́me vyjádřit hodnotu Eulerovy funkce ϕ(b), potom z (6) máme rovnou všechna řešeńı
kongruence (5), což nám po dosazeńı do (4) dává všechna řešeńı diofantické rovnice (2), se kterou
jsme zač́ınali. . .
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1.4. Eulerova funkce a Eulerova věta. Eulerova funkce je zobrazeńı ϕ : N → N, které lze
definovat r̊uzně: je-li b = pα1

1 ·p
α2
2 · · · · prvoč́ıselný rozklad č́ısla b, potom hodnota ϕ(b) je

ϕ(b) = (pα1
1 − p

α1−1
1 ) ·(pα2

2 − p
α2−1
2 ) · · · ·

= b ·
(

1− 1

p1

)
·
(

1− 1

p2

)
· · · ·

= počet č́ısel od 1 do b, která jsou nesoudělná s b;

(7)

je-li b = 1, definuje se ϕ(b) = 1. Pokud bereme prvńı rovnost v (7) jako definuj́ıćı, potom
zd̊uvodněńı druhé rovnosti je velmi prosté. Zd̊uvodněńı třet́ı rovnosti neńı sice těžké, ale neńı
ani triviálńı.

Úloha 2. Dokažte platnost třet́ı rovnosti v definici Eulerovy funkce.

Věta 4 (Eulerova). Jsou-li a ∈ Z a b ∈ N nesoudělná č́ısla, potom plat́ı

aϕ(b) ≡ 1 mod b. (8)

Eulerova věta je zobecněńım tzv. malé Fermatovy věty, kterou lze za předpokladu, že p je prvoč́ıslo
a a je libovolné s ńım nesoudělné č́ıslo, formulovat takto:

ap−1 ≡ 1 mod p. (9)

Pro nás asi nejsrozumitelněǰśı zd̊uvodněńı Eulerovy věty lze naj́ıt v rámci teorie konečných grup,
s odkazem na větu Lagrangeovu. . . 2/
1.5. Rovnice s libovolným počtem neznámých. Ve Větě 1 uvažujeme libovolný počet nezná-
mých, ale zat́ım jsme mluvili jen o rovnićıch se dvěma neznámými. Předchoźı postřehy je však
možné velmi jednoduše rozš́ı̌rit tak, že věta skutečně plat́ı. Ukážeme, jak by se argumentovalo pro
rovnici se třemi neznámými, a obecný indukčńı krok necháváme zájemc̊um k vlastńımu procvičeńı.

/
Úloha 3. Určete všechna řešeńı diofantické rovnice 4x+ 7y + 12z = 10.

Abychom si uvědomili, jak je to vlastně s podmı́nkou řešitelnosti, uvažujme obecnou rovnici se
třemi neznámými

ax+ by + cz = h, (10)

kde bez jakékoli újmy opět můžeme předpokládat, že NSD(a, b, c) = 1. Chceme ukázat, že tento
předpoklad nám zaručuje řešitelnost rovnice (10).

Pokud je trojice x, y, z řešeńım této rovnice, pak je také řešeńım každé kongruence

ax+ by + cz ≡ h mod m,

kde m je libovolné č́ıslo. Pokud nyńı za m dosad́ıme nikoli libovolné č́ıslo, ale právě m := NSD(a, b),
potom je tato kongruence ekvivalentńı s

cz ≡ h mod m. (11)

Protože NSD(m, c) je roven NSD(a, b, c), a ten je podle předpokladu roven 1, máme podle Věty 3
zaručenu řešitelnost této kongruence. Když ji vyřeš́ıme a výsledek dosad́ıme do (10), dostáváme
diofantickou rovnici se dvěma neznámými (x a y) a jedńım volným celoč́ıselným parametrem (který
je schován ve vyjádřeńı z):

ax+ by = h− cz.
V předchoźıch odstavćıch jsme dokázali, že tato rovnice má celoč́ıselné řešeńı právě tehdy, když
NSD(a, b) = m děĺı č́ıslo h− cz na pravé straně. Protože však z je řešeńım kongruence (11), muśı
být h − cz násobkem č́ısla m. Proto má tato rovnice celoč́ıselné řešeńı a nav́ıc jsme se naučili
několik zp̊usob̊u, jak všechna řešeńı naj́ıt. Celkem tedy vid́ıme, že z předpokladu NSD(a, b, c) = 1
plyne řešitelnost rovnice (10). �

2http://en.wikipedia.org/wiki/Euler’s_theorem
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1.6. Poznámky a modifikace. Typické úlohy, které vedou k lineárńım diofantickým rovnićım,
jsou úlohy s přeléváńım vody, vážeńım na vahách, placeńım v obchodě, restauraci apod. Tyto úlohy
často obsahuj́ı dodatečné podmı́nky a omezeńı, které mohou skýtat dodatečné komplikace. Často
taková omezeńı omezuj́ı výsledný počet řešeńı, jež je pak možné naj́ıt systematickým zkoušeńım.
To samozřejmě neńı pro naše zkoumáńı úplně atraktivńı, ale i zde se dá občas naj́ıt zaj́ımavá ma-
tematika. Např. úlohu 4 ve variantě (b) lze interpretovat jako hledáńı cesty v jistém orientovaném
grafu. . . /
Úloha 4. Pomoćı tř́ı nádob o objemu 4, 7 a 12 litr̊u potřebujeme odměřit 10 litr̊u vody.

(a) Určete všechna řešeńı za předpokladu, že máte neomezený zdroj vody a libovolně velkou po-
mocnou nádobu.

(b) Určete všechna řešeńı, pokud máte pouze ony tři nádoby, z nichž ta nejvěťśı je na začátku
plná.

(c) U obou předchoźıch variant úlohy najděte nejméně pracné řešeńı.

Často také potkáváme soustavy diofantických rovnic, př́ıp. nerovnic. Je typické, že k jedno-
značnému, př́ıp. ke konečnému počtu řešeńı vedou i soustavy, kde je méně rovnic než neznámých
(což je nad racionálńımi nebo reálnými č́ısly nemyslitelné).

Úloha 5 (Eulerova). Jistá osoba koupila vepře, kozy a ovce, celkem 100 kus̊u za 100 korun. Vepři
ho stáli 3 1

2 koruny za kus, kozy 1 1
3 a ovce 1

2 koruny. Kolik kus̊u každého druhu nakoupil? [Po]

Úloha 6. Na drač́ım ostrově žilo 103 modrých a 113 zelených drak̊u. Zlý čaroděj ostrov zaklel:

”
Když se setkaj́ı 3 draci jedné barvy s 5 draky druhé barvy, všech 8 navždy zmiźı!“

Je možné, aby na ostrově z̊ustali jenom modř́ı draci? Kolik by jich potom bylo? [MO, 50. ročńık]

Úloha 7. Honza dostal kouzelný meč, kterým má zab́ıt kouzelného trojhlavého a trojocasého draka.
Drak je usmrcen, pokud má useknuty všechny hlavy a všechny ocasy. Kouzelné vlastnosti meče,
resp. draka jsou tyto:

• usekne-li se drakovi jeden ocas, narostou mu hned dva nové,
• useknou-li se dva ocasy současně, naroste jedna hlava,
• usekne-li se jedna hlava, narostou dvě nové hlavy,
• useknou-li se dvě hlavy současně, nenaroste nic.

Kolik nejméně sek̊u potřebuje Honza k usmrceńı draka? Kolik nejméně sek̊u potřebuje Honza
k usmrceńı draka, aby měl nakonec stejně mnoho useknutých hlav jako ocas̊u?

Společným rysem předchoźıch tř́ı úloh je také to, že u př́ıpadných rovnic se zaj́ımáme pouze
o kladná celoč́ıselná řešeńı. Kanonickou úlohou tohoto typu je tzv. Frobeni̊uv problém s mincemi,
který může vypadat např. takto:

Úloha 8. Útrata v obchodě je vyjádřena přirozeným č́ıslem. Máme k dispozici pouze čtyřkorunové
a sedmikorunové mince. Určete všechny možné částky, které neńı možné s těmito mincemi uhradit.

Takových částek je jen konečně mnoho, tzn. od jisté hodnoty lze takto uhradit cokoli za předpokladu,
že máme dost minćı. Jinými slovy, pro dostatečně velká h má rovnice

4x+ 7y = h

vždy nějaké kladné celoč́ıselné řešeńı. Protože se jedná o lineárńı úlohu ve dvou proměnných,
můžeme si do jisté mı́ry pomáhat obrázky, viz obr. 1.

Obecná formulace Frobeniova problému je tato:3

Úloha ]9 (Frobeniova). U rovnice (1) předpokládáme, že koeficienty a, b, . . . jsou kladná celá
nesoudělná č́ısla. Určete nejvěťśı možné h, pro které nemá tato rovnice kladné celoč́ıselné řešeńı.

Na rozd́ıl od dosud diskutovaných problémů, obecná odpověd’ na tento problém neńı známá. Pro
rovnici se dvěma neznámými plat́ı, že největš́ı takové č́ıslo je

h = ab− a− b;

3http://en.wikipedia.org/wiki/Coin_problem

http://en.wikipedia.org/wiki/Coin_problem
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Obrázek 1. 4x+ 7y = h

zd̊uvodněńı však neńı v̊ubec jednoduché. . . 4

2. Mı́cháńı karet

Některé karetńı triky se daj́ı vysvětlit, př́ıp. vymýšlet s pomoćı docela jednoduché, ale zaj́ımavé
matematiky. V této části rozeb́ıráme částečné řešeńı jednoho specifického problému spojeného
s mı́cháńım, jež je popsán v [St1, kap. 11]. Všechny následuj́ıćı empirické údaje a grafy jsou d́ılem
Š. Křehĺıka.

Opakujeme-li mı́cháńı baĺıčku sN kartami aspoňN !-krát, pak výsledné pořad́ı karet muśı být —
podle Dirichletova principu — stejné jako některé z předchoźıch. Pokud mı́cháme pokaždé stejně
a nav́ıc pokud možno jednoduše, tak lze docela snadno a přesně zjistit, kdy znovu obdrž́ıme p̊uvodńı
pořad́ı karet. Zmı́něná kapitola v [St1] se soustřed́ı na tzv. faro čili tkalcovské mı́cháńı: baĺıček se
sudým počtem karet se rozděĺı na dvě stejné hromádky, z nichž se karty na stř́ıdačku poskládaj́ı do
nové hromádky, a tento postup se nadále opakuje. Rozlǐsuj́ı se dva př́ıpady tkalcovského mı́cháńı
podle toho, z které p̊ulky rozděleného baĺıčku zač́ınáme: pořad́ı

123456

šesti karet se po jednom vněǰśım tkalcovském mı́cháńı změńı na

142536;

po jednom vnitřńım tkalcovském mı́cháńı na

415263.

Při vněǰśım mı́cháńı z̊ustává vždy prvńı a posledńı karta na stejném mı́stě a ostatńı karty jsou
mı́chány jakoby vnitřně. Studovat vněǰśı mı́cháńı s N kartami je tedy totéž jako studovat vnitřńı
mı́cháńı s N−2 kartami. Ve zbytku této části diskutujeme pouze vněǰśı mı́cháńı — hledáme řešeńı
následuj́ıćı úlohy:

Úloha 10. Určete nějaké L tak, aby baĺıček s N kartami byl po L-krát opakovaném vněǰśım
tkalcovském mı́cháńı opět uspořádán v p̊uvodńım pořad́ı.

2.1. Pokusy a postřehy. Pokud začneme experimentovat s malými baĺıčky, zjist́ıme docela
rychle, že výsledek se těžko odhaduje a ještě h̊uř zd̊uvodňuje. Začneme s přehledem několika
odpověd́ı, ve kterých se následně pokuśıme vyznat. Hodnota L uvedená v tabulce je nejmenš́ı
možná:

N 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
L 1 2 4 3 6 10 12 4 8 18 6 11 20 18 28 5 10 12 36 12

N 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80
L 20 14 12 23 21 8 52 20 18 58 60 6 12 66 22 35 9 20 30 39

Na obr. 2 pro představu znázorňujeme prvńıch 25 výsledk̊u graficky (vodorovně N , svisle L).

4http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-08

http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-08
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Obrázek 2.

Na prvńı pohled je patrný poměrně velký rozptyl hodnot, který se se vzr̊ustaj́ıćım N nadále
zvětšuje. Naš́ı pozornost zejména přitahuj́ı podezřele ńızké hodnoty L odpov́ıdaj́ıćı

N = 2, 4, 8, 16, 32, . . . ,

což možná neńı náhoda.
Pokud podrobněji zkoumáme, jak se měńı pořad́ı karet po každém mı́cháńı, pak zjist́ıme následuj́ıćı:

Prvńı a posledńı karta z baĺıčku z̊ustávaj́ı při vněǰśım mı́cháńı na mı́stě. Ostatńı karty se objevuj́ı
na r̊uzných mı́stech a tvoř́ı cykly r̊uzných délek. Např.

• pro n = 6 najdeme jediný cyklus délky 4,
• pro n = 8 dva cykly délky 3,
• pro n = 10 jeden cyklus délky 6 a jeden délky 2,
• pro n = 12 jediný cyklus délky 10,
• atp.

Hledané L je pak nejmenš́ım společným násobkem délek těchto cykl̊u. V následuj́ıćım zkuśıme
odpov́ıdaj́ıćı permutace popsat obecně.

2.2. Reformulace problému. Pro obecnéN urč́ıme permutaci, která odpov́ıdá jednomu vněǰśımu
tkalcovskému mı́cháńı baĺıčku s N kartami. Onu permutaci označ́ıme P a úplně jednoduše se ukáže,
že tato permutace funguje následovně: /

P (k) ≡ 2k − 1 mod (N − 1),

kde k ∈ {1, . . . , N}. Opakováńı mı́cháńı nyńı odpov́ıdá skládáńı permutaćı. Př́ımým dosazeńım
pozorujeme, že

P 2(k) ≡ 4k − 3
P 3(k) ≡ 8k − 7
P 4(k) ≡ 16k − 15

...

 mod (N − 1).

Tato pozorováńı potřebujeme zobecnit. Pomoćı matematické indukce snadno dokážeme, že pro
libovolné n ∈ N plat́ı /

Pn(k) ≡ 2n(k − 1) + 1 mod (N − 1). (12)

Ptáme se po kolika mı́cháńıch jsou karty v p̊uvodńım pořad́ı, neboli, pro které L je PL = id.
Přitom PL = id právě tehdy, když PL(k) = k pro všechna k ∈ {1, . . . , N}, což je vzhledem k (12)
ekvivalentńı s podmı́nkou

2L(k − 1) + 1 ≡ k mod (N − 1).

Tato kongruence plat́ı pro všechna k právě tehdy, když

2L ≡ 1 mod (N − 1). (13)

Celý odstavec tak můžeme uzavř́ıt následuj́ıćı sympatickou ekvivalenćı, jež charakterizuje řešeńı
úlohy 10:
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Věta 5. Baĺıček s N kartami je po L-krát opakovaném vněǰśım tkalcovském mı́cháńı
uspořádán v p̊uvodńım pořad́ı právě tehdy, když plat́ı (13).

2.3. Řešeńı. Protože N je zde vždycky sudé, jsou č́ısla 2 a N − 1 nesoudělná. Tud́ıž podle
Eulerovy věty v́ıme, že

L = ϕ(N − 1)

je zaručeně řešeńım předchoźı rovnice, viz odstavec 1.4. Odtud mimochodem plyne, že L < N − 1,
což je celkem slušný odhad (zejména ve srovnáńı s úvodńım N !).

2.4. Minimálńı řešeńı. Jak z praktických, tak i z teoretických d̊uvod̊u nás samozřejmě zaj́ımá
nejmenš́ı možné řešeńı. Úplně snadno lze zd̊uvodnit následuj́ıćı tvrzeńı:/

Věta 6. Pokud je baĺıček s N kartami po L-krát opakovaném vněǰśım tkalcovském mı́cháńı
uspořádán v p̊uvodńım pořad́ı, potom L děĺı ϕ(N − 1).

Opačná implikace obecně neplat́ı a otázkou z̊ustává, který dělitel č́ısla ϕ(N−1) odpov́ıdá právě
minimálńımu řešeńı úlohy. Pro srovnáńı doplńıme část úvodńı tabulky právě o hodnoty ϕ(N − 1):

N 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
L 1 2 4 3 6 10 12 4 8 18 6 11 20 18 28 5 10 12 36 12
ϕ 1 2 4 6 6 10 12 8 16 18 12 22 20 18 28 30 32 24 36 24

N 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80
L 20 14 12 23 21 8 52 20 18 58 60 6 12 66 22 35 9 20 30 39
ϕ 40 42 24 46 42 . . .

Stejně tak doplńıme předchoźı grafické znázorněńı, viz obr. 3.

Obrázek 3.

Vid́ıme, že minimálńı řešeńı někdy je a jindy neńı vlastńım dělitelem hodnoty ϕ(N−1). Vyznat
se v tomhle obecně vypadá jako mnohem složitěǰśı problém. . ./
Úloha ]11. Určete nejmenš́ı možné L tak, aby baĺıček s N kartami byl po L-krát opakovaném
vněǰśım tkalcovském mı́cháńı opět uspořádán v p̊uvodńım pořad́ı.

Obecnou odpověd’ neznáme; snadno však zd̊uvodńıme jeden z úvodńıch postřeh̊u:

Věta 7. Pokud baĺıček obsahuje N = 2m karet, pak nejmenš́ı možné L je rovno m.
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Vzhledem k předchoźım rozvahám stač́ı ukázat, že L = m je nejmenš́ım řešeńım rovnice

2L ≡ 1 mod (2m − 1),

což je vskutku snadné. �

3. Matematická indukce

Matematickou indukci potřebujeme ke korektńımu zobecňováńı pořád. V tomto materiálu na
ni odkazujeme v odstavćıch 1.5 a 2.2, v úloze 2 a jinde. Hodně úloh, které lze taky řešit indukćı,
najdete v částech 4 a 5.

3.1. Prostá matematická indukce. Princip matematické indukce v jej́ı nejjednodušš́ı a nejčastěji
použ́ıvané podobě se srozumitelně vysvětluje pomoćı dominového efektu: Pokud

• pro libovolný d́ılek plat́ı, že je-li tento shozen, pak spadne taky d́ılek následuj́ıćı,
• a je-li současně shozen prvńı d́ılek,

potom nakonec lež́ı všechny d́ılky. Podstatné při této interpretaci je, že uvažujeme výhradně d́ılky
postavené v jedné řadě! V takovém př́ıpadě můžeme rozš́ı̌rit princip dominového efektu pro ne-
konečný počet d́ılk̊u, ovšem za předpokladu, že řada má jasně vymezený začátek.

Obrázek 4.

Za touto popularizaćı samozřejmě vid́ıme přirozená č́ısla, jakožto prototyp nekonečné dobře
uspořádané množiny. Ve všech následuj́ıćıch formulaćıch znač́ı V (n) nějaký (libovolný) výrok,
který záviśı na n ∈ N.

Princip (matematické indukce). Předpokládejme, že

• plat́ı V (1),
• pro libovolné k ∈ N plat́ı (V (k) =⇒ V (k + 1)).

Potom plat́ı V (n) pro všechna n ∈ N.

Vzpomeňte si, že v Peanově axiomatickém popisu přirozených č́ısel je princip matematické indukce
jedńım z axiómů.

K výše uvedeným př́ıklad̊um užit́ı matematické indukce přikládáme ještě pár daľśıch:

Úloha 12 (Binomická věta). Dokažte binomickou větu:

(a+ b)n = an + nan−1b+ · · ·+
(
n

k

)
an−kbk + · · ·+ bn. (14)

Úloha 13. Dokažte, že libovolnou mapu tvořenou výhradně př́ımkami nebo kružnicemi lze vybarvit
dvěma barvami.
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Úloha 14 (Hanojské věže). Najděte obecné řešeńı problému známého jako Hanojské věže5 ve
variantě pro tři věže.

Experimentováńım s malými počty pater si každý vytvoř́ı nějakou hypotézu, jak by to mohlo
fungovat obecně. Pro n-patrovou věž označ́ıme an počet tah̊u, které stač́ı k přemı́stěńı této věže.
Rádi bychom vyjádřili an v závislosti na n. Postupně zjǐst’ujeme, že plat́ı a1 = 1, a2 = 3, a3 = 7
atd. Obecně umı́me zd̊uvodnit, že

an+1 = 2an + 1,

odkud se snadno matematickou indukćı dokáže, že an = 2n − 1. �/
Často už́ıváme matematickou indukci v r̊uzně pozměněných podobách. Typickou variantou je

omezeńı typu n ≥ n0, kde n0 je nějaké přirozené č́ıslo r̊uzné od 1. (Takové modifikace můžeme
uvažovat i u všech následuj́ıćıch formulaćı, což už znova dělat nebudeme.)

Úloha 15. Dokažte, že pro libovolné h ≥ 18 má rovnice 4x + 7y = h řešeńı v oboru přirozených
č́ısel.

3.2. Silná matematická indukce. U některých úloh s výše zformulovaným principem ne-
vystač́ıme a potřebujeme matematickou indukci v poněkud silněǰśı podobě. . .

Úloha 16 (Fibonacciho posloupnost). Dokažte, že n-tý člen Fibonacciho posloupnosti lze vyjádřit
v následuj́ıćım tvaru:

an =
(1 +

√
5)n − (1−

√
5)n

2n
√

5
. (15)

Fibonacciho posloupnost zač́ıná takto 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . a úplně je určena rekurentńım vztahem

a1 = a2 = 1, an+2 = an+1 + an.

Pokud tedy řeš́ıme předchoźı úlohu matematickou indukćı, muśıme použ́ıt o něco silněǰśı princip:

Princip (silněǰśı matematické indukce). Předpokládejme, že

• plat́ı V (1) a V (2),
• pro libovolné k ∈ N plat́ı (V (k) ∧ V (k + 1) =⇒ V (k + 2)).

Potom plat́ı V (n) pro všechna n ∈ N.

Tento princip můžeme nadále podle potřeby zesilovat až k následuj́ıćımu:

Princip (silné matematické indukce). Předpokládejme, že plat́ı

• (V (k) pro všechna k ∈ N) =⇒ V (k + 1).

Potom plat́ı V (n) pro všechna n ∈ N.

Typické a velmi dobře známé tvrzeńı, které se dokazuje pomoćı tohoto principu, je v následuj́ıćı
úloze:

Úloha 17. Dokažte, že každé celé č́ıslo věťśı než 1 je součinem prvoč́ısel.

3.3. Poznámky a modifikace. Z teorie množin bychom měli znát následuj́ıćı zobecněńı principu
matematické indukce pro libovolnou dobře uspořádanou množinu.

Princip (transfinitńı indukce). Předpokládejme, že M je dobře uspořádaná množina, k, l ∈M
a plat́ı

• (V (k) pro všechna k < l) =⇒ V (l).

Potom plat́ı V (n) pro všechna n ∈M .

5http://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9_v%C4%9B%C5%BEe

http://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9_v%C4%9B%C5%BEe
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Úloha 18. Najděte ve svých poznámkách z teorie množin nějaké tvrzeńı, které se dokazuje pomoćı
transfinitńı indukce.

Jiná metoda, která souviśı s prob́ıraným tématem je tzv. princip nekonečného sestupu, lépe
řečeno princip nemožnosti nekonečného sestupu. Zde opět uvažujeme množinu přirozených č́ısel,
ačkoli lze princip formulovat obecněji.

Princip (nekonečného sestupu). Předpokládejme, že k, l ∈ N a plat́ı

• V (l) =⇒ (existuje k < l takové, že V (k)).

Potom V (n) nem̊uže platit pro žádné n ∈ N.

Jedná se d̊ukazovou metodu sporem, jež odkazuje právě na fakt, že existuje jenom konečně mnoho
přirozených č́ısel, která jsou menš́ı než dané č́ıslo. Typické užit́ı tohoto principu najdete v řešeńı
následuj́ıćı proslulé úlohy:

Úloha 19 (Fermatova). Dokažte, že rovnice x4 + y4 = z4 nemá řešeńı v oboru přirozených č́ısel.

Myšlenka d̊ukazu je následuj́ıćı:

(1) Dokážeme, že neexistuje Pythagorejská trojice,6 jej́ıž některá dvojice by byla tvořena druhými
mocninami nebo dvojnásobky druhých mocnin přirozených č́ısel.

(2) Odtud plyne, že neexistuje řešeńı rovnice r2 + s4 = t4 v oboru přirozených č́ısel.
(3) Odtud plyne, že rovnice x4 + y4 = z4 nemá řešeńı v oboru přirozených č́ısel.

Implikace (1)=⇒(2) a (2)=⇒(3) se velmi jednoduše zd̊uvodńı nepř́ımo. Důkaz tvrzeńı (1) pomoćı
nekonečného sestupu vypadá takto:

Předpokládáme, že Pythagorejská trojice se zmiňovanou vlastnost́ı existuje a označ́ıme ji třeba
(x, y, z). Podle toho, pro kterou dvojici tato vlastnost plat́ı, rozděĺıme diskuzi na tři př́ıpady.
V každém z těchto př́ıpad̊u vyvod́ıme, že existuje jiná Pythagorejská trojice (x′, y′, z′) s úplně /
stejnými vlastnostmi, pro kterou nav́ıc plat́ı z′ < z. Stejným zp̊usobem lze potom sestrojit daľśı
trojici (x′′, y′′, z′′) takovou, že z′′ < z′, a takto by se dalo postupovat do nekonečna. To však
neńı možné, protože všechna č́ısla z > z′ > z′′ > . . . jsou přirozená. Žádná Pythagorejská trojice
s uvedenou vlastnost́ı tedy existovat nemůže. �

4. Posloupnosti a jejich součty

Osvědčenou skupinou úloh, na nichž lze trénovat jak standardńı počtářské dovednosti, tak i mı́ru
ostrovtipu, jsou úlohy s doplňováńım posloupnost́ı, určováńım jejich součt̊u, př́ıp. domýšleńım
těchto úkol̊u ad infinitum. Jisté obecné zázemı́, na něž se ihned pokuśıme rozpomenout, bychom
měli mı́t z matematické analýzy III. Jedná se veskrze o úlohy induktivńıho charakteru, takže tuto
část chápeme jako doplněńı části předchoźı. Většinu následuj́ıćıch úloh je však možné řešit i jinak,
často velice př́ımo a elegantně, na což se taktéž soustřed́ıme. Základńı otázky zńı:

• Jak vyjádřit n-tý součet posloupnosti v uzavřeném tvaru?
• Co se stane, když n→∞?

Uzavřeným tvarem v druhé otázce se mysĺı vyjádřeńı
”
bez tř́ı teček“, neboli vyjádřeńı n-tého

součtu v závislosti na n pouze pomoćı elementárńıch funkćı. V několika nejjednodušš́ıch př́ıpadech
ještě odpov́ıme na otázku

• Jak vyjádřit n-tý člen posloupnosti, která je zadána rekurentńım vztahem?

K těmto otázkám se ještě budeme vracet v části 5. Všem fanoušk̊um posloupnost́ı doporučujeme
On-line Encyklopedii celoč́ıselných posloupnost́ı.7

6Pythagorejské trojice jsou právě řešeńı úlohy 64.
7http://oeis.org/?language=czech

http://oeis.org/?language=czech
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4.1. Konečné součty. Č́ıselná posloupnost je uspořádaná∞-tice reálných č́ısel, neboli zobrazeńı
a : N → R. Mı́sto a(n) ṕı̌seme an a (a1, a2, . . . . . . ) zkracujeme (an)∞n=1 nebo taky (an). Konečné
součty prvńıch n člen̊u znač́ıme

sn := a1 + a2 + · · ·+ an =

n∑
k=1

ak.

Nemůžeme samozřejmě zač́ıt jinak než s aritmetickými a geometrickými posloupnostmi. Aritme-
tická posloupnost s distanćı d je definována rekurentńım vztahem an+1 = an + d.

Úloha 20 (Aritmetická). Dokažte, že pro aritmetickou posloupnost s distanćı d plat́ı

an = a1 + (n− 1)d a sn = n(a1 + an)/2.

Geometrická posloupnost s kvocientem q je definována rekurentńım vztahem an+1 = an ·q.

Úloha 21 (Geometrická). Dokažte, že pro geometrickou posloupnost s kvocientem q plat́ı

an = a1q
n−1 a sn = a1

1− qn

1− q
.

Fibonacciho posloupnost jsme diskutovali v úloze 16.

Úloha 22 (Fibonacciho). Dokažte, že pro Fibonacciho posloupnost plat́ı

sn = an+2 − 1.

Je mnohem lehč́ı dokázat, že daný vztah plat́ı, než jej samostatně odvodit.

Úloha 23. Dokažte, že všechny vztahy v předchoźıch třech úlohách umı́te odvodit bez jakékoli
předchoźı nápovědy.

Př́ılǐs mnoho posloupnost́ı, u nichž umı́me obecně vyjádřit n-tý součet, neznáme. Připomeneme
několik typ̊u a pokuśıme se naše obzory rozš́ı̌rit. Zevrubněji se tomuto tématu věnuje např. celá
jedna kapitola v [HKŠ] nebo [L].

Úloha 24. Pro následuj́ıćı posloupnosti vyjádřete jejich n-té součty a domyslete nějaká přirozená
zobecněńı: (a) an = n

2n , (b) an = 1
n(n+1) , (c) an = n3.

Zobecněńım př́ıpadu (a) by mohla být jakákoli posloupnost, jej́ıž n-tý člen je součinem n-tých
člen̊u nějaké aritmetické a nějaké geometrické posloupnosti. K zobecňováńı př́ıpadu (b) může
významně přispět následuj́ıćı postřeh:

1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
.

Zobecněńım př́ıpadu (c) by mohla být jakákoli posloupnost tvaru

an = nr, (16)

kde r ∈ N. Právě pro posloupnosti tohoto typu lze vymyslet/naj́ıt skutečně mnoho r̊uzných od-/
vozeńı jejich součt̊u. Zejména pro malá r existuj́ı taky vizuálně atraktivńı př́ımá zd̊uvodněńı, viz
např. [N].

Úloha 25. Dokažte, že rozumı́te obrázk̊um 5–7.

4.2. Poznámky. Protože se k součt̊um posloupnost́ı typu (16) ještě hodláme vracet, shrneme
tady několik ukázkových výsledk̊u:

n∑
k=1

k0 = n,

n∑
k=1

k1 = n(n+ 1)/2,

n∑
k=1

k2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6,

n∑
k=1

k3 = n2(n+ 1)2/4,

n∑
k=1

k4 = n(n+ 1)(2n+ 1)(3n2 + 3n− 1)/30.

(17)
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Obrázek 5. 1 + 2 + · · ·+ n =
(
n+1
2

)

Obrázek 6. 3(12 + 22 + · · ·+ n2) = (2n+ 1)(1 + 2 + · · ·+ n)

Obrázek 7. 13 + 23 + · · ·+ n3 = (1 + 2 + · · ·+ n)2

Poměrně hodně úloh, které se daj́ı v této souvislosti úspěšně řešit, zahrnuj́ı součty s kom-
binačńımi č́ısly. Mezi nejznáměǰśı vztahy patř́ı:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n,

n∑
k=0

(
k

l

)
=

(
n+ 1

l + 1

)
,

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk = (a+ b)n.

Úloha 26. Dokažte některé z výše uvedených rovnost́ı, nejlépe několika r̊uznými zp̊usoby.

Uvědomte si, že posloupnost́ı, pro které je možné vyjádřit jejich libovolný konečný součet
v uzavřeném tvaru, je sice hodně, ale v žádném př́ıpadě to nejsou všechny. Obecně je to tak,
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že funkce vyjadřuj́ıćı sn v závislosti na n jsou zpravidla vyšš́ı transcendentńı funkce, a to
i v poměrně nevinně vyhĺıžej́ıćıch př́ıpadech:8

Úloha 27. Dokažte, že pro žádné r > 0 neumı́te vyjádřit
n∑
k=1

1
kr v uzavřeném tvaru.

Ačkoli ani my ani nikdo jiný tyto součty v uzavřeném tvaru nevyjádř́ı, měli bychom si být vědomi,
že podle potřeby je možné jejich hodnoty odhadnout, a to v uzavřeném tvaru a s libovolnou
přesnost́ı! Viz úlohy 32–35.

4.3. Nekonečné součty. Nekonečný součet posloupnosti (an)∞n=1, neboli řada, je právě limita
posloupnosti částečných součt̊u:

s∞ = a1 + a2 + · · · =
∞∑
k=1

ak := lim
n→∞

sn.

Tato limita může, ale nemuśı existovat — podle toho rozlǐsujeme, zda řada konverguje, nebo
diverguje.

Úloha 28. Pro řady tvořené posloupnostmi z předchoźıch dvou odstavc̊u rozhodněte, zda konver-
guj́ı, či diverguj́ı.

Jediná aritmetická řada, která je konvergentńı, je nulová řada. Geometrická řada je konvergentńı
právě tehdy, když |q| < 1; v takovém př́ıpadě je lim

n→∞
qn = 0, takže taková řada má součet

s∞ =
a1

1− q
,

viz též obr. 8.

Obrázek 8. (a+ ar + ar2 + · · · ) : (1
r ) = (ar) : (1− r)

Nejpozději na tomto mı́stě bychom si měli vybavit zřejmou nutnou podmı́nku konvergence řady:

Věta 8. Pokud řada
∞∑
k=1

ak konverguje, potom lim
k→∞

ak = 0.

To, že opačná implikace obecně neplat́ı, se s oblibou ilustruje např. na harmonické řadě, viz úlohu
32.

Nejv́ıc úloh, které jsme kdy v těchto souvislostech potkali, se týká právě řad geometrických.
Připomı́náme jeden velmi známý problém:

Úloha 29 (Achilles a želva). Zjistěte, jak rychle běhal Achilles a jak želva ve slavném Zénónově
závodě. Dokažte, že Achilles želvu určitě doběhne a v závislosti na želv́ım náskoku určete přesně
kdy.

8http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number

http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number
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Na daľśı úlohy operuj́ıćı s řadami lze narazit při elementárńım vyjadřováńı obsah̊u rovinných
obrazc̊u.

Úloha 30 (Kvadratura paraboly). Dokažte, že obsah úseče paraboly je roven 4/3 obsahu vepsaného
trojúhelńıku, jehož třet́ı vrchol je určen t́ım, že tečna paraboly v tomto bodě je rovnoběžná s protěǰśı
stranou trojúhelńıku.

Obrázek 9.

Na obr. 9 je naznačen postup řešeńı, jak jej realizoval Archimédés (ve 3. stolet́ı př. Kr.):
Trojúhelńık, o kterém se mluv́ı v zadáńı, je ten modrý. Plocha úseče je postupně vyčerpávána

daľśımi a daľśımi vepsanými trojúhelńıky, které maj́ı stejnou vlastnost jako modrý trojúhelńık.
Z geometrických vlastnost́ı paraboly se dá vyvodit, že obsah každého trojúhelńıku je osminový
vzhledem k trojúhelńıku, který mu v konstrukci předcházel. V n-tém kroku je tedy poměr obsah̊u /
vepsaného mnohoúhelńıku a startovńıho modrého trojúhelńıku roven

sn = 1 +
2

8
+

4

82
+ · · ·+ 2n

8n
,

odkud pro n → ∞ dostaneme hledaný poměr obsah̊u parabolické úseče a modrého trojúhelńıku.
Tady však jasně rozeznáváme začátek geometrické řady s kvocientem 1

4 , kterou bez problému
sečteme. . . �

Po této ukázce nás nemůže nenapadnout následuj́ıćı:

Úloha 31. Řešte znovu úlohu 30 s nástroji moderńı matematické analýzy.

Máme samozřejmě na mysli užit́ı určitého integrálu; z tréningových d̊uvod̊u doporučujeme řešit
(a) podle definice, (b) pomoćı Newtonovy–Leibnizovy věty. /

Uvědomte si, že d́ıky výše zmiňovaným vzorc̊um pro
n∑
k=1

kr jsme v podstatě schopni určovat

integrály typu
b∫
a

xr dx podle definice. Naopak, pokud se nám nedař́ı seč́ıst nějakou posloupnost,

ale umı́me zintegrovat funkci, která onu posloupnost interpoluje, pak nám tento výsledek může —
za jistých předpoklad̊u — pomoci v odhadu neznámého součtu.

Úloha 32 (Harmonická). Dokažte, že

(a) pro libovolné n > 1 plat́ı ln n
2 <

1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n < ln n+1

2 , (b) řada
∞∑
k=1

1
k je divergentńı.

Stejně názorně — pomoćı integrálńıho kritéria — lze řešit také následuj́ıćı úlohu.

Úloha 33. Dokažte, že řada
∞∑
k=1

1
kr konverguje právě tehdy, když r > 1.

Podobně jako pro harmonickou řadu, můžeme i v těchto př́ıpadech odhadovat kterýkoli částečný
součet a — pokud je řada konvergentńı — taky jej́ı součet celkový. Odpov́ıdaj́ıćı řady v následuj́ıćı
úloze konvergentńı jsou, což nám dovoluje stanovit odhad n-tého součtu nezávisle na n:
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Obrázek 10.
j∫
i

1
x dx <

j∑
k=i

1
k <

j∫
i

1
x+1 dx

Úloha 34. Dokažte, že pro libovolné n > 1 plat́ı:
(a) 1

22 + · · ·+ 1
n2 <

3
4 , (b) 1

23 + · · ·+ 1
n3 <

1
4 , (c) apod.9

Poté tyto odhady ještě o něco upřesněte.

Zp̊usob argumentace v předchoźıch úlohách je sṕı̌se pravidlem než výjimkou: Často umı́me
poznat, že nekonečná řada má konečný součet, ale nejsme schopni určit přesně jaký. Důvodem
bývá to, že neumı́me určit posloupnost částečných součt̊u (viz úlohu 27), tud́ıž nemůžeme poč́ıtat
jej́ı limitu. Nicméně každé z kritéríı, pomoćı něhož o konvergenci dané řady rozhodujeme, nám
vždy současně nab́ıźı jakýsi odhad celkového součtu, a to s libovolnou přesnost́ı!/

Nezapomı́nejte, že nejjednodušš́ım kritériem konvergence/divergence řady je př́ımé srovnáńı
s nějakou řadou, o které v́ıme všechno.

Úloha 35. Porovnejte řadu
∞∑
k=2

1
k2 s řadou

∞∑
k=∗

1
k(k+1) , kterou jsme se naučili sč́ıtat v úloze 24(b),

a zrevidujte odhad v úloze 34(a).

4.4. Poznámky. Uvědomte si, že užit́ı integrálńıho kritéria má jistá omezeńı: Jednak funkce,
která interpoluje danou posloupnost muśı být kladná a klesaj́ıćı. Hlavně však obecně čeĺıme po-
dobným nástrahám jako v poznámce před úlohou 27 — neurčité integrály k mnoha elementárńım
funkćım jsou vyšš́ı transcendentńı funkce, což znamená, že je nelze vyjádřit v tzv. uzavřeném
tvaru.

Kromě integrálńıho a srovnávaćıho kritéria si jistě ještě vzpomı́náme na kritérium pod́ılové
a odmocninové. Uvědomte si, č́ım byla tato dvě kritéria motivována a proč je jejich užit́ı u většiny
předchoźıch úloh k ničemu. . ./

Aplikace integrálńıho kritéria v úloze 32 byla obzvlášt’ jednoduchá a elegantńı, takže nemuśıme
ćıtit potřebu se k této úloze vracet. Avšak divergenci harmonické řady lze taky velmi snadno
zd̊uvodnit s odkazem na následuj́ıćı obecné tvrzeńı.

Věta 9. Řada
∞∑
k=1

ak konverguje absolutně právě tehdy, když jej́ı součet nezáviśı na pořad́ı

sč́ıtanc̊u v řadě.

Úloha 36 (Harmonická podruhé). Dokažte znovu, že harmonická řada diverguje.

Vzhledem k tomu, že harmonická řada je tvořena výhradně kladnými sč́ıtanci, tak předpoklad
konvergence automaticky znamená absolutńı konvergenci. Předpokládejme tedy, že harmonická

9Nápověda: 3
4

= 1
4

+ 1
2

, 1
4

= 1
8

+ 1
8

.
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řada konverguje a má součet s. Podle předchoźı věty by se žádným přeskládáńım sč́ıtanc̊u neměl
tento součet změnit. My však ukážeme, že se po vhodném přeskládáńı změńı, což bude spor
s předpokladem, takže harmonická řada muśı být divergentńı.

Nápad̊u s přeskládáńım této řady existuje celá řada,10 zde je jedna ukázka:

s =

(
1 +

1

2

)
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6

)
+ . . .

=

(
1 +

1

2

)
+

(
1

2
+

1

12

)
+

(
1

3
+

1

30

)
+ . . .

Nyńı sč́ıtance přeskládáme a dostaneme(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .

)
+

(
1

2
+

1

12
+

1

30
+ . . .

)
,

což se rovná s plus něco nenulového, čili něco jiného než byl p̊uvodńı součet s. �

Do páru s větou 9 ještě připomı́náme jedno d̊uležité tvrzeńı, se kterým se taky dá vymyslet
spousta inteligentńı zábavy.

Věta 10 (Riemannova). Předpokládejme, že řada
∞∑
k=1

konverguje, ale nikoli absolutně. Potom

je možné přeskládat sč́ıtance v řadě tak, že tato nová řada konverguje k libovolnému reálnému
č́ıslu, př́ıp. diverguje k ∞, př́ıp. diverguje k −∞, př́ıp. osciluje.

Úloha 37 (Leibnizova). Přeskládejte Leibnizovu řadu tak, abyste dostali řadu s dvojnásobným
součtem.

Leibnizova řada je alternuj́ıćı řada

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · =

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
.

Pomoćı Leibnizova kritéria se snadno zd̊uvodńı, že Leibnizova řada konverguje; součet označ́ıme
s. Bereme-li všechny sč́ıtance v absolutńı hodnotě, dostáváme řadu harmonickou, o ńıž v́ıme, že
diverguje. Proto Leibnizova řada konverguje, ale nikoli absolutně. Podle Riemannovy věty je možné
sč́ıtance zamı́chat tak, že dostaneme libovolný součet. Dvojnásobný součet je možné obdržet např.
takto:

Nejprve si sč́ıtance (v p̊uvodńım pořad́ı) uprav́ıme

s =

(
2− 2

2

)
− 2

4
+

(
2

3
− 2

6

)
− 2

8
+ . . . ,

po vhodném přeskládáńı dostáváme

2− 2

2
+

2

3
− 2

4
+

2

5
− · · · = 2s. �

V tomto odstavci samozřejmě nesmı́me opomenout některé obzvlášt’ významné nekonečné součty.
Máme na mysli populárńı iracionálńı (zde dokonce transcendentńı) č́ısla vyjádřená jako součty řad
racionálńıch č́ısel. Jedno a to samé č́ıslo lze samozřejmě vyjádřit r̊uznými zp̊usoby, tady uvád́ıme
jenom několik ukázek:

Úloha 38. Dokažte, že

(a)
∞∑
k=1

1
k! = 1 + 1

2 + 1
6 + 1

24 + · · · = e,

(b)
∞∑
k=1

(−1)k+1

k = 1− 1
2 + 1

3 −
1
4 + · · · = ln 2,

10http://www.mathteacherctk.com/blog/2010/10/a-divergent-harmonic-series/

http://www.mathteacherctk.com/blog/2010/10/a-divergent-harmonic-series/
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(c)
∞∑
k=1

(−1)k−1

2k−1 = 1− 1
3 + 1

5 −
1
7 + · · · = π

4 ,

(d) apod./

5. Diferenčńı a sumačńı počty

V této části se vraćıme ke dvěma otázkám, kterým jsme se částečně věnovali už dř́ıve:

• Jak vyjádřit n-tý součet posloupnosti, pokud možno v uzavřeném tvaru?
• Jak vyjádřit n-tý člen posloupnosti, která je zadána rekurentńım vztahem?

Nějakou představu o prvńım problému máme z odstavce 4.1, druhému jsme se okrajově věnovali
tamtéž a nav́ıc v úlohách 14 a 16. V předchoźı části jsme si mohli všimnout jisté symbiózy mezi
konečnými, resp. nekonečnými součty a určitými, resp. nevlastńımi integrály. Tyto vztahy chápeme
jako diskrétńı a spojitou stranu jedné mince. V matematické analýze jsme převážně studovali
tu druhou stranu mince, té prvńı se budeme trochu d̊ukladněji věnovat nyńı. Začneme t́ım, že
doplńıme diskrétńı protěǰsky k těm nejzákladněǰśım pojmům. Tady je stručný přehled:

posloupnost a : N→ R funkce f : R→ R

diference ∆an = an+1 − an derivace f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

primitivńı posloupnost ∆An = an primitivńı funkce F ′(x) = f(x)

neurčitý součet
∑
an = An + C neurčitý integrál

∫
f(x) dx = F (x) + C

konečný součet
j∑
n=i

an = Aj+1 −Ai určitý integrál
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a)

řada
∞∑
n=i

an = lim
j→∞

j∑
n=i

an nevlastńı integrál
∞∫
a

f(x) dx = lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx

Stručný úvod do problematiky a nějaké daľśı odkazy lze naj́ıt v [G]. Odstavce odpov́ıdaj́ıćı
diferenciálńım počt̊um, integrálńım počt̊um, resp. diferenciálńım rovnićım (jak je známe z kurz̊u
mat. analýzy I, II, resp. III) jsou diferenčńı počty, sumačńı počty, resp. diferenčńı rovnice.

5.1. Diferenčńı počty. Diskrétńı verźı derivace funkce je diference posloupnosti. Diference po-
sloupnosti (an) je posloupnost (∆an) definovaná vztahem ∆an = an+1 − an. Ne každá funkce má
derivaci, zato každá posloupnost má diferenci. Pojem iterované diference je snad jasný. Definici
a obecné vlastnosti operátoru ∆ shrnujeme v následuj́ıćı tabulce:11

∆an = an+1 − an f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h

∆2an = ∆(∆an) = ∆an+1 −∆an f ′′(x) = (f ′(x))′ = lim
h→0

f ′(x+h)−f ′(x)
h

...
...

∆(an + bn) = ∆an + ∆bn (f + g)′ = f ′ + g′

∆(c ·an) = c ·∆an (c ·f)′ = c ·f ′

∆(an ·bn) = an ·∆bn + ∆an ·bn+1 (f ·g)′ = f ·g′ + f ′ ·g

Máme namı́̌reno ke konkrétńımu užit́ı diferenčńıho počtu, takže budeme potřebovat diference
některých užitečných posloupnost́ı.

Úloha 39. Určete diferenci (a) aritmetické, (b) geometrické a (c) Fibonacciho posloupnosti.

(a) Pro aritmetickou posloupnost s distanćı d zřejmě plat́ı ∆an = d.
(b) Pro geometrickou posloupnost s kvocientem q je ∆an = an ·q − an = (q − 1) ·an.
(c) Pro Fibonacciho posloupnost plat́ı ∆an = an + an−1 − an = an−1. �

11V každém d́ılč́ım přehledu budeme pro porovnáńı doplňovat odpov́ıdaj́ıćı vztahy ze spojitého světa.
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Geometrická posloupnost je exponenciálńı vzhledem k n a jej́ı diference je typově stejná.
Aritmetická posloupnost je lineárńı vzhledem k n a jej́ı diferenćı je konstantńı posloupnost.

Diferenćı konstantńı posloupnosti je samozřejmě nulová posloupnost. Obecněji, pro posloupnosti
tvaru (16), plat́ı

∆nr = (n+ 1)r − nr = rnr−1 +
r(r − 1)

2
nr−2 + · · ·+ 1.

Vid́ıme, že diferenćı se snižuje stupeň exponentu o jedničku, ale výsledný výraz vypadá jaksi
komplikovaně. Při následuj́ıćım užitečném značeńı

nr := n(n− 1) · · · (n− r + 1) =
n!

(n− r)!
(18)

se snadno zd̊uvodńı, že plat́ı /
∆nr = r ·nr−1.

Zde jsme uvažovali r ∈ N, ale definici nr lze přirozeně rozš́ı̌rit tak, že předchoźı rovnost plat́ı pro
libovolné r ∈ R.12

Podstatné závěry dosavadńıho uvažováńı jsou:

∆qn = (q − 1) ·qn (qx)′ = ln q ·qx

∆nr = r ·nr−1 (xr)′ = r ·xr−1
(19)

Úloha 40. V předchoźım přehledu dokažte všechny rovnosti, které nejsou na prvńı pohled zřejmé.

5.2. Sumačńı počty. Posloupnost (An) taková, že plat́ı

∆An = an F ′(x) = f(x)

se jmenuje primitivńı posloupnost, př́ıp. antidiference (an). Každá posloupnost (an) má mnoho
r̊uzných primitivńıch posloupnost́ı, všechny se však od sebe lǐśı jenom o nějakou konstantu C ∈ R.
Obecné primitivńı posloupnosti k (an) se ř́ıká neurčitý součet a znač́ı se∑

an = An + C
∫
f(x) dx = F (x) + C

Důvod tohoto pojmenováńı a značeńı by měl být zřejmý z následuj́ıćıho. Nejprve uvád́ıme dva
zřejmé d̊usledky (19), na které se budeme dále odkazovat: /∑

nr = nr+1

r+1 + C
∫
xr dx = xr+1

r+1
+ C∑

qn = qn

q−1 + C
∫
qx dx = qx

ln q
+ C

(20)

Pro libovolnou posloupnost (an) uvažme posloupnost (An) definovanou jako

An := ai + ai+1 + · · ·+ an−1,

kde i < n je celkem libovolné. Potom zřejmě plat́ı, že ∆An = an, tud́ıž obecnou primitivńı
posloupnost k (an) můžeme vyjádřit jako∑

an =
n−1∑
k=i

ak + C
∫
f(x) dx =

x∫
a

f(t) dt + C

Jako bezprostředńı d̊usledek těchto pozorováńı dostáváme následuj́ıćı analogii Newtonovy–Leibni-
zovy věty:

12Pro r = 0 se vezme n0 := 1; pro r = −1,−2, . . . se definuje nr := 1
(n+1)···(n−r)

; pro neceloč́ıselné hodnoty r

se použije gamma funkce nr :=
Γ(n+1)

Γ(n−r+1)
.



20 PODZIM 2013

Věta 11 (Základńı věta diferenčńıho počtu). Pokud je (An) primitivńı posloupnost k posloup-
nosti (an), potom plat́ı

j∑
k=i

ak = Aj+1 −Ai
b∫
a

f(x) dx = F (b) − F (a)

Pokud pro danou posloupnost umı́me vyjádřit jej́ı primitivńı posloupnost, dává nám tato věta
slibovaný alternativńı návod, jak př́ımo (bez jakékoli indukce) vyjadřovat libovolný jej́ı součet.

Úloha 41. Určete n-tý součet (a) aritmetické, (b) geometrické a (c) Fibonacciho posloupnosti.

Ve všech třech př́ıpadech umı́me vyjádřit an pomoćı n a tato závislost je bud’ mocninná nebo ex-
ponenciálńı. Podle (20) tedy umı́me naj́ıt primitivńı posloupnost An a podle věty 11 pak můžeme
určit kterýkoli součet se nám zĺıb́ı. Např. vyjádřeńı n-tého částečného součtu geometrické posloup-
nosti an = a1q

n−1 vypadá podle tohoto návodu následovně:∑
ak = a1

qk−1

q − 1
+ C,

n∑
k=1

ak = a1
qn

q − 1
− a1

q0

q − 1
= a1

qn − 1

q − 1
. �

Posloupnosti v předchoźı úloze umı́me celkem pohodlně seč́ıst i bez diferenčńıho počtu, takže
nám tento postup nemuśı přij́ıt úplně atraktivńı. Právě nabyté dovednosti bychom však měli
docenit v př́ıpadech jako např. (17), které se bez nápovědy řeš́ı dost těžko.

Úloha 42. Určete součet
n∑
k=1

k2.

Primitivńı posloupnost k posloupnosti (n2) z hlavy neznáme. Pomoćı n1 = n a n2 = n(n − 1) se
však n2 dá vyjádřit takto:

n2 = (n2 − n) + n = n2 + n1.

Podle (20) tedy urč́ıme primitivńı posloupnost∑
n2 =

n3

3
+
n2

2
+ C.

Podle věty 11 už jenom dosad́ıme meze

n∑
k=1

k2 =
(n+ 1)3

3
+

(n+ 1)2

2
− 13

3
− 12

2

=
(n+ 1)n(n− 1)

3
+

(n+ 1)n

2
− 0− 0 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
. �

Na závěr ještě jeden problém, o němž jsme se začali bavit v úloze 13:

Úloha 43. Uvažujte mapu tvořenou výhradně př́ımkami. Určete kolik nejvýše oblast́ı m̊uže být
vymezeno právě n př́ımkami.

Jediná př́ımka vymezuje právě dvě oblasti; dvě př́ımky vymeźı nejvýše 4 oblasti (právě když
jsou r̊uznoběžné); tři př́ımky vymeźı nejvýše 7 oblast́ı (právě když jsou každé dvě navzájem
r̊uznoběžné). Obecně, přidáme-li k n př́ımkám na mapě jednu daľśı, můžeme dostat nejvýše n+ 1
nových oblast́ı. Odpov́ıdaj́ıćı posloupnost je (an) = (2, 4, 7, . . . ), přičemž/

an+1 = an + (n+ 1).

Otázka zńı, jak odtud vyjádřit an? Definuj́ıćı rovnost můžeme přepsat

∆an = n+ 1,
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odkud podle (20) plyne

an =
n2

2
+ n+ C.

Protože a1 = 2, muśı být C = 1. Celkem po úpravě dostáváme

an =
n2 + n+ 2

2
. �

5.3. Diferenčńı rovnice. Řešeńı úlohy 43 můžeme interpretovat jako řešeńı jednoduché dife-
renčńı rovnice prvńıho řádu (∆an = n + 1) s počátečńı podmı́nkou (a1 = 2). Obecné diferenčńı
rovnice prvńıho, druhého, . . . řádu jsou rovnice tvaru

∆an = ϕ(n, an) f ′(x) = ϕ(x, f(x))

∆2an = ϕ(n, an,∆an) f ′′(x) = ϕ(x, f(x), f ′(x))

...
...

kde ϕ je nějaká funkce dvou, třech, . . . proměnných. Rozepsáńım ∆, ∆2, . . . lze každou diferenčńı
rovnici psát jako

an+1 = ψ(n, an),

an+2 = ψ(n, an, an+1),

...

To jsou známé rekurentńı vztahy, se kterými jsme se potkali již mnohokrát.

Úloha 44. Najděte v tomto textu daľśı rekurentńı vztahy, resp. diferenčńı rovnice.

V úloze 14 o Hanojských věž́ıch jsme měli posloupnost (an) popsánu rekurentńım vztahem, resp.
diferenčńı rovnićı

an+1 = 2an + 1, resp. ∆an = an + 1

s počátečńı podmı́nkou a1 = 1. Podobně, aritmetická, geometrická a Fibonacciho posloupnost jsou
určeny rekurentńımi vztahy, resp. diferenčńımi rovnicemi

an+1 = an + d, resp. ∆an = d,

an+1 = q ·an, resp. ∆an = (q − 1)an,

an+2 = an+1 + an, resp. ∆2an = an −∆an. �

Všechny uvedené vztahy/rovnice maj́ı společné to, že jsou lineárńı, tzn. jednoduché. Ukážeme
si, jak naj́ıt řešeńı těchto rovnic př́ımo, tj. bez matematické indukce. Lineárńı diferenčńı rovnice
jsou rovnice, které je možné přepsat ve tvaru

an+1 = kn ·an + rn f ′(x) = k(x) ·f(x) + r(x)

an+2 = kn ·an+1 + ln ·an + rn f ′′(x) = k(x) ·f ′(x) + l(x) ·f(x) + r(x)

...
...

kde koeficienty (kn), (ln), (rn) jsou nějaké posloupnosti. Pokud je rn = 0, pak se rovnice jmenuje
homogenńı a právě s těmi začneme.

Úloha 45. Najděte v předchoźım výčtu homogenńı lineárńı diferenčńı rovnice a určete jejich
obecná řešeńı.

Z uvedených rovnic to jsou právě rovnice popisuj́ıćı geometrickou a Fibonacciho posloupnost.
V obou př́ıpadech jsou všechny koeficienty konstantńı, což dělá úlohu výrazně jednodušš́ı. Obecným
řešeńım rovnice

an+1 = q ·an
je každá geometrická posloupnost tvaru an = C ·qn, kde C ∈ R je libovolná konstanta.



22 PODZIM 2013

Z předchoźı rovnice plyne, že an+2 = q2 ·an, což má následuj́ıćı užitečné d̊usledky: Pokud by
kvocient q byl řešeńım algebraické x2 = k ·x + l, potom by geometrická posloupnost qn zřejmě
byla řešeńım diferenčńı rovnice

an+2 = k ·an+1 + l ·an.
Přitom každý jej́ı násobek by taky byl řešeńım a pro dvě r̊uzná řešeńı by také jejich součet byl
řešeńım. Odtud plyne návod, jak hledat obecné řešeńı rovnic tohoto typu, který demonstrujeme/
na rovnici popisuj́ıćı Fibonacciho posloupnost,

an+2 = an+1 + an. (21)

Uvažujeme řešeńı tvaru an = qn, jež po dosazeńı do této rovnice dává algebraickou podmı́nku na
hodnotu kvocientu q:

q2 = q + 1, neboli q2 − q − 1 = 0. (22)

Tato rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny

q =
1±
√

5

2
.

Obecné řešeńı diferenčńı rovnice je tedy tvaru

an = C1

(
1 +
√

5

2

)n
+ C2

(
1−
√

5

2

)n
, (23)

kde C1, C2 jsou libovolné konstanty. �

Úloha 46. Vyjádřete n-tý člen Fibonacciho posloupnosti v uzavřeném tvaru.

Fibonacciho posloupnost je jednoznačně určena diferenčńı rovnićı (21) s počátečńı podmı́nkou

a1 = 1 a a2 = 1.

Obecné řešeńı (21) máme vyjádřeno v (23) a koeficienty C1, C2 ∈ R jsou jednoznačně vymezeny
právě těmito podmı́nkami. Po dosazeńı dostáváme C1 a C2 jako řešeńı soustavy dvou lineárńıch
rovnic o dvou neznámých:/

C1 = 1 a C2 = −1.

Dosad́ıme zpět do (23), porovnáme s vyjádřeńım v úloze 16 a s mimořádným uspokojeńım pod-
trhneme výsledek. �

Úloha 47. Najděte v předchoźım výčtu nehomogenńı lineárńı diferenčńı rovnice a určete jejich
obecná řešeńı.

Velmi speciálńı rovnice tohoto typu jsou rovnice popisuj́ıćı aritmetickou posloupnost a rovnice
z úlohy 43. Speciálnost spoč́ıvá v tom, že obě tyto rovnice lze vyjádřit ve tvaru

∆an = rn,

tud́ıž obecné řešeńı je an =
∑
rn + C, kde C ∈ R.

Daľśım př́ıkladem nehomogenńı lineárńı diferenčńı rovnice je rovnice

an+1 = 2an + 1 (24)

z úlohy 14 o Hanojských věž́ıch. Obecné řešeńı homogenizované rovnice an+1 = 2an je tvaru C ·2n
s libovolným C ∈ R. Pokud uhodneme/najdeme jedno jediné řešeńı pn p̊uvodńı rovnice (24), pak
obecné řešeńı této rovnice bude tvaru/

an = C ·2n + pn.

Protože v rovnici (24) jsou všechny koeficienty konstantńı, jistě bude mı́t tato rovnice nějaké
konstantńı řešeńı. Jediné konstantńı řešeńı je pn = −1, tud́ıž

an = C ·2n − 1

je obecným řešeńım (24). �

Uvědomte si, že řešeńı úlohy 14 je jednoznačně vymezeno počátečńı podmı́nkou a1 = 1, což po
dosazeńı a úpravě dává C = 1. . .
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5.4. Poznámky. Návod v řešeńı úlohy 42 lze samozřejmě zobecňovat pro daľśı posloupnosti
tvaru (16). V této souvislosti potřebujeme hned zkraje řešit následuj́ıćı úlohu, která může být
zaj́ımavá sama o sobě:

Úloha 48. Vyjádřete nr jakožto lineárńı kombinaci ni pro i = 1, . . . , r.

Z předešlého v́ıme, že
n1 = n1, n2 = n2 + n1.

Podobně se zd̊uvodńı, že

n3 = n3 + 3n2 + n1, n4 = n4 + 6n3 + 7n2 + n1, . . .

Zaj́ımavou diskuzi k možnému zobecněńı lze naj́ıt v [G]. . . �

Uvědomte si, že s větou 11 jsme se obecně nezbavili problému, který zmiňujeme před úlohou 27.
Tato věta jej však transformuje na problém, zda lze primitivńı posloupnost k dané posloupnosti
vyjádřit v uzavřeném tvaru, či nikoli.

Úloha 49. Dokažte, že pro žádné r > 0 neumı́te vyjádřit primitivńı posloupnost k posloupnosti
an = 1

nr v uzavřeném tvaru.

Nejen, že to neumı́me — ono to opravdu, ale opravdu nejde! Nicméně, při experimentováńı s t́ımto
úkolem si pravděpodobně každý všimne, že

∆
1

n
=

1

n+ 1
− 1

n
=

−1

n(n+ 1)
,

takže aspoň můžeme alternativně vyřešit úlohu 24(b). . . /
Kvadratickou rovnici (22) lze ekvivalentně přepsat takto:

1

1− q
=

1− q
q

. (25)

Důvodem tohoto přepisu je, že tady rozpoznáváme definici zlatého řezu.13 Ten se — stejně jako
Fibonacciho posloupnost — objevuje v mnoha matematických zákout́ıch, pročež si o něm snad
ještě něco řekneme. . .

Pokud naraźıme na lineárńı diferenčńı rovnici, která nemá konstantńı koeficienty, pak nemůžeme
předpokládat existenci konstantńıho řešeńı, jak jsme to dělali v řešeńı úlohy 47. V takovém př́ıpadě
těžǐstě úlohy tkv́ı právě v nalezeńı nějakého jednoho partikulárńıho řešeńı (podobně jako tomu bylo
v části 1 o lineárńıch diofantických rovnićıch). Tento problém tady nehodláme př́ılǐs rozmazávat,
ale měli bychom si aspoň uvědomovat, že existuj́ı r̊uzné metody, jak si s ńım poradit. Tak jako
v celé této části, spousta nápad̊u je analogická tomu, co znáte z matematické analýzy:

Úloha 50. Vzpomeňte na některé metody řešeńı lineárńıch diferenciálńıch rovnic a zkuste je
aplikovat k dořešeńı např. diferenčńı rovnice (24).

Mnoho a mnoho diferenčńıch rovnic, resp. rekurentńıch vztah̊u můžeme potkat téměř na každém
rohu. Vzpomeňte, že např. několikrát zmiňovaná Fibonacciho posloupnost odpov́ıdá neomezenému
r̊ustu idealizované nesmrtelné králič́ı populace. Rekurzivńı úvahy se přirozeně objevuj́ı také u řady
kombinatorických úloh; zde je několik ukázek [L]: /
Úloha 51. Hážeme n-krát nějakou minćı. V závislosti na n vyjádřete pravděpodobnost, že někdy
během házeńı padne panna dvakrát za sebou.

Úloha 52. Kolika zp̊usoby lze rozmı́stit n věž́ı na šachovnici n × n tak, aby se věže navzájem
neohrožovaly a současně aby platilo některé z následuj́ıćıch omezeńı?

(a) Aby žádná věž nestála na hlavńı úhlopř́ıčce.
(b) Aby rozmı́stěńı věž́ı bylo symetrické podle hlavńı úhlopř́ıčky.
(c) Aby rozmı́stěńı věž́ı bylo symetrické podle středu šachovnice.
(d) Apod.

13http://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio

http://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
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* * *

6. Zat́ım nezařazeno

Dlážděńı roviny pravidelnými mnohoúhelńıky. Každý umı́ vydláždit rovinu jenom pravi-
delnými trojúhelńıky, nebo čtyřúhelńıky, nebo šestiúhelńıky. Pokud uvažujeme dlážděńı, kde se
stř́ıdaj́ı r̊uzné typy pravidelných mnohoúhelńık̊u, pak objevujeme nové a nové možnosti. Kupo-
divu jich však neńı až tak mnoho. . .

Úloha 53. Kolika zp̊usoby je možné vydláždit rovinu pravidelnými mnohoúhelńıky (r̊uzných typ̊u),
které maj́ı shodné strany a potkávaj́ı se ve vrcholech?

Při rozboru této úlohy naraźıme mimo jiné na několik diofantických rovnic typu:

1

x
+

1

y
+ · · · = w, (26)

kde w je nějaké racionálńı č́ıslo. . .

Symetrie periodických vzor̊u. U periodických dlážděńı roviny pozorujeme r̊uzné typy symetríı.
Pokud rozděĺıme taková dlážděńı podle toho, zda maj́ı nebo nemaj́ı stejné symetrie, pak z jistého
d̊uvodu těchto skupin určitě nebude v́ıc než 17. . .

Jednodušš́ı verze tohoto problému se týká symetríı tzv. fŕızových vzor̊u, což jsou vzory, které
se periodicky opakuj́ı jenom v jednom směru, viz obr. 11.

Úloha 54. Dokažte, že z hlediska symetríı existuje právě 7 typ̊u fŕızových vzor̊u.

Obrázek 11.

* * *

Kvadratura mnohoúhelńıku.

Úloha 55. Rozdělte kř́ı̌z na obr. 12 (tvořený pěti shodnými čtverci) dvěma řezy na několik část́ı
tak, abyste z nich složili jeden čtverec. [Ko]
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Obrázek 12.

Konstrukce čtverce se stejným obsahem jako má daný rovinný útvar je tzv. problém kvadratury.
Tady bychom si měli připomenout, že s eukleidovským prav́ıtkem, kruž́ıtkem, př́ıp. n̊užkami umı́me
kvadraturovat libovolný mnohoúhelńık. . .

Po krátkém experimentováńı a následném rozvažováńı můžeme prohlásit, že dokonale rozumı́me
následuj́ıćımu tvrzeńı:

Věta 12 (Wallaceova–Bolyaiova–Gerwienova). Dva mnohoúhelńıky maj́ı stejný obsah právě
tehdy, když jeden lze rozstř́ıhat na části, z nichž lze složit ten druhý.

S těmito poznatky můžeme snadno sestrojovat svoje vlastńı d̊ukazy některých známých tvrzeńı
týkaj́ıćıch se rovnosti obsah̊u, jako např. Pythagorovy věty. Na obr. 13 je představena jedna z
mnoha možnost́ı kvadratury obecného trojúhelńıku.

Obrázek 13.

Kvadratura křivých oblast́ı. Kromě libovolného mnohoúhelńıku je možné kvadraturovat také
řadu oblast́ı s křivou hranićı. Klasickými př́ıklady jsou Archimédova kvadratura parabolické úseče
v úloze 30 nebo kvadratura Hippokratových p̊ulměśıc̊u v úloze následuj́ıćı.

Úloha 56 (Hippokratovy p̊ulměśıce). Dokažte, že nad libovolným pravoúhlým trojúhelńıkem plat́ı,
že obsah p̊ulměśıc̊u vyznačených na obr. 14 je stejný jako obsah trojúhelńıku.

Kvadratura kruhu a daľśı slavné problémy starověku. S kruhem je to samozřejmě jiné —
kvadratura kruhu je jeden z nejslavněǰśıch problémů starověku.

Úloha 57 (Kvadratura kruhu). Zd̊uvodněte, proč neńı možné kvadraturovat kruh eukleidovským
prav́ıtkem a kruž́ıtkem.
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Obrázek 14.

Do této skupiny problémů patř́ı ještě problém zdvojeńı krychle (konstrukce krychle s dvojnásobným
objemem jako daná krychle), problém trisekce úhlu (rozděleńı daného úhlu na třetiny) a s ńım
souvisej́ıćı problém konstrukce pravidelného n-úhelńıku. . .

Zdvojeńı krychle je obecně nemožné a pokud rozumı́me úloze 57, pak zd̊uvodněńı je nab́ıledni.
Zbylé dva problémy jsou poněkud subtilněǰśı, protože někdy řešitelné jsou a jindy ne! S problémem
trisekce úhlu souviśı následuj́ıćı úloha:

Úloha 58. Libor narýsoval kružnici se středem S a body A, B, C, D, viz obr. 15. Zjistil, že úsečky
SC a BD jsou stejně dlouhé. V jakém poměru jsou velikosti úhl̊u ASC a ABC? [MO, 60. ročńık]

A B

C

D

S

Obrázek 15.

Konstrukce pravidelného n-úhelńıku evidentně souviśı s problémem trisekce úhlu, akorát jsme
podstatně redukovali množinu úhl̊u do diskuze. V [E] najdeme konstrukce pro n = 3, 4, 5 a 15. Pro
každý sestrojitelný pravidelný k-úhelńık, neńı problém sestrojit taky pravidelný 2k-úhelńık. Tzn.
úloha je řešitelná také pro n = 6, 8, 10, 12, 16, 20 a daľśı. Obecná charakterizace sestrojitelných
mnohoúhelńık̊u je známá teprve z přelomu 18. a 19. stolet́ı:

Věta 13 (Gaussova–Wantzelova). Pravidelný n-úhelńık lze sestrojit eukleidovským prav́ıtkem
a kruž́ıtkem právě tehdy, když n je součinem libovolné mocniny 2 a navzájem r̊uzných Ferma-
tových prvoč́ısel.

Fermatovo prvoč́ıslo je prvoč́ıslo tvaru Fk = 22
k

+ 1. K dnešńımu dni14 je známo pouze pět
Fermatových prvoč́ısel: F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257 a F4 = 65537. Úloha sestrojitelnosti
pravidelného n-úhelńıku tedy neńı řešitelná pro n = 7, 9, 11, 13, 14, 18, 19, 21, . . .

Úloha 59. Sestrojte co nejv́ıc r̊uzných pravidelných mnohoúhelńık̊u.

* * *

1422. listopadu 2013
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Objemy hranol̊u a jehlan̊u. Trojrozměrná analogie věty 12 pro mnohostěny a jejich objemy
obecně neplat́ı! Pro rovnoběžnostěny sice taková analogie plat́ı, ale třeba pro jehlany ne. Obecná
charakterizace takových dvojic těles, pro která to plat́ı, je netriviálńı a tud́ıž potenciálně zaj́ımavá!
Tento problém najdeme na výše zmiňovaném Hilbertově seznamu pod č́ıslem 3. . .

Úloha 60. Dokažte, že rovnoběžnostěny se stejnou základnou a stejnou výškou maj́ı stejný objem.
[E, XI.30]

Obrázek 16.

Problém s analogickým tvrzeńım pro jehlany spoč́ıvá v tom, že obecně nelze dokázat bez nějaké
formy infinitezimálńıch úvah, viz [E, XII.5]. Na úvod můžeme vyřešit následuj́ıćı př́ıpravnou
úlohu:

Úloha 61. V trojbokém jehlanu ABCD jsou body E, F , G, H, K a L po řadě středy hran AB,
BC, AC, AD, BD a CD, viz obr. 17. Dokažte, že hranoly EBFGHK a GFCHKL maj́ı stejný
objem. [E, XII.3]

Obrázek 17.

Objem koule. Odpověd’ na otázku, jak by se měl vyučovat objem koule, najdeme u Archiméda:

Věta 14 (Archimédova). Objem koule je roven dvěma třetinám objemu opsaného válce.

Po několika př́ıpravných a velice zaj́ımavých úvahách se v d̊ukaze tohoto tvrzeńı nakonec objevuje
následuj́ıćı jednoduchá planimetrická úloha:
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Úloha 62. Na obrázku obr. 18 děĺı úsečka AC fialový obdélńık na dva stejné čtverce, bod S je
libovolný bod na AC a bod Q, resp. O označuje pr̊useč́ık SM s modrou úhlopř́ıčkou, resp. s červenou
kružnićı. Dokažte, že plat́ı

|MS|2 · |SA| = (|OS|2 + |QS|2) · |CA|.

Obrázek 18.

* * *

Daľśı diofantické rovnice.

Úloha 63. Dokažte, že libovolná diofantická rovnice typu (26) má jen konečně mnoho kladných
celoč́ıselných řešeńı.

Úloha 64 (Pythagorejské trojice). Najděte všechna kladná celoč́ıselná řešeńı rovnice x2+y2 = z2.

Úplná charakterizace všech řešeńı je následuj́ıćı:
Trojice x, y, z je řešeńım diofantické rovnice právě tehdy, když

x = 2mn, y = n2 −m2, z = n2 +m2,

pro nějaká přirozená č́ısla m < n. Nav́ıc č́ısla x, y, z jsou navzájem nesoudělná právě tehdy, když
m,n jsou nesoudělná a maj́ı opačnou paritu. . . �

Varianta předchoźı úlohy:

Úloha 65. Dokažte, že rovnice x2 + y2 = zn má kladné celoč́ıselné řešeńı pro libovolné n =
1, 2, 3, . . . [L]

Podobně vyhĺıžej́ıćı, mnohem těžš́ı a taky nejslavněǰśı ze všech diofantických rovnic:15

Úloha ]66 (Fermatova). Dokažte, že pro n > 2 nemá rovnice xn + yn = zn řešeńı v oboru
přirozených č́ısel.

* * *

15http://cs.wikipedia.org/wiki/Velk%C3%A1_Fermatova_v%C4%9Bta

http://cs.wikipedia.org/wiki/Velk%C3%A1_Fermatova_v%C4%9Bta
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Úlohy s pohybem.

Úloha 67. Dva turisté strávili čas mezi třet́ı a devátou hodinou odpoledńı na procházce. Nejprve
šli kus cesty po rovině, pak do kopce. Na vrcholu kopce se obrátili a po stejné cestě se vrátili zpět.
Po rovině šli rychlost́ı čtyři mı́le za hodinu, do kopce tři mı́le za hodinu, z kopce šest mil za hodinu.
Určete vzdálenost, kterou urazili.

Dále určete s přesnost́ı plus minus p̊ul hodiny čas, kdy stanuli na vrcholu kopce. [C]

Všimněte si, že hodnoty v zadáńı nemohou být libovolné, aby se úloha dala dořešit. . .

Úloha 68. Franta si vyrazil na výlet do Olomouce. Z hlavńıho nádraž́ı se vydal pěšky do města.
Po cestě si všiml, že v protisměru jej mı́j́ı tramvaje s intervalem 10 min 48 s a tramvaje jedoućı ve
směru ch̊uze jej mı́j́ı s intervalem 13 min 30 s.

Později Franta zjistil, že tramvaje vyj́ı̌zděly v obou směrech ve stejných intervalech a pohybo-
valy se stejnými, a to konstantńımi, rychlostmi. Vzhledem k tomu, že se Franta také celou dobu
pohyboval konstantńı rychlost́ı, snadno spoč́ıtal interval, v jakém tramvaje vyj́ı̌zděly. Zjistěte, co
Frantovi vyšlo. [V]

* * *

Poctivci, padouši a daľśı. Poctivci mluv́ı vždy pravdu, padouši vždy lžou, . . .

Úloha 69. Na ostrově poctivc̊u a padouch̊u se ocitnete na rozcest́ı — jedna cesta vede ke zdroji
pitné vody, druhá vede do záhuby. Po chv́ıli se objev́ı dva domorodci. Zjistěte pomoćı jediné otázky,
která cesta je ta pravá. [Sm1]

Taky se může stát, že domorodci sice rozumı́ naš́ı řeči, ale odpov́ıdaj́ı tak, že nerozumı́me my.
Vůbec nejhorš́ı je, když jsou mezi p̊uvodńım obyvatelstvem také tzv. normálńı lidé, kteř́ı mohou
odpov́ıdat jakkoli bez ohledu na to, zda mluv́ı pravdu nebo ne. . . . . . . . .

* * *

Daľśı nezařazené úlohy.

Úloha 70. Dva kolegové, A a B, hledaj́ı celá č́ısla, x a y, obě věťśı než 1. A zná součin x · y
a v́ı, že B zná součet x + y, B zná součet a v́ı, že A zná součin. Podle předchoźıch informaćı
a následuj́ıćıho rozhovoru, určete č́ısla x a y.

A:
”

Nev́ım, která to jsou č́ısla.“
B:

”
To jsem věděl.“

A:
”

Tak já už v́ım!“
B:

”
Tak já už taky!“

Úloha 71 (Archimédova). Dvě menš́ı kružnice se navzájem dotýkaj́ı zvenku a každá z nich se
dotýká zevnitř třet́ı, věťśı kružnice, přičemž středy všech tř́ı kružnic lež́ı na jedné př́ımce, viz
obr. 19. Známe délku tětivy velké kružnice, která procháźı společným bodem dvou menš́ıch kružnic.

Určete obsah plochy, která je ohraničena těmito třemi kružnicemi. [Po]

Úloha 72. Napǐste několik č́ısel tak, že každou z deseti č́ıslic použijete právě jednou a součet
těchto č́ısel bude právě 100. [Po]
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Obrázek 19.
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