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Nésledujici materidl pfedstavuje osnovu k seminédfi Metody reseni matematickych uloh 2. Text
je organizovan priblizné podle prubéhu semindaie, pricemz nékteré naméty se samoziejmeé prolinaji.

Resime vybrané tlohy skolského charakteru, jez dovoluji zajimavou diskuzi nad problémem,
ruznorodd FeSeni, netrividlni zobecnéni apod. Snazime se nefesit izolované ulohy, ale spis témata
a souvislosti. Jednou s hlavnich motivaci je maximalni zaro¢eni dosazeného vzdélani v oboru.
Podobny piistup je vyzadovan po kazdém, kdo usiluje o zapocet!

Vdéénymi zdroji ¢asto byvaji popularizaéni publikace urcené §irs{ vefejnosti, jako napt. [C|
Kol [Pel, [St1], ke kterym se vsak snazime doplnit pozndmky, které obvykle Sirs{ vefejnosti
unikaji. Osvédéené odbornéjsi knihy jsou napt. [Al [E] [Cl INJ, [Po] apod. Vybirdme taky ilohy
ze $kolnich semindfu a soutézi, jako napf. [MO] [V].

Pozor, tento materidl se prubézné vyviji a upravuje, sledujte datum aktualizace. . .

1. LINEARNI DIOFANTICKE ROVNICE

Diofantické rovnice jsou algebraické rovnice ovsem fesené vyhradné nad celymi, piip. pfirozenymi

¢isly. Zakladni otazky zni:

e Je dand rovnice Tesitelnd?

e Pokud je rovnice fesitelnd, méa koneéné nebo nekoneéné mnoho feseni?

e Je mozné néjak konceptné najit vSechna feSeni?
Tyto otazky jsou ruzné komplikované pro ruzné typy rovnic. Otdzka fesSitelnosti se proto v roce
1900 objevila jako 10. problém na slavném Hilbertové seznamu tehdy otevienych zavaznych ma-
tematickych problcmul Néco o diofantickych rovnicich se lze naucit napt. z knihy [H .

Nejjednodussimi typy rovnic, pro které umime uspokojivé odpovédét na vsechny zminéné otazky,
jsou linedrni diofantické rovnice, coz jsou rovnice tvaru

ar+by+---=h, (1)

kde vsechny koeficienty h,a,b,... jsou celd ¢isla a x,y,... jsou celo¢iselné neznamé. Pokud je
takova rovnice fesitelnd, pak méa automaticky nekoneéné mnoho celociselnych feseni. S jistymi

Date: 22. listopadu 2013, V. Zidnik.
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dodateénymi omezenimi muze mit jenom kone¢né mmnoho feSeni, které lze zpravidla najit sys-
tematickym zkousenim, viz odstavec S takovymi pifpady se kazdy mnohokrat setkal, proto
zac¢indme rovnou s obecnou ulohou.

1.1. Postiehy. Pokud c¢isla a,b,... na levé strané maji néjakého spolec¢ného délitele, ktery
neni délitelem ¢isla k, pak je jasné, ze takova rovnice nemuze mit celociselné feseni. Mame tedy
jednoduchou nutnou podminku Fesitelnosti. V nasledujicich odstavcich naznacime, proc je tato
podminka také dostatecna. Tzn., ze ponékud neforméalné dokazeme nésledujici tvrzeni:

Véta 1. Linedrni diofantickd rovnice je tesitelnd prdvé tehdy, kdyzZ nejvétsi spolecny
délitel ¢isel a,b, ... déli ¢islo h.

Pro rovnice s jednou neznamou véta evidentné plati a timto pripadem se nemusime moc
zaobirat. Pro rovnice se dvéma nezndmymi zacneme s konkrétnim piikladem.

Uloha 1. Uréete viechna feseni diofantické rovnice 4z + Ty = 10.
Nyni uvazujme obecnou rovnici se dvéma neznamymi
azx + by = h, (2)

pro niz predpokldaddme, ze NSD(a,b) déli h. Pokud jsou a, b a h dostatecné hezkd ¢isla, muze
se ndm podafit n&jaké feSeni uhodnout; takové feSeni oznacime x,,y,. Uvédomte si, Ze to uz
vzdycky staci k tomu, abychom nasli vSechna feseni! Plati totiz, ze dvojice z = —kb a y = ka je
feSenim homogenni rovnice

axr+by=0
pro libovolné k € Z. Odtud plyne, ze dvojice
x =z, — kb, y=1yp,+ka,

pro k € Z, popisuji nekone¢né mnoho feseni rovnice . Pozor, to obecné neznamena, ze jsme nasli
vSechna feSeni: muze se stat, ze mezi feSenimi odpovidajicimi sousednim hodnotdm parametru k
lezi ngjaké dalsi feseni. V takovém piipadé je pak nutné uvedeny popis zjemnit! (Rozmyslete si,
kdy k takové situaci muze dojit a kdy nikoli. Je mozné upravit predchoz{ postup tak, aby tato
kontrola nebyla nutnd?)

1.2. Obecné feSeni. Jediné slabé misto pfedchoziho postupu spocivalo v uhodnuti jednoho
konkrétniho feSeni x,,y,. Z algebry bychom vSak meéli védet, Ze i kdyZ se ndm nedaif zaddné
Feseni uhodnout, tak n&jaké takové fesen{ vzdycky najdeme pocetné (za predpokladu, Ze je splnéna
podminka Fesitelnosti rovnice). Navod plyne z ndsledujici véty a jejtho dukazu:

Véta 2 (Bezoutova). Je-li NSD(a,b) = d, pak existuji celd ¢isla k al takovd, Ze plati
ak + bl = d. (3)

Podstatné je, ze dukaz tohoto tvrzeni je konstruktivni — ¢&isla k a [ je mozné velmi efektivné
spocitat pomoci Eukleidova algoritmul!
Predpoklddejme tedy, ze NSD(a, b) = d, d déli h a ze mdme urcena celd ¢isla k a [, pro néz plati
(). Potom je ztejmé, ze dvojice
h h
A R

je feSenim rovnice . Zbytek feseni je stejny jako v predchozim odstavci. . .
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1.3. Alternativni obecné reSeni. Vzpomenme, jak by se rovnice ([2|) fesila nad télesem realnych
nebo racionalnich ¢isel: Jednu nezndmou prohlasime za libovolnou, napt. x, a druhou dopocitame,

h —ax

y=— (4)

Nyni feSime tutéz tlohu nad celymi ¢isly, takze potifebujeme urcit, pro kterd x € Z je taky ¢islo
celé. To je samoziejmé ekvivalentni s tim, ze ¢islo h — ax je délitelné ¢islem b. Najit néjaké
takové x je mozné systematickym zkousenim, pficemz staci probrat nejvyse tolik moznosti, jaka je
absolutni hodnota b. VSechna ostatni vyhovujici « se pak opakuji praveé s periodou b. Takto se lze
vzdy dopracovat k popisu vSech feSeni, nicméné uvedeny postup méa nékolik nedostatku: Jednak
se nam nelibi ono zkousSeni, jednak neni ptili§ jasné, jakou roli zde hraje pfedpoklad tesSitelnosti
rovnice , tj. predpoklad, ze NSD(a, b) déli h. Proto pfiddvdme jesté jednu interpretaci.

Podminku, ze ,¢islo h — ax je délitelné ¢islem b“, muzeme Fict tak, ze ,zbytek po déleni ¢isla
h — ax ¢islem b je 0“ nebo taky ,cCisla ax a h maji po déleni ¢islem b stejny zbytek”. Totéz strucné
zapisujeme nasledovneé:

h—ax=0 modb,

ar = h mod b.

(5)

Nase uloha je timto transformovéna na feSeni jedné kongruence s jednou neznamou. Pokud
je kongruence fesitelna, lze feSeni celkem rychle najit obvyklymi tpravami, které je vhodné si na
tomto misté pripomenout. . .

Podstatné pro nés je, ze tento problém je opét velmi dobfe prostudovan, o cemz svédéi nasledujict:

Véta 3. Kongruence (5)) je fesitelnd prdvé tehdy, kdyz NSD(a,b) déli h.

Zduvodnéni tohoto tvrzeni vypada nasledovné:
Stejné jako ve Vété(ll je implikace zleva doprava je snadnd (a snadno se ukdze nepifmo). Proto
diskutujeme jenom druhou implikaci, tj. pfedpoklddame, ze NSD(a,b) = d déli h a chceme najit

feseni. Pokud je d # 1, miiZzeme misto psdt ekvivalentni kongruenci 4z = % mod 2, kde

uz jsou cisla § a % nesoudélnd. Abychom nemuseli vSechno pfeznacovat, rovnou (bez jmy na

obecnosti) predpokladdme, ze NSD(a,b) = 1.
Pro libovolné ¢ # 0 je kongruence ekvivalentni s
c-ax =c-h mod b.
Reseni uréime tak, ze nedosazujeme libovolné, ale naopak néjaké vhodné ¢, feknéme
c= a“”(b)*l,

kde ¢ : N — N je Eulerova funkce. Takto dostavame

a?® gz = q?#®=1.h  mod b,
coz je podle Eulerovy véty totéz jako

z=a*®7 . mod b. (6)

To znamens, ze x = ha?®~1 je fesenim kongruence . Navic vSechna dalsi TeSeni se 1i§{ prave
o celoc¢iselné nésobky ¢isla b. O

Pokud umime vyjédiit hodnotu Eulerovy funkce ¢ (b), potom z @ mame rovnou vSechna feSeni
kongruence (), coz ndm po dosazeni do (4) dava vSechna feSeni diofantické rovnice ([2)), se kterou
jsme zacinali. . .
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1.4. Eulerova funkce a Eulerova véta. FEulerova funkce je zobrazeni ¢ : N — N, které lze
definovat ruzné: je-li b = pi* -pg?- - -+ prvociselny rozklad &isla b, potom hodnota ¢(b) je

e(b) = (pf* —pi 1) - (5> — 321 -

:b.<1_p11>.<1_2712).... (7)

= pocet ¢isel od 1 do b, ktera jsou nesoudélna s b;

je-li b = 1, definuje se ¢(b) = 1. Pokud bereme prvni rovnost v jako definujici, potom
zduvodnéni druhé rovnosti je velmi prosté. Zduvodnéni tfeti rovnosti neni sice tézké, ale neni
ani trividlni.

Uloha 2. Dokaste platnost tieti rovnosti v definici Fulerovy funkce.

Véta 4 (Eulerova). Jsou-li a € Z a b € N nesoudélnd ¢isla, potom plati

a*® =1 mod b. (8)

Eulerova véta je zobecnénim tzv. malé Fermatovy véty, kterou lze za predpokladu, ze p je prvocislo
a a je libovolné s nim nesoudélné ¢islo, formulovat takto:

a?”'=1 mod p. 9)

Pro nés asi nejsrozumitelnéjsi zduvodnéni Eulerovy véty lze najit v rdmci teorie koneénych grup,
s odkazem na vétu Lagrangeovu. . .

1.5. Rovnice s libovolnym po&tem neznamych. Ve Vété[IJuvazujeme libovolny pocet nezné-
mych, ale zatim jsme mluvili jen o rovnicich se dvéma nezndmymi. Pfedchozi postiehy je vSak
mozné velmi jednoduse rozsitit tak, ze véta skuteéné plati. Ukazeme, jak by se argumentovalo pro
rovnici se tFfemi nezndmymi, a obecny indukéni krok nechdvame zdjemcim k vlastnimu procviceni.

Uloha 3. Uréete viechna esent diofantické rovnice 4x + Ty + 12z = 10.

Abychom si uvédomili, jak je to vlastné s podminkou Fesitelnosti, uvazujme obecnou rovnici se
tfemi neznamymi
ar +by+cz=h, (10)
kde bez jakékoli ijmy opét muzeme predpoklddat, ze NSD(a,b,c¢) = 1. Chceme ukdzat, Ze tento
predpoklad ndm zarucuje Fesitelnost rovnice (|10)).
Pokud je trojice z,y, z feSenim této rovnice, pak je také fesenim kazdé kongruence

axr+by+cz=h modm,

kde m je libovolné ¢islo. Pokud nyni za m dosadime nikoli libovolné &islo, ale prévé m := NSD(a, b),
potom je tato kongruence ekvivalentni s

cz=h mod m. (11)

Protoze NSD(m, ¢) je roven NSD(a, b, ¢), a ten je podle pfedpokladu roven 1, mame podle Véty
zarucenu FeSitelnost této kongruence. Kdyz ji vyresime a vysledek dosadime do , dostavame
diofantickou rovnici se dvéma nezndmymi (z a y) a jednim volnym celo¢iselnym parametrem (ktery
je schovan ve vyjadreni z):
ar +by =h—cz.

V predchozich odstavcich jsme dokazali, ze tato rovnice méa celocCiselné feseni pravé tehdy, kdyz
NSD(a,b) = m déli ¢islo h — ¢z na pravé strané. Protoze v3ak z je feSenim kongruence , musi
byt h — cz nasobkem ¢&isla m. Proto mé tato rovnice celo¢iselné feseni a navic jsme se naucili
nékolik zpusobu, jak vSechna feSenf najit. Celkem tedy vidime, Ze z predpokladu NSD(a, b, c) = 1
plyne Fesitelnost rovnice . O

thtp ://en.wikipedia.org/wiki/Euler’s_theorem
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1.6. Poznamky a modifikace. Typické tlohy, které vedou k linedrnim diofantickym rovnicim,
jsou tlohy s pfelévanim vody, vazenim na vahéch, placenim v obchodé, restauraci apod. Tyto tilohy
¢asto obsahuji dodateéné podminky a omezeni, které mohou skytat dodateéné komplikace. Casto
takova omezeni omezuji vysledny pocet reseni, jez je pak mozné najit systematickym zkouSenim.
To samoziejmé neni pro nase zkoumani iplné atraktivni, ale i zde se d4 obcCas najit zajimavéd ma-
tematika. Napf. tulohu 4| ve varianté (b) lze interpretovat jako hleddn{ cesty v jistém orientovaném
grafu. ..

Uloha 4. Pomoci tii nddob o objemu 4, 7 a 12 litru potrebujeme odmérit 10 litri vody.

(a) Uréete vSechna tesent za predpokladu, Ze mdte neomezeny zdroj vody a libovolné velkou po-
mocnou nddobu.

(b) Uréete viechna tesent, pokud mdte pouze ony tri nddoby, z nichZ ta nejuétsi je na zacdtku
plnd.

(c) U obou predchozich variant dlohy najdéte nejméné pracné resend.

Casto také potkdavame soustavy diofantickych rovnic, piip. nerovnic. Je typické, ze k jedno-
znac¢nému, prip. ke kone¢nému poctu feseni vedou i soustavy, kde je méné rovnic nez nezndmych
(coz je nad raciondlnimi nebo redlnymi ¢isly nemyslitelné).

Uloha 5 (Eulerova). Jistd osoba koupila vepre, kozy a ovce, celkem 100 kust za 100 korun. Vepfi
ho stali 3% koruny za kus, kozy 1% a ovce % koruny. Kolik kusi kaZdého druhu nakoupil? [Pd

Uloha 6. Na dracim ostrové Zilo 103 modrijch a 113 zelenyjch draku. Zlyj ¢arodéj ostrov zaklel:
, Kdyz se setkaji 3 draci jedné barvy s & draky druhé barvy, vSech 8 navidy zmizi!“
Je mozné, aby na ostrové zustali jenom modri draci? Kolik by jich potom bylo? [MO. 50. ro¢nik|

Uloha 7. Honza dostal kouzelny meé, kterym md zabit kouzelného trojhlavého a trojocasého draka.
Drak je usmrcen, pokud md useknuty vsechny hlavy a vsechny ocasy. Kouzelné vlastnosti mece,
resp. draka jsou tyto:

e usekne-li se drakovi jeden ocas, narostou mu hned dva nové,
useknou-li se dva ocasy soucasné, naroste jedna hlava,

o usekne-li se jedna hlava, narostou dvé nové hlavy,

o useknou-li se dvé hlavy soucasné, nenaroste nic.

Kolik nejméné seku potrebuje Honza k usmrceni draka? Kolik nejméné seku potrebuje Honza
k usmrceni draka, aby mél nakonec stejné mnoho useknutych hlav jako ocasu?

v’

Spoleénym rysem piedchozich tii 1loh je také to, ze u pripadnych rovnic se zajimame pouze
o kladné celo¢iselna feseni. Kanonickou tlohou tohoto typu je tzv. Frobenitv problém s mincemi,
ktery muze vypadat napf. takto:

Uloha 8. Utrata v obchodé je vyjadrena prirozenym céislem. Mdme k dispozici pouze ¢tyrkorunové
a sedmikorunové mince. Urcete vsechny mozné cdstky, které neni mozné s témito mincems uhradit.

Takovych céastek je jen kone¢né mnoho, tzn. od jisté hodnoty lze takto uhradit cokoli za predpokladu,
ze mame dost minci. Jinymi slovy, pro dostate¢né velkd h ma rovnice

de+Ty=nh

vzdy néjaké kladné celociselné feseni. Protoze se jedna o linearni tlohu ve dvou proménnych,
muzeme si do jisté miry poméahat obrazky, viz obr.
Obecné formulace Frobeniova problému je tato

Uloha #9 (Frobeniova). U rovnice predpokladdme, Ze koeficienty a,b, ... jsou kladnd celd
nesoudélnd ¢isla. Urcete mejuétsi mozné h, pro které nemd tato rovnice kladné celociselné resent.

Na rozdil od dosud diskutovanych problémii, obecnd odpovéd na tento problém neni zndmd. Pro
rovnici se dvéma neznadmymi plati, ze nejvétsi takové cislo je

h=ab—a-—b;

3http ://en.wikipedia.org/wiki/Coin_problem
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OBRAZEK 1. 4o+ Ty =h

zduvodnéni vSak neni vibec jednoduché. . E|

2. MICHANI KARET

Neékteré karetni triky se daji vysvétlit, prip. vymyslet s pomoci docela jednoduché, ale zajimavé
matematiky. V této ¢dsti rozebirdme ¢dsteéné feseni jednoho specifického problému spojeného
s michdnim, jez je popsan v [Sti, kap. 11]. Viechny nésledujici empirické idaje a grafy jsou dilem
S. Kiehlika.

Opakujeme-li michéni balicku s N kartami aspon N!-krét, pak vysledné potradi karet musi byt —
podle Dirichletova principu — stejné jako nékteré z predchozich. Pokud michame pokazdé stejné
a navic pokud mozno jednoduse, tak 1ze docela snadno a presné zjistit, kdy znovu obdrzime ptuvodni
poradi karet. Zminénd kapitola v [St1] se soustfedi na tzv. faro ¢ili tkalcovské michdni: balicek se
sudym poctem karet se rozdéli na dvé stejné hromadky, z nichz se karty na stiidacku poskladaji do
nové hromddky, a tento postup se nadale opakuje. Rozlisuji se dva piipady tkalcovského michani
podle toho, z které pulky rozdéleného balicku za¢indme: poradi

123456

Sesti karet se po jednom wvnéjsim tkalcovském michani zméni na
142536;

po jednom wvnitrnim tkalcovském michani na
415263.

Pti vnéjsim michéni zustdva vzdy prvni a posledni karta na stejném misté a ostatni karty jsou
michény jakoby vnitiné. Studovat vnéjsi michani s N kartami je tedy totéz jako studovat vnitini
michani s N — 2 kartami. Ve zbytku této ¢asti diskutujeme pouze vnéjsi michani — hledame feseni
nasledujici tulohy:

Uloha 10. Urcete néjaké L tak, aby balicek s N kartami byl po L-krdt opakovaném wvnéjsim
tkalcovském michdni opét uspordddn v puvodnim poradi.

2.1. Pokusy a postiehy. Pokud za¢neme experimentovat s malymi balicky, zjistime docela
rychle, ze vysledek se tézko odhaduje a jesté hur zduvodiuje. Zacneme s piehledem nékolika
odpovédi, ve kterych se nasledné pokusime vyznat. Hodnota L uvedend v tabulce je nejmensi
mozna:

21 4| 6] 8(10]12 1416|1820 |22 |24|26|28|30|32|34]|36|38]|40
11 2| 4| 3| 6[10]|12| 4| 8|18| 6|11 20|18 |28 | 5|10 |12 |36 |12
42 144 |46 | 48 | 50 | 52 | 54 | 56 | 58 | 60 | 62 | 64 | 66 | 68 | 70 | 72 | 74 | 76 | 78 | 80
201141122321 | 8[52|20|18|58|60| 6|12|66|22|35| 9]20]|30]|39

~=Z =

Na obr. 2| pro pfedstavu zndzoriiujeme prvnich 25 vysledku graficky (vodorovné N, svisle L).

4http: //wuw.ams.org/samplings/feature-column/fc-2013-08
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OBRAZEK 2.

Na prvni pohled je patrny pomérné velky rozptyl hodnot, ktery se se vzrustajicim N nadéle
zveétsuje. Nasi pozornost zejména pritahuji podeziele nizké hodnoty L odpovidajici

N =2,4,8,16,32,.. .,

coz mozné neni nahoda.

Pokud podrobnéji zkoumame, jak se méni poradi karet po kazdém michani, pak zjistime nasledujici:
Prvni a posledni karta z balicku zustavaji pi vnéjsim michdni na misté. Ostatni karty se objevuji
na ruznych mistech a tvoii cykly ruznych délek. Napft.

e pro n = 6 najdeme jediny cyklus délky 4,

e pro n = 8 dva cykly délky 3,

e pro n = 10 jeden cyklus délky 6 a jeden délky 2,

e pro n = 12 jediny cyklus délky 10,

e atp.
Hledané L je pak nejmensim spoletnym nasobkem délek téchto cykliu. V nésledujicim zkusime
odpovidajici permutace popsat obecné.

2.2. Reformulace problému. Proobecné N ur¢ime permutaci, kterd odpovida jednomu vnéjsimu
tkalcovskému michéni balicku s N kartami. Onu permutaci ozna¢ime P a uplné jednoduse se ukaze,
ze tato permutace funguje nasledovné: =0}

P(k)=2k—1 mod (N —1),
kde k € {1,..., N}. Opakovani michéni nyni odpovidd sklddani permutaci. Piimym dosazenim
pozorujeme, ze
P2(k) =4k —3
P3(k) =8k—17
Pi(k) =16k —15 mod (N —1).

Tato pozorovani potiebujeme zobecnit. Pomoci matematické indukce snadno dokazeme, Ze pro
libovolné n € N plati =

P'k)y=2"(k—1)+1 mod (N —1). (12)
Ptame se po kolika michanich jsou karty v ptivodnim pofadi, neboli, pro které L je Pl = id.
Piitom PL = id pravé tehdy, kdyz PL (k) = k pro viechna k € {1,..., N}, coz je vzhledem k
ekvivalentni s podminkou

2Lk —1)+ 1=k mod (N —1).
Tato kongruence plati pro vSechna k pravée tehdy, kdyz
2l =1 mod (N —1). (13)

Cely odstavec tak muzeme uzaviit nasledujici sympatickou ekvivalenci, jez charakterizuje reseni

tlohy [Tt
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Véta 5. Balicek s N kartami je po L-krdt opakovaném wnéjsim tkalcovském michdni
uspordaddn v puvodnim poradi prdvé tehdy, kdyz plati .

2.3. Reseni. Protoze N je zde vidycky sudé, jsou ¢isla 2 a N — 1 nesoudélnd. Tudiz podle
Eulerovy véty vime, ze

L=¢(N-1)
je zarucené fesenim predchozi rovnice, viz odstavec Odtud mimochodem plyne, ze L < N —1,
coz je celkem slusny odhad (zejména ve srovnani s ivodnim N1).

2.4. Minimalni feSeni. Jak z praktickych, tak i z teoretickych divodu néds samoziejmé zajima
nejmensi mozné FeSeni. Uplné snadno lze zduvodnit ndsledujici tvrzent:

Véta 6. Pokud je balicek s N kartami po L-krdt opakovaném vnéjsim tkalcovském michdni
uspordddn v puvodnim poradi, potom L déli (N — 1).

Opacnd implikace obecné neplati a otdzkou zustéva, ktery délitel ¢isla ¢ (N —1) odpovida prave
minimélnimu feSen{ dlohy. Pro srovndni doplnime édst dvodni tabulky préavé o hodnoty ¢(N —1):

NI 2] 4] 6] 8[10[12[ 1416182022 24262830 3234363840
L 1| 2] 4] 3] 6[10]12| 4] 8[18| 6|11]20|18 28] 5|10 12] 36|12
o 1] 2] 4] 6] 61012 8161812222018 |28 30|32 |24 36| 24
N [[42 44 [ 46 [48 50 |52 54|56 |58 6062|6466 |68 |70 |72 | 74| 76 | 78 | 80
L[20[ 14122321 | 85220 |18 |58 |60 | 6|12 |66 |22|35| 9]20]30]39
o |[40 (4224 [ 46 | 42

Stejné tak doplnime pfedchozi grafické zndzornéni, viz obr.

50
a5
40
35
30
25
20
15
10

OBRAZEK 3.

Vidime, ze minimaln{ fesenf nékdy je a jindy neni vlastnim délitelem hodnoty ¢(N —1). Vyznat

vvvvvv

Uloha #11. Urcete nejmensi mozné L tak, aby balicek s N kartami byl po L-krdt opakovaném
vnéjgim tkalcovském michdni opét uspordaddn v plivodnim potadyi.

Obecnou odpovéd nezndme; snadno viak zdivodnime jeden z ivodnich postiehii:

Véta 7. Pokud balicek obsahuje N = 2™ karet, pak nejmensi mozné L je rovno m.
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Vzhledem k predchozim rozvahdm staci ukazat, ze L = m je nejmensim feSenim rovnice
2l =1 mod (2™ - 1),

coz je vskutku snadné. O

3. MATEMATICKA INDUKCE

Matematickou indukci potfebujeme ke korektnimu zobecnovani pofdd. V tomto materidlu na
ni odkazujeme v odstaveich a v 1loze 2] a jinde. Hodné tloh, které lze taky fesit indukei,
najdete v ¢astech [4 a

3.1. Prosta matematicka indukce. Princip matematické indukce v jeji nejjednodussi a nejcastéji
pouzivané podobé se srozumitelné vysvétluje pomoci dominového efektu: Pokud

e pro libovolny dilek plati, Ze je-li tento shozen, pak spadne taky dilek nasledujici,

e a je-li soucasné shozen prvni dilek,
potom nakonec lezi vSechny dilky. Podstatné pfi této interpretaci je, ze uvazujeme vyhradné dilky
postavené v jedné fadé! V takovém piipadé muzeme rozsitit princip dominového efektu pro ne-
koneény pocet dilki, ovSem za piedpokladu, ze fada mé jasné vymezeny zacatek.

OBRAZEK 4.

Za touto popularizaci samoziejmé vidime prirozena Cisla, jakozto prototyp nekone¢né dobie
usporadané mnoziny. Ve vsech nésledujicich formulacich znaéi V(n) néjaky (libovolny) vyrok,
ktery zavisi na n € N.

Princip (matematické indukce). Predpoklddejme, Ze
o plati V (1),
o pro libovolné k € N plati (V (k) = V(k +1)).
Potom plati V(n) pro vSechna n € N.

Vzpomente si, ze v Peanové axiomatickém popisu pfirozenych ¢isel je princip matematické indukce
jednim z axiému.
K vyse uvedenym piikladiam uziti matematické indukce piikladame jesté par dalsich:

Uloha 12 (Binomicka véta). Dokaste binomickou vétu:
(a+b)"=a"+na" b+ + <Z>a”_kbk+---+b”. (14)

Uloha 13. Dokazte, zZe libovolnou mapu tvorenou vijhradné primkami nebo kruznicemsi lze vybarvit
dvéma barvams.
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Uloha 14 (Hanojské véze). Najdéte obecné feseni problému zndmého jako Hanojské véz' ve
varianté pro tri véZe.

Experimentovanim s malymi pocty pater si kazdy vytvoii néjakou hypotézu, jak by to mohlo
fungovat obecné. Pro n-patrovou véz ozna¢ime a,, pocet tahu, které staci k premisténi této véze.
R4di bychom vyjadiili a, v zavislosti na n. Postupné zjistujeme, Ze plati a; = 1, ap = 3, a3 = 7
atd. Obecné umime zduvodnit, ze

Un41 = 2an + 1a
odkud se snadno matematickou indukci dokaze, ze a,, = 2" — 1. O

Casto uzivdme matematickou indukci v rizné pozménénych podobéach. Typickou variantou je
omezeni typu n > ng, kde ng je néjaké prirozené ¢islo rizné od 1. (Takové modifikace muzeme
uvazovat i u vSech nésledujicich formulaci, coz uz znova délat nebudeme.)

Uloha 15. Dokazte, Ze pro libovolné h > 18 md rovnice 4x + Ty = h Teseni v oboru prirozenych
¢isel.

3.2. Silnd matematicka indukce. U nékterych tloh s vySe zformulovanym principem ne-
vystacime a potfebujeme matematickou indukci v ponékud silnéjsi podobé. . .

Uloha 16 (Fibonacciho posloupnost). Dokazte, Ze n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti lze vyjddiit
v ndsledujicim tvaru:

_ (VB - (- VE)"
ap, = 5 . (15)

Fibonacciho posloupnost za¢ind takto 1,1,2,3,5,8,13,... a iplné je ur¢ena rekurentnim vztahem

a1 =az2 =1, apto = Any1 + ap.

Pokud tedy tesime piredchozi 1ilohu matematickou indukei, musime pouzit o néco silnéjsi princip:

Princip (silngjs{ matematické indukce). Predpoklddejme, Ze

o plati V(1) a V(2),

o pro libovolné k € N plati (V(k) ANV (k+1) = V(k + 2)).
Potom plati V(n) pro vSechna n € N.

Tento princip muzeme nadéle podle potieby zesilovat az k néasledujicimu:

Princip (silné matematické indukce). Predpoklddejme, Ze plati
o (V(k) pro viechna k e N) = V(k+1).
Potom plati V(n) pro vSechna n € N.

Typické a velmi dobfe znamé tvrzeni, které se dokazuje pomoci tohoto principu, je v nasledujici
dloze:

Uloha 17. Dokazte, e kazdé celé &islo vétsi nez 1 je soucinem prvocisel.

3.3. Poznamky a modifikace. Z teorie mnozin bychom méli znat nasledujici zobecnéni principu
matematické indukce pro libovolnou dobfe uspofadanou mnozinu.

Princip (transfinitn{ indukce). Predpoklddejme, Ze M je dobre usporddand mnozina, k,l € M
a plat?

o (V(k) pro vsechna k < 1) = V(I).
Potom plati V(n) pro vSechna n € M.

5http ://cs.wikipedia.org/wiki/Hanojsk%C3%A9_v7C4%9B%C5%BEe
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Uloha 18. Najdéte ve svyjch pozndmkdch z teorie mnozin néjaké turzend, které se dokazuje pomoct
transfinitni indukce.

Jind metoda, kterd souvisi s probiranym tématem je tzv. princip nekonetného sestupu, lépe
feCeno princip nemoznosti nekoneé¢ného sestupu. Zde opét uvazujeme mnozinu prirozenych ¢&isel,
ackoli Ize princip formulovat obecnéji.

Princip (nekone¢ného sestupu). Predpoklddejme, Ze k,l € N a plati
o V() = (existuje k <1 takové, ze V(k)).
Potom V (n) nemuze platit pro Zddné n € N.

Jedna se dukazovou metodu sporem, jez odkazuje pravé na fakt, ze existuje jenom konecné mnoho
ptirozenych ¢isel, kterd jsou mensi nez dané ¢islo. Typické uziti tohoto principu najdete v feseni
nasledujici proslulé ulohy:

4

Uloha 19 (Fermatova). Dokaste, Ze rovnice x* + y* = 2% nemd reseni v oboru prirozengch éisel.

Myslenka dukazu je nasledujici:

(1) Dokéazeme, ze neexistuje Pythagorejskd trojiceﬁ jejiz néktera dvojice by byla tvorena druhymi
mocninami nebo dvojnasobky druhych mocnin pfirozenych éisel.

(2) Odtud plyne, Ze neexistuje feseni rovnice r2 + s* = t* v oboru ptirozenych éisel.

(3) Odtud plyne, 7e rovnice z* + y* = 2z* nem4 feseni v oboru ptirozenych &isel.

Implikace (1)==-(2) a (2)==-(3) se velmi jednoduse zduvodni nepiimo. Dukaz tvrzeni (1) pomoci

nekone¢ného sestupu vypada takto:

Predpokladame, ze Pythagorejska trojice se zminiovanou vlastnost{ existuje a ozna¢ime ji tteba
(z,y,z). Podle toho, pro kterou dvojici tato vlastnost plati, rozdélime diskuzi na tfi piipady.
V kazdém z téchto pifpadu vyvodime, ze existuje jind Pythagorejskd trojice (z',%',2’) s dplné
stejnymi vlastnostmi, pro kterou navic plati 2z’ < z. Stejnym zpusobem lze potom sestrojit dalsf
trojici (z”,y",2") takovou, ze z” < Z/, a takto by se dalo postupovat do nekone¢na. To vsak
neni mozné, protoze viechna &sla z > 2/ > 2/ > ... jsou piirozend. Zadnd Pythagorejskd trojice
s uvedenou vlastnosti tedy existovat nemuze. O

4. POSLOUPNOSTI A JEJICH SOUCTY

Osvédcenou skupinou tloh, na nichz l1ze trénovat jak standardni poctarské dovednosti, tak i miru
ostrovtipu, jsou tlohy s dopliovdnim posloupnosti, uréovdanim jejich souctu, piip. domyslenim
téchto tkolu ad infinitum. Jisté obecné zazemi, na néz se ihned pokusime rozpomenout, bychom
méli mit z matematické analyzy II1. Jedné se veskrze o tlohy induktivniho charakteru, takze tuto
cast chapeme jako doplnéni ¢asti pfedchozi. Vétsinu nasledujicich iloh je vsak mozné fesit i jinak,
casto velice pfimo a elegantné, na coz se taktéz soustiedime. Zakladni otazky zni:

e Jak vyjadrit n-ty soucet posloupnosti v uzavieném tvaru?
e Co se stane, kdyz n — co?

Uzavienym tvarem v druhé otazce se mysli vyjadieni ,bez tii tecek“, neboli vyjadieni n-tého
souctu v zavislosti na n pouze pomoci elementarnich funkei. V nékolika nejjednodussich piipadech
jesté odpovime na otdzku

e Jak vyjadrit n-ty ¢len posloupnosti, kterd je zaddna rekurentnim vztahem?

K témto otdzkdm se jesté budeme vracet v ¢dsti[f] Vem fanouskum posloupnosti doporucujeme
On-line Encyklopedii celociselngjch posloupnostzﬂ

6Pythag0rejské trojice jsou pravé feseni ilohy
‘http://oeis.org/?language=czech

&0
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4.1. Koneéné souéty. Ciselna posloupnost je usporadand oo-tice redlnych ¢isel, neboli zobrazeni
a: N — R. Misto a(n) piseme a,, a (a1,az2,...... ) zkracujeme (a,,)52; nebo taky (a,). Kone¢né
soucty prvnich n ¢lenu znac¢ime

n
Spi=a1+azx+---+ay :Zak.
k=1
Nemuzeme samoziejmé zacit jinak nez s aritmetickymi a geometrickymi posloupnostmi. Aritme-
tickd posloupnost s distanci d je definovana rekurentnim vztahem a,4+1 = a, + d.
Uloha 20 (Aritmetickd). Dokazte, Ze pro aritmetickou posloupnost s distanci d plati
apn=a1+(n—-1)d a s, =n(a; +a,)/2.
Geometricka posloupnost s kvocientem ¢ je definovana rekurentnim vztahem a, 11 = a, -q.
Uloha 21 (Geometrickd). Dokazte, Ze pro geometrickou posloupnost s kvocientem q plati
1—q"
1

n—
an = a1q asn:alliq.

Fibonacciho posloupnost jsme diskutovali v tloze [T6]
Uloha 22 (Fibonacciho). Dokazte, Ze pro Fibonacciho posloupnost plati
Sp = Qpy2 — 1.
Je mnohem lehéi dokazat, ze dany vztah plati, nez jej samostatné odvodit.

Uloha 23. Dokazte, Ze vsechny vztahy v predchozich trech wlohdch umite odvodit bez jakékoli
predchozi ndapovédy.

P#ilis mnoho posloupnosti, u nichz umime obecné vyjadrit n-ty soucet, nezname. Pfipomeneme
nékolik typu a pokusime se naSe obzory rozsifit. Zevrubnéji se tomuto tématu vénuje napt. celd
jedna kapitola v [HKS| nebo [LJ].

Uloha 24. Pro ndsledujici posloupnosti vyjadrete jejich n-té soucty a domyslete néjakd prirozend
3

zobecnéni: (a) an = 55, (b) an = m, (c) an =ns.
Zobecnénim pifpadu (a) by mohla byt jakdkoli posloupnost, jejiz n-ty ¢len je souc¢inem n-tych
¢lenu néjaké aritmetické a néjaké geometrické posloupnosti. K zobecniovani piipadu (b) muze
vyznamné ptispét nasledujici postieh:
1 1 1
nn+1) n n+1

Zobecnénim piipadu (¢) by mohla byt jakdkoli posloupnost tvaru

an =n", (16)

kde r € N. Prévé pro posloupnosti tohoto typu lze vymyslet/najit skuteéné mnoho ruznych od-
vozeni jejich souctu. Zejména pro mald r existuji taky vizualné atraktivni pfimé zduvodnéni, viz
napf. [NJ.

Uloha 25. Dokazte, Ze rozumite obrdzkum @—E

4.2. Poznamky. Protoze se k souc¢tum posloupnosti typu jesté hodlame vracet, shrneme
tady nékolik ukazkovych vysledki:

n n n
Zkozn, Zklzn(n+1)/2, ZkQZn(n—i—l)(Qn—i—l)/&
k=1 k=1

=1 (17)

Zn: k2 =n?(n+1)%/4, Zn: E* =n(n+1)(2n 4+ 1)(3n® + 3n — 1)/30.
k=1 k=1
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OBRAZEK 5. 1+ 2+ +n= ("1
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OBRAZEK 6. 3(12+2%+---4n?) =2n+1)(1+2+---+n)

OBRAZEK 7. 134+ 23 4+ 4nd=(1+2+---4+n)?

Pomérné hodné tloh, které se daji v této souvislosti Uspésné fesit, zahrnuji soucty s kom-
bina¢nimi ¢isly. Mezi nejznaméjsi vztahy patii:

" /n " [k n+1 " /n
—9on _ n— kbk b
()= 2 0)-(0) )=
k=0 k=0 k=0

Uloha 26. Dokazte nékteré z vySe uvedenyjch rovnosti, nejlépe nékolika ruznymi zpisoby.

Uvédomte si, ze posloupnosti, pro které je mozné vyjadrit jejich libovolny konecny soucet
v uzavieném tvaru, je sice hodné, ale v zaddném piipadé to nejsou vSechny. Obecné je to tak,
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ze funkce vyjadrujici s, v zavislosti na n jsou zpravidla vyssi transcendentni funkce, a to
i v pomérné nevinné vyhlizejicich pfl’padechﬂ

. n
Uloha 27. Dokazte, Ze pro Zddné r > 0 neumite vyjddrit > % v uzavreném tvaru.
k=1

Ackoli ani my ani nikdo jiny tyto souéty v uzavieném tvaru nevyjadii, méli bychom si byt védomi,
ze podle potfeby je mozné jejich hodnoty odhadnout, a to v uzavieném tvaru a s libovolnou
presnosti! Viz ulohy

4.3. Nekoneéné soucty. Nekoneény soucet posloupnosti (a,)22 ;, neboli fada, je pravé limita
posloupnosti ¢asteénych souctu:

o0
Seo = Q1+ a9+ -+ = E ap := lim s,.
n— oo
k=1
Tato limita muze, ale nemusi existovat — podle toho rozliSujeme, zda fada konverguje, nebo

diverguje.
Uloha 28. Pro Tady tvotené posloupnostmi z predchozich dvou odstavcu rozhodnéte, zda konver-
qujt, ¢ divergugi.

Jedind aritmetickd fada, kterd je konvergentni, je nulova fada. Geometricka fada je konvergentni
prave tehdy, kdyz |q| < 1; v takovém piipadé je lim ¢™ = 0, takze takovd fada mé soucet

n—r oo
aj

I—q

Soo )

viz té7 obr. [’

S =

a +  ar o+ a2 +oard 4
OBRAZEK 8. (a+ar+ar?+---): (1) =(ar): (1—7)

Nejpozdéji na tomto misté bychom si méli vybavit zfejmou nutnou podminku konvergence fady:

[ee]
Véta 8. Pokud tada Y ay konverguje, potom lim aj = 0.
k=1 k— o0

To, ze opacné implikace obecné neplati, se s oblibou ilustruje napt. na harmonické radé, viz ulohu
Nejvic tuloh, které jsme kdy v téchto souvislostech potkali, se tyka pravé fad geometrickych.
Ptipominame jeden velmi znamy problém:

Uloha 29 (Achilles a zelva). Zjistéte, jak rychle béhal Achilles a jak Zelva ve slavném Zénénové
zdvodé. Dokazte, Ze Achilles Zelvu urcité dobéhne a v zdvislosti na Zelvim ndskoku urcete presné
kdy.

8http ://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic_number
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Na dalsi tlohy operujici s fadami lze narazit pii elementarnim vyjadiovani obsaht rovinnych
obrazcu.

Uloha 30 (Kvadratura paraboly). DokaZte, Ze obsah tsece paraboly je roven 4/3 obsahu vepsaného
trojuhelniku, jehoZ treti vrchol je urcen tim, Ze tecna paraboly v tomto bodé je rovnobéznd s protéjsi
stranou trojuhelniku.

OBRAZEK 9.

Na obr. |§| je naznacen postup teSeni, jak jej realizoval Archimédés (ve 3. stoleti pi. Kr.):

Trojuhelnik, o kterém se mluvi v zadéni, je ten modry. Plocha tisece je postupné vycerpavana
dalsimi a dalsimi vepsanymi trojihelniky, které maji stejnou vlastnost jako modry trojihelnik.
7 geometrickych vlastnosti paraboly se dé vyvodit, ze obsah kazdého trojuhelniku je osminovy
vzhledem k trojuhelniku, ktery mu v konstrukci predchézel. V n-tém kroku je tedy pomér obsahu
vepsaného mnohouihelniku a startovniho modrého trojihelniku roven

=142 2

8 82 8n’
odkud pro n — oo dostaneme hledany pomér obsahu parabolické tisece a modrého trojuhelniku.
Tady vsak jasné rozeznavame zacatek geometrické fady s kvocientem %, kterou bez problému

seCteme. . . O

Po této ukdzce nds nemuze nenapadnout nasledujici:
Uloha 31. Reste znovu zilohu s nastroji moderni matematické analyjzy.

Mame samoziejmeé na mysli uziti ur¢itého integralu; z tréningovych duvodu doporucujeme Fesit
(a) podle definice, (b) pomoci Newtonovy—Leibnizovy véty.
n
Uvédomte si, ze diky vySe zmifiovanym vzorcum pro »_ k" jsme v podstaté schopni urcovat
k=1
b
integraly typu [ 2" dz podle definice. Naopak, pokud se ndm nedafi secist néjakou posloupnost,

a
ale umime zintegrovat funkeci, kterd onu posloupnost interpoluje, pak nam tento vysledek muze —
za jistych predpokladi — pomoci v odhadu nezndmého souctu.

Uloha 32 (Harmonicka). Dokaste, Ze

o0
(a) pro libovolné n > 1 platiln} < 3+ % +---+ 2 <In ™ (b) Fada kX_:I % je divergentni.
Stejné nazorné — pomoci integralniho kritéria — lze tesit také nésledujici tlohu.

- oo
Uloha 33. Dokazte, Ze fada k—lr konverguje pravé tehdy, kdyz r > 1.

k=1
Podobné jako pro harmonickou fadu, muzeme i v téchto pfipadech odhadovat kterykoli ¢astecny
soucet a — pokud je fada konvergentni — taky jeji soucet celkovy. Odpovidajici fady v nésledujici
tloze konvergentni jsou, coz ndm dovoluje stanovit odhad n-tého souc¢tu nezavisle na n:
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OBRAZEK 10. [1dz < ) ¢ < [47de
i k=i i

Uloha 34. Dokazte, Ze pro libovolné n > 1 plati:
() s+ 4+ <3, (b)) H++5<i (c) apodﬂ
Poté tyto odhady jesté o néco upresnéte.

Zpusob argumentace v piedchozich tlohach je spiSe pravidlem nez vyjimkou: Casto umime
poznat, ze nekonecnd rfada mé konetny soucet, ale nejsme schopni urcit presné jaky. Duvodem
byva to, ze neumime uréit posloupnost ¢asteénych souctu (viz tilohu 7 tudiz nemuzeme pocitat
jejl limitu. Nicméné kazdé z kritérii, pomoci néhoz o konvergenci dané fady rozhodujeme, nam
vzdy soucasné nabizi jakysi odhad celkového souctu, a to s libovolnou presnosti!

Nezapominejte, Ze nejjednodussim kritériem konvergence/divergence rady je pfimé srovnani
s néjakou fadou, o které vime vSechno.

, 0 00

Uloha 35. Porovnejte fadu Y. 7 s fadou . m, kterou jsme se naucili sc¢itat v uloze (b),
k=2 k=x

a zrevidujte odhad v iloze[3])(a).

4.4. Poznamky. Uvédomte si, ze uziti integralniho kritéria ma jistd omezeni: Jednak funkce,
ktera interpoluje danou posloupnost musi byt kladna a klesajici. Hlavné vSsak obecné celime po-
dobnym nastrahdm jako v pozndmce pted tlohou [27]— neurcité integraly k mnoha elementarnim
funkcim jsou vyssi transcendentni funkce, coz znamenad, Ze je nelze vyjadrit v tzv. uzavieném
tvaru.

Kromé integralniho a srovnavaciho kritéria si jisté jesté vzpominame na kritérium podilové
a odmocninové. Uvédomte si, ¢im byla tato dvé kritéria motivovana a proc je jejich uziti u vétsiny
predchozich tdloh k ni¢emu. . .

Aplikace integralniho kritéria v iloze [32| byla obzvlast jednoduché a elegantni, takZe nemusime

citit potiebu se k této uloze vracet. Avsak divergenci harmonické fady lze taky velmi snadno
zdtvodnit s odkazem na néasledujici obecné tvrzeni.

. o0
Véta 9. Rada Y aj konverguje absolutné prdvé tehdy, kdyz jeji soucet nezdvisi na poradi
k=1
séitancu v Tadé.

Uloha 36 (Harmonickd podruhé). DokaZte znovu, Ze harmonickd Tada diverguje.

Vzhledem k tomu, Ze harmonickd fada je tvofena vyhradné kladnymi séitanci, tak predpoklad
konvergence automaticky znamend absolutni konvergenci. Predpoklddejme tedy, ze harmonicka

INdpoveda: 3 =141 1=

i +

ool
00|

=
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rada konverguje a m4 soucet s. Podle predchozi véty by se zddnym presklddanim s¢itanct nemél
tento soucet zménit. My vSak ukazeme, ze se po vhodném preskladani zméni, coz bude spor
s predpokladem, takze harmonickd fada musi byt divergentni.

Népadt s preskladdnim této fady existuje celd fadam zde je jedna ukéazka:

s=(143)+(5+3)+ (5+5)+ -
2 3 4 5 6
~(1+3)+ (Gri3)+ (Gra) +-
2 2 12 3 30
Nyni s¢itance preskladame a dostaneme

I P T (!
2 "3 212 730 )

coZ se rovnd s plus néco nenulového, ¢ili néco jiného nez byl puvodni soucet s. O

Do pédru s vétou [J] jesté pfipomindme jedno dulezité tvrzeni, se kterym se taky dé vymyslet
spousta inteligentni zabavy.

oo

Véta 10 (Riemannova). Predpoklddejme, Ze tada Y konverquje, ale nikoli absolutné. Potom
k=1

je mozné preskladat scitance v Tadé tak, Ze tato novd Tada konverguje k libovolnému redlnému

¢islu, prip. diverguje k oo, prip. diverguje k —oo, prip. osciluje.

Uloha 37 (Leibnizova). Presklddejte Leibnizovu Tadu tak, abyste dostali Tadu s dvojndsobngm
souctem.

Leibnizova fada je alternujici fada

11 1 2 (—1)kH1
k=1
Pomoci Leibnizova kritéria se snadno zduvodni, ze Leibnizova fada konverguje; soucet oznac¢ime
s. Bereme-li vSechny sé¢itance v absolutni hodnoté, dostavame fadu harmonickou, o niz vime, ze
diverguje. Proto Leibnizova fada konverguje, ale nikoli absolutné. Podle Riemannovy véty je mozné
séitance zamichat tak, ze dostaneme libovolny soucet. Dvojnasobny soucet je mozné obdrzet napf.
takto:
Nejprve si s¢itance (v puvodnim pofad{) upravime

(9 2\ 2, (2_2\_ 2
5= 2) 1" \376) 8

po vhodném preskladani dostavame

2 2 2 2
g4 Z_Z4Z_ 9 O
537115 y

V tomto odstavci samoziejmé nesmime opomenout nékteré obzvlast vyznamné nekoneéné souéty.
Méme na mysli populdrni iracionalni (zde dokonce transcendentni) ¢isla vyjadiend jako soucty fad
raciondlnich ¢isel. Jedno a to samé ¢islo lze samoziejmé vyjadiit ruznymi zpusoby, tady uvadime
jenom nékolik ukazek:

Uloha 38. Dokazte, zZe

ng;%=1+%+%+%rF“:3
O gyk+1

) S E T —1 -l ol
k=1

1Chttp ://www.mathteacherctk.com/blog/2010/10/a-divergent-harmonic-series/
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X (_1)k-1 _
(C)kzl(lel :1—%+%_%+...:Z;
(d) apod.

5. DIFERENCNI A SUMACNI POCTY

V této casti se vracime ke dvéma otazkam, kterym jsme se ¢astecné vénovali uz diive:

e Jak vyjadrit n-ty soucet posloupnosti, pokud mozno v uzavieném tvaru?
e Jak vyjadrit n-ty ¢len posloupnosti, kterd je zadédna rekurentnim vztahem?

Néjakou predstavu o prvnim problému mame z odstavce druhému jsme se okrajové vénovali
tamtéz a navic v dlohéch [14] a V predchozi ¢asti jsme si mohli v§imnout jisté symbiozy mezi
koneénymi, resp. nekone¢nymi soucty a urc¢itymi, resp. nevlastnimi integraly. Tyto vztahy chapeme
jako diskrétni a spojitou stranu jedné mince. V matematické analyze jsme prevazné studovali
tu druhou stranu mince, té prvni se budeme trochu diukladnéji vénovat nyni. Zatneme tim, ze
doplnime diskrétni protéjsky k tém nejzdkladnéjsim pojmum. Tady je struény piehled:

posloupnost a : N — R funkce f: R — R
diference Aa,, = ant1 — an derivace f'(z) = lim w
h—0
primitivn{ posloupnost AA, = a, primitivn{ funkce F'(z) = f(x)
neurcity soucet > a, = A, +C neurcity integrél [ f(z)dz = F(z) +C
J b
kone¢ny soucet ) a, = Aj41 — A; uréity integral [ f(z)dz = F(b) — F(a)
n=i a
0o J 00 b
fada Y a, = lim Y a, nevlastn{ integrdl [ f(z)dz = blim [ f(z)dz
n=i )70 p=g a — g

Struény uvod do problematiky a néjaké dalsi odkazy lze najit v [G]. Odstavce odpovidajici
diferencidlnim poc¢tum, integralnim poctium, resp. diferencidlnim rovnicim (jak je zndme z kurza
mat. analyzy I, II, resp. III) jsou diferencéni pocty, sumacni pocty, resp. diferenéni rovnice.

5.1. Diferenc¢ni pocty. Diskrétni verzi derivace funkce je diference posloupnosti. Diference po-
sloupnosti (ay,,) je posloupnost (Aa,,) definovand vztahem Aa,, = ant1 — an. Ne kazdd funkce mé
derivaci, zato kazda posloupnost mé diferenci. Pojem iterované diference je snad jasny. Definici
a obecné vlastnosti operdtoru A shrnujeme v nasledujici tabulceﬂ

Aay = ani1 — an f'(w) = Jim LI

A2, = A(Aan) = Adpir — Aay F'(@) = (' (@) = lim Lt L@
A(an+bn):Aan+Abn (f+g)l:fl+g/
A(C'an):C'Aan (C'f)/:C'f/
A(an'bn):an'Abn+Aan'bn+l (f-9)=fdg+fg

Méme namifeno ke konkrétnimu uziti diferené¢niho poctu, takze budeme potiebovat diference
nékterych uziteénych posloupnosti.

Uloha 39. Urcete diferenci (a) aritmetické, (b) geometrické a (¢) Fibonacciho posloupnosti.

(a) Pro aritmetickou posloupnost s distanci d ziejmé plati Aa,, = d.
(b) Pro geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ je Aa,, = a,-q¢ —a, = (¢ — 1)-ay,.
(¢) Pro Fibonacciho posloupnost plati Aa,, = a,, + an—1 — ap = Gp—1. O

1V kazdém diléim pitehledu budeme pro porovnani dopliovat odpovidajici vztahy ze spojitého svéta.
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Geometrickd posloupnost je exponencialni vzhledem k n a jeji diference je typové stejné.
Aritmetickd posloupnost je linedrni vzhledem k n a jeji diferenci je konstantni posloupnost.
Diferenci konstantni posloupnosti je samoziejmé nulova posloupnost. Obecnéji, pro posloupnosti

tvaru (16)), plati
r . r -1 .
An"=(n+1)" —n" ——rn’_1+7r(r2 )n”_2+---+1.

Vidime, ze diferenci se snizuje stupen exponentu o jednicku, ale vysledny vyraz vypada jaksi
komplikované. Pti nasledujicim uziteéném znaceni

n!

nﬁzzn(n—l)n-(n—r—kl):m

(18)

se snadno zduvodni, ze plati
Ant = r.pt=L

Zde jsme uvazovali r € N, ale definici n™ lze pfirozené rozsitit tak, ze predchozi rovnost plati pro
libovolné r € R[™
Podstatné zavéry dosavadniho uvazovani jsou:
Aqn:(q_l)qn (qm)/:lHQ'qm

Ant = r.pr=L (") =r-2" !

(19)

Uloha 40. V predchozim prehledu dokazte vSechny rovnosti, které nejsou na proni pohled zrejmé.
5.2. Sumaéni poéty. Posloupnost (A4,,) takovd, ze plati
AA, =a, H F'(z) = f(z)

se jmenuje primitivni posloupnost, piip. antidiference (ay). Kazdd posloupnost (a,) ma mnoho
ruznych primitivnich posloupnosti, vSechny se vsak od sebe lisi jenom o néjakou konstantu C' € R.
Obecné primitivni posloupnosti k (a,,) se Fiké neurcity soucet a znadi se

Sa,=A,+C H [ f(x)dz=F(z)+C

Duvod tohoto pojmenovani a znaceni by mél byt zfejmy z nésledujiciho. Nejprve uvddime dva
ziejmé dusledky , na které se budeme dale odkazovat:

Snlt= 7;% +C Ja"dz = —“::11 +C (20)
Yat=5+C [ de = +C

Pro libovolnou posloupnost (a,) uvazme posloupnost (A,,) definovanou jako
Api=a;i+ a1+ +an-1,

kde i < n je celkem libovolné. Potom zfejmé plati, ze AA, = a,, tudiz obecnou primitivni
posloupnost k (a,,) muzeme vyjadrit jako

[f@)de = [ f(t)di +C

a

n—1

San= > ar+C
k=i

Jako bezprostiedni dusledek téchto pozorovani dostdvame nasledujici analogii Newtonovy—Leibni-

zovy vety:

12P1o r = 0 se vezme n? = 1; pror = —1,—2,... se definuje n” :

I'(n+1)
T'(n—r+1)"

= W, pro necelociselné hodnoty r

se pouzije gamma funkce n’ :=

=
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Véta 11 (Zakladn{ véta diferencéntho poctu). Pokud je (Ay,) primitivni posloupnost k posloup-
nosti (ap,), potom plati

ki_ ar=Aj— A || [f@)de=F(b) - F(a)

Pokud pro danou posloupnost umime vyjadrit jeji primitivni posloupnost, diva nam tato véta
slibovany alternativni navod, jak piimo (bez jakékoli indukce) vyjadfovat libovolny jeji soucet.

Uloha 41. Urcete n-tj soucet (a) aritmetické, (b) geometrické a (c) Fibonacciho posloupnosti.

Ve viech tfech piipadech umime vyjadiit a, pomoci n a tato zévislost je bud mocninna nebo ex-
ponencidlni. Podle (20) tedy umime najit primitivni posloupnost A,, a podle véty [11| pak muzeme
urcit kterykoli soucet se nam zlibi. Napi. vyjadfeni n-tého ¢astecného souctu geometrické posloup-
nosti a, = a1¢" ! vypadd podle tohoto nivodu nésledovné:

n 0 n_ 1

Zak—al
q

Zakzal d —ai zalq . O
g—1 g—1 g—1

k 1

+C,

Posloupnosti v predchozi tiloze umime celkem pohodlné seéist i bez diferenéniho poctu, takze
nam tento postup nemusi prijit Gplné atraktivni. Pravé nabyté dovednosti bychom vsak méli
docenit v pripadech jako napt. (17)), které se bez napoveédy fesi dost tézko.

, n
Uloha 42. Uréete soucet Y. k2.
k=1
Primitivni posloupnost k posloupnosti (n?) z hlavy nezndme. Pomoci nt = n a n2 = n(n — 1) se
viak n? d4 vyjadiit takto:
n? = (n* —n)+n=n2+nk
Podle tedy ur¢ime primitivni posloupnost
n2

Y n?= —+—+C

Podle véty m [11] uz jenom dosadime meze

2 3 2
_(n+Dnn-1) (n+1)n ~n(n+1)(2n+1)
= 3 R -0-0= 5 .

Na zavér jesté jeden problém, o némz jsme se zacali bavit v tloze

Uloha 43. Uvazujte mapu tvorenou vihradné primkami. Urcete kolik nejuyse oblasti muzZe bijt
vymezeno prdavé n primkami.

Jedind piimka vymezuje prédvé dvé oblasti; dvé piimky vymezi nejvyse 4 oblasti (pravé kdyz
jsou ruznobézné); tii piimky vymezi nejvyse 7 oblasti (prdavé kdyz jsou kazdé dvé navzdjem
ruznobézné). Obecné, priddme-li k n pfimkam na mapé jednu daldi, muzeme dostat nejvyse n + 1
novych oblasti. Odpovidajici posloupnost je (a,) = (2,4,7,...), pficemz

Upt1 = an + (n+1).
Otédzka zni, jak odtud vyjadiit a,? Definujici rovnost muzeme piepsat

Aa, =n+1,
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odkud podle (20) plyne
2

an:E—l—n—i—C.

2
Protoze a; = 2, musi byt C' = 1. Celkem po tpravé dostavame
2
2
a, = % O

5.3. Diferenéni rovnice. Reseni tlohy muzeme interpretovat jako feSeni jednoduché dife-
renéni rovnice prvniho fddu (Aa, = n + 1) s poc¢atetni podminkou (a; = 2). Obecné diferencni

rovnice prviniho, druhého, ... fadu jsou rovnice tvaru
Aan = p(n, an) f'(@) = p(@, f(2))
A’ay = p(n, an, Aay) f"(@) = ¢(z, f(2), f'(z))
kde ¢ je néjaks funkce dvou, tiech, ... proménnych. Rozepsanim A, A2, ... Ize kazdou diferenéni

rovnici psat jako
Up41 = ¢(n, an)7

Ap42 = w(n, Ap,y an+1)a

To jsou zndmé rekurentni vztahy, se kterymi jsme se potkali jiz mnohokrat.
Uloha 44. Najdéte v tomto textu dalsi rekurentni vztahy, resp. diferencni rovnice.

V dloze [14] o Hanojskych vézich jsme méli posloupnost (a,) popsdnu rekurentnim vztahem, resp.
diferen¢ni rovnici

1 = 2a, + 1, resp. Aa, =a, +1

s poc¢atecni podminkou a; = 1. Podobné, aritmetickd, geometricka a Fibonacciho posloupnost jsou
urceny rekurentnimi vztahy, resp. diferenénimi rovnicemi

Gpt1 = an + d, resp. Aa, =d,
Unt1 = G- an, Tesp. Aa, = (¢ — 1)ay,
Gpt2 = Qpt1 + Ap, TESP. A%a, = a, — Aa,,. O
Vsechny uvedené vztahy/rovnice maji spole¢né to, Ze jsou linedrni, tzn. jednoduché. Ukézeme

si, jak najit feSeni téchto rovnic piimo, tj. bez matematické indukce. Linearni diferen¢ni rovnice
jsou rovnice, které je mozné piepsat ve tvaru

Ap+41 :kn'an""rn f’(I):k(I)f(I)-i-T‘(I)
Ap+2 = kn *An+1 + ln cAp + Tn f”(x) = k(m) f’(iﬁ) + l(m) f(.T) + T(.T)

kde koeficienty (ky), (In), () jsou néjaké posloupnosti. Pokud je r, = 0, pak se rovnice jmenuje
homogenni a pravé s témi zacneme.

Uloha 45. Najdéte v predchozim vyctu homogennit linedrni diferenéni rovnice a urcete jejich
obecnd Tesend.

7 uvedenych rovnic to jsou pravé rovnice popisujici geometrickou a Fibonacciho posloupnost.
V obou piipadech jsou vSechny koeficienty konstantni, coz délé ilohu vyrazné jednodussi. Obecnym
feSenim rovnice

Ap4+1 = q-anp
je kazdd geometrickd posloupnost tvaru a,, = C-¢™, kde C € R je libovolnd konstanta.
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Z piedchozi rovnice plyne, Ze a,42 = ¢*-a,, coz mé nasledujici uziteéné disledky: Pokud by
kvocient ¢ byl fesenfm algebraické 22 = k-x + [, potom by geometricks posloupnost ¢” ziejmé
byla fesenim diferen¢ni rovnice

pto =k-apy1 +1-an.
Pritom kazdy jeji ndsobek by taky byl feSenim a pro dvé ruznd feSeni by také jejich soucet byl
feSenim. Odtud plyne névod, jak hledat obecné feSeni rovnic tohoto typu, ktery demonstrujeme
na rovnici popisujici Fibonacciho posloupnost,

Gni2 = Uni1 + Gy, (21)

Uvazujeme feseni tvaru a,, = q", jez po dosazeni do této rovnice dava algebraickou podminku na
hodnotu kvocientu ¢:

> =q+1, neboli¢g> —q—1=0. (22)
Tato rovnice mé dva ruzné reilné koteny

14++5
TR

q:

Obecné feseni diferen¢ni rovnice je tedy tvaru

ancl<“2\/5> +02<1\/5> , (23)

2
kde C1, Cs jsou libovolné konstanty. O

Uloha 46. Vyjdadrete n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti v uzavieném tvaru.

Fibonacciho posloupnost je jednoznaéné urcena diferenéni rovnici s pocatecni podminkou
ag=1a ay=1.

Obecné feseni mame vyjadfeno v a koeficienty C1,Cs € R jsou jednoznacné vymezeny

pravé témito podminkami. Po dosazeni dostdvame C; a Cy jako feSeni soustavy dvou linedrnich
rovnic o dvou neznamych:

Cl =1la Cg =—1.
Dosadime zpét do , porovname s vyjadienim v tloze a s mimofradnym uspokojenim pod-
trhneme vysledek. O

Uloha 47. Najdéte v predchozim vjctu nehomogennd linedrni diferenénd rovnice a urcete jejich
obecnd Tesent.
Velmi specidlni rovnice tohoto typu jsou rovnice popisujici aritmetickou posloupnost a rovnice
z tilohy [43] Specidlnost spociva v tom, Ze obé tyto rovnice lze vyjadfit ve tvaru
Aa, =1y,
tudiz obecné feseni je a,, = > 1, + C, kde C € R.
Dalsim prikladem nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice je rovnice
ap+1 = 2a, +1 (24)

z ilohy [T4) o Hanojskych vézich. Obecné feseni homogenizované rovnice an 41 = 2ay, je tvaru C'-2"
s libovolnym C' € R. Pokud uhodneme/najdeme jedno jediné feseni p,, puvodn{ rovnice , pak
obecné FeSeni této rovnice bude tvaru

a, =C-2" + p,.

Protoze v rovnici (24) jsou vSechny koeficienty konstantni, jisté bude mit tato rovnice néjaké

konstantni feseni. Jediné konstantni feSeni je p, = —1, tudiz
a, =C-2" -1
je obecnym fesenim ([24]). O

Uvédomte si, ze feseni tilohy [[4] je jednoznaéné vymezeno poéateéni podminkou a; = 1, coz po
dosazeni a upravé dava C' = 1...
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5.4. Poznamky. Néavod v feSeni tlohy Ize samoziejmé zobecnovat pro dalsi posloupnosti
tvaru . V této souvislosti potiebujeme hned zkraje FeSit nasledujici dlohu, kterda muze byt
zajimavé sama o sobé:

Uloha 48. Vyjddrete n” jakozto linedrni kombinaci nt proi=1,...,r.

7 ptedeslého vime, ze
nt = nl, n? =n2+nt
Podobné se zduvodni, ze
nd=n2 4302 +nd, nt =nt 4602+ 2Ll .
Zajimavou diskuzi k moznému zobecnéni lze najit v [G]. .. O

Uvédomte si, ze s vétou|L1]jsme se obecné nezbavili problému, ktery zminujeme pfed dlohou
Tato véta jej vSak transformuje na problém, zda lze primitivni posloupnost k dané posloupnosti
vyjadiit v uzavieném tvaru, ¢i nikoli.

Uloha 49. Dokazte, zZe pro Zddné r > 0 neumite vyjddrit primitivni posloupnost k posloupnosti

Ay = % v uzavieném tvaru.
n

Nejen, ze to neumime — ono to opravdu, ale opravdu nejde! Nicméné, pfi experimentovani s timto
tkolem si pravdépodobné kazdy vsimne, ze
1 1 1 -1

n n+l n nn+1)
takze aspoi muzeme alternativné vytesit tlohu 24fb). ..
Kvadratickou rovnici lze ekvivalentné prepsat takto:
1 1—9q
1-¢ ¢
Duvodem tohoto prepisu je, ze tady rozpoznavame definici zlatého f’ezuH Ten se — stejné jako

Fibonacciho posloupnost — objevuje v mnoha matematickych zédkoutich, procez si o ném snad
jesté néco fekneme. . .

(25)

Pokud narazime na linearni diferenéni rovnici, kterd nema konstantni koeficienty, pak nemuzeme
predpoklddat existenci konstantniho feseni, jak jsme to délali v Feseni tlohy 7] V takovém pripadé
tézisté tlohy tkvi prave v nalezeni néjakého jednoho partikuldrniho feseni (podobné jako tomu bylo
v ¢asti|l] o linedrnich diofantickych rovnicich). Tento problém tady nehodldme piili§ rozmazavat,
ale méli bychom si aspon uvédomovat, ze existuji ruzné metody, jak si s nim poradit. Tak jako
v celé této ¢dsti, spousta ndpadu je analogickd tomu, co znate z matematické analyzy:

Uloha 50. Vzpomernite na nékteré metody resent linedrnich diferencidlnich rovnic a zkuste je
aplikovat k doreseni napr. diferencni rovnice (24)).

Mnoho a mnoho diferenénich rovnic, resp. rekurentnich vztahu muzeme potkat téméf na kazdém
rohu. Vzpomente, ze napt. nékolikrdt zminovana Fibonacciho posloupnost odpovida neomezenému
rustu idealizované nesmrtelné krali¢i populace. Rekurzivni iivahy se pfirozené objevuji také u rady
kombinatorickych 1loh; zde je nékolik ukézek [L]:

Uloha 51. Hdzeme n-krdt néjakou minci. V zdvislosti na n vyjdadrete pravdépodobnost, Ze néekdy
behem hdzeni padne panna dvakrdt za sebou.

Uloha 52. Kolika zpusoby lze rozmistit n véZi na Sachovnici n X n tak, aby se véZe navzdjem
neohroZovaly a soucasné aby platilo nékteré z ndsledujicich omezeni?

(a) Aby Zddnd véz nestdla na hlavni dhlopricce.

(b) Aby rozmisténi véZi bylo symetrické podle hlavni uhlopricky.

(¢) Aby rozmisténi vézi bylo symetrické podle stiedu Sachovnice.

(d) Apod.

13http ://en.wikipedia.org/wiki/Golden_ratio
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6. ZATIM NEZARAZENO

Dlazdéni roviny pravidelnymi mnohouhelniky. Kazdy umi vydlazdit rovinu jenom pravi-
delnymi trojuhelniky, nebo ¢tyithelniky, nebo Sestithelniky. Pokud uvazujeme dlazdéni, kde se
stiidaji ruzné typy pravidelnych mnohothelniki, pak objevujeme nové a nové moznosti. Kupo-
divu jich vsak neni az tak mnoho. ..

Uloha 53. Kolika zpusoby je mozné vydldzdit rovinu pravidelngmi mnohothelniky (riznych typi),
které maji shodné strany a potkdvaji se ve vrcholech?

Pii rozboru této ulohy narazime mimo jiné na nékolik diofantickych rovnic typu:
1 1
—+ -+ =w, (26)
xr oy
kde w je néjaké racionalni ¢islo. . .
Symetrie periodickych vzoria. U periodickych dldzdéni roviny pozorujeme ruzné typy symetrii.
Pokud rozdélime takova dlazdéni podle toho, zda maji nebo nemaji stejné symetrie, pak z jistého
divodu téchto skupin urcité nebude vic nez 17. ..

Jednodussi verze tohoto problému se tyka symetrii tzv. frizovych vzoru, coz jsou vzory, které
se periodicky opakuji jenom v jednom sméru, viz obr.

Uloha 54. Dokazte, e z hlediska symetrii existuje pravé 7 typi frizovych vzori.
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OBRAZEK 11.

Kvadratura mnohotihelniku.

Uloha 55. Rozdélte kitz na obr. (tvoreny péti shodnymi ctverci) dvéma Tezy na nékolik cdsti
tak, abyste z nich slozili jeden ctverec. [Ko
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OBRAZEK 12.

Konstrukce ¢tverce se stejnym obsahem jako mé dany rovinny dtvar je tzv. problém kvadratury.
Tady bychom si méli pfipomenout, ze s eukleidovskym pravitkem, kruzitkem, p¥ip. nuzkami umime
kvadraturovat libovolny mnohotihelnik. . .

Po kratkém experimentovani a nasledném rozvazovani muzeme prohlasit, ze dokonale rozumime
nasledujicimu tvrzeni:

Véta 12 (Wallaceova—Bolyaiova—Gerwienova). Dva mnohothelniky maji stejng obsah prdvé
tehdy, kdyz jeden lze rozstrihat na ¢édsti, z nichZ lze sloZit ten druhy.

S témito poznatky muzeme snadno sestrojovat svoje vlastni dikazy nékterych znamych tvrzeni
tykajicich se rovnosti obsaht, jako napi. Pythagorovy véty. Na obr. je predstavena jedna z
mnoha moznosti kvadratury obecného trojihelniku.

OBRAZEK 13.

Kvadratura kfivych oblasti. Kromé libovolného mnohothelniku je mozné kvadraturovat také
fadu oblasti s kiivou hranici. Klasickymi piiklady jsou Archimédova kvadratura parabolické tsece
v tloze [30] nebo kvadratura Hippokratovych pulmésict v tloze nésledujici.

Uloha 56 (Hippokratovy pulmeésice). Dokazte, Ze nad libovolngm pravouhlym trojihelnikem plati,
Ze obsah pulmésicu vyznaceniych na obr. (14| je stejny jako obsah trojuhelniku.
Kvadratura kruhu a dalsi slavné problémy starovéku. S kruhem je to samoziejmé jiné —

kvadratura kruhu je jeden z nejslavnéjsich problému starovéku.

Uloha 57 (Kvadratura kruhu). Zdivodnéte, proé neni mozné kvadraturovat kruh eukleidovskym
pravitkem a kruZitkem.
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OBRAZEK 14.

Do této skupiny problému patif jesté problém zdvojeni krychle (konstrukce krychle s dvojndsobnym
objemem jako dand krychle), problém trisekce thlu (rozdéleni daného ihlu na tfetiny) a s nim
souvisejici problém konstrukce pravidelného n-tthelniku. . .

Zdvojeni krychle je obecné nemozné a pokud rozumime uloze pak zduvodnéni je nabiledni.
Zbylé dva problémy jsou ponékud subtilnéjsi, protoze nékdy fesitelné jsou a jindy ne! S problémem
trisekce tihlu souvisi nasledujici tloha:

Uloha 58. Libor narysoval kruznici se stredem S a body A, B, C, D, viz obr. . Zjistil, zZe usecky
SC a BD jsou stejné dlouhé. V jakém pomeéru jsou velikosti ihlu ASC a ABC? MOl 60. roénik]

C

OBRAZEK 15.

Konstrukce pravidelného n-uhelniku evidentné souvisi s problémem trisekce uhlu, akorat jsme
podstatné redukovali mnozinu uhli do diskuze. V [E] najdeme konstrukce pro n = 3,4,5 a 15. Pro
kazdy sestrojitelny pravidelny k-tthelnik, neni problém sestrojit taky pravidelny 2k-ihelnik. Tzn.
tloha je fesitelnd také pro n = 6,8,10,12,16,20 a dalsi. Obecna charakterizace sestrojitelnych
mnohothelniku je znamé teprve z prelomu 18. a 19. stoleti:

Véta 13 (Gaussova—Wantzelova). Pravidelny n-thelnik lze sestrojit eukleidovskym pravitkem
a kruzitkem prdvé tehdy, kdyz n je soucinem libovolné mocniny 2 a navzdjem ruznych Ferma-
tovgch prvocisel.

Fermatovo prvocislo je prvocislo tvaru Fj = 22" + 1. K dnesnimu dn je zndmo pouze pét
Fermatovych prvocisel: Fy = 3, F1 = 5, Fy, = 17, F3 = 257 a F; = 65537. Uloha sestrojitelnosti
pravidelného n-ihelniku tedy neni feSitelna pron =7,9,11,13,14,18,19,21,...

Uloha 59. Sestrojte co nejvic ruzngch pravidelnych mnohothelnikii.
* ok %

1499, listopadu 2013
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Objemy hranoli a jehlanti. Trojrozmérnd analogie véty pro mnohostény a jejich objemy
obecné neplati! Pro rovnobéznostény sice takova analogie plati, ale tfeba pro jehlany ne. Obecna
charakterizace takovych dvojic téles, pro ktera to plati, je netrividlni a tudiz potencidlné zajimava!
Tento problém najdeme na vyse zminovaném Hilbertové seznamu pod ¢&islem 3. ..

Uloha 60. Dokazte, Ze rovnobéznostény se stejnou zdkladnou a stejnou vyskou maji stejngy objem.
[El, XT1.30]

OBRAZEK 16.

Problém s analogickym tvrzenim pro jehlany spoc¢iva v tom, ze obecné nelze dokézat bez néjaké
formy infinitezimdlnich tvah, viz [E, XIL.5]. Na dvod muzeme vyftesit ndsledujici piipravnou
tlohu:

Uloha 61. V trojbokém jehlanu ABCD jsou body E, F', G, H, K a L po tadé stiedy hran AB,

BC, AC, AD, BD a CD, viz obr.[17 Dokazte, Ze hranoly EBFGHK a GFCHKL maji stejny
objem. [E, XII.3]

D
H
A = c
F
B

OBRAZEK 17.

Objem koule. Odpovéd na otdzku, jak by se mél vyucovat objem koule, najdeme u Archiméda:

Véta 14 (Archimédova). Objem koule je roven dvéma tietinam objemu opsaného vdlce.

Po nékolika pfipravnych a velice zajimavych tivahdch se v dukaze tohoto tvrzeni nakonec objevuje
nasledujici jednoduché planimetricka 1loha:
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Uloha 62. Na obrdzku obr. deli dsecka AC fialovy obdélnik na dva stejné cétverce, bod S je

libovolny bod na AC' a bod Q, resp. O oznacuje prusec¢ik SM s modrou ihloprickou, resp. s cervenou
kruznici. Dokazte, Ze plati

[MSJ?-|SA| = (|OS]” +|QS[*)-|CA.

OBRAZEK 18.

Dalsi diofantické rovnice.

Uloha 63. Dokaste, Ze libovolnd diofantickd rovnice typu md jen konecéné mnoho kladnych
celociselngch Tesent.
Uloha 64 (Pythagorejské trojice). Najdéte viechna kladnd celociselnd resent rovnice x*+y? = 22.

Uplné charakterizace vSech feSeni je nasledujici:
Trojice x, vy, z je feSenim diofantické rovnice pravé tehdy, kdyz

r=2mn, y=n>—m? z=n?+m?,

pro néjaka piirozend ¢isla m < n. Navic ¢isla z, y, 2z jsou navzijem nesoudélnd pravé tehdy, kdyz
m,n jsou nesoudélnd a maji opacnou paritu. . . O

Varianta pfedchozi tlohy:

Uloha 65. Dokazte, Ze rovnice x2 + %> = 2™ md kladné celoéiselné veseni pro libovolné n =
1,2,3,...

Podobné vyhlizejici, mnohem tézsi a taky nejslavnéjsi ze vSech diofantickych rovnicﬂ

Uloha #66 (Fermatova). Dokazte, Ze pro n > 2 nemd rovnice ™ + y™ = 2™ Tedeni v oboru
prirozengjch ¢isel.

15http ://cs.wikipedia.org/wiki/Velk}C3%A1l_Fermatova_v’C4%9Bta


http://cs.wikipedia.org/wiki/Velk%C3%A1_Fermatova_v%C4%9Bta

MA2MP_SMR2 29

Ijlohy s pohybem.

Uloha 67. Dwva turisté strdvili cas mezi tieti a devdtou hodinou odpoledni na prochdzce. Nejprve
Sli kus cesty po rovine, pak do kopce. Na vrcholu kopce se obrdtili a po stejné cesté se vratili zpét.
Po roviné sli rychlosti ¢tyri mile za hodinu, do kopce tri mile za hodinu, z kopce Sest mil za hodinu.
Urcete vzddlenost, kterou urazili.

Ddle urcete s presnosti plus minus pul hodiny éas, kdy stanuli na vrcholu kopce. [C]

Vsimnéte si, ze hodnoty v zaddni nemohou byt libovolné, aby se iloha dala dofesit. . .

Uloha 68. Franta si vyrazil na vylet do Olomouce. Z hlavniho nddrazi se vydal pésky do mésta.
Po cesté si vsiml, Ze v protisméru jej miji tramvagje s intervalem 10 min 48 s a tramvaje jedouct ve
smeéru chuze jej miji s intervalem 13 min 30s.

Pozdéji Franta zjistil, Ze tramvaje vyjizdély v obou smérech ve stejnijch intervalech a pohybo-
valy se stejnymi, a to konstantnimi, rychlostmi. Vzhledem k tomu, Ze se Franta také celou dobu
pohyboval konstantni rychlosti, snadno spocital interval, v jakém tramvaje vyjizdély. Zjistéte, co
Frantovi vyslo. [V]

* k%

Poctivci, padousi a dalsi. Poctivci mluvi vzdy pravdu, padousi vzdy lzou, ...

Uloha 69. Na ostrové poctiven a padouchi se ocitnete na rozcesti — jedna cesta vede ke zdroji
pitné vody, druhd vede do zdhuby. Po chvili se objevi dva domorodci. Zjistéte pomoci jediné otdzky,
kterd cesta je ta pravd. [Sm]

Taky se muze stat, ze domorodci sice rozumi nasi fec¢i, ale odpovidaji tak, Ze nerozumime my.
Vibec nejhorsi je, kdyz jsou mezi puvodnim obyvatelstvem také tzv. normalni lidé, ktei{ mohou
odpovidat jakkoli bez ohledu na to, zda mluvi pravdu nebo ne.........

* % %

Dalsi nezarazené dlohy.

Uloha 70. Dua kolegové, A a B, hledaji celd c¢isla, x a y, obé vétsi nez 1. A znd soucin T -y
a vi, Ze B znd soucet x + y, B znd soucet a vi, Ze A znd soucin. Podle predchozich informact
a nasledugictho rozhovoru, uréete ¢isla x a y.

A: , Nevim, kterd to jsou éisla.“

B: ,, To jsem védél. “

A: |, Tak jd uz vim!“

B: |, Tak ja uz taky!*

Uloha 71 (Archimédova). Dvé mensi kruznice se navzdjem dotgkaji zvenku a kaZdd z nich se

dotgkd zevnitt treti, vétsi kruinice, pricemZ stredy vsech tri kruZnic leZi na jedné primce, viz

obr.[19 Zndme délku tétivy velké kruznice, kterd prochdzi spolecnygm bodem dvou mengich kruZnic.
Urcete obsah plochy, kterd je ohranidena témito tremi kruznicemi. |Pol

Uloha 72. Napiste nekolik cisel tak, Ze kaZdou z deseti éislic pouZijete prdvé jednou a soucet
téchto cisel bude prdvé 100. [Pd]
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OBRAZEK 19.
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