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4.1. Definice : Oznaéme £ mnoZim viech mezer a dedekindovskych fezii 1.druhu v mnc
$ind R raciondlnich disel MnoZinu E nazyvdme mmoZinou redinych Cisel , prvk
: o . v ¢ ‘,-- s v ‘
mnoziny E se nazvvaji reaing Cisla
 Jeli ae E dedekindovsky, nazveme jej rg_.q;g?}éﬁimmi@éﬁm , je-li mezerou, ‘nazy

me jej - iraciondinim rezem .

{ P o z na m k a2 Jelitedy a= [A1 A,] libovolné redlné éislo, neobsahuje hornt tfida

% mremer 2

A, tohoto fezu nejmensi prvek

R P N A K 0 B ka1 0 s e <M e v e g g gt P Ak S o et b e o s S i PECTRSESE Ny R

42“__Yé‘ta' Definujme relacz < na mnoémé E takm : Pro oa= [A 4 ] b = {3 B ]
plaii a <5t prdvé. tehdy, kdvije A, S B, . Pakje < uplné usporadani na
mnozmé B e T L S i i B

Dfikaz: zfe;my."

--3 Deﬁmce QOznadme R* mno¥inu viech kladnych racionalnich &isel. Pak je

[R —R*, R*] reélne c‘xslo které- oznaé,me symbolem 0. a na,,yvame je (re-

dlnou) aulou . .

Realné &islo a se nazyva kiadné , Je-h a> 0 a za_z_)_g, JJeli a <0

 Znatime tedy stejnym symbolem nulu v mnoZing racionalnich ¢isel i nulu v mnoZire

‘reélny?ch isel. Z kontextu viak bude vidy ziejmé, o kterou nulu jde. Pozdéji tata dvé ¢isla

opét ztotoinime. {Je zfejmé, #¢ 0 ¢ E je racionalni fez) .

ot b L T s e TV —— - e S e e e sSS ATV A PR

m Budte a= [—41,14 ] [Bl BZ] libovolnd redind czsla Polozme
| C’Z= a+b‘a€42: EBQ k Cl“'R—Lz Pak]e C [CI,CQ.} EE .

i g RS+ B o o et

e A e i 1 " AL TN b S s 2 e e e 4155 b

Dikaz: Poti‘ebujeme zfejme dokazat ze (1) C, # q> Cz R, (2 C-z‘ je
konec v R-, (3) C2 neobsahuje nejmensf prvek . ' .'
(1) Budte ’Y¢ A, ,BeB, libovolné . (Protoze jsou a.b fezy v R.je

A2 + ¢ % B, -atedy takow prvky existuji). Pak je o+ Be Cy ,takie C; %0 .

© Tsou-li ~§ ed;-; € B, libovelné (takove prvky ze ste;nén_o davodu také emstu—

31) Je §<o< prokaéde aeA §’<5 prokaﬂde 6632 ,takfie E’*§'<7

'_ pro kazdé veC, a tedy C, ¥ R.




(2) Tﬁzeni, 5_‘:6 C, je konec v. B ie zfeimé, nebot’ A,.B, jsbu koncev R.
Rt 1 Bud fyé C, libovolny . Pak existuji o eﬁAgA ,BeB, tak, s v = cx_-';L 8.
Prvek « ale nenf vnejmen’éi v A, af nenf nejmen¥ v B, , take existujl prvky |
o, €Ay, B B, 0 <o B, <§. Pakje 7, =a* B; <7v, 7 €C,, takZe ani v ne- '
ni nejmendi prvek v C, . | '
 Véta j€ tim dokazana.

Nyni miifeme definovat: stitani reAlnych Sisel takto :

: Deﬁniic.’f"‘ . Bu.d't.e a={4,,4,], b=1[B, ,BZ] hbovolna realna. csta Polozme
Lo & ia+§1ae‘x‘12,ﬁ-€3'z’} -:_Cl‘—‘"‘R —Cs.
Pak klademe o arb =[0G Ea % .;wﬁ..v_,_!

Nasledujict tvrzeni je zfejmé :

: ié Vétai Budte ab,c libovoind redInd disla. Pak pldrz‘

]

(a) a+b=b+a : (komutarivni zékon)
: (b)Y a+rfb+tc)=(a+bl+c (asociativni zdkon)

K diikazu monotonnosti séitini realnych &sel potfebujeme nasledujici tvrzeni :

e Ve

R e R

= 4, 7 Véta j Bud" a= [.A A ] Zzbovofné reaZne czslo ¥ bua’ 7zbovolne kladne raczozzalxzz

W

czvlo Pak exzsmn czsla oz € A1 ) ;3 € Ay tak, ze - "ﬁ,'u S £

S Hol -‘ T

"3 h-.iu!i-hvﬁ—r

D it k az:. Zvolme oy eAl, Bo € 44 hbovo]ne Pak je ﬁo — Qg > 0 Protoze :

je v >0, existuje takove- pr.rozene islo n, 2e ny> By — o , takie

ao + 1y .> ﬂo- . I’ak ale g, ag * ¥, 0 T2y, , 0 F ny i€ koncéné posloupnost ra-

cxonalmch &sel takovd, Ze ac €Ay 0y F }17 edy . Bud' 0<I<n-1 ~nejvét§1 celé

dislo takove, fe ag + Iy e 4; " Pak je agF(I+1)yved,, takze k' koonéem dﬁkazu N

stalf poloZit o= oy *ly, =0y *(1+ 1)y .

A W e (oG R T Py A e vx--:a«-u}.—i—w«*ppﬁmd ....,.«..

4 8 ‘véta s Buﬂte a, b,,. !ibovolm realmz (‘,sia fe—Jz a << b Ze a ﬁ.ﬁ.ﬁ aif‘l_._

ATV AT P i S aaye

Du.kazﬁ Necht a= [AiA] b—«{B,,BZ] ¢ =[C;.C;]. Jeli d<b,j€
- Ay T By takze 32 C A, Oznacme a+c=[DyD,]b+c= [ﬁI:Ezl'
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Kamd
1

' Potfebujeme tedy dokazat ie D1 CEq; . Ez a5
‘ Je ziejme, te E, _D2 Podie piedpokladu je B, C A2 5 takie existuje
o, €A, — B, ,ti. oy € B, . Protofe viak A, nema nejmen3! prvek, existuje o, € 4, , -
o, <a. Protoe je B, zaldtek v R .je «, € B, . Nyni pl_atl' o — ay >0, takze podle |
véty 4.7. existuji prvky 7, SO vs € C, takové, Ze oy — d2 S =y i,
a vy, =, *, . Plati vlak a, + v, € D, ; pro libovolné &€ £, je nyni £ =0+, kde
BeB, ,ye(C,, B>y ?7>-7;"Jeted_y E=f+y>a fy, Tt vy, takie
ay * v, ¢ E; . Tim je véta dokézéna. :

e i b AR S

4 9 Véta i Bud?e a, b € E lzbovolna realna Cisla. Pak exzstu]e prdve" ]edno redlné czslo x

. takové, Ze a+x=b,._ - . PR N g
Dikaz: Zfejmé staél Dolomt x=[X,X,],kde X, = {[3 -« l BeB,,

wedy X, = R X

- 4.10. Deﬁmce . Budte b libovolni redlna ¢isla. Redeni rovnice a + x =4 Zﬁaéime symbdl‘e-
b — a a nazyvame je rozdflem &sel ba (v-tomto pofadi) .

éiélo 0 — a znadime struéné —a a nazy’zvénie je tislem oggég}fpg K dsly a.

Je ziejme, Ze pro rozdll dvou redlnych cxsel je snadné odvodit véechny bé&iné vlasfﬁdsti
Emdentni je rovnéz fakt, Fe. lo a fe kladné (4. a >.0) pravé tehdy, kdy? czslo Zaje.”
zdporné, | tj —a < 0); -f—-a‘) -a _apod. ' ‘

Analoglcky Jako souéet se deﬁnuje i soucm realnych Cisel. Predevsun plau

i

41 11 Véta E Budte a= [AI,A ] b= [BI,BQ] Zzbovolna realna é’zsla Poloéme
icx B l o eﬁz 5B € Bz} Cy = R Cf,_ Pak je [€..C;1 realne czslo

D ! k Az Zcela analoglcky, Jako dﬁkaz vet ty 4 4
. Nyni je opravnénd nésle_:dunm definice :

4 12. Deﬁmce : Bud"te 4= [AI,AZ] b = [B1,32] hbovolna reélna msla Utvorme [C'I.C’2

Jako ve vété 4. 1. Pak deﬁnugeme e
d 2 b o= [Cl,,CQ,] 3 Mok
Aa). b=a.(-b):=—(a.b) '

R A B % 5 P




fm—'dn«-m.w -~v....~a4..-r..._,.q;¢ A3 e Sz I Ry

4 13. Véta '’ i Bud?‘e a.b,e lzbovolmi rea-lna cz’sla Pczk platz

e T L K S P it Rt A €

S

Dikaz nasledujiciho ‘tyrzeni je zieimy.

.,(1)' _a b=b.a. : (komuz‘az‘zvnz zakon)
(2). a. (b, c)= (a bi.c : , (asociatzvnz zakon) j
3y a. (0 + ¢)=a . bta. e . v (’dzsmbutzvm zakon) ‘ % ‘

(4) a. 0 prave tehdy /cdyl, a= 0 nebo b 0. ' !

TR A e e e R ey Y T 2 A amte o Ko

S0 w120

st

i 4_.14_. Véta Bua’z‘e a, b € E' aF0, Zzbovolna realna éisia. Pak ewzstu]e prdve ]edno zea[ne '

- ST S Lt R IR R R

_.Cislo x_takove, ze RS B ST e e s w~ ki i

niiiv

D u k az: Jeli b=0,je podle véty 4. 13 Jedmym fedenim rovmice a . x =
Uslo x =20, Necht’ tedy b %0 . Predpokladejme naphklad Ze a >0 b >0,

a=[4;,4;], b = [B,,B,] * Poloime X; {5f5532 ,ozeAz} , Xy =R ~ X,. Dikaz
- toho, Ze dslo x = [X,,X;1]e hiedané tislo, je zieimy. :

Jei nékters z Cisel a,b zéporné, je dikaz zcela analogickf’j’r,

Nyni Je jiz zf‘ejmé jakym zpilisobem lze vybudovat aritmetiku realnych c1sel Nym
dokazeme néktera tvrzem tykaij se strukiury usposddani na o

4 15 Vétat1 Bud ¢ * M € E libovolna mnosina realnych Cisel. Pdk plaz‘z

3
(1) Je-li M 'r'dola ohranicend, exzsru]e inf M 50 K } ‘
o i -l

(2) Je—lz M ,s'hora ohramcena exzsz‘u]e supEM

e bl Ve 2 F Py ] L T = S

Pa.k bude a=infM.

Dfika z: 1) Necht" M je zdola ohram'éené. Ponévad? je E podle véty 2.4.
1etézec 3tac1 ztejmé dokdzat, (viz definici I., 7. 13 ze ex1stuJe takova dolni.
zavora a mnoimy M, ze ke kazdemu X € E x>a, ex;stu;e prvek vy e M ¥ <x .

!

Polozme A, = {a! aeR, emstuje [Xl,Xz]eM tak, Ze anz} Ay =R — A2 ;

_Dokiieme Ye a= [4;,4, 1= znf M.

(a) Nejprve dokdzZeme, Ze '[4, ,A ] Je reélne tislo, ti. Ag ¢, A, *R Az je-

konec v’ R a Az neobsahuje nejmendi prvek.

Protoze je M *¢,jei A2 * [ nebof’ ex1stuje [Xl,Xz] eM X2 ¢ .

Podle predpokladu Je M zdola ohraméené take exxstu;e y.= [YI,Y2] eE tak Ze

y <x pro katdé x e M . Pak ale pro libovolny prvek 3 E €Y, je E¢A4,, takfe. Az *R J




= {0 1100VOoIne, rrofoze ¢xis-

P
g =

Bud nyni o A, lbovolny prvek a volme £ ¢ X

IV

Ctuje [X,,X,] eM tak, ie we X, 2 X, jekomec ¢ R,jenutné £eX, atedyi

‘ Eed, . Jetedy A, konecv R. |

' Bud nynl o€ /4.'1 libovéln*# je ae X, pro vhodny prvex {}x;,‘ 2leM.

Protoze vsak X, neobsahuje nejmendl Drvek existuje fe X, , B < o Pak jeale Bed,.
a A, tedy rovnéZ ne obsahuje neJmPn svek.

Je tedy a =4, Al e E.
(b) Nyni-dokdZeme, Ze ¢ = infM .

Bud’ x = [X,,X,] ¢ M lbovolny prvek Jeli fe X, libovalny, je £¢e 4, , rakée
X, € 4, Pakale A, X, atedy a<x _To tedy znamend, ze « je dolni zdvora mno-

¥iny M. ' : :
Bud nyni x ={X;.X,] cE. xxa ibovolny. prve«. Pak je 41 C X, takZe exis-

'ﬁ,Je Q€ XI — A1 t} o € A,. . Podie definice mnoziny Az. existuje y = [Yt Y,leM -
takovy, Ze oceY'2 Pa}c}eale YzCX1 takze y <x. :
Je tedy a= zan : .
(2) Bud’ 14 ahora ohranifend. Mnozina M _véech horzich zavor mno-—
ziny M ie tedy neprazdna a je zdola ohranidens, nebot kazdy ;:’rveic z M je jeii dolni z&~
vorou (a podle pfedpok]&du je' M * ¢y . Existuje tedy me.- * podle (1} . Nyni je ale
 ziejmé supgM = infyM* . (Srdmej s diikazem véty 1., 7.17)) . ' A

'

r416 Véta U;pofédcmd mnoZina reélnﬁch disel je spojiz‘d ; ( ‘Viz definici I., 6.13.)

‘Dikaz: . " Je zfejmé, Ze mnoZina E je husts, tj. neobaahu_}e skoky Z véty 4.15.

ale plvne ze E neobsahuje ani mezery; je tedy kazdy ez v E dedekmdovsky..

Z vety 4.16. take plyne Ze pomoci fezl v mnozZing vé’ech Iealnych éLseI nelze deﬁ-

novat nove prvky.

V 'réveru tonote paragrafu musime opét odstranvt stejnou nesrovnalost jako v §§ 2.3 .
Podle nas1 aeﬁmce totiZ racionalnt CLSIa nejsou zvlastnnn n-mad em disel redlnych. Podle na-
sleduijiciho tvrzeni, jehoi dukaz je zrelmy viak muéeme racmnalm_ msla ztotozmt ] racmnal—

"

s

nimi Eezy.
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417. Véta % Omaé(me Fal mnofinu véech iaCZOUa!fZZL}Z

It e T SN

Zo « oznucme R

zobrazeni f: R = E®  definovane rakio :
f(qz) =[R,. R — Rd} ‘pro/caédé _a e R,

"dam < i vzhledem k operaczm + a »' .

TR Ao AL 1€ PATTRATI L T

je zsomov’zsmus vzhledem k usp

o Sirasitn oy et T S 2 RN et e e s K

Jinou moznost konstrukc,e redlnych uxqel pomou &sel racmnalmch viz v MP, § 9

§ElteR, g<a} . Pakfe [R, R-R]JeE? «

RPN




§ 5 CFSLA KO\'IPLEXNE

E? oznaéme K a nazveme ji

'—-v-v--r-vmwm.w....m B P - -

_6.1. peﬁnlce Bud E mnOima realnych cxsel \Inozmu
mno:mou komple wnich cisel . prvkv mnoziny K se nazyvajx Aomple\m crsla

§ it Bt e

62, Defmce. Budte x = [a.b], » = [cd) komplexni &isla. Pak klademe

Xty .‘..—*[a+c,b+d]

x . y:=lac—bd, ad +'bc} .

Budre X ¥z hbovolna komplewzz c:sla PaR platz
( komutativni "alxcn pro 5c1z‘am)

5 .Veta:‘_
(1)~ x+J-’=y+x.
(2) k+(}-‘+z}=(x_+3.')+z

(asociativni zdkon pro séitént)

{ komutativai zdkon pro ndsobent)

3) FEYy
(4) x. ( y.z)= (,x z . (asociativni zdkon pro nasobeni)
(5) Z.(yiz)=x. prx.z o (disibusinlzdkon) . P

Dikaz: je je'd‘noduchir, ptenechame jej ¢tenafi.

N;: -?;:;IM: Oznaé‘me u : ‘— {1 0] 5 ~‘ =i {0 0] Pak gi;o-l:g(; olw;zé’kc;r71_g;lex;r;ﬁz;{o wx p;an
(1Y x+n=x ’
() x;n=n
_..-“(3_3.-.. XS X e e o e s o i

D i kaz: Tvrzeni plynou bezprohs,tfed\né z definice.

Evidentni je TovnéZ dikaz nasledujiciho tyrzend © . :

T 2t g TR kAl " m g

5 Véta Bud're a, b Izbovolna kémpleuu cisla. Pak eusm;e prme ]ea’no Aompleuzz ¢is-

Sl SR

s lo x tako}’e be a +.‘.x-;..: ué—r‘rn-w "rra v AT LAY ;-v-; *-NM“N’;‘PV* arv- fioa e e
D fka z Necht a —[al.az} b b, bz] Polozme x=1b-— a . by.— 213

pak je a + X = [al * b1 —al .- -a," +.by — a2]~ {bl,sz —b Ze je re&em IOV-

nice @ 4 x'=b uréeno Jednoznaéné._ je evidentni .

6 6 Deﬁmce g Jgdnozna;ne uruné reéem rovnue

Bud'fe : a, b hbovolni kompleun «.xﬁia




- 156 -
g+ x =5 znalime symbolem b —a anazyvéme je rozdilem Cisel b.a .

Nésledujici tvrzen! je zfeime :

e X e

6.7. Véta: Pro lzbovolna dvé' komplexnz cisla X y plan ;s

;“_..;wﬁb) (—x). y=k. {—y)——'(x vl ={(-u). (w.y)

p S S IS SRS Y
i = i e SRS A A AT AL . o €T e T

: _5.8. Definice : Bud' x = [x,,x,] € K. 4bsolutni hodnotou Cisla x nazs’fvé.mé (realné) Cislo

Je ziejme, Ze plati :

TR T s il s sl T wﬂ'w“v-- Iy

6.9, Vita: Pro libovolnd komplexrrz cisla %y plati :

() x>0 pro kaZde xfn, in{ =
) lx A=l .

R = 3 e S oy £ B T e e SPUSTAIRT L AT

>

x| =+ a2 +D2. R

- —r— . e e ki asas P ——

x=n nebo Y=

- 6.10. Véta : Budz‘e X, 3 lzbovolnd a’ve Icomple*cm czsla ak je x.y=n pravé tehdy, kdyi 3

D kaz: L Jedi z.v=n,je IxI. bl =k, yl = |nf = 0. ProtoZe |x], |¥|
jsou realna cxsla je !Jul 0 nebo lyl takﬁe podle vdty 6.9. je x=n

" nebo y=n. ‘
11 Jeli x=# nebo y=n,je x.y=n podle definice 6.2.

¢ 6. 11 Véta Budte -x y'e K, x# n, libovolna kbmplexm’ Sisla. Pak existuje pravé jedizo

I ko_mplexm dislo 7 takgvé, fe X . ZZ V. Pl e BT
AT St + e BT = ik a ¢ _b .
D1 k..-fa,-z-;. Neght X =', [a.b] 4 y. = [c,d] Polozme z = [c dl. [ R R bg}'j—

Coae - bd —ch ad :

: bk B e bt s 7 R e SR =

ad & B g A T R L

: _ac + bd ad —bc |
."[az.,_bz’ at +b*

a > +ba?—azbd+b2 azd—-b-ﬁb + b%d : :

o e e ] ity 9 Tl ]—[cd]«v

a* + b* » as 0




iy =

Budte nym VW hbovoma takova komplexm c*sla, Je Xx.Vv=xw=y Pak je nodie
véty 6.7. x» — xw *x(v—w)~n Podlevétv 6.10. jetedy x=n nebo v —w=n.
Podle pfedpokladu viak je x¥n, takée je. nutné v—w=n,t v=w. |

T1m je véta dokdzéna,

libevolna komplekm cxsia Jednoznaﬂne urcene re-

6.12. Definice : Budte xyeK,x *n,

Seni rovnice x .z =y .znadime symbolem Jé a nazyvime JC podilem  &isel
y:x - y o '

et ....._...-u—-._.._ i s L e i A b b e

R A TR el i

_i E.«:{.éfﬁ. Pro llbovolna realna Clsla a, b pZatz
) ».-[0,01-‘*7_ [5,01 = [a+o,0 ]
<‘b> [40]. [.01=1a. 5,0]

. [20]
(C) [ 0] = [[bO] 0]. z:rob-#o

(d) ![a;().] [.= la| ,
D u kazs: z'fejmﬁf g4

3 6 14 Dusledak 3 Polozme 1(0 {[a 011 a eEE Pa/c je zobmgem f E Xy .defmova-

¥ fermiyenis S \m-sa.\«_.. i et S R TR

§
: né takro
L Z - ‘ 7—1
f(a) = {a,OI pr_o ,’cafa’e aekr
_ zsomorﬁsmus vzkledem k operaczm_ tas . RN ST S

Ztotoinhne~li nyni kazdé reding Elslo 2 s komplexiim &islem [4,0], budou redlna Cis-

la specidlnim ptipadem Cisel komplexnich.
Lze tedy vybudovat antmetlku komplexmch élsel i bez zavedem symbolu i. Jebo

zavedemm se vsak usnadm symbohka

et A e S

"——6.1.5;_Déﬁ§§é€; Klademe 1: [0 o

Z definice 6.2. Qkamiité plyne.

9616 Veta S SR R

G e T xm—mvw}r iy sease




