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1. Zakladni pojmy

Zakladatel logiky
Aristoteles ze Stageiry (384-322 pi. n. 1.) — formuloval jeji zaklady v té€sné souvislosti
S tvoficim se matematickym a pfirodovédnym myslenim.

Definice
Logika je véda, ktera se zabyva principy, jeZ rozhoduji o spravnosti rozhodovani.

Usuzovani samo jako mys$lenkovy proud, neni pfedmétem logiky, ale psychologie.
Predmétem psychologie je v podstaté dynamika (néco, co probiha ve védomi cloveka)
procesu usuzovani. Logika naopak hleda zakony, které maji stanovit obecna pravidla, na
zdklad¢ kterych by bylo mozno rozhodnout, Ze tvrzeni B; urcité osoby objektivné vyplyva
Z tvrzeni A,.

Predmét studia
Psychologie: mysleni — mySlenkové procesy. Logika: mySlenky — formulované myslenky.

Logické vyplyvani

A .... Zadny cizinec nevidél Uhersky Brod.

A, .... Nektefi pfitomni jsou cizinci.

B .... Néktefi pfitomni nevidéli Uhersky Brod.

Predpokladejme pravdivost tvrzeni A; a Ay. O pravdivosti tvrzeni B se miZeme
presvédcit dvéma zplsoby:
a) dotazem vsech pifitomnych
b) objektivnim posouzenim myslenek A; a Ay, B na zakladé zakonu logiky.

Jestlize zplisobem b) zjistime, ze tvrzeni B je pravdivé, pak fikame, Ze logicky
vyplyva z tvrzeni A; a A,.

Vyvozeni zavéru B z A; a A, se nazyva dedukce (poznani nepiimé). Vedle
deduktivniho usuzovani existuji i jiné formy usuzovani, jako je induktivni, reduktivni
pravdépodobnostni, a analogické. Tyto typy studuje logika pouze okrajove.

2. Uloha logiky v uditelském vzdélavani

Vyuka logiky je zatazena do vzdélavani studentt ucitelstvi z nasledujicich divodu:

1. Logika se zabyva stanovenim objektivnich zdkonii umoziujicich kontrolu spravnosti
myslenkovych procest, tj. ¢innosti, ktera neustale prolind procesem uceni.

2. V¢étSina poznatkll zprostifedkovavanych v pedagogickém procesu je predavana nepiimo
a od objektu tohoto procesu se pozaduje mySlenkové operace usuzovani.

3. Presné mysleni a jasné vyjadfovani jsou dovednosti, které logika kultivuje a které maji
vyznamnou roli v pedagogické praxi.

4. Studium logiky péstuje navyk piesného abstraktniho, zdiivodnéného mysleni a ziskéani
tohoto navyku je dileZitou slozkou profesiondlniho vybaveni ucitele.

5. Logika je jednim ze zékladnich kamenti metodologie véd a poskytuje tedy uciteli dulezity
metodologicky apardt pro jeho vlastni pedagogickou a védeckou praci a pro fizeni
védeckée prace jeho studentd a zakda.

6. Logika je zcela nezbytnd pro rozvoj informatiky a kybernetiky a znalost logiky patii
Vv soucasné dobé k zdkladiim vzdélani vSech uciteli.
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3. Jazyk a mySleni

Logika povazuje mysleni za urcité kombinovani obsahi slov, resp. kombinovani
myslenek. Piedmétem logického rozboru mysSlenek jsou vyrazy, kterymi jsou myslenky
vyjadfeny. Jen na formulovanych myslenkach, tedy na vyrazech, mizeme studovat logickou
stavbu a logické vztahy mezi myslenkami.

Pro kontrolu spravnosti mysleni musime vzdy védét:
1. Jakou kombinaci myslenek pravé kontrolujeme.
2. Kdy je myslenka vécné spravna (kdyz se shoduje se skutecnosti) a zda je v daném ptipadé
veécné spravna.
3. Kdy je mysleni formaln¢ spravné a zda je v daném piipad¢ formalné spravné.

Formalni spravnost mysleni je nezavisla na vécné spravnosti myslenek.

Twvlirci moderni koncepce logiky:
Leibnitz Gottfried Wilhelm (01. 07. 1646 — 14. 11. 1716)
de Morgan Augustus (27. 06. 1806 — 18. 03. 1871)
Boole Georg (02. 11. 1815 - 08. 12. 1864)
Frege Gottlob (08. 11. 1848 — 26. 07. 1925).

Moderni logika zdiraziiuje nutnost upfesnéni jazyka, jimz vyjadifujeme myslenky,
které ¢inime predmétem logické analyzy. Tohoto cile dosahujeme vétSinou tim, Ze pracujeme
se symbolickymi vyjadfovacimi soustavami, které jsou prostfedkem, ne cilem, moderni

logiky.

Cile studia logiky:
1. Seznameni se s principy vystavby symbolického jazyka.
2. Seznameni se se zaklady predikatové, vyrokové a tfidové logiky.
3. Seznameni se s principy kontroly spravnosti usuzovani.

4. Vyrokova logika

Lidské poznani je odrazem objektivni reality. Vychozim bodem lidského poznani jsou
podnéty, které jsou v mozku prostfednictvim pocitkli pfeménovany na odrazy udalosti
Vv nasem védomi. Vjemy jsou zédkladem naseho poznani. Bez pocitkli a vjemi nejsme schopni
vytvaret mysSlenky, vyroky a pojmy. Podstata véci, zdkonité souvislosti mohou byt
formulovany a pochopeny pouze prostfednictvim abstraktniho mysleni. Zékladni formou
odrazu skute¢nosti ve védomi, jeho mySlenkou formulovana forma, je vyrok — soud
(dynamicky proces, ve kterém probihd v naSem védomi vytvareni vyroku).

4.1. Vyrok — jeho podstata

Pojmy tvoii zakladni kameny vyroku, tak jako slova jsou zékladnimi kameny vét.
V logice bude pro nas mit vyznam pouze jeden druh vét a to oznamovaci.

Definice vyroku
Vyroky jsou takové myslenky, vyjadiené pomoci jazykovych utvart, které maji tu
vlastnost, ze mohou byt pravdivé nebo nepravdivé.

Definice pravdivosti (Aristoteles)

Pravdivé ftikd ten, ktery odd¢lené jako oddélené, spojené jako spojené vidi;
nepravdivé ten, jehoZ minéni je opacné, ne proto, ponévadz my minime, jsi v pravdé bily, jsi
bily, nybrz protoze jsi bily, my to fikdme, pak fikdme pravdu.

Z Aristotelovych slov vyplyva, ze u pravdy jde o vztah mezi vyrokem a jevem,
podstatou, které je vyrokem vyjadieno. To znamena 2 véci:
a) Neni pravdivych vyroktl o neexistujicich jevech.
2
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b) U existujicich jevt je vyrok pravdivy, jestlize vypovida o souhlasném vztahu mezi jevem
a obsahem vyroku.

Definice
Relace pravdivosti je to, co spolu s vyrokem spojuje vyrok a jev, na ktery se vyrok
vztahuje.

Definice

Vyroky jsou ty myslenky, vyjadfené formou oznamovaci véty, které maji tu vlastnost,
ze mohou byt pravdivé nebo nepravdivé, to znamena ty, které potvrzuji vznik nebo absenci
néjakého jevu, stavu nebo véci.

4.2. Sémanticky aspekt vyroku

U kazdého vyroku existuji 3 faktory, které je nutno rozliSovat:
1. Clovék, v jehoz védomi vyrok existuje.
2. Jev, ktery vyrok zobrazuje.
3. Jazykova forma, ve které vyrok existuje.

Stejné rozliSeni plati i pro pojmy.

Vztahy téchto 3 faktort studuje pragmatika. Sémantika abstrahuje faktor
1. a zkouma vztah mezi 2. a 3. faktorem. Syntax se zabyva pouze 3. faktorem a na ostatni dva
nehledi. Véda shrnujici pragmatiku, sémantiku a syntax se nazyva sémiotika.

4.3. Konstanty a proménné vyrokové logiky
4.3.1. Vyrokové proménné

Jako proménné budeme ve vyrokové logice pouZivat:
mala latinskd pismena p, q, 1, ..., P1, P2, ---»
popt. velka latinska pismena A, B, C, D, ..., Ay, A, ... (vyrazy).

Pod pojmem pravdivostni hodnota vyroku rozumime tu vlastnost vyroku, ze mize
byt pravdivy ¢i nepravdivy.
Hodnota pravda se oznacuje 1 (p), p=1 (A = 1) znamena pravdivy vyrok.
Hodnota nepravda se oznacuje 0 (n), p =0 (A = 0) znamena nepravdivy vyrok.
1, 0 nazyvame logické konstanty.

4.3.2. Vyrokové spojky

Vyrokové spojky jsou logické konstanty, které spojené s vyrokovou proménnou nebo
promé&nnymi vytvaii vyrok nebo vyrokovou formuli.

Ozna¢me si logickou konstantu predstavujici libovolnou logickou spojku symbolem
Chn (tabulka 1 a 2):

p Cy C Cs C4

1 1 1 0 0

0 1 0 1 0
tautologie identita negace kontradikce

Tabulka 1 Spojeni logické spojky s vyrokovou proménnou

Formule C; se nazyva tautologie, je pravdiva pro vSechna udéleni hodnot proménné p.
Formule C, se nazyva identita, nebot’ pravdivostni hodnoty jsou identické s pravdivostnimi
hodnotami proménné p. Formule C; se nazyva negace, nebot pravdivostni hodnoty, které
formule nabyva, jsou opac¢né nez pravdivostni hodnoty proménné p. Formule C4 se nazyva
kontradikce, nebot’ je nepravdiva pro libovolné ud€leni hodnot proménné p.

3
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Z ptirozeného jazyka vime, ze je obvyklé zfetézovat vyroky pomoci spojek do
vyroku, tj. mohou byt pravdivé nebo nepravdivé (napi. prSi a sviti slunce, vyhraji penize
a budu bohaty).

p Q Cs | Co | C7 | Cg | Cy |Cio|Ci1 | Cio | Ciz | Cia|Cis | Cos | Ciz | Cig | Cig | Coo
1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 1 0
1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0
t k d e d i k

a 0 i k i m 0

u n S v S p n

t i j [ i I t

0 u u v u i r

| n n a n k a

0 k k | k a d

g c c e c c i

i e e n e e k

e c c

2 e e

Tabulka 2 Spojeni dvou proménnych jednou logickou konstantou

4.4. Jazyk vyrokové logiky

Slovnikem budeme rozumét seznam symboli (znakl), jediné z nich je mozno
sestavovat vyrazy daného jazyka. Gramatikou budeme rozumét soubor pravidel urcujicich,
které znaky a fetézce znaku jsou v daném jazyce spravné. Formulemi dané¢ho jazyka budeme
nazyvat napsané symboly ze slovniku zplisobem respektujicim gramaticka pravidla.

4.4.1. Slovnik jazyka vyrokové logiky

1. vyrokové proménné p, g, I, S, popt. s indexy p1, ..., Pn, 01, ---> qms - --
2. vyrokové spojky (logické konstanty, funktory):

1. negace - (Cy)

2. konjunkce A (Ce)

3. disjunkce v (Cis)

4. implikace - (Cpw)

5. ekvivalence <> (Cis)
3. pomocné symboly (), [],{}

4.4.2. Gramatika

1. Symboly p, g, r, s jsou samy o sob¢& gramaticky spravné.
2. Jestlize je vyraz A formuli vyrokové logiky, pak je formuli také vyraz —A.
3. Jsou-li formuli vyrazy A, B, pak jsou formulemi také vyrazy
AAB AvB A->B AoB.
4. Zadné jiné vyrazy nejsou formulemi.

4.4.3. Vyrokové spojky
4.4.3.1. Negace

- (Cy) neni pravda, Ze .... nebo piedpona ne
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p P
1 0
0 1

Tabulka 3  Pravdivostni tabulka negace

Definice
Negace je logickd konstanta, kterd ¢ini formuli skladajici se z jedné proménné
nepravdivou, kdyz proménna nabyva pravdivostni hodnoty pravda.

4.4.3.2. Konjunkce

A (Cp) a, nékdy i, (ale)
P ! pAg
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Tabulka 4  Pravdivostni tabulka konjunkce

Definice
Konjunkce je logicka konstanta, ktera ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
pravdivou pouze tehdy, je-li obéma proménnym piitazena pravdivostni hodnota pravda.

4.4.3.3. Disjunkce

v (Cys) nebo
p ! pvqg
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
Tabulka 5 Pravdivostni tabulka disjunkce
Definice

Disjunkce je logicka konstanta, ktera ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
nepravdivou pouze tehdy, je-li obéma proménnym pfifazena pravdivostni hodnota nepravda.

Cestina rozliduje 3 spojky nebo:

1. nebo; — vyluCujici — uziva se tehdy, chceme-li vyjadiit, Ze ze dvou neslucitelnych

moznosti (alternativ) plati pouze jedna alternativa, neni ovS§em znamo, ktera.
2. nebo; se uziva tehdy, kdyz hodlame vyjadrit, Ze ze dvou realizovatelnych moznosti plati
pouze jedna, neni ovSem znamo, ktera.
(nebo; se lisi od nebo; tim, Ze neslucitelnost alternativ pfimo konstatuje, zatimco u nebo;
neslucitelnost je dana fakty, ktera jsou obsahem sloZeného vyroku).
3. nebos uzijeme tehdy, zalezi-li nam na tom, abychom vyjadfili, Ze z danych alternativ musi
platit nejméné jedna. Logicka interpretace spojky nebos odpovida pfesné interpretaci
disjunkce dle tabulky 5.

4.4.3.4. Implikace

—> (C17)
jestlize .... pak jestlize plati p, pak plati q 0]

5
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Vyroku, ktery je dosazen v implikaci jako prvni (v () za p) fikame antecedent,
vyroku, ktery stoji na druhém misté (v (1) za q), fikame konsekvent.

p q pP—>q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Tabulka 6 Pravdivostni tabulka implikace
Definice
Implikace je logicka konstanta, kterd ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
nepravdivou pouze tehdy, je-1i antecedent pravdivy a konsekvent nepravdivy.

4.4.3.5. Ekvivalence

< (Cua) kdyZ a jen kdyz
p q p<>q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Tabulka 7  Pravdivostni tabulka ekvivalence
Definice
Ekvivalence je logicka konstanta, ktera ¢ini formuli skladajici se ze dvou proménnych
pravdivou pouze tehdy, je-li konsekvent a antecedent pravdivy nebo konsekvent a antecedent
nepravdivy.

Ve vyrokové logice je mozné ekvivalenci povazovat za zkratku vyroku (jestlize p, pak
q) a (jestlize q, pak p).

4.4.4. Pravdivostni tabulky formuli

Prekladem vyroku, nebo sloZzeného vyroku z pfirozené¢ho jazyka do jazyka vyrokové
logiky je formule jazyka vyrokové logiky, ktera se s danym vyrokem shoduje ve vsech
fadcich pravdivostni tabulky.

Dvé€ rizna tvrzeni pfirozeného jazyka, interpretovand logicky stejnou pravdivostni
tabulkou, jsou z hlediska formalni logiky shodna.

Postupné 1ze od mensich celkli k vétsim urcit pravdivostni hodnoty slozenych vyrokd,
nebo formuli, az zjistime pravdivostni hodnotu sloZzeného vyrazu.

Pii zavadéni spojek jsme se seznamili s pravdivostnimi tabulkami téchto spojek.
U kazdého slozeného vyroku je mozno vytvofit tabulku, jejiz fadky ptedstavuji vSechna
mozna ohodnoceni elementarnich vyroki, obsazenych ve slozeném vyroku. Obecné je pocet
Fadki (m) pravdivostni tabulky dan vzorcem:
m = 2"
kde n .... pocet riznych elementarnich vyrokt ve formuli.

Existuji 3 vysledky feSeni pravdivostnich tabulek:
1. Vysledny sloupec obsahuje samé 1, tj. vyraz je pravdivy pro kazdé ohodnoceni
elementarnich proménnych a nazyvame jej tautologie neboli logicky zakon (vesmés
pravdiveé).
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2. Vysledny sloupec obsahuje samé 0, tj. formule je nepravdivd pro kazdé ohodnoceni
elementarnich vyrokovych proménnych a nazyvame ji kontradikce vyrokové logiky
(vesmés nepravdive).

3. Vysledny sloupec obsahuje 1 a 0, tj. vyraz je pro n¢ktera ohodnoceni pravdivy a pro jina
nepravdivy.

Vyrazy 1. a 2. maji v logice zvlastni postaveni, pravdivostni hodnota takovych vyroku
nezalezi na pravdivostni hodnoté elementarnich vyrokl, nebo vyrokovych proménnych, ale je
uréena pouze formou vyroku nebo formule. Takové vyroky tedy nevyjadiuji Zadné
skute¢nosti a nemohou vypovidat nic o objektivni realité.

Vyroky, vyjadiujici néjaky obsah, nebo ty, které¢ jsou formalnim obrazem vyroku
ptelozenych ze skutecnosti, maji tabulku smiSenou a nazyvaji se faktudlni nebo také
splnitelné vyroky nebo splnitelné formule.

4.4.4.1. Prevod vyrazu V prirozeném jazyce na formuli vyrokové logiky

K tomu existuji 2 algoritmy moznych postupi pti prekladu:
1. ptimy zptsob prekladu.
2. nepiimy zpusob piekladu.

4.4.5. Zkracovani vyrazu a vzajemna nahraditelnost funktori

Gramaticky spravné vyrazy je mozno podle potieby zkracovat — zjednoduSovat.
Obecné musi o téchto zkracenych vyrazech platit:
a) Dv¢ formule jsou navzajem nahraditelné, jsou-li ekvivalentni pro kazdé ohodnoceni
pravdivostnich hodnot.
b) Kazdy zkraceny vyraz se musi dat pfevést zpét na pivodni nezkraceny. Principt
zkracovani je fada, jsou obtizné a nebudeme se jimi zabyvat. Uvedeme jen 2 pravidla:

a) ma-li gramaticky spravny vyraz vné&j§i zavorky, je mozno je vynechat. Napiiklad
vyraz (p — Q) je mozno zKratit na vyraz p — q, ale vyraz —(p — q) nikoliv, nebot
nema vnéj$i zavorky.

b) Zavorky uvnitf gramaticky spravnych vyrazi lze vynechat podle piednosti spojek:
implikace + ekvivalence maji pfednost pfed disjunkci, ta pfed konjunkci a ta pred
negaci (—, A, v, = ).

4.4.6. Uplné formy UDF a UKF

Libovolny funktor miiZeme nahradit pomoci funktori v, A, =, vyuZijeme-li moznost
popsat tabulku tohoto funktoru pomoci tplné disjunktni formy (UDF) nebo wplné
konjunktni formy (UKF).

Pravidlo pro sestrojeni uplné disjunktni formy (UDF)

Nahrad’ v§echny vyskyty pravdivostni hodnoty 1 zadané pravdivostni tabulky hledané
formule F4 elementarnimi konjunkcemi K, Ky, ..., Ky, proménnych pi, p2, ... pn N€bO jejich
negaci tak, ze aby tyto elementarni konjunkce nabyly pravdivostni hodnoty 1. Spoj ziskané
konjunkce pomoci funktoru disjunkce do formule K; v K; v ... v Kpy. Ziskany vyraz je
hledanou formuli Fy a nazyva se tiplna disjunktni forma (UDF).

Pravidlo pro sestrojeni tiplné konjunktni formy (UKF)

Nahrad’ vS§echny vyskyty pravdivostni hodnoty 0 zadané pravdivostni tabulky hledané
formule Fy elementarnimi konjunkcemi Dy, Dy, ..., Dy proménnych ps, p2, ... pn NEDO jejich
negacemi tak, ze aby tyto disjunkce Di, Dy, ..., D¢ nabyvaly hodnoty 0. Pak spoj ziskané
disjunkce pomoci funktoru konjunkce do formule D; A D; A ... A Dy. Ziskany vyraz je
hledanou formuli Fy a nazyva se uplna konjunktni forma (UKF).
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Definice: de Morganovo pravidlo
Toto pravidlo umoziuje nahradit konjunkci disjunkci a opacné:

“(pAQ) ="pv—q pAg=—(Tpv—q)
“(pvQg ="par—q pvg=—(pA—q)

4.4.7. VyuZiti apravy a zkracovani formuli

Metody uvedené v piedchozi kapitole 4.4.6. se vyuzivaji pii vytvaieni formuli
ptekladem z ptirozeného jazyka neptimou metodou.

Jsou vychozim bodem pro vyuziti logiky v technické praxi, nebot’ umoziuji pfi
konstrukci automat a zafizeni vyuzivajicich logické obvody ptechod od slovniho popisu
automatu K popisu tohoto automatu formuli vyrokové logiky. Na zakladé formule je mozno
sestrojit technickou realizaci. Vyse nastinénému postupu fikame logicka identifikace.

4.5. Pravidla spravného usuzovani

Dostavame ke kli¢ovému pojmu logiky, k disledkovému vztahu, tj. ke vztahu, podle
n¢hoZ je mozno rozhodnout o spravnosti usuzovani.

Sekvenci Ay, Ay, ..., A, (premisy) = B (zavér) (1
nazveme pravidlem spravného usuzovani tehdy a jen tehdy, splituje-li nasledujici definici:

Definice

Vztah mezi vyrazy A1, Ay, ..., An, B vyjadireny (II) bude potvrzen, pravé kdyz kazdé
udéleni hodnot elementarnim slozkdm vyrazt Ag, Ao, ..., An, B, jez ¢ini pravdivymi vSechny
vyrazy Ai, Ag, ..., Ap, Cini téZ pravdivym vyraz B, ¢ili nenajde se takové udéleni hodnot,
které by verifikovalo vSechny vyrazy Aj, Ao, ..., A, a falzifikovalo zavér B.

5. Predikatova logika

Prozatim jsme se seznamili pouze s takovym logickym rozborem vyrazi, jehoz

vysledkem byly formule sestavajici se z vyrokovych proménnych a logickych spojek.
O vétach typu: Brno je velkomésto. (1)
SnéZka je nejvyssi hora Ceské republiky. (@)

jsme tvrdili, Ze jsou to vyroky, v daném ptipad¢€ pravdivé. Jak ale rozhodneme, Ze vyrok (1) je
pravdivy a vyrok
Uhersky Brod je velkomésto. je nepravdivy?

Jakému logickému rozboru a s jakym teoretickym vybavenim musime pfistupovat
K témto vyrokim, abychom mohli objektivné stanovit pravdivost ¢i nepravdivost vyroku?
Pravé tyto otazky uzce souvisi s praci ucitele, snaziciho se naucit své zaky definovat a chapat
nové pojmy. Ucitel dostatecné vybaveny teoretickym apardtem moderni logiky je schopen
strukturovat probiranou latku do navzajem do sebe navazujicich celkda.

Vyrok (1) mizeme rozlozit na jednotlivé slozky. Je to pfedevsim slovo Brno. Toto
slovo nic netvrdi, neni to vyrok, oznacuje vSak néjaky objekt, a to prave jeden objekt.

Brno je jméno jedineCného, individualniho objektu, tzv. individua. Jméno, které
oznacuje individuum, nazyvame individualni konstanta.

Slovo velkomésto oznacuje celou mnozinu (tfidu) velkomést. Je to jméno tridy, Cili
tridova konstanta.

Pti logickém rozboru budeme nejprve psat jméno tiidy a pak individualni konstantu:
Velkomésto (Brno) (19
Velkomésto (Uhersky Brod) (1¢a)
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Do tfidy, jejimz jménem zapis (1°) zacCina, zafazujeme nikoliv individuélni konstantu,
kterd nasleduje v zavorce, nybrz individuum, které tato konstanta pojmenovava. Rikdme, ze
pojmenovavané individuum je denotatem individualni konstanty.

Postupnym dosazovanim individualnich konstant do zévorek za tfidovou konstantu
dostaneme rtizné vyroky, majici stejnou formu, kterou mizeme napsat napf. takto:
Velkomésto (x), ¢teme X je velkomésto. (59

Je (5°) vyrok, ¢i neni? Podle toho, jak jsme charakterizovali vyrok, (5°) vyrokem neni,
nemuzeme totiz fict, je-1i vyraz (5°) pravdivy nebo ne.

Vyraz, skladajici se z tfidové konstanty a vyrazu, za ktery je mozno dosadit
individualni konstantu, nazveme vyrokovou formou.

Rozdil mezi vyrazem (1) a (5°) je v tom, ze v (1°) je v zavorce za tfidovou konstantou
individudlni konstanta, tj. vyraz pojmenovavajici detonat individuum. V (5°) je v zavorce za
jménem tiidové konstanty pismeno, nejcastéji x, y, z, popf. X1, X2, ..., Xn. Tato pismena nejsou
konstanty, a nemaji urcity vyznam, neoznacuji jediny objekt. Tato pismena se nazyvaji
proménné, a to individualni proménné.

Individualni proménna zastupuje ve vyrokové formé individua z uréitého oboru
hodnot. Obor hodnot proménné je mnozina individui, ze které muze urcita proménna
nabyvat hodnot.

Mame uréitou tfidu objektd (v naSem ptipadé mést), kterou nazyvame oborem
proménnosti. Ud¢€lujeme-li postupné proménné x ve vyraze (5°) hodnoty z oboru
proménnosti, vznikne z vyrazu (5°) postupné fada pravdivych a nepravdivych vyrokt, napf.
(19),(1°a). Forma typu (5°) obsahuje jedinou individudlni proménnou: fikdme ji proto
jednomistna vyrokova forma.

Z riiznych tfidovych konstant vznikaji rizné jednomistné formy, napft.
Reznik (x) Hora(y) Planeta (z)

Podobné muzeme také prejit od tfidové konstanty k tFidové proménné. Zavedenim
ttidové proménné ziskavame jednomistnou formu ve tvaru:

P (x) (6)

Vyraz (6) je obecnym tvarem, ve kterém muzeme tfidovou proménnou nahradit
tiidovou konstantou a individualni proménnou individualni konstantou, a tak dostaneme
pravdivy nebo nepravdivy vyrok.

Protoze ve vyrocich zkoumaného typu vypovidame (predikujeme) o pfislusném
individuu, ze patii do dané tfidy, miizeme jméno této tfidy nazyvat predikatem. Jinymi slovy
— nahradime-li ve vyroku individuélni konstantu dlouho pomlckou, pak zbyla ¢ast vyroku je
predikatem.

Obecné existuji tvrzeni, ve kterych se vyskytuje vice individualnich konstant nebo
proménnych. Vypusténim téchto konstant nebo proménnych a jejich nahrazenim dlouhymi
pomlckami mizeme ziskat vicemistné predikaty.

Brno lezi mezi Prahou a KoSicemi. @)
1 lezi mezi Prahou a KoSicemi. (7%)
1 lezi mezi > a KoSicemi. (7°9)
1 lezi mezi ) a 3. (7°%)

Zvyrazu (7) lze postupnym vypousSténim individualnich konstant (Brno, Praha,
Kosice) ziskat jednomistny (7°), dvoumistny (7°‘) a trojmistny (7°°‘) predikat. Zatimco
jednomistné predikaty vyjadiuji vétSinou néjakou vlastnost — planeta ( ), feznik ( ),
vicemistné predikaty predstavuji usporadané dvojice, trojice, ..., n-tice néjaky vztah.

9
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Souhrn:

1. Pii zjistovani pravdivosti vyrokl rozdélime vyrok na predikat a individualni konstanty.

2. Predikat vznikne z vyroku vypusténim individualnich konstant a je tvoren jednim nebo
nékolika vyskyty dlouhé pomlcky a zbytkem vyroku.

3. Jednomistné predikaty vyjadiuji vlastnosti individui, vicemistné vyjadiuji vztahy mezi
individui.

4. Z hlediska rozboru vyroku musime nezbytné rozliSovat mezi denotatem individua
a pojmenovanim denotatu.

5. Vyrazy, které se podobaji vyrokiim a skladaji se z individualni proménné a predikatu,
se nazyvaji vyrokové formy.

6. Individualni proménnou je mozno nahradit nékterym individuem z oboru dané uvahy.
Timto nahrazenim proménné nabude hodnotu tohoto individua a vyrokovd forma se
zméni na vyrok.

Pro vytvoteni jazyka predikatové logiky potfebujeme nésledujici symboly:
a) individualni proménné x, y, z, popt. X1, X2, ..., Xn, Y1, Y2, +-+» Yy Z1, Z2, ..., Zn
b) individualni konstanty a, b, ¢, popt. aj, @y, ..., an, by, b2, ..., by, €1, Co, ..., Cn
c) predikatové proménné P,", Q,", R,", kde horni index vyjadfuje podet volnych mist

Vv predikatu, dolni index rozliSeni riznych predikati.

Vyuziti zavedené symboliky pro preklad vyroku:
Gerlachovsky $t’it je vyssi nez Snézka. (8)
1 je vetsi nez 2.
a = Gerlachovsky §tit b = SnéZzka
R:(a, b) (8%)

Ze zépisu (8°) lze fici, Ze vyraz je vyrokem skladajicim se z dvoumistného predikatu,
vyjadiujici vztah mezi dvéma individualnimi konstantami. Pro verifikaci vyrazu potfebujeme
znat denotaty (hodnoty) individualnich konstant a ur€it, jsou-li tyto denotaty ve vztahu
udaném predikatem (Gerlachovsky §tit — 2655 m, Snézka — 1602 m).

Z4ky naué¢ime nasledujici postup:
Pochop vlastnost nebo vztah (predikat).
Seznam se s denotaty individui nebo s oborem uvahy individudlni proménné.
Posud’, zda individua spliuji vztah.
Rozhodni o logické pravdivosti vyroku.

el AN

Verifikace vyrokovych forem
Znéni vyrokovych forem v pfirozeném jazyce:
Béda je plnolety. ............ tiida Béd't.
Clovek je inteligentni. ............ ttida lidi.

Pokud v obou pfipadech nemame na mysli konkrétniho (urcitého) ¢lovéka — denotat —
pak tato vyse uvedena tvrzeni nejsou vyroky, ale vyrokové formy, tedy pieklad do jazyka
predikatoveé logiky:

Clovek je Zivocich. (9)
Pl o 1 je Zivogich

). ST ¢lovék

P'(x) 99

Pfi vyuzivani vyrokovych forem nebo pfi praci s nimi postupujeme 2 zpusoby:
1. Nahradime proménnou nékterym individuem z oboru tvahy a pak postupujeme jako
Vv predchozim ptipadé, tj. pii verifikaci vyroku.
2. Pouzijeme kvantifikace, tj. uinime z dané vyrokové formy existenéni nebo obecné
tvrzeni.
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Existen¢ni tvrzeni je tvrzeni sestavajici z vyrokové formy a ze zjiSténi, Ze tato
vyrokova forma plati nejmén¢ pro jedno individuum z oboru tivahy. Existen¢ni tvrzeni je
mozno uvést slovy: existuje individuum, o kterém plati ....

Obecné tvrzeni je tvrzeni sestavajici z vyrokové formy a ze zjisténi, ze tato vyrokova
forma je pravdiva pro vSechna individua z oboru uvahy. Obecné tvrzeni je mozno uvést
slovy: o kazdém individuu plati ....

Existuje ¢lovek, ktery je inteligentni. (10)
O kazdém ¢loveku plati, Ze je zivocich. 9)

Existen¢ni kvantifikator
Zapis I Cteme .... existuje x, pro které plati. Tvrzeni (10) tedy zapiSeme v jazyce
predikatoveé logiky:
I Q'(x) (10)
Obecny kvantifikator
Zapis VX ¢teme .... pro kazdé x plati. Tvrzeni (9) tedy zapiSeme v jazyce predikatové
logiky:
Vx PY(x) (99

Pii praci s existenénimi a obecnymi tvrzenimi ve vyuce je mozno vyuzit nasledujicich

pravidel:

1. Rozlozime vyraz na vysvétleni predikatu a na vysvétleni individudlni proménné.

2. Vymezime obor Gvahy, ktery je individualni proménné ptisouzen.

3. U existencnich tvrzenich vysvétlime, Ze vyrok se vztahuje nejméné na jedno individuum
Z daného oboru.

4. U obecnych tvrzenich vysvétlime, Ze vyrok se vztahuje na vSechna individua z dané¢ho
oboru tvahy.

5. V obou pfipadech je vhodné podpofit vyklad piikladem, ktery vytvoiime dosazenim
individualni konstanty za proménnou.

5.1. Jazyk predikatové logiky

Slovnik
1. logické konstanty
1. a,b,c ............ individudlni konstanty
2. TUAV, O logické spojky
3.3,V kvantifikatory.
2. deskriptivni proménné
1. X, 9,72 cevenennnn. proménné individui
2. P, Q0™ R proménné m-mistnych predikati m = 0
30 (L[ e, pomocné znaky.
Gramatika

Formule predikatové logiky budeme nazyvat elementarnimi, jestlize se budou skladat
Z m-mistnych predikat (m # 0) a n individudlnich proménnych nebo konstant.

Logické formule predikatové logiky jsou vyrazy, které vznikaji:

1. Kdyz v logickych formulich vyrokové logiky za vyrokové proménné dosadime
elementarni formule predikatové logiky, tj. logické formule predikatové logiky jsou
elementarni predikatové formule a vyrazy, které z nich Ize sestrojit pomoci vyrokovych
spojek a pomocnych znak.

2. Kdyz pted logickou formuli predikatové logiky, nebo pifed né&jaky jeji argument
pravdivostniho funktoru, klademe existencni nebo obecny kvantifikator.

3. Jen vyrazy, vytvofené podle pravidel ad 1. a ad 2. gramatiky, jsou logické formule
predikatové logiky.
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5.1.1. Volna a vizana proménna

Méme-li néjakou formuli predikatové logiky, kterd obsahuje kvantifikator, pak
muzeme vyznacit podtrzenim dosah kvantifikatoru (tu ¢ast formule, na kterou se kvantifikator
vztahuje). Oznaime-li naznaenym zpusobem dosah kvantifikitoru, pak jako vazanou
proménnou budeme oznacovat proménnou, ktera je v dosahu kvantifikatoru a jako volnou
proménnou tu, kterd neni v dosahu kvantifikatoru. Vazana proménna je tedy ta, ktera je
podtrzena plnou Carou, na jejimz zacatku je tato proménnd vyznacena.

Definice
Obsahuje-li vyraz pouze vazané proménné, pak neni vyrokovou formou, ale
vyrokem.

Pfifadime-li v né¢jakém vyraze hodnoty proménnym, pouze volné vyskyty proménnych
nabyvaji hodnot.
5.1.2. Negace kvantifikatoru

Kvantifikovany vyraz je bud’ vyrok (jsou-li v§echny proménné vazany) nebo logicka
formule. V obou piipadech lze vyraz negovat tak, Ze pfed né¢ho polozime funktor —, pak:

—3x PY(x) .... &teme: neexistuje x, které ma vlastnost P
nebo
—vx PY(x) .... &eme: neni pravda, e kazdé x ma vlastnost P

Negace kvantifikatoru ma tyz vyznam jako negace vyrazu tvorené¢ho kvantifikatorem
a jeho dosahem,
Zamysleme se nad rozdilem mezi:
-IxPY(x) a 3x —PYx)
-vx PYx) a Vx-—PYx)

Vzijemna nahraditelnost kvantifikatori podle de Morganovych pravidel

vx Pl(x) = —3x -PY(x) (13)
vx —Pl(x) = —3ax P}(x) (14)
-vx —PY(x) = 3Ix P}(x) (15)
-vx Pl(x) = 3IxPYX) (16)

Také 1 v predikatové logice pouzijeme jazyk predikatové logiky, abychom vyrazy,
vyslovené v pfirozeném jazyce, pielozili do jazyka predikatové logiky. Ke kazdému seznamu
premis nalézt odpovidajici sekvenci predikatové logiky.

5.1.3. Pravidla spravného usuzovani v predikatové logice

Ve vyrokové logice kontrola spravnych tusudkli vyzadovala mechanicky postup
sestrojeni tabulky k dané sekvenci, ktery umoznoval po kone¢ném poctu krokt konstatovat,
zda dana sekvence je pravidlem spravného usuzovani.

Americky logik Church Alfonzo dokazal, Zze pro predikatovou logiku nemuze byt
zadny takovy navod vytvoten.

V predikatové logice musime postupovat tak, Ze o zkoumané sekvenci si vytvorime
domnénku, Ze:
1. neni, nebo
2. je
pravidlem spravného usuzovani.

V 1. ptipadé¢ se snazime najit protipiiklad spravného usuzovani, v 2. ptipadé se
domnénku snazime potvrdit tim, Ze zavér sekvence odvodime z premis.
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Protipriklady pravidla spravného usuzovani

Definice

Rikame, e sekvenci A1, A, ..., Ay, = B (n > 0) jsme nalezli protipiikladem
spravného usuzovani tehdy, jestlize jsme nalezli néjaky takovy obor tvahy (mnozinu
individui) a né&jaké takové pfifazeni, pro které formule Aj, Ay, ..., A, nabude pravdivostni

hodnoty 1 a zavér pravdivostni hodnoty 0.

Pravidla spravného usuzovani
napf. Usuzovani z obecného na existenci

Definice

Sekvence predikatové logiky je pravidlem spravného usuzovani tehdy a jen tehdy,
kdyz neexistuje obor tvahy a pfifazeni hodnot proménnym, pfi kterém by premisy sekvence
nabyly pravdivostni hodnoty 1 (pravda) a zavér 0 (nepravda). Tedy: tehdy a jen tehdy,
neexistuje-li protipiiklad k dané sekvenci.

6. Tridova logika

Ttidovou logiku, kterd je né€kdy identifikovana s teorii mnozin, lze chépat jako
relativné samostatnou teorii nebo jen jako variantu logiky jednomistnych predikatt.

V tvodu k predikéatové logice jsme vysvétlili vztah mezi tfidou a predikatem tak, ze ke
kazdé vlastnosti reprezentované néjakym predikatem lze konstruovat tfidu objektti, majici tuto
vlastnost.

V logice tfid budeme pouZivat nasledujici proménné:
a) individuové proménné X, Yy, z
b) proménné ti'id individui X, Y, Z.

Zakladni logickou proménnou je €lenstvi ve tFidé €, vyjadiujici vztah mezi individui
a tfidou: X € X .... vztah ¢teme x je prvkem tiidy X.

Tento vztah je tieba odliSovat zejména od inkluze c, ktera je vztahem mezi tiidami.

Neni-li x prvkem tfidy X, vyjadfujeme to vyrazem:
X ¢ X (X neni prvkem tiidy X),
ktery ma stejny vyznam jako: — (X € X), tj. neni pravda, Ze x je prvkem tfidy X.

V teorii tfid rozliSujeme nékolik tfid s obecnymi vlastnostmi:

Jednotkova tfida obsahuje pravé jeden prvek. Tuto tfidu je vSak tieba odliSovat od
jejiho prvku.

Univerzalni tfida je obecné definovana vztahem x = x a obsahuje jako své prvky
vSechna individua dané oblasti zkoumani. Ozna¢ime ji symbolickym znakem 1°; v grafickych
schématech je vyznacena obdélnikem.

Prazdna tiida je obecn¢ definovana vztahem x # X, pfiCemZ # oznaCuje negaci
logické konstanty identity, neobsahuje zadny prvek. Tato tfida je definovédna vlastnosti, které
nepiislusi zddné individuum (napf. byt kulatym ¢tvercem atd.). Oznacime ji 0°.

Univerzalni a prazdna tiida maji pfesné stejné strukturalni vlastnosti jako prvky 1 a 0
Vv binarni algebfe.

Definice

Libovolna tfida je obsazena v univerzalni tfidé. X c I°
Definice

Prazdna tfida je obsazena v kazdé tfidé. 0°c X
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Inkluze tiid: XcY o VXxXeX—>xeY)
Rovnost tfid: X=Y & Vx(XxeXeoxeY)
Nerovnost tiid: XY & VX(XeXoxeY)

Operace s tfidami ndm umoznuji zavést pomoci danych tfid novou tiidu. Operaci
logického séitani vznika soucet:

Sjednoceni dvou tfid: X e (XUY) < VX ((x € X) v (X €Y))

Definice
Libovolna individualni proménna x je prvkem sjednoceni X U Y pravé tehdy, je-li
x prvkem tfidy X nebo Y.

Operaci logického nasobeni vznika logicky soucin:
Prinik dvou tfid: X e (XNY) < VX ((x € X) A (X €Y))
Definice

Libovolna individualni proménna x je prvkem priniku X N Y pravé tehdy, je-li
x prvkem tfidy X a prvkem tfidy Y.

Definice
Ttidy jsou navzajem disjunktni tehdy a jen tehdy, je-li jejich prinik prazdna mnozina.

Ttidy jsou nedisjunktni, jestlize plati:
XNY=0°
Operaci tvoreni dopliikku vznika dopliikova trida:
xeX)e (xgX)

Libovolna individuova proménna x je prvkem doplikové tfidy X" tehdy a jen tehdy,
neni-li prvkem tfidy X. Pro tfidu a dopliikovou tfidu plati, Ze jejich prinik je prazdna ttida:

XNX =0°
Definice
Sjednocenim tfidy a jejiho doplitku je univerzalni tfida:
XuX =1°

Dalsi zakony ttidové logiky:
Zakony absorpce:
XNn(XuY)=X
XuXnY)=X

Zakony expanze:
X=XNnYuY)=XnY)uXnY)
X=Xu¥YnY)=XuY)n(XuY)

Zakony agresivnosti pro prinik a sjednoceni:

Xn0°=0°

XulIe=1°
Zikony neutrialnosti pro prunik a sjednoceni:

XNnI1°=X

Xu0°=X
Zakony tautologie:

XnX=X

XuX=X
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Operace s tfidami lze vyhodné zobrazit graficky. Tiidam piifadime urcité plosné
obrazce — univerzalni tiidé obdélnik a ostatnim tfidam nejcastéji kruZnice, znazornéné
uvnitt tohoto obdélnika. Operace s 2 tfidami mizeme zndzornit pomoci na zaklad¢ grafického

schématu na obrazku 4, v némz jsme zvolili polohu kruhli znazornujicich X a Y tak, aby
vznikla pole:

l. XcY X Y
. XegVY
. YgX
V. XuUY)
Xe(XuUY) v

Obrdzek 4  Grafické schéma dvou trid

Vyuzitim zavedeného grafu miizeme vyjadtit vSechny tiidové operace. VySrafovana
je prazdna tiida (viz obrazek 5).

X Y X Y X

XnY XuyY X’
Obrdzek 5 Grafické znazorneéni priniku a sjednoceni dvou trid a doplikové tridy

Elementarni vyroky tifidové logiky vyjadiuji vztahy mezi tfidami. Tvrdi, ze ttidy
jsou rovné nebo nerovne.

Plati-li mezi tfidami X a Y vztah inkluze X c Y, pak X je podtfidou Y. Graficky
zobrazime tento vztah, jak je patrno z obrazku 6.

X Y X Y
I N
Xc¥Y YgX XcVY, YcX = X=Y

Obrdzek 6  Grafické znazornéni podtiidy a rovnosti tiid
(+ .... tFida obsahuje alespon (nejméné) jeden prvek)
Vyroky tridové logiky maji tvar rovnosti tiid, nebo to jsou slozené vyroky, jejichz

argumenty jsou rovnosti tfid (obdobné plati i pro formule, jenze misto tfid vystupuji tfidové
promeénne).

Formule tfidové logiky, ktera je nutn€ pravdivd po dosazeni libovolnych tfid za
proménné, se nazyva zakon tridové logiky.
6.1. Subjekt — predikatové vyroky

Elementarni vyroky, které tvrdi nebo popiraji, Zze jedna tfida S je obsaZena v druhé
tiidé P, pfipadné P’, nazyvame subjekt — predikatové vyroky.
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Maéme 4 typy subjekt — predikatovych vyrokii:
1. Obecné kladné vyroky S A P

ScP ... kazdé¢ S je P
SNP" = 0°.... vSechna S jsou P.

S

Obrazek 7 Grafické znazornéni obecné kladnych vyroki S A P

VX (S*(x) > PY(x)) .... Pro viechna x plati: jestlize x ma vlastnost S*, pak mé vlastnost P*.

2. Obecné zaporny vyrok S E P

ScP’ .... Zddné S neni P.
SNP =0°

©

Obrazek 8  Grafické znazorneni obecné zapornych vyrokii S E P

VX (S'(x) > —PY(x)) .... Pro vechna x plati: jestlize x m4 vlastnost S*, pak nema vlastnost
P,
3. Caste¢né kladné vyroky S | P

S P’ .... existuje alespon jedno S, kter¢ je P.
SNP = 0°

S

Obrazek 9  Grafické znazorneni castecné kladnych vyrokiit S |1 P

Ax (S'(x) A PY(x)) .... n&kterd x, majici vlastnost S*, maji vlastnost P*.

4. Castetné zaporny vyrok S O P

S P .... existuje alespoil jedno S, které neni P.
SNnP = 0°

S

Obrazek 10  Grafické znazornéni castecne zapornych vyroki S O P

Ax (S'(x) > —PY(x)) .... Pro x plati: jestlize x ma vlastnost S*, pak nema vlastnost P,

6.1.1. Kategoricky sylogismus

Uz od dob Aristotelovych se logikové zabyvaji specidlnim typem tusudku nazyvanym
sylogismus, ktery se sklada ze dvou premis a zavéru, pficemz vSechny vyroky v ném
obsazené¢, maji tvar subjekt — predikatovych vyroki.

Sylogismus tvori:

a) 2 premisy maji celkem 3 nazvy

b) 1 nazev je spole¢ny obéma premisam a neni obsaZen Vv zavéru (dusledku)

c) zavér (dasledek), jehoz subjekt vystupuje v jedné a predikaty v druhé premise.
16
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