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2.3 Determinanty matic Fadu n

Cile

Cilem kapitoly je zvladnuti feSeni determinantt ¢tvercovych matic.

Definice 2.3.1.
Determinantem (fadu n) étvercové matice A radu n, jejimiz prvky aj; jsou realna (popf.

komplexni) ¢isla, nazyvame ¢islo, které zna¢ime det A; |A| a definujeme takto:

1. Je-lin=1, pak det A = aj;.

2. Pron>2je
a, ... a, ;
det A = |: = Y (-D"aA, =
anl e ann j=l
8y -+ 8y 8y 83 ... 8y p1 v Bpng
=a,|: —a,| +..+(=D""a, | :
an2 ann anl an3 ann anl an,n—l

kde matice Aj vznikne z matice A vynechanim prvniho radku a j-tého sloupce.

Vyklad

1. Pro matici A fadu n = 2 plati

a, a : o . . . N
det A= |" "% = a,a, —aya,, tj. od souinu prvka na hlavni diagonale odecteme

a21 a22

souc¢in prvku na vedlejsi diagonale.
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Resené tlohy

. . 3
Priklad  Vypoctéte determinant matice A = (1

Reseni:
3 2
1

Vyklad

= 33-21=1T.

2. Pro matici A fadu n =3 plati

all
det A = |a,,
a3l

a‘lZ
a22
a32

a3
_ a
A = 8y
a3,
d33

31

2
3

|

a

23

33

+ a3

a21

a

31

a22
a'32

= au(azzass - azsasz) - a12(a21a33 - a23a3l) + al3(a21a32 - a22a3l) =

= a'113'228'33 + a12a23a31 + al3a21a32 - (alla23a32 + a'128'216'33 + a13a22a31)'

Tento vypocet si snadno zapamatujeme podle tzv. Sarrusova pravidla:

k%

76




Matematika I, ¢ast | Determinanty matic fadu n

-~

Y ¥,
/:| A

Nejprve zapiSeme vyrazy ajiasass, 12823831, di3dxasy Utvoiené ,rovnobézné s hlavni
diagonalou“ a pak odecteme vyrazy ajsazasi, ajjdxsdsy, axdizadss, Utvorené ,,rovnobézZné

s vedlejsi diagonélou® (viz schéma).

¥
l|\\

ReSené tlohy

32 1
Priklad  Vypoctéte determinant matice A={1 0 -1.
2 1 =2
Reseni:
3 2
1 0 -1 = [30(2)+111+2(-1).2]-[1.02+3.(-1).1+1.2.(-2)] =
2 1 -2

=1-4-(-3-4)=4,

Vyklad E_—H

3. Pro vypocet determinanti matic fadu n > 4 vSak neexistuje Zadné obdobné pravidlo jako je
Sarrusovo, které plati pouze pro determinanty matic fadu t¥etiho. Abychom nemuseli tyto
determinanty pocitat jen na zakladé¢ definice, seznamime se s néekterymi dulezitymi

vlastnostmi determinantd, s jejichZz pomoci se vypocet zjednodusi.

Vlastnosti determinantia

Véta 2.3.1. (Laplaceiv rozvoj). Pro ¢tvercovou matici A fadu n plati:

det A= D> (-1)"") a;.det Aj - rozvoj determinantu podle i-tého radku,

j=1

det A = Z(— 1)'+ a;.det Ajj - rozvoj determinantu podle j-tého sloupce,
i=1

kde matice Aj; vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupce.
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Dk az se provadi indukci vzhledem k n.

Poznamky

1. Determinant matice A;j nazyvame subdeterminantem vzhledem k prvku a;.

2. Soucin (-1)". det Ajj nazyvame algebraickym dopliikem prvku aj; a znac¢ime

Resené ulohy

10 1 -1

2 0 1 -2
Priklad  Vypoctéte determinant matice A = :

33 -1 1

01 1

Reseni:

Tento determinant muZeme vypogitat rozvojem podle 2. sloupce.

11 - 1 1 -
detA= (-1)*2.3.2 1 -2 + (-D*?1.2 1 -2/ = (-3).(-)+(-4)=-1
01 3 -1

Véta 2.3.2. Jestlize matice B vznikne tak, Ze néktery fadek (sloupec) ¢tvercové matice A

vynésobime ¢islem k € R, pak plati det BB = k.det A.

Diakaz: Cislemk e R vynasobime naptiklad r-ty sloupec, pak

n

all al,r—l l‘(al,r a‘1,r+1 al

a,, ka

n,r

Rozvojem podle r-tého sloupce dostaneme:

detB = > (-1)""ka, detB, =k D> (-1)""a, det A, = k.detA .
i=1 i=1
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Dutikaz pro tadky je obdobny.

Ul
~

\:ll
/TN

Resené ulohy

8 12
Priklad  Vypoctéte determinant matice A:‘l . uzitim véty 2.

Reseni:
8 12 2 3 2 1
=4, = 4.3, =12.5 = 60.
1 9 1 9 1 3
Poznamka

Z této vety vyplyva, Ze determinant, jehoz jisty 7adek (sloupec) tvosi samé nuly, se rovna nule.

s/
Pan

Véta 2.3.3. Vyménime-li ve ¢tvercové matici A navzdjem dva radky (sloupce), pak pro

takto vzniklou matici B plati: det B = - det A.

D i k az provedeme matematickou indukci pro fadky, pro sloupce je obdobny.

Véta plati pro matici tadu druhého, nebot’

a‘11 a12
a‘21 a‘22

= Aydy, —apdy, = (anazz - a21a12) ==

Necht’ nyni n > 3 a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro matice fadu (n - 1). Dokazeme, Ze
pak plati také pro matice fadu n. Necht' B je matice fadu n, ktera vznikne z matice A tak, Ze
vymenime jeji i-ty fadek a k-ty fadek (i = k). Zvolme j =i, j # k (1 <j <n) a provedme rozvoj

determinantu matice B podle prvku j-tého fadku. Dostaneme

n . n .
+ +
det B = > (-1))PajdetBj, = — > (-1))"Paj, det Aj, = —detA,
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podle indukéniho predpokladu je det BB, = - det Ajp.

Véta 2.3.4. Ma-li matice A dva radky (sloupce) stejné, pak det A = 0.

D @ k a z plyne z ptredchazejici véty 3, kdyZz oba stejné fadky mezi sebou vyménime.

Dostaneme

det A = -detA = 2det A =0=det A =0.

Véta 2.3.5. Necht' matice B vznikne tak, Ze k p-tému fadku (sloupci) ¢étvercové matice

A fadu n pri¢teme k nasobek, k € R, g-tého fadku (sloupce), p = g. Pak plati

det A =detB .
D kaz provedeme pro sloupce.
M¢&jme matici
a1 Apy Agpy Agp ot Ay
A= i a'i,p—ll ai,p’ ai,p+1 aip
adpp o an,pfl! an,p’ an,p+1 app

K p-tému sloupci pricteme k-nasobek sloupce g-tého, p # g a ziskame matici

ay v Qpg,dgp tkagg,a, A,
B =a; - Qjp-1s ai,p+kai,q' aj p+1 e @ |
dpp o an,pfl! an,p + ka'n,q’ an,p+1 ann

Rozvojem determinantu matice B podle p-tého sloupce dostaneme
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n -
det B = > (-)""(a;, + kajg)det By, =
i=1
n i n -
= ;(_1)I+paip det A, + k; (-1)"*Pa; det A, = det A,

protoze druhy soucet, ndsobeny cislem k, je vlastné determinant, v némz na misté p-tého
sloupce je g-ty sloupec. Tento determinant ma tedy dva stejné (g-té) sloupce a podle véty 4 je

roven nule.

Dukaz pro tadky Ize vést obdobné.

Poznamka
1. Vétu 5 mizeme rozSiFit:

Determinant matice A4 se nezmeéni, pricteme-li k p-tému 7adku (sloupci) matice A libovolnou
linedrni kombinaci zbyvajicich 7adkai (sloupcui).

Vv /s

2. Vetu 5 pouzivame pri vypoctu determinants vysSich 7/adu tak, abychom prictenim vhodné
linearni kombinace ziskali v nékterém ;adku (sloupci) co nejvice nul. Pak provedeme rozvoj

podle tohoto 7adku (sloupce).

3. Uzitim vety 5 miZzeme matici prevést na matici trojuhelnikovou. Pak plati

a‘11 a‘12 a13 aln

0 a‘22 a23

0 0 Bl c = Q.8 ....8,,,
0 O e A,

tj. determinant se rovné soucinu prvki na hlavni diagonale, coZ vyplyva primo z veéty 1.
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A\ ¥
Paxy

Resené ulohy

Priklad  Vypoctéme determinant matice

2 -1 0
2 2 1 1
A =
-1 1 2 3
2 1 1 41
Reseni:

Vyhodné bude vyuZit rozvoj podle 4. sloupce. Nejdrive 2. fadek nasobeny cislem (-3)

pricteme k fadku tietimu a 2. fadek pri¢teme k tadku c¢tvrtemu. Prvni a druhy radek

opiseme:
2 -1 0 1 2 10
2 1 1(-3 2 2 11
det A = ( )I = :
-1 1 2 3 < -7 -5 1 0
2 1 1 - 4 3 20

Nyni provedeme rozvoj podle 4. sloupce :
1 2 - 1 2 -4
det A = (-)**.1.-7 5 4 =|-7 -5 -
4 3 2 4 3 2

Tento determinant mtizeme vypogist piimo Sarrusovym pravidlem nebo opét rozvojem

podle 3. sloupce po Gpravach.

1 2 4 .(—1)|2 1 2 -1
detA=-7 -5 -1 < |=|-8 -7 0=
4 3 2 < |6 7 0

= (-)*® . (D). ‘_g _;‘ = —(-56 +42) = 14.

Priklad  Upravou na trojuhelnikovy tvar vypoétéme determinant matice
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1 6 -2
A=|-2 6 3|
2 0 1

Resenti:

1 6 -2/.2,(-2 1 6 -2 1 6 -2
JJ

detA=-2 6 3 =0 6 j.2=0 6 -1 =
2 0 1 0 12 0 0 3
=1.6.3 =18

Kontrolni otazky

1. Jak se nazyvéa determinant, ktery vznikne z determinantu pavodni matice, kde jsme
vynechali i-ty fadek a j-ty sloupec.

a) algebraicky doplnek prvku aj;,
b) subdeterminant vzhledem k prvku aj;,
c) geometricky doplnék prvku ajj-

2. Pfi nasobeni determinantu ¢islem k e R musime vynasobit
a) v8echny radky determinantu,
b) libovolny 1 fadek (nebo sloupec) determinantu,
¢) vdechny sloupce determinantu.

3. Vymeénime-li v determinantu navzajem dva radky (sloupce), pak novy determinant ma
a) stejnou hodnotu jako pavodni,
b) dvakrét vétsi hodnotu neZ pavodni,
) opacné znaménko nez pavodni.

4. Kdy se determinant rovna 0?
a) Kdyz vSechny prvky hlavni thlopii¢ky jsou rovny jeding,
b) kdyZ se dva radky (sloupce) rovnaji,
c) kdyz je pocet fadka mensi nez pocet sloupct.
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5. Sarrusovym pravidlem s provadi vypocet determinanti:
a) jakéhokoliv fadu,
b) fadu n >4,
c) tietiho radu.
6. Kdyz k ur¢itému radku (sloupci) determinantu pri¢teme k-nasobek (k #1) jiného fadku
(sloupce) téhoZ determinantu, hodnota determinantu se
a) nezmeni,
b) k kréat se zvétsi,
c) k krat se zmensi.
7. Hodnota determinantu, ktery je upraven na trojuhelnikovy tvar se rovna
a) soucinu prvka na vedlejsi diagonale,
b) soucinu prvka v 1. sloupci,

¢) soucinu prvki na hlavni diagonéle.

Odpovédi na kontrolni otazky

1. b); 2. b); 3.¢); 4. b); 5. ¢); 6. a); 7. c).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Vypoctéte determinanty:

) [ 3‘, b)‘_2 3‘, c)‘4 _2‘, d)‘@ 2y L 1“
4 -5 0 -5 1 5 J24 15 -3 5
f a a—l‘, tox -1|
a+l a-2 1 tgx
2. Vypoctéte determinanty pomoci Sarrusova pravidla:
350 4 4 1 -2 -6 3 3 -2 0
ayl 0 2, b)) 32|, ¢| 1 6 -2, d|-1 -5 2|,
2 3 2 8 2 3 2 0 1 2 31
31 5 0 x =X
e)-2 1 4|, f)y|1 0 -1}.
0 5 -3 0 -1 x
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3. Reste rovnice:
x 1 2 1 x x
a) 3 x 3| =0, b)  x 2 1| = 0.
2 -1 x 1 1 x
4. Vypoctete determinanty Upravou na trojuhelnikovy tvar:
1
1 0 2 1 -8 3 5
-1 0 1 0 -2 8 -1
a) , b) . ©) -1
1 -1 4 -7 -2 0 0
- 0 2 -1 3 1 1
2
5. Vypoctéte determinanty:
-1 0 -2 -4 2 1 -2 1
-4 1 0 -1 -2 -3 0
a) b) ,  C)
-3 1 -1 4 0 1 -1
0 6 1 0O 3 -1 2
0 0 1 2 3 -4 -1
5 31 0 -2 1 1
d) , e) , )
-1 -1 1 -1 -7 2 8
-1 -2 10 -3 -5 4 2
6. UkaZte, Ze plati:
1 1 1 X
a) |[x 'y z|=X-y)y-2)(z-X), b) L —x
X y* oz 1y
Vysledky tloh k samostatnému reSeni
1. a)-17, b) 10, c) 22, d) v/3, €) S f) (1-2a), g) —5—.
2 COS” X

#* X

* *

* *

- *

* gk
4

85

a) -8, b) 50, c)-18, d) -43, e)-125, f) (- x* + X).

3
1
2
1
-3

X

y

1
1
1
1
0

1
-1
-2
2
0
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3.
4.
S.

a)X1=0,%=2,X3=-2, b)x3=-1, Xp3=1.
a)l, b)0, c)-6.
a) 10, b) 6, c) 1, d) 1, e) -40, f) 24.

Kontrolni test

Vypoctéte determinant

COSX —sSinX

sinxX  CcosX
a) cos2x, b)1l, c¢) -1

Vypoctéte determinant pomoci Sarrusova pravidla

3 2 4
-1 5 3.
2 -4 -3

a)—-39, b) -8 c¢)1.

Vypoctéte determinant pomoci Sarrusova pravidla

3 2
1 -1
0 -2

a)l, b)-1, c)2.

Vypoctéte determinant

X =X X
X X  =X].
X X =X

a) 4x3, b) —x3, c) —4x3,

Vypoctéte determinant Upravou na trojuhelnikovy tvar

1 37
2 0
6 -2 2

a) 20, b)40, c¢)-20.
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6. Vypoctéte determinant Upravou na trojuhelnikovy tvar

0 2 2 2
2 0 2 2
2 20 2
2 2 2 0
a) 48, b)58, «c)62.

7. Vypoctéte determinant

5 3 2 4
10 2 -2 10
-5 6 8 5
0 1 -1

a) -570, b) 121, c) —500.

8. Reste rovnici
X2 4 9

2 3/=0.
1 11

a) X1=LX,=6, b) X;=2,X,=3, ¢) X;=-1 Xy =-6.

Vysledky testu

1.b); 2. a); 3. b); 4.¢); 5.¢); 6.a); 7. a); 8. b).
Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméne v 6 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadé je tieba prostudovat kapitolu 2.3. znovu.
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