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2.2. Matice

Cile

Cilem této kapitoly je uvedeni pojmu matice a jejich specialnich typa. Ctenar se

seznami se zakladnimi vlastnostmi matic a s operacemi s maticemi

Predpokladané znalosti

Predpokladem zvladnuti piedloZeného tématu je dobra znalost pojmu a jejich vlastnosti

z kapitoly Vektorové prostory.

Definice 2.2.1.

Schéma m.n realnych (komplexnich) cisel

a, a, .. a,
a, a, .. a L .

= au 2 nazyvame matici A typu (m, n).
a, a a

ml ¥*m2 mn

Poznamka

1. Cisla aj jsou prvky matice. Pritom aj znaci prvek, ktery lezi v i-tém 7adku a j-tém
sloupci matice A. Index i se proto nazyva radkovy index prvku a; a j sloupcovy index

prvku aj.
2. Je-li m=n, pak matici 4 nazyvame ctvercovou matici 77adu n.

3. Je-li A matice /adu n, pak aritmeticky vektor (ai;, az, ann) Se nazyva jeji hlavni

diagonala a aritmeticky vektor (ain, a2 n-1, ..., @n1) jeji vedlejsi diagonala.

4. Kaidy z m radka matice A miZzeme chapat jako n-rozmeérny aritmeticky vektor, kazdy z

n sloupcu muzeme chapat jako m-rozmeérny aritmeticky vektor.
5. Matice budeme oznacovat velkymi pismeny A, #, ... nebo (&;).

6. Prvky matice 4 mohou byt také funkce, matice, vektory atd. PrislusSné mnoZiny prvkii

vSak musi, vzhledem ke s¢itani a nadsobeni, spliiovat axiomy vektorového prostoru.

% "

o=




Matematika I, ¢ast | Matice

Vyklad
Pro nekteré druhy matic zavadime nasledujici nazvy.

1. Nulova matice @ je matice, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule.

2. Jednotkovd matice E je ctvercovd matice tadu n, jejiz vSechny prvky v hlavni

diagonale se rovnaji 1 (a;i = 1) a ostatni prvky jsou rovny 0 (aj; = 0 pro i # j).

1 0
E=]01 - jednotkova matice 3. fadu.
00

= O O

3. Matici transponovanou k matici A typu (m, n) rozumime matici typu (n, m), kterou
znadime AT a ziskéme ji z matice A vyménou fadka za sloupce, tj. a'ij = aji,

kde AT = (a'ij).

4. Matice A se nazyva symetricka, plati-li A = AT, tj. aij = ;. Je to tedy ctvercova

matice, jejiZz prvky symetricky umisténé vzhledem k hlavni diagondle jsou stejné.

5. Matice A typu (m, n), kterd ma pod, resp. nad diagonalnimi prvky a; samé nuly, takze

aj=0 pro i>], resp. i <j, senazyva trojuhelnikova.

Vyklad

Zakladni operace s maticemi

Definice 2.2.2.
Dvé matice A, B stejného typu (m, n) povaZzujeme za sobé rovneé a piSeme

A =B, maji-li vSechny odpovidajici prvky stejné, tj. ajj = bjj, pro vSechna i=1, ..., m,
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Definice 2.2.3.

Necht matice A = (a;), B = (bjj), jsou téhoz typu (m, n). Pak jejich sou¢tem rozumime

matici € = A + B, kde cj =a;j+ b;j provsechna i=1,..,m,j=1,..,n.

Definice 2.2.4.
Soudinem matice A = (a;) typu (m, n) a realného ¢isla k nazyvame matici

B=k.A kde bj=ka; provsechna i=1,..,m, j=1,..,n.

Pro séitani matic a ndsobeni matice redlnym ¢éislem plati:

1. Komutativni zdkony
A+B=B+A, kA=Ak, keR.
2. Asociativni zakony
A+B)+C=A+ (B +C), k.(LA) = (kD.A, kleR.
3. Distributivni zakony
kK(A+B)=kA +kB, (k+DA=kA + LA, kleR.
4. Existence nulové matice
Existuje takova matice 0, Ze pro kazdou matici A plati A + 0 = A.
5. Existence opa¢né matice

Ke kazdé matici A existuje takova matice -A, Zze A + (-A) = 0.

Poznamka

Je videt, Ze mnoZina vSech matic typu (m, n) tvo/i vzhledem k operacim sc¢itani matic a

nasobeni matice redlnym cislem vektorovy prostor.

Definice 2.2.5.
Necht A = (a;) je matici typu (m, n) a B = (bjc) je matice typu (n, p). Sou¢inem matic
A.B (v tomto poradi) je matice C = A.B = (cix) typu (m, p), kde

Cik = z .o = ainbi + aiba + ... + ain.bnk.
fi=il
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Vyklad

Pro vypocet prvka cix matice € = A.B je vyhodné tzv. multiplika¢ni schéema.

p sloupct

by,
— b3k

B

m Fadkd ail\ aiz\ aB\ .............. a;, Cic i-ty Fadek

n fadka

bnk

n sloupcu k-ty sloupec

Poznamka

Pro nasobeni matic plati:

1. Asociativni zakon
(A.B).C=A(BC.

2. Distributivni zakony
(A+B).C=AC+ BC (pronéasobenizprava),
C(A+B)=CA+ CRB (pronasobenizleva).

3. Existuje jednotkova matice ¥, e A.F = E.A = A pro kazdou c¢tvercovou matici A

7adu n.

Ef o N
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AV

T\

4. Pronulovou matici @jevidy 4.0=0.A = 0.
5. Je-li A.B= 0 paknemusibytani 4 =0, ani B= 0.
6. Obecne neplati komutativni zakon, tj. obecne A.B = B.A.

7. Existuje-li soucin matic A.B, pak (A.B) =B A'".

Resené ulohy

Priklad  Vypoctéte soucin matic A.B , kde

2 -2
~4 0
A = 3 4 B = :
3
-1 -3
Resenti:
2 =2 40 -8-6 -2 -14 -2
AB = 3 4 ( 3 J = |=-12+12 4| = 0 4
~1 -3 4-9 -3 5 -3

Priklad  Oveéite, Ze pro nasobeni matic obecné neplati komutativni zakon.

Reseni:
Pro matice
2 1
A:( ) B=(03Jje
-3 0 -1 4
A.B=(2 1}.(0 3]:(_1 lJ,kdeZto
-3 0 -1 4 0 -
(13202
-1 4) "\-3 0 -14 -

AB = BA.
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Priklad Vypoctéte soucin matic AW, kde
1 -1 -1 1 2 3
A=|-2 2 2, B=|-2 -4 -6]|.
4 -4 -4 3 6 9
Resent:
1 -1 -1 1 2 3 0 00
AB =|-2 2 2|.|-2 -4 -6/=|0 0 0|=0.
4 -4 -4 3 6 9 0 0O

To znamena, Ze promatice A 0, B0 je AB =0.

Priklad Pani Alena jde koupit do obchodu 12 vajec, 6 jablek a 6 hruSek, 12 pomeranca

a 3 citrony. Vyjadieme nakup pomoci nasledujicich fadkového vektoru
x = [ 12 (vejce), 6 (jablka), 6 (hrusky), 12 (pomerance), 3 (citrony)] = (12, 6, 6, 12, 3).

Predpokladejme, Ze vejce jsou po 2 K¢ za kus, jablka po 5 K¢, hrusky a pomerance po 4

K¢ a citrony po 3 K¢ za kus. Pak mtizeme ceny téchto druhti zboZi zapsat jako sloupcovy

vektor
2 K¢ za vejce,
5 K¢ za jablko,
Yy = |4 K¢ za hrusku,
4 K¢ za pomeranc,
g K¢ za citron.

Celkovou castku, kterou pani Alena v obchodé zaplati, mtizeme nyni vypogist souc¢inem
vektora x.y, kde vektor x vyjadiujemnozstvi jednotlivych druhu a vektor y ceny

jednotlivych druht.
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Xy = (12, 6, 6, 12, 3) . = 122+65+6.4+124+33 = 135K¢.

w B~ b 01N

Priklad V prikladu 4. nyni predpokladame, Ze pani Alena maZe nakupovat ve dvou

obchodech, ve kterych se ceny ponékud lisi.

Necht’ vektor cen v druhém obchodé¢ je

K¢ za vejce,
K¢ za jablko,
K¢ za hrusku,

K¢ za pomerang,
K¢ za citron.

N O w O W

Pani Alena ma moznost nakoupit viechno bud’ v 1. nebo ve 2. obchodé nebo muize nakoupit
v kazdém obchod¢ jen to zboZzi, které je tam levnéjsi. Abychom ji pomohli se rozhodnout,

utvotrime matici cen:

Cenyv 1. Ceny v 2. Nejmensi
obchodé obchodé cena
2 3 2
5 6 5
C=|4 3 3
4 5 4
3 2 2
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Prvni sloupec udava ceny v 1. obchodg, druhy sloupec ceny v 2. obchodg, treti sloupec udava
vzdy mensi z obou prislusnych cen. Abychom sestavili G¢et pro vSechny tfi moznosti nakupu,

vypocéteme soucin x.C.

x.C = (12,6, 6,12, 3). = (135, 156, 126).

w b~ b 01D
N O Ww O W
N B W O DN

Vidime tedy, Ze pani Alena zaplati v 1. obchodé 135 K¢, ve 2. obchodé 156 K¢, ale kdyz

koupi kazdé zboZi tam, kde je levnéjsi, zaplati jen 126 K¢.

Kontrolni otazky

1. Matice A typu (m,n)je
a) schéma m+n prvka, b) realné ¢islo, které je ukryto ve schématu matice, c) schéma
m - n prvka.
2. Matice A typu (m,n)ma
a) m sloupct, b) nsloupct, ¢) m+n sloupci.
3. Matice AT transponovana k matici A typu (m,n)je
a) typu (n,m), b)typu (m,n), c) neexistuje, protoze A neni ¢tvercova.
4. Dv¢ matice A,BB muzeme secist pouze pokud
a) pocet sloupct prvni matice je stejny jako pocet fadki druhé matice,
b) ob¢ matice jsou stejného typu,
c) ob¢é matice jsou ¢tvercove.
5. Matici A typu (m,n) nasobime redlnym ¢islem k tak, ze
a) vynasobime ¢islem k libovolny radek matice,
b) vynasobime ¢islem k vSechny prvky hlavni diagonaly,
c) vynéasobime ¢islem k vSechny prvky matice A..
6. Scitani dvou matic je
a) komutativni a asociativni, b) neni komutativni a je asociativni, ¢) neni komutativni

ani asociativni.
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7. Soucin matic A-B (v tomto poradi) miaZeme provest pouze pokud

a) jsou ob¢ stejného typu, b) maji stejny pocet sloupcti, c¢) pocet sloupca matice A je

stejny jako pocet fadka matice B.
8. Pfi soucinu dvou matic A,B
a) zaleZi na poradi matic,

b) nezéleZi na poradi matic,

c) nezalezi na poradi matic, pokud A i B jsou ¢tvercové.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.¢);2.b);3.a);4.b);5.¢);,6.a); 7.¢); 8. a).

Ulohy k samostatnému Feseni
1. Provedte explicitni tabulkovy zapis matice
) A=(@) jetypu@ 5 a | 0. P
a = (a) jetypu (3,5) a
b) B = (by) je Fadu 4 by =0 pro
= (b;) je tadu a

c) €C=(c;j) jetypu(2,6) a cij=1i+].

2. Najdéte matice X, Y, které pro matice

2 31 1 -1 3
A= [ ) B-= ( 0 4} vyhovuji t¢émto vztahum:

0 -1 2)° 2
a) X+A=B,
b) 3A +2X =-B.

3. Provedte nasledujici operace:

6 1 4 2
X=2| 0 -3] -3 0o 1j.
-1 2 -5 -1

4. Zjistéte, pro ktera x, y plati:

[2x+5y 4J_[12x+9 4j
9 2y +1) 9 3’

Ef "
* *
i’ ,i

- =
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1 # ]
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5. Stanovte c¢isla x, y tak, aby matice:

(1 3X + 2
3y+6 2

J byla transponovana k matici

6. Vypoctete soucet danych matic:

AABIiBA,

A B i B A,

c) A B,

d) A. B,

e) A. B,

f) A?

(235]
A= ,
-1 2 4
4 —
=17
1 2
52
A= ,
-3 2
(2—1 3]
A= H
4 -7
1 0 -1
A=|-1 1 ,
2 0 0
2 -1 —
A=|1 0
0

[

112j
6 2

1
-2 4
3
-

3 5)°
3 -5
2 1
2 0
-3 0
1 2
2 0
0 -3
4 1

14)
-3 0/’

1
0)
-V

-1
1 '
-V

7. Piedpokladejme, Ze stavitel piijal zakdzku na pét domu I. typu, sedm domu Il. typu a

dvanact domu I11. typu. Tuto zakdzku miZeme vyjadiit pomoci fadkového vektoru

x = (5, 7, 12). Staviteli je znamo, kolik surovin jednotlivych druhi a kolik prace se

spotiebuje na kazdy typ domu. Piedpokladejme, Ze tyto ,,suroviny* jsou ocel, dievo, sklo,

barva a prace. Cisla uvedena v matici R udavaji mnozstvi suroviny kazdého druhu

spotiebované na kazdy typ domu, vyjadiené ve vhodnych jednotkach. (Cisla v piikladu

jsou volena libovolnég, nikoli tak, aby odpovidala skute¢nosti).

Ocel

k%

Dievo

Sklo Barva

71

Prace
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5 20 16 7 17 1. typ
R=|7 18 12 9 21 1. typ
6 25 8 5 13/ . typ.

Kazdy radek matice je vektor udavajici mnozstvi kazdého druhu suroviny spotiebované na
dany typ domu. Kazdy sloupec matice je vektor udavajici mnoZstvi daného druhu
suroviny pro jednotlivé typy domu. Matice je ziejmé velmi stru¢ny zpisob zapisu této
informace. Vypoctéte mnozstvi surovin kazdého druhu, které stavitel potiebuje ke splnéni

zakazky.

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

0000
122 2 2
3000
1.a) A= |2 1 2|, b)B= ,
3300
2 2 2
3330
2 3456 7
c)C:( j
3456 78
.
—~ —4 -3
~1 -4 2
2 @X:B<A:( ) D)X= S(B-3A)=| 2 .
2 12 2 1 3 _s
2
0 -4
3. X=|0 -9
13 7
2
4, X = ——, =1
e Y
4
5 X = —, =2
3 Y
5 2 5 11 19
6.®A“B:( ), B.A=|-8 2 6|,
~3 19
-1 9 17
~1 -19 7 -
by A.B= ( j, B.A= J,
8 9 17
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14 -19 1 16

10 6 -1
0 A.B=|-5 17 -9 -12|, d A B= ,
~14 -14 1
3 -5 1 4

-2 -1 0 3 -15
) A.B=| 2 -2 1], fy A= |2 -1 1.
8 1 -3 1 309

7. x . R = (146, 526, 260, 158, 388).

Kontrolni test

1. Rozhodnéte, zda matice A a B jsou si rovny:

1 3
1 5 4
A= , B=|5 2|
3 21
41

a) A=B, b) A=B.
2. Prokterd x,y plati:

1 2x+y) (1 3x+1
3y+1 2 ) 10 2 )
a) X=2,y=3, b) x=1y=3.
3. Vypoctéte matici X=2A-5B, kde

(1 1} £1 oj
A= a B= .
12 0 -7

-3 2 -3 2
a)( 2 44}’ b)( 2 39]'

4. Vypoctéte soucet matic A+IB, kde
4 -2 3 4
A= , B= :
(5 —3} (7 11)
7 2 7 5
a) , b) :
12 8 9 8

5. Vypoctéte transponovanou matici AT k matici
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6. Vypoctéte soucin matic A-B, kde

3
A=|2|, B=(1 2 1)
1

3 6 3 3
a)|2 4 2|, b)l4]
1 21 1

7. Vypoctéte soucin matic A-B, kde

1 3
1 2 2
A= . B=[1 4|
2 31
2 2
7 15 L2 4
a)( j b)|3 8 4]
7 20
6 12 2

ﬂg'-fl Vysledky testu

1.b); 2. a); 3. b); 4. a); 5. b); 6. a); 7. a).

Pravodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 5 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipad¢ je tieba prostudovat kapitolu 2.2. znovu.
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