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2.4. Inverzni matice a hodnost matice

Cile

Cilem kapitoly je zavedeni vyzna¢nych pojma pro matice, jejichZ znalost je nutna,

mimo jiné, pro feSeni soustav linearnich rovnic.

Predpokladané znalosti

Predpokladem dobrého zvladnuti latky je zejména znalost operace nasobeni matic.

o

Definice 2.4.1.

Inverzni matici k &tvercové matici A fadu n rozumime takovou &tvercovou matici A™ #adu

n, pro kterou plati: A . A= A™. A = E, kde E je jednotkovéa matice fadu n.

Definice 2.4.2.

Ctvercova matice A fadu n > 2, jejiz determinant det A = 0, se nazyva regularni. VV opa¢ném

-y

piipad¢ ji fikdme singularni (det A = 0).

Véta 2.4.1.

Necht’ A je regularni matice fadun>2a A" je matice utvoiena z algebraickych dopliiki
A, prvki ai € A. Pak plati

At (AN,
detA

Matici (A")" nazyvame adjungovanou matici k matici A a znagime ji A, tedy

1 ~

Al = A
detA
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Dukaz :
Al A1 A A-
detA
Afn A% - A (agap - ag
1 A2 A2 - Afnz | |@y 8p v 8y |
Cdet A : o : .
Afm A% - AT ) \ay a,, o ap,
detA 0 - 0 10 - 0
1 0 detA - 0 | |01 - 0 o
det A : : : : '
0 0 - detA @ oo A

Obdobné dokaZzeme A . A = E.

¥
l|\\

Resené ulohy

320
Priklad  Ur¢eme inverzni matici k matici A =[5 4 1
1 2 5
Reseni:
320
det A=|5 4 1| =6 = 0= matice A je regularni
1 2 5
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Resenti:

« 4 1 N 51 . 5 4
Ay = (_1)2 2 5 =18 Ay, = (_1)3 1 5‘ =-24 A= (—1)4 1 2‘ =6
« 2 0 . 30 N 3 2
A5 = (D)3 =-10 A, =(-D* =15 AL =(-)° =4
21()25 22()15‘ 23()12
« 2 0 . 30 . 3 2
Ay = (D* =2 A, =(1 = -3 A, =(1° =2
31()41 32()51‘ 33()54
18 -24 6
A" =|-10 15 -4/,
2 -3 2
18 10 2
A=(A")"=|-24 15 -3,
6 -4 2
. 18 -10 2
Al =5 24 15 -3
6 -4 2
Priklad  Re$me rovnici pro neznamou matici X:
1 5 4 -1 -2
X = :
-1 0 3 2 9 8
muzeme danou maticovou rovnici zapsat ve tvaru
A.X.B=C. )

ProtoZze det A =1=0, det B =-2=0, jsou matice A, B regularni a mtzeme vypocist

inverzni matice Ata Bl

A_120 - B—lz_l 2 -4
1 2) 2{-3 5)°

Vynésobime-li rovnici (1) zleva matici A™ a zprava matici B*, dostaneme:
ALA X .B.B'=A".C.B',

E.X.E=A".C.B}

At C. B,

Dosadime:
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Zkousku provedeme dosazenim do zadani.

Priklad  Jednoduchy zptisob odesilani kédovanych zprav spoc¢iva v oznaceni pismen

abecedy celymi ¢isly a odeslani zpravy jako posloupnosti ¢isel. Naptiklad zprava
NAPIS VCAS
muZe byt kddovana jako
5,8,10,21,7,2,9,8, 3.

V této zpréve je N reprezentovano 5, A je reprezentovano 8 atd. BohuZel, takto kodované

vvvvvv

nasobeni matic. Necht’ A je matice, jejimiz prvky jsou celé ¢islaadet A =+1,

pak A* =+ A. UkéZeme zpisob kédovani a dekédovani nasi zpravy pomoci matice

»

Il
NN P
w o N
N W P

Kddovanou zpravu umistime do sloupct matice

5 21 9

1 2 1)(5 21 9 31 37 28
A.B=|25 3||8 7 8/=[8 83 67
2 3 2)10 2 3 54 67 48

uréuje kédovanou zpréavu, kterou odeSleme ve tvaru
31, 80, 54, 37, 83, 67, 28, 67, 48.
Prijimajici osoba miZe zpravu dekédovat nasobenim zleva matici A, nebot A A . B =

“E.B=B.
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1 -1 1) (31 37 28 5 21 9
ALA B=| 2 0 -1/./8 83 67|=| 8 7 8|=B.
4 1 1) |54 67 48 0 2 3

vvvvv

rizné matice fadu 3, jejichz det Aj=+1 proi=1, 2, 3. Vyjadieme naSi zpravu tremi vektory

5 21 9
bl = 8 f b2 = 7 y b3 = 8 .
10 2 3

Pak maZeme zpravu kddovat nasobenim

0 Az 0 hz = A2 l’z = (32
Zprédvu muzeme odeslat ve tvaru
e, ¢, e;.

Takto odeslanou zpravu mizeme dekodovat ndsobenim zleva

A" 0 0 (e Al'e, b,
0 A} 0 ||e,|=|A}e,|=]|h,
0 0 A;le; Aj'e, b,

Definice 2.4.3.

Necht’ A = (a;) je matice typu (m, n). Povazujme tadky za aritmeticke vektory vektorového
prostoru V,,. Hodnost matice A je r (znac¢ime h(A) =r), existuje-li r linearn¢ nezavislych

radka matice A a kazdych r+1 fadku je linearné zavislych.
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Poznamka

Hodnost matice A typu (m, n) bychom mohli definovat pomoci sloupcovych vektor:

z vektorového prostoru Vy,. Obe definice vedou k témuz vysledku h(A) =r.

Véta 2.4.2. Necht' A je libovolna matice typu (m, n). Hodnost matice A se nezméni pri

kterékoliv z nésledujicich elementarnich Uprav:
1. zamén¢ poradi fadka (sloupct),
2. ndsobeni jednotlivych radka (sloupcu) cisly ki = 0,
3. pricteni k nékterému fadku (sloupci) linearni kombinace zbyvajicich radku (sloupcu),
4. vynechanim tadku, ktery je linearni kombinaci zbyvajicich fadka.

Ditkaz: Z&dna z uvedenych Gprav neméni pocet linearné nezavislych radka ¢i sloupca.

AV

T\

Poznamka

Dve matice A, B, které maji stejnou hodnost h(A4) = h(#), nazyvame ekvivalentnimi a

znacime 4 ~ B,

ReSené tlohy

Priklad  Ur¢eme hodnost matice

N O R e
|

O N O DN
[
|
[EEN

ReSeni:  Budeme upravovat matici A podle véty 2. Ke 2. fadku pricteme (-1) nasobek 1.
fadku a ke 4. fadku (-2) nasobek 2. radku
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1 2 -1 0).(D | 2 -1 0

1
0 -2 1 -1 1 2 -1 0
fa} ) 1 i 0 -2 1 -1’

0 0 -1 T (-2 _
0 0 -2 Lo_o_o_o

3. a 4. fadek muzeme vynechat (dle 4. bodu véty 2).

N O

Je vidét, Ze v upravené matici jsou dva linearné nezavislé fadky, tzn., Ze hodnost matice A je

dve, h(A) = 2.

Kontrolni otazky

1. Pro inverzni matici At k &tvercové matici A plati
a) A+A1=A"1+A=E,
b) AA=A"LA=E,

C) A‘A=E-A=E, kde E je jednotkova matice.
2. Ctvercova matice A, jejiz determinant detA=0 se nazyva
a) singularni,
b) nulova,
c) regularni.
3. Inverzni matice k matici A existuje
a) kdyZ A je singularni matice,
b) vzdy, kdyz A je ¢tvercova matice,
c) kdyz A je regularni matice.

4. Adjungovana matice A je vytvoiena

a) z algebraickych doplnika prvkia matice AT (tj. matice transponovana k pavodni
matici A),
b) ze subdeterminantd prvka matice A,
c) z algebraickych doplnka prvki matice A
5. Hodnost matice A je ¢islo r, které udava
a) maximalni pocet linearné zavislych radku (sloupci) matice A,

b) maximalni pocet linearné nezavislych radku (sloupct) matice A,
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N
AR

¢) hodnotu determinantu dané matice A.

6. Dvé matice A, B nazveme ekvivalentni, kdyz

a) maji stejnou hodnost,
b) jsou stejného typu,
c) se rovnaji hodnoty jejich determinantt.

7. Pti vynasobeni libovolného fadku (sloupce) matice A &islem k (k =0, k #1) se hodnost

matice

a) k krat zveétsi,
b) k krat zmensi,
C) nezmeéni.

Odpovédi na kontrolni otazky

1.b); 2.a);3.¢)4.a); 5. b); 6.a); 7. c).

Ulohy k samostatnému Feseni

1. Vypogitejte inverzni matici A™ k matici A a proved'te zkousku:

a)A:(—?, 5) b)A:[ 1 —2), c)A:(O 4)
6 — -3 - 6 8

0 1 -1 3 -2 1 00
dA=|1 0 -1, eA=|2 0 -1], f)A={2 -1 1|,
0 -1 1 1 -3 3 1 0 2
2 -1 1 0
001 111
: 0 12 -1
9) A= [0 1 0} hyA=|1 1 0], ) A= ,
-2 00 1
100 100
1 -11
00 11
. 01-10
) A= :
10 11
-1 1 0

N
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2. Reste rovnici pro neznamou matici X:

o 33 = o)
o x (13- (50
o (33)=( (53

3. Reste rovnici pro neznamou matici X:

1 1 -1 1 -1 3
Q) X.|2 1 0(={4 3 2], b)
1 -1 1 1 -2
2 7 3 1 0 2
c)X. |3 9 4/=/0 1 0f.
1 5 3 0 01
4. Vypoctete hodnost matice:
2 3
a) A= ( j b)Bz(
-7 5 —
2
2 -4 6 0
d) D= -3 6 -9|, e M= 1
5 =10 15
3

5. Pro ktera x m& matice A hodnost h(A) =2 ?

2 3x-1 x
A= 4 -1 0f.
-3 2 1

k%

0 [g o) %% )
o x(73-33).
ol (-G

3 4 3 8 21 11
2 -1 0|.X=| 4 -5 5],
1 32 ~9 18 1
3 5 0
2
OJ, )C=|-2 1 -4,
~7 10 -20
1 -1 4 3
1 -1
3 1 -1 1
3 1
, , H)FH5 1 2 5
0 3 4
1 1
1 77
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6. Proved’te diskusi hodnosti matice A vzhledem k parametru p.

»
1
=
Ul P oW

1
2.
P

7. V anglicky psané zprave je mezera oznacena 0, pismeno A oznaceno 1, B oznaceno 2, C

oznac¢eno 3 atd. podle anglické abecedy. Zprava byla kddovana nasobenim zleva matici

-1 -1 2 0
1 1 -1 0
A=
0 0 -1 1
1 0 0 -

a odeslana ve tvaru

-19, 19, 25, -21, 0, 18, -18, 15,
3,10, -8, 3, -2, 20, -7, 12.

Dekddujte zpravu.

Vysledky uloh k samostatnému FeSeni

2 5 11
1- 19 18 71_1 1 -2 -1 3 6
1. a)A 1Y b) A _7(_3 _1], o)Al = ie)
3 6 4
E
3 3 -2 4 .
d) A neexistuje (det A =0), e)A*= |7 -8 -5|, )A’= 3 -1 A1k
6 -7 -4
T
8 2
100 -1
00 1 0 0 1 411,
9gA'=|0 1 0, mAt={o 1 -1], part=3 33 ,
=2 2 0
2 0 1 -2
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10 1 0
100 1 1
HA'=
14101 1
2 1 -1 -
0 5 8 1 1 -3 3 4
2. )X = , b)) X = , 0 X-= , d) X = :
41 25 2 1 5 6
2 13 18 -7
&)X = )X =i |
_34 -18 gl-20 18
232 0 1 -1 2 19 12 5
3. aX= |-4 5 -2|, b)X=|-2 3 -1|, X=| 5 -3 -1,
53 0 14 3 6 3 3

4. a)h(A)=2, b)h(B)=2, c)h(C) =2, d) h(M) =1, e) h(M) =3, f) h(F) = 3.

5. x=—=.6. h(A)=2 pro p=5,h(A)=3 pro p=5.7. Do your homework.

~N | N

Kontrolni test

1. Zjistéte, zda matice A je singularni:
350
A=|1 0 2|
2 3 2
a)ano, Db)ne.
2. Zjistéte, zda matice B je regularni:

-2 -6 3
B= 1 6 -2|
2 0 1

a)ano, b)ne.

3. K dané matici A vytvoite matici adjungovanou A:

4 00
A=2 -1 1|
1 0 2
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20 0 -2
a) A=|-3 8 -4|, b)A=| 0
10 -4 0

-3 1
8 0]
4 -4

4. K dané matici A vytvoite matici inverzni AL

3 4 5
A=2 -3 1]
3 5 -1
-8 5 1

-8

a) Al=| 29 18 -3|, b) A7l=|-5

-11 -7 1

1

5. Kdané matici A vytvoite matici inverzni AL

1 1 -1
A=|-4 5 6|
3 -3 4
~19 5 -6
1

2

1

a) A—lzg 12 -3 3|, bAl=|2 -1

5 -1 3

6. Reste rovnici pro neznamou matici X :

1 3 2 5 10
1 2 4/ X=|9 7|
2 11 4 5
1
a) X=|0 3|, b)nemarieSeni.
2 0

7. Vypoctéte hodnost matice A :

2 1 3 -1

3 -1 2 0
A= .

1 3 4 2

4 -3 1 1

a) h(A)=2, b) h(A)=4.
8. Vypoctéte hodnost matice B :

k%
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3 6 2 1 1
B=|2
3 6 5 -11 -29

a) h(B)=3, b) h(mB)=2.

Vysledky testu

-4 1 2 4.

1.b); 2. a); 3.a); 4. b); 5. b); 6. a); 7. a); 8. b).

Praivodce studiem

Pokud jste spravné odpovedéli nejméné v 6 pripadech, pokracujte dalsi kapitolou. V opa¢ném

piipadeé je tieba prostudovat kapitolu 2.4. znovu.

k%
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