3. Neurcity integral, uréity integral

Def 3.1

Necht' F(x) a f(x) jsou definované na otevieném intervalu J. Jestlize pro
vSechna x € J plati F'(x) = f(x), fikame, Zze F(x) je primitivni funkce
k funkci f(x) na intervalu J. Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci
f(x) v8ech primitivnich funkci k funkci f(x) na intervalu J nazyvame

neurcitym integralem funkce f(x) a oznacujeme If(x)dx )

Funkce f{x) se nazyvéa integrand.

Véta 3.1 Plati:
[fodx=Fx)+C xed
Kde C € Q je tzv. integralni konstanta
Véta 3.2 Ke kazdé spojité funkci v int J, 3 v tomto intervalu primitivni funkce.
Zakladni integraly:
xn+]
1. Ix"dx = +C n#-—1
n+1
2. jldxzjx-‘dxzm|x|+czm(/oc)
X
3. Ie"dx =e"+C
X X 1
4, Ia dc=a"—+C a>0a=1
a
5. J.sinxdx:—cosx+C
6. J.cosxdx:sinx+C
7. [——dr=1gx+C x#(Qk+1) 2 k=041,...
cos” x 2
8. j ,12 dx=—cotgx+C x#k*tk=01,...
sin” x
9. J‘% = arcsin x +C, = —arccosx + C, x| <1
I-x
10. J‘\/ii:hq‘x+\/x2—1‘+C:—argcoshx+C x>1
x =1
11. I dx :]n‘x+\/x2+l‘+clZargSinhx+C1
vx?+1
dx
12. I > =arcigx +C, = —arccotgx +C,
I+x
13, J' dx _lln|1+x|+cl

1-x> 2 |1-x|



14. J.sinhxdx:coshx+C sinhx =< —2e
15. J.coshxdx:sinhx+C coshx:e ze
dx
16. =—cotghx+C
J.sinh > x &
dx
17. =tghx+C
Icosh2 x 8
18. jf(’” dx =n|f,,|+C
Jeo
Véta 3.3 Existuji-1i na otevieném intervalu J neurcité integraly funkci f;, ..., f4(x) a jsou-

licy, ..., ¢, libovolné konstanty, pak také na J existuje neurcity integral funkce:

cifitx) + ...+ cpfu(x)
aplati: J.(c]f, +..+cnfn)dx:c]J.ﬁdx+..+an.fndx

Véta 3.4 Metoda per partes — Jestlize funkce u(x), v(x) maji na J spojité derivace, pak
plati: [u(x)v'(x)dx = u(x)v(x) - [u'(x)v(x)dx

Pozn. Rekurentni vzorec
a) I, = J.x"e"dx u=x" Vi=e'
u'=nx"" v=e"
-1
I, :J.x"exdx =x"e" —nJ.x" e*dx
I, =x"e" —nl |, I,=e"+C
. [ ’
b) Iﬁ:J.sm"xdx:J.sm" sin xdx
+ o on-l ’ :
u=sin"" x V' =sinx
u'=(n—1)sin"? xcosx V=—cosx
_ .-l s n=2
I, =-sin"" xcosx+(n—1)[sin"~ xcosxcosxdx

cos’ x=1-sin’ x
= —sin"" xcosx + (n —I)J.sin”_] xdx+(n—1)J.sin" xdx

n

I = —l[sin " xcosx—(n—1)I,,
n

Vime ze 1, :J.sinxdx—cosx+C



Substituce

1. Q)(x) =t
Véta 3.5 Necht' funkce F promnénné t je priimitivni funkci k funkei f, necht funkce
! =@(,) ma spojitou derivaci @, a necht’ pro kazdé x e (a b) je o (oc ﬁ)

Pak v (a,b) plati:
[ fiop@lode = Fiy) + C

Pouziti: J.g(x)dx kde g(x) = ﬁw(x))qo(’x) =

2. x="(t)

Véta 3.6 Necht funkce f(x) je spojita na (a,b). Necht' funkce x = P(¢) ma spojitou
derivaci W' na (o, ) anecht a <¥(¢)<b, pro ¢ €(a, ). Necht k funkci
Y existuje inverzni funkce ¢ a

J.f (t)dx = G(¢)+ C pak plati
[ £ (x)ax = (qo )+ C
[ f(x)dx = t)‘ [r(e Yit = G(t) = G(¥(x))+ C

Integrovani racionalnich funkci

Def 3.2 Lomenou racionalni funkei nazyvame takovou funkci f (x), kterou lze psat
ve tvaru podilu dvou mnohodlenit P,(x) a Q,(x) sredlnymi koeficienty pro
Vx pronéz Q, (x)#0

"+ " tax+ P
fl)= Z n;‘m +Zn_])§c'”“ + +62); +‘20 0 (();))
m m—1 . 1 0 m

Pokud n<m nazyvame f (x) ryze lomenou racionalni funkei.

P
Véta 3.7 Raciondlni funkci f (x) == (x) Ize vzdy kdyz n > m psat ve tvaru:

0, (x)

f(x)=R, , (x)+g(x), kde R, (x) je mnohoélen n-m stupné a g(x) je ryze
lomena racionalni funkce.



Véta 3.8 Kazdy mnohoclen Q,, s redlnymi koeficienty 1ze uvést na tvar:
1 2 r [I lz [x
0,()=a,(x—a ) (x-a,)* (x—a, ) (v + pr+q,) (& + pox+q, ). " + px+,)
kde a; jsou kofeny o nasobnosti k; a kvadratické vyrazy (x2 + px + q) maji
zaporny diskriminant.
Véta 3.9 Necht’ f(x) je ryze lomena racionalni funkce a mnohoclen Q, (x) Ize rozlozit

podle piedchozi véty 3.8. Pak funkci f (x) Ize rozlozit na soucet elementarnich
zlomk takto:

)
_Pn(x): 4, A, 4 B, B, L
0= 0 e e o) v ) man )

Kx+1L, N K,x+L, K,]x+L,I K1,<X+Ll,< . K,rx+L,r

3 +..+ +..+
X"+ pxtq, (x2 +p]x+ql)

+..+

2

(X2 +p]x+q1 )[I

K, x+L,

+..+ ;
(x2 +p,‘x+qr)'

Takovyto zapis nazyvame rozkladem ryze lomené racionalni funkce f (x) v parcialni
zlomky.

Koeficienty 4, .., L, lze ziskat napt. (viz dalsi kapitoly).

Metoda neurcitych souciniteli

Rovnici (*) vynisobime mnohoélenem Q, (x). Protoze Q, (x) Ize rozloZit podle véty 3.8
bude na levé i pravé stran€ mnohoclen. Porovnanim koeficientii u stejnych mocnin proménné
x dostaneme podminky pro koeficienty A;, ... . Vznikla soustava linearnich rovnic je vzdy
resitelna.

Dosazovaci metoda

Po vynasobeni rovnice (*) O, (x) dostaneme na levé i pravé strané mnohocleny. Tato rovnice
Jje splnéna 1 pro nulové body mnohoclenu Q, . Jejich postupnym dosazenim dostaneme
podminky pro nezndmé koeficienty A ... .

Pi: O(x) = (x—a)S(x)




Oznaéme R(u,v) podil dvou mnoho¢leni s proménnymi ve tvaru u,v.

Integraly takovych funkci feSime pomoci nasledujicich substituci:

1 J-R x(ax+b]%
| \ex+d

ax+b
=t pro s>2

dx

cx+d

x+i =—1 pro D>0, a>0

P(xax=|o, (I +&

4. jR(x,\/ ax’ +bx+c)dx

Eulerovy substituce: a>0 t=+ax* +bx+c txvJa
c20 xt =~vax® +bx+c t+/c

. . y xX—
jsou-li @, B koteny ax® +bx +c, pak t=.|la p
X—a
5. Binomické integraly
P
jxm(a +bx") dx
. o . . - " m+1 m+1 . ,
- lze pfevést na elementarni funkci, kdyz jedno z ¢isel p,——,——+ p je celé
n n
¢islo.
; s vix k r
p - celé x=t pficemz m=—,n=—
s s
m+1 , n
- celé a+bx" =t°
n
m+1 , n
+p -celé ax" +b=1t°



6. J.R(sin x,C0s x Jdx

Navic:
a) R-liché k sinx
b) R-licha k cosx
b) R-suda k obéma

7. Transcendentni funkce

a) J. R(a ! )dx

b) J. P, (x)dx

c) J. R(In x)dx

&) [[P(x)cos ke +O(x)sin foxlx

X
vzdy: tg—=t
y 82

cosx =t
sinx =t
gx=t

a* =t
per partes  u'=e" r=P(x)
Inx =t

metoda neurcitych koeficientti



