Posloupnosti

Def. 4.1.: Posloupnosti realnych ¢isel nazyvame zobrazeni f mnoZiny vSech pfirozenych
¢isel N do mnozZiny vSech redlnych ¢isel R. Prvek n € N nazyvame indexem a

prvek f(n) = a, € R nazyvame n-tym ¢lenem posloupnosti. Znacime {an }f:] .

Pozn.: Je-li dano jen n€kolik prvnich ¢lent posloupnosti a pro ostatni ¢leny je dan
ptedpis, jak se pocité ¢len a, na zaklad¢ znalosti ptedchozich ¢lenti, fikame, ze
tato posloupnost je dana rekurentné.

Def. 4.2.: Posloupnost {a, }f:] , vniz rozdil a4 - a, = d je konstantni, se nazyva
aritmetickd. Cislo d se nazyva diference.

Véta 4.1.: Pro aritmetickou posloupnost {an }f:] plati:

_ an—k + an+k

a) a, =—"——"=, k=1, 2, ..., n-1
2

b) a,=a, +(n-1)d

C) a,=a, +(s—r)d

d) Pro soucet prvnich n ¢lenti (= s, )

n
s =—(a,+a
n 2( 1 n)

Def. 4.3.: Posloupnost {an }f:] , V niz podil Dunt q (a1 #0, ap # 0) je konstantni, se
an

nazyva geometrickd. Cislo q se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

Véta 4.2.: Pro geometrickou posloupnost plati:
a) an = alqn_]

b) a, =a.q’"

"1
o s,=al @# 1)
qg-1
Sn = nal (q = 1)
S, = 1i (q<1 soucet nekonecné geometrické rady

Def. 4.4.: Rikame, e posloupnost {a, |

., ma vlastni limitu, nebo Ze je konvergentni k

¢islua (lima, = a), jestlize ke kazdému € > 0 3 ng takové, ze pro kazdé n > ng
n—>0

je |an —a| <e.

Pozn.: Nemé-li {a, |”

. Vlastni limitu, pak se nazyva divergentni.



Def. 4.5.:

Def. 4.6.:

Véta 4.3.:

Véta 4.4.:

Véta 4.5.:

Véta 4.6.:

Véta 4.7.:

Ciselné Fady

Je-li {an }f:] posloupnost Cisel, pak se vyraza; +a +... +a, + ... = Zan
n=l

nazyva Ciselna fada. Cisla aj, a,, ... se nazyvaji ¢leny fady.

0
5 ;7 , . . 0 o oy
Rada Zan se nazyva konvergentni, konverguje-li posloupnost {sn }n:] jejich
n=l
¢astecnych souctll. Vlastni limita s =lim s, ¢astecnych souctil se nazyva soucet

n—x0

fady ian =s.

n=l

(sph=a;+ta+..+a,)

Je-li fada Zan konvergentni, pak lima, =0.

n=l

(d'Alembertovo kritérium)

Necht’ Zan je fada s kladnymi Cleny a necht’ 0 <k < 1. Jestlize skoro vSechny

n=l

< . ja : o . S
¢leny posloupnosti {”—”} jsou mensi, nez ¢islo k, pak fada E a, je
a

n n=l

konvergentni.

(limitni d'Alembertovo kritérium)

Necht’ Zan je fada s kladnymi ¢leny a necht’ 3 lim unt — b Pokud b < I,

n=l1 n—»o0 an

pak je dana fada konvergentni, je-li b > 1, je divergentni.

(Cauchyho odmocninové kritérium)

Necht Y a, je fada s kladnymi ¢leny a necht’ 3 lim4fa, =k, pak je-lik <1
el n—»ow

(k> 1), je tato fada konvergentni (divergentni).

(Cauchyho integralni kritérium)
Je-li f(x) spojitd nezaporna nerostouci funkce na [N ,oo) , kde N je ptirozené

Cislo, pak fada z f(n) a j f(x)dx je bud’ zaroven divergentni, nebo
n=l1 N
konvergentni.



Def. 4.7.:

Véta 4.8.:

Véta 4.9.:

Def. 4.8.:

Véta 4.10.:

Mocninné Fady

Mocninnou (poten¢ni) fadou nazyvame fadu tvaru

o0

ay+a,(x—x,)+a,(x—x,)" +...= Y a,(x—x,)", kde ag, ai, .. jsou redné
n=0

konstanty.

Ke kazdé mocninné fadé 3 R (0 <R <+w), Ze pro V x € (X0 - R, xo + R) je
tada konvergentnia pro V x ¢ (Xo - R, Xo + R) je fada divergentni. Cislo R se
nazyva polomér konvergence mocninné fady, Cislo X, se nazyva stred
konvergence mocninné fady.

an+]

an

Ma-1li mocninna fada takové koeficienty a,, ze 3 lim

n—0

=q , pak tato fada

1
ma R=— proq>0.R=0proq=o, R=0proq=0.
q

Taylorova a MacLaurinova fada

Necht funkce f(x) ma v bod¢ x¢ derivace vSech fadi. Formaln¢ utvoirme
mocninnou fadu

S'(xo) S"(xo)
S(x)+ 1'0 (x—xy)+ 2'0
Tato fada se nazyva Taylorova fada (T. rozvoj) funkce f(x) v bod¢€ xo. Je-li
specidln€ x = 0, pak se tato fada nazyva MacLaurinova.

(x—x,)" +...

(Taylorova véta)
Jestlize funkce f(x) ma na intervalu [x,,x, + &) spojité derivace az do fadu n+1,
pak f(x) v bod¢ x = x¢ + h Ize vyjadtit ve tvaru

£ (% +h):f(x0)+f’(1f°)h+fﬂg")hz +...+L('x°)h” +R,.(h),
n.

SO G+ )

kde zbytek R . (h)= s

(0<8<1)



