Urcity integral
Def 3.3. Necht' uzavieny interval (a,b) je Gasti def. oboru funkce f{x). Ji-li dano n+/
¢isel xg, X1, ..., Xn pro néz plati:
a=x<X1<...<Xp1 <X,=b

fikame, Ze je dano déleni D, intervalu <a,b>.
Délici body déleni D, definuji n CasteCnych intervald

<x0,xl>, <x,,x2>, ... sdélkou: Ax, =x -x,, ..., f“q‘

Ax, =x, —x, ,, pak zfejm& Y Ax, =b—a :
if; |
' 2t ¢
Nejvétsi z ¢isel Ax, nazveme normou déleni D, |, R :
.i t . ‘
oznaCujeme D. Ozn §&,..,5 redlnd cCisla pro néz ————p— =
w'. N h‘(
& e<x0,xl>,§2e<xl,x2>,...,éne<xn_,,xn> ka:‘“ b

n

Cislo o(D,)=f(&)Ax, +..+ f(&, )Ax, = z (& )Ax, nazyvame integralnim _soudtem

i=l1

funkce f* ptisluSejici déleni D, na intervalu <a,b>.
Jsou-li M}, ..., M, suprema (max) funkce f na intervalu <x0,x1 >,
a my, ..., my infima (min) funkce /' na intervalu <x0,xl>, <xn_,,xn> , pak Cisla

S(Dn):Mlel +o. 4+ M Ax, -horni soucet pfisl. D, na <a,b>.
S(Dn):mlel +.+m Ax,  -dolni soutet pfisl. D, na <a,b>.

Def 3.4. Maximalni (minimalni) hodnota z hornich (dolnich) souctl ptisluSejici vSem
délenim D, intervalu <a,b> se nazyva horni (dolni) integral funkce f na <a,b>.

Jestlize horni integral je roven dolnimu integralu funkce /' na intervalu <a,b>, pak tuto

spole¢nou hodnotu nazyvame urcitym integralem funkce f na <a,b> (Cauchy-Riemanniiv

interval).

b
A oznacCujeme jej: If(x)dx.

b
Existuje-li I f (x)dx, fekneme, Ze funkce f je integrovatelna na <a,b> v C.-R. smyslu.



Véta 3.10.

Véta 3.11.

Véta 3.12.

Véta 3.13

Véta 3.14

Je-li funkce fintegrovatelna na <a,b>, pak

n—0 n—®0 n—o0

j £(x)dx =lim &(D, ) = lim S(D, ) = lim s(D, )

Kazda spojita funkce na <a,b> je na tomto intervalu integrovatelnd ve smyslu
C.-R. smyslu.

Newtonova-Leibnitzova véta
Jestlize f{x) je spojitd na (a,b) a F(x) je primitivni funkce k f{x), pak plati:

b

J Fx)dx = F (o)~ Fla) = [F(x)]

a

Jestlize f (x) a g(x) jsou integrovatelné na <a,b> pak plati:

L L)+ o = (el + o

2. j.Cf (x)dx = cj £ (x)dx C = konst.

3 j.f(x)ix = jf(x)dx + j.f(x)dx a<C<b

4. f flx)px >0 je-li £(x)= 0 naintervalu (a,b)
5. rokde > [ gl F(x)2 g(x) na intervalu (a,b)

O stfedni hodnoté — je-li g(x) nezaporna (nekladnd) na <a,b> af (x) spojita

na <a,b>, integrovatelné, pak existuji & € <a,b>, ze plati:

[ £l = ()] g(w)as

Cislo f(&) se nazyva stiedni hodnota funkce fna (a,b).



Véta 3.15 Substitu¢ni metoda pro urcité integraly — Necht’ funkce f (x) je spojita na
<a,b>. Necht’ funkce qo(t) je na <a, ,B) ryze monotonni a necht’ je spojita i se

svou prvni derivaci, pfi¢emz a = qo(a), b= qo(,B ) Pak plati:

[ Gk = | £l ()

a

Véta 3.16 Metoda per partes pro urcité integraly — Maji-1i funkce u(x), v(x) na <a,b>
spojité derivace, pak plati:

j).u'vdx = [w] - j).uv'dx

Pouditi urcitého integralu

Véta 3.17 Obsah P obrazce U, ohrani¢eného ptimkami x =a, x = b a grafy funkci
y=f (x), y= g(x) spojitych na <a,b>, pri¢emz pro Vx e <a,b>

1) 0<g(x)< f(x) se rovna P= I[f(x)— g(x)hx

2 fl¥)<glx)<o0 P=—[[f(x)-g(x)x

Pozn. Polarni soufadnice

r=f(p)
14,
PZEaJ.I" dqo




Véta 3.18

Def 3.5

Def 3.6

Véta 3.19

Pozn. 1.

Pozn. 2.

Véta 3.20

Objem rotacniho télesa, jehoz plast’ vznikne ritaci rovinné kiivky, kterd je
grafem spojité funkce y = f(x) def. na <a,b>, kolem osy x, je

b

V:ﬂjfz(x)clx

a

Necht’ je dana kiivka ¢, kterou je moZno vyjadiit pomoci )
funkce f(x). Zvolime-li na kiivce ¢ body 4, By, Bs, .., B, = B,

pak spojnici vSech téchto bodli nazveme lomenou carou ‘}
vepsanou kiivce c. Délkou této lomené ¢ary AB rozumime €

soucet délek vSech usecek AB, + BB, +..+B, B, . B t

A

Délkou kiivky ¢ mezi body 4,B rozumime suprémum (max. hodnotu)
z mnoziny vSech délek lomenych Car vepsanych kiivce c. Je-li tato mnozina
shora ohranicena, fikame, ze kiivka c¢ je schopna rektifikace. Neni-li shora
ohranic¢ena, fekneme, Ze kiivka ¢ nema konec¢nou délku.

Je-li kfivka ¢ déna jako graf funkce y = f(x), x € (a,b) a ma-li funkce f(x)
na <a,b> spojitou derivaci, pak pro délku oblouku jejiho grafu na <a,b> plati

o= VI (0

a

Pokud je kifivka ¢ déana parametricky x:qo(t), y:t//(t), z= )((t) pro
te <oc, ﬂ> pak

B

s=[VleOF + 6 O)F +(0) ke

a

Pokud je kfivka ¢ ddna v polérnich soufadnicich r = f(p), ¢ € (a,B) pak

o= [P @)+ (@) do

Obsah P plochy vytvofené rotaci grafu hladké funkce y = f (x) kolem oxy x
pro x € <a,b> je dan:

P =] Wi+ (P d



B
Pozn. 1. Pro kfivku zadanou parametricky s=2r I y/(t)\/(qo’(t))z +('(2)) dr

a

Pozn. 2. Pro kiivku zadanou v polarnich soufadnicich » = f (qo)

B
s = 27TJ.I”Si1’1 o\t + (') do

a

Pouziti urcitého integralu ve fyzice

5 Hr
A= J. F (x)dx )
P t-—-wi»‘
N b
b b
I xydx . I yidx
T&Zi§té obrazee y = f(x) X = Yr=5 -
I vdx I ydx
Moment setrva¢nosti J=|r’dm
(m)
Def 3.6 Nevlastni integraly s nekone€nymi mezemi se nazyvaji
+00 b 0
JrGae [reae [ r(xax
Def 3.7 Nevlastni integraly nazyvame konvergentnim jestlize:

1) Funkce f (x) je integrovatelné na kazdém kone¢ném <a,b>

X—>0 X—>00

X b
2) Existuje-li viastni limita lim [ f(x)dx = B lim [ f(x)dx = B

Jestlize tato vlastni limita neexistuje, fikdme, Ze integral diverguje.

Véta 3.21 Jestlize funkce f(x) a g(x) jsou integrovatelné na kazdém intervalu <a,b> a
pro Vxe<a,©) plati 0< f (x)é g(x) pak z konvergence I g(x)dx plyne

a

0

konvergence I f(x)dx. Diverguje-li I f(x)dx, pak diverguje i I gl )dx .

a

Analogie pro ost. nevl. int.



PribliZny vypocet urcitych integrali
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a) Obdélnikova metoda
b

jf(x)dx :lime(éi )Ax kde &, =x,, , Ax=Ax, =Ax, =Ax,, —x,

a n—o

b) LichobéZnikova metoda

b

b_
jf(x)dx :2—”‘1()’0 +2y,+2y,+..+2y,, +yn)

a

¢) Simpsonova metoda

b
b_
jf(x)dx :6—”‘1()’0 +4y, +2y, +4y; + 2y, +..+ 4y, +J’2n)

2n — sudy pocet intervala



