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Kapitola 1

UVOD

Pocitacova fyzika patii mezi nové a prudce se rozvijejici sméry védeckého ba-
dani. Nazev, jenz vznikl spojenim dvou pojmu — fyzika a pocitac¢ — je vystiz-
nym popisem jejiho zameéteni. Na rozdil od jinych sméri védecké prace, kde
charakterizujicim faktorem je objekt studia (jako napt. fyzika pevnych latek,
fyzika polovodi¢i, fyzika plazmatu, apod.), v piipadé pocitacové fyziky je
rozhodujici metodika 7eseni fyzikalniho problému. Tim dochéazi k omezovani
jiz dlouho probihajiciho a ne vzdy vitaného trendu stale hlubsi specializace
(napt. pevnd latka — polovodi¢ — amorfni polovodi¢ — ... ).

Z hlediska metodického se védecka prace ve fyzice (a nejen tam) jiz dlouho
déli na dva zdkladni sméry — na experimentalni a teoreticky. Experimen-
talni fyzika produkuje data, dava podnéty pro vytvareni teorii a umoznuje
tyto teorie testovat. Teoreticka fyzika interpretuje a zobechuje experimen-
talni poznatky a navrhuje dalsi experimenty slouzici jednak k prohloubeni
znalosti ve studovanych oblastech a pripadné i dava podnéty pro studium
oblasti novych.

Tato symbioza obou pristupti velmi tspésné probiha po mnoho staleti,
resp. tisicileti. V poslednich nékolika desetiletich vSak zac¢ina byt naruso-
vana, lépe Teceno dopliiovana, pravé pocitacovou fyzikou. Ta se snazi
popsanou dvouclennou spolupraci experimentalni a teoretické fyziky zménit
na rovnocennou spolupraci tii partneri: experimentalni, teoretické a pocita-
cové fyziky. Vedle jiz popsanych vazeb historickych sméru tak piibyvaji dalsi
vazby. Experimentalni fyzika generuje data vyuzivana jak teoretickou tak i
pocitacovou fyzikou, pocitacova fyzika naopak pro experimentalni fyziku pro-
vadi analyzu téchto dat, zabezpecuje fizeni experimentalnich zafizeni, vytvari
modely realnych procesii a na jejich zakladé analyzuje experimentalni data a
navrhuje nové experimenty. Podobna vazba se vytvari i mezi pocitacovou a
teoretickou fyzikou: teoreticka fyzika poskytuje rovnice pro feSeni metodami
pocitacové fyziky a naopak interpretuje vysledky pocitacovymi metodami zis-
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kané, pocitacova fyzika pak poskytuje teoretické fyzice pomoc pifi provadéni
rozsahlych vypocti a podobné jako experimentalni fyzika dava prostrednic-
tvim tzv. pocitacovych experimentti podnéty pro vytvareni novych teorii a
pomahé pfi jejich testovani. Takto nastinéna spoluprace tii rovnocennych
metodik feseni fyzikalnich problémt je v soucasné dobé pro pocitacovou fy-
ziku zatim jesté ponékud ambicioznim planem, s rozvojem hardwarovych a
softwarovych prostiedkt se vsak stava stale realnéjsi.

Co to vlastné je pocitacova fyzika? Presna definice tohoto védniho oboru
je velmi obtizna, ne-li nemozna. Struc¢né feceno, jsou to takové postupy pri
Feseni fyzikalnich problémt, pfi kterych pocita¢ hraje podstatnou roli. Dule-
zité je slovo ,,podstatnou”, protoze v soucasné dobé€ najdeme pocitac v kazdé
laboratofi, kde se uziva pti drobnéjsich vypoctech, psani texti (publikaci, di-
serta¢nich praci), sbéru dat, atd. Urcité sem patii napf. pocitacové simulace
nebo symbolické manipulace, ¢astecné i automatizace experimentu, apod. S
rozvojem hardware se vytvareji i nové oblasti pocitacové fyziky jako napf.
prace v pocitacovych sitich nebo studium paralelnich procesi. Pocitacova fy-
zika jednak poskytuje vystup vysledki do jednotlivych fyzikalnich disciplin
(a zde Casto tyto postupy byvaji povazovany za soucast prislusnych obort)
a jednak vytvaii nové metody prace, ¢imz dale pocitacovou fyziku jako dis-
ciplinu rozviji. Hranice oboru jsou z tohoto divodu mlhavé a neustale se
méni.

Pro potfeby tohoto studijniho textu byla pocitacova fyzika rozdélena do
nasledujicich zékladnich smért, kterym se budeme postupné vénovat:

e Pocitacové modelovani

e Pocitacova grafika a vizualizace
e Zpracovani obrazu

e Integréalni transformace

7 téchto oblasti ma v pocitacové fyzice vysadni postaveni pocitacové modelo-
vdni, coz je technika pouzivand fyziky rtznych specializaci nejcastéji, nebot
jim poskytuje ¢asto neocenitelnou pomoc pfi experimentalnim i teoretickém
studiu nejriznéjsich fyzikalnich jevl a procest. Je také nejvice rozpracovana
a déli se na fadu dil¢ich metodik, které jsou Casto zndmé i mimo ramec po-
¢itacové fyziky - napi. metoda Monte Carlo. Proto se i my budeme této ob-
tohoto studijniho textu. Ostatni tfi vyjmenované sméry pocitacové fyziky
budou tvofit napln druhého dilu studijniho textu. Jelikoz vyjmenovanymi
zékladnimi sméry pocitacova fyzika zdaleka nekonci, v zavéru druhého dilu
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se struéné zminime i o dal$ich metodikach pocitacové fyziky, které bud patii
do pocitacové fyziky jen okrajové (napt. Rizeni experimentu) a nebo jsou tak
rozséhlé a obtizné, ze prekracuji ramec tohoto studijniho textu (Symbolické
manipulace, Teorie waveletovych funkei, atd.).

I kdyz pocitacova fyzika patii mezi nejmladsi védecké discipliny, jiz se
rozvinula do takové site a dosahla tolika vysledki, ze se zacind vnitiné délit.
Stale castéji se hovori o

e klasické pocitacové fyzice
e moderni pocitacové fyzice.

Pod pojem moderni pocitacovd fyzika se zahrnuji nové progresivni sméry,
které se objevily v poslednich letech bud p¥imo v ramci pocitacové fyziky a
nebo byly jako aplikace prevzaty z jinych védeckych oblasti (nejéastéji z ma-
tematiky a informatiky). Do moderni poc¢itacové fyziky v soucasné dobé patii
neuronové sité (resp. jejich aplikace ve fyzice), fuzzy logika a evolu¢ni pro-
gramovani (genetické algoritmy), pfi¢emz tento seznam je nadale otevieny. Z
tohoto hlediska predlozeny studijni text se vénuje klasické pocitacové fyzice,
pouze v zavéru druhého dilu budou velmi struc¢né nastinény problémy resené
postupy moderni pocitacové fyziky.

Zavérem jesté jednu poznamku ke clenéni textu. Zakladni infor-
mace v textu obsazené jsou urcené pro bakaldrskou uroven studia fy-
ziky. Pokud to ale bude vhodné, bude vyklad doplnén tak, aby se
zajemce (nebo pfipadné poslucha¢ magisterského studia) dozvédél o
prislusné problematice vice. Rozsifujici informace v tomto studijnim
textu budou od zakladniho vykladu oddéleny graficky — budou psany
drobné€jsim pismem a odsazeny od okraji stranky.

K tcelu doplnéni a rozsiteni znalosti ziskanych pii pfednaskach slouzi téz
seznam literatury uvedeny na konci obou dilii studijniho textu. Nanestésti
neexistuje dostatecné mnozstvi literatury k jednotlivym partiim pocitacové
fyziky v cestin€, proto je vétsina uvadénych knih v anglictiné a v knihovnach
jsou jen v omezeném poctu. Pro bakalaiské studium vsak c¢teni rozsitujici
literatury neni nezbytné (i kdyz samoziejmé je uzite¢né).

Kazda dalsi kapitola obou dil studijniho textu bude zakoncena sekci
popsané. Tyto poznatky budou téz vyzadovany u zkousek — dil¢ich i stat-
nich. Dale budou v nékterych kapitolach uvedeny piiklady urcené k procvi-
covani latky v kapitole popsané. Nékteré z téchto prikladd budou jiz vyfte-
Seny, vétsina vSak bude urcena k samostudiu, pripadné k procvic¢eni v ramci
organizované vyuky.



Kapitola 2

HARDWAROVE A
SOFTWAROVE ZAKLADY
POCITACOVE FYZIKY

Pro pouziti pocitacové fyziky k feseni fyzikalnich problémt musime mit od-
povidajici vybavu — jak vypocetni techniku (hardware), tak i prostiedky
softwarové (vhodny programovaci jazyk, pocita¢ vybaveny piislusnym ope-
ranim systémem, ...). Pfedev§im vSak musime mit patiiéné znalosti, jak
tyto prostiedky pouzit k vyfreSeni naseho problému. Posledni ¢ast vybavy,
znalosti, by mély byt obsazeny v tomto studijnim textu, hardwarové a soft-
warové prostfedky musi poskytnout pfislusné pracovisté. A co bychom na
ném méli pozadovat?

2.1 Hardwarové prostredky

Nebudeme se zde detailné zabyvat prehistorii vypocetni techniky, i kdyz je
dfive) byly ¢inény vice ¢i méné uspésné pokusy o konstrukci umélych bytosti
— homunkulii, mechanickych pisaiti, Sachist, atd. — dobové zapisy nam vsak
nedovoluji jednoznacné urcit, co bylo realné vytvoreno a co byl jiz tehdy pod-
vod, pfipadné co je pouha fama. Neni proto mozno rozhodnout, kdy prvni
soucasné vypocetni technice podobné zarizeni vzniklo. Urcité vsak se nejedna
o stoleti dvacaté, nebot jiz poc¢atkem 19. stoleti se objevila dvé jména, ktera
do historie vypocetni techniky zcela urcité patii — konstruktér v modernim
slova smyslu, profesor matematiky Charles Babbage a prvni skuteéna pro-
gramétorka svéta, dcera lorda Byrona, Augusta Ada Lovelace (po niz byl
pojmenovan ve své dobé populdrni programovaci jazyk ADA).
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RADIC
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Obrazek 2.1: Von-Neumannovska koncepce pocitace. Tok dat je znazornén
silnymi carami, fidici prikazy carami slabymi.

Skutecny rozvoj vypocetni techniky vSak zacal az v prvni poloviné stoleti
dvacatého. Tehdy se zacaly formovat pojmy, které jsou dnes jiz tak znamé, ze
je zde neni nutno vysvétlovat — bit, byte, vypocetni soustava (dvojkova, desit-
kova, osmickova, ...), logické operatory, atd. (pojem algoritmus vSak zavedla
jiz Ada Lovelace) — pfedevsim vSak vznikla tzv. Von-Neumannova koncepce
pocitace, podle niz byly pocitace (a mikropocitace) konstruovany od samych
pocatkt az do nedavné doby. Tato koncepce je znazornéna na obr. 2.1. Podle
ni se pocita¢ ma skladat z nékolika zakladnich bloku (pamét, fadi¢, opera¢ni
jednotka, vstupni a vystupni jednotka), mezi kterymi prochazeji data i Fidici
prikazy podle toho jak urcuje program.

Zéakladni postaveni méa pamétf, do které se ukladaji jak vstupni
data, mezivysledky a konec¢né vysledky, tak i program tvofeny po-
sloupnosti jednotlivych pfikazi (tim se pocitaé¢ lisil od tzv. progra-
movatelnych kalkulatord, kde paméti pro data a programy byly zcela
oddéleny).

Pred pocatkem vypoctu je program, a pripadné i vstupni data,
nacten do paméti. Jednotlivé prikazy programu jsou postupné posilany
do radice, ktery je desifruje a podle potfeby prikazuje ostatnim bloktm
pocitace, aby provedly pfislusnou ¢innost — nacetly dalsi vstupni data
(Vstupni jednotka — Pamét), zajistily vystup vysledki z pocitace
(Pamét — Vystupni jednotka) a pfedevsim provadély aritmetické a
logické operace (Pamét, Operacni jednotka, Radi¢). Konkrétné, pamét
posle operandy do operacni jednotky, ta provede piislusnou operaci
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a vysledek vrati jednak do paméti a téz do fadice. Tim mize fadic¢
modifikovat dalsi béh programu podle vysledku predchozi operace —
podminéné skoky, atd.

Tato architektura pocitace byla zakladem konstrukce vypocetni
techniky po vice nez padeséat let jak u velkych (sdlovych) poéitaci
tak pozdéji i u mikropocitact. Béhem doby samoziejmé doznala ur-
¢itych zmén — nejprve diky hardwarovym omezenim u pocitact nulté
a prvni generace (viz déle) a pozdéji naopak diky rozvoji mikropro-
cesorové techniky. Nejvyznamnéjsi jsou asi nahrazeni pojmt vstupni
a vystupni jednotka pojmem kandl, na néjz jsou teprve periférie pri-
pojovany (coz umoznilo souc¢asnou préci vice vstupnich a vystupnich
zafizeni) a specializace jednotlivych ¢asti paméti (zdsobnikovd pameét,
registry, ...). K tomu se podrobnéji vratime v druhé ¢asti studijniho
textu v souvislosti s fizenim experimentu.

Teprve v poslednich letech se zacaly konstruovat pocitace zcela se
vymykajici von Neumannové koncepci — paralelni a vektorové systémy,
dovolujici ve stejném okamziku zpracovat vice informaci na rozdil od
sériové ¢innosti starsich systémi. I k této otazce se vratime ve dru-
hém dilu studijniho textu. (Mimo jiné, koncepci téchto paralelnich
systémil, které se nékdy symbolicky oznacuji jako ,,Non-Von“, navrhl
jiz v poloviné 20. stoleti téz John von Neumann).

8

V nésledujici tabulce si struéné shrneme vyvoj vypocetni techniky ve dva-
catém stoleti — do tohoto prehledu neni zapocitana mikroprocesorova tech-
nika, kterou si podrobnéji probereme pozdéji, stejné jako soucasné pocitace.
Jen pro srovnani — vyvoj pokracuje i nadale na bazi integrovanych obvodii
a pocet prvki v jednom obvodu od pocatecnich nékolika desitek prvki se v
soucasnosti blizi ke sto miliéntim. Moderni paralelni systémy obsahuji tako-
vych integrovanych obvodu (mikroprocesoril) az nékolik set ¢ tisic, ¢emuz

odpovida i vypocetni vykon. Podrobnéji viz druhy dil studijniho textu.

generace rok konstr. prvky vykon [op/s] RAM [b] SW

0 1941  relé 101 103 stroj. kod
1 1946  elektronky 102 104 assembler
2 1960  polovodice 103 10° FORTRAN
2,5 1964  mikromoduly 10* 106 op. systémy
3 1966  int. obvody 10° 107 sdileni ¢asu
3,5 1971  int. obvody 108 108 virt. paméti

Tabulka 2.1: Hlavni charakteristiky vypocetni techniky:.
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Casové tdaje v tabulce 2.1 uvedené odpovidaji dobé, kdy se pii-
slusné technika zacala masové pouzivat, vlastni zacatek vzdy ponékud
predbihal (napf. prvni pocita¢ osazeny tranzistory byl zkonstruovan
jiz v roce 1955).

S rastem slozitosti vypocetnich systéma roste i vypocetni vykon,
jehoz hodnota se zvySuje podle empirického Moorova zdkona (formu-
lovaného v roce 1964): zdvojnasobuje se kazdych dvanact az osmnact
mésicti. Proto od pocatku 40. let vykon pocitany v desitkidch operaci
za sekundu vzrostl aZ na sou¢asnych téméf neuvétitelnych 35,61 - 1012
operaci za sekundu (a to v pohyblivé Ffadové Carce, tzv. teraflops).
Jedna se o superpocita¢ Earth Simulator firmy NEC uvedeny do pro-
vozu v roce 2002 a obsahujici 5 134 vektorovych procesorti.

2.2 Softwarové prostredky

Pii formulovani zadani fyzikalniho problému na pocitaci a jeho vyfeseni po-
stupy pocitacové fyziky musime mit odpovidajici softwarové prostredky, pie-
devsim vhodny programovaci jazyk a dale prostfedky na ovladani procesu
vypoctu, tj. operacni systém.

Vlastnim ,,jazykem“ pocitace je tzv. strojovy kod. Program ve strojovém
kédu je tvoren posloupnosti prikazii, které oznamuji fadic¢i pocitace, jakou
operaci mé provést, s jakymi argumenty, co ma udélat s vysledkem operace
a jak mé program pokracovat. VSechny tyto informace jsou uvedeny ve dvoj-
kové soustavé a jejich zapis se lisi podle jednotlivych typi pocitaci (nebo
mikroprocesoril). Ptiklady zépisu programu ve strojovém kédu mikroproce-
sord Intel budou uvedeny ve druhém dile studijniho textu.

Jelikoz vytvareni programu ve strojovém kodu je mimoradné narocné,
od pocatku rozvoje vypocetni techniky byla snaha tuto ¢innost programato-
riam ulehcit — uzivatelim ponechat pouze tviirci praci a mechanickou ¢innost
prenechat pocitaci. To vedlo k vytvotfeni programovacich jazyk.

Mezistavem bylo zavedeni tzv. assembleri, tj. jazyka symbolickych adres
¢i jazykl symbolickych instrukci. Nejedna se jesté o programovaci jazyky v
pravém slova smyslu ale jen o zrychleny zapis programu ve strojovém kédu
se zachovanim jeho zakladni vyhody — maximéalni rychlosti vypoctu — spolu
se snizenim namahy na vytvafeni programt. Proti programovani v pravych
se v soucasné dobé pouziva jen tam, kde je rychlost vypoctu a plné kontrola
nad ¢innosti pocitace nezbytna, tj. predevsim pii fizeni experimentu (a to
jesté zdaleka ne vzdy). Ve vSech ostatnich ptipadech se dava prednost praci
ve vysSich programovacich jazycich.

O programovaci jazyk se jedna tehdy, kdyz jedné instrukci programu
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obecné odpovida vice instrukci ve strojovém kédu. To mé za nésledek na
jedné strané zefektivnéni programatorské prace, na druhé strané vsak to pii-
nasi mensi efektivitu vysledného kédu. Jelikoz prioritou vsak je snizena na-
maha programatora, v pocitacové fyzice se prakticky vyhradné pracuje ve
vyssich programovacich jazycich. K tomu, abychom zvolili vhodny jazyk, je
dobré znat néco o jejich historii.

Preklada¢ programového jazyka je specidlni program, ktery na vstupu
ma zapis nasi ulohy v symbolice daného jazyka a na vystupu je program
ve strojovém kodu pfislusného procesoru. Vznik prvnich programovacich ja-
zyki je proto spojen s dostatecnym rozvojem vypocetni techniky — kapacity
pameéti, rychlosti procesoru, atd. — aby bylo mozno spolu s vlastnim progra-
mem uzivatele zpracovavat i prekladac prislusného jazyka. Podle tabulky 2.1
se jedné o pfechod mezi prvni a druhou generaci pocitacii, nékdy kolem roku
1957. Tehdy ve velmi kratkém rozmezi vznikly prvni tfi programovaci jazyky,
které tvori zaklad velkého mnozstvi soucasnych jazykt. Jednalo se o jazyky
FORTRAN - vhodny pfedevsim pro védecko-technické vypocty, ALGOL —
pro matematicky zapis algoritmtt a COBOL — pro ekonomické vypocty. Pak
nasledoval velmi prudky rozvoj, ktery do nasi doby jesté neskoncil. Podle po-
sledniho seri6zné provedeného s¢itani, které (podle nasi informace) probéhlo
v roce 1980, tehdy existovalo jiz vice nez 2000 programovacich jazyku. Je-
jich soucasny pocet si nedovolujeme ani ptiblizné odhadnout. Vétsina z nich
je vSak jen uzce specializovana, takze vétsiho rozsifeni v nasi oblasti védy
doséhlo jen nékolik z nich.

Programovaci jazyky se déli na rizné skupiny podle fady klici:

jazyky strojové orientované a problémové orientované

jazyky kompilacni a interpretacni

jazyky vhodné pro védecko-technické vypocty, pro ekonomii, ...
e atd.

Pokud se budeme déle vénovat jen programovacim jazyktim vhodnym z hle-
diska pocitacové fyziky, nebo obecnéji jazyktim pouzivanym v matematice a
fyzice, je tieba uvést tyto jazyky:

Skupina jazykii FORTRAN: Ptvodni jazyk FORTRAN z roku 1957 se
pfes nékolik mezistupni vyvinul v jazyk FORTRAN-66 (dnes jiz ne-
pouzivany), v jazyk FORTRAN-77 (jiz zastaraly, ale na fadé pracovist
dosud pouzivany, proto je vhodné znat aspori jeho zaklady), v jazyk
FORTRAN-90 a v zatim posledni FORTRAN-95.
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Skupina jazykti ALGOL: Pivodni jazyk ALGOL se zménil v jazyk
ALGOL-68 a tim jeho vyvoj skondil. Jeho syntaxi vSak ptrevzal (a vy-
razné obohatil) jazyk Pascal z druhé poloviny 70. let. V tomto duchu
pokracoval i jazyk MODULA-2 z konce let osmdesatych, ten se vSak
velkého rozsiteni nedockal.

Novéjsi jazyky: Dalsi jazyky jsou novéjsi — jazyk BASIC z roku 1964 (jenz
se v 90. letech vyvinul v jazyk Visual BASIC), jazyk FORTH a zejména
jazyk C z roku 1978 (v tomto roce byla vydana zékladni u¢ebnice tohoto
jazyka [1], dnesni oficidlni standard ANSI C pochézi z roku 1988) s
jeho rozsitenou verzi C++. Vedle téchto programovacich jazykt byly
u¢inény aspon dva pokusy o sjednoceni — jazyk PL/I ze 70. let a jazyk
ADA z 80. let.

Na fyzikalnich pracovistich se nejcastéji setkame s jazyky Pascal, C a
C++, FORTRAN-77 a FORTRAN-90 a také s rtiznymi dialekty jazyka BA-
SIC. V posledni dobé se zacinaji rozsifovat i nové jazyky Delphi a JAVA. Z
hlediska pocitacové fyziky vSak maji vysadni postaveni pouze dva jazyky —
jazyk FORTRAN-90/95 a jazyk C. V téchto dvou jazycich je napséno vice nez
90 % vSech programi, pfi¢emz jejich vzajemny pomér se blizi k 50 procentim
(vyrazné geograficky rozdélenym — Japonsko téméf vyhradné FORTRAN,
USA ptevaha C, Evropa zhruba stejné zastoupeni obou jazykt). Preference
prislusného jazyka je téz vlastnosti urcité komunity — uzivatelé operac¢niho
systému UNIX castéji preferuji jazyk C, atd.

Vedle volby vhodného programovaciho jazyka je druhou zakladni otazkou
volba vhodného operac¢niho systému. Co to je operacéni systém? V pocat-
cich pocitacové fyziky byly vSechny problémy feseny ve strojovém kdédu a
veskera obsluha pocitace byla provadéna manualné z operatorské konzole.
S rozvojem vypocetni techniky se nejprve zefektivnila prace uzivatele zave-
denim programovacich jazyki a v dalsi generaci vyvoje vypocetni techniky
(Tab. 2.1) byla zefektivnéna i prace obsluhy pocitace zavedenim opera¢niho
systému, ktery podobné jako programovaci jazyk prevzal mechanickou ru-
tinni ¢innost, jez bylo mozno predem naprogramovat. Tak vznikla cela fada
operac¢nich systém, z nichZ nejznamé;jsi jsou asi CP/M, MS-DOS, Windows
a UNIX. Pro nas se volba redukuje — pokud budeme pracovat na mikropo-
¢itacich typu PC, je tfeba rozhodnout mezi riiznymi variantami opera¢niho
systému Microsoft Windows (98, 2000, XP) a systémem Linux. Pfi praci na
pracovnich stanicich a vétsi vypocetni technice se bude s nejvétsi pravdépo-
dobnosti jednat o rtizné varianty operac¢niho systému UNIX.

Dalsi otazkou je volba reZimu prace dané vypocetni techniky. Riizné
rezimy prace si nejlépe objasnime graficky - viz obr. 2.2. Béhem vyvoje vypo-
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Y

Obréazek 2.2: Rezimy préce: individudlni (nahofe) a multiprogramovy (dole).

cetni techniky a v zavislosti na jeji vykonnosti a kapacité paméti se pouzivaly
rizné rezimy, nékdy i na jednom zarizeni soucasné:

Individualni rezim — Tento rezim je nejstarsi. Uzivatel ma pii ném k
dispozici pocitac sdm pro sebe. Kdyz ukonci praci, ptijde druhy uzivatel
a pocne pracovat stejnym zpusobem (obr. 2.2 nahote).

Davkovy rezim — Pro urychleni prace jsou programy (a vstupni data) vice
uzivateld pripraveny predem do vstupniho zafizeni pocitace. Praci ridi
operacni systém, ktery ihned po dokonceni vypoctu jednoho uzivatele
spusti vypocet dalsiho a tak omezi prostoje znédzornéné na obr. 2.2
nahofe mezerami mezi bloky.

Multiprogramovani — I pii davkovém rezimu se casto stavalo, Ze poci-
ta¢ nebyl plné vyuzit. Bylo to tehdy, kdyz program vyzadoval praci s
pomalou periférii (napf. vstupni nebo vystupni jednotkou). Byl proto
zaveden rezim multiprogramovaci, pii kterém jsou v paméti pocitace
uloZeny programy vice uzivatell a tyto programy maji riizné priority
— na obr. 2.2 dole jsou oznaceny tak, Ze nejvyssi prioritu ma program
¢islo 1, pak 2, atd. Pracovat zacne program ¢. 1. Kdyz uvolni procesor,
aby po urc¢itou dobu vykonéval jiné operace, za¢ne ihned pracovat dalsi
program. Jakmile vSak ptvodni program vyzaduje opét procesor pro
sebe, vzhledem k jeho vyssi priorité ten dalsi program prerusi praci a
ptuvodni program pokracuje v ¢innosti. Tento postup se muze vicekrat
opakovat. Na obrazku jsou znazornény rtizné situace, pri kterych dalsi
program napf. muze ukoncit Gspésné vypocet a vypocet zahaji treti
program, atd.

Existuje vice druhtt multiprogramovani, které se lisi v pravidlech, jak si
programy predavaji fizeni. Vedle zpiisobu znédzornéného na obr. 2.2 dole
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je obvykly i zpiisob, pfi kterém maji vSechny programy stejnou prioritu
a ve vypoctech se stiidaji cyklicky po urcitych kratkych intervalech.

V experimentalni fyzice je bézny zpusob, pti kterém je v pocitaci pri-
tomen jeden program s maximalni prioritou a dalsi program nebo pro-
gramy maji prioritu nizkou. Ten hlavni program obsluhuje experimen-
talni aparaturu a okamzité reaguje na jeji pozadavky. Ve zbylém case
lze provadét vypocty, kreslit, psat diplomové prace, apod.

Obecné lze Tici, ze vSechny zptisoby multiprogramovani vyrazné zvy-
suji efektivitu prace celého systému. V prikladu uvedeném na obr. 2.2
dole program ¢. 1 provede sviij vypocet stejnou rychlosti jako v indi-
vidualnim nebo dévkovém rezimu, zatimco programy ¢. 2, 3, ... budou
spocitany rychleji.

Na velkych pocitacich (sdlovych systémech nebo superpodcitacich) se v
soucasné dobé pracuje pouze v rezimu multiprogramovani. Individualni re-
zim byl provozovan pouze v pocatcich — v 50. letech. V 60. letech se vétsinou
zacalo prechazet na davkovy rezim a 70. az 80. letech na multiprogramo-
vaci. Mikropocitace obecné kopiruji vyvoj velkych systémi s urcitym sklu-
zem. Proto osobni mikropocitace pracuji vétSinou v individualnim rezimu,
ale vykonnéjsi z nich a pracovni stanice pro zvyseni efektivity prace jsou
téz multiprogramovatelné — at jiz systémem vice uzivatelt (terminalovy pro-
voz) nebo spousténim vice programu jednoho uzivatele. Tento zptisob prace
podporuji i soucasné operacni systémy na bazi Windows nebo Linuxu.

2.3 Zasady programovani

I kdyz mame k dispozici moderni vypocetni techniku a preklada¢ vhodného
programovaciho jazyka, je mozné vytvorit programy nejriznéjsi kvality. Efek-
tivnim vytvareni programu se sice zabyva jind védni disciplina — soucast in-
formatiky, softwarové inzenyrstvi, zaklady vytvareni dobrych programu vsak
musi znat kazdy pocitacovy fyzik (a mél by je znat vibec kazdy fyzik).

V pocatcich byl jedinym kritériem pii vytvareni programii pozadavek na
vznik programu, ktery spravné vytesi zadany problém a to jakymkoliv zpt-
sobem. Disledkem casto byly neprehledné programy, neefektivné vytvarené,
tézko Citelné, velmi tézko udrzovatelné a rozsiritelné. Této fazi se dnes Casto
fika ,,divoké programovani a vzniklym programim pejorativné ,spaghetti
code®. Neni ji mozno zcela odsuzovat, nebot touto technikou bylo dosazeno
casto velmi cennych vysledki.

V druhé poloviné 70. let vSak vznikla myslenka strukturovaného pro-
gramovant, ktera se ukazala velmi vhodnou ve védecké praci. Zasady struk-
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turovaného programovani jsou shrnuty v knize N. Wirtha z roku 1976 s typic-
kym nazvem , Algorithms + Data Structures = Programs“ [2]. Tuto techniku
lze stru¢né charakterizovat jako zavedeni dobrovolnych omezeni pii vytva-
feni programi s cilem zefektivnit tvorbu, ¢itelnost a udrzovani programi.
Znamend to tedy nevyuzivat vSechny moznosti, které dany programovaci
jazyk poskytuje. To se tykd predevsim jazyka FORTRAN (a to varianty
FORTRAN-T77; novéjsi varianty -90 a -95 jiz berou zasady strukturovaného
programovani v ivahu), ktery vznikl pred zavedenim metodiky strukturova-
ného programovani a obsahuje piikazy, které jsou s ni neslucitelné — napft.
aritmeticky podminény ptikaz. Naopak na zakladé myslenek strukturovaného
programovani vznikly jazyky, které strukturovanou praci ptimo podporuji —
zde je tfeba jmenovat predevsim jazyk Pascal, autor N. Wirth (pivodni kniha
prof. Wirtha [2] uvadi pfiklady v jazyku Pascal, jeji pfepracované vydani z
roku 1986 jiz pracuje s jazykem MODULA-2).

Uplynulych 25 let ukéazalo, ze dodrzovani zasad strukturovaného progra-
movani pii praci v pocitacové fyzice je velmi zadouci. Dlouhodobd statisticka
analyza programt ruzné délky N (v poctu instrukei) pfipravovanych jak po-
moci divokého tak i strukturovaného programovani ukazala, ze dobu tvorby
programu 1" muzeme popsat pomoci jednoduchého vztahu

T~K-N™

kde exponent m nabyva zcela rozdilnych hodnot pro obé programovaci tech-
niky: m = 1, 1 pro strukturované programovani zatimco m = 23 pro divoké
programovani. Je zcela zfejmé, Ze pro delsi programy je technika divokého
programovani velmi nevhodna.

Je ale nutno objektivné pfiznat, ze strukturované programovani
nepfindsi pouze vyhody. Pokud se testuji kvalitné napsané programy
strukturované a nestrukturované, ty druhé jsou typicky o 5 % vykon-
néjsi. Je to zpiisobené tim, ze dobrovolné nevyuziti vSech moznosti da-
ného programového jazyka znamenda obvykle vytvoreni trochu méné
efektivniho kédu. AvSak vzhledem k soucasné vykonnosti vypocetni
techniky je znac¢né tspora ¢asu programatora i dalSich uzivatelt po-
vazovana za vyrazné prevazujici vyhodu.

Vsechny zasady strukturovaného programovani neprezily zkousku c¢asem
stejné dobfe, uvedeme si proto jen ty zakladni, které by bylo skutecné velmi
vhodné dodrzovat:

1. Programovant top-down a bottom-up
Vytvareni programu by meélo mit dvé faze. Nejprve je nutno provést
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analyzu problému bez pouziti pocitace, tj. rozlozit slozity problém
na dil¢i jednodussi problémy (bloky) jiz snadno fesitelné (smér ,top-
down“). Teprve pak pristoupit k vytvareni vlastniho programu — nej-
prve naprogramovat a odladit diléi bloky a teprve z nich sklddat (a
opét postupné odladovat) vétsi celky a nakonec cely program (smér
,bottom-up“).

2. Prednostni pouZivani jen urcitych programovych konstrukci

Tato zasada Tika, Ze se maji pouzivat jen programové konstrukce, které
nepovedou k vytvareni nepiehlednych programti. Nevhodné jsou pii-
kazy typu nepodminény skok, aritmeticky podminény skok (na rozdil
od logického podminéného skoku) a naopak vhodné jsou piikazy vytva-
fejici v programu prirozené bloky. Zde je vhodné se inspirovat jazykem
Pascal, ktery byl pravé k ucelu strukturovaného programovani vyvinut
a vyuzivat jeho typy konstrukci.

3. Modularita programu

Programovaci jazyk by meél obsahovat konstrukce umoznujici vytva-
feni uzavienych struktur, které po odladéni lze volat jen presné de-
finovanym zptisobem a tak jiz nelze jejich obsah porusit. Jedna se o
tyto konstrukce: podprogram (jazyk FORTRAN), blok (jazyk Pascal)
a modul (jazyk MODULA-2). Moderni programovaci jazyky obvykle
obsahuji 2-3 takové konstrukce soucasné (napf. jazyk FORTRAN-90
obsahuje, i kdyz s ur¢itymi omezenimi, vSechny tfi). S tim souvisi i
otazka lokalnich a globalnich proménnych spolu s mechanismem odsti-
novani proménnych.

Modularita programu se chape na dvou trovnich. Bloky vytvotrené po-
moci zasady 1 by mély byt dostateéné malé (zasada KISS — "Keep It
Small & Stupid”), aby je bylo mozno plné pochopit a dobfe odladit —
typicka je délka kolem 50 programovych rfadki. Tyto bloky by mély byt
vhodnym zpiisobem ,zapouzdieny* do samostatnych procedur a pak by
mély byt slozeny do vétsich celkt jiz podle logiky feseného fyzikalniho
problému.

Vedle téchto tii zadkladnich zasad strukturovaného programovani je mozno
uvést jesté nekteré dalsi. Program by mél byt prostorové ¢lenén — vodorovneé
i svisle — pro zlepseni jeho ¢itelnosti (pfikladem je opét jazyk Pascal), mél
by byt dostate¢né dokumentovan (a to komentéafi vlozenymi pfimo do pro-
gramu), atd.

Vyvoj metodiky programovani pokracoval i po zavedeni strukturovaného
programovani. Jako dalsi etapa je uvadéno tzv. objektové orientované progra-
movani. Jeho techniky jsou implementovany do nékterych soucasnych pro-
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gramovacich jazyktd, predevsim jazyka C++. I kdyz prinasi fadu vyhod, za
nevyhodu v oblasti védecko-technickych vypocti se povazuje nizsi (a to né-
kdy i znac¢né) efektivita vysledného kédu a proto se objektové orientované
programovani zatim v pocitacové fyzice masové nerozsitilo.

2.4 Historicky vyvoj hardwarovych a softwa-
rovych prostredku

S tim, jak se hardwarové a softwarové prostiedky vyvijely, je mozno fesit me-
vali, jak moznosti pocitacovych fyziki s casem rostou, uvedeme si vysledky
ziskané pomoci tzv. GAMMIX testu v poslednich dvou desetiletich.

Tento test je jednim z fady testl, které byly navrzeny pro testovani vy-
konnosti vypocetni techniky v numerickych vypoctech. Dalsim byl napi. test
ERATOS, tj. Eratosthenovo sito pro ur¢ovani prvocisel, pomoci néhoz byly
testovany celociselné operace. Test GAMMIX ma smisenou povahu blizkou
vypoctim ve fyzice, neobsahuje vSak vypocty funkci typické pro operace v
pohyblivé Ffadové carce, jez jsou v nékterych oblastech fyziky (napf. ve fyzice
plazmatu) kli¢ové. V soucasnosti je jiz zastaraly, jeho cena je ale v nepretrzité
radé testli provadénych po dlouhé ¢asové obdobi. Proto jej nemohou plné na-
hradit ani v souc¢asné dobé pouzivané vyrazné objektivnéjsi testy typu SiSoft
Sandra 200x, PCMark 200x, apod.

Nejprve si uvedeme vypis programu v jazyku FORTRAN:

Program GAMMIX

integer(4) I,J,K,L,N
real(4) S,X
real (4) A(100),B(30)
X=0.12345
do I=1,100

A(I)=I
end do
do I=1,30

B(I)=I
end do
write(x,*) "Pocet opakovani testu: "
read(*,*) N
do K=1,N

do I=1,1000

S=A(11)
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do J=1,10
L=11-J
S=S*X+A (L)
end do
end do
do I=1,33
5=0.0
do J=1,30
S=S+A(J)*B(J)
end do
end do
do I=1,667
do J=1,30
B(J)=A(J)+B(J)
end do
end do
do I=1,1333
S=X
do J=1,5
S=(S-X/8)*0.5
end do
end do
do I=1,67
S=A(1)
do J=2,100
if (A(J).ge.S) S=A(J)
end do
end do
end do
stop
end

Jak vidime, test kombinuje operace casto pouzivané ve védecko-
technickych vypoctech — Hornerovo schéma na vypocet polynomu, skalarni
soucin dvou vektord, Newtonovu metodu pocitani druhé odmocniny, hledani
maxima, atd.

Vysledky ziskané pii pouziti testu GAMMIX na rizné vypocetni technice
a v riznych programovacich jazycich jsou uvedeny v nasledujicim prehledu
(Tabulka 2.2). Z tohoto prehledu je zfetelné vidét, jak vyrazné se vykonnost
vypocetni techniky zvysila za poslednich dvacet let — prehled byl vypracova-
van v letech 1980-2003:
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Pocéitac, procesor Programovaci jazyk Cas [s]
18080, Z80,... BASIC ~ 1000
18086 (4,77 MHz) Turbo Pascal 3.0 45
ZX Spectrum (Z80 3,5 MHz)  HiSoft Pascal 25
ATARI ST (8 MHz) FORTRAN-77 7.7
180286 (16 MHz) Turbo Pascal 6.0 2,6
ICL 4-72 FORTRAN-77 1,24
Pentium (75 MHz) Famulus 0,26
180386 (33 MHz)+koprocesor  Salford FORTRAN-77 0,19
IBM 4381 FORTRAN-77 0,099
180486 (66 MHz) Salford FORTRAN-90 0,033
Microsoft FORTRAN 32, v.1.0 0,024
Hewlett-Packard 715/75 FORTRAN-77/UNIX 0,0153
Pentium (75 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.1.0  0,0090
Pentium (166 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.4.0  0,0044
Pentium Pro (200 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.4.0  0,0025
Pentium II (300 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.4.0  0,0023
Pentium (166 MHz) Digital FORTRAN 6.0 0.00187
Digital Alpha (433 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.5.0  0,00052
Pentium II (450 MHz) Digital FORTRAN 6.0 0,00040
Digital Alpha (600 MHz) FORTRAN/UNIX 0,00039
Pentium III (1 GHz) Compaq FORTRAN 6.5 0,000175
Compaq FORTRAN 6.6 0,000047
Pentium 4 (1,8 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0000259
AMD Athlon XP (1.84) Compaq FORTRAN 6.6 0,0000258
AMD Athlon XP (2.44) Compaq FORTRAN 6.6 0,0000199
Pentium 4 (2,53 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0000184
Pentium 4 (3,06 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0000154

Tabulka 2.2: Vysledky GAMMIX testu.

Vysledky testu jsou sefazeny podle rychlosti — od nejpomalejsich (osmi-
bitova vypocetni technika pouzivana ve skolstvi na pocatku 80. let, mikropo-
¢itace PMD 80, IQ-151, ZX 81 a ZX Spectrum, interpretacni programovaci
jazyk BASIC) az po soucasné vykonné mikropocitace.

Povsimnéte si, ze vysledky testu nezaviseji pouze na vykonnosti proce-
soru, ale do zna¢né miry i na pouzitém programovacim jazyku. To se ale ne-
tyka relativniho skoku ve vykonnosti u mikroprocesoru Pentium I11/1 GHz
pri prechodu ze starsiho na novéjsi prekladac. Tento vykonnostni skok ma ji-
nou pri¢inu — nové prekladace jsou jiz tak ,,chytré“, ze poznaji, Ze v programu
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se vicekrat pozaduje stejny vysledek, takze si usetii praci a misto opakova-
ného vypoctu poskytnou jiz spocitana data. U jinych testd, kde se zadné
casti neopakuji, se tak vyrazny skok ve vykonnosti procesoru nevyskytuje.

Vedle kombinovaného GAMMIX testu byly po dlouhou dobu provadény i
dalsi testy. Uvedme si proto vybrané vysledky i dalsich dvou z nich: TEST1
(Tab. 2.3) a TEST2 (Tab. 2.4).

Pocita¢, procesor Programovaci jazyk Cas [s]
ZX Spectrum (Z80 3,5 MHz) BASIC 65000
180286 (16 MHz) Turbo Pascal 6.0 62
180486 (66 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.1.0 1,11
Pentium (75 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.1.0 0,50
Pentium IT (300 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.4.0 0,105
Digital Alpha (600 MHz) FORTRAN/UNIX 0,060
Pentium II (450 MHz) Digital FORTRAN 6.0 0,058
Pentium III (1 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0235
Pentium 4 (1,8 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0150
Pentium 4 (2,53 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0105
AMD Athlon XP (2.4+) Compaq FORTRAN 6.6 0,0092
Pentium 4 (3,06 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,0089

Tabulka 2.3: Vysledky testu TEST1.

Oba posledni testy vznikly tpravou realnych programt z pocitacové fy-
ziky — TEST1 obsahuje pouze celociselné operace a je typicky pro nékteré
hyblivou fadovou ¢arkou a odpovida algoritmtim c¢asticového modelovani me-
todou molekularni dynamiky:.

Prevazna vétsina vysledki byla ziskdna na mikropocitacich béznych v
pfislusné dobé (s mikroprocesory Intel, Zilog, Motorola, ...), nékteré testy
probéhly i na profesionalnich pracovnich stanicich (Hewlett-Packard, Digital
Alpha) a na salovych poéitacich. Britsky pocita¢ ICL 4-72 byl spickovym po-
¢itacem ceskych vysokych skol v prvni poloviné 80. let a pocitac IBM 4381
byl ve skolstvi vyuzivan zacatkem 90. let. Jejich vykonnost ve vSech testech
se v8ak prili§ nelisila od béZnych mikropocitacii té doby (znacéné rozdily, které
samoziejmé existovaly, se tykaly spolehlivosti systémii, kapacity paméti, pro-
gramového vybaveni, periférii, atd., ne vSak prostého vypocetniho vykonu).
7 test je zfejmé, zZe riscové procesory pracovnich stanic jsou vhodnéjsi pro
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Pocéitac, procesor Programovaci jazyk Cas [s]
ZX Spectrum (Z80 3,5 MHz) BASIC 195
180286 (16 MHz) Turbo Pascal 6.0 0,28
180486 (66 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.1.0  0,0084
Pentium (75 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.1.0  0,0036
Pentium II (300 MHz) Microsoft FORTRAN 32, v.4.0  0,00084
Pentium II (450 MHz) Digital FORTRAN 6.0 0,00059
Digital Alpha (600 MHz) FORTRAN/UNIX 0,00023
Pentium IIT (1 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,000226
Pentium 4 (1,8 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,000101
Pentium 4 (2,53 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,000072
AMD Athlon XP (2.4+) Compaq FORTRAN 6.6 0,000069
Pentium 4 (3,06 GHz) Compaq FORTRAN 6.6 0,000060

Tabulka 2.4: Vysledky testu TEST2.

operace v pohyblivé fadové ¢arce (TEST2), zatimco pfi celoéiselnych ope-
raci se vice projevi frekvence procesoru bez ohledu na jeho architekturu (viz
TEST1) — rozdily vSak nejsou prilis velké.

Za profesionalni programovaci jazyky jsou v pocitacové fyzice po-
vazovany dva - jazyk FORTRAN (v rtznych variantach) a jazyk C
(obvykle vSak ne jazyk C++). Ve vyse uvedeném piehledu nejsou vy-
sledky ziskané s programovacim jazykem C uvedeny, obecné vsak lze
prohlasit, ze vysledky ziskané na prislusném pocitaci jsou pii pouziti
jazyka C typicky o 10-30 % horsi nez pii pouziti jazyka FORTRAN.

2.5 Shrnuti

Tato kapitola méla za kol poskytnout piehledné informace o prostiedi, v
némz budou rizné fyzikalni problémy feseny postupy pocitacové fyziky. Tyto
postupy budou detailné popsany v dalsich kapitolach tohoto i dalsiho dilu
studijniho textu.

Z latky uvedené v této kapitole ma nejvétsi vahu sekce 2.3 Za-
sady programovdni, nebot popisuje techniky, které musi studenti
pouzivat pri vypracovani svych programu. Proto tyto znalosti bu-
dou vyzadovany i u zkousek.



Kapitola 3

POCITACOVE
MODELOVANI

Mezi vSemi zakladnimi sméry pocitacové fyziky ma mimoradné postaveni po-
citacove modelovdni. V literatufe se téz vyskytuji pojmy pocitacovd simulace
a pocitacove experimenty. Mezi témito pojmy sice existuje drobny rozdil, v
prvnim ptiblizeni vSak tim miiZzeme chapat totéz. Co to tedy je pocitacové
modelovani?

3.1 Pocditacové modelovani

Pfi teseni fyzikalniho problému pocitacovym modelovanim musime projit
nasledujicimi kroky:

1. Formulace problému
Pii formulaci problému vyjdeme z fyzikalniho jevu, ktery chceme studo-
vat. Tento jev popiSeme pomoci pojmu, které budou odpovidat zvolené
technice modelovani (viz sekce 3.2).

2. Vytvoreni modelu
Na bazi studovaného jevu zformulujeme model, ktery budeme dale na
pocitaci resit. Vztah ptivodniho jevu a vytvoreného modelu je slozity:

(a) Model je prakticky vzdy jednodussi nez studovany jev
Pti formulaci modelu se dopoustime zjednoduseni — obvykle proto,
ze vSechny vlastnosti studovaného jevu nezname, nékdy ale i
proto, abychom byli schopni model na dostupné vypocetni tech-
nice vyresit.

21
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(b) Pfi formulaci modelu neméme jistotu o jeho spravnosti
Pti vytvafeni modelu se snazime do néj zahrnout zakladni rysy
studovaného fyzikalniho jevu a vynechat pouze méné podstatné
vlastnosti, nevime ale, zda se ndm to plné podafilo a téz nevime,
zda jsou vibec ty podstatné rysy znamy. Proto je nutno vysledky
modelovani srovnat s experimentalnimi daty — viz krok 4.

(c) Vysledky pocitacového modelovani vypovidaji pouze o modelu
To, co pocitacovym modelovanim ziskame, vypovida pouze o zfor-
mulovaném modelu a jen nepiimo o studovaném jevu. Pokud jsme
model piilis zjednodusili ¢i dokonce zformulovali chybné, budou
tyto chyby pritomné i ve vysledcich modelovani. Zejména casto se
zapomind na presnost vstupnich experimentalnich dat, na nichz
je model zalozen. I kdyz nam pocitac¢ je schopen poskytnout vy-
sledky na mnoho desetinnych mist, skutecna presnost vysledki
modelovani je dana presnosti dat na vstupu — coz jsou obvykle
procenta az desetiny procent, v nékterych oblastech fyziky ale i
desitky procent az celé rady.

3. Reseni modelu
Podle toho, jakou technikou budeme model fesit, zvolime patfi¢né nu-
merické metody. Obvykle se jedna o feSeni soustav obycejnych nebo
parcialnich diferencialnich rovnic, pripadné rovnic integrodiferencial-
nich, nékdy ale i postupy poc¢tu pravdépodobnosti a matematické sta-
tistiky. Obecné lze Tici, zZe v tomto bodé se opirame o standardni metody
riznych oblasti matematiky.

4. Srovnani vysledkid modelovani s experimentalnimi tidaji

Jak jiz bylo vyse naznacCeno, vysledkiim modelovani nelze z rtznych
divodu plné vérit. Abychom tuto nejistotu zmensili, je tieba zabudovat
do pocitacového experimentu ,zpétnou vazbu“. Tim se rozumi to, ze
vysledky modelovani srovname s vysledky pfimého métfeni. Zde mame
dveé moznosti. Lze vyuzit vstupni data, na nichz byl nas model postaven,
a nebo nezavislé experimentalni tidaje. Pouziti vstupnich dat modelu
je sice mozné, nic nam to vsak nevypovida o spravnosti zformulovani
modelu ale jen o tom, Ze jsme se pii FesSeni modelu nedopustili chyb (i
tato informace je cennd a takovy test ma smysl). Spravny test modelu je
ale zalozen na nezavislych datech, ktera nebyla pii formulovani modelu
znama a ktera by méla vyjit z vysledku modelovani sama. Pokud tomu
tak nebude a model povede na odlisné vysledky (¢astecné nebo uplné),
je tfeba vstupni predpoklady modelu opravit, model znovu zformulovat
a projit znovu celym cyklem krokia 2 - 3 — 4 — -
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YoM e

Pr1i pocitacovém modelovani je mozné védomeé tesit i zcela chybny
model. Jednéa se o jakési vybudovani ,alternativniho svéta“, kde plati
jiné fyzikalni zdkony a my se pocitacovym experimentem snazime vy-
Setrit, jaky disledek to bude mit. Takova informace nam nékdy dokaze
pomoci lépe pochopit nas studovany jev. Tato technika vSak neni ob-
vykld a méla by se pouzivat jen opatrné a vyhradné jen zkuSenymi
uzivateli.

Vv

chodu mezi krokem 1 a 2, tj. v naformulovani spravného modelu, ktery bude
optimalné tesit nas fyzikalni problém. Zde je skutecna tviiréi ¢innost pocita-
c¢ového fyzika, vse ostatni je jakési ,femeslo”, kterému je tfeba se naucit.

3.2 Techniky pocitacového modelovani

Model mtze byt formulovan na riznych trovnich zobecnéni a tomu odpovi-
daji i rizné metody pocitacového modelovani:

o Cldsticové techniky

Nejsiln€jsim prostiedkem je popsat studovany jev na mikroskopické
urovni, tj. detailné studovat chovani ¢asti, ze kterych se sklada. Slovo
,mikroskopicky* se musi brat relativné — pevnou latku nebo plazma bu-
deme popisovat pomoci chovani jednotlivych atomt, iontd nebo elek-
troni, zatimco pro popis galaxie staci pracovat s hvézdami. Pti tes-
tovani chovani modelu (krok 4 pfedchozi sekce) obvykle musime pro-
vést statistické vyhodnoceni téchto dat, protoze experimentalni fyzik
nam urcité neni schopen poskytnou informaci napt. o poloze a rych-
losti vSech atomt nebo molekul ve studovaném souboru (a u elektront
tomu navic brani i relace neurcitosti), ¢imz ¢ast informace z modelo-
vani ztratime. Tato informace nam vsak ziistane k dispozici a mizeme
se k ni vracet a ziskavat jesté dalsi vysledky.

Podle toho, jak chovani ¢asti studovaného celku popisujeme, rozezna-
vame nékolik metod:

— Metoda Monte Carlo
Zde chovani jednotlivych c¢astic popisujeme stochasticky pomoci
zakont poctu pravdépodobnosti.

— Metoda molekularni dynamiky
Jednd se o deterministickou metodu, kde numericky fesime po-
hybové rovnice popisujici studovany soubor ¢astic. Z vypocetniho
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hlediska se bude jednat o feSeni souboru obycejnych diferenciél-
nich rovnic.

— Hybridni techniky
P1i téchto postupech kombinujeme na ¢asticové irovni determinis-
ticky a stochasticky popis tak, aby vypocet byl co nejefektivné;jsi.

e Spojité modelovdani

Druhym extrémem je popis studovaného jevu na makroskopické trovni
— napf. na plazma se divame jako na kontinuum o urcité teplote, tlaku,
slozeni, rychlosti proudéni, atd. Mezi témito makroskopickymi velici-
nami plati zdkony zachovani — energie, hybnosti, naboje, rovnice kon-
tinuity, apod. Matematicky jsou tyto zdkony zachovani popsany par-
cidlnimi diferencialnimi rovnicemi, pouze pfi uziti urcitych aproximaci
muzeme neékdy prejit na obycejné diferencidlni rovnice.

e Hybridni modelovdni
I na této tirovni mizeme pouzit techniky hybridniho modelovani, kdy
kombinujeme ptistup spojity a casticovy, opét s cilem ziskat vysledek
co nejrychleji a s co nejvétsi presnosti.

Pokud spojity a casticovy pristup navzajem porovname, tak lze konsta-
tovat, ze Casticové metody prinaseji vysledky podstatné presnéjsi, ale téz s
vyrazné vétsi spotiebou strojového ¢asu. Abychom nas jev popsali co nej-
aplnéji, musime pracovat soucasné s velkym poctem ¢astic — typicky 10% az
10%, n&kdy i vice. Tomu odpovida i velky pocet rovnic, které musime vy-
fesit. Naproti tomu pfi spojitém pfistupu zformulujeme nékolik (obvykle 5
az 10 a jen vyjimecéné vice) rovnic, jeZ jsou sice slozit&j$i nez u ¢asticového
pristupu, ale pfesto byva vypocet mnohem kratsi. Zakladni nevyhodou spo-
jitého pristupu vsak je, ze pfinasi obvykle jen hrubé kvalitativni vysledky.
Praveé proto se navrhuji hybridni pfistupy s cilem zachovat rychlost vypoctu
spojitého pristupu a pfesnost zvysit ¢asticovou technikou.

Vyse uvedené déleni metod na mikroskopické (¢asticové) a makro-
skopické (spojité) predstavuje pouze dva extrémni piipady z celého
spektra metod. Vyjdeme-li z deterministického ¢asticového pristupu,
kdy zname v kazdém casovém okamziku polohy a rychlosti vSech c¢as-
tic studovaného souboru, tak rizné zadkony zachovani dostaneme va-
zenou integraci pres cely fazovy prostor, tj. obvykle se jedna o dvojity
integral pfes polohy a rychlosti ¢astic. Pokud se provede jen jedna
integrace, dostaneme metody lezici ,mezi“ témi krajnimi pripady. Z
téchto metod je asi nejzndméjsi pouziti Boltzmannovy kinetickée rov-
nice, kde studovanou veli¢inou je rozdélovaci funkce f(7,,t) zavisla
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obecné na poloze, rychlosti a ¢ase. Boltzmannova kinetickd rovnice v
zavislosti na své pravé strané, tj. na formulaci tzv. srazkového ¢lenu,
muze byt parcidlni diferencidlni rovnici v Sesti proménnych a nebo
dokonce rovnici integrodiferencialni.

Dalsi otézkou je, v jakém prostfedi nas model formulujeme — bud
na urovni klasické fyziky a nebo se zapoc¢tenim kvantové mechaniky.
pouzivat jej vSak musime jen pii studiu jevl z mikrosvéta. Napt. pro-
blémy z oblasti fyziky plazmatu (a samozfejmé tim spiSe z astrono-
mie) budeme studovat na trovni klasické, zatimco pfesny popis cho-
vani elektronii v polovodic¢ovém prvku si jiz vyzada pristup kvantové-
mechanicky.

3.3 Shrnuti

Nejpodstatnéjsim pojmem zavedenym v této kapitole a pojmem
zakladnim pro celou pocitacovou fyziku je pojem model a jeho
vztah k realité.



Kapitola 4

METODA MONTE CARLO

4.1 Princip metody

Metodou Monte Carlo se nazyva souhrn postupii dovolujicich pomoci mnoho-
nasobnych ndhodnych pokust ziskat feseni problémi z nejriiznéjsich oblasti
védy, tato metoda nepatii tedy pouze pocitacové fyzice. Vseobecné se predpo-
klada, ze metoda vznikla soucasné s rozsitenim pocitaci. V roce 1944 navrhl
von Neumann pouzit aparat teorie pravdépodobnosti za pomoci pocitace pii
pracich na atomovém vyzkumu. Mezi tvirce metody patii J. von Neumann,
S. A. Ulam, N. Metropolis, H. Kahn a E. Fermi. Termin ,,Monte Carlo® byl
poprvé pouzit v publikaci Metropolise a Ulama z roku 1949 [3].

Princip metody je vSak mnohem starsi, nebof k realizaci ndhodnych po-
kusti pocitac¢ viibec nepotiebujeme. Pravdépodobné nejstarsi aplikaci metody
Monte Carlo (i kdyz se tak jesté nejmenovala) je tzv. Buffonova tloha o jehle.
Jedna se o empirickou metodu na urceni hodnoty ¢isla 7. Metoda byla po-

Obrazek 4.1: Buffonova jehla.
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psdna a matematicky analyzovdna v ¢lanku Halla [4] z roku 1873. Princip
metody je vSak jesté o sto let star$i — objev patii Buffonovi [5] (Georges
Louis Leclerc, Comte de Buffon) a to jiz v roce 1777.

Popisme si princip metody (obr. 4.1). Na horizontalni roviné nakresleme
rovnobézky ve vzdalenosti d od sebe a méjme jehlu o délce [ < d. Nahodny
pokus budeme realizovat tak, ze jehlu ndhodné hodime na rovinu. Vysledek
pokusu bude uspésny tehdy, kdyz jehla protne jednu z car, jinak bude net-
spésny. Pokus N-krat zopakujeme a budeme urcovat ¢islo M /N, kde M je
pocet tspésnych pokust. Jednoduchym vypoctem se da najit limitni vztah
mezi pomérem M /N pro nekoneény pocet pokust a délkami [ a d. V kon-
stanté imérnosti v tomto vztahu je obsazeno ¢islo 7, takze nalezenim poméru
M/N experimentalné uréime hodnotu konstanty 7. Toto zjisténi bylo ve své
dobé velmi prekvapujici, nebot ndhodnym procesem bylo moZno uréit uni-
verzalni konstantu a to teoreticky s libovolnou presnosti. Prakticky vsak je
pii konec¢ném poctu hodti vysledek zatizen zna¢nou chybou: pii 10 pokusech
jsme schopni odhadnout hodnotu 7 jako 3, pfi 1000 pokusech jako 3,1, pri
100000 pokusech jako 3,14, atd.

Buffonova jehla proto asi nebude tou nejefektivnéjsi cestou pro urcovani
pfesné hodnoty cisla 7, ale je to velmi nazorny piiklad, jak lze FeSit (témér
libovolny) problém pomoci metody Monte Carlo.

Zakladni schéma feSeni problému pomoci metody Monte Carlo se bude
skladat z téchto etap:

1. Analyza problému a vytvoreni modelu

Tento bod odpovida pocatecnim dvéma krokidm obecné struktury mo-
delovani (Sekce 3.1). Jelikoz se bude jednat o stochastickou metodu
modelovani, cilem analyzy zkoumaného jevu bude jej popsat pomoci
nadhodné veli¢iny. Ve fyzice je tento pozadavek dosti ¢asto pfirozeny, ne-
bot fada studovanych fyzikalnich problémi je svou podstatou nahodné.
Jak jsme ale vidéli na ptipadu Buffonovy jehly, lze i zcela nendhodny
problém formulovat stochasticky.

Vytvoreni modelu pak znamené zjednodusené popsat zkoumany jev po-
moci konkrétni ndhodné veli¢iny s danym oborem hodnot a rozdélenim
pravdépodobnosti (viz Sekce 4.2) a soucasné urcit, ktera charakteristika
této ndhodné velic¢iny obsahuje nami hledanou odpovéd.

2. Generovani nahodné velic¢iny
Pi#i pocitacové simulaci metodou Monte Carlo musime nahodnou ve-
licinu vytvorit na pocitaci. To se obvykle provadi ve dvou krocich.
Nejprve nagenerujeme na pocitaci ndhodnou velic¢inu s urc¢itym pevné
danym rozdélenim pravdépodobnosti - tento krok.
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3. Transformace nahodné veli¢iny
Potom podle pozadavkt naseho modelu tuto veli¢inu pretransformu-
jeme v hledanou nadhodnou veli¢inu. Tento postup je mnohem jedno-
dussi nez vytvaret pfimo generatory nejriznéjsich nahodnych velic¢in.

4. Opakovani krokt 2 a 3 a statistické vyhodnoceni vysledki

Jelikoz se jednd o stochastickou metodu modelovani, predchozimi kroky
dostaneme pouze jednu realizaci hledané nahodné veli¢iny. Proces proto
musime opakovat a protoze metoda Monte Carlo konverguje pomalu,
pocet opakovani musi byt veliky. Timto postupem dostaneme potiebny
pocet konkrétnich realizaci nasi ndhodné veli¢iny &1, &, ..., En. Tyto
hodnoty podrobime statistické analyze a podle formulace naseho mo-
delu z nich ziskdme hledanou odpovéd.

V pfipadé experimentélnich realizaci stochastického modelovani (které se
obcas jesté provadi, i kdyz vyznam pocitacovych realizaci metody Monte
Carlo stale nartstd), kroky 2 a 3 spolu splyvaji.

Jesté si povSimnéme chyby metody Monte Carlo. Empiricky pfi pokusech
s Buffonovou jehlou (stejné jako pti dalsich poécita¢ovych i experimentélnich
stochastickych simulacich) bylo nalezeno, Ze chyba metody klesd s poctem
pokusu N podle vztahu

9 ~1/VN. (4.1)

Jak jsme jiz obecné uvedli v predchozi kapitole, pocitacovy experiment
pomoci metody Monte Carlo se sklada z c¢asti tvirci, kterou je krok 1, a
rutinnich ¢asti, jez predstavuji kroky 2 az 4. Tyto rutinni ¢asti si nyni po-
drobnéji probereme, diive vSak se musime seznamit se zakladnimi pojmy
z teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky, nebot na nich je celd
metoda Monte Carlo zalozena.

4.2 Zaklady poc¢tu pravdépodobnosti a mate-
matické statistiky

V této sekci bude uveden velmi struény ptehled zakladnich pojmi z poctu
pravdépodobnosti spolu s vybranymi pravidly, jak s témito pojmy pracovat.
Vybér témat je podrizen cili — metodé Monte Carlo — a zdaleka neni vycer-
pavajici. Existuje v8ak velké mnozstvi literatury (a to i ceské), kde 1ze ziskat
dalsi informace — napf. [6], [7], atd.
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4.2.1 Zavedeni nahodnych veli¢in

V praxi se casto setkavame s veli¢inami, u kterych zndme vsechny hodnoty,
kterych mohou nabyvat, a pravdépodobnosti jejich nabyti, u nichz vsak ne-
dovedeme predpovédét jejich hodnotu v konkrétnim pripadé. Takovym veli-
¢indm budeme fikat nahodné wveli¢iny. V tomto studijnim textu budeme
nahodné veli¢iny oznacovat pismeny fecké abecedy. Klasickym piikladem na-
hodné veli¢iny je vysledek hazeni hraci kostkou.

Nahodné veli¢iny délime na diskrétni a spojité podle toho, jakych hod-
not mohou pfi realizacich nabyvat. Diskrétni ndhodna veli¢ina miize nabyvat
spocetné (koneéné nebo nekoneéné) mnoha hodnot, moznymi hodnotami spo-
jitych ndhodnych veli¢in jsou vSechna c¢isla z konec¢ného nebo nekonec¢ného
intervalu.

Pro kazdou nahodnou veli¢inu se zavadi tzv. ,zakon rozdéleni nahodné
veli¢iny“, ktery kazdé hodnoté (nebo mnoziné hodnot z uréitého intervalu)
pritazuje pravdépodobnost, ze nadhodna veli¢ina této hodnoty nabude. Exis-
tuji dvé varianty formulace tohoto zéakona. Pomoci

Distribuéni funkce: Distribuc¢ni funkce ptitazuje kazdému redlnému ¢islu
pravdépodobnost, ze ndhodna velikost nabude hodnot mensich nez toto
¢islo.Vezméme nahodnou veli¢inu £ a jeji distribuc¢ni funkci oznac¢ime
F(z). Tuto funkci zavedeme pfedpisem

F(z) = P{¢ < 2}, (4.2)

kde symbolem P{y} se oznacuje pravdépodobnost vyskytu jevu y.
Pravdépodobnost nemozného jevu je nulovad a pravdépodobnost jis-
tého jevu je rovna jedné. Distribu¢ni funkce F'(z) proto nabyva hodnot
z intervalu (0, 1), je neklesajici a plati pro ni

P{zy <& <y} = F(xa) — F(x1),
pro r; < I».

Pravdépodobnosti: Distribu¢ni funkce mé diky své definici (4.2) integralni
vyznam, shrnuje vyslednou pravdépodobnost za urcity interval. Pokud
chceme pracovat s konkrétnimi pravdépodobnostmi, musime zavést od-
povidajici diferencidlni velic¢iny, napf. p(x)

p(x) = dif) ,

neboli
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Oba popisy jsou ekvivalentni, ale v pocitacové fyzice davame castéji
prednost praci s pravdépodobnostmi, nebot jsou blizsi fyzikalnimu zpu-
sobu vyjadfovani.

Nyni si tyto idaje upfesnime pro oba typy ndhodnych veli¢in — diskrétni
a spojité.

1. Diskrétni ndhodné veli¢iny
U diskrétnich ndhodnych veli¢in miizeme zakon rozdéleni ndhodné veli-
¢iny popsat mnozinou hodnot x; a odpovidajicimi pravdépodobnostmi

pi, kde p; = P{€ = xz}

pP1 P2 ... Dn
Hodnoty z1, ..., x,, kterych mtize ndhodné veli¢ina ¢ nabyvat, mohou
byt libovolna ¢isla. Pro pravdépodobnosti py,...,p, vSak mame dvé
omezeni

pi>07 2':1,2,...,71

n

Zpizl-

i=1
Misto pravdépodobnosti p; mizeme samoziejmé pouzivat i distribucni
funkci F(z), kterd bude mit v tomto ptipadé tvar skokové funkee.

2. Spojité ndhodné veli¢iny
Spojitda nahodna velicina £ nabyva hodnot = z néjakého konecného
nebo nekonec¢ného intervalu. Pro zapis pravdépodobnostni informace
mizeme pouzit jak distribu¢ni funkci F'(z), kterd bude pro spojitou na-
hodnou veli¢inu spojita, tak tzv. ,hustotu pravdépodobnosti ndhodné
veli¢iny ¢ v bodé z“, p(z). Uplné charakteristika spojité ndhodné veli-
¢iny bude proto mit tvar

€ welal), p). (4.4
Hustota pravdépodobnosti p(z) ma tyto vlastnosti:

p(z) >0, z € (a,b)

/OO p(z)dzr =1

—00

T2

Plr; <<z} = [ ply)dy.

1
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S ndhodnymi veli¢inami mizeme provadét riizné matematické operace:

— Budou-li € a ) nezavislé ndhodné velic¢iny a c ¢iselna konstanta, budou napft.
ié&+n E+c c-&af-ntéz ndhodné veliciny.

— Spojité ndhodné veli¢iny mohou byt i argumenty bézné matematické funkce
f(z) a vysledek bude novou ndhodnou veli¢inou n = f(§), kterou budeme
nazyvat nahodna funkce.

— Mizeme pracovat i s vicerozmérnymi ndhodnymi veli¢inami. V tomto pfi-
padé pro popis pravdépodobnosti mtzeme pouzit sdruzenou distribucni
funkci, kterda ma napt. ve dvou rozmeérech tvar

F(r,y) = P{{ <z,n<y}.

4.2.2 Charakteristiky nahodnych velic¢in

Informace uvedend ve vztazich (4.3) nebo (4.4) je uplna a zcela popisuje
danou nahodnou veli¢inu. Nékdy je vsak tfeba pouzit zkracenou formu zapisu
udavajici pouze zakladni vlastnosti ndhodné velic¢iny. Divodt miize byt vice
— napft. to, ze ndhodnou veli¢inu vytvarime na zakladé experimentalnich dat
a jejich pocet nestaci na uplnou rekonstrukci, nebo ze pouzitd data jsou
zatizena Sumem, ktery vlastné vytvari pozorovany ndhodny proces a je proto
zbytecné tento Sum uplné popisovat.

Pro tento tcel byl navrzen systém charakteristik, neboli momentu na-
hodnych wvelic¢in. Kazdy z momenti je prosté Cislo, které v sobé obsa-
huje ¢ast informace o ndhodné veli¢iné. Uplné informace by byla obsazena
v nekonecné soustavé momenti, ale my se omezime na popis pomoci jejich
kone¢ného poctu. Jelikoz momenty tvoti hierarchickou posloupnost od vy-
znamnéjSich k méné vyznamnym, odfiznuti vyssich ¢lent této posloupnosti
automaticky redukuje zapis nahodné veli¢iny na popis jejich nejpodstatnéj-
Sich ryst. Jelikoz se jedna o hierarchickou posloupnost, nelze nikdy pracovat
s vys$imi momenty a nizs$i momenty preskocit!

V historii matematiky existoval vétsi pocet takovych posloupnosti mo-
mentl, ¢ast z nich jiz zanikla, a my si uvedeme tu nejuzivanéjsi.

1. Charakteristiky polohy
Prvnim momentem a zékladni charakteristikou kazdé nahodné veli¢iny
€ je jejl stredni hodnota s ohledem na rozdéleni pravdépodobnosti. Ozna-
c¢ujeme ji £¢ a nazyvame ocekavana hodnota, matematicka nadéje nebo
matematické ocekavani.
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Defini¢ni vztahy pro diskrétni a spojitou ndhodnou veli¢inu jsou

ES = > wi-pi
E¢ = [mx-p(x)dx. (4.5)

Oznacime-li symboly ¢ a 7 ndhodné veli¢iny a symbolem c ¢iselnou
konstantu, bude platit

Fc = ¢
E+c¢) = E{+c
E(c-§) = c-E¢
E(€+n) = E{+En
E(-n) = E¢-En,

pricemz posledni vztah bude platit jen tehdy, budou-li veli¢iny £ a n
nezavislé.

To nam dava jednoduché a ¢asto pouzivané kritérium na zjis-
tovani nezévislosti dvou ndhodnych veli¢in a dokonce na kvanti-
fikovani stupné jejich pripadné zavislosti.

Alternativni charakteristikou popisujici polohu rozdéleni ve-
liciny £ je medidn T definovany soucasnymi vztahy

P{¢<i} > 1/2
P{e>7) > 1/2.

Tento moment je prvnim momentem anglosaské soustavy charak-
teristik nahodnych velicin.

2. Charakteristiky variability
Dalsi moment udava rozptyl moznych hodnot ndhodné velic¢iny ¢ kolem
jeji stfedni hodnoty F¢. Defini¢ni vztah (nyni jiz spoleény pro diskrétni
i spojité nadhodné velic¢iny, nebot rozdily jsou obsazené jiz v definici
prvniho momentu) pro druhy moment zvany rozptyl, variance nebo
disperze a oznacovany D&, je

D¢ = E(¢ — E¢) (4.6)

Tento vztah je neprakticky pro vypocet, proto se prevadi na vyhodnéjsi
ekvivalentni vyjadieni

D¢ = B(&%) - (B¢)%. (4.7)
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Oznacime-li opét symboly ¢ a n ndhodné veli¢iny a ¢ ¢iselnou konstantu,
bude pro rozptyl platit

De = 0
D(E+c¢) = D¢
D(c-€) = - D¢

a pro nezavislé ndhodné veliciny ¢ a n bude navic platit i

D(E+n) = D&+ Dy
D(—n) = D&+ Dn.

O rozptylu sou¢inu dvou nahodnych veli¢in D(§ - ) nemizeme na
obecné trovni prohlasit nic.

Vedle rozptylu D¢ se zavadi odvozena jednotka zvana smeérodatnd od-

chylka, o€, pro niz plati
o =/ DE.

3. Charakteristiky vyssich radu
Uvedeny postup na ziskavani cisel, ktera charakterizuji rozdéleni na-
hodné veliciny &, mizeme zobecnit. Za predpokladu, Zze existuje E¢&
a ma konec¢nou hodnotu, budeme definovat centrdlni moment k-tého
radu
pe = E(E—EOY, k=0,1,2,....
Pro k = 2 dostaneme skutecné po = DE.

Momenty vyssich fadd maji ale jednu nepiijemnou vlastnost — vlivem
mocniny v definiénim vztahu jejich hodnota bud silné nartistd nebo
klesé (v zavislosti na vztahu momentu prvniho fadu k hodnoté 1). Proto
pro praktické tucely byva zvykem tyto momenty normalizovat:

— Na zakladé momentu tfetiho fadu ug je definovana sikmost
K3
a3 = — . 4.8
y= L (4.9

U symetrickych rozdéleni je tato charakteristika nulova. Je-li kladné,
je rozdéleni pravdépodobnosti zesikmené doleva, je-li zaporna tak
doprava.

— Normovanim centralniho momentu 4. fadu definujeme $picatost

ag =1 (4.9)

o4’



KAPITOLA 4. METODA MONTE CARLO 34

Tato charakteristika nabyva pro Gaussovo rozdéleni hodnotu 3.
Bude-li a4 > 3, znamena to, ze studované rozdéleni je Spicatéjsi
nez rozdéleni norméalni, pro mensi hodnoty je rozdéleni plossi. Za-
vadi se i vyraz ay — 3, jenz se nazyva exces.
Pii konkrétnim vypoctu se pfed defini¢nimi vztahy pro momenty
vyssich fadt dava prednost vzorctim

ps = BE —3-BE- BE+2-(BE)

jne = B —4.E€. B +6-E¢- (EE?+3- (BE).

4.2.3 Vybrané nahodné veli¢iny

Nyni si uvedeme priklady nahodnych velic¢in, s kterymi se ve fyzikalni praxi
miizeme nejcastéji setkat. Nejprve si uvedeme vybrané diskrétni nahodné
veliciny:

Binomické rozdéleni

Timto rozdélenim se 1idi Cetnost néjakého jevu v n nezavislych pokusech,
kdyz v kazdém pokusu ma vyskyt jevu pravdépodobnost p, kde n je pfirozené
¢isloa p € (0,1)

f:<o 1 ... n)) (4.10)

Po P1 --- Dn

px:szx}:<Z>,ﬁ.u_pwz.

Zakladni charakteristiky rozdéleni jsou

E{ = np
D¢ = np(1-p)
1—-2p
a3 = —F
np (1-p)
1—6p (1—p)
a = ——~ 13
! np (1—p)

Poissonovo rozdéleni

Toto rozdéleni popisuje proces, pii kterém studujeme cetnost néjakého jevu v
mnoha pokusech, kdyz vyskyt tohoto jevu v jednotlivém pokusu je jen velmi
malo pravdépodobny. Z binomického rozdéleni se ziska limitnim pfechodem:
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p — 0, n — oo pfi soucasné platnosti vztahu n - p = A konecné. Toto A je
zékladnim a jedinym parametrem Poissonova rozdéleni

52(0 1 ... n) (11)

Po P1 .- DPn

kde )z
— — — A - —_
p.=P{{=x}=e¢ o

Charakteristiky Poissonova rozdéleni jsou

E¢ =
D¢ =

g =

i §|‘+—~>/>/
w

gy =

> =

Plati tedy, Ze prvni dva momenty Poissonova rozdéleni se pfimo rovnaji jeho
parametru \.

Soucet dvou nezavislych Poissonovych nahodnych veli¢in s parametry \;
a Ao je opét Poissonovou nahodnou veli¢inou s parametrem A rovnym souctu
dil¢ich parametria A; + As.

Pfesny vztah pro pravdépodobnosti p, Poissonova rozdéleni ve
vzorci (4.11) je
1 A
T4l ol
Vztah uvedeny v textu vyse, jenz je v literatufe béZné pouzivan, je
zjednodusenim platnym pro vétsi hodnoty A.

Pz

Rovnomérné rozdéleni

Diskrétni ndhodna velicina ¢ s rovnomérnym rozdélenim mtze nabyvat m

hodnot 1,2;...,m se stejnymi pravdépodobnostmi
1
=PlE=2x) = —. 4.12
p=Ple=c)=_ (1.12)

Prvni dva momenty této veli¢iny jsou

m—+1
pe = T2
§ 2

2

1
pe = O

12
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A nyni si uvedeme piiklady spojitych nahodnych veli¢in. Se spojitymi
nahodnymi veli¢cinami se ve fyzice setkavame castéji.
Rovnomérné rozdéleni

Spojitd ndhodné veli¢ina £ zavedend v intervalu (a,b) mé rovnomérné roz-
déleni tehdy, ma-li v tomto intervalu konstantni hustotu pravdépodobnosti

p(z) = . %€ (a,b). (4.13)

Zakladni charakteristiky rovnomérného rozdéleni jsou

a-+b
J D
§ 2
(b —a)?
D¢ = ———
¢ 12
3 = 0
6% — g
4= 5

Rovnomeérné rozdéleni byva pii feseni problémti metodou Monte Carlo na
pocitaci zvlasté dilezité, nebof ndhodné veli¢iny popisujici studovany jev
se obvykle ziskavaji vhodnou transformaci rovnomeérné rozdélené nahodné
veli¢iny definované na intervalu (0, 1). Tuto veli¢inu budeme ve studijnim
textu oznacCovat feckym pismenem gama, 7.

Gaussovo rozdéleni

vvvvvv

nahodné veli¢iny a ma zakladni vyznam v matematické statistice i v jejich
aplikacich, stejné jako ve fyzice. Timto rozdélenim je mozno popisovat celou
fadu jevii. Mnohé nahodné velic¢iny, vysledky meéteni, jsou aspon priblizné
normalni. Obecné byva normalni rozdéleni pro popis daného jevu pouzitelné
v téch ptipadech, kdy na rozptyl hodnot ndhodné veli¢iny piisobi soucasné
velky pocet nepatrnych a navzajem nezavislych vlivii — zdivodnéni uvidime
v dalsi sekci.
Gaussovo rozdéleni je spojitou ndhodnou veli¢inou s parametry

p(x) = \/;_WU - exp [—@:2_02/”] x € (—00,00). (4.14)

Jeho distribu¢ni funkce je

1 x (t=w)?
p(x):\/%'/_ooe_ o7 dt .
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Gaussovo rozdéleni ma dva parametry — pu a o, kde o > 0. Zakladni charak-
teristiky Gaussova rozdéleni maji hodnoty

E¢ = p
D¢ = o?
ag = 0
a, = 3,

neboli parametry Gaussova rozdéleni jsou stiedni hodnotou a odmocninou z
rozptylu.

Gaussovu nahodnou veli¢inu obvykle oznac¢ujeme pismenem ¢ nebo také
N(p, o) — jako normélni rozdéleni. Specidlnim piipadem je veli¢ina N (0, 1),
ktera byva tabelovana.

Soucet dvou nezavislych Gaussovych ndhodnych velicin (; a (» je opét
Gaussovou nadhodnou veli¢inou.

7 exponencialniho pribéhu hustoty pravdépodobnosti norméalniho
rozdéleni plyne ¢asto pouzivané pravidlo tri sigma, které tvrdi ,,Pfi
jednom pokusu je prakticky nemozné ziskat hodnotu ( lisici se od
stfedni hodnoty o vice nez 30“. Zdtvodnénim tohoto starého empiric-
kého pravidla je, ze pro Gaussovu ndhodnou veli¢inu ¢ plati

P{u—30<(<p+30}=0,9973

a tato hodnota je velmi blizka jedné.

Maxwellovo rozdéleni

Toto rozdéleni, pouzivané zejména v kinetické teorii plynt, ma parametry

2 ) z?
= —— 1" - 0 : 4.15
p(z) o x exp( 2a2> z € (0,00) (4.15)
Rozdéleni ma jeden parametr a > 0. Zakladni charakteristiky rozdéleni jsou
3a
E¢ = —
£ NG
D¢ = 3a*.

4.2.4 Vybrané limitni véty

7 velkého mnozstvi vét teorie pravdépodobnosti si uvedeme ty, na nichz je
zaloZzeno statistické vyhodnocovani experimentalnich dat a modelovani real-
nych procestt metodou Monte Carlo.
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Zakon velkych ¢isel

Budou-li &1, &, ..., &, nezavislé ndhodné velic¢iny se stejnym rozdélenim, tj.
se stejnymi stiednimi hodnotami u, pak jejich aritmeticky primér

=36 (4.16)
=1

konverguje podle pravdépodobnosti k p. Toto tvrzeni znamena, ze pro kazdé

kladné ¢ plati
1 n
lim P{|~Z§i—u <e}:1.

Pro vétsi pocet nezavislych pozorovani ndhodné veli¢iny £ mizeme proto
jejich aritmeticky primér pouzit pro odhad stfedni hodnoty E¢.

S vyuzitim vlastnosti rozptylu nahodné veli¢iny £ mtzeme urcit i rozptyl
aritmetického priméru &

Dg:D€1+...+D§n:aj‘ (417)

n? n

Smérodatné odchylka y/DE pak bude timérna druhé odmocniné z poétu po-
zorovani n.

Centralni limitni véta poctu pravdépodobnosti

Budou-li &1, &9, . . ., &, nezévislé ndhodné veliciny se stejnym rozdélenim, které
mé stfedni hodnotu y a rozptyl o2, pak jejich soucet ma pro velka n pfiblizné
Gaussovo rozdéleni s parametry N(n p,no?).

4.2.5 Statistické testovani hypotéz

P1i analyze experimentalnich dat se casto setkdvame s tlohou rozhodnout,
zda je mozno zmérené tidaje popsat nami zvolenym teoretickym modelem
nebo rozhodnout mezi nékolika navrhovanymi modely, a piipadné z téchto
dat urcit i parametry vybraného rozdéleni. Nejvyznamnéjsi z testi1, které se
k tomuto tcelu pouzivaji, je test dobré shody, ¢asto znamy jako 2 test.

Zakladem je spojitd nahodna veli¢ina X?p, kterd je zavedena néa-
sledujicim zptisobem: Vezmeme nezavislé nahodné velic¢iny (1, ..., (y,
kazdou s Gaussovym rozdélenim N(0,1). Veli¢inu X?r zkonstruujeme
podle vztahu

f
2 2
X5 = E G -
i=1
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Cislo f znadici pocet séitanctl se nazjva stupném volnosti rozdéleni.
Momenty veli¢iny Xff jsou se stupném volnosti tésné svazany

Ex; = f
Dxfc = 2f.

Pri praktické realizaci testu dobré shody je tfeba mit tabulky velic¢iny
X?c — konkrétné se pouzivaji tzv. kritické hodnoty rozdéleni X? (q), coz
nejsou ndhodné veli¢iny, ale ¢isla. Jsou definovany vztahem

/ * 2y 1.2 _ 4
x3(a) d 7 100
kde ¢/100 znaéi pravdépodobnost — bude vysvétleno déle.

Uvedme si jako piiklad nékolik ¢lenti z tabulky kritickych hodnot
rozdéleni Xfc (q):

a | 3 5 10 15 20 30
99,9 | 0,024 0,210 1,48 348 592 11,6
99,0 | 0,115 0,554 2,56 5,23 826 15,0
90,0 | 0,584 1,61 4,87 855 124 20,6

10,0 | 6,25 924 16,0 223 284 40,3
1,0 | 11,3 151 23,2 30,6 37,6 50,9
01 | 16,3 205 29,6 37,7 453 59,7

Tabulka 4.1: Kritické hodnoty rozdéleni X% v zévislosti na poc¢tu stupnt volnosti
f=3,5,10,15,20, 30 a pravdépodobnosti (riziku) ¢ vyjadiené v procentech).

Pfi vlastnim x? testu budeme postupovat takto: Budeme-li mit n
experimentalnich tdajt, rozdélime je do k skupin, tzv. tiid. V kazdé
tfidé bude n; tdaji (empiricka ¢etnost). Navrhneme urcity teoreticky
model pro rozdéleni zmérenych dat jenz budeme chtit testovat a na
jeho zakladé ur¢ime pravdépodobnosti p1,...,px, >, p; = 1, toho, Ze
udaj padne do tfidy 4. Pak zkonstruujeme nahodnou veli¢inu

2
9 (ni —np;)
V=S 4.18
Z; - (4.18)

Lze ukazat, Ze tato veli¢ina mé prfi n — oo asymptotické rozdéleni
Xz—r V praxi se veli¢ina xz_l pouziva jako aproximace rozdéleni
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x2, budou-li viechny hodnoty np; (tzv. teoretické Getnosti) vétsi nebo
rovny 5. Vysoka presnost zavérid je pak zarucena pro np; > 20. Splnéni
téchto podminek zajistime vhodnou volbou tfid tak, aby teoreticka
pravdépodobnost p; nebyla v zadné tridé prilis mala.

Pokud se nyni vratime k ndhodné veli¢iné X?c, tak zjistime, Ze
kritické hodnoty X?c(q) jsou takové hodnoty, které ndhodnéa veli¢ina s
rozdélenim x? a f stupni volnosti piekroéi s pravdépodobnosti ¢/100

q
P{x* > x3a)} = 100

Ovérovani statistické hypotézy se znamymi parametry

V pfipadé, Ze nepotiebujeme urcovat parametry naseho predpoklada-
ného rozdéleni a sta¢i nam pouze urcit, zda nase hypotéza neodporuje
experimentalnim fakt@im, spo¢teme hodnotu x? podle vztahu (4.18).
Budeme-li mit data rozdélena do k tfid, zvolime stupeni volnosti f
podle vztahu

f=k-—1

Pri vlastnim rozhodovéani ale musime jesté zvolit riziko omylu,
které jsme jesté ochotni pripustit. Nejcastéji byva voleno riziko v roz-
mezi 0,05 (tj. ¢ = 5 procent) az 0,01 (¢ = 0,1 procenta).

Cim bude vétsi odchylka nasi hypotézy od experimentalnich tidaji
(tj. odchylka hodnot np; od n;), tim bude spo¢itanad hodnota x? vétsi.
Pomoci hodnot f (sloupec tabulky kritickych hodnot) a ¢ (fadek ta-
bulky) uréime p¥islusnou kritickou hodnotu X% (¢). Hypotézu pfijmeme
tehdy, kdyZ spoé¢itand hodnota x? bude mensi neZ nalezena kriticka
hodnota

X* < x}(a) (4.19)

a naopak, hypotézu jsme opravnéni vyloucit (s rizikem omylu ¢/100)
jen tehdy, kdyz nami uréena hodnota x? pfekroéi kritickou hodnotu.
Tedy, ¢im budeme uzkostlivéjsi a budeme volit mensi riziko, tim —
jak je vidét z tabulky 4.1 — dostaneme vétsi kritické hodnoty a nasi
hypotézu budeme moci vyloucit jen pri skuteéné velkém nesouladu
udaja.

Ovérovani statistické hypotézy s neznamymi parametry

Pokud budeme mit hypotézu s jednim nebo vice volitelnymi parame-
try — napi. budeme predpokladat, ze studovany proces je poissonovsky
a nebudeme znat hodnotu parametru A — musime nejprve tyto para-
metry urcit. Nejcastéji se k tomu vyuziji pravé namétfené adaje. Kdy-
bychom vSak potom pouzili test dobré shody ve vysSe popsané podobé,
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dogli bychom k nespravnym zavértim, nebot fitovanim parametrti jsme
cely proces ovlivnili.

Abychom toto ovlivnéni vykompenzovali, musime stupen volnosti
f zvolit podle modifikovaného vztahu

f=k—1—m,

kde m je pocet parametri naseho teoretického rozdéleni, které jsme
urcovali na zakladé pouzivanych experimentalnich adaja. Déle lze po-
uzit x2 test jiz obvyklym zptisobem.

V experimentalni fyzice budeme nejéastéji pracovat s hypotézou o
tom, Ze analyzovany proces je gaussovsky. I zde lze s iispéchem pouzi-
vat x? test. Pokud ale nebudeme znat parametry Gaussova rozdéleni
1 a o pfedem a budeme je chtit fitovat, bude cely proces dosti pracny.
Proto byly navrzeny silnéjsi testy nez x? test, predevsim Studenttiv
test, které by bylo vhodnéjsi pouzit — napt. [8], atd.

Uprava experimentalnich dat

Prozatim jsme y? test pouzivali na testovani hypotéz, které mély za
cil vysvétlit nase méfeni, pfiCemz o spravnosti téchto experimental-
nich dat jsme nepochybovali. Ve skutecnosti jsou ale experimentélni
udaje nepresné:

- jsou zatizené Sumem

- mohou byt pfitomné tzv. vypadky.

Ze je v datech p¥itomny §um a to gaussovské povahy, s tim se v x? testu
pocitd a naopak na tomto pfedpokladu je test zalozen. Naproti tomu
vypadky nelze predem predvidat a do testu zahrnout, nebot vznikaji
neptredvidatelnym zptisobem — napt. v pribéhu naseho méfeni byl v
sousedni laboratorfi zapnut pristroj, ktery se stal kratkodobym zdro-
jem silného ruseni a tak byl jeden tdaj nebo malad skupina tdaji z
naseho méfeni zkreslen. Ale tento nespravny tdaj nebo udaje ovlivni
vyhodnoceni celého méreni, proto jediny spravny zptisob prace s vy-
padky je jejich vylouceni ze sady experimentalnich dat.

Problém je ale v tom, jak vypadek odlisit od velké fluktuace expe-
rimentalnich dat zptsobené prirozenym Sumem. Pokud bychom auto-
maticky vyloudili vSechny pfilis odlisné uidaje, existuje riziko, ze sou-
¢asné odstranime néjaky podstatny rys naseho studovaného procesu.
K tomu, abychom dokézali (opét s pfedem zvolenym rizikem) rozlisit
vypadek a Sum, existuje vice metod (nap¥. pomoci integralnich trans-
formaci — viz druhy dil tohoto studijniho textu) a jednou z nich je také
X2 test.

Predpokladejme, Ze jako vysledek néjakého méfeni dostaneme po-
sloupnost hodnot &1, ..., &, a Ze tyto veli¢iny maji normalni rozdéleni.
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Necht cilem naseho méfeni je urcit stfedni hodnotu této gaussovské
veli¢iny B¢ = p. P¥i pouziti x? testu na odstranéni pfipadnjch v§-
padki z experimentalnich adajia &1, . . ., &, musime rozlisit t¥i ptipady,
jez mohou nastat:
1. Zname oba parametry Gaussova rozdéleni
Pokud predem zname oba parametry Gaussova rozdéleni popi-
sujiciho nase namétené data p a o, tj. provadime pouze kontrolu
spravnosti téchto dat s cilem vylouceni vypadkt, budeme postu-
povat takto:

— Vezmeme nejvice odlisny zméfeny udaj & = max(&1,...,&n),
resp. £ = min(&1, ..., &)
— Spocitame pravdépodobnost
P~ > ko) = 1- 8" (k),

kde ®(k) je tabelovany integral pravdépodobnosti.

— Pokud tato pravdépodobnost bude mensi nez predem zvolené
riziko ¢/100, idaj miizeme ze souboru dat vypustit.

— Cely postup podle potieby opakujeme.

2. Zname pouze rozptyl méfeni

Pokud predem zname pouze parametr o, budeme postupovat

takto:

— Spocitame aritmeticky primér viech naméfenych dat £.

— Najdeme nejvice odlisny udaj £*.

— VysSetfime opét podminku pro vypusténi tohoto udaje, jez

(R e | R CE O
gP{i|§*—§_|2k}§n-[1—¢(k-\/nnj)].

3. Nezname predem zadny parametr Gaussova rozdéleni
V tomto piipadé nelze y? test pouzit a musime pracovat se sil-
néjsim Studentovym rozdélenim [8].

Ve vyse uvedenych testech jsme pouzivali integral pravdépodobnosti
®(x). Tato funkce vznikla integraci normovaného Gaussova rozdéleni
N(0,1), tj. je jeho distribuéni funkci

t2

O(z) = \/12? . /; exp (—2> dt (4.20)

a patii mezi standardni funkce matematické statistiky. Jeji tabelované
hodnoty lze nalézt v jakychkoliv statistickych tabulkach, pfipadné si
ji 1ze snadno naprogramovat.
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4.2.6 Entropie a informace

Pro popis stavu systému a jeho zmén se v termodynamice pouziva veli¢ina
zvana entropie. Tuto veli¢inu zavedl Clausius jiz v roce 1850 [9] a s jeji pomoci
lze v termodynamice charakterizovat vyvoj systémi, skupenské premeény, atd.
Pro nevratné déje probihajici v prirodé bylo nalezeno, ze kazdd samovolna
pfemeéna je doprovazena vyslednym vzriistem entropie.

V soucasné dobé je pojem entropie Siroce vyuzivan v teorii informace.

Miru informace lze kvantitativné popsat: Méjme proces, ktery
mize nabyvat N riznych hodnot, vSechny se stejnou pravdépodob-
nosti. Pokud se dozvime, ktera realizace skutecné nastala, ziskali jsme
informaci I, jejiz miru mizeme definovat vztahem

I=KInN.

Podle tohoto vztahu ziskdme tim vice informace, ¢im vice bylo pu-
vodnich hodnot N, jejichz seznam jsme v pribéhu ziskavani konkrétni
informace zazili na jednu. Funkce logaritmus se pouziva proto, Ze in-
formace je aditivni, zatimco pocet jevli nartsta geometrickou fadou —
mame-li dvé nezavislé soustavy s poctem moznych hodnot N; a Na,
celkovy pocet hodnot v kombinaci obou soustav bude Nj - N, zatimco
vysledna informace o kombinované soustavé I bude rovna Iy + I.

Konstanta K urcuje jednotku informace. V binarni soustavé, kdy
jednotkou informace je jeden bit, volime K tak, abychom mohli infor-
maci definovat vztahem

I =1logy N.

Chceme-li najit souvislost mezi teorii informace a termodyna-
mikou, musime informaci méfit v termodynamickych jednotkach. V
tomto piipadé polozime konstantu K rovnou Boltzmannové konstanté
kp. Budeme-li sledovat vyvoj soustavy, potom pokud jsme méli na po-
¢atku informaci Iy odpovidajici Ny moznostem a na konci informaci
I; > 0 odpovidajici N1 moznostem, plati

Pfi pfechodu na termodynamicky popis téhoz procesu [9] pomoci en-
tropie S dostaneme vyraz AS = S; — Sy = kp In(N1/Np), neboli

L =S5 —Sy=AS.

Proto podle terminologie teorie informace entropie predstavuje nega-
tivni informaci, tj. pfi vzristu informace o soustavé dochazi k poklesu
entropie soustavy.
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4.3 Zakladni techniky metody Monte Carlo

V sekci 4.1 jsme si uvedli zédkladni schéma feSeni problémt metodou Monte
vytvoreni vhodného modelu, ostatni t¥i kroky jiz predstavuji rutinni postupy,
i kdyz i tam lze v konkrétnich piipadech narazit na problémy.

Ctvrty krok — statistické vyhodnoceni vysledkii — bychom méli byt jiz
schopni vyfesit na zakladé poznatkid z poctu pravdépodobnosti a matema-
tické statistiky, které jsme si uvedli v predchozi sekci. Modely jsou vétsinou
formulovany tak, ze pokud hledame jednociselny vysledek, nalezneme jej jako
prvni nebo druhy moment ndmi zvolené nahodné veliciny &, F£ nebo D¢, a
tyto momenty umime podle zakona velkych ¢isel priblizné odhadnout. Pokud
bude Fesenim naseho problému néjaké rozdéleni (napi. ihlové nebo energe-
tické rozdéleni ¢astic), snazime se obvykle model vytvorit tak, aby hledané
rozdéleni predstavovalo rozdéleni pravdépodobnosti nasi ndhodné veli¢iny a
to jiz z posloupnosti &, &, ..., &y priblizné zrekonstruujeme.

Nyni si probereme, jak budeme realizovat druhy a tieti krok zakladniho
schématu.

4.3.1 Generovani nahodnych cisel

Vipocetni schéma metody Monte Carlo predpoklada modelovani nahodného
procesu pomoci operaci s nahodnymi ¢isly. Tato ¢isla je nutno v determinis-
tickém prosttredi pocitace ziskat specialnim zptsobem. Béhem kratké historie
metody Monte Carlo byly navrzeny a pouzity tyto zptsoby:

e Fyzikalni generatory
e Tabulky nahodnych cisel
e Vypocitana nahodna cisla

V pocatcich byla zndma jedina technika — pouziti néjakého fyzického gene-
ratoru, tj. samostatného zarizeni produkujiciho ndhodné veli¢iny, a preneseni
takto vytvorenych ¢isel do pocitace. Takovym zafizenim byla nejprve ruleta
(odtud dostala metoda Monte Carlo své jméno), pozdéji byly pouzivany sys-
témy primo elektricky propojené s pocitacem, které vyuzivaly fyzikalni pro-
cesy nadhodné jiz svou podstatou. Obvykle to byl bud radioaktivni rozpad
nebo tzv. vystrelovy sum v elektronkach. Tyto generatory byly pouzivany
az do zacatku sedesatych let. Produkovaly skutec¢né ndhodné cisla a jedinym
divodem, proc¢ byly opustény, byla jejich relativni pomalost — vykonnost po-
¢itach se zvySovala rychleji nez to dokazala sledovat métici technika, na niz
byla tato prvni generace generatoru zalozena, viz tabulka 2.1.
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Dalsi metodou, kterd se pouzivala nékolik let, byly tabulky nadhodnych
Cisel, tj. fyzikalni generatory vyprodukovaly nahodna ¢isla ,,do zasoby*, tato
¢isla se ulozila na néjaké vnéjsi médium a pri modelovani se pak vyuzila.
V Sedesatych letech dostupnymi médii byly bud tabulky vytisténé na pa-
pife a nebo dérna ¢i magnetickd paska. Rychlost vypocetni techniky se vsak
zvysovala tak rychle, ze toto feSeni brzy prestalo vyhovovat.

Reseni, které bylo zvoleno jako nahrada za fyzikalni generatory byla tzv.
,Vypocitand ndhodna ¢isla“. Toto feseni se pouziva az do soucasné doby. Jiz
sam pojem vypocitand nahodna ¢isla v sobé obsahuje protimluv — nahodnost
nelze zadnym deterministickym postupem vypocitat:

LKazdy, kdo se zabyvd aritmetickymi metodami vytvareni nahodnych cisel,
se mepochybné dopousti hrichu. “

John von Neumann (1951)

Ve skutecnosti se jednd o algoritmy, které vedou na posloupnosti ¢isel vice
nebo méné se podobajici ¢islim nahodnym. Proto tato cisla spravné nazy-
vame pseudondhodnd. Od skute¢né nahodnych ¢isel se odlisuji ve dvou rysech:

— Posloupnost nagenerovanych pseudonahodnych ¢isel je vzdy konec¢néa, po
uplynuti tzv. periody p se zacne celda posloupnost opakovat.

— 'V ramci jedné periody se c¢isla vyskytuji relativné ndhodné, ale tato na-
hodnost neni dokonala.

(Cilem teorie generatort pseudondhodnych ¢isel je vybrat algoritmus jejich
generovani tak, aby oba rysy co nejméné rusily — tj. vytvorit posloupnosti
s periodou vyrazné delsi (aspon desetkrat) nez je poc¢et ndhodnych ¢isel po-
uzivanych v jednom pocitacovém experimentu a v ramci jedné periody mit
¢isla rozdélena co nejndhodnéji. Vytvoreni kvalitniho generatoru pseudona-
hodnych c¢isel neni totiz viibec jednoducha zalezitost. Generator je nejprve
vybran na zakladé néjakych teoretickych predpokladi a pak dlouhodobé ve-
lice diikladné testovan — napt. zda jsou v ném nahodné generovany jednotlivé
c¢islice, pak dvojice, trojice, atd. a zda frekvence vyskytu urcitych kombinaci
Cislic (napf. 222 nebo 12345, ...) odpovida teorii. Pfi téchto statistickych
testech kvality generatorii se pouziva x? test (viz sekce 4.2). Touto proble-
matikou se vazné zabyvaji profesionalni matematici a v prvnim priblizeni 1ze
proto predpokladat, Ze generatory zabudované do prekladact hlavnich pro-
gramovacich jazykd dodévanych $pickovymi softwarovymi firmami oba tyto
pozadavky v rozumné mife spliiuji (i kdyz jiz v minulosti doslo k vyraznym
zklamanim).
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Postupné byla vytvorena celd fada algoritmi, jejichz pouziti dava po-
sloupnost pseudonahodnych ¢isel s dobrymi statistickymi vlastnostmi. Né-
které algoritmy vedou na rekurentni vzorce prvniho fadu

iv1 =a&§+b  (mod M),

castéji vSak jsou pouzivany rekurentni vzorce vyssich radad, které nové pseu-
donahodné ¢islo &1 urcuji na zakladé operaci s k + 1 pfedchozimi ¢isly &;,
&1 az &_p. Perioda generatoru obecné zavisi na jeho radu k podle vztahu
p ~ MPF. Pfevazna vétsina generatort pseudonahodnych ¢isel vytvaii jednot-
livé hodnoty ndhodné veli¢iny v rovnomérné rozdélené v intervalu (0,1). V
tom, zda hodnoty 0 a 1 patfi do defini¢niho intervalu, se generatory lisi a
pred pouzitim konkrétniho generatoru ve vlastnim programu to je tieba zjis-
tit, nebot chyby zptisobené napf. nagenerovanim nahodného ¢isla s nulovou
hodnotou v programu, ktery s touto hodnotou provadi operaci déleni, se pri
ladéni programu jen velmi obtizné hledaji.

Ve skutec¢nosti existuji dvé t¥idy vypocitanych ndhodnych ¢isel:
— cisla pseudondhodnd, a
—  cisla kvazindhodnad.

Obé skupiny generatori se snazi vytvorit ndhodna ¢isla v rovnomeérné
rozdélend na intervalu (0,1), ale vyrazné se lisi ve stupni ndhodnosti
vytvotrené posloupnosti.

Mnohem béznéjsi jsou ¢isla pseudondhodna — pokud se ve fyzikalni
laboratori mluvi o ndhodnych ¢islech, témér vzdy se tim rozuméji ¢isla
pseudondhodna. Generdtory pseudondhodnych cisel jsou zalozeny na
jednom ze tii principt:

— von Neumannovy generatory,
— linearni kongruenc¢ni generatory, nebo
— generatory s posuvnymi registry.

Von Neumannovy generatory se pouzivaly jen v samjch pocatcich
(od roku 1946) a nyni maji pouze historickou cenu, nebot jejich peri-
ody jsou prilis kratké a ndhodnost nedostate¢na. Tyto generatory byly
zaloZeny na manipulaci s jednotlivymi ¢islicemi dekadickyjch ¢isel.

Nejpouzivanéjsi v nasi dobé jsou linedrni kongruenéni generatory.
Jsou zalozené na vztahu pro nalezeni nového pseudonahodného ¢isla
&i+1 na zakladé jiz znamych cisel &; az &y,

Civ1=ao-& +ar- &1+ ... +tag-&—r+b (mod M), (4.21)
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kde k > 0, ag, b a M jsou konstanty, jejichz vhodnou volbou uréujeme
konkrétni generator. Diky operaci ,modulo® lezi vytvorena pseudo-
nahodna ¢isla v intervalu 0 az M — 1. Na obvykly interval 0 az 1 je
prevedeme vydélenim hodnotou M — takto vzniklé ¢islo ~y lezi v in-
tervalu (0, 1). Abychom takovy generator nastartovali, musime pouzit
tzv. nasadu, tj. hodnoty ¢isel &;, &1 az &_k, kde vSechna ¢isla na-
sady musi byt mensi nez hodnota M. Pokud tuto nasadu nebudeme
meénit, dostaneme vzdy stejnou posloupnost pseudondhodnych cisel.
Tato okolnost, kterd by byla Skodliva pfi skuteéném vypoctu, se vyu-
ziva pri ladéni programu. Dalsi okolnost, kterou musime pfi aplikaci
konkrétniho generatoru vzit v tivahu je, ze obvykle poc¢atek nagenero-
vané posloupnosti pseudondhodnych ¢isel neni dosti ndhodny — prilis
zavisi na pouzité nasadé. Proto se provadi tzv. zahfivani generatoru,
kdy se prvnich nékolik desitek nebo set nagenerovanych ¢isel nevyu-
Zije.

Konkretizaci konstant v definicnim vztahu pro linedrni kongru-
encni generator mizeme vytvorit tii zjednodusené typy generatord —
aditivni, multiplikativni a smiseny.

Multiplikativni generdtory (znadmé od roku 1951, autor Lehmer)
jsou zalozené na rekurentnim vztahu prvniho fadu s nulovou hodnotou
konstanty b

&Jrl =ap - gz (mod M) (4.22)

Tyto generdtory jsou dostatecné rychlé, ale jejich kvalitu je nutno
dikladné zvazovat. Jako ptiklad si mizeme uvést

£i+1 == 75 . 52 (mod 231 — 1)

Eir1 = 630360016 - & (mod 23! —1).

Oba tyto generatory pouzivala v 70. a 80. letech firma IBM u svych
pocitacu fad IBM 360 a IBM 370. Dalsi generator

§i+1 = 1313 . fz (mod 259)

pouzivala firma NAG ve své knihovné podprogrami jazyka FOR-
TRAN. Pokud pouZijeme nevhodnou volbu konstant b a M, kvalita
generatoru velmi prudce kles4. Jako pfiklad nevhodného generatoru
tohoto typu si uvedme generator pouzity v prekladaci jazyka BASIC
osmibitového mikropocitace Sinclair ZX Spectrum

&1 =75-& (mod 65537).

Perioda tohoto generatoru je navic velmi kratkd — ma hodnotu pouze
65 538.
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Aditivni generatory jsou zaloZené na vztahu
§iv1 =& k1 + &i—k2  (mod M). (4.23)
Priklad velmi jednoduchého generatoru tohoto typu je
§iv1 =&i—1+&—2 (mod 3137).

Generator je dosti kvalitni, velmi rychly (operace modulo se provede
prostym testem, zda vzniklé ¢islo je mensi nez M a pokud ne, tak se M
odecte). Slabinou je pro nasi dobu jiz velmi kratka perioda, pfiblizné
jen 9,8 - 107 (tj. M?). Generétor je proto vhodny zejména pro ladén.
Vylepsena varianta tohoto generatoru se vSak pouziva profesionalné

& =& -5+ &-17 (mod M),

kde perioda je zavisla na hodnoté modulu — pro M = 28 je p = 1,6-107,
pro M = 2% jep = 4,3-10° a pro M = 232 je p = 2,8-10. Dalsi viho-
dou, kromé dlouhé periody, je tvar konstanty M — ve strojovém kédu
se operace modulo u 8-, 16- nebo 32-bitovych proménnych realizuje
automaticky prostym odriznutim prebyvajici ¢asti ¢isla.

SmiSené generatory jsou zalozené na linearnim rekurentnim vztahu

Civi=a-&+b (mod M). (4.24)
Prikladem jsou generatory
&1 =169069-& +1 (mod 2°%)

nebo
Eiv1 =57 & +1 (mod 2%9).

Generatory s posuvnymi registry se v uzivatelskych programech
pouzivaji jen vyjimecné, nebof jsou svou podstatou piedureny pro
pfimou hardwarovou realizaci — existuji jednoucelové pocitace obsa-
hujici integrovany obvod pfimo generujici pseudondhodné ¢isla a ta-
kovy obvod je konstruovan podle algoritmu pro generator s posuvnym
registrem

biy1=co-bj+c1-bi—1+...4+cr bi_g (mod 2). (4.25)

Tento vztah je velmi podobny obecnému vztahu pro linedrni kongru-
encni generator, zékladni rozdil je ale ve vyznamu konstant: k > 1, ¢,
nabyvaji pouze hodnot 0 nebo 1 (nejméné dvé hodnoty musi byt nenu-
lové) a generator pracuje misto s celymi ¢isly pouze s bity b. Navic, pfi
praktickém pouziti se pro zvyseni kvality generatoru voli konstanta k
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(a tim i velikost nésady) mnohem vétsi nez u linedrnich kongruené-
nich generatoru. Pri praktické aplikaci se Casto pracuje s linearnimi
generatory, kde pouze dvé hodnoty c jsou nenulové, napf.

bit1 = bi—aro + bi—gess  (mod 2),

kde vstupni posloupnost bitt musi mit délku 9 689 — tento vztah lze s
pomoci logické operace XOR téZ zapsat jako

bi+1 = bi—a70 XOR b;_gess-

Perioda takového generatoru je skutecné mimotradna, mtize dosahovat
hodnoty az 29689 — 1. Je samoziejmé mozné i tento generator napro-
gramovat, pro dostatecnou efektivitu vysledného kédu je ale tfeba mit
programovaci jazyk umoznujici pfimou manipulaci s bity. V pfipadé,
ze by byla potreba skutecné takovy generator pripravit na softwarové
trovni, existuji i algoritmy s délkou bittt mensi nez 1000 (tim samo-
ziejmé klesne i perioda, pfesto v8ak bude vice nez dostatecna).

I u generatort s posuvnymi registry existuje nékolik typt, které
vSak zde jiz nebudeme probirat. Zajemce lze odkazat na literaturu
[10], pfipadné na Internet.

Existuji i snahy kvalitu generatort pseudonahodnych ¢isel zvysit,
a to jak jejich periodu tak i ndhodnost. Za timto ticelem lze kombi-
novat vice generatort, pokud mozno zalozenych na rtznych typech
algoritmti. Jednou z moznych cest je jednim generdtorem naplnit
vétsl mnozinu pseudondhodnych ¢isel a druhym generdtorem z této
mnoziny ,losovat® konkrétni ¢islo. Prvni generdtor pak nahradi jiz
pouzité ¢islo novym a postup se opakuje. Tento postup sice zvysi
nahodnost generované posloupnosti ¢isel, soucasné vsak zpomaluje
vypocet a prakticky znemoziuje teoretickou analyzu generovanych
vysledkt. Proto méa tento postup své priznivce i odptrce.

Druhou skupinou vypocitanych ndhodnych ¢isel jsou ¢isla kvazind-
hodnd. Posloupnost téchto ¢isel se viibec nepodoba ndhodnym ¢&islim,
presto vSak nachazeji v pocitacové fyzice své uplatnéni.

Zakladni myslenka generatorti kvazindhodnych cisel je zalozena
na pozadavku co nejrovnomérnéji pokryt interval (0,1). I skutecnd
ndhodné ¢isla pokryvaji usecku (0,1) relativné rovnomérné, ale s na-
hodnymi fluktuacemi, které zde pritomné nebudou.

Generatory kvazindhodnych ¢isel mohou byt zalozeny na libovol-
ném prvocisle. Ukazeme si proto nékolik prvnich hodnot posloupnosti
kvazindhodnjch ¢isel generovanych na zakladé prvocisla 2:

1/2,1/4,3/4,1/8,5/8, 3/8,7/8,1/16, ...

49
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Pouziti kvazindhodnych ¢isel v pocitacové fyzice je velmi omezené.
Nelze je pouzit tam, kde pozadujeme nahodnost a nezavislost dvou po
sobé jdoucich ndhodnych éisel (napf. soufadnice ndhodného bodu),
nebot kvazindhodna ¢isla jsou v tomto ohledu prisné determinovana.
Pokud ale pozadujeme od generatoru ndhodnj ¢isla, kterd budou zpra-
covavana od sebe oddélené, projevi se vyhoda neexistence fluktuaci
v posloupnosti kvazindhodnych ¢isel. Uvedli jsme si empiricky vztah
(4.1) pro chybu metody Monte Carlo a jeho ovéfeni na zakladé mate-
matické statistiky, podle nichz metoda konverguje jako 1/v/N. Tento
vztah je platny pfi pouziti skuteéné ndhodnych i pseudondhodnych
Cisel, pouze pri pouziti kvazindhodnych ¢isel se konvergence metody
Monte Carlo zrychluje na témér 1/N.

I kdyz v nasi praci budeme prakticky vzdy pracovat s pseudonahodnymi
¢isly, vyvoj pokracuje déale. V 90. letech byla vytvorena nova generace fy-
zikalnich generatorid skutecné nahodnych ¢isel s vyuzitim novych principt
experimentalni fyziky. Tyto generatory vyhovuji svou rychlosti i soucasnym
superpocitactiim, jejich cena vsak tomu odpovida a nejsou proto pouzitelné
v bézné laboratofi (uvazuje se vSak o vytvoreni zjednodusené varianty vyko-
nem i cenou odpovidajici obvyklym mikropocitacim nebo pracovnim stani-
cim). Téz myslenka na vytvareni tabulek nahodnych ¢isel se vraci v moderni
verzi s vyuzitim soucasnych rychlych velkokapacitnich médii — CD-ROM a
DVD-ROM.

4.3.2 Transformace nahodnych veli¢in

Dalsim krokem vypocetniho schématu metody Monte Carlo je transformace
nahodné veli¢iny 7 s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1), kterou nam
poskytuje generator nahodnych ¢isel, na libovolnou ndhodnou veli¢inu &, jiz
jsme zvolili v rdmci vytvareni naseho modelu.

Existuje velké mnozstvi algoritmi, které k tomuto tucelu byly navrzeny.
MiiZeme si je rozdélit na dvé skupiny:

— algoritmy obecné, jimiz lze vytesit vétsi mnozstvi problémi, ale pripadné
s nizkou efektivitou, a

— algoritmy specializované pro konkrétni ndhodné veli¢iny & (a pravé téchto
druhych algoritmi je veliky pocet).

Predpokladejme, ze mame k dispozici spojitou ndhodnou veli¢inu v rov-
nomérné rozdélenou na intervalu (0,1). Parametry jejiho rozdéleni jsou
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Pti konkrétni realizaci na pocitaci ziskame ve skutecnosti m-mistna diskrétni
¢isla +/, kterd budou mit ponékud zménéné momenty

1
By = - (1-27")
2
1
DY = —.(1-2"?"),
ol D ( )

Pokud budeme pracovat s dostatecné-mistnou aritmetikou, miizeme vétsinou
rozdily mezi veli¢inami v a «' zanedbat a vystup z generatoru ndhodnych
¢isel podle potfeby povazovat bud za diskrétni a nebo za spojitou ndhodnou
veli¢inu.

Z obecnych algoritmi pro transformaci ndhodnych veli¢in (v terminolo-
gii metody Monte Carlo se bézné pouzivd pojem ,rozehrani“) si uvedeme
nasledujici ¢tyfti:

1. Rozehrani diskrétni ndhodné veli¢iny
V tomto pfipadé budeme mit veli¢inu ¢ zadanu tabulkou

é__ r1T T2 ... Tp

p1 P2 ... Dk
V pocitaci si vytvorime vektor o k slozkach: pi,p1 + p2,p1 + p2 +
D3y, P1+DP2+. . .+pr_1, 1 (obr. 4.2). Pak nagenerujeme jednu hodnotu

v a ur¢ime, do kterého intervalu padne, tj. budeme postupné vysetiovat
podminku

J
7 < sz‘-
i=1

Prvni interval j, pro ktery bude tato podminka splnéna, urci prislusnou
hodnotu § = z;.

0 P1 P1+Dp2 P1+p2-+ps3 . 1

P1 P2 Ps3 Pk

Obréazek 4.2: Rozlozeni pravdépodobnosti p; na intervalu (0, 1).
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Tento algoritmus lze pouzit pro transformaci libovolné diskrétni na-
hodné veli¢iny, proto dalsi metody jiz nejsou potieba. Pouze v pripadé,
ze pocet moznych hodnot veliciny &, k, je prilis velky, takze by vze-
stupné hledani prislusného intervalu j trvalo pfilis dlouho, lze pouzit
rychlejsi postup — napi. metodu ptleni intervalu. Princip metody trans-
formace diskrétni ndhodné veli¢iny se tim vsak nezméni.

2. Rozehrani spojité nahodné velic¢iny - metoda inverzni funkce
V pripadé spojitych ndhodnych veli¢in mame algoritmi vice. Nejjedno-
dussim z nich je metoda inverzni funkce. Pouzijeme-li obvyklé znaceni
pro hledanou spojitou ndhodnou veli¢inu &:

obor hodnot (a, b), hustota pravdépodobnosti p(x),

musime pro nalezeni hodnoty spojité ndhodné veliciny £ na zakladé
veli¢iny ~ vytesit rovnici

3
/ p(r)dr =~. (4.26)
a
Vysledkem bude transformaéni vztah typu & = g(). Rovnice, jiz mu-
sime Tesit, je vSak implicitni pro velicinu £ a analytické feseni této
rovnice nemusi existovat. Pak je metoda inverzni funkce nepouzitelna
a zkusime dalsi metody.

M

T2

Obrazek 4.3: Metoda vybéru pro generovani nahodné veli¢iny &.

3. Rozehrani spojité ndhodné veli¢iny - metoda vybéru
Metoda se také nazyva metoda von Neumannova. Pro jeji pouziti staci
predpoklad, ze hustota pravdépodobnosti p(z) veli¢iny £ je omezené na
intervalu (a, b). Postup pouziti metody je nasledujici (obr. 4.3):
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— Zvolime konstantu M tak, aby platilo p(z) < M,z € (a,b).

— Nagenerujeme dvé hodnoty ndhodné veliciny 7, 71 a v2, a vytvorime
cslam = a+7(b—a), no = M.

— Bude-li bod P o soutadnicich (7;,72) lezet pod kiivkou y = p(x),
tj. bude-li 72 < p(m1), zvolime & = 7;. Nebude-li podminka splnéna,
nagenerujeme novou dvojici 7, a 2 a postup opakujeme.

Ué¢innost metody zavisi na hodnoté M, kterou je nutno zvolit co
nejmensi, tj. co nejblize hodnoté M = sup p(z) pro a < z < b.

4. Metoda superpozice
Tato metoda neni omezena pouze na spojité nahodné veli¢iny, i kdyz
ji budeme vyuzivat témér vyhradné pro né. Budeme hledat ndhodnou
veli¢inu ¢ s distribuc¢ni funkci

F(a) = iF()

kde F;(z) jsou téz distribu¢ni funkce, ¢; +...+¢,, = 1 a vSechna ¢; > 0.
Zavedeme diskrétni ndhodnou veli¢inu 7 s rozdélenim

(1 2 ...m
= Ci Cp ... Cpy '
Hledanou veli¢inu £ s distribué¢ni funkei F'(z) najdeme timto zpisobem:

— nagenerujeme dvé nezavislé hodnoty v; a vy, veli¢iny ~y
— rozehrajeme c¢islem y; hodnotu n =k

— 1z rovnice F(§) = v ur¢ime veli¢inu &.

Pomoci kombinace vyse uvedenych ¢tyr algoritmtt mizeme rozehrat ja-
koukoliv ndahodnou veli¢inu, pro nékteré problémy je ale vyrazné efektivnéjsi
pouZivat specializované algoritmy. Uvedme si nékolik z nich, velky pocet dal-
Sich lze nalézt v literature.

1. Modelovani n-rozmérného nadhodného bodu

Jelikoz jsou soutradnice ndhodného bodu nezavislé, mizeme kazdou z
nich modelovat zvlasté pomoci kterékoliv z vyse uvedenych obecnych
metod. Pokud ale mame za kol generovat body z oblasti slozitého
tvaru, je vhodné pouzit zobecnénou Neumannovu metodu vybéru:
Zvolime jednoduchou oblast kterd v sobé zadanou oblast obsahuje.
Body generujeme v této nové vétsi oblasti a testujeme, padnou-li do
nasi ptvodni oblasti. Tyto body zachovame a ostatni vylouc¢ime.
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2. Rozehrani gaussovské nahodné veliciny ¢
Pozadujeme rozehrat ndhodnou veli¢inu ( s parametry

1 x?

——), z€(—00,0),

T) = —F—— - ex
tj. N(0,1). Existuje vice algoritmt, z nichz dva si uvedeme:

(a) ZjednodusSeny postup je zalozen na centralni limitni vété poctu
pravdépodobnosti. Hodnotu Gaussovské nahodné veli¢iny ¢ do-
staneme jako soucet m hodnot rovnomérné rozdélené velic¢iny ~

(= 27 . (4.27)

m —1 /m
20 0= 3¢/3"

Ptrechod na pozadovanou normalizovanou veli¢inu ¢ provedeme
pomoci vztahu

!/

¢ —p

(= .

g

Zkonstruovana veli¢ina ¢’ bude mit parametry p =

Tento algoritmus je relativné rychly, ale jeho pfesnost je omezena
— podle centralni limitni véty je zcela pfesny jen pro m — oo.
Minimalné pouzitelna velicina ( se ziskd pro m = 5 a velmi
vysoké pfesnost je dosazena pro m = 12.

(b) V nékterych aplikacich ale pozadujeme zcela pfesnou gaussovskou
veli¢inu a pak muZeme pouzit napi. vztah odvozeny v [11]

(= \/Tn% -cos(2mya), (4.28)

kde v; a 7, jsou dvé hodnoty rovnomérné rozdélené ndhodné veli-
¢iny 7.
3. Modelovani gamma rozdéleni
Pozadujeme rozehrat ndhodnou veli¢inu £€™ s parametry

1
p(x) = (

n—1)
n—1)!

2V Cexp(—x), x€(0,00), n>1celé

K transformaci mtizeme pouzit vzorec

kde pro generovani gamma rozdéleni n-tého radu musime pouzit n hod-
not ndhodné veli¢iny ~.
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4. Rozehravani nahodného bodu v kouli o poloméru R
Budeme pracovat ve sférickych soutadnicich (r,0, ). Transformaéni
vztahy ziskané s pouzitim tii hodnot ndhodné veli¢iny ~ jsou

r = R¥ym
cos) = 27, —1 (4.30)

p = 277;.

Pokud potiebujeme ndhodny bod na povrchu koule, pouzijeme druhy
a treti vztah. Tyto dva vztahy jsou v pocitacové fyzice velmi dilezité,
nebot s jejich pomoci rozehravame nahodny smér — ten ziskame po-
kud ndhodnym bodem na povrchu koule vedeme poloptrimku ze stfedu
koule.

4.3.3 Metoda Monte Carlo a matematicka statistika

Nejbéznéjsi formulaci tloh fesenych metodou Monte Carlo je hledani jedné
neznamé hodnoty a. V tomto pripadé podle schématu metody vytvorime
nahodnou veli¢inu £ tak, aby hledané ¢islo bylo prvnim momentem této na-
hodné veli¢iny. Ocekéavanou hodnotu F¢ a tim i hledané a odhadneme tak,
ze provedeme n nezavislych realizaci nahodné veliciny &: &,...,&,. Podle
zékona velkych ¢isel (4.16) plati, Ze aritmeticky priimér téchto realizaci ¢ se
pro dosti velkd n blizi k a

1

Matematicka statistika nam déava téz informaci o chybé, které se dopous-
time, kdyz ocekdvanou hodnotu E¢ nahradime aritmetickym primérem &.
Budeme-li predpokladat, ze veli¢ina & ma konecny rozptyl D¢, dostaneme
odhad

JLIEOP{—x<\/nl‘im-g;(&—a)<x}:2<b(x)—l,

kde ®(x) je integral pravdépodobnosti (4.20) — viz sekce 4.2.5.

X 0,675 1,212 1,645 1,96 2,58 3,0 3,29
2¢(z)—1( 0,50 0,80 0,90 0,95 0,99 0,997 0,999

Tabulka 4.2: Hodnoty upraveného integralu pravdépodobnosti 2 ®(x) — 1.



KAPITOLA 4. METODA MONTE CARLO 26

Pro dosti velkd n tedy priblizné plati

P{]f_—a] < x-ﬁ}zﬂb(x)—l.

Pfi pouziti tohoto vzorce pro odhad presnosti simulace metodou Monte Carlo
si nejprve stanovime dovolené riziko ¢/100 a pak z tabulky integralu pravdé-
podobnosti (Tab. 4.2) najdeme hodnotu x vyhovujici vztahu

20(z) —1=1—¢/100.

Jelikoz nahodn4 veli¢ina ¢ je piiblizné normalni se smérodatnou odchylkou
o = /D& /n, na zakladé ,pravidla t¥{ sigma“ lze zvolit 1 — ¢/100 = 0,997,
¢emuz odpovidd x = 3, 0. Tato hodnota urcuje horni odhad chyby. V redlnych
pripadech se obvykle voli mirnéjsi podminka — tzv. pravdépodobné chyba
1 —¢/100 = 0,5, ¢emuz odpovidd = = 0,67 a vysledny vztah pro chybu
metody Monte Carlo bude mit tvar

9 =0,67- \/D>£. (4.31)
n

Na zakladé tohoto vzorce mizeme porozumét empiricky nalezenému vztahu
(4.1). Dulezity je poznatek, ze chyba vypoc¢tu metodou Monte Carlo zavisi
nejen na poc¢tu pokust, ale i charakteristice studované ndhodné veli¢iny DE.
To nam dava moznost pokusit se zlepsit presnost vypoctu ne ,hrubou silou®,
tj. zvySenim poctu pokust n, ale volbou modelu s mensi disperzi DE.

Chybu simulace metodou Monte Carlo miizeme kontrolovat jiz v pribéhu
simulace a pripadné po dosazeni pozadované presnosti feseni vypocet ukon-
¢it. K tomu vyuZijeme vztah (4.7) pro rozptyl D¢ = F(£2) — (E€)? spolu se
zékonem velkych ¢isel (4.16). Znamend to v pribéhu simulace v jedné pro-
ménné postupné s¢itat hodnoty &;, v druhé proménné £ a z nich pritbézné
konstruovat vyraz

n n 2
D N [225] . (4.32)
i=1 =1

Pfesnost tohoto odhadu, z néjz s vyuzitim vztahu (4.31) mizeme pfiblizné
urc¢it chybu simulace, s rostouci hodnotou n postupné nartista.

Existuje i prostsi metoda hrubého odhadu chyby simulace — k tomu staci
konstruovany aritmeticky primér rozdélit na nékolik ¢asti a tyto dil¢i pri-
méry navzajem porovnat.
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4.4 ReSeni numerickych problémti pomoci
metody Monte Carlo

Ackoliv metoda Monte Carlo byla ptivodné navrzena pro feSeni problému z
oblasti jaderné fyziky, ukazala se byt velmi vhodnou pro feseni tiloh ze vSech
védnich disciplin. Jeji pouziti se zda byt prirozené tam, kde sam studovany
problém ma statisticky charakter. Zajimavé vsak je, ze se metoda Monte
Carlo stejné dobie uplatiiuje i v oblastech, kde se pro feseni tiloh vyhradné
pouzivaji determinované algoritmy (pfikladem muze byt i Buffonova jehla).
Proto také se metoda Monte Carlo velmi dobfe uplatnuje i v matematice,
kde ¢asto nabizi velmi zajimavou alternativu ke klasickym numerickym al-
goritmim.

Algoritmy metody Monte Carlo byly rozpracovany pro vypocet jedno-
duchych i nasobnych integralti, pro feSeni soustav linearnich algebraickych
rovnic, pro operace s maticemi, pro feseni diferencialnich i integralnich rov-
nic, atd. S trochou nadsazky lze prohlasit, ze ke kazdému algoritmu z klasické
numerické matematiky lze najit ekvivalentni postup v ramci metody Monte
Carlo. Otazkou pouze je, ze zdaleka ne vzdy jsou tyto alternativni postupy
vyhodnéjsi.

V této sekci si proto uvedeme nékteré duilezité priklady, kde je pouziti
metody Monte Carlo proti algoritmtim numerické matematiky vhodné&jsi bud
z hlediska rychlosti vypoctu nebo jednoduchosti algoritmu, pfipadné z obou
hledisek soucasné. Kritériem vybéru témat jsou metody dilezité pii aplikaci
ve fyzice.

4.4.1 Vypocet urcitych integrala

Zakladni metody

Ukolem bude vypocitat integral z funkce f(z) na vlastnim intervalu (a, b)

I= /abf(:v) da . (4.33)

K dispozici mame dvé jednoduché metody:

1. Vypocet stfedni hodnoty funkce:

Principem metody je, Ze se nejprve pokusime nalézt stfedni hodnotu
integrované funkce f(z) na intervalu (a,b), f. Pokud se ndm to podafi,
hodnotu integralu I urc¢ime velmi snadno

I:/abf(x)dx —(b—a)-f.
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K nalezeni stfedni hodnoty f pouZijeme metodu Monte Carlo. Princip
spociva v tom, ze vezmeme nahodnou veli¢inu ¢ rovnomérné rozdeéle-
nou na intervalu (a,b) a zavedeme nédhodnou veli¢inu n = f(&), jejiz
matematické ocekavani En je rovno prumérné hodnoté funkce f(x) na
intervalu (a,b). Hodnotu E7n odhadneme pomoci zakona velkych ¢isel
(4.16), tj. pomoci aritmetického priméru n nezavislych realizaci veli-

¢iny 7. Potom

1= - Y fE), (4.39)

i=1
2. Geometrickd metoda:

V této metodé se vychazi z geometrického vyznamu integralu jako plo-
chy pod kiivkou y = f(x) v rozmezi a az b (obr. 4.4). Budeme ptedpo-
kladat, ze funkce f(x) je na celém intervalu (a,b) omezena. Vezmeme
dvé nadhodné veli¢iny: £ € (a,b) a n € (0,¢) rovhomérné rozdélené
na prislusnych intervalech. Timto postupem pfipravime n nahodnych
bodu (£,7) a pomoci podminky 7, < f(&;) budeme urcovat, kolik z
nich padne pod kiivku y = f(x). Jejich pocet oznacime n'. Potom za
hodnotu integralu I vezmeme odhad

[=cb—a) . (4.35)

b

o p--------
=

Obréazek 4.4: Geometrickd metoda pro vypocet urc¢itého integrélu funkece f(x)

Srovnani obou metod ukazuje, Ze metoda (4.35) ma vétsi (nebo v
optimalnim pfipadé stejny) rozptyl nez metoda (4.34) zaloZena na vy-
poctu stfedni hodnoty integrované funkce a byva proto vétsinou méné
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pfesnd. Z tohoto tvrzeni ale automaticky nevyplyvé, Ze metoda (4.34)
je také efektivnéjsi. Podle vztahu (4.31) metoda s vétSim rozptylem
ma i vétsi chybu a potfebuje pro dosazeni stejné piesnosti vétsi pocet
pokusii. O efektivité metody vsak rozhoduje celkova doba potfebna k
dosazeni dané presnosti a zde se musi vzit v ivahu délka vypoctu jedné
realizace. Pfi porovnani poc¢tu operaci potiebnych k dosazeni jedné
hodnoty pro vypocet veli¢iny I sice opét bude tento pocet mensi pro
metodu stfedni hodnoty funkce nez pro metodu geometrickou, délka
trvani téchto operaci vSak zalezi na integrované funkci. Zatimco pfi
realizaci jedné hodnoty v metodé stfedni hodnoty funkce je nutno
pocitat funkéni hodnotu f(&;), pfi geometrické metodé je tfeba pouze
provadét test, zda nagenerovany bod lezi pod kifivkou y = f(x). Tento
test ma tvar n; < f(&;) a jeho vhodnou upravou se lze v pfipadé po-
tfeby vypoctu nevhodné slozité funkce f(z) vyhnout, coz nelze udélat
v piipadé metody stfedni hodnoty. Na obecné trovni proto nelze o
efektivité obou metod rozhodnout.

Metody se zvysSenou ucinnosti

Zatimco neni mozno bez znalosti konkrétni integrované funkce rozhodnout,
zda je efektivnéjsi metoda stfedni hodnoty nebo metoda geometricka, porov-
nani algoritmi zalozenych na metodé Monte Carlo a klasickych numerickych
algoritmili vyzniva jednoznacné ve prospéch postupti numerické matematiky.
7 tohoto diivodu je nutno pro praktické pouziti obé vyse uvedené metody
zdokonalit. K dispozici mame celou fadu postupt a zalezi na konkrétni in-
tegrované funkci, ktery z nich zvolit. VSechny tyto postupy nepredstavuji
algoritmy konkuren¢ni k uvedenym zakladnim metodam, ale jejich rozsireni,
které je mozno pouzit pro obé zakladni metody. Jelikoz konvergence metody
Monte Carlo je dosti pomald (Gmérnd 1/4/n), je nutno pfesnost vypoctu
zvysSovat ne zvétSovanim poctu pokusi n, ale zmenSovanim rozptylu D¢ —
viz vztah pro chybu metody Monte Carlo (4.31). Uvedme si nékolik piiklada
téchto postupi:

1. Nalezeni hlavni ¢4sti:

Integral se budeme snazit rozdélit na dvé ¢asti — jednu déavajici hlavni
vklad do vysledku a druhou jako upfesnujici korekei f(z) = g(x)+h(z):

I:/abf(x)dx :/abg(x)dm —|—/abh(x)dx.

Pokud dokézeme prvni integréal z funkce g(x) spocitat analyticky, bu-
deme muset numericky uréit jen hodnotu integralu z funkce h(x). Je-li
vSak v prvnim integralu obsaZena prevazna cast vysledku, projevi se
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chyba v priblizném urceni hodnoty druhého integralu na vysledku jen
maélo a my muzeme bud ziskat celkovy vysledek presnéji a nebo zmensit
pocet pokust n.

Jak jiz bylo Tfeceno, tento postup lze pouzit spolu jak s metodou
stfedni hodnoty funkce tak i s metodou geometrickou. Napf. pro me-
todu stfedni hodnoty se vztah (4.34) modifikuje na

I =

b—a &

no

7€) - g€l + | " o(x) ds.

1

Rozptyl nové nahodné veli¢iny, s kterou pracujeme,

1= 0-a)l/© 9@+ [ g(r)d.
bude zmenseny

b

Dnz(b—a)/

a

£(@) — g(@)Pdo — [f ~ [ ato) dxr

a efektivita metody stfedni hodnoty funkce vzroste.

2. Metoda vazeného vybéru:

Pii této modifikaci obou zakladnich metod nebudeme volit ndhodna
Cisla € v intervalu (a,b) rozdélend rovnomérné, ale v oblasti vice pfi-
spivajici k hodnoté integralu I je budeme generovat s vétsi hustotou.
Tento postup existuje ve dvou modifikacich.

V té jednodussi rozdélime integracni interval (a,b) na nékolik dil¢ich
intervald, napt. (a, ¢1), {¢1,¢2),. .. ,(ck, b) a v kazdém budeme generovat
jiny pocet ndhodnych ¢isel &;: ny, na,... ,ngy1. Pokud zvolime pocty
nahodnych ¢isel n; imérné jak Sitce dil¢iho intervalu tak i primeérné
velikosti integrované funkce na tomto podintervalu, efektivita vypoctu
se zvysi. Zvolime-li ny +mng+- - - +ngy1 = n a pouzijeme-li pro integraci
vztah

I:/:lf(x)da: + /:f(x)dx +- /cjf(az)dx,

dostaneme vysledek presnéjsi nez pfi praci s n ndhodnymi c¢isly £ na
celkovém intervalu (a,b) a to tim vice, ¢im vice se bude integrovana
funkce f(x) na tomto intervalu ménit (a samoziejmé, ¢im lépe se doka-
zeme volbou dil¢ich intervall a poc¢ty bodt v nich pribéhu této funkce
pfizpiisobit).
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P1i obecnéjsi a presnéjsi varianté metody vézeného vybéru ne-
pracujeme v dil¢ich intervalech s konstantnimi hustotami bodi,
ale budeme nédhodnou veli¢inu £ generovat s hustotou pravdeé-
podobnosti spojité se ménici na celém intervalu (a,b). Hledany
integral upravime do tvaru

b b f(z)
I:/f:z:dx:/—pxdx.
rwae= [T )
Zavedeme-li novou ndhodnou velié¢inu n = f(§)/p(§), bude pro ni
platit: En = I. Jako odhad hledaného integralu proto mizeme
vzit vztah ©
1 & fG
== .
ni:(@

i=1 P\si

Vhodnou volbou hustoty pravdépodobnosti p(z) nyni muZzeme
podstatné zmensit rozptyl a tim i chybu metody. Rozptyl ndhodné
veli¢iny n bude

b 2
Dn:/ I@” e .
a p(2)
Pokud nyni zvolime hustotu pravdépodobnosti veli¢iny &, p(z),
co nejpodobnéjsi pribéhu integrované funkce f(z) (resp. jeji ab-

solutni hodnoty), bude postup mnohem efektivnéjsi nez pfi pred-
chozi varianté pracujici s dil¢imi intervaly.

3. Metoda symetrizace integrované funkce:

Obecné plati, ze rozptyl metody bude tim mensi, ¢im se bude integro-
vana funkce na intervalu (a,b) pomaleji ménit — rozptyl konstanty je
nula, resp. pfi urceni stfedni hodnoty integrované funkce nam staci je-
diny bod. Budeme se proto snazit integrovanou funkci upravit tak, aby
rozptyl vypoctu poklesl, tj. aby se funkce na integra¢nim intervalu mé-
nila co nejméné. Konkrétni uprava bude zaviset na tvaru integrované

funkce f(z).

Je-li funkce f(x) napf. monoténné rostouci nebo klesajici, je ji vhodné
symetrizovat podle vztahu

g9(x) = S [f(@) + fla+b—=)].

N |

Integral pak budeme moci priblizné spocitat napt. metodou stredni
hodnoty (4.34) podle modifikovaného vztahu

;b—a

O U + S+ b &),

i=1

I
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ktery bude urcité presnéjsi nez ptvodni vzorec. Podobné upravy lze
navrhnout i pro jiné pribéhy integrované funkce.

Pokud nyni srovname postupy, které nam pro numerickou integraci funkce
jedné proménné nabizeji metoda Monte Carlo a numerickd matematika, zjis-
time, Zze postupy pro zvysSovani ucinnosti sice pouzitelnost metody Monte
Carlo ponékud zvysily, ve vétsiné piipadt vsak ne dostateéné. Uéinnost
riznych algoritmt pfedevsim zavisi na integrované funkci, obecné vsak lze
fici, ze pri vyuziti vhodnych dopliujicich postupt jak metoda stiedni hod-
noty funkce tak i geometrickd metoda budou pravdépodobné vyhodnéjsi nez
Newtonovy-Cotesovy vzorce, vztahy zalozené na Gaussové kvadratutfe vsak
budou jesté uc¢innéjsi.

Ve prospéch metody Monte Carlo mluvi pouze to, ze jeji algoritmy jsou
z programatorského hlediska velmi jednoduché. Na druhou stranu, nic ndm
nebrani v tom, abychom postupy navrzené pro zvyseni ucinnosti integrace
metodou Monte Carlo nevyuzili i v klasické numerické matematice a tim jesté
vice relativni i¢innost algoritmtt metody Monte Carlo nesnizili.

Vicerozmérné integraly

Zcela jina situace vSak nastane, pokud zménime formulaci problému a misto
integrovani funkce jedné proménné (4.33) budeme potiebovat pocitat dvou-
a vicerozmeérné integraly

b rd(x)
I:/ /() f(z,y)dyda. (4.36)

Tato situace je ve fyzice bézna, mnohem castéji nez jednorozmérné pripady
fesime piipady dvourozmérné a ti¥irozmérné. V nékterych oblastech fyziky
jsou dokonce obvyklé postupy, pti kterych je tfeba integrovat ptes cely fazovy
prostor, tj. Tesit integraly Sestirozmérné.

Zatimco pro jednorozmeérné integraly existuje v numerické matematice
vétsi mnozstvi vyhodnych integra¢nich metod, pfechod k vicerozmérnym in-
tegralim vzdy znamena znacné zkomplikovani kvadraturnich vzorct a velké
prodlouzeni doby vypoctu. Budeme-li pti vypoctu jednorozmérného integralu
brat funkéni hodnoty v n uzlovych bodech, pti pfechodu k d-rozmérnému
problému vzroste pocet uzlovych bodé na n? a zndmé metody numerické
matematiky se stanou mimotradné neefektivni a pfi vice rozmérech zcela ne-
pouzitelné.

Naproti tomu metoda Monte Carlo toto omezeni nema. Obé zakladni me-
tody navrzené pro jednorozmeérnou integraci i vétSinu dopliujicich postupt
zvysujicich efektivitu vypoctu lze bez problému zobecnit na vice rozmeéri bez
vyrazné ztraty jejich i¢innosti.
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Obecné formulace problému (4.33) bude

= / F(P)p(P)dP, (4.37)
G

kde p(P) je zadand hustota pravdépodobnosti v oblasti G, pfes kterou
integrujeme, a P = (z,v,...) je bod z oblasti G.

Metoda stfedni hodnoty funkce spociva v tom, Ze vezmeme néa-
hodné body Pi,Ps,... s hustotou p(P) (nejjednodussi ptipad je
p(P) = 1/G) a zavedeme nahodnou veli¢inu n = f(P), jejiz mate-
matickd nadéje je rovna [

By = [ 1P)p(Pyar =1.

K nalezeni odhadu hledaného integralu mtzeme pouzit vztah
n 1 n
domi=—> f(R). (4.38)

Analogicky miuZeme zobecnit i geometrickou metodu. Budeme
predpokladat, ze funkce f(P) je v oblasti G omezen, tj. ze plati
0 < f(P) < c¢. Vytvorime si novou d + 1 rozmérnou oblast G x (0, ¢)
a v ni budeme generovat nadhodné body (). Budeme vysSetiovat, kolik
z téchto n bodi bude lezet pod povrchem ,plochy” z = f(P). Necht
jejich pocet je n’. Pro integrél I, tj. pro d + 1 rozmérny ,,objem*, pak

dostaneme odhad ,

I=cG2, (4.39)
n

srovnej jednorozmérny vztah (4.35).
Ve vice rozmeérech lze téz pouzivat postupy pro snizovéani rozptylu,

N4

vvvvvv

norozmérnému piipadu vsak pribyva dalsi pravidlo: Dokézeme-li inte-
grovat pres nékterou proménnou analyticky, rozptyl se snizi.

Pouziti metody Monte Carlo ve vice rozmérech je pro hladkou integro-
vanou funkci f(z) a vhodnou oblast integrace G' vyhodnéjsi nez klasické
kvadraturni vzorce pro d > 3. Bude-li funkce f(x) spojitd jen po Castech a
nebo bude-li slozita oblast G, pouziva se metoda Monte Carlo jiz pro d > 2.
Pouze pro mimotadné slozité pribéhy funkce f(z) mize byt vyhodné pouzit
metodu Monte Carlo i v jednorozmérném ptipadé.
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4.4.2 ReSeni Laplaceovy rovnice

Dalsi oblasti matematiky, kterda ma své podstatné pouziti v moderni fyzice, je
feSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Z téchto rovnic se v rtiznych oblas-
tech fyziky velmi casto vyskytuji Laplaceova a Poissonova rovnice, at jiz pri
vypoctu rozlozeni elektrostatického potencialu, vedeni tepla v latkach, reseni
vlnové rovnice, proudéni plynii, modelovani plazmatu, feseni Schrodingerovy
rovnice, atd. V tomto studijnim textu budeme demonstrovat pouziti metody
Monte Carlo pfi feseni eliptickych parcidlnich diferencialnich rovnic na feseni
Laplaceovy rovnice s Dirichletovou tlohou, kdy hledame feseni Laplaceovy
rovnice v urcité oblasti a mame k dispozici hodnoty hledané funkce na hranici
této oblasti.

Formulace ulohy

7 terminologickych dtvodi si budeme problém formulovat pro piipad, kdy
mame stanovit rozdéleni elektrostatického potencialu ve dvou rozmeérech:

e Vezméme si dvourozmérnou oblast GG s hranici T'.

e Méjme za tikol nalézt rozloZeni potencidlu U(x,y) vyhovujici uvnitf
oblasti G Laplaceové rovnici AU = 0 a nabyvajici na hranici oblasti
hodnoty U(T).

e Zavedeme ¢tvercovou sif s krokem h oéislovanou indexy i a j (ve vo-
dorovném a svislém sméru). Provedeme diskretizaci prostorovych sou-
fadnic, tj. misto spojité rozloZzenych bodi o souradnicich (x,y) budeme
pracovat pouze s uzly sité o soutadnicich (i, 7).

e Misto se spojitym potencidlem U(z,y) budeme pracovat s novou dis-
krétni funkei u;;.

e Postupem obvyklym z numerické matematiky prevedeme studovanou
parcialni diferencialni rovnici na jeji diferenc¢ni ekvivalent, tj. nejprve
nalezneme ekvivalenty parcialnich derivaci OU/dxz, 0U/dy, 0°U/0x?,
atd. a z nich sestavime diferen¢ni ekvivalent celé rovnice. Pro Lapla-
ceovu rovnici dostaneme obvykly ¢tyfbodovy vztah

Wi = 7 (Wi + Uicrg + Ui + i) (4.40)

e Tento vztah musi platit soucasné ve vsech vnitinich bodech oblasti G a

pri feseni se musi vyuzit i hodnoty diskretizované funkce u na hranicich
oblasti I', kde pro uzlové body hranice prosté polozime U(I") = u(I).
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Vidime, ze formulace tlohy je shodna s pfistupem numerické matema-
tiky. Rozdil bude v feSeni vzniklé soustavy rovnic (4.40) — misto superrela-
xacni metody, Gaussovy eliminace a dalSich numerickych algoritmi se vyuziji
stochastické algoritmy metody Monte Carlo. Uvedenou formulaci problému
miuzeme modifikovat podle konkrétnich podminek — ¢tvercovou sit nahradit
obdélnikovou ¢i jiného tvaru, diferen¢ni rovnici sestavit pro jiny typ parci-
alni diferencialni rovnice, misto dvoudimenzionalni tlohy pracovat ve tiech
rozmérech, atd.

Algoritmus bloudéni v pravouhlé siti

Jednoduchy algoritmus pro feseni Laplaceovy rovnice je zaloZeny na pted-
stavé nahodného bloudéni ve vytvorené siti - viz obr. 4.5. Budeme hledat
pravdépodobnost toho, ze po vypusténi z bodu P dorazime po ndhodné tra-
jektorii do nékterého hrani¢niho bodu, kde jiz ziistaneme. S kazdym hra-
nicnim bodem je spojena néjaka c¢iselna veli¢ina, kterou pfi tomto bloudéni
ziskame. Cely pokus pak n-krat zopakujeme a startovnimu bodu P pfita-
dime prumérnou hodnotu z takto ziskanych veli¢in. Podstata popisovaného
algoritmu spociva v tom, ze pokud jako ¢iselné veli¢iny v hrani¢nich bodech
vezmeme hodnoty U(I"), dostaneme timto postupem piibliznou hodnotu po-
tencidlu v bodé P, U(P).

L — | \\
e ~_
| I
G
P
N~
I
. L
\_-//
h

Obréazek 4.5: Sit pro feSeni dvourozmérné Laplaceovy rovnice metodou Monte
Carlo. Algoritmus bloudéni v pravouhlé siti.

Pti ndhodném bloudéni musime prochézet fadou dalsich bodu (,kfizova-
tek“) a v kazdém z nich mame stejnou pravdépodobnost, Ze budeme pokra-
covat v jednom ze ¢ty moznych smérti. Pokud tuto podminku vyjadiime v
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pravdépodobnostech, dostaneme vyraz ekvivalentni vztahu (4.40), jenz od-
povida numerickému feseni pravé Laplaceovy rovnice.

Popsany algoritmus ma vyrazné vyhody i nevyhody. Velkou vyhodou je,
ze proti numerickému FeSeni Laplaceovy rovnice, kdy musi vztah (4.40) sou-
casné platit ve vSech vnitinich bodech oblasti G, tj. kdy musime fesit sou-
stavu velkého poctu algebraickych rovnic, zde ziskdme feSeni v jednom bodé
P. Pokud proto je nasim cilem nalézt feSeni Laplaceovy rovnice v jediném
bodé nebo v malém poc¢tu bodu oblasti GG, miize byt vypocet metodou Monte
Carlo vyhodnéjsi nez obvyklé numerické algoritmy i v této jednoduché po-
dobé. Pokud vsak potiebujeme nalézt feseni Laplaceovy rovnice soucasné ve
vSech vnitinich bodech oblasti G, mnohem efektivnéjsi postup nam nabizi
klasickd numerickéd matematika.

Zékladni slabinou algoritmu bloudéni v pravouhlé siti je pravé ta sit.
Pouzivame ji ke dvéma tceltim, které jsou vici sobé v protikladu:

e Sit nam slouzi k tomu, abychom v jejich uzlech urcovali hledané hod-
noty potencidlu. Pro dosazeni dostateéné pfesnosti by proto sif méla
byt co nejhustsi.

e Sit slouzi téz k tomu, abychom s jeji pomoci realizovali co nejndhod-
né&jsi prochazku. V tomto pripadé prilis hustd sif jiz ndhodnost nezvysi,
pouze prodlouzi dobu vypoctu.

Existuji algoritmy, které obé funkce sité od sebe oddéluji a cely vypocet
tim zefektiviuji. Piiklad takového algoritmu je znazornén na obr. 4.6. Tento
lze doporucit jen zkusenym uzivatelim a nebo v piipadé oblasti G s hranici
velmi jednoduchého tvaru.

Algoritmus bloudéni s ndhodnym krokem

Zakladni nevyhodou algoritmu bloudéni ve ¢tvercové siti je malé délka
kazdého kroku h. Néasledujici algoritmus proto rozsiruje ndhodnost i
na volbu délky kroku, coz mé za nasledek rychlejsi konvergenci:

Trajektorii sestrojime podle obr. 4.6. Vyjdeme z bodu Fy. Vytvo-
fime kruznici o poloméru [y na néjz klademe jediné omezeni, Ze cela
kruznice musi lezet v oblasti G, jinak je velikost poloméru ndhodna. Na
této kruznici nahodné zvolime bod P; a cely postup opakujeme. Dosta-
neme tak ndhodnou trajektorii tvofenou body Fy, Pi, Ps,.... Obecné
bude platit

Priy1 =P+ lyw, k£=0,1,2,...,

kde wy = cos ¢y, + sin ¢, a ndhodny thel ¢y je rovhomérné rozdélen v
intervalu (0, 27).
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Pri implementaci tohoto algoritmu vSak musime vyfesit dva do-
sti slozité problémy. Prvnim je ukonceni trajektorie. Zatimco v pri-
padé bloudéni v pravouhlé siti trajektorie konc¢i pii dosazeni hranice
I (af jiz v jeji skuteéné poloze nebo v nejblizsim uzlovém bodé), al-
goritmus bloudéni s ndhodnym krokem by prakticky nikdy nekoncil
- hranice bychom teoreticky mohli dosdhnout pouze v piipadé, kdy
nagenerujeme kruznici o maximalnim mozném poloméru a soucasné
rozehrajeme thel sméfujici kolmo k této hranici. Proto je nutno pojem
hranice nové definovat jako pas sitky . Kritérium ukonceni trajektorie
pak zménime tak, Ze trajektorie koné¢i v okamziku vstupu do tohoto
hrani¢niho pasu. Druhd obtiz spociva ve volbé kritéria pro generovani
poloméru kruznice [. Tento polomér volime v kazdém kroku trajek-
torie jako rovnomeérné rozdélenou nahodnou veli¢inu leZici v mezich
(0,9maz) & pravé stanoveni maximalniho poloméru l,,q, je v pfipadé

Obrazek 4.6: Konstrukce trajektorie pro feseni Laplaceovy rovnice pii pouziti
algoritmu bloudéni s ndhodnym krokem.

Vedle Dirichletovy tlohy, kde mame jako vstupni hodnoty zadany hod-
noty U(I") na hranici I', existuji i ulohy, kdy v nékterych nebo vsSech bo-
dech hranice mame zadany hodnoty intenzity elektrického pole, tj. derivace
veliciny U. I takové tlohy lze fesit modifikovanymi algoritmy nahodného
bloudéni, kdy pripustime po dorazeni do hrani¢niho uzlu s urc¢itou pravdépo-
dobnosti dalsi bloudéni v siti, a nebo naopak, kdy bloudéni ukonc¢ime dfive,
nez dorazime na hranici. Dalsi mozné modifikace algoritmt ndhodného blou-
déni jsou pouzitelné i pro jiné typy parcialnich diferencidlnich rovnic, kdy
zménéné podmince typu (4.40) ptifadime odpovidajicim zptisobem zménéné
migracni podminky na ,kiizovatkach®.
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Uc¢innost metody Monte Carlo pii FeSeni Laplaceovy rovnice

Podobné jako u numerické integrace, pouziti metody Monte Carlo na TesSeni
Laplaceovy rovnice pfinasi sice jednoduchy algoritmus, ale jeho efektivita
neni prilis vysoka. Situace se vSak opét vyrazné méni s prechodem do vyssich
dimenzi. V klasickych numerickych algoritmech, prechod z dvourozmérné do
tfirozmérné ulohy znamené znac¢né prodlouzeni vypoctu. Typické minimalni
rozméry siti pii praktickém pouziti numerického feseni Laplaceovy rovnice
napi. v elektrotechnice jsou fadu 100 x 100, tj. 10*. Pfechod na ti{rozmérnou
sit znamen4 fesit fadoveé 10° algebraickych rovnic typu (4.40). Naproti tomu
v algoritmech metody Monte Carlo stoupa vypocetni naro¢nost problému s
dimenzi mnohem pomaleji. Oznacime-li dobu potiebnou k prechodu z jed-
noho bodu nédhodné trajektorie do dalsiho jako 7 a celkovy pocet kroki jedné
trajektorie pri -tém pokusu jako v;, bude celkova doba vypoctu

T=7(wn+ve+- -+, =TnkEv.

Pocet pokusii n potfebnych k dosazeni zadané presnosti najdeme ze zakona
velkych ¢isel. Celkova doba vypoctu T' zavisi na linearnich rozmeérech oblasti
G kvadraticky a pfi prechodu do tfeti dimenze se tento odhad zméni jen
malo.

Dalsi vyhodou pouziti metody Monte Carlo pro feseni Laplaceovy rovnice
jsou malé naroky na pamét pocitace. Zatimco v sitovych algoritmech nume-
rické matematiky je tieba udrzovat v paméti pocitace soucasné celou sit, tj.
miniméalné 10* az 10° proménnych (podle dimenzionality problému), neni u
algoritm® ndhodného bloudéni nutné zaznamenéavat celou sif ani trajektorii,
staci pouze znat souradnice poc¢atecniho bodu a okamzitou polohu.

Podstatnou vyhodou algoritmi zalozenych na metodé Monte Carlo je,
Ze neni nutné soucasné pocitat rozdéleni potencidlu ve vSech uzlech site,
ale jen ve vybranych bodech. Pokud to feseni naseho problému dovoluje
nebo primo vyzaduje, bude pouziti metody Monte Carlo vyhodné jiz pro
ulohy dvourozmérné, v obecném piipadé pak zacne byt metoda Monte Carlo
vyhodnéjsi pfi feseni tloh prostorovych.

4.4.3 Dalsi problémy

Vedle dvou oblasti numerické matematiky, kde se za uré¢itych podminek vy-
razné uplatnuje metoda Monte Carlo a které jsme si probrali podrobnéji, 1ze
konstatovat, ze stochastické algoritmy lze nalézt témér pro kazdou oblast nu-
merickych vypoctl a otazkou pouze je, kdy je jejich pouziti vihodné. Metoda
Monte Carlo se s tspéchem pouziva ve fyzice vedle numerické integrace a fe-
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Seni parcialnich diferencialnich rovnic, zejména pti interpolaci funkci mnoha
proménnych a pfi feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic.

Pti interpolaci funkci mnoha proménnych se vyuziva efektivnost stochas-
tickych algoritmi pti pfechodu k vyssim dimenzim, takze vyhodnost metody
Monte Carlo se projevi tim vice, ¢im vice proménnych interpolované funkce
obsahuje. Pii feseni soustav linearnich algebraickych rovnic se s tispéchem
vyuziva jina schopnost stochastickych algoritmiti — sousttedit se na feseni jen
omezeného problému, coz v tomto pripadé znamena hledani jednoho kon-
krétniho kofene. Zatimco bézné metody soucasné nachézeji vSechny koteny,
coz vede na problém slozitosti m?, kde m je pocet rovnic soustavy, metoda
Monte Carlo dokéaze hledat pouze jeden kofen ¢imz se doba vypoctu redukuje
na veli¢inu tmérnou m.

Mezi velmi efektivni aplikace metody Monte Carlo patii interpo-
lace funkci mnoha proménngch. Mé&me funkci m proménnych,
f(x1, 2, ..., 2m), a m&me zadany jeji hodnoty pouze ve vrcholech jed-
notkové m-rozmérné krychle. Nasim tikolem je urcit hodnotu funkce
v néjakém bodé o soufadnicich (z1,...,zy,) uvnitf krychle, pfi¢emz
podle kazdé souradnice budeme interpolovat linearné.

Interpolacni vztahy pro jednotlivé rozméry m budou

m =1 flar) = (I —mz1)- f(0) + 21 f(1)
m=2 f(z1,22) = (1—a21) (1—x2)- f(0,0)+
+z1- (1 —372) . f(l,()) +
—i—(l—a:l)-x2~f(0,1)+x1-a:2-f(1,1).
S ristem poctu proménnych m pocet ¢lenu v interpola¢nich vztazich
velmi rychle nartistd — napi. pro m = 30 dosahuje 10°.
Naproti tomu algoritmus feseni téze tlohy metodou Monte Carlo

je velmi jednoduchy. Vytvofime n bod& o nahodnych soufadnicich
(&1, ..., &n) a z nich uréime hodnotu interpolované funkce f

flxr,. ... xm) = % Z f(éz),,fr(;;))

Kazda z veli¢in §](-i) (j=1,...,m; i=1,...,n) mize nabyvat hodnot
0 nebo 1 s pravdépodobnostmi

P{§=0} = 1-u;
P{§ =1} = uj,

proto kazdy bod ( Y), - ,&(,i)) predstavuje néktery vrchol jednotkové
krychle. Hodnoty §; ur¢ime pomoci nahodné veli¢iny v rovnomérné



KAPITOLA 4. METODA MONTE CARLO

rozdélené v intervalu (0, 1) podle pfedpisu

§=0 pro 7=
=1 pro y<uz;.

Dalsim problémem, kde se za urcitych podminek muze uplatnit i
metoda Monte Carlo, je TeSent soustav linearnich algebraickych
rovnic. Numerickd matematika nabizi fadu postupii, napt. dale uve-
deny algoritmus.

Zformulujme si Glohu: Vezméme soustavu m linearnich algebraic-
kych rovnic s nezndmymi z1, ..., 2m,

m
Zaiij:bi izl,...,m. (441)
j=1

Tuto soustavu muzeme zapsat ve vektorové formé jako
AZ=0b,

kde A je ¢tvercova matice typu mxm, 2’ a b jsou vektory o m slozkéch.
Ve vétsiné pripadt je mozno tuto soustavu prepsat do ,iterac¢niho“
tvaru

Z=CZ+b,
kde matice C je rovna E — A, E je jednotkova matice. Reseni m4 tvar

-

7=A"1b. (4.42)
Inverzni matici A1 mtizeme vyjadiit fadou
A'=E4+CH+C%+---.

Rada konverguje tehdy, jsou-li vlastni ¢isla matice C' v absolutni hod-
noté mensi nez 1. Dosadime-li rozvoj matice A~ do hledaného feSen,
dostaneme

F=b+Cb+C%h+ .

Toto FeSeni muzeme slozit z dil¢ich iteraci

ZA) = p
A2 — oV h=Cb+b
A = 0D p=0C%b+Cb+b

70
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Metoda jednoduchych iteraci konverguje pravé tehdy, konverguje-li
fada (1), 2(2), Z®3), ... Pro i-tou slozku vektoru FeSeni, z;, dostaneme
vztah

zo= bty b+ YD i Ciua b +
J Jir J2
+ Z Z Z Cijy Cj1ja Ciajs bj3 4. (4.43)
Ji1 J2 J3
A nyni se podivime na feSeni téhoz problému pomoci metody
Monte Carlo. Vztah (4.43) ndm udévé névod, jak vypocitat jednu
slozku feSeni rovnic (4.41). Jednotlivé ¢leny vyrazu (4.43) mizeme
uréit pomoci ndhodnych veli¢in. Nasim cilem bude nalézt ndhodnou
veliinu 7;, jejiz matematickd nadéje je rovna souétu rady (4.43), tj.
En; = z;. Budeme-li postup n-krat opakovat, dostaneme jednotlivé
realizace veli¢iny 7; : nl(l), 771-(2), . ,ngn). Jako aproximaci feSeni z; pak
vezmeme aritmeticky priameér téchto velicin 7;.
Veli¢inu 7; zkonstruujeme nésledujicim zptisobem: Kazdy prvek
matice C' zapiSeme jako soucin dvou prvku

cij = Fij Py,

kde Pj; € (0,1); pro ¢;; = 0 polozime P;; = 0. Analogicky upravime i
prvky vektoru pravé strany b

bi = fipi,
p; € (0,1). Volbu prvka P a p provedeme tak, aby platilo
m
pi+> Pj=1 i=1..m.
j=1

Na tyto prvky odpovidajici jedné rovnici soustavy (4.42) muzeme po-
hlizet jako na soubor pravdépodobnosti nezavislych udalosti. Rovnici
(4.43) s jejich pomoci pfepiseme do tvaru

o= fipi+ Y FyfiPypi+-+
J
+Y > Fyo Fi_yg fi Py P, pie +
J1 Jr
T (4.44)
Pro i = 1 nyni rozdélime interval (0,1) na m + 1 ¢asti, jejichz délky

budou
-F)ilvf)i?v .. '7Pimapi .
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Totéz mlizeme provést i pro ostatni hodnoty ¢ = 2,...,m a ziskat tak
m zpusobt rozdéleni intervalu (0, 1). Pak nagenerujeme ndhodné veli-
¢iny nezavislé a rovnomérné rozdélené na intervalu (0, 1): yo, 71,72, - - .-
Nejprve vezmeme i-té rozdéleni intervalu (0, 1) a zjistime, kam padne
veli¢ina ~vg. Padne-li do posledni, m + 1. ¢asti délky p;, polozime re-
alizaci ndhodné veli¢iny 7; rovnou f;. Padne-li ¢islo vg do j-té ¢asti
rozdéleni (o délce P;j, ), vezmeme dalsi, ji-té rozdéleni intervalu (0, 1)

lel, Pj127 s 7Pj1mvpj1

a zjistime, do které casti tohoto nového rozdéleni padne ¢islo ;. V pfi-
padé, Ze 1 padlo do posledni ¢asti délky p;,, vezmeme jako hodnotu
veli¢iny 7; ¢islo Fj; fj,. Padlo-li 71 do jp-té Casti rozdéleni, postup
zopakujeme s jo-tym rozdélenim intervalu (0,1) a cislem ~,. Tento
postup ukonéime, az ¢islo v, padne do posledni ¢asti pfislusného roz-
déleni j,.. Pak za realizaci ndhodné veli¢iny 7; v tomto experimentu
vezmeme

ni = Fijy Fjijo - Fj, 14, Jje -

Veli¢ina n; nabyva této hodnoty s pravdépodobnosti
Pji1, Pjijos -+, Pjujs Dji

proto stfedni hodnota veli¢iny 7; je rovna vztahu (4.44). Opakovéa-
nim celého procesu n-krat ziskame veliciny 772-(1), .. .,771(”), spocitame
aritmeticky pramér a polozime jej priblizné roven z;.

Pri srovnani s klasickymi metodami numerické matematiky ale
zjistime, Ze popsany proces je prilis pomaly a pokud potfebujeme na-
jit tplné feseni soustavy linedrnich algebraickych rovnic, je tieba po-
uzivat standardni metody. Vypocet metodou Monte Carlo je vhodny
jen tehdy, potfebujeme-li znat hodnotu jediného kofenu z; (a bude-li

soustava rovnic dosti velikd).

4.5 Pouziti metody Monte Carlo ve fyzice

Jak vyplynulo z predchozi sekce, metoda Monte Carlo mtze najit své misto
v matematice a jejim prostifednictvim i ve fyzice. Hlavni fyzikalni pouziti
metody Monte Carlo je ovSem pii provadéni pocitacovych experimentt. V
sekci 3.2 jsme se seznamili s riznymi technikami pocitacového modelovani a
z ni vyplynulo, Ze typické pouziti metody Monte Carlo je pii stochastickém
¢asticovém modelovani. Problematice stochastického ¢asticového modelovani
ve fyzice se budeme vénovat v této sekci. Je vsak tfeba itvodem poznamenat,
ze touto (i kdyz nejvyznamnéjsi) aplikaci metody Monte Carlo jeji vyznam
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pro pocitacovou fyziku nekonci. Podobné jako pfi feseni problémil numerické
matematiky lze i v pocitacové fyzice nalézt mozné aplikace stochastickych
postupi feSeni v mnoha dalsich oblastech védy, otazkou pouze je, zda je to
vyhodnéjsi nez standardni postupy prislusné oblasti.

Pfi feseni problémt vyjadfenych pomoci postupii numerické matematiky,
at jiz klasickych nebo jejich stochastickych ekvivalentii, jsme schopni popsat
konkrétni algoritmus feSeni studovaného problému, tento algoritmus napro-
gramovat a pro konkrétni data vyftesit. Na rozdil od této situace pfi poci-
— fyzikalnich problémi je mimoradné velky pocet a teoreticky kazdy z nich
si vyzaduje individualni pfistup. Je proto velmi obtizné na obecné trovni
hledat postup feseni a téz jej vylozit ve studijnim textu.

Pokud se vratime k obecnému schématu feseni problémii pomoci metody
Monte Carlo (Sekce 3.1):

1. Analyza problému a stochastickda formulace modelu pomoci ndhodné
veli¢iny &

2. Generovani nahodné veli¢iny v rovnomérné rozdélené na jednotkovém
intervalu

3. Transformace ndhodné veli¢iny v na hledanou ndhodnou veli¢inu &

4. Statistické vyhodnoceni opakovanim bodt 2 a 3 vzniklého souboru re-
alizaci nahodné velic¢iny &: &1,&s, ..., &,

Vv

Pfi analyze studovaného fyzikalniho problému je tfeba nalézt vhodny
zjednoduseny model a urcit, kterd nahodné velicina jej nejlépe popisuje. Do
tohoto kroku téz patii urceni toho, kde najdeme hledany vysledek — napft.
v prvnim momentu této nahodné veli¢iny £ nebo v tabulce pravdépodob-
nosti diskrétni ndhodné veli¢iny (4.3) ¢i hustoté pravdépodobnosti spojité
nahodné velic¢iny (4.4). Momenty obvykle vyhodnocujeme tehdy, kdyz hle-
dame fyzikalni feseni ve formé jediné hodnoty, zatimco napt. tthlova nebo
energetickd rozdéleni ¢astic nejcastéji prevadime na rozdéleni pravdépodob-
nosti ndhodnych veli¢in. Tato analyza je velmi dulezité, nebot uréuje techniku
statistického vyhodnoceni vysledki v bodé 4.
jsou jiz standardni postupy, které jdou naucit (a po doé¢teni studijniho textu
do tohoto mista by je jiz ¢tenai mél znat — pokud tomu tak neni, je tfeba si
zopakovat latku obsazenou v sekcich 4.2 a 4.3).
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4.5.1 Transportni problém

I kdyz predchozi vyklad byl pesimisticky v tom, Ze vlastné kazdé teseni fy-
zikalniho problému metodou Monte Carlo je originalni a nelze se mu proto
naucit, realita ve skutecnosti tak nevyhodnéa neni.

Nejrozsifenéjsim problémem casticového modelovani ve fyzice je tzv.
transportni problém, pii kterém studujeme priichod c¢astic hmotnym pro-
stfedim. Transportni problém lze konkrétnim algoritmem (¢i lépe souborem
algoritmil) popsat a na tuto formulaci lze pfevést velké mnoZstvi nejriz-
néjsich fyzikalnich tloh. Pivodni formulace pochézi z oblasti jaderné fyziky
(mezi tvirce metody Monte Carlo patfili vyznamni jaderni fyzici 40. let),
kde byl studovan transport neutronti v atomovém reaktoru. Lze tak ale Tesit
napr. také

— transport elektront v polovodicich

— prichod urychlenych elektront v elektronovém mikroskopu tenkou vrstvou
kovu

— pohyb elektront a iontt v plazmatu (predevsim horkém)
— prichod zareni latkou, ....

Algoritmy pro vSechny tyto problémy jsou spole¢né a zalezi pouze na fyzikalni
interpretaci vstupnich dat a vysledkt modelovani.

Zakladni schéma

Pokud bychom fesili transport ¢astic latkou jinymi prostredky nez metodou
Monte Carlo, museli bychom detailné znat cely pribéh transportu a ten ce
nejlépe napodobit vypocetnimi prostiedky — spojitym modelovanim nebo
deterministickym casticovym modelovanim. Metoda Monte Carlo je z tohoto
hlediska mnohem blizsi realnému experimentu. Pred zacatkem modelovani
je tieba (experimentalné nebo teoreticky) uréit podstatné fyzikalni procesy,
ke kterym pfi transportu dochéazi, a jejich rozdélovaci zadkony. Pii vlastni
simulaci pak postupné rozehravame jednotlivé hodnoty téchto nahodnych
faktortt a zapoctenim jejich vlivu urc¢ime konkrétni realizaci studovaného
nahodného procesu.

Timto postupem miizeme modelovat historii ¢astice a naslednym zobec-
nénim velkého poctu téchto historii urc¢it i makroskopické charakteristiky
procesu. Tak mtzeme nasi predstavu o realném procesu srovnat s experimen-
tem, experiment za pomoci vysledkii modelovani upravit a v mnoha ptipa-
dech jej dokonce nahradit poc¢itacovym vypoctem. Proto se uvedené metodé
také rika metoda pocitacového experimentu. Klasicky pristup spojitého
modelovani naproti tomu po celou dobu pracuje pouze s makroskopickymi
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veli¢inami — na zékladé analyzy experimentalnich dat zformulujeme rovnice
pro tyto veli¢iny a snazime se je fesit.

Pii pocitacovém experimentu mizeme postupovat dvéma cestami. Pfi
prvni nejprve analyzujeme cely studovany fyzikalni jev a snazime se vybudo-
vat model co nejvérnéjsi, ale pritom dostatecné jednoduchy pro nasledujici
vypocet. Takovym modeliim se tikd prirozené a budeme se jimi zabyvat v
této sekci. Alternativnimu postupu pomoci tzv. umélgych modeli se bu-
deme vénovat v sekci 4.5.2.

Data

Pti pocitacovém modelovani musime spolu s vybérem pouzivanych algoritmi
pozornost vénovat i datovym strukturam, kam budou data v pribéhu vypoctu
uklddana. To vyplyva ze zasad strukturovaného programovani — viz nazev
zakladni knihy prof. Wirtha ,Algorithms + Data Structures = Programs*
[2]. Datova struktura vhodné pro pocitacové studium transportu c¢astic je
uvedena na obr. 4.7.

typ

Obrazek 4.7: Datova struktura pro ¢asticové modelovani — pfirozené modely.

VSechny udaje prislusejici jedné ¢astici jsou ukladany do jednoho sloupce
datové struktury, tj. pocet sloupctt odpovida celkovému poctu castic.

vvvvvv

lovani rozeznavame dva typy algoritmi. Odlisuji se tim, kolik ¢astic
musi byt pfitomno v pracovni oblasti soucasné (v rdmci modelu, ne
ve skuteéném jevu). Pokud je rozhodujici pouze interakce ¢astic s pro-
stfedim a vzajemnou interakci ¢astic mizeme zanedbat, zjednodusime
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si feSeni problému tim, ze budeme pfi simulaci vypoustét ¢astice po-
stupné a teprve kdyz urazi celou svou trajektorii, budeme sledovat
pohyb dalsi ¢astice. Toto je tzv. jednocdsticovd metoda. Ji by odpovi-
dala datova struktura na obr. 4.7 pouze s jednim sloupcem.

Pokud ale bude vedle interakce s prostiedim pfitomna i vzajemna
interakce Castic, pfipadné pokud studujeme problém, kde Céastice in-
teraguji pouze spolu (coz je ptipad prichodu nabitych ¢astic vakuem,
pripadné pohyb gravita¢né interagujicich téles opét ve vakuu), musime
soucasné sledovat chovani celého souboru ¢astic. Pak se bude jednat o
metodu mnohocdsticovou a pti jejim pouziti musime pracovat s velkou
datovou strukturou.

Svou podstatou je metoda Monte Carlo jednocasticova, zatimco
deterministickd metoda molekularni dynamiky je mnohocasticova. V
soucasné dobé ale mé znacna ¢ast algoritmt casticového modelovani
rysy jak deterministické tak i stochastické a proto je obvykly mnoho-
¢asticovy pristup i v metodé Monte Carlo.

Soucasné c¢asticové vipocty pracuji s velkym poctem c¢astic, nékdy
i fadu 10° az 10® a pak velka datova struktura znamena ohrozeni
vypoctu, nebot miize pfesdhnout kapacitu interni paméti pocitace. Je
proto nezbytné data do této struktury ukladat co nejuspornéji.

Nyni si datovou strukturu uvedenou na obr. 4.7 prohlédnéme detailné.

Pro kazdou ¢astici do ni budeme ukladat nékolik skupin udaji:

Prostorové souradnice ¢astice

Nase modely mohou byt prostorové jednorozmérné nebo vicerozmeérné,
takZe prvni skupina dat bude obsahovat 1-3 polozky, napt. kartézské sou-
fadnice z, y a z (jako v nasem pfikladu), nebo soufadnice v soustavé sfé-
rické, atd. V kazdém pripadé ale tato skupina nemtize byt prazdnd, nebot
musi obsahovat minimélné jednu prostorovou soutradnici, kterd pfi stu-
diu priichodu éastic latkou predstavuje jakousi fidici osu (a jiz odpovida
hlavni cyklus v programu). V algoritmech metody molekularni dynamiky
ma podobné postaveni osa casova.

To, co bylo zde napsano, plati pro klasickou formulaci metody
Monte Carlo. Existuji vSak i moderni postupy — predevsim tzv. kine-
tickd metoda Monte Carlo — ktera se v tomto ohledu podobé metodé
molekulédrni dynamiky a mé jako hlavni proménnou téz cas.

Rychlosti castic

Abychom mohli sledovat pribéh transportu, méli bychom mit k dispo-
zici informace o okamzité rychlosti kazdé ¢astice v. Opét v zavislosti na
rozmérnosti modelu se mize jednat napt. o slozky rychlosti v,, v, a v,
piipadné vyjadiené v jiné soustavé, ale také napt. o absolutni hodnotu
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celkové rychlosti v spolu se slozkou v,, atd. V nékterych aplikacich je
vhodnéjsi pracovat s kinetickou energii ¢astice, tj. s hodnotami £, E, a
E., a opét v riznych kombinacich — napt. £ a E,. Obecné plati, Ze je
vhodné si datovou strukturu co nejlépe prizptsobit FfeSenému problému
tak, aby byla data ukladana co nejuspornéji a téz, aby se s nimi manipu-
lovalo co nejrychleji — to plati zejména pii volbé formatu tdaji bud ve
tvaru rychlostnim nebo energetickém.
— Dalsi adaje

Pti feseni fady problémi vyse uvedené dvé skupiny tdajii o ¢astici staci.
Pokud vsak ale budeme mit v nasem souboru vice druhii ¢astic, coz je
typické napt. pro fyziku plazmatu nebo pro jadernou fyziku, budou nas
zajimat jesté dalsi charakteristiky castice — jeji hmotnost, naboj, stupen
excitace, atd. Tim by ale datovy soubor nartistal na netimérnou velikost
(mé&jme na paméti, e v nékterych programech se pracuje s 10° a vice
Casticemi), proto je vhodné data optimalizovat tak, Ze se zavede jen jeden
dalsi integralni parametr ,typ Castice“ a prifazeni konkrétnich hmotnosti,
atd. se provede v programu jen jednou.

Pracovni oblast

Pii ¢asticovém modelovani, jak pfi pouziti metody Monte Carlo tak i metody
molekularni dynamiky, musime nejprve urcit oblast, v niz budeme studovany
proces simulovat. Pfi modelovani transportu metodou Monte Carlo budeme
mit tuto oblast tvofenou tfemi ¢astmi: zdrojem c¢astic, vlastni pracovni ob-
lasti v niz se transport odehrava a cilovou oblasti — viz obr. 4.8.

Zdroj Pracovni oblast Cil

W/’

0 X

Obrazek 4.8: Znazornéni pracovni oblasti pii modelovani transportu castic.

Vlastni program simulujici priichod ¢astic hmotnym prostfedim pak vy-
pada tak, ze ze zdroje vstoupi do pracovni oblasti jedna castice — vyklad
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budeme pro jednoduchost provadét pro jednocéasticovou metodu. Pohyb c¢as-
tice v pracovni oblasti budeme detailné sledovat. Nejprve urc¢ime vzdalenost
do bodu interakce s materialem, pak ur¢ime typ interakce a podle néj upra-
vime smér a rychlost dalsitho pohybu ¢éstice nebo ¢astic (dojde-1i totiz pfi
nékteré interakci k vytvoreni dalSich castic, i pivodné jednocasticova me-
toda muze pfejit v metodu mnohocésticovou). Pak cely postup opakujeme a
soucasné testujeme, zda trajektorie néjakym zptsobem nebyla ukoncena.

Zdroj castic predstavuje generator ¢astic, které vstupuji do nasi pracovni
oblasti. Jeho charakteristiku budeme prebirat ze studovaného fyzikalniho
jevu — muze to byt napt. tzky svazek monoenergetickych castic dopadaji-
cich kolmo na hranici pracovni oblasti pfi studiu procesti v elektronovém
mikroskopu, krychlova oblast s ndhodné rozmisténymi elektrony a ionty po-
hybujici se s Maxwellovym rozdélenim rychlosti pii modelovani v plazmatu,
bodovy zdroj se sférickou symetrii, apod. Z hlediska datové struktury znazor-
néné na obr. 4.7 provadi zdroj (tj. ta ¢ast programu, v niz je zdroj realizovan)
naplnéni prislusnych sloupct dat pro ¢astice vstupujici ze zdroje pocatecnimi
hodnotami, tj. hodnota proménné x se nastavi na nulu, zadaji se pripadné
hodnoty dalsich prostorovych soutadnic y a z, a zadaji se poc¢atecni rychlosti
nebo energie téchto castic.

Pracovni oblast modelu je ta ¢ast prostoru, kde dochéazi k interakcim
prochazejicich castic s latkovym prosttedim. Tyto interakce budou vzdy v
modelu pfitomné, nebot pokud by tam nebyly, mohli bychom problém fesit
analyticky a nepotiebovali bychom pouzivat techniky pocitacového modelo-
vani. Charakteristiku prostiedi, v némz transport probiha, musime prevzit z
vnéjsku modelu, nebot to jsou zdkladni experimentalni idaje, jimiZz obecné
transportni schéma prizpisobime konkrétni studované problematice. Z li-
teratury nebo od kolegli-experimentatortt musime ziskat informace o poctu
rozptylovych procesti, jejich intenzité a presny popis jejich vlivu na prochéaze-
jici ¢astice. Tyto tidaje shrneme do jedné makroskopické veli¢iny — vysledné
stfedni volné drahy (nebo celkového G¢inného prifezu) — charakterizujici
kvantitativné celkovy primérny vliv prostiedi na c¢astici. Na jejim zakladé
vytvorime tzv. ndhodnou volnou drdhu, po jejimz urazeni se castice srazi a
trajektorie znazornéna na obr. 4.8 se zalomi. Pak musime z existujicich roz-
ptylovych procesti vybrat typ konkrétni interakce, podle jeji charakteristiky
zménit rychlost ¢astice U, postup zopakovat a takto vytvorit celou trajektorii.
Detailni popis jednotlivych krokt bude uveden v dalsich sekcich. Z hlediska
datové struktury se pti pohybu v pracovni oblasti budou ménit vSechny tidaje
charakterizujici ¢astici — po urazeni ndhodné volné drahy zménime o urazeny
usek trajektorie prostorové souradnice a po rozhodnuti o typu interakce upra-
vime odpovidajicim zpiisobem tudaje o rychlosti nebo energii ¢astice. Pokud
dojde k tzv. Stépeni trajektorie, tj. pokud se pii urcité srazce vytvori dalsi



KAPITOLA 4. METODA MONTE CARLO 79

Castice (fyzikdlné to odpovida napi. Stépeni atomii v jaderné fyzice nebo ioni-
zaci atomi ve fyzice plazmatu), zavedeme do datového souboru dalsi ¢astici
nebo castice.

Trajektorie miize skoncit tfemi zptsoby — standardnim vstupem do ci-
lové oblasti, ukoncenim trajektorie zachytem a pripadné i navratem castice
do zdrojové oblasti. Ve vSech tfech pfipadech zpracovani této informace za-
visi opét na studovaném jevu a na vytvofeném modelu. Obvyklé je, ze pouze
zapisujeme pocet ¢astic, které pronikly do cilové oblasti a srovnavame je s po-
¢tem ¢astic puvodné zdrojem vypusténych (pak druhé dva zptisoby ukonéeni
trajektorie znamenaji dva mozné ztratové procesy, které podle potieby dale
analyzujeme). Je ovSem mozné provadét i detailni analyzu ¢astic vyletujicich
z pracovni oblasti a zaznamenavat jejich rychlosti v;, coz pak vyuzijeme napt.
pii modelovani hlového nebo energetického rozdéleni studovanych castic.

Zéavérem této sekce jesté jednu poznamku: V modelu transportniho jevu
mluvime o tfech oblastech — zdrojové, pracovni a cilové, které disledné oddé-
lujeme jak v popisu modelu tak i v programu (formou samostatnych progra-
movych jednotek, podprogrami, bloktt nebo modulti — viz sekce 2.3 ,,Zasady
strukturovaného programovani“). To nékdy odpovida i fyzikalni realité ve
studovaném jevu — napf. pfi modelovani procestt v atomovém reaktoru je
zdrojovou oblasti jeden palivovy ¢lanek, pracovni oblasti moderator zpoma-
lujici prochazejici neutrony a cilovou oblasti dalsi palivovy ¢lanek. Jinde vsak
nelze tyto t¥i oblasti prostoroveé odlisit — napf. pii modelovani procesti v niz-
koteplotnim plazmatu, pfesto vsak pfi vytvareni modelu a jeho realizaci na
pocitaci budeme tyto tfi oblasti oddélovat. Z tohoto hlediska se jedna ne
o prostorové, ale o ¢asové oddéleni — Castice jsou nejprve generovany, pak
dochézi k transportu a nakonec se vysledky zpracuji.

Rozptylové procesy

Predpokladejme, ze v 1atce, v niz probiha transport ¢astic, je pritomno celkem
k typt rozptylovych procesti. Tyto procesy jsou charakterizovany stfednimi
volnymi drahami A\{, \o, ..., Ag, piipadné u¢innymi prifezy jednotlivych typt
interakci 51, Ss, ..., Sg. Stfedni volna draha \; je primérna vzdalenost mezi
srazkami i-tého typu a udava se v metrech. S u¢innym prifezem je to tro-

vvvvvv
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kde N = 3,2110%* molekul nebo atomti v m? pti T' = 300 K. Tento ¢inny
pritfez je udavan v m2. Druhou moznosti je mikroskopicky éinny priiiez

udévany v jednotkach m~!. Pokud dostaneme experimentilni hodnoty, tak
rozmér uc¢inného priifezu a jeho ¢iselna velikost nam fekne, ktera definice byla
pii méreni pouzita. My v dalsim vykladu budeme pro jednoduchost pracovat
s uéinnym priifezem udavanym v m~1L.

Nez budeme pokracovat v modelovani, z dil¢ich interakci vytvorime cel-
kovy uc¢inny prurez S nebo celkovou stfedni volnou drahu A. Slozeni dil¢ich

interakci provedeme podle vztahti

k
S = Z Sz )
i=1
nebo i
1 1
o

Diléi i celkové stfedni volné drahy mohou byt konstantami, vétsinou vsak
zaviseji na poloze (v nehomogennim prostfedi) nebo na energii ¢astice. Totéz
plati pro tcinné prifezy.

Konkrétni typy rozptylovych procest, jejich intenzity vyjadiené pomoci
stfednich volnych drah \; a u¢innych prifezi S;, a energetické a prostorové
zavislosti téchto veli¢in jsou parametry modelovani, kterymi prizptisobime
obecny model studovanému jevu. Zakladni typy rozptylovych procest jsou
nasledujici:

e Pruzny rozptyl

Pfi pruzném rozptylu se pfi interakci neméni celkova energie interagu-
jicich castic. Ve fyzice pevnych latek, kde miiz mé prakticky nekonec-
nou hmotnost proti interagujici ¢astici, to znamend, ze energie Castice
E pred i po srazce bude stejna. Smér pohybu cCastice se ovSem zméni a
proto se zméni i ,slozky“ energie F,, I, a F,. Naproti tomu napi. ve
fyzice plazmatu, i pti srazce lehkého elektronu s tézkym iontem se pfi
pfesném vypoctu musi uréitd mald ztrata energie elektronu (imérna
podilu hmotnosti obou ¢&astic) zapocitat. Smér ¢astice po interakei je
bud zadan simulovanymi experimentalnimi podminkami, ¢asté&ji se vSak
predpoklada thlové izotropni rozptyl, kde smérové kosiny se rozehravaji
ze vztahi (4.30).
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e Nepruzny rozptyl

Pfi nepruzném rozptylu vzdy dochazi ke ztraté energie AFE. Tato ztrata
energie muze byt konstantni (napf. pfi excitaci atomu do vyssiho stavu
je AFE rovno rozdilu energetickych hladin atomu), muze to byt ale i na-
hodné veli¢ina (pii ionizaci, kdy AFE' je rovno ioniza¢ni energii zvysené
o hodnotu energie, kterou si odnese uvolnény elektron). Smér ¢astice po
interakci byva vétsinou zadan z experimentu, nékdy ale pii nedostatku
experimentalnich dat se opét uchylujeme ke vztahtim (4.30). V fadé
modell byva i vétsi pocet nepruznych rozptylovych procest s riznymi
parametry.

e Zachyt

Zachyt fyzikalné odpovida riznym mechanismtim, napt. pohlceni ne-
utronu, zachyt elektronu na pasti v zakazaném pasu dielektrika, atd. V
modelu se to oSetfuje stejné — trajektorie prosté v daném bodé konci a
ze zdroje je vypusténa dalsi ¢astice. Pokud to ale studovany jev vyza-
duje, 1ze model doplnit i o popis fyzikalnich procest vyvolanych zachy-
tem c¢astice a uvolnénim energie nebo naboje, kterou nese — napt. po
zabrzdéni rychlého elektronu v latce vznika elektromagnetické zareni
nebo se zvysi koncentrace ndboje v daném misté materialu.

e Stépeni

Stépeni znamen4 proces, pii kterém z jedné primarni studované ¢astice
vznikaji dvé nebo i vice sekundarnich — neutronu v jaderné fyzice, elek-
troni v plazmatu, apod. Programovaci problém se stépenim spojeny je,
ze pokud je tento proces intenzivni, casto se opakuje a z ptivodni jedné
Castice vznika celd lavina. To sice odpovida fyzikalni realité (fetézova
reakce, elektricky priraz, jiskra nebo blesk), velmi obtizné se to v8ak
programuje. Proto tomuto rozptylovému procesu vénujeme samostatny
paragraf.

Po urazeni ndhodné volné drahy dojde urcité k interakci, je vsak tieba
rozhodnout, ktera interakce to bude. Pfi tom se vyuziji hodnoty stfednich
volnych drah dil¢ich interakci A; (nebo t¢innych prifeziu S;) k nalezeni prav-
dépodobnosti dil¢ich interakci v daném misté a pii dané energii ¢astice. Pro
pravdépodobnost vyskytu ¢-té interakce pouzijeme jeden ze vztaht

B A
bi = )\7@
po= g

Pokud tyto pravdépodobnosti zname, pouzijeme standardni postup na roze-
hravani diskrétni ndhodné veli¢iny (zobrazeny na obr. 4.2).
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Nahodna volna draha

Zakladnim tkolem pii feseni transportniho problému ve fyzice je rozehrani
ndhodné volné drahy. V této souvislosti musime operovat se dvéma pojmy:
ndahodnd volnd drdha & je vzdalenost, kterou urazi ¢astice mezi dvéma po sobé
jdoucimi interakcemi, a jedna se o ndhodnou veli¢inu. Naproti tomu stredns
volnd drdha X je obvyklé (nendhodné) ¢islo udévajici primérnou vzdélenost
mezi interakcemi a charakterizujici tak prostiedi, v némz transport probiha.
Stredni volna draha predstavuje prvni moment nahodné veli¢iny £ a je mezi
nimi proto obvykly vztah (4.16)

1 n
=1

umoznuje priblizné fesit tuto implikaci pro obecnou ndhodnou veli¢inu &:

1,61, -6 = ES,

naproti tomu opacna implikace, kterou potfebujeme vyfesit pro generovani
nahodnych volnych drah:

)\:Ef = 517617---7571

neni na obecné Grovni Fesitelna.

Pokud vyuzijeme fyzikalni vlastnosti rozptylu ¢astic v latce, lze vztah pro
generovani nahodnych volnych drah odvodit. Musi vsak byt splnén ptfedpo-
klad, ze stfedni volna draha je konstantni, tj. latkové prostiedi je homogenni
a stfedni volna draha nezévisi ani na dalsich parametrech ¢astice (predevsim
energii). Za tohoto dosti silného predpokladu, mizeme pouzit pro generovani
jednotlivych realizaci ndhodnych volnych drah &; jednoduchy vztah

£ =—A-Inv, (4.45)

kde v je rovnomérné rozdélend ndhodné velic¢ina v intervalu (0, 1) — hodnota
0 nesmi byt mezi generovanymi hodnotami zastoupena. Pokud ale neni pred-
poklad A = konst. splnén, vztah (4.45) nemizeme pouzit. Lze sice odvodit
silnéjsi vztah platny i pro nekonstantni stfedni volné drahy, jeho pouziti v
metodé Monte Carlo je vSak téméF vyloudené, nebot je velmi neefektivni.
Misto toho je tfeba pouzit umély postup popsany v sekci 4.5.2.

Vztah pro rozehrani ndhodné volné drahy £ mtizeme odvodit timto
postupem: Predpokladejme, ze ¢astice se pohybuje z bodu x = 0 po-
dél osy = a po cesté se miize srazet. Zavedeme parametr S — celkovy
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ucinny prufez interakce Castice s prostfedim. Rozdélovaci funkce né-
hodné volné dréhy &, F(x), bude

F(z) = P{¢ < x}.

Pravdépodobnost, Ze ¢astice bude mit prvni srdzku v intervalu (z, z +
Azx), muzeme uréit dvéma zpusoby. Za prvé, pro Az dosti malé s
vyuzitim distribu¢ni funkce dostaneme

F(x+ Az) — F(z).

Za druhé, mizeme tutéz pravdépodobnost vyjadrit pomoci tc¢inného
prufezu S
[1—F(x)]-S- Az,

kde 1— F(z) je pravdépodobnost, ze ¢astice doleti bez srazky do mista
x a S+ Az je pravdépodobnost srazky v intervalu (x,z + Ax).

Vytvorime-li z obou téchto vztahti pro pravdépodobnost srazky
rovnici a provedeme-li limitni pfechod Az — 0, dostaneme pro rozdé-
lovaci funkci F(z) vyraz

F(z)=1—exp [—/OmS(s)ds].

Odpovidajici hustota pravdépodobnosti rozdéleni ndhodnych volnych
drah £ bude

p(x) = S(x) - exp {— /Ox S(s) ds} . (4.46)

Nahodna volnad dréha je tedy spojitou ndhodnou veli¢inou s oborem
hodnot z € (0,00) a hustotou pravdépodobnosti (4.46). Pfi znalosti
celkového Ué¢inného prifezu S(x) mizeme tyto udaje vyuzit k roze-
hravani konkrétnich hodnot ndhodnych volnych drah. Problém je ale
ve tvaru zavislosti (4.46) — jednd se o integral v exponenciale. Pokud
bude mozno tento integral spocitat analyticky, lze pro rozehravani
hodnot ndhodné volné drahy &1, &s, . .. pFipravit explicitni vzorec typu
(4.45) a zatadit jej do programu. Jediny problém bude, Ze to nelze
udélat obecné, ale jen pri znalosti konkrétnich rozptylovych procesi
v nasem modelu. Pokud ovSem nebude integral ve vztahu (4.46) fe-
Sitelny analyticky, v modelovani metodou Monte Carlo jej nemtizeme
pouzit — pfipadné numerické feseni by bylo p¥ilis pomalé, nebot v jed-
nom programu bychom je museli provadét 108 az 10%-krat, a nékdy i
vicekrat.

V prostiedi, kde celkovy u¢inny prufez S bude konstantni (véetné
zavislosti na parametrech ¢astice), dostaneme zjednodusené vyrazy
pro rozdélovaci funkci a hustotu pravdépodobnosti

F(z) = 1—exp(—Su)
p(z) = S-exp(—Sx).

83
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Metodou inverzni funkce (4.26) ziskdme pro rozehrani ndhodné volné
drahy £ vztah (4.45)

Stépeni trajektorie

V modelech nékterych fyzikalnich jev se mezi rozptylovymi procesy vysky-
tuji takové, pii kterych vznikaji nové ¢astice (Stépeni atomu v jaderné fyzice,
ionizace atomii a molekul ve fyzice plazmatu, atd.) a tak se trajektorie $tépi
a studovany model za¢ne byt mnohocasticovy.

Pti sStépeni trajektorie se z ptvodni jedné stopy castice vytvori tzv.
,strom® a my musime v programu projit vSemi jeho vétvemi. Nejjednodussi
a nejméné efektivni metoda by postupné simulovala vSechny interakce vy-
tvarejici strom, vSechny vznikajici vétve by ulozila do paméti pocitace a pak
by je postupné analyzovala. K zefektivnéni celé procedury byly navrzeny dvé
metodiky prochéazeni stromovou strukturou:

— Analyza po vétvich

— Analyza po generacich

Pracovni oblast Cil

8 7
1 1

Obrazek 4.9: Strom trajektorii ¢astice — zpracovani po vétvich.

Princip analyzy po vétvich je znadzornén na obr. 4.9. V tomto obrazku
jsme pro jednoduchost predpokladali, ze se kazda trajektorie pti Stépeni déli
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na dvé, ze jsou trajektorie mezi Stépenimi stejné dlouhé a z obrazku jsme
vynechali dalsi srazky nevedouci k stépeni trajektorie.

Na pocatku budeme mit pouze castici ¢islo 1. PTi prvni srazce vznikne
dalsi ¢astice. My i nadéle budeme jednu (puvodni) ¢astici nazyvat ¢islem 1 a
druhou ¢astici ¢islem 2. Informaci o vzniku ¢astice 2 ulozime do paméti poci-
tace — do datové struktury (4.7) (tam ulozime pocateéni data nové ¢astice, tj.
misto jejiho vzniku a jeji rychlost nebo energii, pfipadné i dalsi parametry)
— a dale pokracujeme ve sledovani castice 1. Ta pfi dalsi interakci vytvori
¢astici 3, tu opét ulozime do datové struktury a pokracujeme ve sledovani
puvodni ¢astice. Tak postupné vzniknou c¢astice 4, 5, 6 a 7. Kdyz castice ¢islo
1 vyleti z pracovni oblasti, zpracujeme ji, tj. ulozime informaci napf. o ener-
gii nebo thlu vyletujici ¢astice. V tomto okamziku je ze stromové struktury
znama pouze ¢ast zakreslend na obr. 4.9 zvyraznéné. Po zpracovani ¢astice
¢islo 1 zrusime cast stromu, tj. vétev vychazejici z uzlu 1 x 7 do cilové ob-
lasti, a soucasné vymazeme i data cCastice 1 z datové struktury. Jelikoz pri
prevazné vétsiné interakci nedokazeme od sebe ptvodni a nové vytvorené
castice odlisit, budeme se tidit jednoduchym pravidlem, ze ptivodni ¢astice
se vzdy odklani jednim smérem - na obr. 4.9 napt. vpravo, tj. doli.

Pak budeme pokracovat ve vytvareni a zpracovani stromu. Z datové struk-
tury vezmeme posledni uloZenou ¢astici, tj. ¢astici ¢islo 7 a budeme pokra-
covat v zapocaté vétvi. Kdyz tato ¢astice vyleti z pracovni oblasti, zazname-
name jeji parametry a opét smazeme ¢ast stromu az k predchozimu uzlu (tj.
uzlu 1 x 6) véetné udaji o ¢astici 7 v datové struktute. Opét budeme po-
kracovat ve vétvi vychazejici z tohoto uzlu. Pokud se trajektorie bude znovu
vétvit, ulozime jednu cCastici do datové struktury a budeme pokracovat ve
sledovani castice ¢islo 6.

Pokud budeme tento postup diisledné uplatiiovat, postupné projdeme
celou stromovou strukturu. Abychom optimalizovali praci s paméti pocitace,
je tfeba pravidelné odstranovat prazdné sloupce z datové struktury a céstice
precislovavat.

Alternativni princip analyzy po generacich je znazornén na obr. 4.10. I
tento obrazek je kreslen zjednodusené podobné jako obr. 4.9. V tomto algo-
ritmu se vstupujici ¢astice ¢islo 1 nezachovava, ale po prvni srazce se méni
na dvé castice s Cisly 2 a 3 — tomu opét odpovida vymazani daje o Castici
1 z datové struktury a zavedeni dvou novych sloupct ve struktufe. Pak po-
stupné sledujeme obé vzniklé vétve a vytvorime nové castice — ze dvou castic
2 a 3 vzniknou celkem ¢tyti nové cCastice s ¢isly 4, 5, 6 a 7, opét s odpovida-
jicimi zménami tdaji v datové strukture. Po dalsich srazkach vznikne osm
castic, atd. Tyto postupné vznikajici ¢astice budeme tadit do tzv. generaci,
tj. mame jednu Castici generace I, dvé castice generace II, ¢tyfi castice ge-
nerace III, osm c¢astic generace IV, atd. Dtilezité na popisovaném algoritmu



KAPITOLA 4. METODA MONTE CARLO 86

e

:A
|
/\

:
|
|

.——<Z
11 \< —
————
1 [ L —
<<<—
3 [
i e <
_<:
i e I —
pr- L —— T
\<<:
I I 1l AV V VI

Obrazek 4.10: Strom trajektorii ¢astice — zpracovani po generacich.

je, ze diive nez prejdeme k casticim dalsi generace, postupné zpracujeme
vSechny vétve generace predchozi. V datové struktufe je treba zaniklé c¢as-
tice pfedchozich generaci pravidelné vymazavat a uchovavat v této strukture
pouze Castice stejné generace. Pokud navic budeme po zpracovani vSech c¢as-
tic prislusné generace datovou strukturu upravovat tak, abychom odstranili
vSechny prazdné sloupce, bude mit datova struktura rozumnou velikost. Roz-
mér datové struktury bude roven poctu castic posledni generace pred jejich
opusténim pracovni oblasti.

Algoritmus analyzy po vétvich se prednostné pouziva v prostiedi, kde
je relativné malo srazek vedoucich ke Stépeni trajektorie, tj. v pripadé, kdy
vytvoreny strom je Tidky a s dlouhymi vétvemi. Naproti tomu algoritmus
analyzy po generacich se pouziva zejména v pripadé stromi s velkym poc¢tem
kratkych vétvi, které popisuji vznik lavin ¢astic.

I kdyz umime modely se $tépenim trajektorie vyftesit, prinasi je-
jich programovani radu obtizi, takze je vyhodnéjsi se takovym mo-
deltim vyhnout. V nékterych ptipadech to udélat nemizeme — pokud
je napf. cilem modelu studovat vznik laviny nabitych ¢astic ve tvaru
jiskry nebo blesku, musi samozifejmé model i program tuto lavinu ob-
sahovat. Je vSak fada problémi, kde ke stépeni trajektorie dochéazi,
procesy v nizkoteplotnim plazmatu. Bez procesu ionizace, coz je fy-
zikalni ekvivalent Stépeni trajektorie, plazma nemiize vzniknout a jiz
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existujici plazma by v kratké dobé zaniklo rekombinaci nabitych cas-
tic. Velké fada problémi se ale studuje v rovnovazném stavu, kdy je
narust ¢astic vlivem stépeni kompenzovan néjakym jinym procesem —
vétsinou tzv. ambipolarni difuzi nabitych c¢astic ke sténam s nasled-
nou rekombinaci na sténé. Pokud tedy studujeme jiné jevy, které v
plazmatu probihaji (napf. chemické reakce, apod.), lze z modelu vy-
pustit proces ionizace spolu s kompenzujicim procesem ambipolarni
difuze a vysledek se nezméni, pfiCemz namaha pfi sestavovani pro-
gramu se zmensi. Tento postup je blizky umélym obratim v metodé
Monte Carlo popsanym v dalsi sekci.

4.5.2 Modelovani fyzikalnich procesi se zvySenou
ucéinnosti

Jak jsme jiz diive uvedli, pfi pocitacovém experimentu mizeme postupovat
dvéma cestami — pomoci pfirozenych nebo umélych model. Vse, co jsme
zatim uvedli, se tykalo prirozenych modeli, v kterych jsme se snazili popsat
studovany jev pomoci modelu co nejpfesnéji, aby se i vysledky modelovani
co nejméné lisily od vysledkii readlnych procesii. Tento opravnény pozadavek
ale Casto vede na modely prilis neefektivni, takze je nelze s dostupnou vy-
pocetni technikou v dostupném case vytesit. Proto byla navrzena metodika
modelovani pomoci umélych obratti. Pro chybu metody Monte Carlo jsme
si odvodili vztah (4.31) 0,67 - /D& /n. Podle néj 1ze rychlost simulovani me-
todou Monte Carlo zvysit tak, ze zvolime pro popis studovaného jevu jinou
nahodnou veli¢inu ¢ s mensim rozptylem DE.

Umély obrat je takovy predpoklad, ktery vede k vytvoreni ndhodného pro-
cesu s mensim rozptylem, i kdyz tento proces nepopisuje dostatecné dobie
studovany jev. Stru¢né tedy lze umeély obrat charakterizovat tak, ze s jeho
zavedenim vymeénime pfesnost simulace za jeji rychlost. Abychom ale pres-
nost simulace zachovali, soucasti umélého obratu musi byt i navod, jak ze
ziskaného nespravného vysledku dodatecné urcit vysledek spravny.

Zavedeni statistickych vah

Zakladnim obratem, zrychlujicim konvergenci studovaného procesu, je za-
vedeni vahovych faktori. Tyto statistické vahy ptredstavuji dalsi parametr
castice. Nemaji sice primy fyzikalni vyznam, ale s jejich pomoci lze ze stejné
rozsahlého pocitacového experimentu ziskat vice informaci.

K tomuto tcelu ponékud zmodifikujeme datovou strukturu zavedenou na
obr. 4.7. Vedle udaji o poloze a rychlosti (¢i energii) ¢astice budeme jesté
zaznamenavat okamzité hodnoty statistické vahy castice w - viz obr. 4.11.
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Obrazek 4.11: Datova struktura pro ¢asticové modelovani — umélé modely
pracujici se statistickou vahou ¢astic.

Prvni pouziti umélého obratu bylo v jaderné fyzice, kde byl modelovan
transport castic silné absorbujicim prostifedim — napt. priichod produktii
stépné reakce z aktivni zény atomového reaktoru sténou, jez tyto castice
pohlcuje. Bude-li ikolem pocitacového experimentu navrhnout tvar a slozeni
této stény tak, aby utlumila tok prochézejicich ¢astic na bezpecnou miru,
cilem modelovani bude vypocitat koeficient zachytu této stény. Je ziejmé,
ze prostiedi tvorici sténu musi obsahovat vedle jinych srazkovych procesi i
zachyt castic.

Nejprve si popisme modelovani pomoci prirozenych procesti. Bude se jed-
nat o klasické transportni schéma znazornéné na obr. 4.8 — zdrojem bude
aktivni zéna reaktoru, pracovni oblasti ochranné sténa jejiz tloustku a slo-
zeni mame navrhnout, a cilovou oblasti bude okoli atomového reaktoru. V
pracovni oblasti budeme predpokladat celkem k typii srazkovych procest po-
psanych stfednimi volnymi drahami Ay, Ao, ..., A\x. Mezi témito srazkovymi
procesy bude i zachyt ¢astice — necht to je posledni, k-ty, proces. PouZi-
jeme nejjednodussi jednocasticové transportni schéma: Do pracovni oblasti
ze zdroje postupné vypustime Ny ¢astic, budeme rozehravat jejich nahodné
volné drahy, testovat typ srazky a podle néj upravovat parametry castice.
Trajektorie muze koncit dvéma zpusoby — bud ¢astice sténou projde nebo
nékde v pribéhu simulace dojde k zachytu a pak trajektorii ukonc¢ime. Po-
kud castice projde az do cilové oblasti, hodnotu pocitadla N, zvysime o
jednotku. Hledany koeficient zachytu K, budeme odhadovat pomoci jedno-
duchého vztahu

Ny

K. =-2.
Ny
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Abychom ziskali vysledek s dostatecnou presnosti, je tfeba v modelovani
pokracovat tak dlouho, pokud sténou neprojde asponn Ny ~ 1 -10% &astic.
Pokud by se jednalo o obvykly material, kde zachyt je jeden z fady rovno-
cennych procest, byla by to vypocetné jednoduchéa tloha. Pti dané formulaci
problému vsak tomu bude jinak. Pokud ma byt stinéni reaktoru dostatecné
G¢inné, musi byt koeficient zachytu K, velmi maly (nejméné 1- 1075, spise
vSak je$té mnohem mensi). To vSak znamen, Ze do stény musi vstupovat
nejméné N; = 1-10° ¢astic a kazd4 z nich pied zachycenim v materidlu
stény prochézi fadou dalsich interakci. Tim se tloha stava vypocetné velmi
slozitou — v padesatych letech, kdy byl tento problém poprvé studovan, to
bylo zcela nefesitelné (a i soucasna vypocetni technika by to zvladla jen s
obtiZemi).

Zdroj Pracovni oblast Cil

& &,

0 X

Obrazek 4.12: Transport ¢astic absorbujicim prostiedim s vyuzitim statistické
vahy ¢astice simulujici zachyt.

Nyni se popiSme stejny proces modelovany s vyuzitim umélého obratu,
a to v puvodni historické formulaci. Prosttedi, které mélo ptivodné k typi
srazkovych procesii, bude nyni obsahovat pouze k — 1 typu srazek, tj. zachyt
z modelu vynechame. Budeme pfedpokladat, Ze ze zdroje do pracovni oblasti
najednou vstupuje misto jedné castice cely ,balik“ wqy c¢astic. Rozehrajeme
nahodnou volnou drahu, ktera bude spoleéna pro vSechny castice v baliku.
Po jejim urazeni se vSechny ¢astice srazi. Pfi rozehravani typu srazky budeme
volit pouze mezi k—1 moznostmi, mezi nimiz nebude zachyt, takze trajektorie
baliku bude urcité pokracovat. Pfedpokladem modelu je, Ze se pti srazkach
balik nerozpadne, takze castice se budou pohybovat i nadale spolu. Postup
budeme opakovat tak dlouho, pokud balik (nebo to, co z néj zbyde) nevyleti
ven. Pokud bychom ale problém formulovali pouze takto, byl by vysledek
nevratné sSpatny a proto nyni musime zachyt do modelu dodatec¢né zahrnout.
Budeme ptedpokladat, Zze po urazeni nadhodné volné drahy &; se v misté
prvni srazky balik ¢astic zmensi a dale bude pokracovat pouze w; ¢astic, kde
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wy; = wp - exp (—&1/\x) a A je stfedni volnd drdha pro zachyt. Po urazeni
dalsi nahodné volné drahy &, pii dalsi srazce se balik ¢astic opét zmensi atd.,
takze na konci trajektorie vystoupi do cilové oblasti pouze — viz obr. 4.12

Weit = wo - exp [—(& + & + - + &)/ M)

¢astic. Abychom ziskali spravny vysledek, musime nové definovat i koeficient
zachytu jako

N

Z NUJQ ;

kde w; je vaha i-té Castice pri vstupu do cilové oblasti a N je pocet castic
vyslanych zdrojem.

Je zfejmé, ze tento modifikovany algoritmus je nesrovnatelné efektivnéjsi
nez prirozend metoda, nebot kazd4 vstupujici ¢astice (resp. balik ¢astic) pro-
jde celou pracovni oblasti a k dosazeni presnosti stejné jako v predchozim
ptipadé staci proto pracovat pouze s N = 1-103% ¢asticemi. Manipulace s po-
Cty castic v baliku sice ponékud vypocet zpomali, ale Gispora v poctu castic
nesrovnatelné prevazuje. V soucasné dobé je povazovana formulace pomoci
baliku ¢astic za ponékud nepiirozenou (a téz, pokud jsme na pocatku ne-
vhodné zvolili velikost baliku wgy, mtze trajektorie v pracovni oblasti pfece
jenom skonéit, a to vycerpanim vsech ¢astic). Proto se misto o baliku ¢astic
mluvi o jediné castici, které se ptitadi dalsi vlastnost a to statisticka véha.
Tato vaha je na pocatku rovna jedné (wy = 1,0) a v prubéhu transportu
klesa. Koeficient zachytu je pak ur¢ovan jako primeérné zbytkova vaha Cas-
tice po prichodu pracovni oblasti.

Z hlediska terminologie, kterou teprve budeme probirat, tento po-
stup predstavuje tzv. hybridni modelovani, kdy problém resime sou-
Casné dvéma technikami — z ptvodnich k typu interakci modelujeme
prvnich k — 1 typu stochasticky metodou Monte Carlo a posledni in-
terakci modelujeme spojitou technikou.

Metoda nulové srazky

7 velkého mnozstvi dalsich znamych umélych obrati ma v pocitacové fyzice
pri studiu transportu castic mimoradné misto tzv. metoda nulové srazky.
Tato metoda byla navrzena v roce 1972 [12] a s jeji pomoci mizeme i v
nehomogennich prostiedich pouzivat pro rozehravani ndhodné volné drahy
jednoduchy vzorec (4.45)

& =—A-lny

vvvvvv
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Opét jako v predchozim pfipadé budeme ménit pocet interakci v pracovni
oblasti. Ptivodné meélo studované prostiedi £ typt srazkovych procesi cha-
rakterizovanych G¢innymi pritfezy Si,...,Sk. Z nich byl vytvoren celkovy
ucinny prufez S a celkova stiedni volnd drdha M. Tyto veli¢iny ale zavi-
sely na poloze ¢astic — at jiz vlivem nehomogennosti prostiedi a nebo vlivem
zmeény energie ¢astice — a proto nebylo mozno vyuzit pro rozehravani ndhodné
volné drahy vztah (4.45). Proto v nové formulaci modelu budeme pracovat
s prostiedim obsahujicim &k + 1 typt srazkovych procesti charakterizovanych
uéinnymi prutezy Si, ..., Sk, Skr1. Ten novy k + 1. srazkovy proces jsme si
vymyslili, proto si mtizeme navrhnout i jeho zavislost na poloze, na energii
nebo na jiném fyzikalnim parametru zptsobujicim nekonstantnost piivodniho
uc¢inného prifezu. Udélame to tak, aby novy celkovy t¢inny prirez

S'=81+ 4+ Sk + Skt

byl konstantni. Pak i upravené stfedni volna drdha )\ bude konstantni a pro
rozehravani ndhodné volné drahy & muzeme pouzivat jednoduchy vztah
§=-XN-Iny.

Kazdému srazkovému procesu prislusi i urcita fyzikalni charakteristika,
podle niz ménime energii a smér ¢astice po srazce. Tomuto novému umeélému
procesu, ktery jsme do modelu zavedli, se fik& nulovd srazka, protoze nebude
meénit ani energii interagujici Castice ani smeér jejilho pohybu — dalsi c¢ast
trajektorie bude prodlouzenim predchoziho tseku. Tento predpoklad plné
postaci k tomu, aby kompenzoval vliv zavedeného umélého obratu, coz si
miizeme demonstrovat na obr. 4.13.

Obréazek 4.13: Modelovani transportniho procesu ¢astic pracovni oblasti: na-
hote — prirozeny algoritmus, dole — simulace s uzitim metody nulové srazky.
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V pripadé prirozeného procesu je trajektorie tvorena nahodnymi volnymi
drahami &; rozehrdvanymi na zakladé stfedni volné drahy A. V pfipadé umé-
1ého procesu pracujeme s ndhodnymi volnymi drahami & rozehravanymi po-
moci stfedni volné drahy ). Jelikoz carkované veli¢iny odpovidaji mecha-
nismu s pridavnou interakci, bude A’ < X\ a proto i ndhodné volné drahy &
budou statisticky kratsi nez &; a carkovana trajektorie bude tvofena veétsim
poctem kratsich tisekti. Mezi tyto tiseky vSak budou ndhodné vkladany tuseky
odpovidajici mechanismu nulové srazky, které budou opét nahodné prodlu-
zovat ostatni tiseky. Proto pfi vyhodnoceni ptivodni (obr. 4.13 nahote) i ¢ar-
kované (obr. 4.13 dole) trajektorie budou obé trajektorie statisticky stejné a
z metody nulové srazky se projevi jen vyraznd uspora c¢asu modelovani.

Dalsi umélé obraty

V ruznych oblastech pocitacové fyziky bylo navrzeno velké mnozstvi
umeélych obratil a dalsi stale jesté vznikaji. Mezi né patii napf.

e Vahy nahrazujici vylet z pracovni oblasti
V urcitém bodé trajektorie rozehrajeme novy smér a uréime
vzdalenost v tomto sméru ke kraji oblasti ¢. Pfi rozehrani nové
nahodné drihy je urcitd pravdépodobnost toho, ze castice jiz
pracovni oblast opusti. Pokud tomu chceme z néjakého divodu
zabranit, rozehrajeme novou ndhodnou drdhu pomoci uprave-
ného vztahu (4.45)

§i:—/\-ln[1—*yi-(1—e_3t)}.

Soucdasné vsak musime zmensit statistickou vahu ¢astice o tu ¢ast
puvodniho ,baliku“, kterd pracovni oblast opustila

w=w-(1—e Y,

Tento postup se vSak pouzivd méné casto, nebot Casové ztraty
vznikajici apravou statistické vahy a rozehravanim omezené na-
hodné volné drahy zmensuji vyhody ziskané rychlejsi konvergenci
metody.

e Rozdé€leni trajektorie

Na zakladé statistickych vah miizeme podle potreby v kterékoliv
¢éasti pracovni oblasti zpresnit vypocet. K tomu postaci v uve-
deném prostoru zavést umeélou interakci typu Stépeni trajektorie
a predpokladat, ze po srazce jedné castice o statistické vaze w;
vznikne m novych ¢astic o vahach w;/m a dale jejich trajektorie
studovat oddélené. Na rozdil od skuteéného stépeni trajektorie,
zde predpoklddame vznik velkého mnozstvi ¢astic, tj. obvykle
polozime m = 102 az 10.
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e Ukonceni trajektorie

Obvykle pfi modelovani transportu nenechame statistickou vahu
libovolné zmensovat, ale udame pro ni limitni hodnotu €, pod
kterou se jiz nevyplati ¢astici sledovat a trajektorii dale mode-
lovat. Mizeme vsak trajektorii opustit i pifesnéjsim zpiisobem,
inverznim k metodé rozdéleni trajektorii. Bude-li vaha castice
prilis malé, rozehrajeme fiktivni srazku, pti niz ¢astice s pravdé-
podobnosti 1 — 1/m zanika a s pravdépodobnosti 1/m zvétsuje
svou vahu m-nasobné.

e Systematicky vybér
V pracovni oblasti budeme chtit modelovat pohyb n ¢astic roz-
délenych s hustotou p(r) a na pocatku se nadhodné pohybuji-
cich. Chceme-li mit o urcité casti pracovni oblasti G pfesnéjsi
informaci, rozdélime ji na m vzajemné se neprekryvajicich ¢asti
G=G1+Gy+--+G,, ado kazdé z nich ddme n; ¢astic. Témto
Casticim prifadime v raznych diléich oblastech G; rizné vahy

wizﬁ-/ p(r)dr i=1,...,m.
G

ng
Dilé¢i pocty ¢astic mohou byt libovolné (obecné > n; # n), musi
vsak platit podminka > n; w; = n.
i

e Metoda podobnych trajektorii
Mame-li skupinu tloh geometricky podobnych, provedeme reseni
pouze pro jednu z nich a v dalSich tlohach trajektorie prislusné
pretransformujeme. Znamena to zménit volné drahy £ a zavést
vahové faktory Castic zavislé na zméné méritka problému.

o Efektivnéjsi transformace diskrétni ndhodné veli¢iny
Pro rozehravani diskrétni nahodné veli¢iny mame k dispozici
standardni postup znézornény na obr. 4.2. Tento postup je
vhodny pro vSechny problémy, muze vsak byt pro nékteré z nich
neefektivni. Konkrétné v ptripadé, kdyz pracujeme s diskrétni na-
hodnou veli¢inou zadanou tabulkou

- 1 Ty ... Tp

S \pop2 o e
s velkym poctem sloupcti, postupné prohledavani vsech dil¢ich
intervald p1, p1+p2, p1+p2+p3, . . . je velmi pomalé. Prohledavani
proto miizeme zkratit riiznymi postupy — napf. metodou pileni
intervalu (viz Problémy k feSeni na konci této kapitoly) nebo i

pfimym nalezenim konkrétniho intervalu pomoci tzv. algoritmu

Nanbu [13].
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4.5.3 Jiné fyzikalni problémy

Metoda Monte Carlo se lisi od obvyklych numerickych metod i jinych al-
goritmu pocitacové fyziky v tom, Ze neposkytuje néjaky jednoduchy vzorec
nebo navod na feseni problému. Pfi této metodice pocitacového experimentu
je algoritmus témér kazdého reseného problému originalni. To plati i pro fe-
Seni transportnich problémi, jejichz modifikace jsou ve fyzice nejrozsirenéjsi.
Proto vztahy a postupy v této sekci uvedené netvori jednozna¢ny navod, ale
je tfeba je chapat jen jako ,stavebni kameny“, z nichz si kazdy musi zkon-
struovat sviij vlastni algoritmus.

Metoda stochastického pocitacového experimentu ve fyzice se ovSem neo-
mezuje jen na feseni transportnich problémi. Dalsi oblasti pouziti jsou vsak
tak rozdilné, Ze je nelze prevést na spole¢ny zaklad a na obecné trovni vylo-
zit. Nasim problémem miize byt napi. urceni pravdépodobnostniho chovani
slozitych systémi, které lze jen obtizné analyzovat pfimo. V metodé Monte
Carlo misto toho postaci mit detailni informaci o jednotlivych prvcich sys-
tému a chovani celého systému jiz z toho odvodime.

Jako priklad feseni problému tohoto typu si vezméme analjzu slozitého
elektronického obvodu nebo pristroje. Jeho zapojeni se sklada z velkého
mnozstvi aktivnich i pasivnich prvkt — odporti, kondenzatori, tranzistor,
atd. (na podobném principu probiha i studium integrovanych obvod, které
v8ak svou slozitosti prekrac¢uji ramec tohoto studijniho textu). Fyzici obvykle
fesi tzv. analyzu elektronického obvodu, kdy na zékladé znalosti konkrétniho
elektrického schématu a hodnot jednotlivych jeho prvkd pocitaji néjakou
charakteristiku popisujici stav celé soustavy — napf. zesileni nebo napéti a
proud v koncovém stupni. Pred inzenyry a konstruktéry takovych pristroju
jsou zadany pozadované vysledné charakteristiky celého obvodu nebo pii-
stroje a je tfeba navrhnout rozmisténi soucastek a jejich hodnoty. Pti vyrobé
retické vypocty do praxe. Pfi montazi ptistroje se projevi to, ze kazdy prvek
zapojeni ma hodnotu ponékud se lisici od nominalni, coz se projevi jako roz-
ptyl vysledné charakteristiky pristroje. Diive proto standardnim postupem
bylo vyrobit vétsi pocet pozadovanych zafizeni, ta detailné promérit a najit
rozptyl vyslednych charakteristik. Pokud byl rozptyl v pozadované toleranci,
bylo mozno pfistoupit k vyrobé, jinak se zafizeni vracelo do konstrukce k
prepracovani zapojeni.

Totéz lze s vétsi efektivitou provést i metodou Monte Carlo. Jako vstupni
hodnoty pro modelovani potfebujeme rozdélovaci funkce hodnot jednotlivych
prvki zapojeni, pak rozehrajeme jednotlivé hodnoty vsech prvki a na za-
kladé elektrického schématu spocitame vyslednou charakteristiku pristroje.
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Tento postup je ekvivalentni transportnimu problému, ale misto rozptylovych
procest budeme mit charakteristiky prvkia zapojeni, misto jedné trajektorie
budeme mit obvod osazeny jednou sadou nagenerovanych hodnot prvki a
opakovani vypocti a statistickd analyza vysledki je stejna. Podobné jako
jsme pri transportu c¢astic vyuzivali vlastnosti ndhodnych volnych drah a
dostali vztah (4.45), zde budeme predpokladat, ze odchylky hodnot jednotli-
vych elektronickych prvki jsou rozdélené podle Gaussovy rozdélovaci funkce.
Potom mutizeme primo prevzit idaje udavané vyrobcem soucastech a vhodné
je interpretovat — napi. hodnotu odporu rezistoru R = 1000 2+ 5 % budeme
interpretovat tak, Ze odpor souboru rezistori je rozdélen podle Gaussovy
kiivky s parametry N(1000,16.667), tj. nomindlni hodnota 1000 pfimo ur-
Cuje prvni parametr p a druhy parametr o se urc¢i podle znamého pravidla
t1 sigma z hodnoty 1000 - 0, 05.

Dalsim problémem, kde se s tspéchem vyuziva metoda Monte Carlo, je
vyhodnocovani zivotnosti riznych slozitych zatizeni. Klasicky postup pfi vy-
robé téchto zafizeni vychazel z detailniho proméreni urcité sady pristroju a
podle jejich jednotlivych Zivotnosti byla spocitana primérnd zivotnost a jeji
rozptyl, coz se srovnavalo se zaru¢ni dobou a podle toho bud vyvoj pokraco-
val a nebo se jiz zahajila vyroba. PTi pouziti metody Monte Carlo je tieba
mit jako vstupni hodnoty zivotnosti jednotlivych uzlt zatizeni i s pfislusnymi
tolerancemi (opét s predpokladem Gaussova rozdéleni). Pak se provede vy-
pocet priimérné zivotnosti celého zarizeni jako opakovany vypocet zivotnosti
jednotlivych nagenerovanych sad soucastek. Pfitom se musi brat ohled na fa-
zeni jednotlivych prvkt a uzld v pristroji — ma-li vétev prvky razené sériove,
je zivotnost celé vétve udana minimalni zivotnosti prvki vétve, naproti tomu
pri paralelnim zapojeni zivotnosti maximéalni. Pfi feSeni tohoto problému se
vychézi z algoritmt formalné podobnych predchozim ptipadim, tj. rozehrani
trajektorie v transportnim problému nebo feseni Kirchhoffovych zakond v
elektrickych obvodech.

4.6 Shrnuti

V této kapitole bylo jiz uvedeno vétsi mnozstvi poznatki, které je nutno
uspésné zvladnout, chceme-li umét stochasticky casticové modelovat. Pokud
si to stru¢né shrneme, jedné o tyto okruhy znalosti:

e Zakladni schéma metody Monte Carlo

e Zakladni pojmy poctu pravdépodobnosti a matematické sta-
tistiky — nahodné veli¢iny a jejich popis, charakteristiky na-
hodnych veli¢in, vybrané véty
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Metody generovani nahodnych ¢isel

Metody transformace diskrétnich a spojitych nahodnych ve-
li¢in véetné prikladu transformace vybranych veli¢in potieb-
nych ve fyzice

Vybrané algoritmy reSeni problému numerické matematiky
metodou Monte Carlo — numericka integrace a reSeni Lapla-
ceovy rovnice

Transportni problém ve fyzice — princip, nahodna volna draha,
srazkové procesy, Stépeni trajektorie

Umeélé obraty v metodé Monte Carlo.

4.7 Problémy k reseni

Problémy urcené k procvicovani latky popsané v této kapitole bud formou
samostudia nebo v ramci organizované vyuky:

1.

Odvodte vztah pro uréeni hodnoty 7 metodou Buffonovy jehly

(Vysledek: m = 2 A%)-

. Zkuste navrhnout dalsi algoritmy pro urceni hodnoty konstanty 7 po-

moci metody Monte Carlo.

Naprogramujte a otestujte nékteré generatory pseudondhodnych cisel
uvedené v sekci 4.3.1.

Napiste programy na numerickou integraci funkce jedné proménné
dvéma alternativnimi postupy — algoritmem numerické matematiky a
metodou Monte Carlo. V obou ptipadech optimalizujte oba programy
na rychlost s vyuzitim poznatkti obou disciplin a srovnejte efektivitu
obou pristupi.

Napiste programy na numerickou integraci funkce dvou proménnych
opét dvéma alternativnimi postupy — algoritmem numerické matema-
tiky a metodou Monte Carlo. Srovnejte efektivitu obou ptistupi.

Naprogramujte transport ¢astic prostfedim obsahujicim pruzné srazky,
nepruzné srazky a zachyt s cilem urcit koeficient zachytu daného pro-
stfedi ve tvaru rovinné desky. Hodnoty tloustky desky, stfednich vol-
nych drah pro jednotlivé typy interakci, ztratu energie pii nepruzné
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srazce AE a pocet vystupujicich ¢astic volte jako parametry modelu
nastavitelné pomoci vstupniho menu programu. U pruznych i nepruz-
nych interakci predpokladejte tthlové izotropni rozptyl. Vypocet pro-
vedte prirozenou metodou Monte Carlo a sledujte, jak se doba vypoctu
méni se zkracujici se stfedni volnou drahou jednotlivych rozptylovych

procest a zejména jak nariista se vzriistem intenzity zachytu.

Provedte stejny vypocet modelem s umélym obratem nahrazujicim za-
chyt a srovnejte vzrist efektivity simulace.

. Vyfteste elektrické zapojeni znazornéné na obr. 4.14 s cilem spocitat

napéti na rezistoru Rg, tj. veli¢inu Ug, pro idealni hodnoty soucas-

tek: £ = 10V, R; = 10Q,Ry = 10Q,R3 = 150Q, Ry =

25Q, Rg = 10092, Ry = 25Q (Vysledek: Usg =5V).

R1
|
Rs
r—x
E
| |
1 -
R4 R7

Obrazek 4.14: Elektrické schéma.

50, Ry =

Pak pomoci metody Monte Carlo spoctéte rozptyl hodnot vystupniho
napéti Ug pro rozptyl hodnot rezistorii:

a) Ry az Ry 5%,
b) Rl az R72 :f:l%,

C) Rl az R5 a R73 :i:5%, Rﬁl :El%

Napiste program na generovani Maxwellova rozdéleni castic.

Tento program je jako vzorovy naprogramovan dvéma zpiisoby a jeho

vypis spolu s vystupem z programu je uveden v dalsim paragrafu.

Stochasticky namodelujte 2D rist tenkych vrstev — popis feSeni viz

dalsi paragraf.
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VyfresSeny problém ¢. 9: Generovani Maxwellova rozdéleni

Maxwellovo-Bolzmannovo rozdéleni patii mezi zakladni rozdélovaci funkce ve
fyzice spolu s rozdélenimi Fermiho-Diraca a Boseho-Einsteina. Toto rozdéleni
maji klasické castice jako jsou atomy plynu, elektrony a ionty v plazmatu,
apod., proto se v pocitacové fyzice velmi Casto pouziva. Maxwellova rozdé-
lovaci funkce (4.15) ma obecny tvar

T

2 9 2
p(f):m'f - exp <_2a?> z € (0,00),

ktery v terminologii kinetické teorie plyni prechéazi na vyraz

2 m \%? mov?
p(w)—ﬁ- (kJTB> <07 - exp <_2/€BT>'
Zde v je rychlost ¢astice lezici v intervalu (0, 00), m je hmotnost ¢astice, kp
Boltzmannova konstanta a 1" teplota souboru castic.

Na hustotu pravdépodobnosti Maxwellova rozdéleni nelze pouzit metodu
inverzni funkce (4.26), nebot integral typu [ x? e~**dz neni analyticky Fesi-
telny stejné jako v pripadé Gaussova rozdéleni [e~*’dz. V literatufe proto
bylo navrzeno nékolik pfibliznych postupi, z nichz si dva uvedeme a srov-
name.

Prvni algoritmus je zalozeny na tabelované distribuc¢ni funkci Maxwellova
rozdéleni F'(v). V procedute MAXWELL1_SEED vektor F(v) naplnime cel-
kem 1000 hodnotami distribu¢ni funkce. Pfi volani vykonné procedury MA-
XWELL1 vzdy dostaneme jednu hodnotu rychlosti v s maxwellovskym roz-
délenim. Jedné se o piiklad transformace diskrétni ndhodné velic¢iny. Pro
urychleni prohledavani tak dlouhého vektoru se pouziva metoda pitleni in-
tervalu, ktera zarucuje nalezeni spravné hodnoty z tabulky F' v deseti krocich.
Pro zpfesnéni vypoctu je jesté provadéna v tabulce linearni interpolace.

Druhy algoritmus naprogramovany v proceduire MAXWELLZ2 je zalozen
na vztahu typu & = g(71,...,7). Pro Maxwellovo rozdéleni byl nalezen
priblizny vzorec

v = \/—lnfyl —In~s - cos (2m3)2.

Oba algoritmy jsou upraveny tak, aby generovaly castice s maxwellov-
skym rozdélenim rychlosti normalizovanym na rozdéleni

N(v) = C - v* - exp(—0.00002 - v?).

Prevod na realné fyzikalni parametry m, T a kg je proveden v konstanté
Unraz, kterou se ziskanad rychlost vynéasobi. V programu je rozehravana
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pouze celkova rychlost ¢astic v. Pokud bude tifeba generovat i slozky rych-
losti, pfislusné hodnoty (v, vy, v,) se ziskaji pomoci smérovych kosini (4.30).

Vypis programu v programovacim jazyku FORTRAN 90:

Program MAXWELL

I Generovani Maxwellova rozdeleni rychlosti

! Castice: atomy Ar
! Vystup - rychlosti castic: v [m/s]
! Programovaci jazyk Compaq FORTRAN 6.6

use DFLIB

implicit none

integer(4)
real(4)
parameter
(kB =
nMax =
m
T
pi =
Steps
integer(4)
real(4)
integer(4)
real(8)

| inicializace

| maximalni

nMax,Steps
kB,m,T,pi
&

1.38062E-23, & ! Boltzmannova konstanta

1000000, & ! celkovy pocet castic
= 6.68173E-26, & ! hmotnost castic [kg]
= 300.0, & ! ’teplota’ castic [K]

3.14159265, & ! konstanta pi

1000) I pocet kroku tabulky F

i,n,j

gama,vl,v2,viMean,v2Mean,vMax

vMaxwell(2,50)
F(0:Steps)

rozsah tabulky rychlosti

vMax=5.0*sqrt (2.0%kB*T/m)

I inicializace generatoru nahodnych cisel

call SEED(RND$TIMESEED)

I inicializace generatoru Maxwellova rozdeleni
call MAXWELL1_SEED(F)
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! generovani rychlostniho rozdeleni castic obema generatory

viMean=0.0

v2Mean=0.0

vMaxwell=0.0

do i=1,nMax
call MAXWELL1(F,vl,vMax)
viMean=viMean+vl
j=int (50.0*v1/vMax)+1
vMaxwell (1, j)=vMaxwell(1, j)+1
call MAXWELL2(v2,vMax)
v2Mean=v2Mean+v2
j=int (50.0%*v2/vMax)+1
vMaxwell (2, j)=vMaxwell (2, j)+1

end do

| testovani generatoru

open(6,file="Results.txt",access=’SEQUENTIAL’,status=’UNKNOWN’)
write(6,100)
write(6,101)
write(6,103) vl1Mean/nMax,v2Mean/nMax
write(6,102)
write(6,104)
do j=1,50
write(6,105) j,vMaxwell(l,j),vMaxwell(2,j)
end do
close(6)

100 format ("SROVNAVACI TEST GENERATORU MAXWELLOVA ROZDELENI 1 A 2"/)
101 format("a) Stredni hodnoty:"/)

102 format("b) Rozdeleni celkove rychlosti:"/)

103 format (" vMean =",F10.1,F14.1/)

104 format (" v N1(v)N2(v)"/)

105 format(I5,2I14)

stop
end
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Subroutine MAXWELL1_SEED(F)
! Priprava generovani Maxwellova rozdeleni rychlosti

implicit none

integer(4) ,parameter :: Steps = 1000 ! pocet kroku tabulky F
integer(4) i
real (8) F(0:Steps) ,norm,v
norm=0.0
do i=1,Steps
v=i-0.5

F(1)=v**2*exp(-0.00002*v**2)
norm=norm+F (i)

end do

F(0)=0D0

do i=1,Steps
F(i)=F(i-1)+F(i)/norm

end do

F(Steps)=1D0

return
end subroutine MAXWELL1_SEED

Subroutine MAXWELL1(F,v,vMax)
I Generovani Maxwellova rozdeleni castic - metoda 1

implicit none

integer(4) ,parameter :: Steps = 1000 ! pocet kroku tabulky F
real (4) ,parameter :: pi = 3.14159265 ! konstanta pi
integer(2) j1,32,33

real (4) v,gama,vMax

real(8) F(0:Steps)
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! generovani celkove rychlosti v

call RANDOM(gama)

j1=0

j2=Steps

1 j3=(j1+j2)/2

if (gama.lt.F(j3)) then
j2=43

else
j1=33

end if

if ((j2-j1).gt.1) goto 1

call RANDOM(gama)

v=(j2-gama) *vMax/Steps

return
end subroutine MAXWELL1

Subroutine MAXWELL2(v,vMax)
I Generovani Maxwellova rozdeleni castic - metoda 2

implicit none
real(4) ,parameter :: pi = 3.14159265 ! konstanta pi
real(4) gamal,gama2,gama3,v,vMax

call RANDOM(gamal)
call RANDOM(gama2)
call RANDOM(gama3)
v=0.125*sqrt (pi) *sqrt (-log(gamal) -log(gama2)*cos(2.0*pikgama3) **2) *vMax

return
end subroutine MAXWELL2
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Vystup z programu:
SROVNAVACI TEST GENERATORU MAXWELLOVA ROZDELENI 1 A 2
a) Stredni hodnoty:
vMean = 443.9 440.1

b) Rozdeleni celkove rychlosti:

v N1(v) N2(v)
1 530 574
2 3738 3757
3 9697 9773
4 18146 18578
5 27954 28489
6 38588 38979
7 48917 49384
8 57827 59254
9 65591 66551
10 70725 71468
11 73835 74932
12 73639 74837
13 72370 72488
14 67841 68298
15 63127 62822
16 56245 56420
17 50263 49092
18 42484 42077
19 35664 35322
20 29179 28485
21 23507 22637
22 18419 17842
23 14175 13471
24 10844 10017
25 8026 7520
26 5877 5398
27 4092 3770
28 2943 2646
29 1982 1799
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30 1383 1209
31 876 788
32 573 492
33 354 347
34 237 192
35 148 130
36 80 66
37 53 47
38 30 19
39 12 11
40 14 12
41 7 1
42 5 2
43 2 0
44 1 3
45 0 1
46 0 0
47 0 0
48 0 0
49 0 0
50 0 0
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VyfeSeny problém ¢. 10: 2D rust tenkych vrstev

Jednou z metod nanaseni tenkych vrstev riiznych materiald je jejich postupné
vytvareni dopadem atomut na podlozku za snizeného tlaku [14]. Pokud cely
proces neprobiha pfi teploté absolutni nuly, atom po dopadu na podlozku
po ni urc¢itou dobu migruje. Vedle fady dalSich procest se zfejmé nejvetsi
mérou uplatnuje mechanismus ristu, pti kterém se migrujici atom dostane
do sousedstvi dalsiho atomu nebo skupiny atomi nanasené latky, coz migraci
zbrzdi nebo zcela zastavi a vznika stabilni atvar. Podle konkrétni kombinace
atoml nanasené latky a atomt podlozky (tj. podle poméru jejich vazebnich
energii) muze byt vznikajici Gtvar dvourozmérny (2D - kdy nanasené atomy
nejprve zaplnuji povrch podlozky v jedné roviné a az teprve po vytvoreni tzv.
monovrstvy za¢nou zapliiovat rovinu dalsi) nebo tf¥irozmérny (3D - vznikajici
objekty maji pfiblizné tvar kulovych vrchliki).

Modelovani uplného procesu ristu tenkych vrstev véetné zapocitani re-
alnych vlastnosti povrchu a vznikajicich objektt patii k velmi slozitym pro-
blémtim pocitacové fyziky feSitelnym pouze kombinaci nékolika pfistupt a
prekracuje to jak bakalarskou tak i magisterskou aroven vyuky. Pokud vsak
si ddme znac¢né omezujici predpoklady, 1ze kvalitativni model tohoto procesu
vytvorit i pomoci metody Monte Carlo.

Budeme ptedpokladat, ze atomy dopadaji na podlozku nahodné a po
podlozce ndhodné migruji. Migrace mize byt ukoncena dvéma zptusoby —
bud atom dospéje k jiz existujicimu utvaru, k némuz se ptipoji, a nebo po
urc¢ité dobé opét podlozku opusti. Tento druhy proces zjednodusené napro-
gramujeme tak, ze migrujici atom prestaneme sledovat po opusténi pracovni
plochy. Migrace je ndhodny proces a proto je prirozené na jeho simulovani
pouzit metodu Monte Carlo. Budeme zjednodusené ptredpokladat, ze pod-
lozka predstavuje ¢tvercovou sit (v programu realizovanou dvourozmérnym
polem) a atom pii migraci ndhodné preskakuje mezi sousednimi uzly této
sité, tj. atom ma v kazdé pozici 25-procentni pravdépodobnost pohybu v
jednom ze CtyT na sebe kolmych smért. Dale budeme predpokladat, ze mi-
grace probihd v pravidelnych krocich, pfi nichz se vzdy cCastice premisti o
jeden uzel sité. Pokud néas bude zajimat jen tvar vznikajiciho objektu, mi-
Zzeme simulaci provadét jednocasticové — do pracovni oblasti vzdy vypustit
pouze jeden atom a modelovat jeho trajektorii az do konce (pfipojenim k
existujicimu Gtvaru nebo opusténim pracovni plochy) a teprve pak vypustit
dalsi atom a proces opakovat. Dale budeme predpokladat, ze atom, ktery se
priblizil k objektu, se k nému pfipoji a jiz se dale viibec pohybovat nebude.
To vsSe jsou zjednodusujici predpoklady, fyzikalné sice mozné, ale platné jen
v dosti vyjimecnych piipadech. Pfi jejich pouziti vSak je model i vytvoreny
program relativné jednoduchy a povede na vysledky podobné obr. 4.15.
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Obrazek 4.15: Model 2D rtstu vrstev. Pocet atomt: 50, 200 a 500.

Praktické poznamky k vytvareni programu:

1. Umisténi rostouciho objektu ve stiedu pracovni oblasti
Rist objektu je nutno nastartovat na pfedem umisténém kondenzac¢nim
jadru. Toto jadro ve tvaru jednoho nepohyblivého atomu umistime do
stfedu podlozky.

2. Dodrzeni ndhodnosti migrace
P1i skuteéném procesu vytvareni vrstvy dopadaji atomy na podlozku
v sirokém okoli rostouciho objektu a migruji k nému rovnomeérné ze
véech stran. Ctvercovy rozmér pracovni oblasti neni pro tthlovou izot-
ropnost migrace vhodny, proto je tfeba vytvorit kruznici, z niz budou
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atomy vypoustény. Pokud budeme modelovat objekt tvoreny velkym
poctem atomtl, je tfeba zvolit genera¢ni kruznici velkou, aby byl ob-
jekt i v konecné fazi riistu od ni dosti vzdalen, jinak je nahodnost ristu
porusena.

3. Zvyseni efektivity programu

Pti ndhodné migraci mohou atomy migrovat nejen smérem ke stfedu
podlozky, ale i k jejimu okraji a mimo ni. Abychom zamezili vzniku
nekonecného cyklu v programu, je tfeba tyto atomy vyloucit. Je vSak
ale mozné, ze pfi migraci atomy obcas (zejména na zacatku migrace)
opusti ptivodni generacni kruznici, ale pak se ke sttedu podlozky vrati
a k rostoucimu objektu prispéji. Automatické ukonceni trajektorie po
prekroceni generacni kruznice by mohlo ndhodnost ristu i efektivitu
programu snizit. Rozumnym kompromisem proto je vytvorit druhou
kruznici o vétsim poloméru a teprve po jejim prekroceni trajektorii
ukoncit.

Pokud je generac¢ni kruznice prilis velka, rtst z poc¢atku probiha piilis
pomalu — maly objekt predstavuje prilis maly cil pro zachyt migrujiciho
atomu. Optimalizovany program proto zacina s dosti malou generacni
kruznici (a téz kruznici, kde trajektorie ptipadné konéi) a v pribéhu
programu spolu s ristem objektu zvétsuje i poloméry obou kruznic.

4. Tvar vzniklého objektu
Jak je z obrazku ziejmé, modelovanim 2D objektu pomoci popsaného
jednoduchého algoritmu metodou Monte Carlo dostaneme fraktalni
utvar, jehoz vlastnosti mizeme dale studovat. Charakter tohoto frak-
talu miizeme ovliviiovat migra¢nimi podminkami v modelu — tvarem
sité tvorici podlozku, umoznénim omezené migrace atomu i po pripo-
jeni k objektu, atd.



Kapitola 5

METODA MOLEKULARNI
DYNAMIKY

5.1 Princip metody

Metoda molekuldrni dynamiky patii mezi metody deterministického casti-
cového modelovani. Je to metoda cdsticovd, coz znamena, ze studovany jev
popisujeme na zakladé chovani souboru jeho dil¢ich c¢asti. Je to metoda de-
terministickd, pfi niz feSime klasické pohybové rovnice (existuji i metody
kvantové). Céstice, jejich# chovani budeme metodou molekularni dynamiky
simulovat, spolu vzajemné interaguji, proto se bude jednat o metodu mno-
hocdsticovou a piislusny datovy soubor (viz obr. 4.7) byva dosti rozsahly a
je tieba s ukladanim dat zachazet tisporné.

Metoda vznikla v prvni poloviné 50. let. Mezi prvni oblasti pouziti pattilo
studium chovani kapalin, pozdé€ji i pevnych latek a dalSich interagujicich sys-
témi. V soucasné dobé je tato metoda s tispéchem pouzivana pro velmi roz-
manité spektrum problémt od studia atomt az po astronomii a kosmologii.
Terminologii vSak tato metoda prevzala z fyziky kapalin, proto se mizeme
obcas setkat s oznacenim pro castice ve studovaném souboru ,molekuly®,
coz muze predstavovat napt. elektrony a ionty v plazmatu, atomy v plynech,
hvézdy prti studiu galaxii a galaxie pfi studiu metagalaxie. Rozhodujici je, ze
castice, jejichz chovani pomoci pohybovych rovnic popisujeme, predstavuji
relativné mikroskopickou tiroven studovaného jevu.

Typické problémy, které se metodou molekularni dynamiky fesi, jsou mo-
delovani trajektorii ,molekul“ (Eastic, téles). Obecny postup feseni takového
problému je néasledujici:

— Vytvorime co nejvérnéjsi model studovaného jevu.

— Systém popiseme pomoci souboru N castic.

108
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— Sestavime klasické pohybové rovnice pro vSechny castice.

— Urc¢ime pocatecni podminky a pohybové rovnice vytesime. Pii tomto fe-
Seni obvykle pracujeme v rozmezi ¢ast (to, time:) @ nasim cilem je nalézt
trajektorii ¢astice nebo castic v tomto intervalu.

Metoda molekularni dynamiky je prirozenou metodou pro studium
dynamiky ¢astic nebo téles. V nékterych oblastech fyziky se vSak pou-
Ziva i pro vypodet statickych vlastnosti. Necht je tfeba uréit hodnotu
néjaké fyzikalni veliciny A, kterd je funkci stavi & = (x1,...,zN) S
rozdélovaci funkci f. V tomto pfipadé systém popiSeme pomoci sou-
boru stavi 7. Nasim cilem bude nalézt primérnou hodnotu veli¢iny

A pres soubor
Jo A(Z) f(H(Z)) dZ
Jo f(H(Z)dZ ~
kde H je Hamiltonian modelu a €2 fazovy prostor tvofeny stavy .
Pii simulaci nelze < A > pfimo urcit. Veli¢inu A proto pocitame
podél drahy ve fazovém prostoru a uréujeme casovy priameér
_ 1 t
A, = - / A(#(7)) dr.
t—1to Jig
Na zakladé ergodicity je znamo, Ze 1ze nahradit primér pres soubor
¢asovym primérem < A >= A,.. V nasem piipadé ale se dopoustime
dvou nepresnosti:

<A>=

— drahu ¢astic ve fazovém prostoru mutzeme sledovat jen po konecnou
dobu ¢, proto priblizné polozime A; ~< A >,

— muzeme pracovat jen se systémy konecné velikosti.

Pozn.: Konec¢né velikost systémtt ma i své vyhody. Vlivem ome-
zeného poctu ¢astic/stavi studované veli¢iny fluktuuji kolem svych
rovnovaznych hodnot a v téchto fluktuacich je ulozena dalsi fyzikalni
informace. Fluktuace primarnich veli¢in zéviseji na vlastnostech studo-
vaného systému a lze z nich proto vypocitat termodynamické veliciny
druhého fadu. Tato moznost ma obecnou platnost —i v experimentélni
fyzice lze ze Sumu elektrického proudu prochézejiho systémy s malym
pocétem atomil urcit teplotu téchto objektd, apod.

5.2 Pouziti metody molekularni dynamiky

Pii praktickém feseni fyzikalniho problému pomoci metody molekularni dy-
namiky je tfeba zvolit pracovni oblast, najit vSechny sily piisobici na jednot-
livé ¢astice souboru, urcit pocatecni stav ¢astic, numericky vyftesit prislusné
pohybové rovnice vSech Castic a pripadné statisticky zpracovat ziskané vy-
sledné trajektorie.
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5.2.1 Pracovni oblast

Pfi volbé pracovni oblasti musime najit odpovéd na nékolik otazek — volba
tvaru pracovni oblasti, velikosti pracovni oblasti a okrajovych podminek.
Tyto odpovédi se budou lisit podle typu feSeného problému. RozliSujeme
dva zakladni pripady:

— Studujeme pohyb téles nebo ¢astic v omezené oblasti (napf. trajektorie
komet ve Slune¢ni soustavé).
V tomto pripadé zvolime pracovni oblast tak velkou, aby studovana sou-
stava byla celd umisténa v této oblasti.

— Studujeme chovani velkého poctu c¢astic zaujimajicich velky objem.
Pracovni oblast jez musi mit méfitko podle velikosti ¢astic, bude proto
mnohem mensi nez cely objem prostoru naplnéného casticemi a zvolime
ji jako jakési ,,okno“ do studované soustavy cCastic.

V prvnim piipadé nebudeme mit s odpoveédi na nase otazky zadné obtize —
tvar a velikost oblasti prizptisobime studované soustavé a okrajové podminky
nemusime formulovat, jelikoz ¢astice nemohou obvykle pracovni oblast opus-
tit. Pokud tento pfipad vyjimecné nastane (napf. pfi modelovani trajektorie
sondy vypusténé ze Zemé k vnéjsim planetam Slunecni soustavy, kolem kte-
rych mé pouze proletét a vyslat zpét snimky), pfekro¢eni hranice pracovni
oblasti signalizuje ukonceni programu.

Tvar a dalsi parametry pracovni oblasti proto musime urcovat v pri-
padé, kdy pracovni oblast tvofi jen malou ¢ast prostoru zaplnéného ¢asticemi
— napf. pfi modelovani procesti v plynu, studiu pozemského i kosmického
plazmatu, apod.

1. Tvar pracovni oblasti
Pti volbé tvaru pracovni oblasti se budeme ridit symetrii feSeného pro-
blému. Pokud jsou c¢astice rozlozeny pravidelné, podiidime i tvar pra-
covni oblasti tomuto rozlozeni, nebot pak se zjednodusi popis procesii
na hranici. Prikladem mtize byt studium pohybu elektront v pevné
latce, kdy tvar pracovni oblasti obvykle napodobuje zvétsenou elemen-
tarni bunku krystalové mrizky.

Naopak, pokud studovany problém zadnou vyraznou symetrii nema,
volime tvar pracovni oblasti co nejjednodussi, abychom si zjednodu-
sili dalsi manipulaci s daty pfi modelovani. Ve dvourozmérném pripadé
proto budeme pracovat se ¢tvercem o hrané L, ve tfech rozmérech bu-
deme volit pracovni oblast ve tvaru krychle (o hrané L). Zda pracovat
v jednom, dvou nebo tfech rozmeérech, to musime volit pfi formulaci
modelu na zékladé studovaného fyzikalniho jevu.
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2. Velikost pracovni oblasti

Pro volbu velikosti pracovni oblasti mame dvé kritéria — prvni vy-
pocetni a druhé fyzikalni. Jelikoz pfi modelovani nejradéji pracujeme
s prirozenymi méfitky vSech veli¢in, nebof pak je interpretace ziska-
nych vysledkt nejjednodussi, snazime se volit velikost pracovni oblasti
podle poctu ¢astic, které by méla obsahovat. Soucasna vypocetni tech-
nika ndm obvykle umoziiuje pracovat s N = 10® az 10° ¢asticemi. P¥i
mensim poctu ¢astic nez 1 - 10% jsou prili§ velké fluktuace a pii piilis
velkém poctu castic je vypocet priliS pomaly a nemusi stacit ani ka-
pacita paméti pocitace — soucasné nejvétsi kosmologické vypocty na
superpodita¢ich pracuji pfiblizné s 10® ¢asticemi-galaxiemi. Napi. po-
kud budeme modelovat procesy v nizkoteplotnim plazmatu obsahujicim
1 - 10'° nabitych ¢astic v m?® a budeme chtit vytvafet tiirozmérny mo-
del s N =1-10° ¢asticemi, dostaneme pro velikost pracovni oblasti ve
tvaru krychle hodnotu L =1-107% m.

Druhé — fyzikalni — kritérium vyplyne z charakteru silového ptisobeni v
nasem modelu. Rozeznavame tzv. sily dalekodosahové, kdy jejich veli-
kost se vzdalenosti ubyva jako r~2 (sem patii pfedevsim sila gravitacni
a elektrostatickd), a sily kratkodosahové, které maji zavislost na vzda-
lenosti mnohem silnéjsi (napi. =7 v pevnych latkach, atd.). P¥i volbé
velikosti pracovni oblasti budeme pozadovat, aby na ¢astici umisténou
v jejim stfedu bylo silové ptisobeni od c¢astic mimo pracovni oblast
zanedbatelné, tj. aby na vzdalenosti L/2 klesly sily na nevyznamnou
hodnotu. Je zfejmé, ze toto kritérium se uplatni predevsim u daleko-
dosahovych sil.

Ve vétsiné pripaditt nam soucasna aplikace obou kritérii urci interval, z
kterého miizeme rozmér pracovni oblasti zvolit. Nékdy vSak se obé kri-
téria navzajem vylucuji. Pak nezbude nic jiného, nez pouzit ekvivalent
umélych obratt z metody Monte Carlo a zacit pracovat s tzv. makro-
¢dsticemi. Nap¥. pfi modelovani vyvoje nasi Galaxie misto s 1010+ 10!
hvézdami budeme pracovat pouze s 10 = 107 ,makrohvézdami® a pro
zachovani realného gravitacniho ptisobeni musime hmotnost kazdého
takového télesa v odpovidajicim poméru zvysit. Pokud bychom po-
dobny obrat provedli i pfi modelovani procest v plazmatu, museli
bychom ve stejném poméru zvysit hmotnost i naboj ¢astic, aby dile-
zity pomér e/m zustal zachovan. Interpretace ziskanych vysledki vSak
nebude jednoduché — nékteré veli¢iny budou odpovidat realité zatimco
jiné se budou muset preskalovat (napf. zmensenim poctu ¢astic v mo-
delu proti realité se ur¢ité zmeéni jejich srazkova frekvence).
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3. Volba okrajovych podminek

V piipadé, Zze pracovni oblast je pouze vyfezem (okénkem) z celého
objemu naplnéného ¢asticemi, bude neustale dochazet k vylétani c¢as-
tic z pracovni oblasti a naopak vstupu c¢astic z okolniho prostoru. V
modelu tento rovnovazny proces obvykle simulujeme pomoci tzv. cyk-
lickych okrajovych podminek — pokud c¢astice pracovni oblast opusti,
ihned vstoupi do pracovni oblasti zpét na odpovidajicim misté proti-
lehlé stény (viz obr. 5.1). Pokud budeme mit pracovni oblast prostého
tvaru, cyklické okrajové podminky budeme realizovat velmi jednoduse.
V kubické pracovni oblasti o hrané L kazda soutadnice x,y a z kazdé
Castice musi lezet v rozmezi (0, L). V modelu potom misto abychom ne-
ustale sledovali polohu castice a testovali to, zda se nepokousi opustit
pracovni oblast, sledujeme pouze hodnoty soutfadnic a pricteme nebo
ode¢teme hodnotu L k pfislusné soufadnici, kterd z intervalu (0, L)
vybodi.

0 X

Obrazek 5.1: Cyklické okrajové podminky ve sméru osy .

Pri aplikaci cyklickych okrajovych podminek si vSsak musime uvédomit,
ze tim na studovanou soustavu ¢astic klademe urcita fyzikalni omezeni.
V systému nesmi byt pfitomen Zadny usmérnény tok éastic (napt. gra-
dient teploty, atd.) a prostfedi musi byt zcela homogenni. Pokud tomu
tak nebude, je nutno podobné jako pii feseni transportniho problému v
metodé Monte Carlo v modelu vytvorit zdroj ¢astic a jim kompenzovat
ubytek ¢astic opoustéjicich pracovni oblast.
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5.2.2 Vypocet silového pusobeni

Jelikoz metoda molekularni dynamiky je zalozena na feseni pohybovych rov-
nic, musime stanovit sily, které na kazdou ¢astici ptisobi. Pfedpokladejme, Ze
pracovni oblast obsahuje N c¢astic. Silu ptisobici na ¢astici nachazejici se po-
bliz stiedu pracovni oblasti najdeme jako vektorovy soucet silového piisobeni
od ostatnich N — 1 ¢astic v pracovni oblasti.

\Y 1l I
04 5 04 5 04 5
L] L] L]
1 1 1
[ ] L] L]
2 2 2
L ] L] L]
3 3 3
V |
L] . L]
[ ] o [ ]
4 s 4 5 4 s
*1 "1 *1
L] L] L]
2 2 2
'3 ‘3 '3
VI VIl VIl
L] L] L]
L] * L ]
4 s 4 5 4 s
* L] L]
1 1 1
‘2 ‘2 ‘2
L ] L] L ]
3 3 3

Obrazek 5.2: Obrazy pracovni oblasti pro vypocet silového piisobeni.

Jin4 situace ale nastane pro c¢astice lezici blize k hranicim oblasti. Kdy-
bychom zapocitali pouze silové ptisobeni od ostatnich c¢astic v pracovni ob-
lasti, byl by vypocet sily chybny, nebot bychom zanedbali silnéjsi silové pti-
sobeni od blizkych ¢astic na druhé strané hranice pracovni oblasti. Proto je
nutné néjakym zptisobem do vypoctu sily zapocitat i jejich vliv. Nelze to
vSak udélat piimo, nebot kdybychom do modelu zahrnuli vedle ptivodnich N
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castic 1 nékteré castice sousedni, znamenalo by to pouhé zvétSeni pracovni
oblasti a problém bychom jen prenesli k nové hranici.

Existuje nékolik metod feseni tohoto dilematu. Nejbéznéjsi z nich je uve-
dena na obr. 5.2. V tomto obrazku je pracovni oblast znazornéna ¢tvercem
uprostied (bez dalsiho oznaceni). Oblast obsahuje N ¢astic — v naSem pii-
padé N = 5. Tuto pracovni oblast obklopime ze vSech stran kopiemi oblasti
spolu s jejimi casticemi — ve dvourozmérném modelu je téchto kopii osm, v
tfirozmérném 26. V nasem obrazku jsou tyto kopie oznaceny cisly [+ VIII.
Kopie ztistanou neustéale svazané s ptivodni oblasti, coz znamena, ze kazdy
pohyb ptivodni c¢astice se promitne i do vsech jejich obraz.

P1i nejrozsitenéjsim postupu se vysledné silové ptisobeni na konkrétni
castici v ptivodni pracovni oblasti i nadéle pocita jako vektorovy soucet pu-
sobeni od ostatnich N — 1 ¢astic, pricemz se uvazuji nejvétsi sily, tj. sily od
nejblizsich ¢astic bez ohledu na jejich umisténi. Konkrétné v nasem piipadé
dostaneme . . . . .

Fi = fio+ fis+ fua + fis,

kde vSechny c¢astice 2, 3, 4 a 5 vezmeme v pivodni pracovni oblasti. Naproti
tomu

Fy = fu+fi + 5+ 5"
Fy = fu+ S+ 00+ fig?
Fy = fu+f+75"+ 15
B o= fa+ R+ 5"+ A,
kde hornim indexem rozliSujeme, zda castice patfi do ptivodni oblasti nebo
nekterého jejiho obrazu.

P1i konkrétni realizaci tohoto postupu na pocitaci zjistime, ze nejblizsich
N — 1 &astic k i-té ¢astici ma poradova éisla 1,2,..., N (samozfejmé kromé
i), neboli ze kazda ¢astice nebo jeji obraz se v sou¢tu popisujicim silové pu-
sobeni objevi pravé jednou. To ndm umozni algoritmus hledani nejvétsich sil
zjednodusit. Za prvé, nebudeme pracovat pfimo se silami ale pouze se vzda-
lenostmi ¢astic, nebot vSechny typy sil monoténné ubyvaji se vzdalenosti a
staCi proto najit N — 1 nejblizsich castic. Za druhé, jelikoz nepotfebujeme
sily, nejedna se nam o absolutni hodnoty vzdalenosti, ale jen o jejich pofadi,
takze staci pracovat s druhymi mocninami vzdalenosti, coz vypocet dale ze-
fektivni. Za tfeti si povsimnéme toho, Ze vSechny soutfadnice vsech obrazt
Castice se lisi od pivodnich soufadnic pouze pri¢tenim nebo odec¢tenim hod-
noty L v rozdilech typu x; — z;, coz lze v cyklu jednoduse realizovat (aspor
pro krychlovou nebo ¢tvercovou pracovni oblast).
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Vedle tohoto postupu se nékdy do vypocétu vysledného silového
pusobeni na i-tou Castici zapocitaji sily od vSech ostatnich Gastic v
puvodni pracovni oblasti i ve vSech obrazech. Ve dvou rozmérech bu-
deme proto muset skladat 9 - N — 1 sil, ve tfech rozmérech dokonce
27 - N — 1 sil. Ponékud tim sice zpfesnime vypocet a zbavime se nut-
nosti hledat N —1 nejvétsich sil, celkové to vsak bude znamenat znac¢né
zpomaleni vypoctu. Totéz platii pro dalsi metody, kdy pracovni oblast
obklopime ne jednou ale dvéma vrstvami obrazi a skladame sily od
vsech jejich ¢astic (nékdy se pouziva ponékud efektivnéjsi postup, kdy
skladédme sily od nekoneéného poétu obrazi, nebot zde lze s ispéchem
vyuzit efektivni algoritmy na séitani nekonecénych fad).

Fyzikalné vyse uvedeny postup znamend, ze soubor velkého poc¢tu na-
hodné rozlozenych ¢astic nahradime souborem periodickym. Tato aproximace
je zcela presna pouze v pripadé modelovani krystalid, kdy periodicita atomi
je skuteénd. V ostatnich pfipadech (atomy plynu, nabité ¢astice v plazmatu,
hvézdy, atd.) je tento postup opravnény pouze tehdy, pokud pocet ¢astic v
pracovni oblasti N je veliky.

5.2.3 Pohybové rovnice

Deterministickd metoda molekularni dynamiky je zaloZena na feseni soustavy
pohybovych rovnic pro vSechny c¢astice, tj. rovnic typu
ﬁl:ml&’z, ’L:].,,N

Na zékladé postuptt numerické matematiky prevedeme tyto diferencialni rov-
nice druhého fadu (@ = %) na dvojnasobny pocet rovnic fadu prvniho (v
proménnych 7 a ¢/) a pfejdeme na rovnice diferencni (spojitou ¢asovou osu
nahradime diskrétni posloupnosti ¢ast tg, 21, ..., tmaz, Kde try1 — tr, = At).
Zvolime pocateéni podminky pro polohu a rychlost vSech Céastic v cCase tg
a dostaneme jednoduchy algoritmus pro feseni soustavy pohybovych rovnic
pro vsech N castic:

0 0

e Pocate¢ni podminky: 7;°,v;

e Ptechod z casu ty do tq,. ..

e Piechod z ¢asu t; do tp11
Fkl ﬁk+@kAt+;EkAt2
W“:@H;EMt i=1,...,N (5.1

- k+1

i =
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Tento algoritmus odpovida Eulerové metodé pro feseni obycejnych diferenci-
alnich rovnic. Jeho slabinou je, Ze je pouze prvniho fadu presnosti v At.

V praxi se pouzivaji silnéjsi algoritmy. Pokud pozadujeme predevsim pfes-
nost feseni, pouzijeme jeden z kvalitnich algoritmi, které nabizi numericka
matematika — metody typu Rungeho-Kutty vyssich fadd nebo odpovidajici
metody typu prediktor-korektor. Tyto algoritmy byvaji ale pomalé, proto
jsou vhodné pro mensi pocet ¢astic N — typickym prikladem jsou vypocty
pohybu téles ve Slunec¢ni soustavé.

Naproti tomu ve fyzice plazmatu, v kinetické teorii plynt, apod., kde
mame velky pocet ¢astic a rozhodujici je pouze chovani jejich celého sou-
boru, davame prednost méné presnym ale rychlejsim algoritmim. Omezena
presnost vypoctu je kompenzovana obvyklym naslednym primeérovanim tra-
jektorii s cilem ziskat makroskopické velic¢iny jako je tlak, elektricky proud,
apod. Jako optiméalni kompromis se jevi algoritmy druhého Fadu presnosti
odpovidajici modifikovanym Eulerovym metodam. Obvykle se pouzivaji dva
priblizné rovnocenné algoritmy — Verletova metoda a metoda ’leap-frog’.

Algoritmus Verletovy metody pro feseni pohybovych rovnic:

vsl v s , -0 =0
e Pocatec¢ni podminky: 7;°,v;

e Prechod z ¢asu tg do tq,...

e Ptechod z Casu t; do tx41

1 -k
PR = mR e ah A+ F A
2m,~
Lk
E o~ i=1,...,N (5.2

1 =k -k

i
Algoritmus ’leap-frog’ metody pro feseni pohybovych rovnic:
e Pocateéni podminky: 7, o:l/?
e Prechod z casu ty do tq,...

e Ptechod z casu t; do tx41

1 =k
74—;](:4*1 _ ﬁk +17;k+1/2 At+ Fz At2
k1
Fo= . i=1,...,N (5.3)
GRS k2 iﬁi’fﬂ At

m;
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Mezi tfemi uvedenymi metodami - Eulerovou (5.1), Verletovou (5.2) a
'leap-frog’ (5.3) existuji tyto rozdily:

— Jedind Eulerova metoda (5.1) je univerzalni. Ostatni dva algoritmy maji
zménéné poradi vypoctu novych hodnot F; a 7. Tato zména nenf pouze
formélni, ale pfinasi fyzikalni omezeni pro algoritmy (5.2) a (5.3) — jsou
pouzitelné pouze pro feseni problémii, kde sila nezavisi na rychlosti ¢astice.
V praxi to znamena, ze Verletiv algoritmus i 'leap-frog’ metodu mizeme
pouzit pro sily gravitacni povahy a elektrostatické, ne vSak pro tplnou
Lorentzovu silu. Pokud potifebujeme studovat pohyb nabitych castic v
magnetickém poli, musime pouzit bud zdkladni pomaly Euleriv algorit-
mus (5.1) a nebo algoritmy vyvinuté zvlasté pro tento piipad.

— Verlettiv algoritmus (5.2) mé jednu dalsi slabinu. Ve vztahu pro vypocet

. vy o o ; sk k4l .
rychlosti pouzivame soucasné starou a novou hodnotu sily, F; a F; , coz

klade zvysené naroky na kapacitu paméti pocitace. Zatimco ve zbyvajicich
algoritmech (5.1) a (5.3) nam pro ulozeni sily stac¢i jediny vektor, v kte-
rém postupné vyménujeme staré hodnoty za nové, v algoritmu Verletove
potfebujeme soucasné vektory dva.

— Slabinou algoritmu ’leap-frog’ naproti tomu je, Ze k nastartovani potiebuje
pocateéni hodnoty polohy a rychlosti v riznjch ¢asech, 77° a o2, Jeli-
koz tyto hodnoty casto nejsou z experimentti k dispozici, byva nezbytné
hodnoty rychlosti #:/% 7 ptivodnich hodnot #;° dopoéitat.

Pokud sila zavisi pouze na poloze cCéstice, coz je obvykla situace ve vypo-
¢tech astronomickych a pfi feseni vétsiny problému z fyziky plazmatu, jsou
Verletiv a ’'leap-frog’ algoritmus v podstaté rovnocenné.

5.2.4 Dalsi otazky

Ackoliv pohybové rovnice jsou v podstaté dosti jednoduché, pii jejich pouziti
narazime na fadu problémii, které je nutno nejprve analyzovat a pokusit se
je prekonat nebo si byt aspon védomi jejich existence.

Prvnim z nich je volba spravné délky casového kroku At. Obecné lze
prohlésit, ze pokud je ¢asovy krok prilis velky, je vypocet trajektorie zatizeny
prilis velkou chybou. Naopak, pro pftilis maly ¢asovy krok trva vypocet prilis
dlouho a miize zacit nartistat chyba zaokrouhlovaci. Dilezitéjsi je ale fyzikalni
kritérium. Podle vzorkovaciho teorému teorie informaci neni mozno ziskat
informaci o procesech, které se odehravaji rychleji nez odpovida kroku At.
Je proto nutno studovany jev analyzovat z tohoto hlediska, najit nejvyssi
frekvenci a ji prizpisobit ¢asovy krok.
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Pro nékteré fyzikalni problémy mutze byt situace mnohem kom-
plikovanéjsi. Existuji systémy, které jsou podle vyse uvedeného fy-
zikalniho kritéria charakterizovany dvéma dosti rozdilnymi casovymi
kroky a muze byt velmi obtizné sladit jejich pozadavky. Napft. plazma
je tvoreno dvéma typy cCastic — lehkymi rychlymi elektrony a téz-
kymi pomalymi ionty. V podminkach nizkoteplotniho plazmatu pii
tlaku kolem 100 Pa ziskdme vhodné casové kroky pro elektrony a
ionty At, ~ 10725 a At; ~ 107%s, pficemz o ustaleni celé soustavy
¢astic rozhoduje jeji pomalejsi slozka. Diisledkem je potieba integro-
vat soustavu pohybovych rovnic v éasovém intervalu (tg,tmqez) Pro
tmaz ~ 1073s. Z toho pro elektrony vyplyva potieba provést priblizné
10° krokt, coz pro velky pocet ¢astic v modelu prekracuje moznosti
soucasné vypocetni techniky. Pro reseni tohoto problému nepostaci sa-
motné metoda molekularni dynamiky a tiloha se musi fesit kombinaci
nékolika postupt — viz kapitola 6.

Dalsim moznym problémem je nevhodna volba pocate¢nich podminek.
Algoritmy (5.1) az (5.3) vyzaduji zadani poloh a rychlosti vSech ¢astic na
pocatku vypoctu (tzv. fazi inicializace). Pokud tato data ziskdvame z expe-
rimentu (napf. pfi modelovani pohybu téles ve Slunecni soustavé), je vse v
poradku. V nékterych pripadech ale data musime generovat pocitacem na
zékladé urcitych obecnych zakonitosti. To se tyka vSech problémii z oblasti
mikrosvéta, kde polohy elektronti, iontt a atomt nam experiment neni scho-
pen poskytnout, ale i problémt astronomickych, kde napi. souradnice hvézd
v Galaxii nebo i v jeji mensi ¢asti téz nejsou znamy. V tomto piipadé data
nagenerujeme podle znamé rozdélovaci funkce, ale naplnéni tohoto rozdéleni
je pro konec¢ny pocet castic jen priblizné — ¢im bude c¢astic v modelu méné,
tim muze byt chyba vétsi. Abychom pfipadnou neptiznivou fluktuaci v pro-
storovém nebo rychlostnim rozdéleni ¢astic co nejvice potlacili, doporucuje se
zatadit do procesu tzv. fazi ekvilibrace. Znamené to, Zze po pocatecnim roz-
misténi ¢astic do pracovni oblasti nezacneme ihned provadét aktivni vypocet,
ale po urc¢itou dobu urcujeme trajektorie ¢astic aniz bychom zaznamenéavali
mezivysledky (napi. tlak, proud na sondu, apod.). Béhem této faze vypo-
¢tu se pripadné nevhodné nastaveni pocatecnich podminek vykompenzuje a
po jejim probéhnuti jiz mizeme vysledky ziskavat a ukladat (tomu se fika
produkéni faze). Celkovy vypocet se proto obecné sklada ze tii fazi: faze
inicializace — faze ekvilibrace — faze produkéni.

Pokud budeme diisledni, ani tento problém nemitiizeme zaradit pod
metodu molekuldrni dynamiky, nebot pro generovani poloh a rychlosti
Castic podle urcitého teoretického rozdéleni musime pouzit postupy
stochastické. Vysledny vypocet je proto provadén hybridni technikou
a jeho popis opét patii do kapitoly 6.



KAPITOLA 5. METODA MOLEKULARNI DYNAMIKY 119

Konecéné nejvétsim problémem je tzv. ,nefyzikdlni ohfev*. Pokud vez-
meme uzavieny objem naplnény ¢asticemi (napf. atomy idedlniho plynu
umisténé v néjaké nddobé) a drzime soustavu na konstantni teploté, ¢astice
se pohybuji s maxwellovskym rozdélenim rychlosti. Spocitame-li priimérnou
kinetickou energii vSech castic, bude podle ekviparti¢niho teorému timérna
teploté a proto konstantni. Pokud ale tentyz postup namodelujeme pomoci
metody molekularni dynamiky, dostaneme zavislost znazornénou na obr. 5.3
— teplota souboru ¢astic bude postupné nartstat. Zdivodnéni tohoto jevu
spociva v tom, Ze jsme ptvodné spojitou ¢asovou osu diskretizovali, ¢ehoz
dtisledkem bude nahrazeni ptivodni trajektorie ¢astice ve tvaru hladké krivky
trajektorii tvorenou soustavou tisecek. Tim miize dojit k tomu, Ze se pii mode-
lovani zméni proti realité vzajemna poloha ¢astic, vzroste neptirozené jejich
interakce a tim se muze zvysit i jejich kineticka energie. To je zfejmé téz z
obr. 5.3, kde pro mensi ¢asovy krok At chyba poklesne. Tato cesta napravy
v8ak k cili nevede, nebot pro Uplné odstranéni tohoto jevu by casovy krok
musel klesnout na tak malou hodnotu, Ze doba vypoctu by rostla k neko-
necnu a zaokrouhlovaci chyba by vse prekryla. Byly navrzeny i jiné postupy
k minimalizaci tohoto jevu, zadny vsak nebyl zcela tspésny. Nezbude proto
nic jiného, nez si byt existence nefyzikalniho ohfevu védomi a snazit se pra-
covat s takovou kombinaci parametrt modelovani, At a t,,4., aby v prubéhu
vypoctu zlistala zména energie soustavy v rozumnych mezich.

Aty

Atp

0 tmax

Obrazek 5.3: Zvysovani stfedni energie souboru ¢astic v pritbéhu modelovani
metodou molekularni dynamiky. Velikosti ¢asovych kroki At; > At,.
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5.3 Metoda P-I-C a dalsi postupy urychlujici
vypocet

5.3.1 Formulace problému

Metoda molekularni dynamiky dovoluje sice ziskat detailni informace o stu-
dované soustave, v nékterych pripadech vsak je velice neefektivni. Pokud bu-
deme analyzovat algoritmy na FeSeni pohybovych rovnic (5.1), (5.2) a (5.3) z
hlediska casové narocnosti, zjistime, Ze prevaznou c¢ast doby program stravi
pri vypoctu sily F;. Pokud chceme program urychlit, musime proto pozornost
vénovat této ¢asti programu.

Silu ptsobici na i-tou ¢astici poc¢itame podle vztahu

N
Fzzﬂezt—i—ZfZ], Zzl,,N, (54)
7

kde ]3;@“ je sila pusobici na castici z externiho zdroje a druhy clen rovnice
predstavuje vzajemné silové plisobeni souboru ¢astic. V pripadé elektrosta-
tickém muzeme externi silu vyjadrit pomoci intenzity externiho elektrosta-
tického pole (napf. v laboratornim nizkoteplotnim plazmatu se bude jednat
o elektrické pole mezi katodou a anodou)

Fi'eact =q E’ezt(ﬁ) ) (55)

Zde Eext(ﬁ) je intenzita vnéjsiho pole v misté i-té Castice 7; a ¢; je naboj
této castice. Jelikoz tato intenzita pole zavisi jen na poloze i-té castice, bude
prvni ¢len v soustavé rovnic pro vypocet celkového silového pusobeni (5.4)
linedrné zaviset na poctu ¢astic N, O(N).

O efektivité vypoctu proto rozhoduje druhy ¢len rovnice (5.4). Zde mu-
sime rozlisit pfipad dalekodosahovych a kratkodosahovych sil. V pripadé
kratkodosahovych sil se ve vzajemném silovém ptisobeni projevi pouze ¢as-
tice z nejblizsiho okoli sledované ¢astice, proto v souctu > ﬁj mizeme zvolit
horni mez konstantni, nezavislou na N (a mivajici hodnotu 20-30). V tomto
ptipadé téz druhy ¢len rovnice (5.4) zavisi na pocétu ¢astic linedrné a proto
i cely vypocet sily ma zavislost typu O(NV). Naproti tomu pro dalekodosa-
hové sily musime vztah pro vypocet silového ptisobeni na i-tou ¢astici vzit
ve formé uvedené v rovnici (5.4) a disledkem bude kvadratickéd zavislost na
poctu éastic v souboru O(N?).

V klasické definici metody molekuldrni dynamiky vystupuji sily kratko-
dosahové a pro né sta¢i fesit pohybové rovnice algoritmy (5.2) a (5.3), do
kterych se dosadi silové piisobeni z rovnice (5.4) (s konstantni horni mezi).
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Pro problémy z oblasti astronomie, fyziky plazmatu a podobnych oblasti,
je nutno definici metody molekuldrni dynamiky rozsitit a zahrnout do ni
efektivnéjsi metody pro vypocet sily.

5.3.2 Metoda P-I-C

Problém priblizného pocitani silového piisobeni je jiz davno ve fyzice fesen
v tzv. problému mnoha téles (napt. [15]). Byla vyvinuta fada efektivnich
algoritmt, které vedou na vypocet sily lepsi nez O(N?).

Zakladni myslenka vétsiny téchto algoritmi spociva v tom, ze vzajemné
silové ptisobeni ve vztahu pro silu (5.4) nahradime ekvivalentem vztahu (5.5).
K tomu tc¢elu musime najit intenzitu lokalniho elektrického nebo gravita¢niho
pole, Ewk, a pak jiz mizeme pouzit jednodussi vztah pro vysledné silové
pusobeni

ﬁl(f» :F;ezt(ﬁ>+F;ZOk(ﬁ)7 i=1,...,N.
Sam tento vztah je v zavislosti na poc¢tu ¢astic linearni, pri¢ita k tomu vsak
jesté doba potfebna k urceni intenzity lokalniho pole, takze jako vysledek
efektivita riznych algoritmt na vypocet sily lezi v rozmezi O(N -log N) az
dokonce O(N).

}ﬁ
i

Obrazek 5.4: Pracovni oblast pro metodu P-I-C.

Nejjednodussi a ve vétsiné pripadl postacujici je metoda P-I-C, neboli
,Particle-In-Cell“. V této metodé navic k obvyklé diskretizaci ¢asové osy (s
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krokem At), jez je standardnim postupem v metodé molekularni dynamiky,
provedeme jesté diskretizaci prostoru. V zavislosti na tvaru pracovni oblasti
tuto oblast rozdélime na soustavu mensich bunék - viz obr. 5.4, kde jsme
pouzili ¢tvercové buiiky s hranou o velikosti Axz. Ptvodni soubor N ¢astic se
nam tak rozdéli mezi jednotlivé buiiky (odtud pochézi nazev metody).

Dalsi postup vypoctu intenzity lokélniho pole bude néasledujici (vyklad
povedeme pro pole elektrostatické, obdobné bude probihat i pro pole gravi-
tacni):

1. Elektricky naboj vsech ¢astic v bunice slozime do jedné vysledné cas-
tice ve stfedu buiky ¢;;, kde (ij) jsou soufadnice piislusné bunky —
konkrétni postup bude popsan dale.

2. Vydélenim objemem bunky pfejdeme od nabojl ¢;; k prostorové hus-
toté naboje o;;.
3. Vytesime Poissonovu rovnici

AU =-2

€0

a dostaneme hodnoty elektrického potencialu v kazdé bunce Us;.

4. Diferen¢nimi schématy typu
Uit1,; — Uiz
2 Ax

prejdeme od elektrostatického potencialu k hledané intenzité elektric-
kého pole E}%* v jednotlivich buikéch.

(Eij)e =

Nyni se vratme ke kroku 1. Celkovy elektricky naboj v builce ¢;; mizeme
ziskat dvéma postupy — viz obr. 5.5:

— Algoritmus NGP
Metoda NGP (,,Nearest Grid Point“) znamena prosté secteni vSech naboji
v buiice (s ohledem na jejich znaménko) a pfeneseni vysledného naboje
do stiredu burky.

— Algoritmus CIC
V metodé CIC (,,Cloud In Cell“) pfedpokladame, Ze naboj neni bodovy,
ale mé tvar oblaku (anglicky ,,Cloud“ a odtud pochazi nazev tohoto algo-
ritmu). Oblak obvykle zasahuje do vice bunék a pfispiva proto k nékolika
vyslednym nabojim ve stfedu bunék timérné svému objemu v prislusné
bunce. V metodé CIC se pro jednoduchost predpoklada, ze nabojovy mrak
ma konstantni hustotu a tvar stejny jako burka, tj. je obvykle krychlovy
nebo ¢tvercovy.
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Obrazek 5.5: Princip skldadani ndboje metodou NGP (vlevo) a CIC (vpravo).

Metoda NGP vede na rozloZeni nadboje s podstatné vétsimi fluktuacemi nez
dostaneme pii pouziti metody CIC, coz se v zavéru promitne i do vétsiho
rozptylu hodnot intenzit lokalniho elektrického pole. Proto pohybové rovnice
muzeme pii pouziti metody CIC integrovat s vétsim ¢asovym krokem, coz vice
nez vykompenzuje ponékud pomalejsi skladani naboje ve srovnani s metodou
NGP. Metoda CIC v podstaté predstavuje linearni interpolaci naboje. V
soucasné dobé se nékdy pouzivaji i siln€jsi interpolacni metody — kvadraticka,
pomoci splinti, apod., obvykle vsak stac¢i pracovat s metodou CIC — pfesnéji
s metodou P-I-C v modifikaci CIC.

Metoda P-I-C znamena z hlediska vypoctu trajektorii souboru vzajemné
interagujicich c¢astic pouze dil¢i algoritmus pro nalezeni silového piisobeni na
1-tou Castici, F;. Tuto silu nyni musime dosadit do pohybovych rovnic — napf.
do Verletova algoritmu (5.2) — a provést integrovani celé soustavy rovnic v
poZzadovaném ¢asovém intervalu (to, tmaz)-

Zavislost doby vypoctu silového ptisobeni metodou P-I-C je ve srovnani s
puvodnim vektorovym souc¢tem vsech dil¢ich sil (tj. principem superpozice)
mnohem efektivnéjsi. Jak jsme jiz uvedli vyse, tato doba se sklada ze dvou
slozek — z vypoctu sily plisobici na ¢astici v lokalnim poli, coz vede na linearni
zavislost na poctu ¢astic IV, a z doby potfebné na urceni tohoto pole. I tento
¢len zavisi na IV, nebot podle poc¢tu ¢astic volime hustotu prostorové sité. Po-
kud bude krok Ax ptilis velky, bude spocitano prostorové rozlozeni lokalniho
pole prili§ hrubé, naopak pokud zvolime sit pfili§ jemnou ve srovnani s po-
¢tem castic, prudce narostou fluktuace v intenzitach pole mezi jednotlivymi
bunkami sité. Empiricky odhad proto radi volit velikost kroku Az tak, aby v
jedné buiice bylo fadoveé 10! &astic. Pokud tyto odhady slozime dohromady,
dostaneme pro efektivitu metody P-I-C zavislost typu O(N - log N).
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Jesté je nutno uvést fyzikalni disledek toho, ze jsme urychlili vypocet sily
v metodé molekularni dynamiky. Na jedné strané jsme pro dalekodosahové
sily dostali podstatné silnéjsi metodu, kterd nam umozni fesit i problémy
puvodni metodou nefesitelné, platime vsak za to dalsim sniZenim pfesnosti
vypoctu. Podobné jako v ptivodni metodé, kde po zavedeni diskretizace ¢asu
neni mozno analyzovat prili§ rychlé procesy, nyni navic nelze studovat pro-
cesy, které probihaji v prostorové skale mensi nez Ax.

5.3.3 Dalsi postupy

Modifikace P-I-C pfinasi proti ptvodni metodé molekularni dynamiky efek-
tivnéjsi vypocetni prostiedek, ten se ale projevi jen pro urcité pocty castic
N. Je nutno si uvédomit, ze postup vedouci na urceni lokélniho elektrického
nebo gravitacniho pole je Casové narocny, priCemz nejnaroc¢néjsi je Teseni
Poissonovy rovnice. Pokud srovndme zavislost typu O(N?) pro ptivodni me-
todu a zavislost O(N - log N) pro jeji modifikaci, tak vedle vlastni funkéni
zavislosti se téz projevi multiplikativni konstanta ve vztahu pro efektivitu
vypoctu postupem P-I-C, a tu mizeme odhadnout pouze ptiblizné. Jeji hod-
nota bude zaviset na tom, jakym postupem budeme fesit Poissovovu rovnici,
zda budeme problém formulovat v jedné, dvou nebo tfech dimenzich, atd.
Velmi priblizné mtzeme odhadnout, Ze hranice vyhodnosti pouziti jednotli-
virch postupti lezi v okoli 1-103% ¢astic — pro mensi podet ¢astic je vihodnéjsi
pracovat s puvodni metodou molekuldrni dynamiky zatimco pro vétsi N za-
¢ne prevazovat vyhodnost modifikace P-I-C. Pii praktickém pouziti se celé
rozhodovani zjednodusuje. Obvykle mame bud problémy obsahujici pouze
nékolik desitek interagujicich ¢astic (studium interakce atomi v kapalinach
a pevnych latkach nebo pohybu téles ve Sluneéni soustavé) a pak je nutno
pouZit metodu molekularni dynamiky v klasické formulaci, a nebo mame 10°
az 10® ¢astic (vypocty ve fyzice plazmatu, kinetické teorii plynt, stelarni as-
tronomii nebo kosmologii) a pak ptivodni metodu nelze viibec pouzit, nebot
rozdil funkénich zavislosti mezi N? a N -log N je obrovsky a tvoii n&kolik
rada.

Pro skutecné velké problémy, kde pocet interagujicich castic vy-
razné piekracuje hodnotu 108, prestava byt pouzitelna i metoda P-I-C
a je nutno hledat jesté silnéjsi algoritmy na vypocet vzadjemného silo-
vého pusobeni téchto castic.

K tomuto tcelu bylo navrzeno a je prakticky pouzivano nékolik
desitek dalsich algoritmt nebo jejich modifikaci. Vétsina z nich je za-
lozena téz na prostorovém clenéni pracovni oblasti podobné jako na

e

naboje/télesa posunuli z jejich spravnych poloh do stfedt bunék a
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dtsledkem toho bude, ze spocitana hodnota intenzity lokalniho pole
bude odpovidat této zménéné konfiguraci misto ptvodnimu rozlozeni
¢astic. Pro castice vzdalené od nasi i-té ¢astice, pro niz pocitame silu,
je tato chyba zanedbatelnd, zatimco pro blizsi buriky a ¢astice v nich se
zvétsuje. Byly proto navrzeny rtizné hierarchické metody, které pracuji
se siti, jez se postupné zjemnuje, aby kompenzovala relativni chybu v
zménénych polohach blizkych c¢astic. Nevyhodou tohoto postupu je, ze
takové zjemriovani sité se musi provadét individualné pro kazdou ¢as-
tici, na niz pocitame silové pusobeni. Dalsi metody proto provadéji,
Castice. V prevazné vétsiné téchto metod po vytvoreni vice nebo méné
komplikované sité postupujeme podobné jako v metodé P-I-C, tj. ur-
¢ime hodnotu lokalniho pole. Existuji vsak i postupy, které z naboje v
siti pocitaji silu pfimo — napf. pomoci multipélového rozvoje a nebo
rovnou pomoci principu superpozice.

Tyto silnéjsi postupy mohou opét vést na efektivitu typu O(N?) a
O(N -log N), ale s vyrazné mensi multiplikativni konstantou. Nejlepsi
z nich v8ak dosahuji az limitné nejdokonalejsi zavislosti O(NV). Na roz-
dil od metody P-I-C vsak jsou tyto postupy programéatorsky vyrazné

vvvvvv

vvvvv

algoritmifi si mfizeme uvést napt. metodu P3M (,Particle-Particle-
Particle-Mesh“), Ewaldovu sumaci, Barnestiv-Huttv algoritmus nebo
rychlou multipélovou metodu FMM [16], [17], [18], [19].

5.4 Shrnuti

125

7 oblasti deterministického ¢asticového modelovani lze povazovat za nejpod-
statnéjsi tyto okruhy znalosti:

Princip metody molekularni dynamiky, jeji pfednosti a slabiny

Volba pracovni oblasti, okrajovych podminek a urcovani silo-

vého pusobeni

Zakladni algoritmy pro FeSeni pohybovych rovnic, srovnani

oblasti pouziti

Metoda P-I-C véetné algoritmia NGP a CIC.
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5.5 Problémy k resSeni

Problémy urcené k procvicovani latky popsané v této kapitole bud formou
samostudia nebo v ramci organizované vyuky:

1. Vypoctéte a nakreslete s pouzitim Eulerova algoritmu trajektorii ko-
mety obihajici Slunce. Pii vypoctu méite linedrné casovy krok a sle-
dujte chybu Teseni.

Obrazek 5.6: Trajektorie pro krok At = (1 +5) - Aty a presna trajektorie.

2. Vypoctéte a nakreslete trajektorii komety obihajici Slunce s pouzitim
algoritmu druhého tadu. Pri vypoctu ménte linearné casovy krok a
sledujte chybu feseni.

Obrazek 5.7: Trajektorie pro krok At = (1 +5) - Aty a pfesnd trajektorie.
Zakladni krok Aty je 10x vétsi nez v predchozim problému.
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3. Najdéte a otestujte rovnovazné body v soustavé Slunce-Jupiter.

Podle Lagrangeova FeSeni problému tii téles [15], v soustavé dvou hmot-
nych bodi. Tyto body maji takovou vlastnost, ze kdyz do nich umis-
time téleso zanedbatelné hmotnosti a udélime mi patficnou rychlost,
tak zustane vici dvéema zakladnim télesim v klidu. T z téch bodt
se vyznacuji rovnovahou labilni, coz nema prakticky vyznam. Zbylé
dva Lagrangeovy body jsou vsak body rovnovahy stabilni, pficemz je-
jich stabilita je tim vétsi, ¢im vétsi jsou hmotnosti zékladnich dvou
téles (ve Slune¢ni soustavé proto nejstabilnéjsi Lagrangeovy body jsou
v soustavé Slunce-Jupiter.)

4. Namodelujte chovani trojhvézdy, kde vSechny tii hvézdy maji stejnou
hmotnost. Pracujte s riznymi pocate¢nimi polohami a rychlostmi jed-
notlivych hvézd.

Vv

soustavy bylo ve stiedu obrazovky a ztstavalo v klidu.

5. Namodelujte planetarni soustavu dvouhvézdy.
Reste dva mozné pripady:
— hvézdy dosti vzdalené a kazda z nich ma vlastni planetarni soustavu,
— hvézdy blize u sebe a existuji planety prislusejici jak k jednotlivym
hvézdam tak planety obihajici obé hvézdy.
Otestujte, zda existuje stabilni feseni. Pokud takové feseni naleznete,
sledujte jak se stabilita bude narusovat numericky se zvétSovanim ca-
sového kroku At.

6. Namodelujte v redlném méfitku soustavu Slunce-Zemé.
Pouzijte nésledujici konstanty:
Mg = 1,990 - 10%° kg — hmotnost Slunce
My = 5,976 - 10** kg — hmotnost Zemé&
dsz = 1,496 - 10" m — vzdalenost Slunce-Zemsé.
Otestujte numerickou stabilitu této soustavy v zavislosti na velikosti
¢asového kroku At.

7. Do modelu z predchoziho pfikladu ptidejte ,, Antizemi“ a otestujte, zda
soustava zustane stabilni.
Antizemé je fiktivni planeta popsana v literatufe, jez je velikosti Zemé
a pohybuje se na obézné draze Zemé, ale je stale schovana za Sluncem
(na obézné draze je posunuta o 180°).
Pokuste se stabilitu dale narusit pridanim dalsich planet do soustavy.



Kapitola 6

SPOJITE MODELOVANI A
HYBRIDNI POSTUPY

V treti kapitole jsme uvedli pfehled jednotlivych technik pocitacového mode-
lovani ve fyzice. Pfi postupech ¢asticového modelovani, jejichZz popisu jsme
se vénovali v predchozich kapitolach, popisujeme studovany jev na mikrosko-
pické trovni. Naproti tomu spojité modelovani studuje fyzikalni proces na
urovni makroskopické. Kombinace vice postupti s cilem vyuzit jejich ptred-
nosti a aspon castecné potlacit jejich nevyhody se pak nazyva modelovani
hybridni. Témto technikdim bude vénovana posledni kapitola prvniho dilu
studijniho textu s tim, ze jak spojité tak i hybridni modelovani prekracuje
bakalarskou a dokonce i magisterskou troven a proto tato kapitola bude slou-
zit pouze jako tvod do studované problematiky.

6.1 Spojité modelovani

Pokud budeme chtit studovat fyzikalni jev na makroskopické tirovni, budeme
pracovat s makroskopickymi veli¢cinami typu teplota, tlak, koncentrace, rych-
lost proudéni, elektrickd, magnetickd a gravitacni pole, teplota, atd. Mezi
témito velicinami plati vztahy obvykle popisované rovnicemi matematické
fyziky, jedna se o zakony zachovani energie, hybnosti, hmoty, naboje, apod.
Vétsina téchto rovnic je jiz v teoretické fyzice znama vcéetné zakladnich me-
tod jejich Teseni — rovnice spojitého modelovani jsou nejcastéji parcialnimi
diferencialnimi rovnicemi a k jejich feseni mtzeme pouzit postupy numerické
matematiky vcéetné v tomto studijnim textu uvedené stochastické metody
fesSeni.

Popis studovaného jevu na trovni spojité vétsinou odpovida Grovni ex-
perimentalni fyziky, nebot i vysledky méfeni poskytuji tidaje o vztazich mezi
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podobnymi velicinami — teplotni zavislosti elektrického proudu, tlakova zavis-
lost koncentrace Castic, atd. V této oblasti je proto vazba mezi vysledky mo-
delovani a méreni dosti jednoduchéa. Naproti tomu pii ¢asticovém modelovani
ziskavame obvykle informace z hlediska experimentatora piimo nepouzitelné.
Pokud znéame polohy a rychlosti vS§ech mikroskopickych ¢astic v jednotce ob-
jemu, pro srovnani s experimentem je nejprve musime stfedovanim prevést
na koncentrace, tlak, teplotu, ... a pak teprve porovnavat a diskutovat. V
procesu tohoto stfedovani se ¢ast modelovanim ziskané informace potlaci.

Pfi srovnani technik ¢asticového a spojitého modelovani miizeme proto
shrnout vyhody a nevyhody obou pristupt:

—  Césticové modelovani
Pozitivni vlastnost: Pfinasi detailni informace o studované soustavé na
mikroskopické trovni, proto ziskané vysledky maji mnohem vétsi vypovi-
daci hodnotu nez v ptripadé modelovani spojitého.
Negativni vlastnosti: Programy (zejména pro velky pocet ¢astic) jsou vy-
pocetné velmi naro¢né a musi se proto hledat dosti sofistikované algoritmy
pro urychlovani vypoc¢tu. Obvykle neexistuje pfiméa vazba na experiment.

— Spojité modelovani
Pozitivni vlastnosti: Programy jsou obvykle vypocetné velmi malo nadrocné
— typicky minuty az desitky minut strojového ¢asu proti dntim az mésictim
u modelovani ¢asticového. Srovnani vysledkt modelovani s experimentem
byva jednoduché.
Negativni vlastnosti: Pouzité rovnice matematické fyziky jsou velmi
obecné a i pres jejich konkretizaci volbou pocatecnich a okrajovych pod-
minek jsou ziskavané vysledky dosti obecné a nepresné. Rovnice spojitého
modelovéni, i kdyz jich je v modelu vyrazné méné (typicky 2 + 10 proti
10* az 10® u modelovani ¢asticového), jsou podstatné sloZit&jsi a nale-
zeni algoritmu Feseni véetné naprogramovani byva dosti obtizné a casové
narocné.
Jako priklady spojitého modelovani si je mozno uvést vétsinu postupt
uvadénych v teoretické fyzice, napt. feseni soustavy Maxwellovych rovnic v
teorii elektromagnetického pole.

Jeden z problémi, ktery byva resen technikou spojitého modelo-
véni, je studium chemické kinetiky. V plazmochemii dochazi k tomu,
dujicim Tetézu reakci vytvareji slouceniny nové. Piikladem takovych
procest muze byt vytvareni diamantovych vrstev vybojem v uhlovodi-
cich nebo vznik a zanik ozénu v kyslikovém vyboji pod vlivem dalsich
primési jako je metan nebo freony.
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Oznacme symboly n; koncentrace jednotlivych slozek ve vyboji.
Soustavu rovnic, jejich feSenim dostaneme popis chemické kinetiky;,
vytvofime na zékladé rovnic kontinuity. Rovnice kontinuity pro jed-
notlivé slozky plazmatu predstavuji zakony zachovani poctu prislus-
nych typt castic. Tyto rovnice maji pro ¢-tou slozku obecny tvar

oni _

pr A; + Bi + difuze + drift.

Zde vyrazy A; a B; predstavuji zménu piislusné slozky plazmatu n;
zpuisobenou chemickymi reakcemi v jednotkovém objemu plazmatu a
symbolické ¢leny difuze a drift predstavuji zménu této slozky vlivem
uvedenych prostorovych procest. Koncentrace n; se budou obecné mé-
nit jako funkce Casu i prostorovych souradnic, proto bude model vy-
jadien v parcialnich diferencialnich rovnicich.

Budeme-li feSit stacionarni pripad, pfi kterém drift a difuze nebu-
dou pritomny, resp. tyto procesy budou vyvazeny takze je v modelu
nemusime uvazovat, dostaneme soustavu m obycejnych diferencialnich
rovnic (m je celkovy pocet slozek ve vyboji)

dn;
dtZ:Ai—l-BZ‘, 1=1,...,m,
kde ¢len A;(ni,...,nm,Te,Ty) popisuje rychlost vzniku c¢astic i-tého

typu a B;(ny,...,nm, Te,T,) rychlost jejich zaniku. Tyto veliCiny za-
viseji na koncentraci jednotlivych slozek ve formé vyrazi typu k1 - ni,
kg -m1-ng a ks - ny - no - ng, kde rychlostni koeficienty jednotlivych
reakci mohou byt funkcemi teploty elektroni 7, nebo teploty plynu,
resp. iontl, Tj.

Vybudujeme-li model chemické kinetiky na zakladé souboru
chemickych rovnic véetné pocatecnich hodnot jednotlivych slozek
plazmatu, dokdZeme sestavit soustavu obycCejnych diferencialnich rov-
nic typu dn;/dt = - - -. Tyto rovnice jsou nelinearni, nebot obsahuji na
pravé strané ¢leny typu kg nq ne, atd. Typicky pocet rovnic v takovém
souboru byva nékolik desitek, znamé vsak jsou i extrémni piipady s
vice nez 1600 rovnicemi.

Pokud budeme chtit takové soustavy rovnic feSit, nestaci k
tomu obvyklé znalosti z numerické matematiky, nebot metody typu
Rungeho-Kutty nebo prediktor-korektor jsou pouzitelné maximalné
do 10-20 rovnic. Z matematického hlediska spociva problém v tom, ze
vytvofend soustava rovnic mé velkou tuhost (jedna se o tzv. ,stiff
soustavu). Proto je nutné pouzit specializovany software [20].
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6.2 Hybridni modelovani

Zakladni myslenkou hybridniho modelovani je vyuzit pro feSeni problému
kombinaci nékolika principt s cilem potlacit nevyhody obou dil¢ich technik
a vyuzit jejich prednosti. V rdmci doposud probiranych metod pocitacového
modelovani ve fyzice muzeme mluvit o dvou tirovnich hybridniho modelovani:

e Casticova tiroven hybridniho modelovani
Pti tomto postupu kombinujeme pouze dva pristupy ¢asticového mode-
lovéani, tj. modelovani deterministické (metodu molekularni dynamiky)
a modelovani stochastické (metodu Monte Carlo).

e Uplné hybridni modelovéani
Pfi ném kombinujeme modelovani spojité s modelovanim ¢asticovym.
7 modelovani spojitého se snazime prevzit rychlost vypoctu a z mode-
lovani c¢asticového presnost.

Vysledkem kombinovani dvou a vice technik byva kompromis — vysledek ob-
vykle nedosahuje $pickovych parametri (v rychlosti, v pfesnosti) zddného
z obou puvodnich postupil, nema vsSak ani jejich vyrazné slabiny. Za toto
zlepseni modelovani vSak ale obvykle platime slozitosti pripravy modelu a
vysledného programu, kterd byva nejméné stejna jako soucet obou technik,
casto vsak jej vyrazné prekracuje. Proto téz hybridni modelovani jako nejslo-
pro uplné hybridni modelovani.

Zéavérem si uvedme priklad hybridniho modelovani na ¢asticové trovni.
Jiz jsme si fekli, Ze urcita ¢ast problémt deterministického modelovani se fesi
na skute¢né trovni mikrosvéta, kdy studovanymi ¢asticemi (,,molekulami“)
jsou atomy, elektrony a ionty. V tomto pfipadé neméme zadnou moznost
ziskat poc¢atecni podminky (soufadnice a rychlosti) pfimym pozorovanim a
je nutno je rozehrat stochasticky na zakladé znamych rozdélovacich funkci,
ziskanych bud z teoretickych tivah nebo i z méfeni. Jiz toto ve skutecnosti
predstavuje hybridni pristup modelovani, i kdyz to autori casto neberou v
uvahu.

Skutec¢né ¢asticové hybridni modelovani je zakladni technikou modelovani
v nizkoteplotnim plazmatu. V grafické formé je tato technika znazornéna na
obr. 6.1.

Nizkoteplotni plazma predstavuje smés neutralnich a nabitych ¢astic, pri-
c¢emz celkovy pocet nabitych ¢astic ve smési predstavuje jen velmi malou ¢ast
— typicky 107* = 1076 (tzv. stupen ionizace plazmatu). O chovani plazmatu
rozhoduje jeho nabita slozka a proto praveé tu musime modelovat. Zcela realis-
ticky casticovy model plazmatu miizeme vybudovat jen pomoci aparatu me-
tody molekularni dynamiky (az na vyse zminéné nastaveni poc¢ate¢nich poloh
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Obréazek 6.1: Casticovy model plazmatu - technika molekuldrni dynamiky
(vlevo) a technika hybridni (vpravo).

a rychlosti ¢astic), tento vypocet bude ale extrémné pomaly, resp. nebude pii
pouziti soucasné vypocetni techniky viibec mozny. I kdybychom se spokojili
jen s velmi omezenou piesnosti, musime pracovat nejméné s N; = 1103 na-
bitymi ¢asticemi, a pro stupei ionizace rovny 1- 107> budeme v modelu mit
nejméné N = 1-10® ¢4stic. Symbolicky je tento piipad zndzornén v levé ¢asti
obr. 6.1. Cisté molekularné-dynamicky model plazmatu pfedstavuje tlohu s
N casticemi, které se pohybuji ve vakuu pod vlivem vnéjsich poli a vzajemné
interakce.

Tento pristup je mimoradné pracny a pritom zavedeni neutralnich c¢astic
do modelu je téméi zbytecné. Jejich jedinou tlohou je interagovat s nabi-
tymi casticemi a ménit jejich trajektorie, pfipadné i energie. Hybridni pii-
stup proto pracuje pouze s nabitymi casticemi a neutralni castice presune
do vlastnosti ,,prostfedi“. Pohyb nabitych ¢astic budeme studovat misto ve
vakuu v latkovém prostiedi, jehoz vlastnosti budou odpovidat interakcim s
neutralnimi ¢asticemi. Toto je typicka technika transportniho problému me-
tody Monte Carlo. Interakce nabitych c¢astic s neutralnimi popiseme pomoci
stfednich volnych drah pro tyto interakce. Model pak bude tvofen dvéma
Castmi:

— Molekularné-dynamicka ¢ast:

Bude se jednat o ridici program, v kterém budeme Tesit pohybové rovnice

typu (5.2), (5.3) nebo (5.1). Ve ¢lenu silového ptisobeni budeme pouze

uvazovat interakci s vnéjsimi poli a vzajemné interakce nabitych castic.
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— Monte Carlo ¢ast:

Pro kazdou nabitou ¢astici rozehrajeme ndhodnou volnou drahu s cha-
rakteristikami danymi interakci s neutralnimi ¢asticemi. Pak bude probi-
hat vypocet v ramci hlavniho programu, tj. budeme pocitat trajektorie
¢astic na zakladé pohybovych rovnic. Soucasné vsak budeme testovat,
zda jiz délka trajektorie od posledni interakce neni rovna rozehrané na-
hodné volné draze. Pokud tento ptipad nastane, pfejdeme do podprogramu
Monte Carlo, rozhodneme o typu interakce mezi nabitou a neutralni ¢as-
tici, odpovidajicim zptisobem oSetfime energii a smér pohybu ¢astice, ro-
zehrajeme novou ndhodnou volnou drahu a vratime se zpét do hlavniho
molekularné-dynamického programu.

Tento pristup znamena velmi znacné urychleni vypoctu. Celkovy pocet
¢astic v modelu klesne, nebot bude obsahovat pouze nabité ¢astice (tj. Ny).
Vypocet se sice ponékud zpomali zavedenim Monte Carlo slozky do modelu,
zefektivnéni vypoctu poklesem poctu c¢astic vsak bude velmi vyrazné preva-
zovat. Toto je symbolicky znazornéno v pravé casti obr. 6.1.

6.3 Shrnuti

Tato kapitola mé pouze prehledovy charakter, proto za podstatné lze pova-
zovat pouze:

e Zakladni myslenky spojitého modelovani

e Zakladni myslenky hybridniho modelovani.
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ZAVER

Tato prvni ¢ast studijniho textu byla vénovana dvéma zakladnim okruhtim
otazek:

Pocitacova fyzika:

V této prvnim okruhu tvofeném kapitolami 1 a 2 byl zaveden pojem po-
¢itacova fyzika a byly stru¢né uvedeny hardwarové a softwarové zaklady
této védni discipliny.

Pocitacové modelovani:

pocitacové fyziky — pocitacovému modelovani. Relativné podrobné jsou
probrany oblasti ¢asticového modelovani, metoda Monte Carlo a metoda
molekularni dynamiky. Tyto znalosti by mély byt postacujici k tomu, aby
byl ¢tenafr schopen prakticky fesit fyzikalni problémy témito technikami.
V posledni Sesté kapitole jsou pouze pro informaci uvedeny dalsi postupy
pocitacového modelovani, modelovani spojité a hybridni.

V druhé c¢asti studijniho textu budou relativné podrobné popsany dalsi

dilezité partie pocitacové fyziky — pocitacova grafika véetné vizualizace,
zpracovani obrazu a integralni transformace. V zavéru tohoto dilu budou
opét na informativni Grovni popsany partie pocitacové fyziky bud méné du-
lezité a nebo se teprve rozvijejici.
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