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Uvob

Studijni opora je urcena studentim ucitelstvi fyziky v kombinované a distancni
formé studia. Vychazi z materiali neziStn€ poskytnutych mym kolegou Dr. René
Kalusem, ktery v nich zrocil dlouholeté zkuSenosti z vyuky predmétu ,,Kvantova
fyzika“ na katedfe fyziky Ostravské univerzity. Tyto materidly jsem upravil do
formy vhodné pro kombinované a distan¢ni studium. Veskeré chyby a nedostatky,
které zjistite v tomto ucebnim textu, padaji vyhradné na mne.

Autor

Po absolvovani kurzu budete znat:
* vSechny diilezité pojmy z oblasti kvantové fyziky;

* metody feSeni zékladnich problému z oblasti kvantové fyziky.

Budete schopni:
* definovat zékladni pojmy z oblasti kvantové fyziky;
* popsat struéné historii kvantové fyziky a uvést st€Zejni momenty jejiho
vyvoje;
e vysvétlit, na jakych pfedstavach a principech stoji moderni kvantova
teorie;

* matematicky analyzovat vybrané kvantové-mechanické problémy.

Cas potiebny k absolvovani piedmétu:
40 hodin
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1. EXPERIMENTALNi VYCHODISKA KVANTOVE
TEORIE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

vvvvvv

* vyjmenovat nejdulezitéjsi experimentalni vysledky, se kterymi si klasicka
fyzika na pocatku dvacatého stoleti nevédéla rady;

* strucné popsat historické milniky vzniku kvantové fyziky;

* objasnit neuspokojivou situaci v oblasti vyzkumu zareni absolutn¢ ¢erného
zatice na pocatku dvacatého stoleti;

e definovat vnéjsi fotoelektricky jev a objasnit, v em klasickd fyzika
selhala pfi snaze o jeho vysvétleni.
Pojmy k zapamatovani:

zareni dokonale Cerného télesa (idedlniho zaiice), vnéjsi a vnitini fotoelektricky
jev, mérné teplo, absorpcni a emisni spektrum, radioaktivita, zakon Rayleighity
— Jeansuv, zakon Wieniv, zdkon Planckiiv, fotonovd hypotéza.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

1.1. HISTORICKY EXKURZ

Kvantova teorie se zrodila na pocatku 20. stoleti z pokusi feSit rozpory mezi
vysledky nékterych experimentti na jedné stran¢ a jejich klasickym popisem na
strané druhé. Podobné jako u ostatnich fyzikalnich teorii staly i u zrodu nové
vznikajici kvantové teorie experimenty. Hovofime proto o experimentalnich
vychodiscich kvantové teorie. Jeji zéklady byly polozeny v prvnich dvou
desetiletich 20. stoleti v teoretickych pracich, které krok za krokem odstranovaly
vySe zminéné rozpory a paradoxy. Vudci ideou této prvni faze rozvoje kvantové
teorie, ktera se obvykle nazyva stard kvantova teorie, bylo kvantovani fyzikalnich
veli¢in, zejména energie, ad hoc vélenéné do jinak bezezbytku klasického popisu
svéta.

Mocnym impulzem pro dalsi rozvoj kvantové teorie byla de Broglieho hypotéza o
dualit¢ casticovych a vlnovych vlastnosti klasickych ¢astic. Z podlozi této
hypotézy totiz ve druhé polovin€é dvacatych let 20. stoleti vyrostla moderni
kvantova fyzika soustav s koneéné¢ mnoha stupni volnosti (soustavy hmotnych
bodil), kvantovd mechanika. Jeji zobecnéni na soustavy s nekonecné mnoha stupni
volnosti (fyzikalni pole), kvantova teorie pole, nasledovalo v pribéhu let tficatych
a Ctyficatych.

Jak kvantova mechanika, tak i kvantova teorie pole jsou dodnes aktivné rozvijeny
pfednimi pracoviSti na celém svété. Jsou totiz mimotaddné UspéSné pii popisu
Siroké Skaly jevl, zejména téch, které probihaji v mikrosvété. Jsou proto
zékladnim teoretickym nastrojem atomové a jaderné fyziky i fyziky elementarnich
castic.

Stara kvantova
teorie

de Broglieho
hypotéza



Fyzikaini jevy
nevysvétlitelné
klasickou

Fusizilran

Spektralni
hustota energie
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Chronologicky stoji na samotném pocatku rozvoje kvantové teorie nékolik
pivodné experimentalné zkoumanych jevi, které byly v zjevném rozporu s teorii
klasickou. Mezi nejvyznamnéjsi patii predevsim

zareni dokonale cerného télesa,

fotoelektricky jev,

* chovani mérnych tepel pevnych latek pti nizkych teplotach,

» struktura emisnich a absorpcnich spekter atomi a molekul,

* pfirozena radioaktivita.

Nékteré z téchto rozporl a paradoxt se podafilo odstranit jiz v pocatecnich fazich
rozvoje kvantové teorie, které obvykle oznacujeme jako starou kvantovou teorii.

Jiné si musely na objasnéni pockat déle - az do doby, kdy byla zformulovana
moderni kvantova mechanika a kvantova teorie pole.

1.2. ZARENi DOKONALE CERNEHO TELESA

Zai‘eni dokonale cerného télesa

Dokonale cerné téleso (absolutné cerné téleso, idealni zafic) je tepelny zafic
dokonale absorbujici veskeré elektromagnetické zareni, které dopadne na jeho
povrch.

Ve skute¢nosti se jednd o idealizovany model, v ptirod¢ se dokonale Cerna télesa
nevyskytuji. Mnohé tepelné zafice se vSak svymi vlastnostmi tomuto modelu
velmi blizi (napf. Slunce a ostatni hvézdy, nebo i vlakno zarovky). V pozemskych
podminkach byva dokonale ¢erné téleso reprezentovano dutinovym zati¢em.

Tepelné zateni v duting, které je v termodynamické rovnovaze s jejimi sténami o
teplot¢ 7, je obvykle popisovdno tzv. spektrdlni hustotou energie &@T).
Teoreticka formulace zavislosti spektralni hustoty energie na frekvenci (vlnové
délce) byla velkou vyzvou pro fyziky konce 19. stoleti. Popisuje ji nékolik
empirickych zakont.

Prvnim z nich je Rayleightiv-Jeansuv zékon. Lze jej odvodit v ramci klasické
teorie.

Elektromagnetické pole (zareni) uzaviené v dutiné kone¢ného objemu V je mozno chapat jako
soustavu nezavislych linearnich harmonickych oscilatorti. Naptiklad pro dutinu ve tvaru kvadru
1ze Maxwellovy rovnice pievést pomoci Fourierovych fad na nekonecnou soustavu nezavislych
obycejnych diferencidlnich rovnic, které svym tvarem odpovidaji pohybovym rovnicim pro
netlumené linedrni harmonické oscilatory. Tyto oscilatory maji obecné rtizné charakteristické
uhlové frekvence (zareni dokonale cerného télesa neni monochromatické) a jednoduchym
vypoctem je mozno urcit, kolika z nich prislusi uhlové frekvence ze zadaného intervalu (w wAw):

WV
AN(w,Aw) = —— Aw.
e
Z klasické statistické fyziky je zndmo, ze stfedni energie e(7) linearniho harmonického oscilatoru,
ktery je v kontaktu s termostatem o teploté 7, je dana vztahem (viz té€Z ekviparti¢ni teorém)




1. Experimentalni vychodiska kvantové teorie 9

J‘Eexp(— E jdE
- kyT —
e(T) - +00 _kBTa
J.exp(— E ]dE

kT

0

kde kp je Boltzmannova konstanta. Pro energii oscilatori reprezentujicich elektromagnetické pole
v duting, jejichz frekvence jsou z intervalu (@ wAw), miizeme tedy psat

WV
Tk, TAw

As(w,Aw,T) = AN(w,Aw)e(T) = peo
C

a pro spektralni hustotu energie

1 .. As(wbAwT)
EwT)=—1 =
(@7) V a0 Aw e

kT

Posledni uvedeny vztah nese na pamét anglickych fyzikt, kteti jej odvodili, nazev Rayleighiiv-
Jeansiiv zdakon.

Rayleightiv-Jeanstiv zdkon plati vSak pouze v oblasti nizkych frekvenci a osudové
selhava pro frekvence vysoké.

Dalsi empiricky zékon, Wieniiv, popisuje vyzafovani dokonale cerného télesa
v oblasti vysokych frekvenci, selhavé ale naopak pro frekvence nizké.

Teprve zdkon Planckiiv ptinesl Uplny popis zafeni dokonale cerného télesa.
V ramci klasické fyziky jej vSak neni mozno odvodit. Pro jeho teoretické
zdivodnéni musel Max Planck postulovat svou proslulou kvantovou hypotézu.
Problém zateni dokonale cerného télesa tak stadl u samotného zrodu kvantové
fyziky.

1.3. FOTOELEKTRICKY JEV

Emise elektront z latky, na kterou dopada elektromagnetické zareni, se nazyva
fotoelektrickym jevem.

Pti vnéjsim fotoelektrickém jevu jsou elektrony uvoliiovany z vodivostniho pasu
kovll a samotny krystal kovu opousteji. V polovodi¢ich pak mize dochazet pod
vlivem elektromagnetického zatreni k uvoliovani elektronii z elektronovych obalt
atoml. Tyto elektrony zpravidla samotny polovodi¢ neopoustéji, pouze zvySuji
jeho vodivost. Pak hovotime o tzv. vnitinim fotoelektrickém jevu. Fotoelektricky
jev sehral fundamentalni roli pii formulovani zaklada kvantové teorie svétla.

Vnéjsi fotoelektricky jev byl objeven v posledni ¢tvrting 19. stoleti nezavisle na
sobé vicero fyziky (Hertz 1887, Stoletov 1888) a nasledné velmi podrobné
experimentalné prostudovan Lenardem. Samotny fakt fotoemise elektront z kovu
nebyl pro klasickou fyziku ptekvapujici, nebot’ jiz od dob Maxwellovych bylo
znamo, ze elektromagnetické zafeni nese energii. V mezich klasické fyziky byly
vSak nepochopitelné nékteré experimentalni zaveéry:

K fotoemisi elektroni dochazi bezprostfedné po dopadu elektromagnetického
zafeni, a to bez ohledu na jeho intenzitu. Dokonce i pro velmi slabé intenzity
dopadajiciho zareni, kdy klasicka teorie predpovida prodlevu nékolika mésici, je
zpozdéni krat$i nez 10°-107 s.

Zakony popisujici
zareni absolutné
c¢erného télesa.

Vnéjsi a vnitini
fotoelektricky jev.
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Pro kazdy kov existuje maximalni vinova délka dopadajiciho zafeni, Amﬁ*, pro
kterou jest¢ muze dojit k fotoemisi. Pro vétsi vinové délky k emisi elektronti
nedochdazi ani pfi velmi vysokych hodnotach intenzity dopadajiciho zareni.

Maximalni hodnota kinetické energie E"™ elektrond vylétavajicich z krystalu
kovu ozatfovaného elektromagnetickym zafenim nezavisi na jeho intenzité, ale
pouze na jeho vlnové délce A<A_ . Experimentdln¢ byl zjistén vztah

EM =C(1/A-1/A,,.), kde C je konstanta nezavisla na pouzitém kovu.

Klasicka teorie predpovida ale zavéry zcela odlisné. Napi. ¢asova prodleva mezi
pocatkem ozafovani povrchu kovu svétlem a emisi elektroni z n¢j mize byt podle
klasické fyziky velmi dlouhd - hodiny, dny, tydny ¢i dokonce i mésice, je-li
dopadajici svétlo slabé. To, zda k fotoemisi dojde, zalezi podle klasickych
predstav pouze na intenzité dopadajiciho zéfeni, nikoliv na jeho vlnové délce. A
konec¢né i kinetickd energie emitovanych elektronti by méla byt ovlivnéna pouze
mnozstvim elektromagnetické energie absorbované v krystalu kovu. O jeji
zavislosti na vlnové délce dopadajiciho zafeni nemiize byt v rdmci klasickych
predstav vibec fe¢. Jednoduché vysvétleni fotoelektrického jevu podal v roce
1905 na zéklad¢ své fotonové hypotézy A. Einstein.

Shrnuti kapitoly

Kvantové teorie vznikala postupné pocatkem dvacatého stoleti jako reakce na
nekolik malo experimentalnich vysledki, které tvrdoSijné vzdorovaly vSem
pokusim o vysvétleni v ramci klasické fyziky. Podrobnéji jsou popsany dva
z téchto experimentil: zaieni absolutné cerného zatice a vnéjsi fotoelektricky jev.

Pro zareni Cerného télesa lze v ramci klasické fyziky odvodit formuli zvanou
Rayleightiv-Jeanstuv zakon, ktera vSak totalné selhava v oblasti kratkych vinovych
délek.

U wvné&jsiho fotoelektrického jevu byla neteSitelnou zahadou rychld odezva i pii
malych intenzitdch zafeni a existence prahové frekvence, pod kterou k tomuto
jevu viibec nedochazi.

Otazky k procviceni a opakovani
1) Vyjmenujte zékladni experimentalni vychodiska kvantové teorie.

2) Popiste podrobné problémy, které méla klasicka fyzika s objasnénim zaieni
absolutné Cerného télesa (zafiCe). Jaké empirické zakony v této oblasti byly
znamy?

3) Definujte vn&jsi fotoelektricky jev. Cim se lisi od vnitiniho fotoelektrického
jevu?

4) Co konkrétné se u vnéjsiho fotoelektrického jevu nedatilo vysvétlit klasicky?

Korespondencni ukol €. 1

Odpovézte pisemné a pokud moZno vlastnimi slovy na otdzku ¢. 2 nebo ¢. 4
kapitoly 1.
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2. STARA KVANTOVA TEORIE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
* objasnit pojem stard kvantova teorie;

* formulovat Planckovu kvantovou hypotézu a popsat okolnosti jejiho
vzniku;

e formulovat Einsteinovu fotonovou hypotézu a vysvétlit pomoci ni
empirické poznatky o vnéjS$im fotoelektrickém jevu.
Pojmy k zapamatovani:

Planckova kvantovda hypotéza, zdieni absolutné cerného télesa, Einsteinova
fotonova hypotéza, fotoelektricky jev, Bohritv model atomu, De Brogliho vinova
hypotéza.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

Prvni prace vénované rozporim mezi vysledky nékterych experimentd a
klasickou teorii (viz Experimentalni vychodiska kvantové teorie) byly zaloZzeny na
podivuhodné symbioze klasického obrazu svéta a kvantovani vybranych
fyzikalnich veli¢in - zpravidla energie, ale také momentu hybnosti a dalSich. Mezi
nejvyznamngéjsi vysledky téchto praci zde zatazujeme

e Planckovu kvantovou hypotézu a teorii zareni dokonale cerného télesa,

e FEinsteinovu fotonovou hypoteézu,

e FEinsteinovu teorii fotoelektrického jevu.

Dale zde patii napt. Bohriiv model atomu a Sommerfeldiv model atomu.
Souhrnné oznacujeme tuto epochu rozvoje kvantové teorie, ktera trvala prakticky
az do konce dvacatych let 20. stoleti a n¢jakou dobu dokonce koexistovala
s moderni kvantovou mechanikou, jako starou kvantovou teorii. Ptes ziejmé
nedostatky a mnohd omezeni byly vySe uvedené teorie a hypotézy schopny
kvalitativné 1 kvantitativné velmi uspokojivé vysvétlit Sirokou skalu jevh
mikrosvéta, které se ramci klasické fyziky zcela vymykaly. Einsteinova fotonovd
hypotéza byla navic bezprostfedni inspiraci pro francouzského fyzika L. de
Broglieho pti formulaci jeho hypotézy o_vinovych viastnostech castic. Ta pak
prostiednictvim praci E. Schrodingera nalezla svého naplnéni v moderni kvantové
mechanice.

2.1. PLANCKOVA KVANTOVA HYPOTEZA

Podle Maxe Plancka nemiize linearni harmonicky oscilator kmitajici s frekvenci v
(resp. uhlovou frekvenci w = 2T1V) nabyvat vSech klasicky pfipustnych, tj.
nezapornych energii, ale pouze téch, které spliuji tzv. Planckovu kvantovou
podminku

E =nhv =nhw,

Planckova
kvantova
podminka.
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kde 4 je univerzalni fyzikalni konstanta, kterd dnes nese Planckovo jméno,
Planckova konstanta, h=h/2TN je tzv. , Skrtnuta“ Planckova konstanta a n
nezaporné celé Cislo. Ve skutecnosti je vSak mnozina pfipustnych energii
(energetické spektrum) linearniho harmonického oscilatoru pon¢kud odlisna od té,
ktera vyplyvé z Planckovy kvantové podminky. Piesny tvar kvantovaci podminky
pro linearni harmonicky oscilator, E =(n+1/2)hw, poskytuje az feSeni

stacionarni Schrodingerovy rovnice.

Planckove konstanté byla jako jedné z fundamentalnich fyzikalnich konstant
vénovana experimentatory velmi velka pozornost. Jeji v soucasnosti uvadéna
hodnota ¢ini

h=6,62606876.10" J.s,
h=1,054571596.10" J.s.

Kvantové hypotézy formulované pro linearni harmonicky oscilator vyuzil Planck
k vytvoteni kvantoveé teorie zareni dokonale cerného télesa.

Planckova teorie zatreni dokonale Cerného télesa (idealniho zafi¢e) vychazi z teorie klasické,
v jejimz ramci je aplikovana kvantova hypotéza pro linearni harmonicky oscilator.

Podle této hypotézy (a statistické mechaniky) je nutno stfedni energii linedrniho harmonického
oscilatoru o charakteristické thlové frekvenci wpocitat podle vztahu

ZE exp( ETJ
2ol

kde k, je Boltzmannova_konstanta a E, =nhw. Dosazenim za E, se jmenovatel uvedené

e(T) ==

formule zméni na prostou geometrickou fadu Z,,=oq , kde

= exp| - 1%
a=exp| ~ )

Jeji soucet nalezneme snadno pomoci znamého vzorce

+00

Obdobné¢ ziskame pro Citatele vyse uvedené formule pro e(7) po dosazeni za E, a po Upravach
] ha)z nq" z

ZE exp{ 2, (1_ R

A nakonec kombinaci vyrazii pro jmenovatele a Citatele, do nichz dosadime zpét za pomocnou

proménnou ¢ = exp(—hw/ k,T ), ziskame koneény vzorec pro stfedni tepelnou energii linearniho
harmonického oscilatoru

hw

hw) |
exp| —— |—1

k,T

Ten pak uZijeme postupem stejnym jako v piipadé klasické teorie k nalezeni formule udavajici
zavislost spektralni hustoty energie dutinového zareni na zadané teploté a thlové frekvenci.

e(T) =
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Tato formule tentokrat nabyva tvaru

ha' hw
&wT)= Py o)
exp[ ] 1

kT

coz je prosluly Planckiv zdakon.

Tento zédkon dokonale souhlasi s empirickym Planckovym zdkonem, a tudiz velmi
piesné vystihuje dostupna experimentalni data.

V limité nizkych frekvenci, Aw << k,T , je mozno uzit ptiblizného vyrazu

hw hw
exp =1+ ,
k,T k,T
ktery po dosazeni ptevede Planckliv zdkon na klasicky zdkon Rayleighiiv-Jeansiiv.
Miizeme tedy formulovat nasledujici zavér:

Klasicky popis zateni dokonale ¢erného télesa je vhodny, pokud stfedni tepelna
energie linedrnich harmonickych oscildtord, jejichz pomoci elektromagnetické
pole popisujeme, je mnohem vétsi nez odpovidajici Planckovo kvantum energie.

2.2. EINSTEINOVA FOTONOVA HYPOTEZA

Chéapeme-li elektromagnetické pole jako soustavu nezavislych linearnich
harmonickych oscilatord, mtzeme podle Planckovy kvantové hypotézy
predpokladat, ze se jeho celkova energie bude ménit skokem - pro danou vlnovou
délku A (resp. frekvenci v) o kvantum AV, kde 4 je (neskrtnuta) Planckova
konstanta.

Zatimco Planck pohlizel na elektromagnetické pole jako na zvlastni typ kontinua,
jehoz energie se méni skokem, némecky fyzik A. Einstein Sel v této predstavé
jesté dale. Predpokladal, ze toto kontinuum je ve skutecnosti samo tvofeno kvanty
elektromagnetické energie, ¢asticemi pohybujicimi se rychlosti svétla. Ty byly
pozd¢ji nazvany fotony. Celkova energie kazdé z téchto Castic je podle Einsteina
dana vztahem

E=hv.

Fotony.

Jiz diive vSak bylo znamo, ze elektromagnetické zafeni nese nenulovou hybnost,
kterd souvisi s jeho energii prostfednictvim jednoduchého vztahu E = pec.

Sloucenim této rovnice a Einsteinova vztahu pro energii fotonu ziskdme proto pro
jeho hybnost

_&
P

Skokova zména celkové energie elektromagnetického pole je pak ovSem
podminéna procesem vzniku (vyzarenim) ¢i zaniku (absorpci) jednoho fotonu.

Césticové predstavy o elektromagnetickém zafeni byly s velkym tspéchem
vyuzity samotnym FEinsteinem pii1 vysvétleni v radmci klasické fyziky
nepochopitelného chovani elektronti v tzv. fotoelektrickém jevu (Einsteinova




Comptonuv jev.

Vystupni prace.
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teorie fotoelektrického jevu) a experimentalné prokazany A. H. Comptonem pii
rozptylu paprskit X na volnych elektronech (Comptoniiv jev).

Zatimco fyzika 19. stoleti nahlizela na svétlo jako na vInéni, Einstein se svou
fotonovou hypotézou castecné navraci k casticovym piedstavam Newtonovym.
Ve skute¢nosti vSak elektromagnetické zafeni (a tedy i svétlo) neni pouze
vinénim, ani pouze proudem c¢astic: je soucasné obojim. VSe totiz zavisi na
experimentalnich podminkach, v nichz se nachazi. Elektromagnetické pole je
fyzikalni objekt, u né&jz za jistych okolnosti pfevazuji vlnové vlastnosti a jindy
zase vlastnosti Casticové. Hovofime proto o vinové-korpuskularnim dualismu
svétla. Konzistentni interpretaci Einsteinovy fotonové hypotézy poskytla az
kvantova elektrodynamika.

2.3. EINSTEINOVA TEORIE FOTOELEKTRICKEHO JEVU

Pii teoretickém zdivodnéni nékterych klasicky nepochopitelnych zavért, které
byly ucinény na zadklad¢ experimentilniho studia fotoemise elektronti z kovu
(vnejsi fotoelektricky jev), vychézel A. Einstein ze své fotonové hypotézy.

Podle Einsteina je fotoemise kazdého elektronu diisledkem pohlceni (absorpce)
jednoho kvanta elektromagnetického zafeni, fotonu. B€hem tohoto procesu foton
zanikd a pfedava svou energii elektronu. Ta je pak castecné vyuzita k Uiniku
elektronu z kovu a zbytek pfeménén na jeho kinetickou energii.

Einstein pracoval svelmi jednoduchym modelem krystalu kovu, ktery si
pfedstavoval jako krabici, v nizZ je elektron vazén konstantni vazebnou energii.
K opusténi krystalu musime proto elektronu dodat energii, ktera je alesponn rovna
této energii vazebné. Ta se obvykle nazyva vystupni prace a je pro dany kov
charakteristickou konstantou.

Ze zakona zachovani energie vyplyva

hW=A+ANE+FE

kin >

kde hv je energie dopadajiciho fotonu, 4 vystupni prace, E,, kinetickd energie
emitovan¢ho elektronu a AFE reprezentuje energetické ztraty elektronu
doprovazejici jeho emisi z krystalu kovu (napt. v disledku nepruznych srazek
s krystalickou mfizkou). Maximalni kinetické energie dosdhne elektron, pokud
jsou ztraty AE nulové. Pak mizeme psat

h=A4+EM™

a po prechodu k vinovym délkam

E[gzax) — hc[% _%] ,

kde 4 je Planckova konstanta, c rychlost svétla ve vakuu a kde jsme zavedli

4=t
p

max
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Vyraz ziskany Einsteinem pro maximalni kinetickou energii elektront
vylétavajicich zkovu po ozafeni elektromagnetickym zéafenim je v dokonalé
shodé, na rozdil od zavért klasickych, s experimentalnim zdkonem. Také dalsi
experimentalni fakta jsou v rdmci Einsteinovy teorie vysvétlena zcela pfirozené:

+ Casova prodleva mezi dopadem zafeni na krystal kovu a fotoemisi elektront
je déna typickym cCasem absorpce fotonu elektronem. Ten je, jak bylo
experimentalné zjisténo, fddové roven 10~ s.

* Existence maximalni vinové délky zafeni, pro kterou jest¢ miize dojit
k fotoemisi elektronu, vyplyva z nezdpornosti kinetické energie. Musi totiz

platit
0<EM™ =he L ,
A A

atedyi

A<A

max *

Velky vyznam fotoelektrického jevu pro dalsi rozvoj fyziky na pfelomu 19. a 20.
stoleti spocival predevSim vtom, ze byl prvnim pozorovanym dokladem
casticového chovani elektromagnetického zéteni.

Shrnuti kapitoly

Starou kvantovou teorii rozumime pon¢kud nesourody soubor nékolika hypotéz o
kvantovani vybranych fyzikalnich veli€in, jejichZz zavedeni bylo vedeno snahou
vysvétlit experimentalni vysledky, se kterymi si jinak velmi uspésna klasicka
fyzika nevédéla rady.

Mezi uvedené hypotézy patii napt. Planckova hypotéza o kvantovani energie
elektromagnetického pole, Einteinova fotonova hypotéza, Bohrliv model atomu
(kvantovani momentu hybnosti atomu) a v neposledni fadé¢ také De Brogliho
vlnova hypotéza.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Vysvétlete pojem stard kvantova teorie. Kdy vznikla a s jakymi pfevratnymi
ideami je spojena?

2) Formulujte presné¢ Planckovu hypotézu o kvantovani elektromagnetické
energie.

3) Formulujte pfesné Einsteinovu fotonovou hypotézu a vysvétlete rozdil mezi
touto hypotézou a Planckovou kvantovou hypotézou.

4) Jak Einstein pomoci své fotonové hypotézy vysvétlil podivné vysledky
vyzkumu vnéjsiho fotoelektrického jevu?

Korespondencni ukol €. 2

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly 2.
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3. VLNOVE VLASTNOSTI CASTIC

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
* formulovat de Broglieho vinovou hypotézu;
* vypocitat vinovou délku a frekvenci de Broglieho viny;
» formulovat disperzni relaci pro de Broglieho vinu;
* urcit fazovou a grupovou rychlost de Broglieho viny;

* popsat Davissonliv — Germertiv pokus a objasnit jeho vyznam.

Pojmy k zapamatovani:

De Broglieho vinova hypotéza, vinové — Casticovy dualismus, de Broglieho
vztah, disperzni relace, grupova rychlost, vinovy balik, Davissoniitv — Germerity
pokus, ohyb elektronii na krystalu.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

3.1. DE BROGLIEHO VLNOVA HYPOTEZA

Inspirovan Einsteinovou fotonovou hypotézou piedlozil francouzsky fyzik Louis
de Broglie v roce 1924 ve své disertaéni praci a navazujicich casopiseckych
¢lancich hypotézu o vlnovych vlastnostech €astic. Byl pfitom veden touhou po
symetrii svéta, v némz by podle né¢j mélo byt dovoleno klasické ¢astici chovat se
za jistych okolnosti jako vInéni, mé-li byt naopak podle Einsteina dovoleno svétlu
chovat se ¢asticove.

Vsem bodovym ¢asticim prifazujeme proto podle de Broglieho hypotézy specialni
typ vInéni, tzv. de Brogliecho vlny. Pro popis klasickych ¢astic pomoci de
Broglieho vin pak pouZzivame termin vlnova mechanika.

Protoze se castice n¢kdy chovaji, jako by byly vInénim, a jindy naopak vInéni
vykazuje ¢asticové vlastnosti, hovotime t€z o vinove-korpuskularnim (casticovem)
dualismu fyzikalniho popisu svéta.

Ackoliv se v ramci klasické fyziky jevi de Brogliecho hypotéza jako velmi
neobvykl4, ziskala si v nov€ vznikajici kvantové fyzice své nezastupitelné misto.
A to pfedevsim diky tomu, Ze byla nade v§i pochybnost potvrzena experimentalné
(viz Davissoniiv-Germertiv experiment).

=

Vinové-éasticovy
dualismus.



Disperzni relace
pro de Broglieho
vinu.

Fazova rychlost de
Broglieho viny.

Vinovy balik a
grupova rychlost
de Broglieho viny.
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De Broglieho vztahy

De Broglie postuloval, ze frekvence V a vinova délka A vln piifazenych bodové
Castici souvisi s jeji energii £ a hybnosti p prosttednictvim Einsteinovych vztahi
pro foton

<
Il
= |
N
I
N>

b

K nim pftipojil disperzni relaci uvadéjici do souvislosti vinovou délku a frekvenci
bodové castice. V pripadé volné cCastice zapsal de Broglie tuto dodatecnou
podminku ve tvaru Einsteinovy relativistické rovnice pro energii a hybnost

E=cy\p’ +m0202.

Fazova a grupova rychlost de Broglieho vin

Z disperzni relace a ze vztaht pro frekvenci a vlnovou délku de Broglieho vin
vyplyva pro fazovou rychlost de Broglieho viny piifazené volné ¢astici
2

=Av=—,
v

Uy

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu a v = p/m je rychlost Castice. Vidime tedy, Ze
fazova rychlost de Broglieho vin je vzdy vétsi nez rychlost svétla ve vakuu. To je
ale podle specialni teorie relativity, maji-li byt de Broglicho viny redlnymi
fyzikalnimi objekty, nemozné.

Ziskany vysledek je vSak ptekvapujici jen na prvni pohled. V ramci Bornovy
Statistické interpretace vinové funkce nejsou totiz stavy volné Castice s piesné
definovanou energii (a tedy ani s pfesn¢ definovanou frekvenci odpovidajici de
Broglieho vlny) pfipustné. Ukazuje se, Zze volnou castici musime v ramci de
Broglieho vlnové teorie reprezentovat tzv. vinovym balikem, jehoz rychlost

., , _dw dE
pohybu prostorem je dana tzv. grupovou rychlostiv, = pra =—=v,

dp

kde w=2mv je uhlova frekvence de Broglicho vin a k =277/ A velikost jejich
vlnového vektoru.

Grupova rychlost vlnového baliku tedy odpovida rychlosti studované Castice a
samotné vlnové baliky se proto pohybuji prostorem tak, jak bychom to od nich
jakozto vlinovych reprezentanti bodovych ¢astic ocekavali.

Animace ukazuje §ifeni vinového baliku. VIinovy balik se postupné rozplyva.
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3.2. DAVISSONUV - GERMERUV POKUS

Roku 1927 prokéazali Americané Davisson a Germer, a nezdvisle na nich i
Angli¢an G. P. Thomson spravnost de Broglieho vinové hypotézy prosttednictvim
experimentu, v némz pozorovali difrakci elektronii na krystalické miizce niklu.

Samotnd de Broglieho hypotéza piedpokladajici za jistych okolnosti vinové
chovani castic je v ramci klasické fyziky natolik neobvykla, Ze by byla bez
experimentalniho potvrzeni zajisté zavrzena. S trochou nadsdzky muzeme proto
fici, ze ji pevné misto v ramci moderni fyziky zajistila teprve Davissonova,
Germerova a Thomsonova méfenti.

Jak ovSem vinové chovani klasickych Céstic experimentalné prokéazat? Inspiraci
mohli zminéni experimentatofi hledat, a taky najit, v optice prvni poloviny 19.
stoleti. Tehdy se totiz podafilo nade v§i pochybnost prokézat vinové vlastnosti
svétla prostfednictvim jeho ohybu (difrakce) na malych aperturach (viz napf.
slavny experiment Younguv).

Podat experimentalni diikaz vlnovych vlastnosti klasickych ¢astic znamend proto
pozorovat jejich difrakci.

To ovSem mitiZze byt technicky velmi obtizné, protoze ohybové (difrakéni) jevy
pozorujeme v optice jen tehdy, je-li charakteristicky rozmér soustavy, na niz
difrakci hodlame pozorovat - napf. miizkova konstanta - srovnatelny s vinovou
délkou pouzitého zareni.

Predpokladame, Ze stejné omezeni ziistava v platnosti i pro viny de Broglicho.
Proto si nejdiive udélejme alespont namatkovou inventuru vinovych délek, které
muzeme podle de Broglicho hypotézy u n¢kterych téles ocekavat.

Objekt Rychlost Hmotnost De Broglieho
vinova délka
[m/s| [ke] ml
bezici Slovek 2 70 47,107
zrnko pisku 1 107 6,6.107"
molekula dusiku * 502 50.107 2,6.107"
proton " 4,3.10" 1,7.10% 9,0.107
elektron ° 1,8.10° 107%° 3,7.107

(a) Molekula dusiku pohybujici rychlosti odpovidajici stiedni kvadratické rychlosti molekul v
plynu pfi teplot¢ 300 K, (b) proton urychleny potencidlovym rozdilem 10 V, (c) elektron
urychleny potencialovym rozdilem 10 V.

Z uvedené tabulky, jakkoliv neuplné, je ziejmé, Zze de Brogliecho vinové délky
ptifazené makroskopickym objektim (A, B) jsou beznadéjné malé na to, abychom

De Broglieho
vinové délky pro

wnihvranA Ahialbog



Schéma
usporadani
Davissonova-

NAvrrnAvAviA

Smér difrakéniho
maxima
elektronového svazku
v Davissonové-
Germerové pokusu.
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A%

pro n¢ vibec néjakou difrakci mohli pozorovat. I pro tézs§i objekty mikrosvéta
(molekuly, atomy ¢i protony) jsou ziskané vlnové délky velmi malé. K
pozorovani difrakce bychom museli mit v ptipadé téchto objektii k dispozici ptilis
jemnou miizku.

Naopak pomérné ptizniva situace nastava pro lehké, nepfili§ urychlené elektrony.
Jejich vinové délky totiz odpovidaji zhruba vzdalenostem krystalickych rovin v
krystalech pevnych latek. Pfimo se proto nabizi moZznost pokusit se pozorovat
difrakci lehkych elektroni na krystalickych rovinach vhodné zvoleného
monokrystalu. Tato idea nebyla koneckoncii v roce 1927 nova. Jiz diive ji vyuzil
némecky fyzik Max von Laue k dikazu vlnového charakteru Rontgenovych
paprsku X.

N N

N\

Davisson a Germer pozorovali difrakci elektronii na krystalickych rovinach
monokrystalu niklu. Elektronovym délem Z ozatovali ve vysokoteplotni peci
vyzihany monokrystal niklu N a detektorem D méfili pocet odrazenych elektronti
v ruznych smérech. A ziskali velmi zajimavé vysledky: Kromé vyrazného a
v ramci Casticové interpretace dobie pochopitelného maxima poctu elektronti
odrazenych od povrchu krystalu ve sméru zpét k elektronovému délu pozorovali
navic 1 dal$i maximum. To souviselo s difrakénimi efekty.

Velmi zretelné bylo toto maximum pro elektrony urychlené potencialovym rozdilem 54 V, kdy se
elektrony odrazely, jak ukazuje pfipojeny obrazek, s pievahou do sméru svirajiciho s krystalovymi
rovinami monokrystalu niklu thel 6 = 65°.

%’ difrakéni maximum
= a4
()] L’
)
©=65°
monokrystal \ krystalické

niklu \ -
N
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Tomuto vyraznému ohybovému maximu odpovidda vlnova délka dopadajicich elektront
A =0,165nm. Z experimentalnich dat ji miizeme vypocitat, zanedbame-li vystupni praci krystalu
niklu, z Braggovy rovnice

NA =2asin,

v niz polozime tfad difrakéniho maxima N = 1 a kde a je vzdalenost krystalovych rovin v
monokrystalu niklu (0,091 nm) a & vysSe uvedeny thel. Podle de Broglieho teorie je vinova délka
elektronu urychleného na energii E, =54eV rovna A =0,166 nm, coz je oviem v dokonalé

shod¢ s hodnotou experimentalni.

Na zéklad¢ vySe uvedené¢ho miizeme tedy vyslovit zavér, ze elektrony vykazuji
pii rozptylu na krystalu niklu vinové chovani. Experimentalni data jsou navic
v kvantitativni shodé¢ s teoretickou predpovédi plynouci z de Broglieho vztah.

Difrakce na krystalickych miizkach byla pozorovana nejen pro elektrony, ale i pro
t&z81 castice. Tak napt. v roce 1930 némecti fyzikové Esterman, Frisch a Stern
pozorovali difrakéni efekty pro atomy helia bombardujici monokrystal fluoridu
lithia (LiF) a pozdéji Mitchell a Powers 1 pro neutrony bombardujici monokrystal
oxidu hote¢natého (MgO).

Braggova rovnice.

Shrnuti kapitoly

Luis de Broglie, inspirovan Einsteinovou pfedstavou o casticovém chovani
elektromagnetického viInéni, formuloval hypotézu o vlnovém charakteru
hmotnych ¢astic.

Tato tzv. vlnova hypotéza pfipisuje kazdé pohybujici se ¢astici vinu o vinové
délce nepfimo tmérné hybnosti télesa a frekvenci tmérné jeji energii. Fazova
rychlost této vlny vychdzi vétsi nez rychlost svétla, zatimco grupova rychlost je
rovna rychlosti ¢astice. To je divodem pro ztotoznéni ¢astice s vinovym balikem,
nikoliv pfimo s de Broglieho vInou.

Davisson a Germer pozorovali ohyb elektront na krystalu niklu a tim nade vsi
pochybnost prokéazali vinové vlastnosti elektronti. Pozdéji byly vinové vlastnosti
prokézany i u jinych ¢astic.

Otazky k procviceni a opakovani
1) Formulujte pfesné de Broglieho vlnovou hypotézu.

2) Jaky je vztah mezi frekvenci de Broglieho viny a energii ¢éstice, resp. mezi
vlnovou délkou a hybnosti ¢astice?

3) Jaka je fazova a grupova rychlost de Broglieho viny? Co z toho plyne?

4) Co udava tzv. disperzni relace pro de Broglieho vinu? Napiste matematicky
vztah!

5) Popiste Davissontiv — Germertiv pokus. V ¢em spociva jeho vyznam?

Korespondenc¢ni tkol €. 3

Odpovézte pisemné a pokud moZno vlastnimi slovy na otadzku €. 2, €. 3 nebo €. 4
kapitoly 3.
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4. KVANTOVA MECHANIKA

Kvantova mechanika se zabyva soustavami obsahujicimi kone¢ny pocet bodovych
castic s nenulovou klidovou hmotnosti. Na rozdil od kvantové teorie pole
zustavaji v ramci kvantové-mechanického popisu typ i pocet ¢astic neménnymi
béhem casového vyvoje 1 vnéjSich zasahli do systému. Kvantovd mechanika je
zobecnénim a rozsifenim mechaniky klasickeé.

Kvantovd mechanika je zakladnim teoretickym nastrojem studia objekt
mikrosvéta v podminkach, v nichZ nejsou vyznamné vzijemné premény cCastic.
Jako takova tvofi teoretické zédklady moderni atomové fyziky a jiz davno pronikla
za hranice fyziky v jejim bézném chdpéani. Je napf. soucasti dnes bouflivé
rozvijené kvantové chemie a neobejdeme se bez ni ani v technickych aplikacich, z
nichz uved’'me alespont moderni materialovy vyzkum.

Pojmovy aparat kvantové mechaniky

Pojmovy 1 matematicky aparat kvantové mechaniky je od jazyka mechaniky
klasické zna¢né odlisny.

Stav systému popisujeme vinovymi funkcemi, a nikoliv polohami a rychlostmi
(hybnostmi) jednotlivych ¢astic, jak je to obvyklé v mechanice klasické.

Dynamické veli¢iny jsou kvantovany a nemohou nadéle nabyvat vSech klasicky
piipustnych hodnot. Specidln€ to plati o energii, jejiz kvantovani popisuje tzv.
staciondrni Schrodingerova rovnice.

I pohybovéa rovnice kvantové mechaniky, nestaciondarni Schrédingerova rovnice,
je znacné odlisna od pohybovych rovnic klasickych. Piesto je vSak mozno najit
zietelnou souvislost mezi klasickym a kvantovym popisem, jak je to ukazano na
priklad¢ jednocésticového systému ve specidlni podkapitole.

Viibec nejzietelnéjsi rozdil mezi klasickym a kvantovémechanickym pfistupem je
v reprezentaci dynamickych proménnych (poloha, hybnost, energie apod.). V
ramci kvantové mechaniky jim totiz odpovidaji samosdruzené operdtory na
Hilbertove prostoru stavii.

Matematicka struktura kvantové mechaniky je velmi komplikovana. Reseni
kvantové-mechanickych uloh (napf. stacionarni Schrdédingerovy rovnice) je
pomoci jednoduchych matematickych prostiedki mozné jen pro vybrané
modelové systémy. V obecnéjSich ptfipadech musime casto pouzit pribliznych
metod.

V ramci tohoto textu se soustfedime v naprosté vétsiné piipadt na studium jediné
Castice nachazejici se v poli vngjSich sil, které je mozno popsat skalarnim
potencidlem. V zajmu pichlednosti se navic omezime na systémy, u nichz je
mozno zcela zanedbat relativistické efekty.

Neznamena to vsak, Ze si kvantovda mechanika nedokdze poradit i se systémy
obecnéjSimi. Do jejiho popisu lze zahrnout i nepotencidlové interakce, z nichz
nejdilezitéj$i je bezesporu interakce elektromagneticka. S jistou piesnosti je
dokonce mozno vzit v ivahu 1 relativistické efekty, 1 kdyz tiplné zahrnuti specialni
teorie relativity je mozné az v ramci kvantové teorie pole. Ani vicecdsticové
systémy nejsou pro kvantovou mechaniku nefesitelnym problémem.

Pojmovy aparat
kvantové
mechaniky.
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4.1. VLNOVA FUNKCE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

* objasnit pojem vIlnové funkce a vyjadfit matematicky rovinnou i obecnou
monochormatickou de Broglieho vinu;

» formulovat princip superpozice a osvétlit jeho vyznam jako zakladniho
principu kvantové mechaniky;

* vysvétlit pojem x- a p- reprezentace vinové funkce;

» formulovat prvni a druhy Bornliv postulat a vysvétlit jejich disledky pro
statistickou interpretaci vinové funkce;

* vypocitat stfedni hodnotu a kvadratickou fluktuaci dynamické veliCiny ze
znalosti vlnové funkce;

* matematicky formulovat a objasnit Heisenbergovy relace neurcitosti pro
polohu a hybnost ¢astice;

» vysvétlit Dirakovo zobecnéni popisu stavu v kvantové mechanice vcetné
tzv. bra-ketové symboliky.
Pojmy k zapamatovani:

Monochromatické de Broglieho viny, princip superpozice, x- a p- reprezentace
vinové funkce, prvni a druhy Bornitv postuldt, stiedni hodnota a fluktuace
polohy a hybnosti, Heisenbergovy relace neurcitosti, obecnd Dirakova
reprezentace stavu v kvantové teorii, bra-ketova symbolika.

Cas potiebny k prostudovani udiva kapitoly:
2,5 hodiny

Vinova funkce - pro¢ a jak?

Novy pohled, jenz do Casticové mechaniky vnesla de Broglie vinova hypotéza,
vyzaduje ptrebudovani aparatu, jehoz pomoci popisujeme stav a ¢asovy vyvoj
¢asticovych systémil. V tuto chvili se vénujme reprezentaci stavu. Popis ¢asového
vyvoje, tj. formulaci pohybové rovnice kvantové mechaniky, uvadime na jiném
miste.

Pro inspiraci se obratme k tém oborim fyziky, kterym jsou vinové predstavy
vlastni. Napfiklad k teorii elektromagnetického pole. I zde se totiz setkdvame s
vinénim, tzv. elektromagnetickymi vlnami reprezentovanymi periodickymi
prostoro¢asovymi zménami vektorovych poli elektrické a magnetické intenzity.

Elektromagnetické viny proto popisujeme dvojici vektorovych funkci, E(7,f) a
H(7,t), &étyf realnych proménnych - t¥i soufadnic polohového vektoru a jedné
proménné casové. Na uvedené vektorové funkce miizeme rovnéz pohlizet,

odhlédneme-li od transformacnich vlastnosti trojrozmérnych vektord, jako na
Sestici funkci skalarnich.

Je jisté piijatelny predpoklad, ze obdobné mizeme postupovat i nyni, tj.:
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De Broglieho vinu ptifazenou studované Castici popiSeme v obecném ptipadé n
komplexnimi funkcemi ¢, (7,¢),...,¢, (7,t) polohového vektoru a Casu. O téchto

funkcich hovotime zpravidla jako o funkcich vinovych.

V ramci nerelativistické kvantové fyziky vysta¢ime obvykle s jedinou vinovou
funkci. OvSem 1 vicekomponentni vinové funkce maji v kvantové teorii své
nezastupitelné misto. Pouzivaji se tehdy, je-li nutno explicitné zapocitat spin
studované cCastice, a zejména pak v ramci relativistické kvantové teorie.
Jednokomponentni vlnovou funkci ¢ naopak pouzivame pii popisu castice s
nulovym spinem nebo pokud spin Castice zanedbavame.

Vyse uvedeny aparat popisu jednocasticového systému pomoci vinovych funkci je
mozno zobecnit i na systémy viceCasticové. Je pouze nutné rozsifit pocet
argumentl vlnové funkce tak, aby kazdé¢ castici odpovidal jeden polohovy vektor.
V nejjednodussim pripade tedy mizeme systému N castic prifadit vinovou funkci
W(7,...,iy,,t), neboli ¢:0°" x[ - [J. Podrobné&ji viak o popisu vicecdsticovych

systéemu pojednavame na jiném miste. V nasledujicim vykladu se budeme vénovat
vyhradn¢ systémiim jednocasticovym.

Specialni tvary vinovych funkci

Mezi vSemi vinovymi funkcemi jednocésticového systému si nekteré zasluhuji
zvySenou pozornost. Jsou to zejména vinové funkce odpovidajici

* rovinnym monochromatickym de Broglieho vinam reprezentujicim stavy
volné ¢astice s ostfe definovanou hybnosti a energii,
* monochromatickym de Broglieho vinam reprezentujicim stavy Castice
s ostfe definovanou energii v poli vnéjsich sil,
*  vilnovym balikiim reprezentujicim fyzikaln¢ realizovatelné stavy volné
Castice s dostate¢né ostfe definovanou energii a hybnosti.
Samotné rovinné monochromatické de Brogliecho viny sice nereprezentuji zadny
fyzikéalné realizovatelny stav volné castice (viz téz dlsledky prvmniho Bornova
postulatu), jsou vSak velmi vyznamné pii formulaci jednoho z ustfednich principt
kvantové mechaniky - principu superpozice - a pti ptechodu k tzv. p-reprezentaci

vinové funkce.

Jednorozmérné vinové funkce

V jistych situacich, zpravidla z divodu jednoduchosti, je vyhodné pracovat
s Castici vazanou na piimce. Stavy takové Castice popisujeme pomoci vinové
funkce, kterda z pochopitelnych divodi zavisi pouze na jediné prostorové
proménné, obvykle oznacované x: (¢ ={(x,t).

Statisticka interpretace vinové funkce

Velmi nazornou interpretaci dal vinové funkci ve druhé poloving 20. let 20. stoleti
némecky fyzik M. Born. Jeho myslenky je mozno shrnout do dvou postulata -
dnes nazyvanych prvni a druhy Borniiv postulat, které jsou nedilnou soucdsti
axiomatického zakladu moderni kvantové teorie. Pomoci Bornovych postulati
uréujeme stredni hodnoty a fluktuace polohy a hybnosti Céstice ve stavu

Vicekomponentni

vilamiA fiinlean

Specialni vinové
funkce.

Jednorozmérna
vinova funkce.

Interpretace
vinové funkce.
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popsaném zadanou vinovou funkci. Hraji rovnéZz vyznamnou roli pii formulaci
proslulého Heisenbergova principu neurcitosti.

Obecna reprezentace stavu v kvantové teorii

Popis stavli kvantovych systém pomoci vlnovych funkci, ktery je piimo
inspirovan de Broglieho vinovou hypotézou, neni jediny mozny. Soub&zZné
s formulaci vlnové mechaniky vytvoril némecky fyzik W. Heisenberg svou
mechaniku maticovou. Zobecnéni obou popist provedl a jejich ekvivalenci
dokézal na pfelomu 20. a 30. let 20. stoleti anglicky fyzik P. Dirac. Podrobna
analyza Dirakova pfistupu vSak zcela piekracuje rdmec této encyklopedie, strucné
nastinéni zdkladnich ideji je mozno nalézt v kapitole ,,Moderni formulace
kvantové mechaniky”. Z nich vyuzijeme ptedev§im proslulou Dirakovu bra-
ketovou symboliku, ktera Casto vyznamné zjednoduSuje zapisu formuli a vzorct,
snimiz se v kvantové teorii setkavame, a tim C¢ini matematicky formalismus
kvantové teorie prehlednéjSim.

Vsimnéte si, ze v kvantové teorii pracujeme obecné s komplexnimi vinovymi funkcemi. Vzdy
ovSem muzeme prejit k rovnocennému popisu pomoci dvojnasobného poctu funkei redlnych, kdy
kazdou komplexni funkei reprezentujeme jeji redlnou a imaginarni ¢asti.

4.1.1. MONOCHROMATICKE DE BROGLIEHO VLNY

Rovinné monochromatické de Broglieho viny
De Broglie pfitazuje volné ¢astici s presné zadanou hybnosti p a energii £ viny

charakterizované ostrou hodnotou vlnového vektoru k a uhlové frekvence
Souvislost mezi ¢asticovymi a vinovymi parametry udavaji de Broglieho vztahy.

Volné castici je prifazena rovinna monochromaticka vina

Yr,t)=4 exp{i(E.F - at)} , kterou miizeme pomoci de Broglieho vztahli prepsat

t67 do tvaru ((7,t) = A exp {%( - Et)}.

Piipomenime, Ze stav volné Castice s piesn¢ definovanou hybnosti a energii neni v
ramci kvantové mechaniky piipustny.

Obecné monochromatické de Broglieho viny

To, co neni pfipustné pro volné Castice, je mozno za jistych okolnosti realizovat
v ptipadé &astic nachdzejicich se ve vngjsim silovém poli. Castice se v takovém
pfipadé miZe nachizet ve stavu s pfesné¢ definovanou energii a v ramci de
Broglieho teorie ji ptitazujeme monochromatickou vinu, tentokrat vsak jiz nikoliv
rovinnou. Specialni charakter takové vlny se projevi v separaci prostorové a

Casové zavislosti odpovidajici vinové funkce:

W(F,1) = W(F) exp(—iax) = W(7) exp(—%Etj.

VInové funkce vySe uvedeného tvaru se obvykle nazyvaji stacionarnimi vinovymi
funkcemi. Jejich prostorova cast W je dana feSenim staciondrni Schrodingerovy
rovnice.
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Stacionarni vlnova funkce odpovida cCastici s piesné definovanou a béhem
casového vyvoje se zachovavajici energii. Z klasické mechaniky vSak vime, Ze se
energie hmotného bodu zachovava pouze v ¢asoveé nepromeénnych potencidlovych
polich. Monochromaticka de Brogliecho vlna tedy reprezentuje specidlni stav
bodové Castice v Casoveé nepromeénném poli vnéjsich sil.

Podle prvniho Bornova postulatu (viz déale) je fyzikalné relevantni pouze kvadrat
absolutni hodnoty vinové funkce. Pro staciondrni vinové funkce vSak plati

w(F ,t)|2 = |‘lJ(77)|2 a fyzikalné relevantni Gast vinové funkce je tedy Gasové
nezavisla. Odtud je ziejmy i ptivod ndzvu ,,stacionarni vinova funkce®.

Cadstice vdzand na pfimku

Casto je vyhodné, zejména z diivodu snadné fesitelnosti konkrétnich problémi a
uloh, ptfedpokladat, ze se studovand ¢astice mize pohybovat pouze podél zadané

piimky. Soutadnici takové Castice pak popisujeme jedinym redlnym parametrem
X.

V takovém pfipadé nabyvaji vinové funkce reprezentujici de Broglicho
monochromatické viny jednodussich tvart:

Y(x,t)=Aexp {%( px— Et)} pro rovinnou monochromatickou vinu a

Y(x,t)=W¥(x) exp(—%Et) pro monochromatickou vinu obecnou.

Uvedené tvary vilnovych funkci Castice vazané na pifimku budeme nazyvat
Jjednorozmeérnymi stacionarnimi vinovymi funkcemi.

V tuto chvili by mohla byt vyslovena opravnénd namitka, pro¢ v piipadé rovinnych
monochromatickych de Broglieho vin neuvazujeme i tvar

W, =4 exp{i(éf + wt)} = dexp {%(13.? + Et},

ktery rovnéz vyhovuje vlnové rovnici, a pro obecnou monochromatickou vinu i tvar
W(F, 1) = W(F) exp(iax) = W(F) exp (%Etj

Duvod je pomérné prosty. Ukazeme si jej na jednoduchém piipadé rovinné monochromatické
viny.
Vlnova funkce ¢/(7,t) = A exp {i(/gf —ax¥)} popisuje totiz vinu, jejiz rovinné vlnoplochy se §iii ve
sméru vinového vektoru k, a tedy i ve sméru hybnosti p castice, jiz je tato vlna pfifazena. Na
druhé strang viak vinova funkce (/(F,t) = A exp{i(k.7 +ax)} zadava vinoplochy §ifici se ve sméru
—k , tedy proti sméru pohybu studované ¢astice. Prvni vinova funkce je proto pro vinovy popis
Castice s hybnosti p pfijatelnd a druha musi byt odmitnuta jako nefyzikalni.

A¢ podobnou tivahu nemuzeme provést pro obecnou monochromatickou vinu, jisté neptekvapi, ze
i v tomto, obecnéjs$im piipadé pfedpokladame casovy faktor ve tvaru exp(—ia,t) a nikoliv ve tvaru
exp (zat) Abychom vsak byli korektni, uved’'me, ze zde odmitnuté tvary monochromatickych

vinovych funkeci hraji jistou roli v ramci relativistické kvantové mechaniky.

Casové
neproménné
potencialova pole.

Castice vazana
na pfimku..
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4.1.2. PRINCIP SUPERPOZICE

Libovolnou vinovou funkei popisujici fyzikalné ptipustny stav daného systému je
mozno ziskat jako linedarni kombinaci vlnovych funkci odpovidajicich de
Broglieho monochromatickym vindm (stacionarnich vlnovych funkci). Zminéna
linearni kombinace mtize mit podle okolnosti kone¢né i nekonecné mnoho ¢lent.

Podle prvniho Bornova postulatu (kap. 4.1.4) jsou piipustné vinové funkce nutné
kvadraticky integrovatelné. Princip superpozice proto fikd, ze kazdou kvadraticky
integrovatelnou vinovou funkci mizeme ziskat jako linearni kombinaci vlnovych
funkci stacionarnich.

Monochromatické de Brogliecho viny (stacionarni vinové funkce) odpovidaji
teSenim staciondrni Schrodingerovy rovnice (kap. 4.2). Princip superpozice tika,
ze stacionarnich vlnovych funkci je pro dany systém dostatek k tomu, aby jejich
pomoci bylo mozno zkonstruovat libovolnou vinovou funkci popisujici piipustny
stav systému.

Specidlni aplikaci principu superpozice je konstrukce vinového baliku
reprezentujictho  vlnovou  funkci  volné  Castice pomoci  rovinnych
monochromatickych vin.

4.1.3. X A P- REPREZENTACE VLNOVE FUNKCE

Podle principu superpozice je mozno libovolnou vinovou funkci odpovidajici
fyzikdln¢ realizovatelnému stavu volné castice ziskat jako linearni kombinaci
rovinnych monochromatickych de Broglieho vin

w0 = [ k) exp{ik 7 a0} d'k = [ Pk 1) exp(ik 7'k,

kde jsme ve  druhém  integralu  provedli  forméalni  ndhradu
(,Z/(l;,t):(ﬁ(l;) exp(—iax). Z uvedené¢ho vyjadieni je vidét, Zze vlnova funkce
Y(7,t) je Fourierovou transformaci funkce w(lg,t).

Na souvislost mezi funkcemi ¢ a ¢ mizeme tedy nahliZzet jako na vztah Cisté

matematicky a na chvili odhlédnout od fyzikalniho pozadi problému. Platnost
vyse uvedené formule neni proto omezena pouze na vinové funkce odpovidajici
volné Castici, ale miZzeme ji rozsifit i na obecnou (kvadraticky integrovatelnou)
vlnovou funkci. Formuli

(/I(Fat) :Wﬁ[w(ﬁ:ﬂ exp(%ﬁ’_;j d3l_59

v niZ jsme misto vlnového vektoru k wuzili hybnost p a doplnili formalng
vyhodny multiplikativni faktor 1/ (2T|h)3/2, muzeme tedy pouzit i pro Castici
nachédzejici se v poli vnéjSich sil. V obecném piipadé¢ jiz ale neplati
d(k,t) =@k )exp(=iax), Casova zavislost ¢ je zpravidla komplikovangjii.

Funkci ¢/ je mozno ur€it, zndme-li vlnovou funkci ¢, pomoci inverzni
Fourierovy transformace
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D(p,t) = W[j G exp(—% ;3.?] d’F.

Obé¢ funkce, ¢ i ¢, jsou tedy ve vzajemné jednoznaéném vztahu a jsou pro popis
stavu Castice stejné vhodné. Proto budeme o obou hovotit jako o funkcich
vlnovych. Prvni z nich je zavisla na soufadnicich ¢astice, hovotime proto o vinové
funkci v souradnicové nebo prosté x-reprezentaci. Druhd vinova funkce zavisi
naopak na slozkach hybnosti (impulzu) ¢astice. Proto o ni hovotime jako o vinové
funkci v impulzové nebo struénéji p-reprezentaci.

Ob¢ vyjadieni vinové funkce hraji vyznamnou roli pfi jeji fyzikélni interpretaci.
Zatimco vlnova funkce v x-reprezentaci je interpretovana prostfednictvim
prvnitho Bornova postulatu, vinova funkce v p-reprezentaci hraje tstiedni roli pii
formulaci druhého Bornova postuldtu.

X a P- reprezentace jednorozmérné vinové funkce

Pro jednorozmérné vinové funkce pouzivame vztahy

‘/l(xat) zwgw(pat) eXP(%pxj dp’
‘[/(Pat) :WJ w(xat)eXP(_%Pdexa

v nichz zménénd mocnina v multiplikativnim faktoru 1/(2777‘1)”2 odpovida

redukci prostorovych proménnych na jedinou.

4.1.4. PRVNi BORNUV POSTULAT

Prvni Bornlv postulat podava fyzikalni interpretaci vinové funkce Castice v x-
reprezentaci. Obdobnym zpiisobem je pomoci druhého Bornova postuldtu
interpretovana vlnova funkce ¢éstice v p-reprezentaci.

Vyraz
[lw@of @
Q

[lw@.of a'F

udava pravdépodobnost, ze ¢&astici ve stavu popsaném vinovou funkei ¢

nalezneme v Case ¢ v prostorové oblasti Q (pravdépodobnost vyskytu castice).

Duasledky prvniho Bornova postulatu
Vsimnéme si nékolika velmi vyznamnych diisledku vy$e uvedeného tvrzeni.

Predev§im prvni Borniiv postulat implicitné pfedpokladd, ze kvadrat absolutni
hodnoty vInové funkce je integrovatelny na libovolné méfitelné podmnozing [1°,

specidlné i na celém [1°. Zkracen& v takovém piipadé hovoiime o kvadraticky
integrovatelné vinové funkci. Na vInovou funkci popisujici fyzikalné
realizovatelny stav bodové castice takto klademe vyznamnou omezujici
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impulsovou
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podminku. Jednim z dtsledka této podminky je fakt, ze rovinna monochromaticka
vina nereprezentuje zadny fyzikaln€ realizovatelny stav volné Castice.

Odpovidajici vinové funkce totiz na [J ° kvadraticky integrovateln4 neni.

Pouze vyse uvedena pravdépodobnost je métitelnou veli¢inou. Samotnou vinovou
funkci méfit neumime - obsahuje tudiz ¢aste¢né i1 informaci, kterd neni fyzikéalné
relevantni. Napiiklad méfitelné dasledky teorie se nezméni, pokud zadanou
vlnovou funkci ndsobime nenulovou, obecné imaginarni konstantou.

Vzdy proto mizeme piejit k nové vinové funkci

pi.n=—00
\/ [lw@of a7

spliujici normovaci podminku “l[/(?, t)|2 d’F=1. O takto zavedené funkci
D3

hovotime jako o vinové funkci normované k jednotce. Kvadrat jeji absolutni

hodnoty ma pak vyznam hustoty pravdépodobnosti nalezeni Castice v Case ¢ v

misté zadaném polohovym vektorem 7. Mé&me ovSem na paméti, Ze samotny stav

Castice je stejné dobie popsan normovanou i nenormovanou vinovou funkci.

Ani po normovani neni vlnova funkce urcena jednoznacné. Stale jeSt€¢ muzeme
ménit jeji fazi (ndsobit ji imaginarni jednotkou e“), aniZ se to jakkoliv dotkne
méfitelnych vysledkil teorie. Proto se obvykle hovofi o fazi vinové funkce jako o
nefyzikalnim stupni volnosti.

V ramci Bornovy statistické interpretace vlnové funkce hovofime o
pravdépodobnosti nalezeni cCastice v jisté oblasti prostoru. Znamena to, Ze
odpovidajici pravdépodobnost vzdy existuje, a méfeni polohy cCastice je tedy
statisticky reguldrni proces. K podobnému zavéru dochdzime na zaklad¢ druhého
Bornova postulatu i pro méteni hybnosti ¢astice. A uvedené tvrzeni se dokonce v
ramci kvantové teorie rozsifuje 1 na vSechna ostatni méfeni, ktera maji zpravidla,
podobné¢ jako méteni polohy a hybnosti, pouze pravdépodobnostni charakter.

V kvantové teorii tudiz vzdy pohlizime na méfeni jako na statisticky reguldrni
proces.

Jednorozmérné vinové funkce

V pripad¢ ¢astice vazané na pfimku je nutno vySe uvedené trojrozmérné integraly
nahradit integraly jednorozmérnymi. Pravdépodobnost nalezeni Castice popsané v
¢ase t vlnovou funkci ¢/(x,¢) na intervalu (a,b) je pak dana vyrazem

_ﬂg[/(x, t)|2 dx

I |l,l/(x,t)|2 dx
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4.1.5. DRUHY BORNUV POSTULAT

Druhy Borniiv postulat podava méfitelnou interpretaci vinove funkce Castice v p-
reprezentaci. Hraje tedy pro vlnové funkce v p-reprezentaci obdobnou roli jako
prvni Borniiv postulat pro vinové funkce v x-reprezentaci.

Budiz ({ vlnova funkce ¢astice v p-reprezentaci,

| ,- Jlos.of &5
Y =—= $(ﬁ,t)exp(—ﬁ-7jd3ﬁ, pak vyraz 4—
(27m) I h [les.0f d°p

D}
udava pravdépodobnost, ze castice bude mit v Case ¢ hybnost z oblasti [l
impulzového prostoru.

Také druhy Borniv postuldt ma, podobné jako postulat prvni, nékteré velmi

vvvvvv

» kvadratickd integrovatelnost vinové funkce v p-reprezentaci,
*  statistickd regularita procesu méfeni hybnosti bodové castice.

Jednorozmérna vinova funkce

V piipad¢ castice vazané na pfimku je nutno vySe uvedené trojrozmérné integraly
nahradit integradly jednorozmérnymi. Tak napiiklad pfechod mezi x- a p-
reprezentaci vinové funkce je dan vztahem

Wxh) = szmo exp(% px]dp

a pravdépodobnost, ze ¢astice bude mit hybnost z intervalu (a,f), vyrazem

4 2
[lep.0) dp

[le.0) dp

—00

4.1.6. STREDNIi HODNOTY A FLUKTUACE POLOHY A
HYBNOSTI

Méreni polohy a hybnosti

Podle prvniho a druhého Bornova postuldtu mizeme pro Castici v zadaném stavu
(popsaném  kvadraticky integrovatelnou vlnovou funkci) ur€it pouze
pravdépodobnosti, Ze ji nalezneme v konkrétnim misté prostoru a ze bude mit
jistou konkrétni hybnost. Pfi opakovaném meétfeni polohy i hybnosti ¢astice
ziskame proto rtizné &iselné vysledky. Cetnosti takto zméfenych hodnot polohy a
hybnosti odpovidaji pii dostatecné velkém poctu opakovani s vysokou piesnosti
pravdépodobnostem v obou zminénych postulatech vystupujicim.

Sledujeme-li obvykly experimentalni postup, vyhodnotime provedena méteni tak,
ze ur¢ime pro ziskany soubor dat stedni hodnotu métené veli€iny a odhad chyby




Stfedni hodnota a
stfedni chyba
polohy.

Stredni hodnota a
stfedni chyba
hybnosti.
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- bud’ jednotlivého méfeni, nebo vypocitané stiedni hodnoty. Pomoci Bornovych
postulati mizeme ob¢ veli¢iny urcit, zndme-li odpovidajici vinovou funkei, 1
vypoctem.

Stredni hodnota a stredni kvadraticka fluktuace polohy

Podle prvniho Bornova postulatu a na zaklad¢ uvahy uvedené na jiném misté
mizeme sti‘edni hodnotu polohy bodové Castice ve stavu popsaném normovanou
vlnovou funkci ¢ urcit pomoci vztahu

7= Flp@Eof a'F,

D3

ktery mtizeme zapsat rovnéz po slozkach
X = j x| ol d°F, i=1,2,3.
0 3

Odpovidajici stFedni kvadratické fluktuace jednotlivych slozek polohy pak
pocitdme pomoci normované vinové funkce jako

\/ %) w0 dF.

Tyto stfedni fluktuace odpovidaji ve vySe naznaCené experimentalni proceduie
sttedni kvadratické chybé jednotlivého méteni polohy &éstice.

Stredni hodnota a stredni kvadraticka fluktuace hybnosti
Pomoci vinové funkce ¢ v p-reprezentaci,
)= ,1)e d’p,
W(r,n = B nh)” flf/(p ) Xp(hprj p

a druhého Bornova postulatu mlzeme urCit stedni hodnotu hybnosti Céstice
prostfednictvim formule

[ Blop.of @°p
03

ol ap
U3

S

nebo ekvivalentné pro normovanou vinovou funkci ¢ pomoci formule
= - - 2 -
p= [0l &'p.
0 3
I formuli zadavajici stfedni hodnotu hybnosti miizeme zapsat po slozkach

= [0l &b, i=1,2,3.
u}
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Stredni kvadratické fluktuace slozek hybnosti Castice v zadaném stavu, které
reprezentuji soucasné stiedni kvadratické chyby jednotlivého méfeni slozek
hybnosti, uréime pro normovanou vlnovou funkci ¢ pomoci vztahu

By, = \/ [(p.-5) 0.0 d*p.

4.1.7. HEISENBERGOVY RELACE NEURCITOSTI PRO
POLOHU A HYBNOST
Statistickd interpretace de Broglicho vinového modelu (prvni a druhy Borniv

postulat) vede k mnoha v klasické fyzice neocekdvanym zavérim. Jednim
z nejpodivuhodnéjsich z nich je zjisténi, ze

polohu a hybnost bodové ¢astice neni mozno souc¢asné metit neomezené presné.

Uvedeny zavér, ktery poprvé odvodil némecky fyzik Werner Heisenberg, je
mozno roz$itit 1 na dalsi meritelné veliciny. V této kapitole se ale soustfedime
pouze na vzajemny vztah polohy a hybnosti. Diive, nez zformulujeme obecné
relace neurcitosti pro polohu a hybnost, uved’'me jeden inspirujici ptiklad.

Gaussuv vinovy balik

Proved'me vypocet stiednich hodnot polohy a hybnosti a odpovidajicich stfednich kvadratickych
fluktuaci pro Castici, jejiz stav je reprezentovan specidlni jednorozmérnou vinovou funkci ve tvaru
Gaussova vinového baliku

2
1 (x=x,) i
Y(x) = = CXP\ T [ CXP| — PoX |-
i2m? 40, h
Casové zavislost vlnové funkce ¢ neni v tuto chvili podstatnd, proto ji ve formuli explicitné
neuvadime. Skryta je v mozné zavislosti ,.konstant“ o, x, a p, na Case.

x

Je jen otazkou technické zrucnosti oveéfit, ze
* uvedena vilnova funkce je normovand k jednicce,

*  stredni hodnota polohy je rovna x,, a

*  stiedni kvadraticka fluktuace polohy je rovna 0.

Naleznéme dale p-reprezentaci vySe uvedené vinové funkce. Pomoci inverzni Fourierovy
transformace je to opét jen vypocetni problém. Mame totiz urcit integral

w(p) :ﬁ [we exp[—%px] dx,

ktery po provedeni naznacené integrace vede k

W(p)=— exp{—(p_p;)) }exp{—i<p—po)xo},
4}2]70'/2) 40'[) h

kde o, =1/(20,).
Stejné jako pro vinovou funkci v x-reprezentaci i nyni snadno ovéfime, ze

*  vlnova funkce v p-reprezentaci je normovand k jednicce,

Gaussuv vinovy
balik.
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*  stredni hodnota hybnosti je rovna p, a

*  stiedni kvadraticka fluktuace hybnosti je rovna 0.

V tuto chvili je pro nas nejzajimavéjsi vztah mezi stfednimi kvadratickymi fluktuacemi polohy a
hybnosti studované ¢astice. Z vyse uvedeného plyne zaveér

AxAp =00, :g

Posledni vztah mé& velmi zajimavy duasledek: ¢im ptesnéji bude lokalizovana poloha castice
reprezentované Gaussovym vinovym balikem, tim méné ostie bude zadana jeji hybnost a naopak.

Hybnost a polohu bodové castice nelze soucasné zadat ani zméfit neomezené
piesné!
Obecna formulace relaci neurcitosti pro polohu a hybnost

Vyse uvedené zavéry, které jsme ziskali pro Gaussuv vinovy balik, je mozno po
malé modifikaci rozsifit i na obecné vinové funkce.

Pro castici vazanou na ptimku je mozno ukdzat, ze stfedni kvadratické fluktuace
jeji polohy a hybnosti jsou v libovolném stavu svazany podminkou

h
AxDp > —.
Ap2

Heisenbergovy
relace neurcitosti.

Kvantovy stav

Ta se od vySe uvedeného vztahu pro Gaussiv vlnovy balik 1i§i pouze nahradou
rovnosti znamenim nerovnosti.

V trojrozmémém piipadé jsou Heisenbergovy relace neurcitosti ponckud
komplikované¢j$i - poloha a hybnost jsou totiz v tomto ptipad¢ trojrozmérné
vektory:

h :
Ax, Ap, 25 a AxAp, 20 (pro j#k)
Ax Ax, 20 a Ap Ap, 20 (, k libovolnd).

Zpusobem obdobnym jako v pfipadé Castice vdzané na piimku se tedy ovliviiuji
pouze odpovidajici si slozky polohy a hybnosti. Kfizové efekty pro j# k ani
vzajemnad ovlivnéni jednotlivych slozek polohy, resp. hybnosti, neexistuji.

4.1.8. OBECNA REPREZENTACE STAVU V KVANTOVE TEORII

Prostor stavu

Stavy jednocasticového systému popisujeme obvykle v kvantové mechanice
pomoci kvadraticky integrovatelnych vinovych funkci (viz dusledky prvniho
Bornova postulatu). Kvadraticky integrovatelna vilnova funkce zadavéa tedy
v konkrétnim Case kvantovy stav studovaného systému. Odhlédnéme v tuto chvili
od vSudypfitomného casového vyvoje a zavislost vinovych funkci na case
neuvazujme. Mnozinu vSech stavli jednocCasticového systému muizeme takto
ztotoznit s mnoZzinou vSech (komplexnich) kvadraticky integrovatelnych funkei ti
realnych proménnych. O této mnozin¢ vSak fyzikové i matematikové v dobé
formulovani zakladi kvantové teorie veédéli, Ze ma specidlni matematickou
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strukturu. MnoZina vSech kvadraticky integrovatelnych funkci je separabilni
Hilbertiiv prostor. Toto poznani vedlo anglického fyzika P. Diraka k postulovani
tvrzeni:

Mnozina vSech stavii libovolného kvantovémechanického systému je jisty
abstraktni Hilberttv prostor, obvykle nekone¢né dimenze.

Prvky tohoto abstraktniho prostoru miizeme v konkrétnich vypoctech a aplikacich
reprezentovat specidlnim zplsobem - vlnovymi funkcemi v x-reprezentaci,
vlnovymi funkcemi v p-reprezentaci, ¢i dokonce upln€ jinak - napt. nekonecnymi
posloupnostmi komplexnich ¢isel. Podrobnéjsi analyza ukazuje, ze konkrétni
specialni reprezentace stavového Hilbertova prostoru odpovidaji, zhruba feceno,
specialnim volbam béaze na ném.

Konstrukce prostoru stavu

Pti konstrukcei abstraktniho Hilbertova prostoru stavii zohlednil Dirac dvé vadci
ideje kvantové teorie

* kvantovani nékterych veli¢in (tj. fakt, ze n¢které veli¢iny mohou nabyvat
jen vybranych hodnot, kterych je obvykle spocetné mnoho),

» existenci veliin, které nelze souasné¢ méfit neomezené piesné (viz napf.
Heisenbergovy relace neurcitosti).

Me¢éteni viibec hraje v kvantové teorii dominantni roli. Spolu s teorii relativity totiz
kvantova teorie snad poprvé v dé&jinach novodobé védy explicitné ptiznava, ze
ukolem kazdé teorie je systematizace, popis a vysvétleni vysledkli pozorovani a
experimentl, méteni. Proto Dirac ve své konstrukei stavového prostoru z pojmu
méteni vychazi.

Stav systému v kvantové mechanice zaddvame hodnotami méfitelnych velicin,
pozorovatelnych. Veliiny, které mizeme soufasné¢ méfit neomezené piesné
(napt. slozky polohového vektoru), budeme nazyvat kompatibilnimi
pozorovatelnymi. Podle potieby je miizeme sdruzovat do skupin, které nazyvame
mnozinami  kompatibilnich  pozorovatelnych. Pozor vSak, kompatibilita
pozorovatelnych neni tranzitivni! Vyznamnou roli hraji v kvantové teorii tzv.
uplné mnoziny kompatibilnich pozorovatelnych (UMKP), k nimz jiz zadnou dalsi
pozorovatelnou, kompatibilni se v§emi ostatnimi, nemtizeme ptidat.

Vyberme si jednu z téchto UMKP - {A(”,...,A(”)}. Necht’ vSechny v ni obsaZené
veli¢iny jsou kvantovany a vysledky jejich sou¢asného meéteni tvoii spocetnou

o oy , . T 7 ) (n) vr . ,

mnozinu uspofddanych n-tic redlnych cisel [akl g Ay, ] Ptipustné vysledky
méfeni velicin A", ..., 4" pfitom odliujeme pomoci tzv. kvantovych cisel
k,, ..., k,. Dirac ptedpokladal, Ze kazdé takové n-tici odpovida vektor ve stavovém
prostoru systému. Tento vektor obvykle oznadujeme symbolem a,(ql),...,a,((”)>.

Podle Diraka jsou navic vektory odpovidajici riznym vysledklim méfeni zvolené
UMKP navzijem ortogonalni a na Hilbertové prostoru stavll tvoii bazi. Kazdy

stavovy vektor |E> muzeme tedy zapsat jako (obecné spocetnou) linedrni

kombinaci vektord |a;”, ..., a,ﬁ")> )

Stézejni ideje
Dirakovy
formulace
kvantové
mechaniky.

Uplng mnozina
kompatibilnich
pozorovatelnych.
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)= & |alsmal),
Kok,

. Jsou komplexni konstanty — soufadnice vektoru |£> v bazi

,,,,,

Reprezentujeme-li Hilbertiv prostor stavii pomoci mnoziny kvadraticky

integrovatelnych vlnovych funkci, odpovidaji vektorim ‘a,({l”,...,a,((")> vlnové

funkce specialniho tvaru.

Vyse nazna¢enou konstrukci miizeme pochopitelng provést i pro dalsi UMKP,
které definuji na prostoru stava alternativni bazové systémy. Kazda UMKP je ke
konstrukci Hilbertova stavového prostoru stejné vhodna.

Podrobna analyza obecné reprezentace stavu v kvantové teorii se zcela vymyka ramci této
encyklopedie. Vynikajici pojednani o tomto problému je mozno najit napf. v plvodni praci
Dirakové nebo v monografii Formankove.

4.1.9. BRA-KETOVA SYMBOLIKA

Popis stavu studovan¢ho systému pomoci vinové funkce ¢ je jen jednou
z moznych reprezentaci abstraktniho stavového vektoru systému. Anglicky fyzik

P. Dirac ptifadil takovému vektoru specialni symbol |l/l> a nazval jej ket-
Ket-vektory a  vektorem (. Nazev pochazi z anglického vyrazu pro hranaté zavorky < > -
hva viAnlidAam,

bracket, z nichZ jsme pouzili jen pravou polovinu (tedy ket).

Prestoze v ramci naseho vykladu pracujeme disledné s vinovymi funkcemi, je
obcas vyhodné ptejit k bra-ketovému znaceni. To miize totiz mnohé vztahy a
vzorce, alespon formaln¢, vyznamné zjednodusit. Casto se napiiklad setkdvame s

vyrazy typu I @*(F)W(F)d’F, pro néz v ramci bra-ketové symboliky zavadime
0 3

mnohem ptehlednéjsi zkratku <¢|l,[/> V Dirakové notaci oznacuje tato zkratka

soucasné skalarni soucin stavovych vektort |¢> a |t/l>

Protoze v symbolu <¢|(,l/> pouzivame pro vektor @ levou polovinu hranaté

zavorky, nazyvame jej bra-vektorem.

Z Shrnuti kapitoly

Céstici popisujeme vinovou funkci, jejiz parametry jsou dany de Broglieho
vztahy. Stavim s pfesné danou energii, tzv. staciondrnim staviim, odpovida
monochromatické de Broglieho vina.

Princip superpozice je zakladnim principem kvantové mechaniky. Tvrdi, Ze
systém se miZe nachazet ve stavu popsaném linearni kombinaci vlnovych funkci
odpovidajicich de Broglieho monochromatickym vinam (stacionarnich vlnovych
funkci).

VInovou funkci chdpeme obvykle jakou funkci (/(7,t) soufadnic, hovotime proto
o0 tzv. x-reprezentaci. Je ale mozné piejit k vinové funkci ¢(p,t), jejimz

argumentem jsou slozky hybnosti. Takova vlnova funkce popisuje stav systému
stejné dobie jako funkce piivodni, jedna se o vyjadieni v tzv. p-reprezentaci.
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Fyzikalni interpretaci vlnové funkce v x-reprezentaci udava prvni Borniiv
postulat. Druha mocnina modulu této (obecné komplexni) funkce /(7,¢)udava

hustotu pravdépodobnosti vyskytu systému vcase ¢ ve stavu popsaném
polohovym vektorem 7 .

Druhy Bornitv postuldt udava obdobnou fyzikalni interpretaci vlnové funkce
Y(p,t) v p-reprezentaci pro hybnosti.

Dusledkem prvniho a druhého Bornova postulatu je statisticky charakter velicin
v kvantové mechanice. Ze znamé vlnové funkce lze urCit stredni hodnotu a
kvadratickou fluktuaci soutadnic, hybnosti 1 jinych dynamickych veli¢in systému.

Proslulé Heisenbergovy relace neurcitosti pro polohu a hybnost tvrdi, Ze polohu a
hybnost &astice nelze méfit soucasné absolutné presné. Cim presnéji uréime
né¢jakou slozku hybnosti ¢astice, tim vétsi je fluktuace odpovidajici soutadnice a
naopak.

Anglicky fyzik Dirac formuloval obecnéjsi pojeti kvantové mechaniky, kdy
prostor vSech moznych stavll systému je reprezentovan abstraktnim separabilnim
Hilbertovym vektorovym prostorem. Takovy prostor tvoii napt. vSechny fyzikalné
piijatelné vlnové funkce v dané reprezentaci. Jednotlivym staviim systému
odpovidaji nekolinearni vektory z tohoto prostoru.

Dirac dale zavedl tzv. bra-ketovou symboliku (z angl. bracket = zavorka), kdy
vyraz <¢|l//> ptredstavuje skalarni souc¢in vektori (stavi) |¢> a |¢/> .

Otazky k procviceni a opakovani

1) Napiste konkrétni tvar monochromatickych vlnovych funkci, spliujicich de
Broglieho vztahy. Jaké vinové funkce nazyvame staciondrnimi?

2) Jaky stav reprezentuji rovinné monochromatické de Broglieho viny? Je tento
stav fyzikaln¢ realizovatelny? Proc?

3) Formulujte princip superpozice.

4) Co rozumime x- a p-reprezentaci v kvantové mechanice? Jaky je vztah mezi
témito reprezentacemi v jednorozmérném piipade?

5) Formulujte prvni a druhy Borniiv postulat. Vysvétlete jejich vyznam pro
interpretaci vlnové funkce.

6) Jak Ize ze znamé vinové funkce vypocitat stfedni hodnoty a stiedni
kvadratické fluktuace dynamickych veli¢in?

7) Formulujte slovné i matematickym vzorcem znamé Heisenbergovy relace.

8) Jak zobecnil Dirac popis stavu kvantové mechanického systému? Jakou
symboliku zavedl?

Korespondencni tikol ¢. 4

Odpovézte pisemné a pokud moZno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly
4.1.




Stacionarni
vinova funkce.
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4.2. STACIONARNI SCHRODINGEROVA ROVNICE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
» formulovat matematicky tvar stacionarni Schrédingerovy rovnice;
* objasnit fyzikdlni vyznam stacionarni Schrdédingerovy rovnice a jejich
feSeni;
* definovat energetické spektrum systému a vysvétlit jeho vztah k feSeni
staciondrni Schrédingerovy rovnice;

» charakterizovat jednotlivé druhy energetickych spekter;

* vysvétlit pojem degenerovand energeticka hladina a stupeni degenerace.

Pojmy k zapamatovani:

Staciondarni (bezcasova) Schriodingerovy rovnice, staciondarni vinova funkce,
energetické spektrum, diskrétni spektrum, spojité spektrum, smisené spektrum,
degenerovand energetickd hladina, stupeii degenerace.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

Stavy bodové Castice s presn¢ zadanou energii reprezentujeme v poli Casové
nezavislého potencidlu monochromatickymi de Broglieho vinami. Ty popisujeme
tzv. stacionarnimi vinovymi funkcemi

Y(F,t) = W(F) exp{—icr} = W(7) exp{—%Et},

v nichz je separovana zavislost na prostorovych proménnych od zédvislosti Casové.
Zatimco Casova zavislost je pro monochromatické de Broglieho viny explicitné
dand, prostorova ¢ast vinové funkce W(7) se méni podle charakteru konkrétniho
potenciadlu V' (7), pod jehoz vlivem se ¢astice nachazi. V této kapitole si ukazeme,

jak potencidl tvar prostorové casti staciondrni vinové funkce ovliviiuje
prosttednictvim tzv. stacionarni (bezcasove) Schrodingerovy rovnice

n - W) = EW(F
_quJ(r) +V(F)W(F) = EW(7).

Sestaveni stacionarni Schrédingerovy rovnice

Je jist¢ rozumné predpokladat, Ze de Broglieho viny, stejné jako kterékoliv jiné

vinéni, s nimz se ve fyzice setkavame, spliiuji univerzalni vinovou rovnici

- 1 2*Y(7,1)

AY(p,t)y — ———5—=0
v, ot

b




4. Kvantovd mechanika 39

kde A je Laplaceiiv operdtor a v, fazova rychlost de Broglieho vin. Po dosazeni

staciondrni vlnové funkce do této rovnice (a po snadnych Upravéach) ziskame
rovnici pro jeji prostorovou ¢ast

AY(F) - ﬁz W) =0.
Uy
Tu mizeme déale upravit, uvédomime-li si, Ze a)/vf =k, kde k je velikost

vlnového vektoru de Broglieho viny, a ze podle de Broglieho vztahu zobecnénych
na piipad Castice v poli vné&j§iho potencidlu mizeme dale psat k = p/h. Vyse

uvedend rovnice tedy nabyva tvaru
2
AY(F) - % W(#) = 0.

V poli ¢asové nezavislého potencidlu V' (7) se vSak zachovava celkova energie
Castice E,
2

Py V() =E = konst.,
2M

a pro kvadrat hybnosti &astice mlzeme tedy psat p° =2M [E—V(F)]. Po

dosazeni tohoto vyrazu do rovnice pro prostorovou ¢ast stacionarni vinové funkce
ziskdme tak nakonec po jednoduchych upravach proslulou staciondrni
(bezcasovou) Schrodingerovu rovnici

Sestaveni
stacionarni
Schrédingerovy
rovnice.

—%AW(F) +V(F)W(r) = EW(r).

Energetické spektrum

Staciondrni Schrodingerova rovnice je parcialni diferencialni rovnici druhého
fadu. Musime ji proto doplnit, jak vime z matematiky, okrajovymi podminkami.
Teprve pak bude jeji feSeni uréeno viceméné jednoznacné.

Spole¢né se stacionarni Schrodingerovou rovnici vybiraji okrajové podminky ze
vSech klasicky pfipustnych energii systému jen nékteré, které jsou ptipustné i v
ramci kvantového popisu. To znamena, Ze redlny parametr £ milze nabyvat ve
vySe uvedené rovnici pro konkrétni potencidl V' (7) jen nékterych vybranych

hodnot. O mnoZiné té&chto piipustnych hodnot energie hovotime zpravidla jako o
energetickéem spektru studovaného systému.

Jednorozmérna stacionarni Schrédingerova rovnice

Provedeme-li vySe uvedené Gvahy pro jednorozmeérné staciondarni vinové funkce,
ziskame postupem obdobnym tomu, jaky jsme uzili v obecném trojrozmérném
ptipadé, specidlni tvar stacionarni Schrodingerovy rovnice

Okrajové podminky.

Energetické
spektrum.

—%5722 W(x)+V () W(x) = E¥(x),

ktery obvykle nazyvame jednorozmérnou staciondarni Schrodingerovou rovnici.




Hlavni kvantova
cisla.
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Jednorozmérna Schrodingerova rovnice je velmi dilezitd zejména z didaktickych
davodl. Jednd se totiz o obycejnou diferencialni rovnici, kterou je mozno
zpravidla fesSit mnohem jednodus$imi matematickymi prostiedky nez odpovidajici
rovnici obecnou. Navic pro mnohé trojrozmérné systémy umime obecnou,
trojrozmérnou stacionarni Schrédingerovu rovnici pfevést na jednu ¢i vice rovnic
jednorozmérnych. O konkrétni postupech k tomu uzivanych vice v ¢asti vénované
jednoduchym kvantove-mechanickym systémuim.

4.2.1. ENERGETICKE SPEKTRUM

Mnozinu vSech energii pfipustnych v ramci kvantovémechanického popisu
studovaného systému, tzv. viastnich energii (energetickych hladin), nazyvame
energetickym spektrem systému.

Ze vsech klasicky ptipustnych energii jsou vybirany okrajovymi podminkami pro
stacionarni Schrodingerovu rovnici.

Diskrétni a spojité energetické spektrum

Energie, pro néz jsou odpovidajici stacionarni vlnové funkce kvadraticky
integrovatelné, nazveme energiemi diskrétnimi, nebo t€z diskrétnimi
energetickymi hladinami.

Kvadraticky integrovatelné vinové funkce reprezentuji realizovatelny stav
studované castice, diskrétni energetické hladiny tedy odpovidaji ostrym hodnotam
energie, kterych mize studovany systém nabyvat.

Diskrétnich energii mlze byt pro kazdy systém nejvySe spocetné mnoho a jsou
navzdjem odd€leny kone¢nymi intervaly energii zakdzanych. Mizeme je tedy
ocislovat pomoci celych ¢isel, ktera obvykle nazyvame hlavnimi kvantovymi cisly.
Mnozina vSech diskrétnich energii tvoii tzv. diskrétni cast energetického spektra
systému. V této Casti energetického spektra se mize energie systému meénit jen
skokem, je tedy kvantovana. Stav s nejnizsi energii se obvykle nazyva zdkladnim
stavem, ostatni stavy excitovanymi.

Vsimnéte si, Ze oproti staré kvantové teorii neni kvantovani energie v ramci
kvantové mechaniky nezdvislym postulatem, ale pouhym duasledkem staciondrni
Schrodingerovy rovnice a ji odpovidajicich okrajovych podminek (které vyplyvaji
z prvniho Bornova postulatu).

Mnozinu energii odpovidajicich vinovym funkcim, které sice nejsou kvadraticky
integrovatelné, a nereprezentuji tedy zadny fyzikalné realizovatelny stav systému,
ale nediverguji v nekonecnu, nazveme spojitou casti energetického spektra.

Energie ze spojité casti spektra nemohou byt studovanym systémem ostie
nabyvany. Vzdy vSak muzeme zkonstruovat integralni linearni kombinace
stacionarnich vlnovych funkci odpovidajicich jen malo odliSnym energiim ze
spojité casti energetického spektra. A takové linearni kombinace jiz realizovatelny
stav systému reprezentovat mohou. Castice sice nebude mit v podobném stavu
ostfe definovanou energii, jeji kvantové-mechanické fluktuace vSak mohou byt
velmi malé a zaniknout poptf. v experimentdlnich chybach. Nebudou proto
méfitelné a energii systém muiZeme s jistou mirou nepiesnosti povazovat za (v
ramci experimentalnich chyb) ,,pfesné* danou.
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r w7

O energetickém spektru, jehoz spojitd ¢ast je prazdna, hovotime jako o spektru
ciste diskrétnim. Naopak spektrum bez diskrétnich energetickych hladin nazveme
spektrem ciste spojitym.

Ptikladem systémi s Cist¢ diskrétnim spektrem mohou byt cdstice
v jednorozmeérné potencialové jamé nekonecné hloubky, linearni harmonicky
oscilator a_tuhy rotdtor. Cisté spojité spektrum ma napiiklad volnd cdstice a
smiSené energetické spektrum nachazime kuptikladu u cdstice v potencidlové
jamé konecné hloubky.

Ortogonalita stacionarnich vinovych funkci
Prostorové ¢asti stacionarnich vlnovych funkei W, a W, odpovidajicich riznym
diskrétnim energiim E, a E, (E,#E,) spliuji nasledujici relaci (ovéfte pro

jednoduché kvantovémechanické systémy)

[w @w,@mdr=[w @w,EdF=o.

Tu miZzeme pomoci bra-ketové symboliky ptepsat do formalné jednodussiho tvaru

(W

Y =(w,|w,)=0.

n

Protoze vSak symbol ( | > oznacuje soucasné i skaldrni soucin na stavovém

prostoru systému, interpretuyjeme vySe uvedené formule jako vyjadreni
ortogonality staciondrnich vinovych funkci. Snadno se totiz presvéd¢ime, ze v
libovolném case stejné relace spliuji 1 stacionarni vinové funkce samotné, nejen

row

jejich prostorové Casti.

V piipadé systému s Cisté¢ diskrétnim spektrem, jehoz stacionarni vinové funkce
jsou normovany k jedni¢ce, miizeme proto pro libovolnou dvojici vinovych funkci
psat

W,)=9,

nm?>

kde Jje Kroneckeritv symbol.

Degenerace energetickych hladin

Z homogenity staciondrni Schrodingerovy rovmice 1 pripojenych okrajovych
podminek vyplyva, Ze spliluje-li prostorova cast stacionarni vinové funkce pro
vybranou hodnotu energie z diskrétni ¢i spojité ¢asti energetického spektra
stacionarni Schrodingerovu rovnici a soucasné¢ 1 odpovidajici okrajovou
podminku, spliiuje obé i jeji libovolny nasobek.

Reseni stacionarni Schrodingerovy rovnice neni tedy pro zadanou hodnotu
energie uréeno bezezbytku jednoznacné. Vzdy totiz existuje volnost ve volbé
multiplikativniho faktoru.

Jedna-li se o jedinou nejednoznacnost, nazveme odpovidajici energii
nedegenerovanou. Casto téZ hovofime o nedegenerované energetické hladiné.
Pokud ale naopak zavisi pro danou energii feSeni stacionarni Schrdodingerovy
rovnice 1 na dalSich volné nastavitelnych konstantdch, hovofime o energii
degenerované nebo t€z o degenerované energetické hladine.

Ortogonalita
stacionarnich

vilamvniah fiinl A7

Kroneckerav
symbol.




Stupen
degenerace je
déan dimenzi
odpovidajiciho
podprostoru.
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Ponc¢kud piesnéjsi popis degenerace energetické hladiny miizeme podat,
uvédomime-li si, Ze mnozina vSech feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice
tvofi pro vybranou energii z diskrétni i spojité Casti energetického spektra
linedrni vektorovy podprostor. Je-li dimenze tohoto podprostoru rovna jedné,
jedna se zfeyjmé o hladinu nedegenerovanou. Je-li naopak vétsi nez jedna, je
pfislusna energeticka hladina degenerovana.

Ptikladem systémii s nedegenerovanymi energetickymi hladinami mohou byt
cdstice v_jednorozmerné potencidlové jamé nekonecné hloubky a linedrni
harmonicky oscilator. Naopak degenerované energetické hladiny ma kuptikladu
volnd castice. Tuhy rotdtor ma nékteré hladiny degenerované a jiné nikoliv.

Shrnuti kapitoly

Stacionarni nebo také bezcasovd Schrodingerova rovnice je zékladni kvantove-
mechanickou rovnici pro prostorovou cast vinové funkce, popisujici stav systému
s presné danou energii E. Soucdasti stacionarni Schrodingerovy rovnice je vyraz
pro potencialni energii systému V (7) .

Mnozina hodnot energii E, pro které je staciondrni Schrodingerova rovnice
resitelna, tvoii energetické spektrum daného systému. Energetické spektrum mutize
mit diskrétni 1 spojitou ¢ast. Podle toho, zda obsahuje pouze diskrétni cast, pouze
spojitou cast nebo ob& tyto Casti hovoiime o ciste diskrétnim spektru, cisté
spojitéem spektru nebo smiseném spektru.

Pro danou hodnotu energie E ze spektra energii mtize existovat (odhlédneme-li od
vzdy pfitomné nejednoznacnosti v mutiplikativnim faktoru) jediné fteSeni
Schrédingerovy rovnice (jediny stav s danou energii), nebo vice linearné
nezavislych feSeni (vice rlznych stavli se stejnou energii). V prvém piipade
hovofime o nedegenerované energeticke hladiné, ve druhém piipadé¢ o
degenerované energetické hladinée, pricemz pocet riznych stavl se stejnou energii
udava stupen degenerace této energetické hladiny.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Formulujte zpaméti stacionarni Schrédingerovu rovnici. Uved'te vyznam
jednotlivych symbolt.

2) Jakymi pomocnymi tvahami lze sestavit stacionarni Schrédingerovu rovnici?

3) Jaky je fyzikalni vyznam staciondrni Schrodingerovy rovnice? Jak nazyvame
vlnové funkce, které jsou jejim feSenim?

4) Objasnéte pojem energetické spektrum systému.

5) Uvedte, jaké druhy energetickych spekter rozliSujeme a jak se od sebe lisi.
Uved'te priklady systému s jednotlivymi druhy spekter.

6) Vysvétlete, co znamena tzv. ortogonalita staciondrnich vinovych funkeci.

7) Definujte pojem degenerovana energeticka hladina a stupen degenerace?

Korespondenc¢ni tkol €. 5

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly
4.2.
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4.3. NESTACIONARNIi SCHRODINGEROVA ROVNICE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
* formulovat matematicky tvar nestacionarni Schrodingerovy rovnice;
* objasnit fyzikalni vyznam nestacionarni Schrodingerovy rovnice;
* uvést podstatu metody feSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice;

e vysvétlit pojem kvantovy determinismus.

Pojmy k zapamatovani:

Nestaciondrni (Casova) Schrédingerova rovnice, rovnice kontinuity, hustota
toku pravdépodobnosti, kvantovy determinismus.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

Casovy vyvoj reprezentujeme v kvantové mechanice zavislosti vinové funkce na
case. Abychom dokézali v konkrétnich piipadech tuto zavislost urcit, potiebujeme
znat odpovidajici evoluéni rovnici. Rovnici, kterd by v ramci vinového popisu
¢astic nahradila pohybové rovnice klasické mechaniky.

Vinéni popisujeme, at’ jiz se s nim setkdvame v nejriiznéjSich oblastech fyziky,
obvykle vlnovou rovnici. Pro potfeby kvantové mechaniky ji vSak musime
ponékud upravit, nebot’ vinova rovnice samotna ptipousti jako sva feseni i v ramci
kvantové mechaniky odmitnuté tvary staciondrnich vinovych funkci

WP, 1) = W(F) exp (é Et].
Pohybova rovnice kvantové mechaniky musi brat v tivahu nejen vinovy popis

castic, ale 1 specialni tvar vinovych funkei reprezentujicich monochromatické de
Broglieho viny

Yr,t)=9(r) exp(—%EtJ.

Je ji proslula nestacionarni (¢asova) Schrodingerova rovnice

in d‘/’g L. 273; AW, 1) +V (F) Y1),

Sestaveni nestacionarni Schrédingerovy rovnice

Podle principu superpozice mizeme libovolnou vlnovou funkci popisujici
fyzikélné¢ realizovatelny stav systému zapsat jako linedrni kombinaci
stacionarnich vlnovych funkci. Pro jednoduchost se omezme na jednocasticovy
systém s cistée diskrétnim a nedegenerovanym spektrem. Pak mizeme psat

W)=Y AW, () exp(—%EﬂtJ,




Sestaveni
nestacionarni
Schrédingerovy
rovnice.
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kde indexem n C¢&islujeme jednotlivé diskrétni energie E , symbolem W,
oznacujeme prostorovou ¢ast stacionarni vlnové funkce odpovidajici energii £, a
A, jsou komplexni konstanty. V pohybové rovnici se zifejmé budou vyskytovat
derivace vlnové funkce podle ¢asu. Pro prvni z nich mizeme psat

G IR B i
L = IN U EW ~1E¢|
dt h - n n }’l(r) exp( h }’IJ

Prostorové cCasti stacionarnich funkci vSak spliwuji staciondrni Schrédingerovu
rovnici

—%AW (F)+V (AW, (F) = E,W ,(7),

z niz miZzeme do vyrazu pro d@/Jt dosadit:
”Wr D _ ZA { I\ )+ V)W, (r)}exp( hEntj,
a ziskany vyraz jest¢ dale upravit do tvaru

oy i| i i
L=l A DD AW -ZEt| |+ Y 4w ——E ||}
e h{ M {Z n ,,eXp( 5 o ﬂ {Z " ,,eXp( 5 on ﬂ}

S pouzitim (F,1)=) AW, (F)exp|~(i/h)E,t] a po formalnich {pravach

obdrzime takto nakonec nestaciondrni (¢asovou) Schrodingerovu rovnici

7 “’g D - 2’;; DAY 1) +V (P 1),

Na tomto mist€ je vSak nezbytné ¢tenatfe upozornit, Ze vySe nastinény postup neni
odvozenim nestacionarni Schrodingerovy rovnice! M¢l jen podat prijatelné
argumenty kni vedouci a poukazujici na jeji tzkou souvislost s principem
superpozice a rovnici stacionarni. V rdmci kvantové mechaniky je nestacionarni
Schrédingerova rovnice jednim ze zakladnich postulatd.

Zajimavym dusledkem nestacionarni Schrodingerovy rovnice je rovnmice
kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti |(,l/|2 .

Nestacionarni Schrédingerova rovnice jako matematicky problém

Nestacionarni Schrodingerova rovnice je parcidlni diferencialni rovnici prvniho fadu v Casové
proménné a druhého fadu v proménnych prostorovych. Pfitomnost parcialnich derivaci podle
prostorovych proménnych vyzaduje podobné jako v pripadé staciondrni Schrédingerovy rovnice
doplnéni okrajové podminky. Tou je pro vinové funkce reprezentujici fyzikalné realizovatelné

stavy castice pozadavek jejich kvadratické integrovatelnosti, “l//(r t)| d’F < +oo, ktery musi byt
R?

splnén v libovolném case z.

Protoze nestacionarni Schrodingerova rovnice obsahuje navic i derivaci ¢asovou, musime k

podmince okrajové pridat jesté¢ podminku pocdatecni. Ta vzhledem k tomu, ze pfislusna ¢asova
derivace je prvniho fadu, nabyva tvaru
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Y1) =g, (r),

kde ?, je zvoleny Cas, ktery povazujeme za pocateCni, a (J,(¥) zadand kvadraticky integrovatelna

funkce reprezentujici stav systému v tomto ¢ase.

Nalezeni feSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice pro zadanou pocate¢ni podminku je v
obecném piipadé velmi obtizny problém. Ten se ovSem vyznamné zjednodusi, znadme-li Gplny
systém feseni odpovidajici rovnice stacionarni. Z podrobného vypoctu kromé jiného vyplyva, ze
pocatecni podminka uréuje vyvoj vinové funkce v budoucich ¢asech jednoznaéné.

Nestacionarni Schrodingerova rovnice takto ¢ini kvantovou mechaniku
deterministickou. Vzhledem k pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce vsak
hovotime, kviili odliSeni od determinismu klasické mechaniky, o determinismu
kvantovém.

Jednorozmérna nestacionarni Schrédingerova rovnice

V jednorozmérném piipadé lze zplisobem obdobnym tomu, ktery jsme nastinili
vyse, dospét k nasledujicimu tvaru nestacionarni Schrodingerovy rovnice

Kvantovy
determinismus.

0 _ 1 Y0

ot 2m  dx’ VYD),

4.3.1. ROVNICE KONTINUITY PRO HUSTOTU
PRAVDEPODOBNOSTI

Rovnice kontinuity

Pod rovmici kontinuity pro veli¢inu X, ktera je spojit¢ rozlozena v prostoru
s prostorovou _hustotou p(7,t) a jejiz premistovani v prostoru je popsano

hustotou toku j(7,t), mizeme zapsat ve tvaru

% 4 div =0,
ot

kde div je operator divergence.

S rovnici kontinuity se mizeme setkat v riznych oborech fyziky, vzdy je vSak jeji
interpretace stejna - jednd se o zdkon zachovadni veliciny X. Integrovanim obou
stran rovnice kontinuity pies vybranou oblast prostoru V totiz ziskdme

%jpd37:—jdivjd3f
\%

\%

a po pouziti Gaussovy-Ostrogradského vety, znamé z vektorové analyzy, dale téz
¢ fpar=— 1.5
— | pd’F = j.ds,
dt \' ov

kde jsme symbolem 0V oznacili hranici oblasti V. Vzhledem k obvykle volené

orientaci elementu plochy dS ve sméru vn&jsi normély k hranici 0V miZeme
ziskany integralni vztah popsat velmi nazorn¢ slovy:

Gaussova —
Ostrogradského

viREA



Zakon zachovani.
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Casova zména mnozstvi veli¢iny X obsazené v oblasti V je rovna tomu, co do této
oblasti pfitece nebo z ni odtece hrani¢ni plochou.

To je ovSem formulace, kterou miizeme bezpochyby nazvat zdkonem zachovani
veliciny X.

Rovnice kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti

Ukazme si nyni, Ze rovnici kontinuity Ize formulovat i pro hustotou

pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v zadaném bod¢ prostoru - |(//(77 , t)|2 .

Vzhledem ke struktufe obecné rovnice kontinuity budeme potiebovat ¢asovou
derivaci

oyl _a(y*y) _ aw*
ot ot

kde ¢¢* oznacuje komplexné¢ sdruzenou funkci k vlnové funkci .

ll/

ey

Z nestacionarni Schrédingerovy rovnice ovsem plyne

*
07_(// =— h Aw +K¢/’ dl/l h
ot 2iM ih ot T oM iM

coz po dosazeni a Upravach dava nasledujici vyraz pro casovou derivaci hustoty

w*__w*

pravdépodobnosti |l//(? , t)|2

Il _

ot

Ziskany vztah je dale mozno upravit pomoci identity znamé z vektorové analyzy,

fAg=div(fUg)—-0Uf.Og, vniz jsme symbolem [ oznacili vektorovy operator
gradient, a obdrzet tak rovnici kontinuity v obvyklém tvaru

(w*Al/' Yhy ).

Il

h * — *)\ =
o +a’zv{ iM(w Ow- ¢y )} 0

Jednorozmérna rovnice kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti

Obdobnym zplsobem miizeme z jednorozmerné nestaciondrni Schrodingerovy
rovnice ziskat odpovidajici jednorozmeérnou rovnici kontinuity

oWr) 0] h [0 _ 00"\ _
ot +6x{2iM(w Ox v Ox j} 0

Hustota toku pravdépodobnosti

Porovndnim s obecnym tvarem rovnice kontinuity vidime, Ze vyraz

"—L * — %
J = @By 4ay),

resp. v jednorozmérném piipad€ vyraz
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N (0% _ 00"
]_ZiM(w Ox wax j’

musime interpretovat jako hustotu toku pravdépodobnosti. Uvedené vyrazy tedy
popisuji, jak se zminénd pravdépodobnost pieléva béhem casového vyvoje,
urcovaného nestacionarni Schrédingerovou rovnici, prostorem.

Za povSimnuti stoji fakt, Ze hustota toku pravdépodobnosti je realnd veli€ina, tj.
Zeplati j = j*, resp. v jednorozmérném piipadé j = j*.

4.3.2. OBECNE RESENi NESTACIONARNI SCHRODINGEROVY
ROVNICE

Cisté diskrétni spektrum

Podle principu superpozice mizeme vlnovou funkci popisujici fyzikalné
realizovatelny stav systému psat ve tvaru linearni kombinace vinovych funkci
stacionarnich. V ptipadé systému s cisté diskrétnim spektrem proto plati

wEn=>4,W, () exp(—%Entj,

kde vektorovym indexem s = (s,, ..., 5,) zohledfiujeme moznou degeneraci

jednotlivych energetickych hladin systému. V ptipadé nedegenerovaného spektra
by se tento sc¢itaci index ve vySe uvedené sume nevyskytoval.

Vzhledem k tomu, Ze princip superpozice byl vid¢i ideou pii formulovani
nestacionarni _Schrodingerovy rovnice, musi ji nutné vySe uvedend suma
vyhovovat, coz miizeme snadno ovétit prostym dosazenim.

Linedrni kombinace stacionarnich vlinovych funkci proto zaddva obecné fesSeni
nestaciondrni Schrédingerovy rovnice systému s Cisté diskrétnim spektrem.

K jednoznacnému ur€eni tohoto feSeni musime vSak najit zatim neznamé
koeficienty 4, . UCinime tak pomoci poCate¢ni podminky ¢/(7,¢,) =, (7), v niz

je ¢, (r) zadand komplexni funkce. Musi tedy platit
- - I
Y,(r)= z A4, W, (F)exp (—%Ento j

K osamostatnéni konstant 4, vyuzijeme ortogonality prostorovych Casti
stacionarnich vinovych funkci, o nichz navic budeme pifedpokladat, Ze jsou
normalizovany k jedniCce. S vyuzitim bra-ketové symboliky mizeme proto psat
<Wm,q‘LPn’s> =9,,0,, kde O, je zobecnéné Kroneckerovo delta.

mn = qs?

Po vynasobeni obou stran pocate¢ni podminky, kterou pomoci bra-ketové
Ll—‘n’s>exp (—i /h Et, ), zleva bra-

symboliky zapisujeme ve tvaru |(,Z/0>:Z:AmS

vektorem <LIJ a s vyuzitim ortogonality stacionarnich vlnovych funkci ziskdme

el

Zobecnéné
Kroneckerovo delta.
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<L|Jm,q ‘w0> = ZAVI,S <LIJm»q ‘ Lpn,5>exp(_%Ent0j = ZAn,sémnéqs CXP(_%EVIZ‘OJ =

i
- Am,q eXp (_%Em%]
a dale téz

i i % o
A, g = exp(%Emtoywm,q ‘z//0> = CXP(%Emtoj j W, (F Y, (F)d’F.
D3

Pro zadanou pocatecni podminku ¢, (7) jsou tedy koeficienty A

mq >

a proto i

vlnova funkce ¢(7,t), uréeny jednoznaéné.

Musime vSak mit na paméti, ze razné pocatecni vinové funkce, které se navzajem
1i81 pouze nenulovym multiplikativnim faktorem, popisuji pocatecni stav systému
stejn¢ dobte. Podobna nejednoznacnost se pochopitelné pienasi 1 na obecné feseni
nestacionarni Schrddingerovy rovnice. Vybereme-li si vSak jednu ze vSech
moznych ekvivalentnich pocatecnich podminek, bude jiz toto feSeni urceno
jednoznacéng.

Snadnym vypoctem déle zjistime, Ze v kazdém Case plati

[lo@.of &7 = [|o@f a7 =

n,s

A

7,8

Normalizace vlnové funkce, kterd spliiuje nestacionarni Schrodingerovu rovnici,
se tedy s Casem neméni.

Cisté spojité spektrum

Pro systém s cisté spojitym spektrem je mozno podle principu superpozice psat
obecnou kvadraticky integrovatelnou vinovou funkci ve tvaru

GO DI (F)exp(—%Etj dE,
S s

kde integrujeme pfes mnozinu vSech spojitych energii a vektorovym indexem s
zohlediiujeme moznou degeneraci jednotlivych energetickych hladin.

I pravé uvedend integralni linearni kombinace spliluje nestaciondrni
Schrodingerovu rovnici, a zadava tedy jeji obecné fesent.

Neznamé koeficienty A, ziskdme pomoci pocate¢ni podminky

U= [ A W, () eXp(—%EtojdE,
S s

z niz lze vhodnym postupem, pfesahujicim vSak ramec tohoto textu, ziskat pfi
vhodné ,,normalizaci W,

i *® o 3
Ag :exp(%Etoj J LPE,S Y, (r)dr.
[3
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4.3.3. KVANTOVY DETERMINISMUS

Je kvantova mechanika teorii deterministickou? Zda se, Ze nikoliv. Zatimco
klasicka mechanika hovoii pfesnou fe¢i Cisel reprezentujicich hodnoty riznych
méfitelnych veli¢in, mechanika kvantova dava jen ,,nepfesné, pravdépodobnostni
predpovédi. Podivejme se na tento problém podrobnéji.

Klasicky determinismus

Stav soustavy hmotnych bodl zaddvame v klasické mechanice jejich
soufadnicemi a rychlostmi a jejich ¢asovy vyvoj popisujeme napt. Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi. Zaddme-li stav soustavy hmotnych bodi ve zvoleném
pocateénim cCase, tj. zaddme-li v tomto Case polohy a rychlosti vSech castic,
muzeme, alesponi teoreticky, pomoci Newtonovych pohybovych rovnic urcit
jednoznaéné téz stav soustavy (polohy a rychlosti ¢astic) v libovolném case
budoucim.

Uvedeny fakt, ¢asto zobeciiovany na celou klasickou fyziku, se obvykle nazyva
klasickym determinismem. Jeho zhusténou a velmi efektni formou je Laplacetv
vyrok, ze bude-li mit k dispozici pocateni polohy a rychlosti vSech Castic ve
vesmiru, bude schopen ptedpovédét jednoznacné jeho budoucnost.

Meze klasického determinismu

Ve skutecnosti nardzi ovSem klasicky determinismus, a to 1 v ramci samotné
klasické mechaniky, na neptekonatelné meze. PredevSim presnd predpoveéd
budoucnosti vyzaduje pfesné zadani pocatecniho stavu. To je ovSem, jako kazda
jind experimentalni procedura, zatizeno experimentdlnimi chybami. Ackoliv
klasicka fyzika véfi, Ze je mozno tyto chyby neomezené minimalizovat, moderni
teorie dynamickych systémii ukazuje, ze nékdy i zanedbateln¢ malé chyby mohou
vést k nepredvidatelnému chovani systému v budoucnosti.

Druhé omezeni spociva v matematické naroc¢nosti fesSeni klasickych pohybovych
rovnic. I dneSni vykonné superpocitate umoziuji, s pfijatelnymi vypocetnimi
naklady, numerickou integraci klasickych pohybovych rovnic soustav, které
obsahuji maximalné nekolik tisic ¢astic, a to jesté navic pouze pro redlné casové
tseky v rozmezi 107" -107* s. Klasicka predpovéd miize byt proto v diisledku
technickych komplikaci i pro velmi malé makroskopické systémy (kapka vody)
prakticky nedosazitelna.

Zobecnény determinismus

Pojmu determinismus vSak mizeme dat i ponckud volnéjsi obsah. Pod
deterministickou mizeme rozumét, v zobecnéném slova smyslu, i takovou teorii,
ktera pro zadany pocateéni stav systému umoznuje urcit jednoznacné jeho stav v
libovolném ¢ase budoucim. Pfitom vSak blize nespecifikujeme miru informace o
systému, kterd je v zadani stavu obsazena. Deterministicka teorie musi potom
spliiovat nasledujici dvé podminky:

e vramci této teorie je definovéana procedura, jejiz pomoci mizeme jednoznacné
definovat stav studovaného systému,

* je formulovana pohybova rovnice, ktera umoznuje k zadanému pocatecnimu
stavu urcit jednozna¢né stavy budouci.

Klasicky
determinismus a
jeho meze.

Deterministicka
teorie.
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Kvantovy determinismus

Ve vyse uvedeném zobecnéném smyslu je kvantovd mechanika teorii
deterministickou. V jejim ramci umime popsat stav studovaného systému pomoci
vinové funkce i zformulovat pohybovou rovnici, nestaciondrni Schrodingerovu
rovnici, jejiz feseni je pro zadanou pocate¢ni podminku urceno jednoznacné.

Mira informace obsazené ve vinové funkci pochopitelné neobstoji ve srovnani s
mirou informace klasické. Polohy 1 rychlosti ¢astic nemtiizeme méfit neomezené
ptesné. V disledku Heisenbergovych relaci neurcitosti plati, ze ¢im piesnéji
zméfime polohy jednotlivych Castic, tim méné prfesné miizeme zméiit jejich
rychlosti a naopak.

Informace vyzadovana klasickou mechanikou je v ramci mechaniky kvantové
poskytovdna pouze v pravdépodobnostni, statistické formé¢, coz mulze vést
k predstavé kvantové mechaniky jako teorie indeterministické. Vzhledem k vyse
feCenému je vSak takovy pohled pon€kud nespravedlivy. V ramci klasickych
pozadavku, které jsou vsak i klasickou fyzikou nesplnitelné, jisté kvantova
mechanika indeterministicka je. V zobecnéném slova smyslu se vSak jedna o
dokonalou deterministickou teorii.

Shrnuti kapitoly

Nestacionarni nebo také casova Schrédingerova rovnice je zakladni rovnici
kvantové mechaniky. Popisuje ¢asovy vyvoj kvantového systému.

Z nestacionarni Schrédingerovy rovnice 1ze odvodit rovnici kontinuity pro hustotu
pravdépodobnosti |l,[/(17 , t)|2 . V této rovnici figuruje veli¢ina

j= % ((// *Uy- ¢y *) , zvand hustota toku pravdépodobnosti, ktera ukazuje,
i

jak se preléva prostorem pravdépodobnost vyskytu ¢astice v jednotlivych bodech.

Pro zadanou pocate¢ni a okrajovou podminku je nestacionarni Schrédingerova

rovnice jednoznacné fesitelna. Mluvime o tzv. kvantovém determinismu.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Formulujte nestacionarni Schrédingerovu rovnici. Jaky je jeji vyznam?

2) Jakymi tvahami Ize tuto rovnici sestavit (nikoliv odvodit!)?

3) Vysvétlete podrobné, co vyjadiuje obecna rovnice kontinuity? Jaky ma tvar?

4) Jak lze z nestaciondrni Schrédingerovy rovnice odvodit rovnici kontinuity?
Pro jakou veli€¢inu?

5) Co je to kvantovy determinismus? Co ma spolecného a ¢im se lisi od
klasického determinismu?

6) Jak souvisi problém determinismu kvantové mechaniky s nestacionarni
Schrédingerovu rovnici?

Koresponden¢ni tkol €. 6

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly
4.3.
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4.4. KORESPONDENCE MEZI KLASICKOU A KVANTOVOU
MECHANIKOU

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
* objasnit vztah mezi kvantovou a klasickou mechanikou;
* odvodit druhy Newtonliv pohybovy zdkon z nestacionarni Schrédingerovy
rovnice pro jednu castici.
Pojmy k zapamatovani:

kvaziklasické pribliZeni, stiedni hodnota veliciny, nestaciondrni Schrodingerova
rovnice, 2. Newtoniiv pohybovy zdkon.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

Existuje vztah mezi klasickym a kvantovym popisem?

Klasické a kvantova mechanika jsou na prvni pohled naprosto odli$né teorie, a to
jak svou matematickou strukturou, tak i1 fyzikalnimi pfedstavami.

Tak napt. stav jednoc¢asticového systému popisujeme v ramci klasické mechaniky
uspotradanou Sestici realnych c¢isel (poloha a hybnost) a pohybové rovnice jsou
obvykle psany jako obycejné diferencialni rovnice (Newtonovy pohybové
rovnice).

V mechanice kvantové popisuje stav cCastice, pokud odhlédneme od casové
zéavislosti, komplexni funkce tfi realnych proménnych (vinova funkce) a Casovy
vyvoj se fidi parcidlni diferencidlni rovnici (zndmou nestaciondrni
Schrodingerovou rovnici).

Na druhé¢ stran¢ vSak tusime, Ze mezi obéma teoriemi musi existovat tizky vztah.
Nase zkuSenosti s vyvojem fyziky totiz naznacuji, Zze nova, presné¢jSi teorie
zpravidla zahrnuje i teorii star$i jako své vice ¢i méné presné pribliZeni. Jisté tomu
tak bude i s kvantovou a klasickou mechanikou. Zatimco pro urcité systémy (napf-.
atomy) musime pouzit, chceme-li obdrzet kvantitativné spolehlivou predpovéd’,
model kvantovy, bude pro jiné (napt. slunecni soustava) piijatelny jak model
kvantovy, tak i klasicky. A tehdy musi oba modely poskytovat velmi blizka
experimentalné verifikovatelna data.

V tzv. kvaziklasickém priblizeni 1ze ukazat, Ze klasickda mechanika je pfiblizenim
kvantové mechaniky nulté¢ho fddu v mocninach Planckovy konstanty. Presnéji, Ze
jedna z pohybovych rovnic klasické mechaniky, tzv. rovnice Hamiltonova-
Jacobiho, je nultym pfiblizenim nestacionarni Schrédingerovy rovnice. V této
kapitole se soustfedime na jinou formu hledané souvislosti: na to, jak z
nestacionarni Schrédingerovy rovnice vyplyvaji pohybové rovnice Newtonovy.
Pro jednoduchost se omezime na jednocéasticovy systém.

Kvaziklasické
pfiblizeni.
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2. Newtonuv zakon

V kvantové mechanice nemohou soufadnice polohy a hybnosti bodové ¢astice
nabyvat ostfe definovanych hodnot. To, co obvykle v ramci klasického popisu
jako polohu ¢i hybnost ¢astice oznacujeme, jsou ve skutecnosti stredni hodnoty
téchto velicin.

Tak naptiklad pod polohou ¢astice v Case ¢ ve stavu popsaném normalizovanou
vlnovou funkci Y rozumime

F) = [ 7l of &F.

Vzhledem k ¢asové zavislosti vinové funkce zavisi na €ase 1 odpovidajici stiedni
hodnota. V ramci klasické interpretace to znamend, ze se Castice pohybuje
prostorem, piicemz okamzitd (stfedni) rychlost tohoto pohybu je ziejmé dana
prvni ¢asovou derivaci (stiedni) polohy, o (¢) = d7(¢)/ dt, coz po dosazeni dava

2
= d -, - 0@ sl ,,.0 0 -
v(t)y=— I r|4l/(r,t)|2 d’r = J. rMaﬂr = I r(l//* "U +y i jd3r,
dt 7 it ot ke ot
kde hvézdickou oznacujeme komplexni sdruzeni.
Casové zavislost vinové funkce (/ viak reprezentuje kvantové-mechanicky vyvoj
systému, samotnd vlnova funkce musi tedy splilovat nestaciondarni

Schrodingerovu rovnici. Do vyrazu pro rychlost proto miizeme za ¢asové derivace
Y a Y z této rovnice dosadit

oy h 4 oay* _ h vV
ot 2iM oy ih Ve gt 2iM v ih v
a ziskat tak po upravach vztah
di

_ ih
D =E—— = — *[] d3”— l_ * ] dSA’
R T8 e kv L T

v némz symbolem [J oznacujeme vektorovy operator gradient.

K formulaci druhého Newtonova zakona vSak potiebujeme znat zrychleni Castice.
Ziskany vztah proto musime derivovat jesté jednou

= _dbo __ihd o oY * oY) ;.
¢ dt Mdt-[w*mwdr Mj(a Hyryro )d

!_\3

Po opétném dosazeni z nestacionarni Schrédingerovy rovnice a po Upravach
obdobnych tém, které jsme provedli vyse, ziskame

Ma= jw*[—DV(F)]wd37.

Vyraz na pravé strané¢ posledni rovnosti mizeme i bez velké predstavivosti
interpretovat jako stfedni hodnotu zdporné vzatého gradientu potencialu, v némz
se studovana c¢astice pohybuje, nebo téz jako stredni hodnotu pusobici sily.
Ziskany vztah miizeme proto Cist takto:
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Soucin hmotnosti c¢astice a jejiho stfedniho zrychleni je roven stfedni hodnoté
pusobici sily.

To ovSem velmi pfipomina tvrzeni, které je obsahem 2. Newtonova zdkona -
jednoho ze zakladnich postulati klasické mechaniky. Nyni jsme jej vSak obdrzeli
jako dusledek pohybové rovnice mechaniky kvantové, jako dusledek
nestaciondrni Schrédingerovy rovnice.

Jesté zreteln&jSi souvislost s klasickym popisem vidime, bude-li mit Castice
v zadaném stavu ostfe lokalizovanou polohu. Tehdy odpovidajici vinovou funkci
reprezentujeme vinovym balikem, pochopitelné normovanym k jednicce. Integrand
na pravé stran¢ posledni ziskané rovnosti je v tomto piipadé nenulovy pouze na
malém okoli stfedni hodnoty polohy 7 a pii vypoétu prislusného integralu
muzeme pouzit vétu o stfedni hodnoté

[o(-ove)pa's =(-0r () WAZER

Kvantovou verzi 2. Newtonova zdkona miizeme proto s ohledem na normovani
vlnové funkce  piepsat pro silné lokalizovany vinovy balik do tvaru

Ma =-0V(T),

coz je az na zanedbatelné nepresnosti, které se objevily v disledku aplikace véty o
sttedni hodnoté, 2. Newtonilv zdkon ve své klasické podobé.

Vinovy balik.

Shrnuti kapitoly

Kvantova teorie neni poptenim klasické fyziky, nybrz jejim rozsitenim. Pro bézné
makroskopické systémy (napi. kapku vody nebo planety) davaji oba pfistupy v
podstaté stejné vysledky. Kvantovani energie a dalSich veli¢in je u makroobjektt
tak jemné, Ze je nelze viibec pozorovat.

V klasické fyzice méfime stredni hodnoty hybnosti, soufadnic a ostatnich velicin.
Pro jednu ¢astici se da z nestacionarni kvantové teorie odvodit klasicky Newtoniiv
druhy pohybovy zakon (pro sttedni hodnoty zrychleni a piisobici sily). Obdobné
odvozeni lze provést i pro obecnéjsi systémy.

Otazky Kk procviceni a opakovani

1) Jaky je vztah mezi klasickou a kvantovou teorii? Je kvantova teorie popienim
klasické fyziky?

2) Vysvétlete rozpor mezi moznosti soucasného méteni polohy a hybnosti Castice
v klasické fyzice a nemoznosti t¢hoz v kvantové mechanice.

3) Odvod'te druhy Newtontiv zdkon z nestacionarni Schrédingerovy rovnice pro
jednu castici.

Korespondencni ukol €. 7

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na otdzku €. 2 kapitoly 4.4.
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4.5. JEDNODUCHE KVANTOVE-MECHANICKE SYSTEMY

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
* provést kvantové-mechanicky rozbor problému volné ¢astice;

* provést kvantové-mechanicky rozbor problému problému Castice
v jednorozmérné pravouhlé potencidlové jameé nekonecné hloubky;

e provést kvantové-mechanicky rozbor problému problému astice
v jednorozmérné pravouhlé potencidlové jame kone¢né hloubky;

* provést kvantové-mechanicky rozbor linearniho harmonického oscilatoru;

e provést kvantové-mechanicky rozbor tuhého rotdtoru rovinného a
prostorového;

* provést kvantové-mechanicky rozbor prichodu Castice jednorozmérnou
obecnou a pravouhlou potencidlovou bariérou.

Pojmy k zapamatovani:

potencidlni energie, staciondrni stav, energetické spektrum, éasovy vyvoj, volna
Castice, jednorozmérnd pravouhla potencidlova jama nekonecné hloubky,
jednorozmérna pravouhla potencidalova jama konecné hloubky, linedarni
harmonicky oscilator, tuhy rotditor rovinny, tuhy rotdtor prostorovy,
jednorozmérnd potencidlova bariéra, jednorozmérna pravouhla potencidalova
bariéra.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
3 hodiny

Matematickd struktura kvantové teorie je velmi komplikovana. Proto je mozno
roztesit v analyticky uzavieném tvaru jen nckteré nejjednodussi problémy. Pro
naprostou veétSinu alespon CasteCné realistickych modelti je zapotiebi pouzit
pribliznych metod nebo feSeni provést numericky.

Mezi nejvyznamnéj$i modelové systémy, pro néz je mozno fteSit staciondrni a
nestaciondarni Schrédingerovu rovnici jednoduchymi matematickymi prostredky,
patii

* volnad castice,

e jednorozmérna pravouhla potencialova jama nekonecné hloubky,

jednorozmérna pravouhla potencidalova jama konecné hloubky,

linedrni harmonicky oscilator,

* tuhy rotator,

e Jjednorozmeérna potencidlova bariéra,

e jednorozmérna pravouhla potencialova bariéra.
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451. VOLNA CASTICE

Potencial

Volnou Castici rozumime c¢astici, na kterou nepisobi zadné sily. Ve
Schrédingerové rovnici miizeme proto povazovat potencidl vnéjsich sil za nulovy,
tj. V=0.

Stacionarni stavy

Stacionarni Schrédingerovu rovnici pro volnou ¢astici o hmotnosti M

hZ
-——AY=E
oY Y=EY

feSime pomoci separace proménnych. Z podrobného feSeni vyplyva, zZe
staciondrni vlnové funkce miizeme pro volnou ¢astici psat ve tvaru

Y= Aexp[i(kxx +k,y +kzz)},

kde A4 je (obecn¢ komplexni) konstanta a vektor k= [k,.k,,k.] spliiuje podminku

2 2 2_2ME
k. +k +k =—0r—.

Nemaji-li vinové funkce divergovat v nekonecnu, jsou piipustné pouze nezaporné
energie, E=0. VySe uvedené vlnové funkce nejsou vSak kvadraticky
integrovatelné a neodpovidaji tedy Zadnému fyzikaln¢ realizovatelnému stavu.

Diskrétni cdst energetického spektra volné Castice je proto prdzdna a nezaporné
energie patii k casti spojité.

AZ na zékladni (E = 0) je kazda z energetickych hladin degenerovand, nebot
konkrétni volbé energie odpovida nespocetné¢ mnoho vinovych funkei zadanych

vektory &, které splituji podminku k.* +k > +k’ =2ME /.

Vyse uvedené stacionarni vlnové funkce odpovidaji prostorovym castem de

Broglieho rovinnych monochromatickych vin. Vektor k je tedy vlnovym
vektorem a podle de Broglieho vztahii souvisi s hybnosti studované Castice

prostiednictvim vztahu p = hk.

Ziskané stacionarni vinové funkce odpovidaji (nerealizovatelnym) staviim volné
castice s presn¢ definovanou hybnosti.

Casovy vyvoj

Z teSeni nestaciondrni Schridingerovy rovnice pro systémy s Cisté spojitym
spektrem pro volnou c¢astici vyplyva, ze ¢asovy vyvoj vinové funkce @, kterou je
mozno v poc¢ateCnim Case ¢, psat ve tvaru




De Broglieho thlova
frekvence.

Prubéh potencialu
Jjednorozmérné

nrmviAthIA
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#(7.1,) = [ ®(K)exp(ik 7)d’k,

je dan vztahem

#(7.1) = [ (k) exp[i( 7 — ax)}d%,

kde
n(k’+k +k7)
oM

je de Broglieho uhlova frekvence pritazena volné Castici s ostie definovanou
energii E.

w=

> |

Je-li funkce ® nenulova pouze na malém okoli pevné zvoleného vlnového vektoru
k, , popisuje vySe uvedeny integral Sifeni tzv. vinového baliku prostorem.

4.5.2. JEDNOROZMERNA PRAVOUHLA POTENCIALOVA
JAMA NEKONECNE HLOUBKY

Potencial

Jednorozmérna pravouhla potencidalova jama nekonecné hloubky odpovida
modelovému potencidlu

V(x)=0, x0(0,L),
V(x)=+w, x0(0,L).

Castice pohybujici se v poli tohoto potencialu bude ziejmé ,,uvéznéna* na Gsedce
(0,L). Volba nulové hladiny potencialu i umisténi jadmy na ose x jsou pochopitelné
ponechany na nasi libovuli a fyzikalné relevantni vysledky na nich nezaviseji.
Typicky priabéh pravothlého potencidlu nekonecné hloubky je znazornén na
obrazku.

V(x)=0 X

x=0 x=L

V poli tohoto potencialu budeme studovat stacionarni stavy a pohyb jediné
Castice, jejiz hmotnost oznacme M.
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Stacionarni stavy

Z podrobného teseni staciondrni Schrodingerovy rovnice je plyne, zZe

energetické spektrum Castice v jednorozmérné potencidlové jamé nekonecné
hloubky je ciste diskrétni a nedegenerované. Ptipustné hodnoty celkové energie
jsou dany vztahem

n,

Y
kde n je pfirozené Cislo.

Témto energiim odpovidaji az na multiplikativni konstantu jednozna¢né urcené
vlastni vinové funkce

l//n(x)=Bsin[,/2A;—2E’%J pro xEI(O,L),

¥, (x)=0 pro xD(O,L).

Prabéh kvadrath jejich modul |¢/n (x)|2 znazoriuje pro rizné volby kvantového

Cisla n pfipojeny obrazek.

Casovy vyvoj

Z podrobného teSeni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem pro ¢éstici v nekoneéné hluboké pravouhlé potencidlové
jameé vyplyva, ze Casovy vyvoj vinové funkce @, kterou je mozno v pocate¢nim
Case f, psat ve tvaru

Poty) = Y e, (),

je dan formuli

Prabéh hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu Castice

v jednorozmérné
pravouhlé
potencialové jamé
nekonecné hloubky
pro vybrané
stacionarni stavy.



Casovy vyvoj
hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu Castice

v jednorozmérné
pravouhlé
potenciélové jamé
nekonecéné hloubky
pro vybrané
stacionarni stavy.
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P(x,0) = icn exp{—%En (¢ ‘fo)}//n(x),

kde E, a ¢, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni vlnové
funkce.

4.5.3. PRAVOUHLA POTENCIALOVA JAMA KONECNE
HLOUBKY

Potencial

Jednorozmérnda pravouhlda potencialova jama konecné hloubky odpovida
modelovému potencialu

V(x)=0, x0(0,L),
vix)=V,,  x0(0,L),

kde V¥, je kladna konstanta. Volba nulové hladiny potencidlu i1 umisténi jamy na
ose X jsou pochopitelné ponechdny na nasi libovilli a fyzikalné relevantni
vysledky na nich nezaviseji. Typicky prabéh pravothlého potencialu konecné
hloubky je znazornén na obrazku.
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V(x) = V, VX =V,

V poli tohoto potencidlu budeme studovat staciondrni stavy a pohyb jediné
castice, jejiz hmotnost oznacme M.
Stacionarni stavy

Z podrobného teSeni staciondrni Schrodingerovy rovnice pro studovany systém
plyne, ze

Prabéh potencialu
jednorozmérné
pravouhlé
potencialové jamy
konecéné hloubky.

energetické spektrum Castice v jednorozmérné potencialové jamé konecné
hloubky sestava z diskrétni a spojité casti.

Diskrétni energetické hladiny jsou nedegenerované a na intervalu (0,V;) jsou
urceny rovnicemi

[tg (ka) —ﬂ =0, {tg(ka) +f} =0,

kde

K = /W’ k= /2;\:§E

Tyto rovnice nejsou analyticky feSitelné, mizeme je vSak feSit numericky nebo
graficky. Pribéhy kvadrati modulli vybranych staciondrnich vlnovych funkci
znazoriuje obrazek.

Prabéh hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu castice

v jednorozmérné
pravouhlé
potenciélové jamé
konecéné hloubky
pro vybrané
stacionarni stavy.



Casovy vyvoj
hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu Castice

v jednorozmérné
pravouhlé
potenciélové jamé
konecné hloubky
pro vybrany stav (viz
text).
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Spojitd ¢ast energetického spektra studovaného systému odpovidd intervalu
energii (V,,+o). Kazda energie patfici ke spojité ¢asti energetického spektra je

dvakrat degenerovana.

Pro libovolnou energii £ >V, miZeme totiZ vzdy najit dvé nezdvisla feSeni
stacionarni Schrédingerovy rovnice ¢, a (., ktera sice nejsou kvadraticky
integrovatelna, nediverguji vS§ak v nekonecnu. Tato feSeni odpovidaji, zhruba

feceno, ¢astici nalétavajici na jdmu zleva, resp. zprava.
Casovy vyvoj

Zname-li staciondrni stavy systému, mizeme nestaciondrni Schrédingerovu
rovnici tesit standardnim zpusobem.

V nésledujicim se omezime na vinové funkce, které je mozno ziskat jako lineérni
kombinaci stacionarnich vlnovych funkei pfisluSejicich diskrétnim energetickym
hladindm. Tyto vinové funkce reprezentuji vazané stavy cdstice a jejich Casovy
vyvoj je zadan formuli

P(x,t)= chl//n (%) exp[—%En (t - to)},

kde E a ¢, jsou piislusné diskrétni energie a jim odpovidajici stacionarni

vinové funkce a koeficienty ¢, jsou jednoznacné urceny z po€ate¢ni podminky
¢(x’ tO) = ch(/ln (x)'

Jako ilustraci vySe uvedené formule uvadime animaci casového vyvoje kvadratu
absolutni hodnoty vlnové funkce @(x,#), ktera je v pocatecnim case #, dana

superpozici zakladniho a prvniho excitovaného stavu Castice v potencidlové jame
kone¢né hloubky.”

gm_4 9 5 di_1.avi
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Casovy vyvoj vlnovych funkei, které konstruujeme v né&jakém pocateénim Gase ¢,
jako integralni linedrni kombinaci vlnovych funkci pfislusejicich ke spojitym
energetickym hladindm

+00

P(x,1,) = J. (aEl/lg +bE¢/b_7)dEa

0

je dan formuli

+00

p(x0) = | (a0t + bEl,[/;)eXp{—%E(t —to)}dE.

0

4.54. LINEARNi HARMONICKY OSCILATOR

Potencial

Linearni harmonicky oscilator je modelovy systém zahrnujici ¢astici vazanou na
piimku, ktera se nachazi v poli sil popsanych potencidlem

Vi(x)= %yx2 , <)

kde yje kladna konstanta. Typicky prubéh potencidlu V' znazoriuje obrazek.

Vv

Prubéh potencialu
linearniho
harmonického
oscilatoru.

Tento model je ve fyzice mimotfadné vyznamny a uzitecny, protoZze malé kmity
naprosté vétSiny realnych systému kolem jejich rovnovaznych poloh je mozno s
dostate¢nou piesnosti popsat pravé pomoci kvadratického potencialu.

V poli tohoto potencidlu budeme studovat staciondrni stavy a pohyb jediné
Castice, jejiz hmotnost ozna¢me M.

Stacionarni stavy

Z podrobného teSeni staciondarni Schrodingerovy rovnice pro studovany systém
vyplyva, ze

energetické spektrum linedrniho harmonického oscilatoru je cisté diskrétni a
nedegenerované. Ptipustné hodnoty celkové energie jsou dany vztahem =%

E, =(n+1/2)hw,
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kde w=./y/M je, podobné jako v klasickém piipadé, thlova frekvence
oscilatoru a kvantové Cislo n nabyva nezédpornych celociselnych hodnot.

Témto energiim odpovidaji az na multiplikativni konstantu jednozna¢né urcené
vlastni vinové funkce, které je mozno po normalizaci k jednicce psat ve tvaru

&

Hermiteovy
polynomy.

Prabéh hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu ¢astice u
linearniho
harmonického
oscilatoru pro
vybrané stacionarni
stavy.

_ Mw 1 fMa) Mo ,
Y, (x)= nh\/znn!H"( - xJexp( 2hxj.

Symbolem H, (z) oznaCujeme Hermiteitv polynom n-tého stupné. Pribéh

kvadrati modult vlnovych funkci |l//n (x)|2 znazoriuje pro vybrané volby

kvantového Cisla n nésledujici obrazek.

/\ n=1

Casovy vyvoj

Z podrobného tesSeni nestaciondrni Schrédingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem pro linearni harmonicky oscilator vyplyva, Ze ¢asovy vyvoj
vlnové funkce @, pro kterou je mozno v pocate¢nim Case 7, psat

b1 =S e, ().

n=1

je dan formuli

P(x,1) = icn exp{‘%En (¢ ‘fo)}//n(x),

kde E, a ¢, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni vlnové

funkce linearniho harmonického oscilatoru.

Jako ilustraci uvedené formule znazorfiuje pfipojena animace ¢asovy Vyvoj
2 , ;o ~r w oy v r .

|¢(x, t)| pro vlnové funkce, které jsou v pocate¢nim case #, dany superpozici

dvou sousednich stacionarnich stavli, @(x,7,) =¢, (x)+ ¢, (x).
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n=4

n=2

n=0
gm_4_ 2 9 di_1.avi

4.5.5. TUHY ROTATOR

Casovy vyvoj
hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu Castice u
linearniho
harmonického
oscilatoru pro
vybrané stavy (viz
text).

Pod tuhym rotdtorem rozumime hmotny bod o hmotnosti M pohybujici se
v neménné vzdalenosti kolem poc¢atku soutadnicové soustavy.

Nahradime-li hmotnost M redukovanou hmotnosti, miizeme tento model pouzit
v nezménéné form¢ i pii popisu rotace soustavy dvou hmotnych bodi kolem

A%

tuhého rotatoru se da snadno roz$ifit 1 na obecnou tuhou soustavu linearné
uspotradanych hmotnych bodi.

Vramci klasické mechaniky je pohyb tuhého rotitoru rovinny. Pfestoze v
mechanice kvantové podobné omezeni neplati, feSime a porovnavame nize pro
nazornost oba ptipady — rovinny 1 obecny, prostorovy tuhy rotdtor.

Rovinny tuhy rotator - stacionarni stavy

Rovinu pohybu rotitoru milzeme bez Ujmy na obecnosti ztotoznit se
soufadnicovou rovinou (x,y). Vzhledem k symetrii problému je vyhodné v této
roviné piejit do polarnich souradnic, kdy Laplacetiv operdtor nabyva tvaru

2 10 10
St ta oo

or~ ror r° 0¢

A

Protoze je vzdélenost studovaného hmotného bodu od pocatku soufadnicové
soustavy konstantni, nebude na ni vinova funkce W sytému zaviset, W = P(¢).
Derivace podle » miizeme tedy ve vyse uvedeném vyrazu pro Laplacetiv operdtor
zanedbat. Staciondrni Schrodingerova rovnice nabyva takto tvaru

W W
2Mr* do?

EWY

Z jejiho podrobného feseni vyplyva, ze

energetické spektrum rovinného rotatoru je ciste diskrétni:

Laplacelv operator
v polarnich
souradnicich.
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'
"Mt
Kvantové ¢islo / nabyva nezdpornych celociselnych hodnot.

Odpovidajici vlastni vlnové funkce je mozno pro [/#0 psat jako linearni
kombinace dvou nezavislych feSeni vysSe uvedené Schrodingerovy rovnice
Wi(g)= exp(il¢) a W (9= exp(—il¢). Pro /=0 degeneruji tato dvé feSeni v

jediné W (@) = konst.

Spektrum rovinného tuhého rotatoru je tedy navic, s vyjimkou zakladni hladiny,
degenerované

Laplacelv operator
ve sférickych
souradnicich.

Operator kvadratu
momentu hybnosti.

Rovinny tuhy rotator - casovy vyvoj

Z podrobného teSeni nestaciondarni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem pro rovinny tuhy rotator vyplyva, Ze casovy vyvoj vinové
funkce ®, kterou je mozno v po¢ate¢nim Case f, psat ve tvaru

(@.1y) = 4y + D[ AV (#)+BY )]

je dan formuli

D(@,1) = 4, +§[Azwz+(¢) +Bll'|J1_(¢)j| eXp[_%El (t _to):|,

kde E, a W, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni funkce.

Prostorovy tuhy rotator - stacionarni stavy

V piipadé prostorového rotatoru je vyhodné vyuzit jeho sférické symetrie a ptejit
do sferickych souradnic, v nichz Laplaceitv operdtor nabyva

2 2 2
9’ 20 1(a+cotg(e)ﬁ_+ 1 aj_

2 2

tvaruA = —+——+— 3 2 2
or~ ror r-\060 06 sin“(6)0¢

Vsimnéme si, ze uhlova ¢ast Laplaceova operatoru ptipomind operdtor kvadratu
momentu hybnosti vyjadieny ve stérickych soutadnicich

2 2
[2=- 9 > +cotg(6’)i+ - 21 9 = |-
06 06 sin“(6)0¢

Vinova funkce systému opét nezavisi na vzdalenosti od pocatku, ktera je podle
definice tuhého rotatoru neménnd a hraje tedy roli konstantniho parametru,
Y =W(8,¢9), aStaciondrni Schréodingerova rovnice nabyva proto tvaru

1
2 Mr?

[2W=EW neboli 1> W =2Mr*EW.

Stacionarni vlnové funkce prostorového tuhého rotatoru odpovidaji viastnim
funkcim  operatoru  kvadrdatu momentu  hybnosti, které jsou obvykle
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reprezentovany funkcemi kulovymi, W, (8,9) =Y, (8,9), kde [ je nezaporné celé

Cisloa m=-1,-1+1,...,/—1,/. Odpovidajici vlastni energie ziskdme z vyrazu pro
vlastni hodnoty kvadratu momentu hybnosti

2MPE, = (1 + )i’

Spektrum prostorového tuhého rotatoru je tedy ciste diskrétni a kromé zakladni
energetické hladiny degenerované. Kazdé vlastni energii E, odpovida totiz

celkem 2/+1 nezavislych vinovych funkei.

Prostorovy tuhy rotator - casovy vyvoj

Z podrobného reSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem vyplyva pro tuhy rotator, ze ¢asovy vyvoj vinové funkce @,
kterou je mozno v pocate¢nim Case f, psat ve tvaru

O@.6.0)=3 Y 4,7, (6.9).

=1 m=-—

je dan formuli

®6,9,1) = i{ Z Alelm(93¢)}eXp|:_%El (t _to):|,

=1 Um=-[

kde E, a W, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni vlnové
funkce.

4.5.6. JEDNOROZMERNA POTENCIALOVA BARIERA

Potencial

Typicky potencial zadavajici jednorozmeérnou bariéru je zndzornén na obrazku.

\"

Typicky prubéh
potencialu
jednorozmérné
potencialové
bariéry.

Ma tyto charakteristické rysy:

je nenulovy jen na omezené oblasti osy x (zde interval (a,b) ), vné této oblasti je
nulovy, na zadané oblasti je kladny a mé na ni pravé jedno lokalni maximum a
74dné lokalni minimum.

Resena tloha



Zakon zachovani
energie.

Simulace prdaletu
Castice
potencialovou
bariérou — klasicky
popis.
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Budeme studovat c¢astici pohybujici se v poli potencialu reprezentujiciho
jednorozmérnou potencidlovou bariéru. Ve zvoleném pocateCnim Case umistime
¢astici vlevo od bariéry do (libovolného) bodu, v némz je potencial nulovy, a
udélime ji nenulovou rychlost orientovanou smérem k bariéfe. Zajimame se
zejména o to, zda Castici nalezneme v dostatecné vzdalené budoucnosti, kdy se jiz
opét pohybuje mimo dosah potencidlu, vlevo ¢i vpravo od bariéry.

Klasicky popis

Reseni vySe uvedené ulohy miizeme v ramci klasické mechaniky najit pomérné
snadno napiiklad pomoci zékona zachovani energie

1 1 2
—Mv* +V (x)==Mv,",
> (x) > Mo

kde M je hmotnost ¢astice, x a v jeji poloha a rychlost a v, rychlost pocatecni.
Charakter pohybu ¢astice pochopitelné zavisi na jeji pocatecni rychlosti v,, a tedy
1 celkové energii E =1/2M voz. Typické situace ilustruje pro dvé rozdilné
pocateni podminky E <V, a E>V, (V, je vySka potencidlové bariéry) pro
jednoduchou pravouhlou bariéru ptipojena animace:

qm_4 9 _16_h1_1.awi

Z této animace 1 z vySe uvedené rovnice jsou ziejmé nasledujici zavéry:

Castice s energii £ menSi nez ¥ se od bariéry vzdy odrazi,

Castice s energii vétsi nez ¥, bariérou vZdy prochazi.

Kvantovy popis

V ramci kvantové mechaniky neni chovani ¢astice tak jednoznaéné jako v ptipadé
klasickém.

Bez ohledu na svou energii mize ¢astice s jistou pravdépodobnosti bariérou projit
a s jinou pravdépodobnosti se od ni odrazi. Specidlné¢ muze dojit k prichodu
bariérou 1 v ptipad¢, kdy klasicka fyzika ptedpovida odraz (tunelovy jev), a
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naopak Castice se mize od bariéry odrazit i v piipad¢, kdy klasicky popis pripousti
pouze pruchod.

Pravdeépodobnosti prichodu bariérou a odrazu od ni jsou piimo méfitelné
veliC¢iny. Jsou definovany takto: Oznatme N celkovy pocet Castic o energii E,
které byly proti bariéfe vyslany. Dale necht’ N, oznacuje pocet Castic, které se od
bariéry odrazily, a N, pocet Castic bariérou proslych. Predpokladdme ovSem, ze
béhem interakce s bariérou zaddné castice nezanikaji ani nové nevznikaji, tj.
N=N,+N,. Pravdépodobnost prichodu Ccastice bariérou P, a
pravdépodobnost  jejiho  odrazu  od  bariéry P, pak definujeme

vztahy P, = lim Ne a P, = lim &
N - +o0 N N = +o0 N

Vzhledem k zachovani poctu ¢astic plati P, + P, =1.

Pravdépodobnost prichodu ¢astice bariérou ¢i odrazu od ni je tedy nutno chépat
statisticky jako veliCinu méfenou na zakladé¢ velkého mnozstvi identickych
pokusti provedenych s identickymi ¢asticemi.

V nékterych ztéchto pokusi ¢astice bariérou prochazeji, v jinych se od ni
odrazeji. Vzdy ale nastavd jen jedna z obou moznosti! Pokud naptiklad v
konkrétnim pokusu najdeme castici za bariérou, nemohla se tatdz ¢astice soucasné
od bariéry odrazit a nemizeme ji tedy najit ped bariérou. A naopak, nalezneme-li
¢astici v konkrétnim pokusu pted bariérou, nemohla tatdz castice bariérou projit.
Viz téz pfipojend animace.

Pravdépodobnosti P, a P, zaviseji na energii Castice £ 1 na parametrech

charakterizujicich potencialovou bariéru. Konkrétni zavislosti je mozno ziskat pro
zadany potencial feSenim odpovidajici staciondrni Schrodingerovy rovnice. Jako
ilustraci  tohoto  postupu uvadime ptiklad pravouhlé  potencialové

bariéry.JEDNOROZMERNA PRAVOUHLA POTENCIALOVA BARIERA

Potencial

Jednorozmérna pravouhla potencialova bariéra odpovidd modelovému
potencidlu

V(x)=V,, x0(0,L),
V(x)=0, x0(0,L),

kde V, je kladna konstanta. Typicky pribéh pravouhlé potencidlové bariéry je
znazornén na obrazku.

Pravdépodobnost
prdchodu c¢astice
bariérou.

=




Prabéh potencialu
Jjednorozmérné
pravouhlé bariéry.

Hustota toku ¢astic.

Pravdépodobnost
odrazu a prachodu
Castice bariérou.
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V(x)=V,

V(x)=0 V(x)=0

Resena uloha

Pro ¢astici s danou energii £ hleddme pravdépodobnosti pruniku vySe zadanou
bariérou a odrazu od ni. Jak je popsdno na jiném miste, méteni téchto
pravdépodobnosti miizeme uspofadat nasledujicim zplisobem: Bariéru ozafujeme
zleva ustilenym proudem &astic, jemuz odpovidajici hustotu toku  oznadime
symbolem j. N&které z Castic, které dopadnou na bariéru, se od ni odrazi, jiné
bariérou projdou. Odrazenym casticim odpovida jistd stacionarni hustota toku,
kterou oznaéime j,. Casticim proslym bariérou pak pfifadime hustotu toku j,.. Z

orientace sméri pohybu dopadajicich, odrazenych a proslych castic plyne: j >0,
Jr<0a j >0.

Pravdépodobnosti odrazu a prichodu bariérou pak miizeme urcit ze vztahti

Jr

P, = -
J

R

Jr
J

Jr
J

:—J_IfaPT:
J

Podle definice pocitame totiz napiiklad pravdépodobnost odrazu P, jako
lim N,/N. Vzhledem ke stacionarnimu uspotradani dopadne na bariéru za as ¢

N - 400
celkem N :| Jj t| Castic a za stejny ¢as se od bariéry odrazi N, :| Jr t| castic.
Limitni pfechod N — +o odpovidd ziejm¢ ptechodu ¢ — +oo. Proto miiZeme
psat

ot .
Jrl = lim
Jl‘ t - +00

Jr

Jr
ner

J

P, = lim =

t — +oo

Podobné uvahy muzeme provést, a ziskat tak odpovidajici vztah, i pro
pravdépodobnost priichodu 7.

VysSe popsany experiment ma stacionarni usporaddni a navic pozadujeme, aby
¢astice dopadajici na bariéru mély zadanou energii. Hlubsi analyza, kterd vSak
zcela prekracuje ramec naSeho vykladu, ukazuje, ze hustoty toku

" Pod hustotou toku ¢&astic v zadaném bod& rozumime polet &astic, které projdou detektorem
umisténym v tomto bod¢ za jednotku casu. Toto Cislo navic opatfime znaménkem. Pokud se
¢astice pohybuji v kladném sméru, pfiradime toku kladné znaménko a naopak.

Prichod
potencia
bariérou

inlA atae
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pravdeépodobnosti odpovidajici stacionarnim vlnovym funkcim je mozno ztotoznit
s vySe zavedenymi hustotami tokl ¢astic. Pfimo se proto nabizi moznost hledat
pravdépodobnosti P, a P. pomoci staciondrni Schrodingerovy rovnice.

Odraz od pravouhlé potencialové bariéry - reSeni pomoci stacionarni
Schrédingerovy rovnice

Jako ilustraci toho, jak se staciondrni Schrodingerova rovnice pouziva pii
nalezeni pravdépodobnosti priichodu a odrazu ¢astic od pravouhlé potencidlové
bariéry, si uved'me vysledky plynouci pro Castice, jejichz energie E je mensi nez
vySka bariéry V.

Z podrobného feSeni pro Castici o hmotnosti M nachazejici se v poli vyse
uvedeného potencidlu vyplyva, Ze staciondrni vinové funkce nabyvaji pro zadanou
energii E <V, tvaru
Y(x) = A4, exp(ikx) + B, exp(—ikx) pro xU (—00,0),
Y(x) = A, exp(kx) + B, exp(—kx) pro x [ <0,L>,
W(x) = Ay, explikx) + By, exp(=ikx) pro x (0, +c),

kde k =\2ME/W* a k =\2M(V, - E)/ 1.

VInovym funkcim tohoto tvaru odpovidaji hustoty toku pravdépodobnosti

. hk
j, :M(|AI|2 —|B,|2) pro x J(=e,0),

. _hk 2 2
Jur :_(|A111| _|B111| ) pro XD(0:+°°)-
M
Vlevo od bariéry je hustota toku dana souctem piispévkl odpovidajicich
dopadajicim a odrazenym c¢asticim:
. 2, 2
j=(nk/M)|4,| a j, =—(nk/M)|B,|".
Vpravo od bariéry se mohou podle zadani nachézet pouze castice proslé. Jim
zfejmé& odpovida tok j, =(7k/M )|A,H|2
nachdzet zadné ¢astice pohybujici se v opaéném sméru. Proto musime polozit

B, =0.

. 'V této oblasti se naopak nemohou

Pro pravdépodobnosti prichodu castice pravothlou bariérou a odrazu od ni takto
ziskame

2 2

A

1

P, =l = (B

R

a P =

T

Jr
J

Jr
J

1
Konstanty 4,, B, a A,, nejsou ovSem navzijem nezavislé. Z podrobné analyzy

vyplyva, ze napt. konstanty B, a A, jsou nasobky konstanty 4,, kde ptislusné
multiplikativni faktory zéviseji pouze na energii £ a parametrech zadéavajicich

Stacionarni vinové
funkce pro

jednorozmérnou
potencilovou

bariéru.



Explicitni vyjadreni
pravdépodobnosti
odrazu a pruchodu
Castice
Jjednorozmérnou
pravouhlou
bariérou.
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potencialovou bariéru. Kone¢né formule pro pravdépodobnosti odrazu a prichodu
¢astice studovanou bariérou miizeme psat ve tvaru

K : 1 K : 1
PR:1—16(—j — PT:16(—j —,
k) A A k) A

kde

1-i% 1+ i%
A =det p p .
{1 + z;} exp(kL) [1 - z;} exp(—«L)

Shrnuti kapitoly

Redeni nestacionarni i stacionarni Schrédingerovy rovnice je obecné obtiznym
ukolem. Pro nékteré tzv. jednoduché kvantové systémy piesto lze nalézt feSeni
relativné snadno, nékdy dokonce v analytickém tvaru. Navic jsou tyto systémy
dalezitymi modelovymi systémy a zakladni rysy jejich feSeni lze pouzit 1 pro

vvvvv

Mezi jednoduché kvantové systémy patii: volna Ccastice, jednorozmérna
pravouhla potencialova jama nekonecné hloubky, jednorozmérna pravouhla
potencidlova jama konecné hloubky, linearni harmonicky oscilator, tuhy rotator
rovinny i prostorovy a jednorozmeérnd obecna a pravouhla potencidlova bariéra.

U kazdého zuvedenych systémli nas zajimé piedevSim: pribéh potencidlni
energie V(7), tvar stacionarnich vlnovych funkci a energetické spektrum (feSeni
stacionarni Schrodingerovy rovnice) a cCasovy vyvoj (feSeni nestacionarni
Schrédingerovy rovnice).
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Otazky k procviceni a opakovani

1)

2)

3)

4)

S)

6)

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
volné Castice.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
¢astice v jednorozmérné pravouhlé potencidlové jame nekonecné hloubky.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
¢astice v jednorozmérné pravouhlé potencialové jame konec¢né hloubky.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
castice linearniho harmonického oscilatoru.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
tuhého rotatoru rovinného a prostorového.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
pruchodu castice jednorozmérnou obecnou a pravouhlou potencidlovou
bariérou.

Zamgéite se zejména na pribch potencidlni energie, tvar stacionarnich vinovych
funkeci, energetické spektrum a Casovy vyvoj uvedenych systémt.

Korespondencni ukol ¢. 8

Vypoctéte pravdépodobnost priichodu elektronu o energii E <V pravouhlou

potencidlovou bariérou vysky V. Hodnoty E a ¥, volte libovolné, nejlépe n¢kolik

elektronvolty.
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4.6. MODERNi FORMULACE KVANTOVE MECHANIKY

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
* objasnit podstatu Dirakovy moderni formulace kvantové mechanikys;
e formulovat Dirakovy kvantovaci podminky a princip korespondence;
* uvést explicitni tvar operatort zakladnich dynamickych veli€in;
e formulovat pfesné pomoci operatorové symboliky relace neurcitosti a
pojem nekompatibility dvou veli¢in.
Pojmy k zapamatovani:

dynamickda proménnd, samosdruZeny operdtor, bra-ketova symbolika, Dirakovy
kvantovaci podminky, Poissonovy zavorky, komutdtor, princip korespondence,
Hamiltoniiv operdtor, relace neurcitosti, kompatibilni a nekompatibilni veliciny,
Robertsoniiv vitah.

Cas poti‘ebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

Dynamické proménné

Pod dynamickymi  proménnymi  (pozorovatelnymi) rozumime veli¢iny
charakterizujici stav studovaného systému (poloha, hybnost, energie atd.)
V kvantové mechanice je reprezentujeme samosdruzenymi operdtory.

Pro¢ samosdruzené operatory - inspirujici priklad

Podle prvmiho Bornova postulatu pocitame stredni hodnotu k-té souradnice
polohy bodové ¢Eastice, k = 1, 2 a 3, ve stavu popsaném vinovou funkci ¢ podle
vztahu

% =[x ol &% = [w*x pd7.
o3 03

Pomoci bra-ketové symboliky je mozno tento vztah dale piepsat do formalné
jednodussiho tvaru

w=(v]Xe).

v némz jsme zavedli operdtor Xk , ktery ptisobi na vlnovou funkci tak, Ze nasobi
jeji funkéni hodnoty nezavislou proménnou x,, Xk |l//> = ‘5(,#/> =X, |l//> Tento

operator je definovan na stavovém prostoru studovaného systému (mnoziné vSech
kvadraticky integrovatelnych funkci), ktery je, jak je uvedeno na jiném misté,
prostorem Hilbertovym.
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Operator Xk je tedy operatorem na Hilbertové prostoru stavli studovaného

systému. Snadno ovétime, Ze se jedna o operdtor linedrni, ktery ma navic nékteré
specialni vlastnosti. Plati totiz

(0] X.)= j¢ x)d'F jxk¢ Jwd'F=(X,8|0) v

)A(k je tedy operdtorem symetrickym a podrobné&jsi analyza, ktera vSak ptesahuje
ramec naseho vykladu, vede dokonce k zavéru, ze se jedna dokonce o operdtor
samosdruzeny.

Podobnou uvahu, jakou jsme pravé provedli pro polohu studované castice,
muzeme provést 1 pro jeji hybnost. Na jiném misté je ukazano, zZe sttedni hodnotu
k-t¢ slozky hybnosti ¢astice ve stavu popsaném vinovou funkci ¢ mizeme urcit

ze vztahu
Polohu a hybnost
oY) 5. Ize reprezentovat
—ih——|d’7, samosdruzenymi
operétory.

P, =My, = jw*(

Xk
coz je mozno piepsat pomoci bra-ketové symboliky do tvaru

P =(w|Py),

kde jsme zavedli operdtor f’k =—ihd/0x,. Tento operator je rovnéz linedrni a =)

samosdruzeny.

Podrobnéjsi analyza vsSak opét presahuje ramec této prace, ackoliv ovéfeni
samotné symetrie neni nikterak komplikované (pro jednoduchost je provadime jen
v jednorozmérném piipade):

<¢‘13¢/> = +f:¢ *(—ih‘i—fjdx = —ih]::¢ *fl—fdx = —ihi[%—gﬁ%)dx =

=—in[p*y]” +ihT(/j%dx :Tz//(—ih%] dx=(Pg|y).

Zde vzhledem ke kvadratické integrovatelnosti vinovych funkci ¢ a ¢ pokladame
[¢*u].

Reprezentace dynamickych proménnych operatory

Anglicky fyzik P. Dirac, zcela jist¢ inspirovan zavéry podobnymi tém, k nimz
jsme dospéli ve vyse uvedeném piikladu, navrhl,

aby dynamické proménné byly v radmci kvantové teorie reprezentovany
samosdruzenymi__operdatory ptsobicimi na stavovém prostoru studovaného 20
systému.

Na samosdruzenost téchto operator ukazuji zietelné vyse nastinéné tivahy, sama
ma vSak jesté dalsi, hlubsi vyznam. Dirac totiz pfedpokladal,



Samosdruzené
operatory mayji
realné vlastni
hodnoty.

Dirakav formalismus
neni matematicky
zcela korektni,
vyhodou je jeho
Jjednoduchost.

Dirakovy kvantovaci
podminky.
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ze vlastni _hodnoty operatord odpovidajicich dynamickym proménnym
reprezentuji pripustné, métitelné hodnoty téchto dynamickych proménnych, jichz
muZe systém nabyvat.

Ty jsou ovsem vzdy realné, a proto ze ziejmych divodd pozadujeme, aby takové
byly i zminéné vlastni hodnoty. A pravé samosdruzené operdtory nabyvaji pouze
realnych vlastnich hodnot.

Metodu, jak konkrétnim dynamickym proménnym pfifadit kvantové-mechanické
operatory, shrnul Dirac do svych proslulych kvantovacich podminek. Jejich
pomoci je pak mozno zkonstruovat viceméné piijatelnym zpiisobem operatory
vSech vyznamnych dynamickych veli¢in - napt. polohy a hybnosti, energie ¢i
momentu_hybnosti. V rdmci operatorové verze kvantové mechaniky je mozno
zobecnit vypocet strednich hodnot a strednich fluktuaci dynamickych
proménnych v zadaném stavu, jakoz i formulaci obecnych relaci neurcitosti.

Dirakovo uvedeni Hilbertovych prostori a operatord na nich do formalismu
kvantové teorie bylo viibec na pielomu dvacatych a tficatych let 20. stoleti
mocnym impulzem pro jeji dalsi rozvoj. A to jak v rozvijeni teorie samotné, tak i
v konkrétnich aplikacich.

Poznamka

S Dirakovym operatorovym formalismem je moZzno sezndmit se v jeho vynikajici
puvodni ucebnici ¢i v monografii Formankove. Zde jsme se museli nutné¢ omezit
jen na vybrand zakladni fakta a zdvéry. Pro uplnost je vSak nutno uvést, Ze
Dirakem navrzené postupy nejsou matematicky zcela korektni. Zejména
reprezentace vlastnich hodnot a vlastnich vektorii operatorii se spojitym spektrem
pfindsi s sebou nemalé potize. Proto se brzy po publikovani Dirakovych ideji
objevilo jejich matematicky ptfesné zpracovani. V konkrétnich vypoctech vsak
fyzikové téméf bezezbytku pouzivaji byt ne zcela korektni, formalné vsak
podstatné¢ jednodussi Dirakiv formalismus. Ziskané vysledky jsou vzdy v
dokonalém souladu s experimentem.

4.6.1. DIRAKOVY KVANTOVACiI PODMINKY

Podle anglického fyzika Diraka pfifazujeme v ramci kvantové mechaniky
dynamickym proménnym samosdruzené operdtory pusobici na stavovém prostoru
systému. Piedpis, jak to ud¢€lat, udavaji nasledujici dva postulaty.

Necht’ C je dynamicka proménné definovana prostfednictvim jinych dynamickych
proménnych A4 a B vztahem
C={4,B},,

kde {A,B} , Jsou tzv. Poissonovy zdavorky znamé z klasické mechaniky. Necht

jsou dale dynamickym proménnym A a B ptitazeny samosdruzené operatory Aa
B. Pak proménné C odpovida operator C definovany vztahem
[AB]=inC,

kde [A,f}] oznacuje tzv. komutdtor operatora A aB.
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Pro€ se na pravé stran€ rovnosti [A,E] =inC vyskytuje multiplikativni faktor i ?

Z definice Poissonovych zavorek a z rozmérové analyzy plyne pfedevSim, ze
rozmér proménné C je dan podilem soucinu rozmért veli¢in 4 a B a soucinu
rozmértt hybnosti a soufadnice. Ten je ovSem J.s (Joule krat sekunda) a na pravé
stran¢ operatorové relace musi tedy nutné stat multiplikativni konstanta stejného
rozméru — tedy J.s. Ukdazalo se, ze takovou vhodnou konstantou je ,,Skrtnuta“

konstanta Planckova. Vzhledem k samosdruzenosti operatorti A, B i C musi byt
tato konstanta navic ryze imaginarni.

Princip korespondence

Samotné Dirakovy kvantovaci podminky k jednoznacnému pfifazeni operatorti
jednotlivym dynamickym proménnym nestaci. Proto se k nim zpravidla pfipojuje
dalsi postulat - princip korespondence.

Necht’ je dynamickd proménna C funkci dynamickych proménnych A4,,..., 4,

c=f (Al,...,AK). Pak ji v ramci kvantové teorie pfifadime operator
C= f (Al,...,AK), kde Al,..., AK jsou operatory pfifazené¢ dynamickym

proménnym 4,, ..., 4.

Vyse uvedend funkce f obvykle reprezentuje algebraicky vyraz v proménnych
4, ..., A;. K jeho pfevedeni do operatorové formy uzivame definic algebraickych

operaci pro operatory. Ty muzeme pomoci McLaurinova rozvoje vyuzit i k
nalezeni obecnéjSich operdtorovych funkci.

Potize pifi pouziti principu korespondence mize pusobit fakt, Ze nasobeni
operatori neni obecné¢ komutativni. Pak totiz velmi zalezi na potadi Cinitelli
v operatorovych soucinech. Jejich usporddani musi byt tedy v konkrétnich
ptipadech vhodné zvoleno (tak, aby teorie byla vnitin¢ bezespornd a jeji vysledky
souhlasily s experimentem) a Ize na né pohlizet jako na dodate¢ny postulat.

Kazdou dynamickou proménnou je mozno vyjadfit jako funkci zobecnénych
soufadnic a hybnosti studovan¢ho systému. Proto operatory pfifazené
dynamickym proménnym muzeme vzdy psat jako funkce operatorii ptifazenych
souradnicim a hybnostem. Dirakovych kvantovacich podminek proto musime
nejdiive vyuzit pravé k nalezeni téchto, v jistém smyslu zakladnich, operatorti.
Jejich pomoci a s vyuzitim principu korespondence pak jiz relativné snadno
nalezneme operatory vSech dalSich dynamickych proménnych. Mezi jinymi 1 téch,
které hraji v ramci klasické i kvantové mechaniky velmi vyznamnou roli - energie
a momentu hybnosti.

4.6.2. POLOHA A HYBNOST

Na zaklad¢ uvah souvisejicich s vypocty stiednich hodnot se pfifazuji
soufadnicim polohy x, a hybnosti p, bodové Castice samosdruzené operdtory

X, =x,,
13]{ = —lhi
0x,

Poissonovy zavorky.

Princip
korespondence.

Operatory
dynamickych
proménnych jsou
funkcemi operatort
souradnic a
hybnosti.
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nebo piesnéji
)A(k |¢> Exk¢(]_/:):

0¢(7)
Ox,

P.|p)=-in

b

kde @ je vinova funkce, jejiz nyni nepodstatnou ¢asovou zavislost zanedbavame.
Na levych stranach defini¢nich rovnosti tuto vinovou funkci zapisujeme pomoci
bra-ketové symboliky.

Ukazme si, Ze takto definované operatory spliuji Dirakovy kvantovaci podminky.

Poloha

Pro Poissonovy zdvorky {xk , xm} , mizeme podle definice psat

_ <[ 0x, 0x, Ox, Ox 2
= Tk Zm Tk Tm | = 0.0-00 .1=0
{xk5xm}P ;[axl apJ apj ax/ J ;( ki "7.1) 5

kde O, je Kroneckerovo delta. Podle Dirakovych kvantovacich podminek musi

byt tedy nulovy i komutator [Xk,f(m]. Piesnéji, pro libovolnou vinovou funkci ¢

z defini¢niho oboru sou¢inu obou operatorii musi platit
Dirakovy kvantovaci
podminky pro [X X } =X X -X X =lo
operétory souradnic. ko tm |¢> K |¢> mek |¢> | >’

kde |O> oznacuje vlinovou funkci nulovou na celém prostoru. Je tomu skutecné
tak?

Na zéklad¢ definic operatort pfifazenych jednotlivym soufadnicim polohy snadno
ovéiime, ze plati

X, X ¢> - X, X, |¢> =x,x,9 (’7) - X, % (’7) =0,

nebot’ ndsobeni redlnymi Cisly je komutativni. Odpovidajici komutator je proto
nulovy a definice operatorii pfifazenych jednotlivym soutradnicim polohy Céstice
je kompatibilni s Dirakovymi kvantovacimi podminkami.

m

Hybnost

I pro slozky hybnosti jsou Poissonovy zdvorky { Di» pm}P nulové, a tedy takovymi

musi byt i odpovidajici komutdatory. Pro libovolnou vlnovou funkci ¢ z
defini¢niho oboru sou¢inu operatorit P, a P_ musi proto platit

Dirakovy kvantovaci A A A A A
podminky pro [Pk,Pm]|¢> =PP, ¢>_PmPk ¢> :|0>’
operatory sloZzek

hivihinAnti

kde symbol |0> oznacuje, stejné¢ jako vyse, nulovou vlnovou funkci. Ovéime
platnost této rovnosti.

Na zékladé definice operatora slozek hybnosti mizeme psat
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1’\)klsm ¢> - ISml’\)k

pyapi[ 2002 29 09 _ 39 )
Ox, dx, Ox, Ox, Ox,0x, Ox,Ox,

Posledni uvedeny vyraz je vSak, vzhledem k zdménnosti pofadi parcidlnich
derivaci pro dostatecné derivovatelné funkce, nutné nulovy. Nulovost komutatoru
je tedy ovéiena i pro operatory slozek hybnosti.

Poloha a hybnost

Abychom dokoncili ovéfeni Dirakovych kvantovacich podminek pro operatory
slozek polohy a hybnosti bodové castice, musime se jeSt€é veénovat jejich
vzajemnym komutacim. Pro odpovidajici Poissonovy zavorky snadno ziskame

_~[0p, 0x, Op Ox, | < :
= - m o= 0-90,0.)=-9,
{pk’xm}P jzl(axj Op, Op, Ox, /Z::'( k m‘]) o

A

kde J,, opét oznacuje Kroneckerovo delta. Komutdator [Isk,Xm} musi tedy podle

Dirakovych podminek spliiovat

B.X, |=-ing,.

Pro libovolnou vinovou funkci z defini¢niho oboru souginu operatorti P, a X,
musi tedy platit P,.X |¢> -X P, | ¢> =-ihd,, |¢>

Na zaklad¢ definic uvedenych operatori vsak mizeme psat

a tedy téz
P.X,|#)~X,B|@) = ~ihd,¢ =~ihJ,,|9).

Dirakovy kvantovaci podminky jsou proto ovéfeny i pro vzajemné komutace
operatorl soufadnic polohy a slozek hybnosti.

4.6.3. ENERGIE

Hamiltonuav operator

Dirakovy kvantovaci
podminky pro
polohu a hybnost.

Samosdruzeny operator, ktery v ramci kvantové teorie prifazujeme celkové
energii bodové Castice, nalezneme pomoci principu korespondence.

Celkovou energii Castice o hmotnosti M, kterd se pohybuje ve vné&j$im poli
potencidlu ¥V, reprezentujeme v klasické mechanice tzv. Hamiltonovou funkci
=2

H(p,F)= ;’M +V (7).




HamiltonGv operator
jako funkce
operatort hybnosti a
polohy.

HamiltonGv operator
po Uprave.

Stacionarni
Schrédingerova
rovnice.
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Odpovidajici kvantovémechanicky operator, ktery se Casto nazyva operdtorem
Hamiltonovym, strucnéji hamiltonianem, ziskame podle principu korespondence
dosazenim operdtoru polohy a hybnosti do vyse uvedeného vztahu. Tedy

A P2
H=—+ V(X)
2M

A

kde jsme zavedli vektorové operatory PE[ISI,IA)Z,E] a 5(5[5(1,5(2,5(3]
(Hranaté zavorky nyni oznacuji slozkovy zapis vektoru, nikoliv komutator!)
Druhou mocninu operatoru hybnosti a funkci V(X) pocitime obvyklym

zpusobem. Pro libovolnou vinovou funkci ¢ z defini¢niho oboru hamiltonianu
tedy mizeme pomoci definic operatorti hybnosti a polohy psat (v nize uvedeném
vztahu uzivame ¢asteéné bra-ketovou symboliku)

filg)=2-1#)+V (Xlg) = - Z{ (- ag)f:’ﬂww(?)

k 1
a po upravach

150080 1y g7y = - —A¢(r>+V(r)¢<r)

|¢> 2Mk1 axk

kde symbol A oznacuje Laplaceiiv operdtor. Struénéji tedy

hZ
2M

H

A+V (7).

Vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru, stacionarni Schrédingerova
rovnice

Podle Dirakovy interpretace reprezentuji vlastni hodnoty samosdruzenych
operatoru v kvantové mechanice méfitelné hodnoty odpovidajicich dynamickych
proménnych. Vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru zadavaji proto
realizovatelné hodnoty celkové energie a odpovidajici viastni vektory (vinové
funkce) stavy, v nichz jsou tyto pfipustné hodnoty energie nabyvany. Rovnici pro
vlastni hodnoty hamiltonidnu jednocasticového systému mizeme psat v
kompaktnim tvaru

H|g) = £|9)

a po rozvinuti symbolu H téz

To je ovSem proslulé staciondrni Schrédingerova rovnice.

Rovnice pro vlastni hodnoty hamiltonianu je tedy totoznad se staciondrni
Schrodingerovou rovnici studovaného systému a odpovidajici vlastni vinové
funkce odpovidaji vinovym funkcim stacionarnim.
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Nestacionarni Schrédingerova rovnice

Daéle téz vidime, ze nestaciondrni Schrédingerovu rovnici mizeme psat pomoci
Hamiltonova operatoru v kompaktnim tvaru

A

_x019)
H ¢>—zh 5

4.6.4. MOMENT HYBNOSTI

Operatory slozek momentu hybnosti

Samosdruzené operdtory, které v ramci kvantové teorie piifazujeme slozkam
momentu hybnosti, nalezneme pomoci principu korespondence.

V klasické fyzice je moment hybnosti bodové ¢astice definovan jako vektorovy
soucin jejiho polohového vektoru a hybnosti

—

L=7xp,

coz prepsano do slozek dava s pouzitim Levi-Civitova symbolu

L= Z EXy Pr-

k,[=1

Pro odpovidajici kvantovémechanické operatory proto miizeme psat

Levi-Civitav symbol.

. A A 3 0
L, => &, X,P==ih) &£,x, e
k=1 X

k=1

Moment hybnosti hraje velmi vyznamnou roli pro ¢astice nachazejici se v poli
centralnich sil popsanych sféricky symetrickym potencidlem V(r). V klasické
fyzice je totiz v takovém piipadé integralem pohybu a zachovava se bchem
casového vyvoje. Protoze je obvykle vyhodné popisovat systémy se sférickou
symetrii pomoci sférickych souradnic, uvedme pro uplnost i odpovidajici
vyjadieni operatort slozek momentu hybnosti:

I:l = ih[sin ¢66_6’ +cotgfcos ¢%},

I:z = ih(—cos¢aa—g+cotg9sin¢%}

L, —inl
0

Operator kvadratu momentu hybnosti

Velmi vyznamnou roli hraje v kvantové mechanice kvadrat velikosti momentu
hybnosti, jemuz na zaklad¢ principu korespondence ptifazujeme operator

I:z

r 2 r 2 r 2
L2+L>+L7

Operator momentu

hishinAaati vin



Operétor kvadratu
momentu hybnosti
ve sférickych
souradnicich.
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Ve sférickych souradnicich mizeme pro n¢j psat
2
sind 06 08) sin"60¢

Komutace operatoru prirazenych momentu hybnosti

A A

Operatory L,, L, a 1:3 navzajem nekomutuji. D4 se ukézat, ze plati

AR

Jj?

kde hranatymi zdvorkami oznaCujeme komutdtor vepsanych operator a €, je

Levi-Civituv symbol. Podle kapitoly vénované obecnym relacim neurcitosti neni
proto mozno zméfit vSechny tfi slozky momentu hybnosti neomezené presné.

Viastnimi funkcemi
operatoru kvadratu
momentu hybnosti
Jsou kulové funkce.

Vektor momentu hybnosti neni tedy v rdmci kvantové mechaniky méfitelnou
veli¢inou a jeho slozky nejsou kompatibilni pozorovatelné.

Na druh¢ stran€ je v§ak mozno dokazat, Ze operator kvadratu momentu hybnosti
[ komutuje s kazdou z jeho slozek, [I:k,l:z] =0.

V ramci kvantové teorie jsou tedy kvadrat momentu hybnosti a libovolna z jeho
slozek, obvykle se voli slozka tieti, sou¢asné méfitelné. Navic hodnoty L' a L,

jsou maximalni moznou informaci, kterou miZzeme o momentu hybnosti ¢astice v
ramci kvantové mechaniky podat.

Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru kvadratu momentu
hybnosti

Viastni _hodnoty operatoru I’ odpovidaji podle Dirakovy teorie méfitelnym
(ptipustnym) hodnotam kvadratu momentu hybnosti. Ziskame je pomoci
charakteristické rovnice

Cly)=y).

ReSeni této rovnice je pomérné obtizné a vyzaduje netrividlni matematické
znalosti. Zde uved'me jen, ze je ve sférickych souradnicich reprezentovano
kulovymi funkcemi Y, (8,@) spliujicimi

2
I:ZYsz—hz[ ! i(smeij+ L 0 }zm:laﬂ)m

sind 00 08 ) sin’ 0 0¢’
kde / je celé nezaporné ¢islo a m nabyva pro zadané / hodnot -/, -1+1, ..., [-1, .V Vedlejsi
atomové fyzice se prvni z téchto Cisel obvykle nazyva vedlejsim kvantovym cislem  magneti
a druhé kvantovym cislem magnetickym. Navic je mozno ukazat, Ze plati kvantove
- 0y,
LY, =-ih—2==mhY, .
0¢

Kulové funkce jsou tedy spoleénymi vlastnimi funkcemi operatorti [’ a I:3.




v vztah
Istavuje
é relace
Ircitosti.
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4.6.5. STREDNiI HODNOTY A STREDNi KVADRATICKE
FLUKTUACE

Stredni hodnota

Stiredni  hodnotu veliCiny A, kterou v kvantové mechanice reprezentuje
samosdruzeny operdtor A, mizeme ve stavu zadaném normalizovanou v/novou

, 2 g3 o . v g x X .
funkci j |l,[/(r)| d’7 =1, pocitat pomoci vzorce (v némz &asteéné pouzivame
[3

bra-ketovou symboliku)

a=(y|Aly)=[y*(Ay)aF.
2

Vyraz pouzity pro vypocet stfedni hodnoty obecné veliCiny 4 je inspirovan
vztahy, ktery je mozno v ramci kvantové mechaniky ziskat pro stfedni hodnotu
polohy a hybnosti ¢astice (viz tvodni ptiklad zde).

Stredni kvadraticka fluktuace

Stiedni kvadraticka fluktuace veliCiny A odpovida podle definice sttedni hodnoté
kvadratu jeji okamzité fluktuace (A —5)2, coz prepsano do operatorového tvaru

dava

na* =(y|(A-ai) |p) = Lw*[(A ~ai)’ 1,0}137,

kde 1 je operator identity, tj. pro kazdou vinovou funkci |l//> splituje relaci
i|¢/> :|(//>. Ziskany vyraz mizeme déle prevést umocnénim vyrazu v zavorce

v integralu na levé strané do obvykle pouzivaného tvaru

R 2 __ =R
Na“=a —-a”,

v némz jsme zavedli a* = jl,[/*Azl// d’r (E<(,U|A2|l//>).

R3

4.6.6. RELACE NEURCITOSTI

Na jiném misté ukazujeme, ze stredni kvadratické fluktuace hybnosti a polohy
Castice nejsou nezavislé veli¢iny. Nyni si ukdzeme, Ze k obdobnym zavérim
muzeme dospét 1 pro dalsi dvojice veli¢in, k ¢emuz s velkym uzitkem vyuzijeme
Dirakovy operdtorové reprezentace dynamickych proménnych. Dusledné téz
budeme pouzivat bra-ketovou symboliku.

Relace neurdéitosti

Necht A a B jsou samosdruzené operdatory, které¢ v ramci kvantové mechaniky

pfifazujeme dynamickym proménnym 4 a B, a [A,B] necht je jejich komutdtor.
Pak plati tzv. Robertsonuv vztah




Kompatibilni

vinliXinag,

Nekompatibilni
veliciny.
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b

1 . n
AaAbzz‘<t//|[A,B]|l//>

kde Aa a Ab jsou stredni kvadratické fluktuace veli¢in A a B a |(//> je

normalizovana vlnova funkce popisujici zadany stav studované ¢astice.

Vyse uvedend formule je zcela jist¢ vhodnym vyjadienim relace neurcitosti pro
veli¢iny 4 a B.
Kompatibilni a nekompatibilni veli¢iny
Vyse uvedeny komutator operatorti A a B mize byt bud’ nulovy, nebo nenulovy.
Je-1i nulovy, tj. plati-li [A,B] =0, tikame, ze operatory AaB komutuji. V tomto
pripadé prechazi relace neurcitosti pro 4 a B na trivialni tvar

Dalb =0,

ktery je ovSem vzhledem k definici stfednich kvadratickych fluktuaci vzdy splnén.
Ziskany vysledek miizeme proto interpretovat slovy, ze méfeni veli¢in 4 a B se v
zadaném stavu nijak neovliviluji a ob€ veli€iny je mozno v rdmci kvantového
popisu soucasn¢ méfit neomezené presné. Takové veli¢iny nazyvame
kompatibilnimi.

Je-li naopak uvedeny komutitor nenulovy, je soucin odpovidajicich stiednich
kvadratickych fluktuaci vzdy vétsi ¢i roven zadanému nezépornému (zpravidla
kladnému) cislu a zmenSeni chyby méfeni jedné veli¢iny znamena proto rust
chyby veli¢iny druhé. Obé veli¢iny proto nelze sou¢asné méfit neomezené piesné.
Takové veliCiny nazyvame obvykle nekompatibilnimi.

Poloha a hybnost

Pro komutatory operatort prifazenych odpovidajicim si slozkdm polohy a
hybnosti bodové Castice, jak odvozujeme na jiném misté, plati

[B.X [==in, k=123,

Dosazenim do Robertsonova vztahu dostdvame tak vzhledem k normalizaci
vlnové funkce |l,[/>

Ly A n
A, bp, = (| (=in)|w)| = Z|(w|e) =

Pro j # k jsou komutétory [ﬁi,fik] nulové. Nulové jsou i komutatory [)A(].,)A(k]

a [f’j,f’k], tentokrat dokonce pro libovolné hodnoty indexti j a k. Pomoci
Robertsonova vztahu proto miizeme psat

ijApk >0 (proj#k), ijAxk >0 a Aijpk >0 (pro jak libovolné).

To je ale obvykly tvar Heisenbergovych relaci neurcitosti pro polohu a hybnost.

Shrnuti kapitoly
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V  kvantové mechanice reprezentujeme veliiny popisujici stav systému
(dynamické veli¢iny) samosdruzenymi linearnimi operatory na prisluSném
Hilbertové prostoru vSech stavii. Vlastni hodnoty téchto operatorti jsou vzdy
realné a predstavuji vSechny mozné hodnoty dané veliCiny, kterych maze systém
nabyvat a které jediné miizeme naméfit.

Zpusob, jakym dané fyzikalni veliCin¢ pfiradit operator, tesi tzv. Dirakovy
kvantovaci podminky a princip korespondence. Zakladnimi veli¢inami, jejichz
operatory bychom m¢éli znat, jsou poloha, hybnost, energie (Hamiltoniiv operator)
a moment hybnosti.

Operatorovy ptistup spolu s bra-ketovou symbolikou umozituje zptehlednit
vypocty stiedni hodnoty a stiedni kvadratické fluktuace dynamickych velicin.

Navic lze zobecnit relace neurcitosti nasledovné: veli€iny, jejichZz hodnoty nelze
meéfit soucasné absolutné presné (nekompatibilni veliciny), jsou prave ty veliciny,
jejichz operatory spolu nekomutuji. Kvantitativné tuto skutecnost popisuje
Robertsoniiv vztah.

Otazky k procviceni a opakovani
1) Zopakujte si, jak je definovan vektorovy prostor a co je to linedrni operator.

2) Pro¢ jsou kreprezentaci dynamickych proménnych pouzity samosdruzené
operatory? Na jakém prostoru pracujeme?

3) Jaky vyznam maji vlastni hodnoty operatoru piifazeného dané veli¢in€? Jak se
pomoci tohoto operatoru vypocte stfedni hodnota a stfedni kvadraticka
fluktuace této veliCiny?

4) Definujte Diracovy kvantovaci podminky a princip korespondence. K ¢emu
slouzi?

5) Uved'te konkrétni tvar operatori polohy, hybnosti, energie a momentu
hybnosti. Ktery z téchto operatort se nazyva Hamiltontv?

6) Co je to komutator a jakou roli hraje pfi uréeni kompatibility dynamickych
velicin? Uved’te matematicky vztah (jak se nazyva?).

Korespondencni tkol €. 9

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na otazku €. 3, €. 4, €. 5 nebo
¢. 6 kapitoly 4.6.
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4.7. SYSTEMY VICE CASTIC

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
» formulovat pojem spinu ¢astice a uvést jeho zakladni vlastnosti;

* objasnit, jak se zapocteni spinovych efektli projevi v popisu Castice
pomoci vinové funkce;

* definovat fermiony a bosony;

» formulovat tzv. princip nerozliSitelnosti totoznych castic a vysvétlit,
k jakym duasledkiim tento princip vede v popisu systému vice totoznych
¢astic;
* definovat Slateriv determinant a uvést jeho vyznam;
» formulovat Pauliho vylucovaci princip a odvodit jej z obecnéjSich
predpokladi.
Pojmy k zapamatovani:

spin, moment hybnosti, vicesloZkova vinova funkce, Pauliho matice, fermion,
boson, totoiné Castice, princip nerozliSitelnosti, permutace, symetricka a
antisymetricka vinova funkce, Slateriiv determinant, Pauliho vylucovaci
princip.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

4.7.1. SPIN

Spin je dynamicka proménna, kterd nema v klasické fyzice odpovidajici protéjsek.
Nutnost jeho zavedeni do kvantového popisu castic vyplynula ze slavného
experimentu Sternova-Gerlachova.

Spin je interpretovan jako vlastni moment hybnosti Castice a jemu v ramci
kvantové teorie piifazené operdtory maji podobné vlastnosti jako operatory
odpovidajici orbitalnimu momentu hybnosti.

To znamend, Ze operatory pfifazené jednotlivym slozkdm spinového vektoru
nekomutuji a samotné slozky nejsou kompatibilnimi velicinami. Soucasné proto
muzeme s neomezenou piesnosti urcit napiiklad pouze velikost spinu a hodnotu
jedné jeho vybrané slozky, zpravidla tieti, z-tové.

Velikost spinu |§ | je kvantovéna stejné¢ jako velikost orbitdlntho momentu
hybnosti. Jeji ptipustné hodnoty jsou proto dany vztahem

5" =s(s +)n?,

v némz s je tzv. spinové kvantove cislo. Pro danou castici je toto Cislo
charakteristickou konstantou podobné jako naptiklad jeji hmotnost ¢i naboj.
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V odbornych textech byva casto spinové kvantové Cislo se spinem castice
zaménovano. Pak hovofime struéné€ o ¢astici se spinem s.

Také treti slozka spinu s_ je kvantovana podobné jako tfeti slozka orbitalniho
momentu hybnosti:

s, =mh,

kde m, je tzv. magnetické spinové kvantové cislo. To mizZe pro Castici se spinem s
nabyvat celkem (2s5+1) hodnot: -s, -s+1, ..., s-1, s.

I magnetické spinové kvantové Cislo byva ¢asto zamenovano s tieti slozkou spinu
S..

z

VicesloZkové vinové funkce

Zatimco velikost spinu je pro libovolnou castici vzdy Kkonstantni a
charakteristickd, jeho tfeti, z-tova slozka mutze nabyvat vSech vySe uvedenych
hodnot.

Aby byl stav castice urCen jednozna¢né, musime kromé jeji polohy (nebo
hybnosti) zadat i okamzitou hodnotu tfeti slozky jejiho spinu. V rdmci kvantove-
mechanického popisu se to projevi tim, Ze vinovd funkce bude zaviset i na spinové
proménné s_.

Tak naptf. v x-reprezemtaci musime psat, bereme-li v tvahu spin Ccastice,
7] :(/I(F ,ms,t). V matematickém formalismu kvantové teorie je vSak obvyklejsi

popis pomoci tzv. viceslozkovych (multikomponentnich) vinovych funkci (spinorii)

v, (7, 0)
y(7,t) = ,
v, (7,1)

kde vy (7,t) =@(F,m =¢,1).

Multikomponentni vinova funkce je reprezentovana sloupcovym vektorem, jehoz
jednotlivé slozky odpovidaji vlnové funkci studované ¢astice se zadanou z-tovou
komponentou spinu. Takovy sloupcovy vektor ma pro castici se spinem s celkem
(2s+1) radkl. Tak napt. pro €astici se spinem 1/2 (napft. elektrony) musime pouzit
dvoukomponentni vinovou funkci.

. 14 W r 14 14 . W Sz — 2 —
Je-li viceslozkova vinova funkce normovana k jednicce, Z ”\p gr(r,t)‘ d’rF =1,

==, 0 3

2 0 0o .
udava vyraz ”\y {(F,t)‘ d’7 pravdépodobnost, ze Gastici nalezneme v oblasti
Q

prostoru Q a jeji treti slozka spinu bude mit hodnotu & Pravdépodobnost nalezeni
Castice v oblasti Q, bez ohledu na z-tovou komponentu jejiho spinu, je pak dana

. = — 2 — v o w I3 — 2 — r 4

jako z ”\V{(r,t)‘ d’ a konetné vyraz H\u{(r,t)‘ d’F  udava
§==s.Q me

pravdépodobnost, ze tfeti komponenta spinu castice nabyva v zadaném stavu

hodnoty ¢.

Multikomponentni
vinova funkce
nebo-li spinor.




Reprezentace
operatort maticemi.

Pauliho matice.

Trajektorie castice
Je klasicky pojem,
ktery nema
kvantovy protéjSek.
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Operator spinu

Pii pouziti viceslozkovych vinovych funkci odpovidaji spinovym staviim Céstice
se spinem s vektory z (2s+1)-rozmérného Hilbertova prostoru.

Operatory, které jednotlivym komponentdm spinu v rdmci kvantové mechaniky
ptifadime, budou proto samosdruzenymi operdtory na tomto prostoru a miizeme je
reprezentovat hermitovskymi maticemi o (2s+1) fadcich a sloupcich.

Tak napf. pro castice se spinem 1/2 vystac¢ime s maticemi 2 X 2, pro Castice se
spinem 1 potifebujeme matice 3 X 3 atd.

Operatory ptifazené jednotlivym slozkam spinu ¢astice splituji obdobné
komutacni relace, s jakymi se setkavdme u orbitdlniho momentu hybnosti,

[sj,sk} =ihE ;8.

Pro elektrony (a dalsi ¢astice se spinem 1/2) lze operator spinu psat jako

s=1/2h0,
0 1 0 —i 1 0,
kde o, = , O, = ao, = jsou tzv. Pauliho matice.
1 0 0 0 -1

Vzhledem k tomu, Ze spin nema klasicky protéjSek, neni mozné jej chapat jako
disledek vlastni rotace studované ¢astice kolem néjaké prostorové osy. Spin je
prosté jen dal$i veli¢inou charakterizujici tuto Castici, podobné jako napf. jeji
hmotnost ¢i naboj.

4.7.2. NEROZLISITELNE CASTICE

Princip nerozlisitelnosti

V ramci kvantovémechanického popisu jsou totozné ¢astice nerozlisitelné.

Totozné Castice je nutno v kvantové mechanice chapat ponekud odlisné od toho,
na¢ jsme zvykli v mechanice klasické. V rdmci klasického popisu totiz vzdy
predpokladame, Ze i Castice, jejichz vSechny fyzikalni vlastnosti jsou shodné, je
mozno alesponi v principu navzajem odliSit. Napf. tak, Ze kazdé z nich ptidélime
pozorovatele, ktery bude mit za tUkol sledovat jeji trajektorii. Takovému
pozorovateli mizeme prid€lit identifikaéni ¢islo a to mizeme pak pouzit i k
odliSeni ,,jeho* Castice od ostatnich. Zajimame-li se v budoucnosti o n¢kterou ze
studovanych ¢astic, napft. ¢astici K, staci se obratit na pozorovatele K a ten nam na
ni podle potieby ukéze.

V kvantovém svété ovSem nic takového mozné neni! Predevsim Castice uz nejsou
lokalizovany v prostoru, jejich vlnové funkce se mohou nejriznéjSim zptisobem
prekryvat a klasické trajektorie neexistuji. Proto je nemtize zddny pozorovatel
»uhlidat“. Navic se v pfipadé mikroskopickych ¢astic jejich sledovani
pozorovatelem neobejde bez podstatného ovlivnéni jejich pohybu. Tak kupi.
pozorovat ¢astici znamend, ze ji musime osvitit svétlem a ndsledné registrovat
odrazené (rozptylené) fotony. Srazka fotonu s mikroskopickou castici v§ak muze
velmi vyznamné ovlivnit jeji dalsi vyvoj.
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Vinové funkce

Jakakoliv vlnova funkce soustavy N nerozliSitelnych ¢astic musi nutné zohlednit
fakt, ze libovolnou permutaci (zaménou) téchto Castic neni mozno zmenit stav
studovaného systému. Chceme-li proto pii popisu nerozlisitelnych ¢astic vyuzit
formalismu, ktery jsme zavedli pro castice rozliSitelné, je nezbytné¢ nutné
pozadovat, abychom permutaci dvojic polohovych a spinovych proménnych
jednotlivych ¢astic, 7.,&,, =ziskali vlnovou funkei, kterd popisuje stejny
kvantovémechanicky stav jako funkce ptivodni. Dvé vinové funkce popisuji ale,
vzhledem ke své statistické interpretaci, stejny stav systému, je-li jedna
(komplexnim) nasobkem druhé.

Permutace argumentii mnohocasticové vinové funkce se miize tedy v ptipadé
nerozliSitelnych ~ castic  projevit nanejvyS odliSnosti v komplexnim
multiplikativnim faktoru. Pracujeme-li s normovanymi vlnovymi funkcemi, ma
tento faktor navic jednotkovou velikost.

Specialnim piipadem permutace je vymeéna (transpozice) dvou ¢astic, napt. Castice
K a L. Té miZeme piifadit operator P, splitujici

L 7] OO0 SO SN L 7/1 (SO A SN 00 O B

Ma-li vinova funkce ¢ spravné popisovat systém nerozliSitelnych castic, musi
podle vyse feceného spliiovat pro libovolnou dvojici indexti K a L vztah (a je
komplexni ¢islo)

P, @ =ay.

Vzhledem k nerozlisitelnosti studovanych ¢astic musi byt navic toto Cislo stejné
pro vSechny mozné dvojice indext K a L. Je velmi snadné urc€it jeho hodnotu.
Dvoji aplikace téhoz operatoru transpozice vede totiz k ptivodni vinové funkci

Y=P,P, Y=P, ap=a’y.

Odtud jiz vidime, ze @” =1 a samotny multiplikativni faktor tedy nabyva hodnot
*l.

Vhodnymi kandidaty na vinové funkce systému N nerozliSitelnych castic jsou
proto jen ty funkce, které se pii vyméné libovolné dvojice castic neméni nebo
nanejvys zméni své znaménko. Prvni z uvedenych funkci se nazyvaji vinovymi
funkcemi symetrickymi a druhé vinovymi funkcemi antisymetrickymi. Pti provedeni
libovolné permutace ¢astic se symetrické vinové funkce nezmeéni a antisymetrické
zméni své znaménko podle znaménka provedené permutace.

Je mozno dokazat nésledujici tvrzeni, podrobnéjsi analyza vSak ptekracuje ramec
této encyklopedie a je ji mozno najit ve specializované literatute.

Charakter vinové funkce libovolného systému obsahujiciho nerozliSitelné castice
se neméni ani v disledku samovolného ¢asového vyvoje, ani v disledku vnéjsich
zéasaht do n¢;.

Systémy nerozliSitelnych ¢astic se takto pfirozené déli na dvé velké skupiny

* ty, které popisujeme symetrickymi vinovymi funkcemi,

Permutace
nerozliitelnych
castic.
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* ty, které popisujeme vinovymi funkcemi antisymetrickymi.

Z kvantové teorie pole vyplyva, ze prvni typ Castic nese celodiselny spin a typ
druhy ma spin polodiselny. Castice s celogiselnym spinem se obvykle nazyvaji
bosony, nebot ve velkych (makroskopickych) systémech vyhovuji tzv. Boseho-
Einsteinové statistice. Castice nesouci spin poloéiselny se ze stejného diivodu
nazyvaji fermiony. V makroskopické limité totiz vyhovuji tzv. Fermiho-Dirakovu
rozd¢leni.

Vyjadreni vicec¢asticovych vinovych funkci pomoci funkci
jednocasticovych

Vinové funkce vicecasticovych systému cCasto vyjadiujeme pomoci vinovych
funkci jednocésticovych. Mozné je to naptiklad pro soustavy neinteragujicich
castic, s ptibliznou platnosti ale i pro ¢astice interagujici.

Oznaéme @, (7, ,&, ) normované jednocasticové vinové funkce. Pak ziejmé jejich
souCin  @(7,&,,....7y,Ey) =@, (7, E)..9, (7, &) muzeme chapat jako jednu z
moznych vlnovych funkci studovaného N-Céasticového systému. V pripade
rozlisitelnych Castic bezezbytku, v ptipadé Castic nerozliSitelnych je tfeba zajistit
spravné chovani této funkce vzhledem k permutaci castic.

Tak napt. pro bosony musime pouzit vinovou funkci symetrickou,

w<ﬁ,<ﬁ,...,fN,£N>:ﬁZ¢1(?Pm,£P<1>>---¢N<fm,fm»-

Suma naznacend v uvedeném vyrazu probiha pies vSechny riizné permutace cCastic

a faktor 1/+/N! je do né& zahrnut v zdjmu zachovani normalizace viceCasticové
vlnové funkce.

Pro fermiony musime naopak pouzit vinovou funkci antisymetrickou

Pauliho vylucovaci
princip.

WGP &) = ﬁzsign(m o Er ) ooy Ercy):

kde suma probihd opét pfes vSechny rizné permutace Castic a sign(P) oznacuje
znaménko konkrétni permutace P.

Vyznamnym disledkem ziskaného tvaru antisymetrické vlnové funkce fermionti
je Pauliho vylucovaci princip.

Vicecasticové vinové funkce konstruované jako antisymetrizovany soucin
vlnovych funkci jednoc¢ésticovych hraji vyznamnou roli pii popisu elektroni v
elektronovych obalech atomt a molekul. V atomové fyzice se obvykle vyjadiuji
pomoci Slaterovych determinantii.
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4.7.3. SLATEROVY DETERMINANTY

Antisymetrickou vlnovou funkci soustavy N nerozliSitelnych fermionui
vyjadfujeme cCasto jako antisymetrizovany soucin vlnovych funkci
jednocasticovych

Y&l y) = ﬁzsign(l’)ﬂ (?P<1>=5P(1))---¢N (’7P<N)’<(P(N> );

kde suma na pravé stran¢ probihad vSechny mozné permutace N-prvkové mnoziny
indext a sign(P) oznacuje znaménko konkrétni permutace P.

Népadna je jisté podobnost uzivaného vyrazu s defini¢ni formuli pro determinant

Ctvercové matice NXN: detA = Zsign(P) @y py-Ayp(yy-  POrovname-li ob&
P

uvedené formule, vidime, ze vlnovou funkci (¢ muzeme psat ve tvaru

determinantu

$(1.6)  A(h.4) o $i(y4y)

VG s =mda] P60 8D 040

Oy(:6) Py(5.6) o By(y.6y)

ktery je obvykle nazyvan determinantem Slaterovym.

4.7 .4. PAULIHO VYLUCOVACI PRINCIP

Dva fermiony se nemohou nachdzet ve stejném jednocasticovém stavu.

Divod je jednoduchy. Popisujeme-li totiz soustavu fermionii pomoci
antisymetrizovaného soucinu jednocasticovych vlnovych funkci (Slaterova
determinantu)

w(ﬁaéa"'JFNagN) :ﬁZSign(P) ¢1 (?P(l)afpa))---¢N(’7P(N)a€tp(1v))a

kde P oznacuje permutace N-prvkové mnoziny indexi {1, ..., N} a sign(P) jejich
znaménko, a pokud by byly nékteré z uvedenych jednocasticovych funkei stejné,
napi. @, =@,, byla by nutné prava strana nulova. Velmi zfetelné to vyplyne,
zapiSeme-li vicecasticovou vlnovou funkci pomoci Slaterova determinantu. V
pfipad¢ rovnosti jednocasticovych vinovych funkci ¢, a @, by totiz mél tento
determinant dva stejné fadky, a jak je znamo z algebry, je takovy determinant
nulovy.

Nulovéd vlnova funkce ovSem znamend, Ze odpovidajici stav neni mozno ve
skute€nosti realizovat.

Vinova funkce pro
systém
nerozlisitelnych
fermiond jako
soucin
jednocasticovych
vinovych funkci.
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Shrnuti kapitoly

Nekteré ¢astice se vyznacuji vlastnim momentem hybnosti — spinem. Operator
spinu ma podobné vlastnosti jako operator momentu hybnosti. Vlnova funkce
¢astice s nenulovym spinem musi zohlednit rizné spinové stavy této castice. To je
mozné bud’ piidanim z-tové komponenty spinu jako dal$i nezavislé proménné do
vlnové funkce nebo zavedenim tzv. viceslozkové vinové funkce.

Castice s celoCiselnym spinem nazyvame bosony, Castice s polociselnym spinem
fermiony. Pro ¢éstice se spinovym cislem Y2 (napft. elektrony) lze operator spinu
reprezentovat tzv. Pauliho maticemi.

Pro castice stejného druhu (totozné castice) plati v kvantové mechanice tzv.
princip nerozliSitelnosti. Zadmeénou (permutaci) dvou totoznych castic se kvantovy
stav systému nemutiZze zménit. VInova funkce pfi uvedené permutaci zistava stejna
(symetrickd vlnova funkce) nebo zméni znaménko na opacné (antisymetricka
vlnova funkce). Prvni moznost nastava u bosontl, druh4 u fermiond.

Slatertiv determinant je nejjednodussi antisymetricka vilnova funkce pro systém n
totoznych fermionll. Jednd se o antisymetrizovany soucin n jednocasticovych
vlnovych funkci.

Dtsledkem antisymetrie vinové funkce pro systém totoznych fermiont je tzv.
Pauliho vylucovaci princip.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Vysvétlete pojem spinu Castice. Jaké ma vlastnosti? Které klasické veliciné je
nejpodobnéjsi?

2) Jak je tfeba modifikovat vinovou funkci, aby spravné popisovala ¢astici se
spinem? K ¢emu slouzi Pauliho matice?

3) Formulujte princip nerozliSitelnosti totoznych castic. Jak se tento princip
projevuje ve tvarech vinovych funkci popisujicich vicecasticové systémy?

4) Pro¢ musi byt vinové funkce, popisujici systém dvou ¢i vice totoznych Castic,
symetrické nebo antisymetrické vici zaméné (permutaci) libovolnych dvou
castic?

5) Co jsou to bosony a jak jsou definovany fermiony? Jakou symetrii se
vyznacuji vinové funkce systému totoznych bosont, resp. fermiona?

6) Definujte matematicky presné Slatertiv determinant.

7) Jak zni Pauliho vylucovaci princip? Vysvétlete, z ¢eho a jak jej 1ze odvodit.

Korespondencni ukol €. 10

Odpovézte pisemné a pokud mozZno vlastnimi slovy na vybranou otazku z
kapitoly 4.7.
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5. KVANTOVA TEORIE POLE

Kvantova teorie pole je univerzalni teorii popisujici chovani elementarnich ¢astic
a jejich vzajemné interakce. Castice i nositelé fyzikalnich interakei jsou v ramci
této teorie povaZovany za excitace jim piifazenych kvantovych poli. Jednotlivé
Castice jakozto excitace kvantového pole se mohou navzajem preménovat, vznikat
1 zanikat.

V réamci kvantové teorie pole jsou s vysokou piesnosti popsany zdkladni fyzikalni
interakce. Specidlnimi ptipady jsou kvantova elektrodynamika — kvantova teorie
elektromagnetickych interakci - a kvantova chromodynamika — teorie silnych
interakci. Ve spojeni s teorii kalibracnich poli poskytla kvantovad teorie pole
prostiedek k formulovani sjednocené teorie vSech interakci. Byla vytvofena a
experimentalné potvrzena kvantova teorie elektroslabych interakci sjednocujici
popis elektromagnetickych jevl a jevl, za néz je zodpovédna slabd interakce.
V soucasné dob¢ je rozpracovavana obecnéjSi teorie sjednocujici popis
elektromagnetickych, slabych 1 silnych interakci. Koneénym cilem je pak
vytvoieni jednotné teorie, kterd by kromé vyse uvedenych zahrnovala 1 interakci
gravitacni.

4

Véaznym problémem kvantové teorie pole je, Ze ve vysSich fadech poruchovych
vypocti diverguje a poskytuje jen nekonecné vysledky. Nastésti existuje
procedura, jak tato nekonecna z teorie odstranit. Ta pak poskytuje data, ktera jsou
v dokonalém souladu s experimentem. Odstrailovani nekonecénych velicin
z kvantové-polnich vypoctl je zndmo jako feorie renormalizace.

Kvantova
elektrodynamika a
chromodynamika.

Slabé a silné
interakce.

Renormalizace.
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6. MATEMATICKE DODATKY

6.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Metoda separace proménnych je metodou feSeni parcialnich diferencialnich
rovnic, které jsou v ramci této metody prevadény na matematicky snadnéji
feSitelnou soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic. Bliz§i pouceni o ni je
mozno najit napt. v piirucce Rektorysove.

Resme parcialni diferencidlni rovnici
Df(x,,...,x,) =0,

kde D je n&jaky diferencialni operator obsahujici parcidlni derivace podle
nezavislych proménnych x,,...,x,. Ve fyzikalnich aplikacich byva obvykle n =2
nebo n=3 a nezavislé proménné odpovidaji soufadnicim (ne vzdy nutné
kartézskym) bodové Castice. ReSena parcidlni diferencidlni rovnice je pak
zpravidla staciondarni Schrodingerovou rovnici a D=H-E, kde H je

Hamiltonmiv operdtor a E energie studovaného systému.

Reseni vyse uvedené rovnice hledame ve tvaru

S G5 ,) = [0 L2 (8)-0 1, (5,),

tedy jako soucin n novych funkci, z nichz kazda je funkci jen jediné redlné
proménné.

Ocekavame, Zze po dosazeni specidlniho tvaru funkce f do piivodni rovnice
ziskdme novou rovnici

D, f,(x)+D, fy(x,) +..+D, f,(x,) =a,

kde diferencialni operatory D . (k=1,...,n) jiZ obsahuji pouze obycejné derivace
podle proménné x, a a je n&jakd konstanta. Pokud se ndm podafi dosdhnout
tohoto specidlniho tvaru, fikame, ze feSend parcialni diferencidlni rovnice je v
proménnych x,,...,x, separovatelna.

Nové ziskanou rovnici je ovSem mozno pievést na ekvivalentni soustavu n
obycejnych diferencidlnich rovnic

D, fi(x) =a,,

D, fi(x,) =a,,

]’jn f;z (xn) = an >
v nichz nové¢ zavedené konstanty spliuji

a+a,+.+a,=aq.
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To proto, Ze pokud napf. pfifadime nezavislym proménnym x,,...,x, pevné
hodnoty a ménime pouze proménnou x,, vidime ze separované rovnice, kterou
muzeme docasn¢ piepsat do tvaru

D, f,(x)=a =D, f,(x,) —...= D, f,(x,),

ze vyraz D, f,(x,) zistava 1 pii zménach x, konstantni. Konstantni je totiz prava
strana uvedené rovnice. Pak ale musi existovat takova konstanta a,, ze

D, f(x)=a,.
Analogickou uvahu mtizeme provést i pro ostatni nezavislé proménné.

Maé-1i byt ovSem splnéna piivodni rovnice, nemohou byt konstanty a,,...,q,

libovolné.  Musi  splilovat  vySe  uvedenou  vazebnou  podminku
a+a,+..+a, =a.

Pii pouziti metody separace proménnych se b&hem feSeni zadané rovnice
omezujeme jen na vybrané funkce specidlniho tvaru. Neni to na ijmu obecnosti
feSeni? Neni. Je mozno napiiklad ukazat, ze libovolné fyzikalné pfijatelné feSeni
Schrédingerovy rovnice lze napsat jako linearni kombinaci takto ziskanych
specialnich feseni.

6.2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Nize podavame jen stru¢ny vyklad zékladnich pojmi a vét. Podrobnosti mtize
Ctendf nalézt napf. v pfiru¢ce Rektorysove.

Definice

Necht f:00" - [J jev absolutni hodnot¢ integrovatelna funkce,

[ G

.dx, < +oo,

Potom funkei /:[1" — [, ktera je definovana predpisem

_ 1 &

fpensk)) = [ £(X500%,) exp(szmkmj dx,...dx,,
(277-) o m=1

nazyvame Fourierovou transformaci funkce f. A funkci f 0" -0,

Flhynk ) = o )m [ £ )exp(—lz ja’xl...dxn,

nazyvame inverzni Fourierovou transformaci funkce f.

Poznamka

Fourierova transformace pfifazuje kazdé v absolutni hodnoté integrovatelné
funkci f novou funkci f. Oznacime-li mnozinu vSech v absolutni hodnoté

integrovatelnych funkci na [J" symbolem LI(D “), muzeme fici, ze zminény

ptedpis definuje zobrazeni G: L, (I] ”) — H, kde H je mnozina vSech funkci, které
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muizeme ziskat Fourierovou transformaci néjaké funkce z L, (D ”). Pak ovSem

muzeme ve zkratce psat f =G(f). Funkce f vSak nemusi byt obecné z L, (D " )

Obdobn¢ definuje piedpis pro inverzni Fourierovu transformaci zobrazeni
G :L (D ") - H,, jehoZ pomoci miZeme psat f:G_l(f). Ani funkce f

nemusi byt obecné z L, (I] “). Vsimnéte si, Ze obé zobrazeni G i1 G_, jsou linearni.

Véta (o Fourierové transformaci)

Budiz f spojitd funkce z L, (I] “) takovd, Ze jeji Fourieriv obraz f je rovnez z

L,(7"). Pak plati G(G (/) =G(G(/) = f.

Poznamka

V kvantové teorii nepracujeme zpravidla s funkcemi v absolutni hodnoté¢
integrovatelnymi na ", tedy z L, (I] “), ale s funkcemi, jejichz absolutni

hodnota je kvadraticky integrovatelna na [J ". Obecné vsak takova funkce nemusi
do L, (D “) patfit. Proto pouziti véty o Fourierové transformaci na kvadraticky

integrovatelné funkce vyzaduje jistou obezietnost.

6.3. PRAVDEPODOBNOST

V pfiirodnich i technickych védach se velmi Casto setkdvame se situaci, kdy
vysledek experimentu, pozorovani ¢i métfeni neni jednoznacny. I kdyz zminény
experiment opakujeme tak, ze vSechny kontrolovatelné pocatecni podminky jsou
ve vSech opakovanich stejné, mohou se ziskané¢ vysledky navzajem liSit.
Maximalni informaci, kterou mizeme o jednotlivych vysledcich ziskat, je mira
ocekavani, ze ten €1 onen vysledek v konkrétnim opakovani nastane.

Nize podavame zjednoduSeny vyklad pojmi a postupd, které dovoluji tuto miru
ocekavani kvantifikovat. Blizsi pouceni o problému je mozno nalézt naptiklad v
ptirucce Rektorysové.

Statisticky experiment

Experiment s nékolika moznymi vystupy, které nedokdZeme jednoznacné
piredpovédét, nazveme experimentem statistickym.

Statisticky experiment provadime opakované se stejnym systémem, vSechny
kontrolovatelné pocatecni podminky experimentu jsou v jednotlivych
opakovanich stejné. O jednotlivych opakovanich experimentu budeme hovotit
jako o pokusech. O konkrétni sérii pokusit budeme hovofit jako o realizaci
statistického experimentu.

Relativni ¢etnost, pravdépodobnost

Oznaéme N celkovy pocet pokusii, které jsme v ramci realizace daného
statistického experimentu provedli, a N, pocet pokusii vedoucich ke k-tému

vysledku. Pak pomér N, /N nazveme relativni Cetnosti k-tého vysledku.
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Je jasné, Ze se relativni Cetnosti dan¢ho vysledku mohou pro rizné realizace
experimentu liSit, zejména v zavislosti na riznych poctech pokusii N. Proto
definujeme veli¢inu, ktera jiz na po¢tu pokust nezavisi - pravdepodobnost k-tého
vysledku

F = lim &
N - +o0 N

V uvedené definici pravdépodobnosti ml¢ky predpokladdme, ma-li byt korektni,
ze limita na levé stran¢ rovnosti existuje. Pokud tomu tak je pro kazdy mozny
vysledek, nazveme pftislusny experiment statisticky reguldarnim. V opaéném
pripad€ hovotime o statisticky neregularnim experimentu.

Pravdépodobnost jednotlivych vysledkid piiblizujeme v konkrétni realizaci
statisticky reguldrniho experimentu s dostatecné vysokym poctem provedenych
pokust prostfednictvim relativnich &etnosti - B, = N, /N. Vé&fime, stejné jako v

ptipad¢ jakéhokoliv jiného méteni, ze dostateCny pocet opakovani zajisti pouze
minimalni odchylku relativnich ¢etnosti od limitnich pravdépodobnosti.
Rozdéleni pravdépodobnosti, nahodné veli¢iny

Predpokladejme, Ze dany statisticky experiment ma kone¢ny pocet, feknéme n,
moznych vysledki. Uspofadanou n-tici pravdépodobnosti jednotlivych vysledki
statisticky ~ reguldrniho  experimentu [R,...,Pn] nazveme  rozdelenim

pravdépodobnosti.

Vzhledem k definici pravdépodobnosti ziejmée plati
> P =1
k=1

Rikéame proto, Ze rozdéleni [Pl,...,Pn] je normovdano k jednicce. Casto viak byva

vyhodné pracovat s pravdépodobnostmi nenormovanymi, které se od
normovanych li$i kladnym multiplikativnim faktorem.

Provadime-li v rdmci daného experimentu méteni n¢jaké veli¢iny X, mlze tato v
zavislosti na vysledku konkrétniho pokusu nabyvat obecné riznych hodnot
X, ..., X,. O veli¢in€ X proto hovotime jako o veliciné nahodné, nebot’ s riiznymi
pravdépodobnostmi nabyva ndhodné riiznych hodnot.

Stredni hodnota, stfedni kvadraticka fluktuace

Pro ndhodnou veli¢inu definujeme jeji strredni hodnotu

kde N je celkovy pocet pokusti provedenych v konkrétni realizaci daného
experimentu a x, hodnota veli¢iny X naméfena v K-tém pokusu.

V konkrétnim méteni ovSem stfedni hodnotu X pftiblizujeme, za ptedpokladu
velkého poctu opakovani, vztahem
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Stiedni hodnotu veli¢iny X je vSak mozno ziskat i jinym zpiisobem. Staci si
uvédomit, Ze v celkovém poctu N pokust se vyskytne prvni vysledek N, krat,

druhy N, krat atd. Proto miizeme sumu 2 \Xx prepsat do tvaru z Nx, a

pro stiedni hodnotu psat

_ . 1 n n
X = J}EI?WNZN"X" = Z(}}u?mﬁjxk Zka

k=1 k=1 k=1

Stfedni hodnota veli€¢iny X zadavad primérmy vysledek, jehoZz méfenim
dosdhneme. Konkrétni vysledky ziskané v konkrétnich pokusech (opakovanich
experimentu) se od této stfedni hodnoty obecné lisi. Miru odli$nosti popisujeme
tzv. stiedni kvadratickou fluktuaci

kterou mizeme, podobné jako stfedni hodnotu X, pocitat pomoci alternativni
formule

Tento vzorec je mozno dale po snadnych upravach pirevést do formalné
jednodussiho, a proto ¢asto pouzivaného tvaru

Ax=+x*-x°

kde x* =)' Px’. Stiedni kvadratické fluktuace je vhodnou veli¢inou pro

odhad chyby méteni velic¢iny X.

6.4. HILBERTUV PROSTOR

Hilbertlv prostor je upl/ny linedrni vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Nize podavame stru¢ny vyklad nékterych pouzitych pojmu. Blizsi pouceni lze
nalézt napft. v u€ebnici Formankové.

Linearni vektorovy prostor

(Komplexni) linearni vektorovy prostor (LVP) je libovolna mnozina V, na které
jsou definovany operace scitani a nasobeni (komplexnim) cislem spliujici nize
uvedené axiomy. Prvky LVP nazyvame vektory a v souladu s konvenci piijatou v
kvantové teorii je budeme oznacovat symboly |a>, b> ap.

Axiomy LVP

|a) +[b) =|b) +|a),
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@) +(|8) +|e)) = (1a) +[5)) +[e),
Ho)B¥ Dja)DV : |a)+[o) =|o) +|a) =|a),
a(|a)+[b)) =ala) +alb),
(a+ B)|a)=ala)+ Bla),
a(p|a))=(aB)la).
l|a)=|a) (< 0la)=|o))

Vektor |o> se obvykle nazyva nulovym vektorem. Nasobek vektoru Cislem, a |a>,
budeme n¢kdy oznacovat alternativnim symbolem |a’a>. Podobné 1 pro soucet
|a> + |b> uzijeme obcas ekvivalentni zapis |a + b>.

Podle vySe feCeného tedy existuje zobrazeni VxV - V, které¢ kazdé dvojici
vektori |a> a |b> z V pfitazuje jejich soucet |a>+|b>, a zobrazeni [1 XV - V,
které komplexnimu cislu a a vektoru |a> ptitazuje ndasobek a|a>. Tyto operace

musi spliiovat vyse uvedenou soustavu axiomu platnych pro vSechny vektory z V
a vSechna komplexni ¢isla.
Skalarni soucin

Pod skaldrnim soucinem na LVP V rozumime zobrazeni VxV - [, které
libovolné dvojici vektorii z V pfifazuje (komplexni) ¢islo a splituje nize uvedenou
soustavu axiomu. Skalarni soucin vektoru |a> a |b> budeme oznacovat v souladu

se zvyklostmi zazitymi v kvantové teorii symbolem <a|b>.

Axiomy skalarniho soucinu
(afb) =(pla)"
(a| Bb) = Balb),
(alb+c)=(alb) +(alc),
(ala)20; {ala)=0 < |a)=[o).

Hvézdi¢kou oznacujeme v prvnim axiomu komplexni sdruzeni.

Pomoci skaldrniho soucinu definujeme dale na V tzv. Eukleidovskou normu

vektoru
Jla)| = (el )

Uplnost LVP se skalarnim soucéinem
Z matematické analyzy vime, Zze kazdd posloupnost {an} realnych (Ci
komplexnich) ¢isel spliwujici tzv. Cauchyovu podminku

Ue>00h, U0 : mn>n,= <¢
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ma limitu, je konvergentni. Na obecném LVP se skalarnim soucinem vsSak
posloupnost vektori {|an >} spliyjicich Cauchyovu podminku

a,)

konvergentni nutné byt nemusi. Jeji eventudlni limita mize napi. lezet mimo
mnozinu V.

Ue>0 Lk, U : m,n>n0:>H|am>— <&

LVP se skalarnim soucinem, jehoz kazda posloupnost vektorli spliujicich
Cauchyovu podminku je konvergentni, a ma tedy limitu z tohoto prostoru,
nazveme uplnym.

Separabilita

Hilbertovy prostory, které hraji vyznamnou roli v kvantové teorii, jsou
separabilni. Osvétleme proto stru¢né i tento pojem.

Obecna definice separability Hilbertova prostoru je komplikovana a zcela
prekracuje ramec této encyklopedie. Pro naSe ti¢ely postaci, budeme-li pod

separabilnim Hilbertovym prostorem rozumét takovy Hilbertiv prostor V, na
némz existuje nejvyse spocetnd mnozina vektori en> takova, ze libovolny vektor

).

|a> muzeme psat jako linearni kombinaci |a> = Zn a

n

V piipadé¢ nekoneénérozmérnych prostori piechazi suma na levé strané na
nekonecnou fadu

+00
|[a)=2.a,]e,),
n=1

jejiz konvergenci vySetfujeme pomoci vyse zavedené Eukleidovské normy.

6.5. OPERATORY NA HILBERTOVE PROSTORU

Teorie linearnich operatord na Hilbertovych prostorech tvoifi velmi obtiznou
matematickou disciplinu. Proto niZe uvddime pouze nékteré zakladni pojmy.
Blizsi pouceni je mozno nalézt ve specializované literatufe nebo t€Z v monografii
Formankové.

Linearni operatory

Operatorem A na Hilbertové prostoru V nazveme zobrazeni z tohoto prostoru do
sebe sama, A:V o V.

Mnozinu vSech vektorti z V, pro které je toto zobrazeni definovéno, nazveme
definicnim oborem operatoru A. Vektor pfifazeny timto zobrazenim vektoru |a>

budeme oznacovat symbolem ‘Aa> nebo téz A|a>.

Spliluje-li navic toto zobrazeni pro libovolnou dvojici vektord |a> a |b> a

libovolné komplexni ¢islo a relace
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A(|a)+|0)) = Ala)+Alb),
A(ala))=aAla),

nazveme operator A linedrnim.

U linearnich operatorti navic vyzadujeme, aby jejich defini¢ni obor byl linedrnim
podprostorem prostoru V. Musi byt tedy uzavieny vzhledem ke s¢itani vektori a
nasobeni vektorti komplexnim ¢islem.

Neomezené operatory

Skalarni  soucin <a|b> zadava na Hilbertové prostoru normu vektoru:

lla)| = {ala)

Operator, pro n¢jz existuje takova kladna konstanta K, ze pro kazdy vektor |a> z
defini¢niho oboru plati
Ala)|<]a)

nazveme operatorem omezenym. Operator, ktery neni omezeny, nazveme
operatorem neomezenym.

9

Neomezené operatory nejsou zpravidla definovany na celém prostoru V. Vzdy
proto musime dbat na jejich defini¢ni obor. Jednou z velkych matematickych
komplikaci kvantové teorie je, ze operatory piitazené dynamickym proménnym
jsou az na fidké vyjimky neomezené. Omezené operatory je naopak mozno vzdy
definovat tak, aby jejich defini¢ni obor splyval s V.

Husté podmnoZiny Hilbertova prostoru

Ma-li operator A, jehoz defini¢ni obor nesplyva s celym Hilbertovym prostorem
V, pokryvat V dostate¢né¢ U¢inn¢, musi jeho definiéni obor vytvaret na tomto

prostoru dostate¢né hustou sit’. Pozadujeme proto, aby defini¢ni obor operatoru A
byl hustou podmnozinou Hilbertova prostoru V.

Pod hustou podmnoZinou ptitom rozumime takovou mnozinu M [V, Ze pro
libovolny vektor |a>DV a libovolné kladné ¢islo &£ existuje vektor |c>DM

takovy, Ze jeho vzdalenost od |a> je mensi nez zvolené &, tj. H| a> —|c>H <&

Sdruzeny operator

Necht A a A’ jsou linearni operatory definované na V. Necht navic pro
libovolnou dvojici vektort |a> a |b> z n¢jaké husté podmnoziny V plati

(b[Aa) = (A'b]a).
Pak operator A" nazveme sdruzenym operatorem k operatoru A.

Samosdruzené operatory
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~ A~

. J4 r ~ r * o e v 4
Je-li operator roven svému sdruzenému, A = A, nazveme jej samosdruzenym.

Pozor v§ak! Rovnost A = A" neznamena pouze, Ze je na n&jaké husté podmnozing
V splnén vztah <b

Aa> = <Ab‘a>. Navic si musi byt navzajem rovny i definicni

obory operétori A a A"

Operator spliujici pouze podminku <b‘Aa> :<Ab‘a> se nazyva operdtorem

symetrickym.

V zékladnich kursech kvantové teorie se obvykle nebere zietel na definicni obory
operatort, a proto jsou ¢asto symetrické a samosdruzené operatory zameénovany.
To ovSem neni zcela korektni, nebot’ pro neomezené operatory samosdruzenost
sice implikuje symetrii, opak ale obecné neplati.

Protoze vzhledem k symetrii samosdruzeného operatoru neni vyznamné, zda stoji
u prvniho ¢i druhého cCinitele skaldrniho soucinu, pisSeme obvykle skalarni soucin
pro samosdruzeny operator A ve tvaru <b|A|a>,

<b|A|a> E<b‘Aa> =<Ab‘a>.

6.6. VLASTNi HODNOTY A VLASTNIi VEKTORY
SAMOSDRUZENYCH OPERATORU

Cést teorie linedrnich operdtorii na Hilbertovych prostorech zabyvajici se jejich
vlastnimi vektory a vlastnimi hodnotami se obvykle nazyva spektrdlni analyza
operatort. I pro specidlni ptipad samosdruzenych operdtorii se jedna o velice
komplikovanou matematickou teorii, z niz si mizeme nastinit pouze zékladni
pojmy a fakta. Bliz$i pou€eni je mozno nalézt ve specializované literatufe.

Vlastni hodnoty a vlastni vektory

Necht A je linearni operator na Hilbertové prostoru V. Nenulovy vektor |a> z

tohoto prostoru nazveme vlastnim vektorem operatoru A odpovidajicim viastni
hodnote (vlastnimu cislu) a, je-li splnéna podminka A|a> = a'| a>.

Mnozinu vSech vlastnich hodnot nazyvame pak obvykle téz spektrem viastnich
hodnot operatoru A.

Vlastnimi vektory operatort reprezentujicich v kvantové mechanice dynamické
proménné studovaného systému jsou specidlni vinové funkce. Obvykle je
nazyvame funkcemi vlastnimi.

Linearni kombinace dvou vlastnich vektort, které odpovidaji téZe vlastni hodnoté¢

A

operatoru A, je zfejm¢ rovnéz vlastnim vektorem odpovidajicim stejné vlastni
hodnoté.

Proto mnozina vSech vlastnich vektorti odpovidajicich téze vlastni hodnoté, k niz
priddme nulovy vektor, tvofi na V linearni podprostor.
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Viastni hodnoty a vlastni vektory samosdruZenych operatort

Vlastni hodnoty samosdruzenych operatorti jsou realné.

Pro (nenulovy) vlastni vektor |a> samosdruzeného operatoru A a odpovidajici

vlastni hodnotu a totiz plati
(a| Aa) =(a|aa) =a{a]a) a (Aa|a) = (aala)=a*(a]a).

Vzhledem k samosdruzenosti operatoru A plati ale téz <a‘Aa> = <Aa | a>, atedy i

a=q*.

Vlastni vektory samosdruzeného operatoru, které odpovidaji riznym vlastnim
hodnotam, jsou navzajem ortogonalni.

Jsou-li totiz |a> a |b> vlastni vektory pfislusné k riznym vlastnim hodnotdm a a

3, miizeme psét
(b|Ad) = (b|aa)=a(b|a),
<Ab‘ > (Bbla)= B*(bla) = B(b|a).

Dale vsak plati

(b|Aa)=(Ab|a),
a proto té

a(b|a)=B(b|a).
Vlastni hodnoty @ a Bjsou ale podle predpokladu riizné, proto musi nutné platit

(bla) =

6.7. ALGEBRAICKE OPERACE S OPERATORY
NA HILBERTOVYCH PROSTORECH

Scitani operatoru

Necht A a B jsou dva operdtory na Hilbertové prostoru V s defini¢nimi obory

D, a Dg. Souctem téchto operatori, ktery budeme oznacovat symbolem A+B,
rozumime operator s definiénim oborem D,,, =D, n D, spliujici pro kazdy
vektor |a>DV (A+]§)|a> EA|a> 3 a>.

Vsimnéme si rozdilu v interpretaci symbolu T na levé a pravé strané¢ uvedené

definiéni rovnosti. Zatimco vyraz A +B oznacuje s¢itani na mnozing operatori
definovanych na Hilbertové prostoru V, tedy operaci nové zavadénou,

A| a> + ]§| a> je ,,obycejny* soucet vektoru z tohoto prostoru.
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Matematickou indukci je mozno operatorové s¢itani rozsifit na libovolny konecny
pocet scitancti. Vzhledem k axiomum linearniho vektorového prostoru snadno
vidime, ze sCitdni operatori je komutativni 1 asociativni.

Nasobeni operatoru ¢islem

Necht A je operator na Hilbertové prostoru V a a obecné komplexni ¢islo. Pak

a-nasobkem tohoto operatoru, ktery budeme oznac¢ovat symbolem aA, rozumime
operator splijici pro kazdy vektor |a> UD, (defini¢ni obor operatoru aA je tedy

totozny s defini¢nim oborem operatoru A) (a’A)|a> =qa (A| a>).

Podobné jako vySe sCitdni je nyni i ndsobeni na levé a pravé strané defini¢ni

A

rovnosti pon¢kud odlisné. Zatimco na levé strané¢ nasobime Cislem operator A
pusobici na Hilbertoveé prostoru V, na stran¢ pravé vektor z tohoto prostoru.

Nasobeni operatoru

Necht A a B jsou dva operdtory na Hilbertové prostoru V s definiénimi obory

D, a Dg. Soucinem téchto operatort, ktery budeme oznacovat symbolem Aﬁ,
rozumime operator spliyjici pro kazdy vektor |a> 0V, pro néjz jsou pozadované

operace definovany,

(AB) )= A (B]).

Piisobeni soucinu dvou operatorti neni tedy ni¢im jinym nez V}'/Sledkem postupné
aplikace jednotlivych operatoru a to v poradi, v jakém jsou v soucinu zapsany.
Defini¢ni obor operatoru AB je proto ziejmé dan nasledujicim piedpisem:

D, ={|a)0D,:BJa)0D,}.

Operatory na Hilbertové prostoru V jsou podle definice zobrazenimi tohoto
prostoru do sebe sama. Nasobeni operatorti pak ovSem odpovida skladani téchto
zobrazeni.

v

Matematickou indukci je mozno operatorové ndsobeni rozsifit na libovolny
kone¢ny pocet Cinitelt tak, Ze bude asociativni. Nasobeni operatorti vSak neni
komutativni, obecn¢ zalezi na poradi Cinitelli v operatorovém soucinu. Je ovSem
distributivni vici operatorovému séitani.

Komutator a antikomutator operatoru

Komutator operatora A a B, zpravidla ozna¢ovany symbolem [A,l%], je operator
deﬁnovany predplsem
[A,B]= AB-BA.

V kvantové teorii byva Casto uziteCny i analogicky definovany antikomutator
dvou operatort:

{A,B} = AB+BA.
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Umocnovani operatoru

Pomoci nasobeni operatort miizeme piimocaie definovat jejich obecnou mocninu
s kladnym exponentem

A~

A..A,

A wa . =12,

, . . . , . ;A -1 r v .
a pro operatory, k nimz existuje operdtor inverzni A, téZ mocninu s exponentem
zdpornym

ATS (A_lz_’;é(tA_l ) n=12,...

Obé definice miZeme jesté dale doplnit velmi pfijatelnym vztahem

A’ =i,

kde 1 je operator identity, tj. i|a> :|a> pro kazdé |a>DV.

Funkce operatoru

Necht’ f(x) je analytickd funkce, kterou je mozno na okoli x = 0 rozvést do
McLaurinovy fady f(x) ZZEkxk, kde & =f“(0)/k!, a necht A je operdtor
k=0

na Hilbertové prostoru V. Pak pod funkci operatoru f (A) rozumime

FR)=3 EA%

Céaste¢né soucty uvedené tfady je mozno bez vétSich potizi vycislit pomoci vyse
uvedenych definic sCitdni a umocnovani operdtorii a nasobeni operatoru Cislem.
Konvergenci samotné fady je pak nutno vysetfovat bodové pro razné vektory z V.

+00

Tj. musime vysetifovat konvergenci fad typu Z (EkAk |a>), kde |a> HAYA

Analogickym zptisobem miizeme definovat i funkce vice operatori. Musime vSak
davat velky pozor na to, Ze ndsobeni operatori neni obecné komutativni!

6.8. PERMUTACE

Pod permutaci P N-prvkové mnoziny M ={m,,...,m,} rozumime jeji vzdjemn¢

jednoznaéné zobrazeni na sebe sama, P:M — M.

Chéapeme-li tuto mnozinu jako uspotfadanou N-tici prvki, znamena permutace
zménu jejich potadi.

Celkovy pocet permutaci, které mizeme pro zadanou N-prvkovou mnozinu
zkonstruovat, je dan, bereme-li v Givahu 1 trividlni permutaci, pii niz se potadi
prvkll neméni, faktorialem poctu jejich prvki, N!=1.2...N.

Specidlnim typem permutace je vyména dvou zvolenych prvkl. Tuto permutaci
obvykle nazyvame transpozici.
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Je mozno ukdzat, Ze libovolnou permutaci mizeme ziskat naslednou aplikaci
jistého poctu transpozic. Pochopitelné existuje vice (nekonecné mnoho) zptisobd,
jak zadanou permutaci ziskat. Proto neni pocet potiebnych transpozic urcen
jednoznacné. Pro zadanou permutaci P je vSak jednoznacné urceno, zda tento
pocet bude dan lichym ¢i sudym ¢islem. Podle toho pfifazujeme permutaci urcité
znaménko, které oznacujeme obvykle symbolem sign(P). Je-li pocet transpozic
nutnych ke konstrukci permutace P lichy, pfifadime ji znaménko sign(P) =-1 a
hovotime o ni jako o permutaci liché, je-1i naopak sudy, pokladame sign(P) = +1
a permutaci nazveme sudou.
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VYSVETLIVKY

Kvantovani

Pod kvantovanim rozumime fakt, ze nékteré fyzikalni veli¢iny (kupf. energie nebo
moment hybnosti) mohou nabyvat jen nékterych klasicky ptipustnych hodnot,
které jsou od sebe zfeteln€ oddéleny intervaly hodnot zakdzanych.

Rychlost svétla
€=2,997924580 00° m/s

Boltzmannova konstanta
ky =1,380662 a0 J/K

Elementarni elektricky naboj
e=1,6021892007" C

Permitivita vakua
£, =8,854187818 0™ F/m

Polarni soufadnice

(r,d) (0<r<+eco, 0 <2m)

Polarni souradnice v roviné souviseji s kartézskymi

soutadnicemi (x,y) prostiednictvim transformacnich vztahi * =705 5 » =7sing.

Potencialové pole
Vektorové pole F(7)
V(r)

nazveme potencidalovym, pokud existuje skalarni funkce

F@=-0V() de D je vektorovy operator. Funkci ” ()

F(7).

spliujici pak

obvykle nazyvame potencidlem pole

Gradient

grad f =0f E(g—i,g—é,g—z].
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Laplacetv operator

9 o0 0
=
o> 9y oz’

Kroneckerovo delta

6ij =1 pro l=]

3, =0 pro %/

Hustota veli€iny

Hustotu p veli¢iny X spojité rozlozené v prostoru definujeme v zadaném bod& "
F) = lim &, : : , . 7

vztahem P() = fimyay kde AV je objemovy element obsahujici bod " a AX

mnozstvi veli€iny X v tomto objemu obsazené.

Hustota toku veli¢iny

Pod hustotou toku veli¢iny X rozumime takové vektorové pole Js jehoZ plosny

integral 2. druhu Hij udava mnozstvi této veliciny, které protece za jednotku
¢asu orientovanou plochou 2.

Divergence
- 04
div4d = 94, %, aﬁ.
ox Oy 0z

Gaussova-Ostrogradského véta

Pro spojité a spojité diferencovatelné vektorové pole AF) 5 prostorovou oblast V
., o .| divd &’F=[|[ A.dS,

s dostateéné hladkou hranici ®” mtizeme psat IV ULV kde element

plochy 45 m4 orientaci vektoru vnéjsi normaly k plose o

Zobecnéné Kroneckerovo delta

6qs =1 pro q=s (QI =S84y =8y, 9 :SK)

6‘1550[)1“0 qZs (q1¢SI alespoﬁprojednol,lslsK)

Dynamické systémy

Teorie dynamickych systémiu se zabyva teoretickym studiem modeld, jejichz
casovy vyvoj je popsan nelinedrnimi evolu¢nimi rovnicemi. Soustieduje se
pfedevsim na zavislost vyvoje téchto modelll na neurcitosti po¢atecnich podminek
a pfechod od deterministického chovani k chaosu.
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Modifikovana Gaussova-Ostrogradského véta

Pro spojitou a spojité diferencovatelnou skalarni funkci S) 4 prostorovou oblast

., o . | Of &’F= ds,
V s dostateéné hladkou hranici ¥ mizeme psat -[V vy [H(,Vf kde element
plochy 95 ma4 orientaci vektoru vngj$i normaély k plose &7

Poissonovy zavorky
= 04 0B __ 04 0B
(4.8} =3 (g -2 ae)
J

systému.

e % a P jsou zobecnéné soufadnice a hybnosti

Levi-Civitiv symbol

& =signl(/-D(k-0k- 1)y qe symbol sign oznacuje znaménko vyrazu v hranatych
zavorkach: sign[x] =1 pro x > 0, sign[x] =-1 pro x <0 a sign[x] = 0 pro x = 0.

Sférické souradnice
Sférické souradnice v prostoru (-89 (0sr<te, 0<O<TL 0S¢ <21 o viceii g

kartézskymi soufadnicemi (x,y,z) prosttednictvim vztahti
x=rcossinB®, y=rsindsin® a Z=rcosh.

Kulové funkce
T (®0) = ()" St B (cosOyexplimd) 4 B (1201

cam=-[,-+1,..., [-1,
(1—x2)m2 dm (xz—l)l

I a a konstantni

[) jsou pfidruzené Legendrovy funkce B =

multiplikativni faktor zajiStuje vhodnou normalizaci.

Rotace
- 04 04
[rotAl Ea—yz—a—zy,
~ 04. 04
[rotA]y = az" —a—xz,

-7 _04, 94
[rotAl = 6_; —a—;




110 Vysvétlivky

Hermitovska matice

. . S , C . A =A%
Hermitovska matice je Ctvercova matice, jejiz prvky 4 spliluji relace 7~ 7
kde hvézdickou oznacujeme komplexni sdruzeni. V ptipadé redlnych matic je

: \ . ., . A =A.
hermitovské matice matici symetrickou, 4

Hermiteovy polynomy

d " 2
eXp(—x ).
p p(=x")

H,(x) = (=1)" exp(x”)

Protonové Cislo
Protonové cislo udavad pocet protonti v atomovém jadie a po vynasobeni
elementarnim elektrickym nabojem i celkovy elektricky naboj jadra.

Zékladni fyzikalni interakce

Mezi zakladni (fundamentdlni) fyzikalni interakce zahrnujeme interakci
gravitacni, elektromagnetickou, slabou a silnou. Kvantova teorie pole popisuje
velmi dobfe posledni tfi interakce, kvantovani gravitacniho pole neni dosud
uspokojivé vyieseno.

Elektroslabé interakce

Teorie  elektroslabych  interakci  (GSW  model)  sjednocuje  popis
elektromagnetickych a slabych interakei do jediné univerzalni teorie. V 60. letech
20. stoleti byla formulovana A. Salamem, S. Glashowem a S. Weinbergem.

Kalibra¢ni pole

V ramci teorie kalibracnich poli jsou existence i vlastnosti zékladnich fyzikalnich
interakci (elektromagnetické, slabé a silné) dusledkem fundamentalnich symetrii
vesmiru.

Slaba interakce
Slaba interakce je napt. zodpovédnd za beta rozpad nékterych atomovych jader,
tedy za emisi elektronii ¢i pozitronil z nich. Ma extrémné maly dosah.
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Silné interakce

Silne interaguji (elementarni) castice nazyvané hadrony. Mezi né tadime
napiiklad, kromé mnoha jinych, i neutrony a protony. Silnd interakce drzi
pohromad¢é atomova jadra, ktera by se bez ni velmi rychle rozpadla v disledku
elektrickych odpudivych sil ptsobicich mezi kladn¢ nabitymi protony. Jeji dosah

RS TS
je dan zhruba rozmérem atomovych jader (~ LU= i ).

Gravitacni interakce

Gravitacni interakce je ze vSech elementarnich interakci (s vyjimkou interakce
slabé) nejslabsi. V mikroskopickych a makroskopickych méfitcich je zcela
zanedbatelnd, ma vSak nekoneény dosah a je univerzalni, plisobi mezi vSemi
télesy ve vesmiru. Jeji vyznam prudce vzristd v tzv. megasvété (tj. v oblasti
velkych vzdalenosti a zejména velkych hmotnosti). Pro slaba gravitacni pole je
uspéSné popsana Newtonovym gravitaénim zakonem, v piipadé silnych poli je
zapotiebi k popisu gravitacniho ptisobeni pouzit Einsteinovu obecnou teorii
relativity.

Per partes

b b

] (%(x)g(x)]dx =[f@ew] - | (f (X)Z_i(”jdx’

a

kde /@@ = 1()2®) - f(@)g(@

a

Nejvyse spocetnd mnozina
Pod nejvyse spocetnou mnozinou rozumime mnozinu, kterd je bud’ konec¢na, nebo
nekonecnd a spocetnd (tedy ekvivalentni mnoziné ptirozenych cisel).

Inverzni operator
Necht 4:¥V =V je prosty operator na Hilbertové prostoru V s defini¢nim oborem

D4 a oborem hodnot '+ Pod inverznim operdtorem k 4 pak rozumime operator

H, A"Ala)=|a) pro kazdé |4)0D, a

AV -V 5 definiénim oborem
AA™|b) =|b) DH,.

splnujici

pro kazdé | b>

Bodova konvergence

Rekneme, Ze posloupnost operatorti A, konverguje bodove na Hilbertové prostoru
V k operatoru 4 prave, kdyz pro kazdy vektor ) z pruniku defini¢nich obori
: a) k vektoru Ala) (podle

14 o . o A
operatort A, konverguje posloupnost vektori
normy zadané skalarnim sou¢inem na prostoru V).
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