16. 9. 2014

Diskrétni matematika

V podzimnim semestru roku 2014 zapsala a obrazky opattila Bc. Veronika Kosikova.

Vyucujici: ~ Mgr. Helena Durnova, Ph. D.

Ukonceni:  test — piiblizné 10 piikladl, 6 musi byt spravné
semindrni prace: formou piipravy na hodinu pro zaky zdkladni skoly, vybrat si jedno
Z pfednasenych témat; v praci musi byt uvedeno, pro kterou tfidu je pfiprava urCena; miize
byt psana rukou, doplnit obrazky; odevzdat tyden pied udélenim zépoctu

Skripta z diskrétni matematiky: Eduard Fuchs, Diskrétni matematiky pro ucitele, Brno 2001 nebo 2011.

[Teorie grafii kolem nas)
Jde nakreslit tento graf jednim tahem?

Kolik existuje cest z bodu A do bodu B? A

Priklad:
Mame skleni¢ky s obsahem 5, 3 a 2 dl. Na zac¢atku jsou v prvni sklenicce 4 dl, dalsi dvé jsou prazdné
(4,0,0). Chceme, aby na konci byl pocet dl ve sklenicich nésledujici 2, 1, 1.
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Teorie grafii: popisuje vlastnosti struktur slozenych z uzli (vrchold) a hran
graf musi mit aspoi jeden uzel, jinak nemame o ¢em mluvit
Vv oby¢ejném grafu spojuje hrana dva (rtiizné) uzly (vrcholy),
hrany: - orientované (se Sipkami)
- neorientované



Patfi sem také problematika pravidelnyvch mnohosténu
- aby byly pravidelné, musime je skladat pouze z A , D aO

mr(lgglc%lge;?ik poe\/itcﬁgeﬁj ve ,»pohled shora*
CtyFstén A 3 &
Sestistén (krychle) D 3
osmistén A 4
dvanactistén O 3
dvacetistén A 5

Timto zrusime délku stran.

[Poznamky na okraj — K topologii:]

Pokud zrusime i uhly, Ize A prekreslit: A ,B , D a tak déle. Piekresleny obrazec musi mit potfad
minimalné 3 vrcholy.

Z kuli¢ky plasteliny 1ze udélat cokoli, co nema diru.

Definice:

Necht’ U je neprazdna mnozina, H je podmnoZina mnoZiny dvojic prvkll U. Pak G(U,H) nazyvame graf.
H..... uspotadané dvojice uzli ......... orientovany graf

H .... neuspotadané dvojice uzli ....... neorientovany graf

Neiekneme-li jinak, tak se budeme zabyvat KONECNYMI neorientovanymi grafy.

Stupeni uzlu — pocet hran vychazejicich z daného uzlu 3
Napf¥. v grafu na obr. je:

pocet vrcholu: 4

pocet hran: 5 3 2

soucet stupiii uzlu: 10



Priklad:
Nakreslete 3 grafy a napiste pocet vrchold, hran, soucet stupiiti uzla.

pocet vrcholi 6 5 7
pocet hran 7 7 8
soucet stupnti uzla 14 14 16
Véta:

Soucet stupniti uzla je roven dvojnasobku poctu hran.

Priklad:

7 kamaradi se pted prazdninami dohodlo, Ze kazdy posle pohled 3 kamaradiim tak, aby ten komu posilam
ja, poslal pohled i mé.

Reseni: zkouseli jsme to kreslit, nejde to, soudet stupiiti uzlti by musel byt 21; neboli ,,nejde mit 10,5 hrany*.

IZOMORFISMUS
Je mi jedno jak velké to nakreslim a jak to oto¢im, zalezi jen na tom, co je s ¢im spojeno — zda existuje mezi
danymi dvéma grafy bijekce mezi uzly, z niz vyplyva i bijekce mezi hranami.

Grafy na 1 uzlu: o

Grafyna2uzlech: O O Qg

Grafy na 3 uzlech: 0% A Cfoo ﬁ

caymauzer 99 29 98 9 83 83

Definice: Pokud je v grafu kazdy uzel propojen s kazdym, nazyvame jej uplny graf.
Izolovany uzel — stupeni uzlu je roven 0.

Priklad:

Nakreslete graf o 5-ti uzlech tak, aby se hrany nekfizili:
Opét nelze nakreslit (1loha o tiech domech a 3 studnach)



23.9.2014
Priklad:
Na jedné stran€ je vlk koza a zeli a my je musime pievézt na druhou stranu tak, aby nedoslo k tthoné.
- do lod’ky: P+V nebo P+K nebo P+Z.
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Priklad:
V klubu hadankari maji deset pater. Ve vytahu maji tlacitka +3, -4, :2.
a) Lze se z libovolného patra dostat do jiného libovolného patra?
ano, lze se dostat do libovolného patra — Siln¢ souvisly graf

OE

b) Kolikrat zmackneme knoflik pro cestu z 5 do 9 patra?
Knoflik zma¢neme Sestkrat.



Priklad:

Manzelé Adamcovi byli na vecerniku s dal§imi tfemi manzelskymi pary. Zdravili se podavanim ruky. Nikdo
nepodal ruku sdm sobé¢, svému partnerovi ani téze osob¢. Kdyz to skoncilo, tak se pan Adamec zeptal,
kolikrat kdo podal ruku. Od kazdého dostal jinou odpovéd’. Kolika lidem podala ruku pani Adamcova?

Soucet v uzlu musi byt Sest (kazdy manzelsky par poda ruku Sesti lidem)

Podani ruky kazdy s kazdym (kromé parti)

Priklad.
Jak ud¢lat, abych prosla celé bludisté?
Na kiiZovatce:
- Prvni volba: kterou jsme nesli
- Druhd volba: zpét
- Tteti volba: chodba, kterou jsme prosli jednou

=
—
-

Tato metoda se nazyva prohleddvani grafu do hloubky.



Prohledavani grafu do hloubky:
B ZjiStujeme, jestli je graf souvisly
B Snazime se dostat co nejhloubé¢ji
B Vysledek neni jednoznacny, kazdé hledani mtize dopadnout rozdilné

Dalsi metoda — prohledavani do Sitky:

f Y

g
J?\ 6
K© 10 7

DU:
1. Tti misionafi a tfi lidozrouti se potiebuji piepravit pies feku na dvoumistné lod’ce. Je nezadouci, aby
se na nékterém biehu ocitlo vice lidozroutli nez misionait. Lod’ka sama nepopluje. Zorganizujte

prepravu.
2. Mame plnou 121 nadobu a dvé prazdné nadoby — 71 a 41. Pielévanim rozdélte vodu tak, aby ve dvou

nadobéch bylo 61 vody.



30. 9.

24 zplisobt 6 moznosti od kazd¢é divky 6*4=24

V jakém poradi mohou chlapci navstivit divky a zase se vratit zpét?

a) matice sousednosti (samé 1) — piSeme 1, pokud dané dva uzly spolu sousedi

A J H K | CH
A | X 1 1 1 1
J 1 X 1 1 1
H | 1 1| X |1 1
K| 1 1 1| X |1
CH| 1 1 1 | X

H

CH
A

b) matice vzdalenosti (hrany jsou ohodnocené, nemusi byt kazdé dva uzly spojené hranou stejné

blizko, jako tomu bylo u neohodnoceného grafu)

A J H K | CH
A x | 15|10 | 8 5
J |15 ] x 7 |12 | 20
H |10 | 7 X 9 |11
K 8 12| 9 x | 10
CH| 5 20|11 |10 X
c) matice incidence
A J H| K |CH
5 1 - - - 1
7 - 1 1 1 -




od Jitky

6 moznosti JAKH chlapci 20+15+8+9+11 =63 2
JAHK 20 +15+ 10+ 9 +10 = 64 1
JHAK 20+7+10+8+10 =55 5
THKA 2047+9+48+5 =49 ncjkratsi 6
JKAH 20+ 12+8+10 + 11= 61 3
JKHA 204+12+9+10+5 =56 4

Problém obchodniho cestujiciho = NP tplny
[To, ze je probléem NP uplny znamena zhruba to, ze ho pro vetsi rozmeér grafu nedokazeme v redlném case
vyresit: doba potiebna k vyreseni roste exponencialné v zavislosti na velikosti grafu, tj. roste ,,moc rychle.]

[Priklady problémii, pro néz existuji
relativné rychhlé algoritmy, tzv.
polynomialni]

¢ hledani nejkratsi cesty
¢ hledani minimalni kostry

1) Najdéte nejkratsi cestu z V do K
- Jen kladné vzdalenosti

- cestu, ktera je delsi nez jiz zjiSténa, neberu v uvahu

2) Najdéte nejkratsi faktor — strom

a. Kruskaliy algoritmus — setadim si hrany podle velikosti, pfiddvam od nejmensi nebo ubiram od
nejvetsi, davam pozor, aby se to nerozpadlo




.. Nejdelsi vzdalenosti, které 1ze odstranit
b. Boruvkiav algoritmus  — (1926) postupné piifazujeme nejkratsi vzdalenosti
- na pocitaci nejrychlejsi

VAD -BC 4 (AB)
VAD — EFK 7 (AE nebo DE)
BC-EFK 5 (BF)

K

C. Jarnikuy algoritmus — je nejrychlejsi pro rucni feseni [— a také srozumitelny, nejsndze
uchopitelny — coz je mozna do jisté miry i vec nazoru]

e  nabalovani“

e mam AD co je nejbliz B (4)

e mam ADB co je nejbliz C (2)

e mam ADBC co je nejbliz V nebo F




7.10.
Pod pojmem graf si pfedstavujeme ,,puntiky spojené carami®.

a) Graf neorientovany - kone¢ny graf bez smycek
- plati (Véta): Y., oy StU = 2/H/
- soucet poctu uzll je roven dvojnasobku poctu hran
- dtsledek (Lemma): pocet uzli lichého stupné je sudy.
- soucet stupniti uzlu je liché ¢islo Y, .y stU =1+ 2(n — 1)

b) Uplny graf - je takovy, kde kazdy uzel je spojeny s kazdym jinym uzlem
Pf. Nakreslit K4 Ks Ks
(B =)
G )
Ks

Které se daji nakreslit jednim tahem??

Jednim tahem lze nakreslit: K3 Ks K5
- jednim tahem lze nakreslit pouze uplny graf na lichém poctu uzla (vSechny jeho uzly jsou

pak sudého stupn¢)

Definice:
Sled je posloupnost uzlt a hran Uz(u1uz)uz(Uzuz)uz(usuy). . ..
uzel*hrana*uzel*hrana*....
- uzly i hrany se mohou opakovat
e specidlni typy sledu:
o cesta—sled, v némz se neopakuji uzly
o tah—sled, ve kterém se neopakuji hrany

Souvisly graf je takovy, v némZz mezi kazdymi dvéma uzly existuje sled. D
Véta: Konecny souvisly graf, ktery ma vSechny uzly sudého stupné, 1ze nakreslit jednim tahem.

. S v “ . C
Poznamka: uzavieny graf zacina a konci ve stejném uzlu. E

Hypotéza: Uplny graf na lichém poétu uzli dokazi nakreslit jednim tahem. A B

- Dtkaz naptiklad indukci, kdyZ nakreslim jesté dva uzly, tak to musim umét doplnit
Pfi priichodu uzlem seberu grafu dvé hrany (kdyz je stupné Sest, tak uzlem projdu 3x). Do kazdého uzlu E D
musim vlézt a zase z n¢&j vylézt.
Pokud je graf lichého stupné, tak se do jednoho uzlu musim jednou dostat a uz z néj nevylezu. Vzdy to jde
zafidit tak, ze se tam dostanu. Cestu, kterou jsme nasli, dokazeme zvétsit. E B



Obrazek nakreslit jednim tahem:

- Vsechny uzly jsou sudého stupné
- Predtim nez se vratim, tak musim ,,vlézt dovniti“
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Otazka: Kolika otevienymi tahy lze nakreslit souvisly graf se 2, 4, 6, atd. (2k) uzly lichého stupné??
Prekresleni
Ks— jeden uzavieny tah Ke — tf1 oteviené tahy

V grafu K3 se nic nekfizi

Prekresleni K4, aby se nic nekiiZilo

B ) ) )

(B G——%

Prekresleni Ks, aby se nic nektiZilo
- nikdy se ndm nepovede piekreslit uplny graf na péti uzlech, aniz by se néco kiizilo.

v V9

Definice:
Planarni graf je takovy graf, ktery LZE nakreslit V. ROVINE tak, aby se z4dné dvé hrany nekiizily.

& )

Tzn. kdyZ nakreslim&—— tak pokud médm dokézat, Ze je graf planarni, tak musim dokazat, ze to nelze

nakreslit bez kiizeni. U toho grafu ale nakresleni v roviné zname, totiz A Tento graf tedy lze
nakreslit v roving tak, aby se hrany nekfizily, proto je planarni.



Priklad:
,ti1 domy, tf1 studné* — musime se dostat z kazdého domu do kazdé studny tak, aby se cesty nektizily

Véta: (Kuratowského véta — Kuratowského grafy)
Graf, ktery osahuje Ks nebo Kjs 3 jako podgraf neni planarni — nelze jej v roviné nakreslit tak, aby se hrany

nekiizily.

Priklad:
Uved’te ptiklad planarniho grafu na 8 uzlech.
Ineni nikde psané, ze graf ma byt uplny! Pokud by graf mél byt uplny, tak by to neslo, takhle to jde.
- Muze to byt osm libovolné - nebo Kg
spojenych uzll napf.

P



14.10. 2014

Pr. Vybarvéte mapu USA co nejméné barvami.

Pr. 4-stén — 4-stén
krychle — 8-stén
8-stén — krychle

12-stén — 20-stén 0
20-stén — 12-stén

"y
AV

krychle a osmistén jsou navzajem dudlni




Kolika barvami obarvime krychli?
- 3barvy

Barveni grafu
Definice: Obarveni grafu je funkce, ktera kazdému uzlu piifadi hodnotu (barvu) podle nasledujiciho
pravidla: jsou-li dva uzly spojeny hranami, nesmi mit stejnou barvu f: U — B

20-stén (vyiez) mapa
3 2
|
3
2 4
- staci 3 barvy - staci 4 barvy (empirické feseni
- nevezmeme rad¢ji 5 barev?? ano, 5 barev rozhodné
staci
- zakdzeme ,,.... staty", zakdZeme spole¢nou hranici 4 a

vice statli a nebo fekneme, Ze staty, které se dotykaji
pouze Vv jediném bodé, mohou mit stejnou barvu (v mapé
USA staty UT, CO, AZ, NM)



Priklad: Méame osm (chemickych) latek a kazdé dvé spolu reaguji. Kolik musime mit skiini, aby ve stejné
skiini byly jen latky, které spolu nereaguji?

A B
H C
- 8 skiini / 8 barev
G D
E E

Algoritmus obarveni

e Vezmu 1 vrchol a obarvim barvou 1 (max n barev)

cwwr

e Dalsi uzel — podivam se na jeho sousedy a obarvim nejnizsi barvou, kterd se nevyskytuje

e Lze snizit poCet barev?
o Zkusim sniZit barvu u uzld, kde jsou ted’ oznaceny nejvyssi barvou
o (Pfesn¢ jsme si algoritmus neformulovali, 1ze nalézt napt. v knize Demel, Grafy a jejich
aplikace, Praha: Academia, 2002)

Definice: Uzlové chromatické ¢islo je nejmensi pocet barev potiebnych k obarveni uzli daného grafu tak,
aby zadné dva uzly spojené hranou nem¢ély stejnou barvu..
Uzlové chromatické ¢islo 2 - dvé strany; (kruznice sudé délky)

3 - kruznice liché délky



11.11. 2014
Definice:
Podraf — ¢ast grafu, ktera je sama grafem.
Faktor — je podgraf, ktery obsahuje vSechny uzly.

Piiklad:

Prvni pokus

Mame ctyti kostky, které jsou rtiznobarevné.
Zluté stény: 4

Cervené stény: 6

Modré stény: 8

Zelené stény: 6

Kazda kostka ma jednu sténu zlutou.
Graf (barvy protéjsich stran kostek)

(o Y

graf ma 12 hran

zZQ @M

0 0z %@ 0:%@ o0:%e o2

Z i QM z @ Pov z@® oM z@ @M

. . . ¢ 7
Najdu podgraf (faktor), ktery mi splituje zadéni: ® Oz
- faktor ma stupeni 2
- nemusi byt v§e propojené P @M

- musi obsahovat Ctyfi hrany
S riznymi Cisly — podle kostek, na nichZ jsou stény piislusnych barev proti sob¢.

Skladam kostky podle faktoru:
Na prvni kostce dam proti sobé dvé modré, na druhé kostce naproti sob€ zelenou a ¢ervenou, na teti kostce
zelenou a zlutou, na &tvrté kostce ¢ervenou a zelenou.

Maém naskladanu ptedni a zadni stranu, ted’ feSim jen spodek a vrSek, ale pozor, tocime jen dokola, pfedni a
zadni strana ziistava na miste.

Nakreslime si to znova a zrus§ime hrany, které jsme uz pouzili.

(Z

graf ma § hran

z @ @M



Ted’ potfebujeme dostat jesté jeden podgraf (faktor).

< potiebovala bych

’ dostat 1 tuhle, ale
z @M :
nikde ji tam nenajdu

Z naseho zjisténi je ziejmé, Ze tyto kostky nejde naskladat dle zadani.

Kazda hrana musi mit jiné ¢islo a kazdy uzel musi byt stupen 2.
Mozné kombinace: ) i )

{i@ @i ¢ z € Z
z @ QM z M Z M

Zavér: Jednu kostku musime preskladat

Druhy pokus po preskladani

ﬁ}ﬁ. Oz @}{i. Oz Ce@ Oz @'é. Oz ‘@ Oz

z@ oM zQ Qv z @ @M z@ @ @ o

Faktor — pfedni/zadni strana: Zbyde: ) )
‘@ Oz ‘@ 02
z@® @M zQ @

Faktor — horni/dolni strana: Zbyde: o Oz
(of (OZ

z @ @
z QP @M

dalsi podgraf uz nenajdu

Pokud si kostky chceme seskladat sami, tak aby vznikl hlavolam, tak si vezmeme ¢tyfi uzly a nakreslime si
dva grafy a ten tfeti udélame tak, aby to neslo, bylo by to moc jednoduché.

7 N

Tenhle hlavolam se jmenuje instantni Silenstvi.



Priklad: Je mozné, aby v kone¢ném souvislém grafu bez nasobnych hran a smycek existovaly dv¢é kostry,
které nemaji zddnou spolecnou hranu?

Graf o 4 uzlech, hleddme 2 stromy.

Kostra je taky faktor, ktery je stromem.
Kostrou grafu budeme rozumét libovolny podgraf, ktery hranami spojuje v§echny vrcholy pivodniho
grafu a zaroven sam neobsahuje Zadnou kruznici (— jde o strom).

Mame dano n piirozenych ¢isel, n>2.

Nutna a postacujici podminka pro to, aby existoval strom, kde s, ..., s, jsou stupné uzlu, je:
n
z S; = 2n — 2
i=1
2,2,2 2.6 X

Existuje, ale neni strom
2,1,0 2.3 X
T~ neni pfirozené ¢islo - BLBOST ©
ale ani kdybychom dovolili i nulu, neslo by to: izolovany uzel
ma stupen 0, ale nejde mit dva uzly, kde jeden ma stupeni 1 a

druhy stupen dva, ani kdybychom povolili smycky

1,1,1 »3 X lichy pocet uzli — %hrany NEJDE
2,11 Y4 =2%x3 -2 —dokazeme nakreslit strom (ale neni to
dikaz!)

(nutnd a postacujici podminka)
implikace
ekvivalence

1. "_" Existuje strom se stupni Sy, ..., sp
_XieiSi =2n—2==2(n—-1) = 2|H|

N dvojnasobek po¢tu hran \

ukrajuju
strom: (n=1 hran)

2. "&"Yitisi = 2n— 1= existuje strom



Priklad:
(2,2,2,0)
e nemuze byt, strom musi
obsahovat alesporii jednu jednicku

(3,2,2,1,1,1)
e 2*6-2=10

(kdy m...... 2,2,2,2,1,1)
neni kostra
strom




[Na zpestreni — aneb jak zabit predstavivost]

Prasatko:

Pred¢lejte dvé zapalky tak, aby se prasatko divalo na druhou stranu.
<

A A

Presunte smitko na lopatku:

|o

IZOMORFISMY

Izomorfni — maji stejnou strukturu
Izomorfni grafy maji stejny pocet uzlt a hran

Definice:
[zomorfismus grafii
Zobrazeni G1(U;, Hy) na G2(Uz, Hy), které je bijekcei: fi: Ui—>Uy

fo: Hi—>H,
Dva grafy jsou izomorfni, pokud existuji soucasné f; a f, — bijekce mezi mnozinami uzlt a hran.
D
A E
= =)
52
A
B 5
E C
A
E

Bijekce je mezi mnozinami uzll takova, Ze bude bijekce i mezi mnozinami hran.
Aby byly dva grafy izomorfni, tak:

a) musi mit stejny pocet uzla

b) musi mit stejny pocet hran

C) musi byt stejné stupné uzli

18. 11. 2014



Které nasledujici grafy jsou izomorfni??

2) b) c)
A B
C D
E F

d)

<

a) Pokud chceme zjistit, jestli je tento graf izomorfni s n€¢jakym jinym, tak hledame piislu$né hrany

—- o
MW
O—O0

c) Tento graf je jiny, obsahuje most (pokud jej odstranim, tak se graf rozpadne); jiné grafy jej neobsahuji

Kruznice v grafech:

délky 3 4 5 6 7 8 9 10
a) 4 2 4 4 - 2 4 1
ACB, ABD, ACBD, ACEFD, ACEFD, ABCEFEC,
GJK, HIK GJHK EGJHF, EGKHF EFJKHF,
EFHJIKC,
BCEFDA
b) 2 2 4
d |4 2 4 4 - 2
Definice:

Hrana se nazyva mostem, pokud jejim odstranénim vznikne ze souvislého grafu graf nesouvisly.

Most — hrana, ktera neleZ na zadné kruznici
KruzZnice — souvisly podgraf, ktery ma vSechny uzly stupné 2

Grafy a a d jsou izomorfni:

A B
c D D A H
E F
A B I K
G H
Vgl
I K C E G

Homeomorfni graf:
3 domy, 3 studny — nic si nezjednodusim, kdyz tam
ptidam uzel

Definice:
Homeomorfni graf vznikne z jiného grafu pilenim hrany.




Priklad:
M¢&jme graf, jehoz hrany se pfi daném nakresleni nekiizi

F o
a) b
10 7 u ... pocet uzli
15 7 h ... pocet hran
1 2 k ... pocet komponent (souvislych casti) -~
7 3 S ... pocet oblasti

u+s=h+k+1

7+3=7+2+1
7+3=8+1+1
7+4=90+1+1
Necht’ v G plati:

u+ts=h+k+1
Ubereme hranu, pak:
a) snizi se pocet Casti
u+s—-1=h-1+k+1

b) nebo se zvysi pocet komponent
u+s=h-1+k+1+1

2+1=1+1+1 4+1=3+1+1
3+1=2+1+1 4+2=4+1+1

Pro souvislou mapu:
(graf s nakreslenim V roving)
! POZOR! Mapa neni totéz co graf.
Co plati pro grafy, nemusi platit pro mapy. Co plati pro mapy, musi platit pro grafy.

Pro souvislou mapu:

k=1,1j.

u+s=h+1+1

u+s=h+2

u+s—h=2

4-boky jehlan: krychle:
5 uzlu 8 uzla
5 stén 6 stén
8 hran 12 hran

Eulerova véta o mnohosténech

Véta:
Soucet uzli a stén v kazdé map€ je alespon 8
Uz +S3>8



3s3+ 454+ 555+ ... =2h
3uz +4us +5Us + ... =2h
(A) 3(sgtus) + 4(s4tug) + 5(SstUs) + ... =4h

vime: (U3+Us+Us+...)+t(s3+S4+S5+...)=h+2
(C) 4(usts3) + 4(ugtsd) +...=4h + 8
(B-A) Uz+S3 + 0 — S5 —Us5 -2Sg -2Ug ... = 8
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PERT - zkratka pouzivana ekonomy
- Program evaluation and review technique

Je zobecnénim metody kritické cesty(CPM). Tato metoda se pouziva k fizeni slozitych akei majicich stochastickou
povahu. Zde se doba trvani kazdé dil¢i ¢innosti chépe jako nahodna proménné majici urcité rozlozeni

pravdépodobnosti. [Empiricky bylo zjisténo, Ze v praxi toto nejlépe vystihuje tzv. beta rozdeéleni, které 1épe vystihuje
proménlivost provoznich podminek (naptiklad dalni provoz). ... to je pro mé novinka....]

AN1 ——= AN2

ALG1 ALG2

./ GE1

-
KAE GEO OP @

ALG1 ALG2 ALG3
AN1 AN?2 AN3
DM KOM PST

ZM >AN1—> AN2 —> AN3

KGE——= GEO

TA ALG1 SALG?2 SALG 3 @
zDMI

UM

CMP_- Critical Path Method = metoda kritické cesty
- pouziva Dijkstriv algoritmus pro hledani nejkratsi cesty

VAR ¢islo uzlu

B...... minimalni ¢as

Yoeennn maximalni ¢as

- orientovany graf o Y,
- cyklicky graf cyklus Nok{

- neobsahuje cykly



ObloZené chlebicky:
1) Platek veky, vlassky salat, salam, vajicko, okurka

2) Platky veky, maslo, vaje¢na pomazanka, okurka
Vajecna pomazanka: vaji¢ko natvrdo, hot¢ice, nakrajena cibule

Cinnosti:
a) Krajeni a loupani salamu 4 min
b) Krajeni veky 5 min
C) Vafeni vajec 11 min
d) Krajeni cibule 5 min
e) Krajeni okurek 2 min
f) Mazani salatem 8 min
g) Mazani maslem a pomazankou 5 min
h) Loupani a krajeni vajec 4 min
i) Pokladani salamu 9 min
j) Pokladani vejce 3 min
k) Pokladani okurky 2 min
[) Vyroba (michani) pomazanky 10 min
m) Skladani na misu 5 min

\‘/ siitam
T odeéitam
= KRITICKA CESTA



Prvni troven — ukony, které mohu dé€lat bez toho, abych méla néco jiného nachystané.
Druhé uroven — musim vykonat ¢innosti, kter¢ ptedchazi t€ém ostatnim
Dalsi Grovné — navazujici ¢innosti

- hledame nejdelsi cestu
Algoritmus hledani minimalni cesty pro acyklicky graf:
1) Ocislujeme uzly vhodnym zpusobem (mensi pied vEtsim)
2) Ur¢ime orientovanou vzdalenost: o ...... nedostanu se tam
0...... uzel sam od sebe

Vzdalenost x od u; = maximalni vzdalenost ze vSech uzll, pres které se dostanu do tohoto uzlu
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TOKY V SITICH

H@lse)

cca 30 osob

cca 6 osob

Tramvaje 9 a 11 maji normaln¢ urcené trasy tak, ze ¢ast jedou dohromady, kvili pocasi se musela délat
optimalizace

Jak toho pfepravit co nejvice z jednoho mista to mista druhého?

Cisla hran nejsou vzdalenosti, jako pfi hledani nejkratsi cesty ¢i minimalni kostry,, ale kapacita (kolik se tam
do toho vejde, kolik protece, kolik muze projet aut, ...).

KdyZ néco bude protikat, tak to musi mit smér. MZeme si to predstavit tak, Ze na jedné stran¢ lejeme do
potrubi ur¢ité mnoZstvi vody za vtefinu a na druhé strané¢ nam voda vytéka nebo si to predstavime jako
mésto, kde se auta dostavaji z jednoho konce na druhy.

Chceme poslat co nejvice zS do T.

Z S muze vyjet naraz 31 aut, do T mtZe naraz dojet 34 aut. Mensi z téchto ¢isel je také horni hranici

maximalniho toku danou siti. A g B 4 C
12 19
31 S 9 O T34
19 % g
OT:"
D % g 5
1. Cesta — ¢ervena - nejprve si vyberu nejmensi kapacitu na trase a tu naplnim.
- S-A-B-G-C-T
- 8 auticek
2. Cesta—zelena - nejmens$i mozny pocet je sedm, takze poslu sedm
- S-D-B-C-T

- 7 auticek



3. Cesta—modra -S-D-B-C-T
- 2 auticka

4. Cesta — fialova - S-A-D-E-F-T
- 4 auticka

5. Cesta — oranzova - S-D-E-F-T
- 1 auticko

sos/ “\ggé\‘m
R

To co kreslime je postup, neznamena to, Ze to na konci bude v§echno obsazené. Kdybychom v prvnim kroku
nevynulovali téi osmi¢kové hrany, udélali bychom lip — respektive nemuseli bychom to pak po sobé
spravovat..

Pouze pro toky, nikoliv pro kapacity hran, graf splituje Kirchhofiiv zakon (mnozstvi, které te¢e do uzlu je
stejné jako mnozstvi, které z uzlu odtéka)

- pterusované hrany jsme nepouzili, neni to vyhodné (poznamka na okraj: budou se nam mozna hodit jako
objizdné trasy)

KdyzZ hleddme maximalni tok, tak to souvisi s minimalnim fezem — graf by se mél rozpadnout na dvé ¢asti.

Potrubi — na zacatku graf neorientovany (miZe téct tam 1 zpatky) v moment€ kdyZz néco poslu, tak to tece
néjakym smérem, nemiZu to vzit zpatky.

Muizu jit proti sméru tam, kde mizu kapacitu snizit a po sméru tam, kde ji mizu zvysit.



HAMILTONOVSKY GRAF

Hledame souvislou kruznici, ktera obsahuje vSechny uzly grafu.

ot
r.3
o

¥
.

Nutna podminka pro existenci kruznice:
e G jesouvisly graf
e G nemad uzly stupné 1
e G neni strom

Dostate¢na podminka pro existenci kruznice: predpoklad |U|=u >3
e (Dirac) Je-1i kazdy uzel stupné %, pak je graf hamiltonovsky
e Uprava piedchozi podminky (Ore): Je-li soudet stupiii libovolnych dvou uzl
nespojenych hranou roven alespoi %, pak je graf hamiltonovsky.

e (Podsa) Jestlize pro kazdé k < % (keN) je pocet uzlu stupné max. k mensi nez k, pak je graf

hamiltonovsky.

Dostate¢na podminka je moc silna, existuji grafy (viz grafy vzniklé z pladénskych téles), které podminky
nespliiuji, ale hamiltonovské jsou.

Posova podminka v praxi: aby byla splnéna, musel by niZe uvedeny graf obsahovat maximalné 2 uzlu stupné
nejvyse 3 — z obrazku je vidét, Ze je to splnéno.

Uzly vyssich stupiii nas nezajimaji, pouze do st. 3,5, tj. polovina

Z poctu uzla (7)

(Kdyby ale uzel stupné 3 v daném grafu mél stupen 2, Pésova podminka by
splnéna nebyla , ale hamiltonovskad kruznice by v grafu existovala.)



