OBJEMY A POVRCHY T ELES
Metodicky material do seminde MA SDM 3

Ruazena Blazkova, Irena Budinova

KOMOLY JEHLAN

Objem komolého jehlanu
Pro zjednoduSeni odvodime vztahy pro komoly jeljiimyZ podstavami jsattverce.

Oznaeni: Délka hrany dolni podstavy ............a:.
Délka hrany horni podstavy ............a2
VySkajehlanu ...................l v
VySka jehlanu dogikového .............\m1

Objem komolého jehlanu vypiiame jako rozdil objetndvou jehlafi V = V1 -V, kde i je
objem jehlan dopkného a ¥ je objem jehlanu dopkového. Pro objemy kazdého z jehian
plati:

1
V1= 5af(v+vl)
1
V2 = gazzvl

VySku vy vypatitame z podobnosti trojuhelrikAVSIN aAVSL:
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V= %af(v+vl) - %az v,
= %(afw a’v-a,'v,)
Dosazenim za&; a Upravou dostaneme
V= %v(aﬁ +aa, +a,’)
Obecr pro objem komolého jehlanu s podstavami o obsalauSs plati:

V= SuST+SS, 48

Povrch komolého jehlanu
Sit komolého jehlanucfyibokého):

Pro pravidelny komoly jehlan s podstavami tvéterce plati:
S=5+3S + 5

+
S=al+a?+ 4(31 2a2)h

kdeh je sénova vyska, h = \/vz +(a, —a,)’
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KOMOLY KUZEL

Oznaeni: Polongr dolni podstavy .................. 11
Polongr horni podstavy ..................I2
VysSka kuzele .........ccoiiiiiiiiinld v
Vyska dophkového kuzele .............v1

Objem komolého kuZele

Odvozeni pomoci podobnosti — progedky zaka zakladni Skoly

&>
'

Objem komolého kuZele vypiidme jako rozdil objethdvou kuzed V = Vi - Vo, kde M
je objem doplaného kuZele a ¥je objem kuZele dopkového. Pro objemy kazdého z kuzel
plati:

Vi= %nf(v+ v,)

_1
V2 —gﬂzzvl

VySku vi urcime z podobnosti trojuhelnik AVS:A aA VS;B:
\
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Pak
_1 o 1 .
= 5711 (V+v,) - 5712 A
Dosazenim z&; a Upravami dostaneme:

V= %m(rlz Tt r22)

Nazorre mizeme zakm demonstrovat, Ze objem kuzele je roven jedisté objemu valce,
ktery ma stejnou podstavu i vysku jako kuzel. Zeaimodel valce (ndpplechovku), podstava
ma polongr r, vySka valce jev. Vybereme vhodny model kuzele (fapalevku) tak, aby h
také polondr r a vyskuv jako valec. Nalévanim vody zjistime, Ze do vala&eme nalitii
nélevky vody.

Odvozeni pomoci integralniho pétu
Nejprve uvedeme vztah pro vy§® objemu kuzZele s podstavou o potoar a vySkouwv.

Ya
l B

A [V 5
o v U "X

Tento kuzel ziskdme rotaci pravouhlého trojuheln@B kolem osyx. Souadnice bod
v kartézské soustésouadnic: O[0,0], Ay,0], B[v,r], v>0, r>0.

Funkce f(x) = Tx
\

b
Objem rot&niho €lesa je dan vztahem: VF!J f2(Xdx

Objem kuzele:

v .2 2 v 2[ 371
r r r<| x 1
V= nj—zxzdx:n—zszdxzn | ==m%
oV vy vl 3 3

2
0
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Komoly kuzel ziskame rotaci pravouhlého lickbiiku OABC kolem osy X.
Souadnice bod v kartézské soustawsouadnic: O[0,0], Ay,0], B[v,r1], C[r2,0], v>0, r:>0,
r>>0.

Funkce: f(x) = LT
v

X+,

V:rr‘vf(rl 2 X+1T,)? dx-n((r ]J‘xzdx+772r _[xdx+772 jdx T

(r—rz) ETK—+2r 2ET\(—+r XJ :3m(r +r,r, +1, )

Povrch komolého kuzele
Nejdrive uvedeme vztah pro vypet kuzele s pologrem podstavy a vySkouwv.

Jak narysujeme sikuzele (giblizn¢): Do kruhu vepiSeme pravidelny mnohouhelnik
(alespa dvanactiuhelnik) a na oblouk séestem v bod V a polongru s naneseme postupn
Useky (tetivy), abychom ziskali alespiopriblizné délku oblouku2zr. Jestlize chceme ziskat
presrgjSi konstrukci plagtkuzele, musime vygdtat velikost stedového Uhlu kruhové vyse.

Povrch kuzZele je roven sétu obsali podstavy a pla&t Podstavou je kruh, plage
kruhova vyse&. Obsah kruhové vyge mizeme vypégitat jako obsah trojuhelniku se zakladnou
2zr a vySkouv.

S=9+%

S = ar? + 2ars

Kdesje strana kuZzele =v/v? +r? |

Povrch komolého kuZzele je roven gauobsali obou podstav komolého kuzele a ptast
komolého kuZele. Obsah plashizeme vypditat jako obsah rovnoramenného lickbhiku se
zékladnamPzr1 a2zr2 a vyskous.
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S=S+S+ S

27, + 27
S=m +m’+=2 _"2g

kde sje strana kuzele,s= m
KOULE

Povrch koule

Prostiredky zdka zakladni Skoly:

Predstavme si, Zze kulovou plochu réliche na 4 shodné&asti (nap. jako kdyz loupeme
pomerag). Témito castmi pokryjeme 4 kruhy o polafmu shodném s poloénem koule.

Tedy jednasast méa obsahnr? a povrch celé koule [ = 4nr?.

Pomoaoci integralniho pd@tu:

y= 22

Koule vznikne rotacifokruhu kolem osw. Obecna rovnice kruznice o polérar je

X2 +y? = 12
Derivace podle: 2x+2yy =0
, X
y=-——
y

Obsah plagtrotainiho €lesa, které vznikne rotactitkky kolem osyx je dam vztahem:

S = 2;7? f (1] (] dx

Dosazenim:
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r X2
s = 2rfy 1+7dx

Upravou:
S= ZITJ‘w/XZ +y’dx= anx/r_zdx: andx
S=2ml2r=4rm?
Objem koule

Prostedky Zaka z&kladni Skoly

Predstavme si, Ze na koulitheme rozdlit na jehlany, které maji podstavu na kulové
ploSe a vrchol ve gdu koule. Sotet objenii vSech takovych jehld@ne roven objemu koule.

= } mﬂz [t :£ﬂ3
3 3
Pomoci integrélniho pou:

Nechame-li rotovatigkruh kolem osy, dostaneme kouli.

Rovnice kruznice o polodnur:  x%+y?=r2 pak y=+r*-x?

r r 2 r r
V= ﬂjfz()QdX:ﬂj( r’—x?) dxznjrzdx—szdx:

37" 3 3 3
n[rzx]r_r— LA P S L L (L
3], 3 3 3

Koule ma tedy objem V =gn3.

K vypoctu objemu koule rizeme vyuzit i jinych postup nag. pomoci trojného integralu a
sférickych soiadnic.
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