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9. Téleso komplexnich &isel

V 8. kapitole (véta 8.2 (b)) jsme vidéli, Ze v t&lese redlnych ¢isel nem4 binomicks,
rovnice ™ = a fefeni pro ziporné redlné a a sudé prirozené &slo n (n > 2).
Specidlné nejjednodussi takova rovnice 2 + 1 = 0 nem4 feSenityv redlnych Cislech.
Proto se konstruuje nadtéleso télesa redlnych &isel — téleso komplexnich &isel, ve
kterém rovnice 2241 = 0 feden{ ma. Ukazuje se pak, e v tomto t&lese komplexnich
¢isel mé kazda binomicka rovnice n-tého stupng pravé n Fedeni.

Hlavni diivod pro konstrukei komplexnich &isel viak spociva v tom, Ze pomoci
nich je mozné fedit nékteré tlohy, jejich# formulace i Feeni jsou z oboru redlnych
cisel. Pfikladem jsou Cardanovy vzorce (9.23), pomoci nich¥ je mo#né spoditat
redlné koreny kubického polynomu s redlnymi koeficienty. ° '

9.1. Véta. Téleso redlnych &isel R Ize vnofit do télesa, ve kterém m4 rovnice
2?2 4+ 1 = 0 redeni.

Drikaz. Polozme C =R x R = {[a,b]|a € R,b € R}. Pro as=[a,b] €C,
B=[cd]eC, kde a,b,c,d € R, polozime '

a+pf = [a+cb+d],
a-f = [ac—bd,ad+bc‘].

Pak + a - jsou zajisté operacemi na mnozing C. Ziejms (C,+) je komutativn{
grupa, nebot [0,0 ] je jeji nulovy prvek a pro libovolné a = [a,b] € C je opa¢nym
prvkem —a =[—a,—b ].

Dale je vidét, Ze (C, ) je komutativni grupoid s jednotkovym prvkem [1,0] alze
ukdzat, Ze tento grupoid je asociativni. Operace + a - jsou svazény distributivnim
zdkonem, a tudiz (C, +, - ) je komutativnim okruhem s jednotkovym prvkem [1,0].

Ukazme, ze okruh (C,+,-) je télesem. Necht o = [a,'b] € C, a # 0. Pak

a®+b*# 0, a tudiz mtzeme polozit £ = [535: ~srz |- Paka-§ = ¢-a=[1,0], .

tudiz £ = ™! pro libovolné neriulové a, takse (C,+,") je télesem.

Polozme nyni i = [0,1]. Pak ¢* = [~1,0 ], a tedy 4> +[1,0 | = 0. Rovnice
2?2 +1 =0 mé proto v C fefeni.

Pro r € R polozime 9(r) = [r,0 |. Promyslete si, 7e 1) je opravdu vnotenim
télesa R do télesa C. Véta je tim dokazdna.

9.2. Definice. Téleso C = (C,+,-) zkonstruované v ditkazu predchozi véty
se nazyva téleso komplexnich cisel, oznaduje se pismenem C a prvek z mnoZiny
C se nazyva komplezni ¢islo. Vnoteni % nazveme kanonické vnoreni télesa R do
C. Redlné &islo r se ztotozhuje se svym obrazem pii kanonickém vnofeni 1. Tudiz
7 = [7,0] a téleso redlnych ¢isel je proto podtslesem tdlesa komplexnich &isel
(R € ©). Prvek [0,1 ] se oznauje symbolem i a nazjva se imagindrni jednotka.

Za, této umluvy pak pro komplexni &fslo & = [a, b ] plati:

a=[a,0]4+[00]-[0,1]=a+ bi.
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Dostavame tak tzv. algebraicky tvar komplexniho ¢&isla. st
Je-li a.= a+ bi, B = c-+di, kde a,b,c,d € R, pak pro operace s komplexnimi

&isly plati nésledujici vztahy:
a+pB=(a+c)+(b+d),
a-f = (ac— bd) + (ad + be)i,

proa #0je
g a b

S et s e g
a2 +b> a2 +0b?
Téleso komplexnich &sel je v nasledujicim smyslu nejmensi téleso, do kterého
lze vnotit taleso R a ve kterém rovnice z? + 1 = 0 m4 FeSent.

9.3. Vé&ta. Necht f je vnoteni télesa R do néjakého télesa P, ve ktefénf gxisv{;uje
prvek w, ktery je FeSenim rovnice z? + 1= 0. Pak exigt.u lje jediné vnoreni f télesa
komplexnich éisel C do télesa P tak, Ze f ot = f a f(i) = .

MiiZeme fici, Ze diagram na obrdzku 8 komutuje:

C

|
|
|
|
\\\ ;
f }
P

Obr. 8.

f

Diikaz. Necht 7 € P je fedenim rovnice z2 + 1 = 0 v télese P., tedy 7% = —1.
Definujme zobrazeni f: C — Ptak,eproa =[a,b]=a+bi € C (a0 €R)
polozime 5
; f(a) = f(a) + m- f(b).

Dokazme nyni, Ze f je injektivni zobrazeni. Necht a = [a,b ], 8 =[c,d ] €C,
f(@) = F(B). Pak f(a)+m-f(b) = f(c)+mf(d), odkud plyne - f(b—d) = f(f_—aa')
Jestlize b # d, je také f(b—d) # 0, a pak m.= f(§=%). Tudiz redlné ¢islo i=d J(f
feSenim rovnice 22 + 1 = 0. To viak nenf mozné, nebot rovnice z? + 1 = 0 Zddné
feSeni v R nemd. Musi tedy byt b = d, a pak 0 = f(c — a), z ¢ehoz plyne ¢ = a,

7z o= je tedy injekce. L 5
tud;\zly?li ufagrr{ef ze f}j,e hJomomoLﬁsmus. To, %e f zachovava operaci + , se ukéze
snadno. Podobné lze ukdzat, 7e f zachovéva i operaci - , nebot pro a = [a,b |,
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B =lc d]plati, ze f(a) - f(B) = (f(a)+m-f(®)(f(c) + 7+ f(d)) = f(ac - bd) +
+7 - f(be + ad) = f(a- B). Dohromady tedy dostavame, Ze f je vnofenim télesa
C do télesa P a pro 7 € R mame f(1)(r)) = f([r,0 D = f(r).

UkéZeme jesté jednoznaénost vnoieni f Bud g vnofeni té&lesa C do té&lesa P
takové, Ze g(i) = 7 a go = f. Pro libovolng zvolené - komplexnf &islo a = [a,b ]
je pak g(a@) = g([a,0 ] +[b,0]-3) = g(a) + - g(b) = f(av). Veta je tim dokazana.

9.4. Tvrzeni. Rovnice 22 + 1 = 0 m4 v télese komplexnich ¢isel pravé dvé
feeni {i,—i}.

Dukaz. Zfejmé oba prvky =i jsou feSenim rovnice 22 +1 = 0 v telese €.
UkaZme, Ze z4dn4 dalsi feSenf tato rovnice . mnoZiné C nemd, Necht & = [u,v ] =
=u+wi€C (y,v £ R) vyhovuje rovnici 2? + 1 = 0. Pak £2 = [u? — 42, 2uv | =

=[=1,0], tudiz u? - v? = —-1 a 2uv = 0. Z druhé rovnice dostdvame u = 0 nebo
=] O Jesthze = O pakv? =1 atedy v =+l a ¢ = +4. Je-liv = 0, pak musi
byt u? = —1, coz viak neni v telese redlnych ¢isel mozné.

O

9.5. Poznamka. Na télese komplexnich &isel C neexistuje hngarm usporddan{
< takové, aby platila zékladni pocetni pravidla, na kterd jsme zvykli z mnoZiny
realnych ¢isel. Tim mdme na mysh, aby pro kazdé o ,B,7veC platllo

(a)a<B=a+y<fB+7,
b)y>0,a<f=a-y<fB-7.

Muselo by totxz potom platit, Ze ¢ > 0 nebo —i > 0, co? by znamenalo, %e

2 > 0 a také i* > 0. Dostali bychom pak —1 > 0 a soudasnd 1 > 0, coZ neni
mozné. _

Vlastnosti mnoziny redlnych &isel vzhledem k usporddani nim dovoluji pfed-
stavit si mnoZinu redlnych &fsel jako p¥imku, pficemz uspofédani redlnych cisel
odpovid4 pfirozenému uspofddéani bodf na této piimce.

Mnoginu komplexnich éisel si miZeme piedstavit jako rovinu a to nasledujicim
zpUsobem.

9.6. Definice. Necht jsou v roviné zvoleny dvé Ilavza,Jem kolmé pifmky (&i-

selné osy) = a y. Pak kazdy bod této roviny je jednoznaéné uréen dvojici redlnych
Cisel, kterd znatf soufadnice tohoto bodu. Komplexni &slo a = [a,b | = a + bi
zndzortiujeme bodem o soufadnicich a, b (viz obr. 9). Uvazovan4 rovina se nazyva
Gaussova rovina. Osa z se nazjyva reulna 0sa, 0sa Yy se nazyva imagindrni osa
(popf. mluvime o ose redlngch éisel a ose zmagmarmch cisel).

Pro komplexni &islo o = [a,b | = a + bi definujeme absolutni hodnotu ]a| jako

redlné &islo
Ia{ =+va?+b (>0).
Cislo @ komplezné sdrufené s &islem je komplexni ¢&islo

a=a-—bh.
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a=a-+t+bi

Obr. 9.

Redind &dst Re o komplezntho éisla a je

Rea =a,

imagindrni ¢dst Im o komplezniho éisla o je
Ima =b.

Argument arga komplezniho cisla o # 0 je definovén jako redlné &islo ¢, pro

které plati: .
a sin Y= El‘

PiSeme arga = . i (o it
Ztejmé argument neni definovin jednoznalng. Jestlize arga = o, pak ¢ + 2km,

kde k € Z, je té% argument ¢isla a.
Omezime-li se napf. na interval 0 < ¢ < 2m, pak je oviem argument urcen

jednoznacné.
Snadno se dokaZe platnost nésledujici véty.

9.7. Vé&ta. Necht a, 8 jsou komplexni &isla. Pak plati:
(a) la| =0+ a=0,

(b) | - o = lal,
() la+ Bl < lof + 1A,
() lee- Bl = || - 18],

(€) la =Bl = llaf =141l

23

(f) proﬂ¢0je|ﬁ|— TR

(h) a+p4 =a+B,

(k)a-B=a-B,

(i) Rea = i(a+0a), Ima = —i(a—-a),

(j) pro a;éOJea_[al(cosw+131n(p) kde p = arg a.
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9.8. Definice. Tvar uvedeny v bodu (i) pFedchézejici véty pro nemilovi kom-

plexnf &sla se nazyvs goniometricky tvar komplezniho isla o,
Komplexni ¢islo oo = a + bi se nazyva komplezni Jednotka, jestlize la] = 1.

9.9. Pozndmka. Ziejmé mno#ina viech komplexnich jednotek v Gaussovs
jednotkové kruZnice (kruznice o poloméru 1

roviné je rovna mnozing viech boda
se stfedem v podatku soutadného systému).
Al

Kazdé komplexn{ &slo o lze tedy psét ve tvaru a =
jednotka (pro @ # 0 uréens, jednoznag¢ng).

Z poznatki analytické geometrie lze snadno odvodit nasledujici tvrzeni.

9.10. Tvrzeni. Necht a, j, 7 jsou komplexnf ¢isla, kterym odpovidaji body A,
— — —
B, C v Gaussové roviné a necht OA + OB = OC (O znadi pocatek). Pak

at+f=v, |a-p|=|AB|.

9.11. Moivretiv vzorec. Nechb’a,njsou komplexn{ jednotky. Pak
arg(e - n) = arge + argy.

Dikaz. Pro danou komplexn{ Jednotku € uvazme zobrazeni F' : C — C defino-
vané pledpisem F(¢) = ¢ - ¢ pro ¢ € C. Pak F je bijekei mnoZiny C na sebe a pro
libovolnd a, 8 € C plat: [#(e = B)| = |a ~ B]. Odpovida-li &slu ¢ bod X v Gaus-
sové roviné a &islu F(€) bod Y, polozime S(X) =Y. Pak S je bijekci Gaussovy
roviny na sebe, pro body X, X, navic plati |S(X;)S(X,)| = [X1Xs] a S(0) =0
pro pocatek O. Odtud plyne, ze S je otofenim Gaussovy roviny o ithel arg e kolem
poéatku. Odtud.snadno dostaneme tvrzeni véty. '

Z predchoziho vzoice ihned dostivame.

9.12. Moivreova véta. Necht' n Je prirozené éislo a ¢ redlné islo. Pak plati:

(cosp + isin )™ = cos n + @ sin ne.

9.13. Priklad. Vyjadfeme komplexni &slo (59 +5v/3)12 v algebraickém tvaru.

Rozvoj podle binomické véty Ci postupné umochiovini jsou v tomto p¥ipads prac-

nymi metodami, jak dospét k vysledku. Elegantngjsi postup vyuzivd Moivreovy
véty:

(5i+5v3) "™ = 512 (v34+i)"* = 1012 (o 4 412 =

10* (cos § + isin £)"* = 10'2 (cos 2 + i sin 2r) = 1012,

Provedeme nyni tplnou diskusi fefeni binomické rovnice v t&lese komplexnich
Cisel. :

{'|a| - &, kde € je komplexni
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9.14. Véta. Necht n je pfirozené ¢islo, o nenulové komp]exn.z ms]p, szlzoz go-
niometricky tvar je ddn vztahem o = |af(cosy + isin <€); Pf;tk binomicka fjovn};(i
z" = a mé v télese komplexnich &isel prévé n riznych reSenf xo,...,2p—1 dany

vztahem
% i 1 +2km
zr = Vo] (cos*“ﬂ';z«1 + isin £28 )

kde k=0,1,...,n—1. e i -
Dﬁka;. ’Z 9.’12 plyne, Ze z} = |a|(cos @ + isinp) ?(la,k)pro k=0, 2, e ,n;‘é 1.
s gl tudf? =y # ;.
Jestliie05k<l5n—-1,pak0.< “’"*nk"’— & ,;_; < 2, &
Madame proto n riznych kofen binomické rovmcg T = 7
Nyr?i naopak ukaZme, ¥e kazdy z kofenti rovnice z" = o lze ngplsat v uvedelnem'
tvaru z pro nékteré k € {0,1,...,n°— 1}. B,ud;la; = lzl‘(cos'w + 4 sin1) komplexni
¢islo v goniometrickém tvaru, pro které plati 2™ = o. Pak je

z" = |z|™(cosny) + isinny) = |a|(cosp + isingp),

tudiz

|$| —_ ,“/|a|1 n1/):(‘0+2l77,

pro vhodné I € 7Z, odkud dostdvame ¢ = a“"tlﬂ Jestlize k € Z,0< k <n —th,
k =l (mod n), pak ¢ = 22T 4 o, pro n&jaké celé &slo h. Tedy = 2 a véta
je dokdzana.

9.15. Dusledek. Pro pfirozené ¢islo n md rovnice ™ = 1 v télese komplexnich
disel pravé n riznych fedeni zo,...,Zn—1 danych vztahem
% b 2k
L= coszf—l7r +isin =%,
kdek=0,1,...,n—1.

im &islt = 2kT 4 ;gin 28T 4 predchozi
9.16. Pozndmka. Komplexnim &islim z = cos =3 + isin <% z p

véty, kde 0 < k < n — 1, odpovidaji v Gaussové roviné vrcho}y pra}vi‘delneho
n-t’ﬂ;elnika vgpsaneTho jednotkové kruznici tak, Ze jeden z jeho vrcholl je roven
bodu o soufadnicich [1,0 ]. . : S

Kazdé z &isel zg, ..., Tn—1 se nazyva n-td odmocnina z jedné.

7 vét 9.14 a 9.15 ihned dostavéame nésledujici tvrzeni.

Sl it . 5L ¥ ich
9.17. Tvrzeni. Mnozina Feieni binomické rovnice "™ = « v télese komgleéx?isel
f ; z ¥ xr . n
&fsel, kde n je prirozené éislo a o nenulové komplexnf cislo, je rovna mno?zvozené
i z . . .
zo - €, kde & probihd viechny n-té odmocniny z 1 a zo je libovolné pevné
]

s xz

o oy e Lo
komplexni éislo, které spliiuje rovnost z§ = a.

9.18. Poznamka. Kazdé &islo zq - € z pfedchoziho tvrzeni sve nagyvav;t;‘tg
odmocnina z ¢isla o (pro o = 0 rozumime n-tou odmocninou z 0 &slo 0) at L
Vo o s T e Sk
se zna& o (V0 = 0). Je viak nutné zdiraznit, Ze se vidy jednd o néj
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n-tou odmocninu z «, aby nedoSlo k zdm&né s jednozna¢né definovanou n-tou
odmocninou z redlného &isla a, totiz s &slem {/a pro a € R definovanym v 8.3!

UkaZme si, jak se d4 fesit rovnice z2

tvaru.

= a v pfipadé, Ze a nen{ v goniometrickém

9.19. Tvrzeni. Necht' @ = a + bi je komplexn{ &islo (a,b € R). Pak mnoZina
feden{ rovnice z? = a je ddna isly

E'\/%(a ++v/a? + b?) +'in\/%(——a + va? £52),

kdee,ne {1,-1} a

1, jelib>0,
€:n=
-1, jelib<O.

Zde symboly /" znaci jednoznaéné definované druhé odmocniny nezdpornych
redlnych &isel.

Dukaz. Z tvrzeni 9.17 plyne, Ze rovnice z2 = o ma dvé feeni z; a 75 = —I.
Polozme ; = u + vi. Dosazenim do rovnice se zjist{ platnost rovnostf u? —v2 = a
a 2uv = b. Umocnime-li obé tyto rovnosti na druhou a setteme je, dostaneme
(u? = v?)? + duPv? = (u? +v?)? = a? + b2, tedy, vzhledém k tomu, ze a® + b2 >0,
plati rovnost u? + v? = v/a? 4+ 2. Odtud a ze vztahu u? — v® = a dostaneme

u? = L(a+ Va2 +8?), v? = L(~a+ VaZ + 7). Tudiz u =£¢/3(a+ Va2 +1?),
v =£4/2(—a+va? + 7).

Znaménka + nebo — v téchto vztazich uréime z rovnosti 2uv = b. Odtud iz
plyne dokazované tvrzeni.

9.20. Definice. Necht a, b, ¢ jsou komplexni &fsla, a # 0. Rovnice
« az’ +bz+c=0

se nazyvd kvadratickd rovnice (nad télesem komplexnich ¢isel) a &islo D = b? —dac
se nazyvé diskriminant kvadratické rovnice ax® + bz + ¢ = 0.

7 Xz

9.21. Véta. Necht a, b, c jsou komplexni ¢isla, a # 0. Pak mnozina viech redeni
kvadratické rovnice az? 4+ bz +c¢ = 0 v mno#iné komplexnich &isel Jje rovna mnoziné
{.'L' 1,22 }, kde

21 = (bt VB a0, @5 = o(~b— VB~ da).

Pfitom odmocninou /" se rozumi néjakd pevné zvolend druhs odmocnina z kom-
plexniho &fsla b* — 4ac. b

Pro cisla z1,z9 plati z1 = xq, pravé kdyZ diskriminant uvedené kvadratické
rovnice je roven 0. :
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Drtikaz. Nejprve ukazme, Ze ¢isla 21,24 jsou kofeny dané kvadratické rovnice.

Evidentné plati, Ze

: :
1 i) +c=0
az} +bzy +c= ILE(bQ — 2by/b? — dac + b? — dac) + 2a( b e e

a analogicky az3 + bzz +c¢ = 0. : : R
Necht je nyni zo komplexni &islo, pro které plati az? + bzo + ¢ = 0. Pak po
tpravé dostaneme
zo + L = L b? — dac,
W T T

odkud plyne, 7e o = x1 nebo wo = 2. Kazdy kofen kvadratické rovnice tedy lze
! v . ~ s 5 4
napsat ve tvaru z; nebo z,. Zbyla ast véty je zrejma.

7 pfedchozi véty piimo plyne nésledujici tvrzenf o kvadratické rovnici s redl-
nymi koeficienty.

. ’ . 2 " s #

9.22. Tvrzeni. Necht D je diskriminant kvadratické rovnice ag” + bz j— c —(CO

s redlnymi koeficienty a {z1,22} je mnoZina vech Fedeéni této rovnice v télese C.

Pak plati:
(a) 31 # Tg, 71,22 € R &= D >0,
(b) £ # T2, 71,22 € C—R = D <0,
(C) T = T, T1 eR+<= D=0.
V pripadé D < 0 je zo =T1. A
7 véty 9.21 také ihned dostdvame daldi tvrzeni.

9.23. Tvrzeni. MnoZina vdech FeSeni kvadratické rovnice 2 +pz +q =0
(p,q € C) v té&lese C je rovna mnoziné {z1, 22}, kde

R L s RO

’ 2’ . 2 s ed
Déle plati: x; + 3 = —p, T1 T2 = ¢. Druh4 odmocnina z (§)? — g zde znaci

néjakou pevné zvolenou druhou odmocninu z tohoto komplexniho &isla.
9.24. Definice. Necht a,b, ¢, d jsou komplexni €isla, a # 0. Rovnice
az® +b3? +cx+d=0

yvé ickd i g kompleznich cisel).
se nazyvé kubickd rovnice (nad télesem h e -
Vynésobime-li tuto rovnici &islem % a pak polozime r = X — 3%, pfevedeme ji
na tzv. kanonicky tvar .
X3 +pX +q=0.
Budeme tedy dale uvazovat kubickou rovnici ve tvaru 23 +pr+q=0,kdep,q
jsou komplexni ¢&isla.
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Cislo
3

: 2
D=—4p®—27¢* = 108 (L + &
p q Ble s

se nazyvd diskriminant kubické rovnice 23 + px +q = 0.

9.25. Véta. Necht p, q jsou komplexni ¢isla. Pak mnoZina vSech feSeni kubické
rovnice 2 + pz + ¢ = 0 v télese komplexnich &fsel je rovna mnoZiné {21, 22,23},
kde

2y =a+f, ©=cate’f, wx3=c’a+ef.

%
I

3 3 v/ b v .
Pritom % znaci nékterou pevné zvolenou druhou odmocninu z komplex-

r:“

+
’ s 3 z b x - > z : Y
niho cisla L- + ’217, dale o znaci nékterou pevné zvolenou treti odmocninu z &isla

2 3
o B ey

|

[T

el
[ 2+

” 2 El . i ) 2 3
a f3 znadi tu tfeti odmocninu z ¢isla =1/ T+ £, pro kterou plati, Ze a-8 = -z,
tudiz v

&

T g e
B= 1 a-,B_.~§‘.

Cislo ¢ znadi nékterou pevné zvolenou tret{ odmocninu z 1 riiznou od 1.

9.26. Pozndmka. Cislo € je rovno bud &islu & = cos & +isin 2 = —1 4{%3
nebo &islu & = cos & +4sin 4 = —1 —i¥3. V obou piipadech je mnoina {1667

rovna mno#iné viech tietich odmocnin z 1.
. v ’ ~ ’ . e 2 3 .
Je-li flp n€kterd treti odmocnina z &isla —£ —1/ 4 + &, pak podle 9.17 je mno-

i < e ity Gyl o vr 2 3
zina {Bo, B0, €% 0o} rovna mnozing viech tfetich odmocnin z &isla ey ip

3 : ; ; it S ol
Plati, Ze (- fo)® = —%; a mnoZina {—%, —E¢, —L¢?} je mnozina viech tfetich
. e 3 e . . 3 z v i
odmocnin z &isla —&5. TudiZ existuje j € {0,1,2} takové, 7e a - fy - &/ = =B

Odtud plyne v pfipadé p # 0 existence i jednoznac¢nost tfeti odmocniny g z ¢isla
-1 541 + 72’—.3, takové, Ze plati o - 8 = —£.

Poznamenejme jesté, Ze vzorce pro fefeni kubické rovnice uvedené ve vété 9.25
se nazyvaji Cardanovy vzorce.

Dukaz véty 9.25. Dosazenim &isel 21,22, 23 do rovnice 23 + pz + ¢ = 0 se
snadno zjisti, Ze ¢isla z;,z2, z3 jsou feSenim kubické rovnice 2 4 pz + ¢ = 0.

Necht z¢ je komplexni &islo, pro které plati: =3 + pzo +g = 0. Budte v, § feeni
kvadratické rovnice z? — zoz — £ =0 v télese C, takZe podle tvrzeni 9.23 plati:
y+6=mzpavy-d=—EF Paktedy (v+0)3+p(y+d)+q =0, odkud dostavime

Kap. 9. Téleso komplexnich cisel 75

po tpravé a dosazeni za v+ = —§

3 53 P
3 3} B U IR e
Pod =g alg 0=

3
Tudiz 73, 6% jsou Fedenimi kvadratické rovnice z? + gz — & =0, odkud plyne

@ T P
e il s

(druhd odmocnina z 5‘;— + g; zna¥i stejnou druhou odmocninu z tohoto isla jako
u &sla a), a tedy v € {a,ea,6%a}, 6 € {8,eB,€2B}. Jelikoz v-0 = & = B,
dostédvame tyto tfi mozZnosti:

[NR ST

7P =-

(a) y=«a R To = Z1,
(b) y=ea = §=¢€2f, zo =gy,

() 7=¢’a = d=¢B, zo=us.

Véta je tim dokdzana.

9.27. Tvrzeni. Necht M je mnoZina vech feSenf kubické rqvm'ce

P 4pr+qg=0
2
s komplexnimi koeficienty p, ¢ nad télesem komplexnich ¢isel a D = -108(% + &)
je diskriminant této kubické rovnice. Pak plati:
(a) M je tiiprvkovd mnoZina <=> D # 0,
(b) M je dvouprvkovd mnozina <= D = 0,q # 0,
(c) M je jednoprvkova mnozina <= D = 0,¢ = 0.
V pitpadé (c) je pak jediné feSeni rovno 0.
Drikaz. Ufijeme oznaleni z véty 9.25. Pak M = {1, 3, z3}.
Necht M mé4 méns ne tii prvky. UkdZeme, Ze pak nutné D = 0. :
Jelikoz (e2 —1)3 = (€2(1—¢))® = (1—¢)® # 0, dostdvame z libovolné z rovnosti
T, = T3, T = T3, Tz = T3 umocnénim na tieti vatah o = B3, (Napf:xl =Ty =
= a+f = ca+e?f = a(l—c) = B(e? —13) = o® = (%) Odtud v3ak vzhledem
k definici &isel @ a B pfimo plyne, Ze 5’; + 5 =0, coz zngmené., %e D = 0. i
Necht nynf naopak D = 0. Pak a = {/~f a8 =a &, kde j € {0,1,2}. Tudiz

r = a(l+e),
z, = ea(l+eTh),
z3 = ea(e+el).
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Uvédomime-li si, Ze 1 + € + 2 = 0, dostdvéme pro riizné hodnoty j nasledujici
vysledky:

i=0 = =z =2, 23 =13 =—q,

4 1
j=1 = @ =2,=-¢%, z3= 2e%a,
Jj=2 = z;=23=—€a, T3 =2¢ca.

" Mnozina M mé tedy méné nez t¥i prvky. Navic. je ziejmé, Ze M méa jeden prvek
prévé tehdy, kdyZ o = 0, coZ nastane, prévé kdy% ¢ = 0. V tomto p¥ipadé pak také
p=0aM = {0}. Tvrzen{ je tim dokdzano.

Na zavér provedeme tiplnou diskusi fe§eni kubické rovnice s realnymi koefici-
enty. :

9.28. Véta. Necht &° 4 pz + ¢ = 0 je kubickd rovnice s redlnymi koeficienty
p,q nad télesem komplexnich éisel. Necht ddle D znaéf diskriminant této kubické
rovnice. Pak plati:

(a) D > 0 == rovnice m4 3 riizné redlné koreny,

(b) D < 0 = rovnice m4 1 redlny a 2 komplexné sdruZené koieny,

(c) D =0, g # 0= rovnice m4 2 riizné redlné kofeny,

(d) D =0, ¢ = 0 = rovnice m4 jediny kofen rovay 0. :

Dikaz. UzZijeme opét oznadeni z vty 9.25. Pak mnozina kofent kubické rovnice
2} +pz+q=0je M = {z1,22,73}. o

Necht D > 0. Podle 9.27 (a) je M t¥iprvkovd mnoZina. Staci tedy ukazat, Ze
T1,%2,23 € R Plati, 7e (a®) = 83, tedy (a@)® = %, odkud plyne, e 3 = @&/, kde
j€{0,1,2}.

JelikoZ af je redlné &islo a af = |a|?ed, dostavame, 7e j = 0. Tudiz 8 = @.
Odtud plyne, Ze ‘

T = a+fB=a+F=0+a = =z,
‘T3 = Ea+ef=e¥P4ea = m,
T3 = Pa+iB=ef+e’a = z,

tudiz z1, 22,23 € R
Necht D < 0. Podle 9.27 (a) je mnoZina M t¥iprvkova. UkaZme tedy, Ze jeden
3 2 3
z koFenti je redlny a zbyvajici dva komplexnd sdruzené. Cislo 4- + Z- je kladné
2 3
redlné, a tudiz i /4 + &= je redlné ¢islo. Cislo o mizeme zvolit tak, Ze je rovno
2 3
jednoznatng definované redlné tieti odmocning z redlného &isla —& + /4 + &=.

JelikoZ o - f = — L, je také &islo f redlné, a je tedy rovno jednozna¢né definované

3 2 3 - :
realné tfeti odmocniné z redlného ¢éisla —% — /4 4 &, Pak ¢islo 2y = a + 8 je

realné &islo.

7

Kap. 9. Téleso komplexnich ¢isel

3
sa=elatef= (-t —iB)a+ (-} +if)f = —ta+p) +iE@B~a)

Tudiz Imz, = —Imas = -‘é—i(a — B) # 0,Rexs = Rexs. To znamend, Ze Cisla

a z3 jsou komplexné sdruzend a vyrok (b) tedy plati. G 4
Je-li D = 0, poloZime a rovno jednozna&ng definované redlné tieti odmocniné

z &isla —£. Pak J je redlné &slo, tudiZ o = 3. Odtud plyne, Ze z; o= 20, Ty = T3 =
= —a, 7 &eho¥ pFimo plynou vyroky (c) a (d). Tim je véta dokazana.

9.29. P¥iklad. Resme kubickou rovnici 2® + 2 — 2 = 0. Pro diskriminant této
rovnice plati D = —108(1 + 21—7) = —112. Rovnice mé tudiz p.odle’véﬁy 9.28 je.den
relny a dva komplexni koteny. Budeme-li pii feeni vzdy volit redlné odmocniny,
dostaneme, Ze pro realny kofen z;, rovnice z3 + 1z — 2 =0 plati

3 [28. s /28
Snadno se véak vidi, #e koFenem rovnice je &islo 1. Dostévame tedy, Ze plati

: T g 28
o 25 -/ —==1
““‘"\/1+\/27Jr b

Podobné pro komplexni kofeny rovnice 23 4+ — 2 = 0 dostédvame

s 19 i 8 5 id T
12:\/;+ —27E+\/;_ _275 == 2+12)
s/ TR B e Sl
I3 = 1+ ”—275 + 1- 275— 9 12>

kdee = —3 + z%—g je tfeti odmocnina z 1. ] Lk ;
7 prikladu je vidét, Ze vyznam Cardanovych vzorcl je spiSe teoreticky, nebot
zpravidla byva obtizné ziskané vyjidieni kotend déle upravit.

9.30. Cviceni.
1) Najd&te viechna feSeni nasledujicich binomickych rovnic
a) % = -2,
b) z! = -3+ 3i.
2) Dokaite, Ze s
H(cos BE 4 gsin BF) = 1.

n=1



