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Uvod

Vazeni studenti,

tento text je podkladem pro zkousku Algebra 1 a obsahuje material k 11 teoretickym
otazkam, jez budou predmétem tustni zkousky. Prednasky 5,6,7 nejsou zpracovany, ale
podle odkazii do textu Rosicky, jenz najdete v IS, 1ze pottebny obsah dohledat ve skriptech
nebo v zapiscich z prednasky.

Pokud odecteme pojmy, které jsou pokryty v jiném predmétu (kartézsky soucin, relace,
zobrazeni, bijekce, surjekce, injekce) nebo které nejsou v této fazi az zas tak dilezité (jadro
homomorfismu, horni a dolni jadro izotonniho zobrazeni), zlistava asi tiicet devét pojmi,
které musite v tomto predmeétu zvladnout. Pro jistotu uvadim jejich strucny piehled:

Vlastnosti operaci (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (18), (19), (20).

Struktury souvisejici s operacemi: grupoid, pologrupa, monoid, grupa, okruh, obor
integrity, téleso, homomorfismus grup, izomorfismus grup, souc¢in grup.

Vlastnosti relaci (11), (12), (13), Gplna relace (neméa své ¢islo), operace priseku,
operace spojeni.

Pojmy souvisejici s relaci ekvivalence: ekvivalence, rozklad, faktormnozina, faktor-
grupa.

Pojmy souvisejici s uspofadanymi mnozinami: poset (= ¢astené usporadand mno-
zina), coset (= fetézec = uplné usporadand mnozina), woset (= dobfe usporadana
mnozina), izotonni zobrazeni posetii, izomorfismus poset, M—polosvaz, LI—polosvaz,
svaz, uplny svaz.

Pfeji Vam, abyste pii studiu Algebry 1 nasli néco, co Vas bude bavit, nebo aspon vidéli
dilezitost danych pojmi. Pomoci je také premyslet o konkrétnich ptikladech téchto pojmi
v situacich znamych ¢iselnjych mnozin, operaci priniku a sjednoceni mnozin ¢i vlastnosti
délitelnosti na mnoziné celych nebo prirozenych cisel.

Breta Fajmon,
prosinec 2016
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Zdroje, ze kterych bylo ¢erpano:

Horék: Algebra a teoreticka aritmetika, 1987 (jen mirné renovovaného v roce 2013,
ovSem vydaného pod jinym ndzvem Zaklady matematiky);

Rosicky: Algebra — grupy a okruhy 2000, reprint textu z roku 1985, ktery obsahuje
ucivo v potfebné hloubce a rozsahu (a dobfe podava prehled pojmu i pro pfedmét
Algebra 3 ve druhém roc¢niku);

Pinter: A book of Abstract Algebra, 2010. Neni o moc novéjsi nez dvé predchozi
knihy, je pouze reprintem druhého vydani z roku 1990 — dluzno fici, ze tam, kde mi
v predchozich dvou knihach chybéla motivace ke studiu ¢i vysvétleni, mi je Pinter
poskytl (viele doporucuji);

Ve druhé ¢asti (pfenasky 8 az 11) jsem se drzel predevsim textu Kopka: Svazy a
Booleovy algebry (Usti nad Labem 1991, zejména str. 19-82).
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1 Definice grupy

Struktura grupy, a vlastné vlasnosti o¢islované (1) az (6), predstavuje axiomy bézné pou-
zivané pri praci s operacemi v aritmetice. Studovat tedy grupy a spol. znamena studovat
axiomy, na kterych je zaloZena celd aritmetika, véda pocitani s ¢isly.

Tato kapitolka predklada pouze definici vlastnosti (1) az (5), spoleéné se zakladnimi
priklady. Tyto vlastnosti budou podrobnéji studovany v dalsich kapitolach.

Definice 1.1. Axiom = fakt, jehoz platnost se v dané matematické teorii predpoklada a
nedokazuje (chceme jeho platnost predpokladat, protoZze se nam to jevi jako rozumné, ve
shodé s realitou).

Definice 1.2. Operace * na mnoziné M ... zobrazeni M x M — M, které prifadi uspo-
radané dvojici [a, b] (ve které zalezi na potradi) prvek a x b € M.

Pojem operace je zakladni definici prvnich sedmi prednasek tohoto textu. Budeme
si vSimat vlastnosti nékolika zakladnich, ale téz nékolika z rtiznych divodd zajimavych
operaci na kone¢nych i nekone¢nych mnozinach.

Dtive, nez zacneme studovat konkrétni operace a struktury, nékolik oznaceni pro
stru¢ny matematicky zapis, ktera jsou bezpodminec¢né nutna:

e oznaceni: V ... pro kazdé, pro kazdou;

e oznaceni: 3 ... existuje;

e oznaceni: J! ... existuje pravé jedno

e oznaceni: : (dvojtecka) ... tak, ze; plati

e oznaceni: = ... z toho plyne, odtud plyne; potom plati;

e oznaceni: € ... patii do, je prvkem;

e oznaceni: N = {1,2,3,...} ... mnozZina pfirozenych ¢isel;

e oznaceni: Ny = {0,1,2,3,...} ... mnoZina pfirozenych ¢isel véetné nuly;
e oznaleni: Z ={...,—2,-1,0,1,2,3,...} ... mnozina celych ¢isel;

e oznaceni: mnozinu racionalnich ¢isel oznacujeme a definujeme:
m
Q::{ : meZ, nEN}.
n

e oznaceni: . neexistuje, neexistuji;

e oznaceni: . prinik mnozin;
e oznaceni: . sjednoceni mnozin;

e oznaceni: . mnozina realnych ¢isel;

~ m C D

e oznaceni: . mnozina iracionélnich ¢isel, tj. R = Q U [;



Axiomy pro pocitani s ¢isly (které student zna ze stiedni Skoly) mozna daly zaklad pro
definice nasledujicich vlastnosti, jez budou hrat klicovou roli:

Definice 1.3. Vlastnost (1) ... uzavienost mnoziny M vzhledem k operaci *:

Ve,ye M : xxy € M. (1)

Vlastnost (1) je pfirozend — chceme, aby operace na mnoziné byly definované takovym
zpusobem, aby vysledek operace zase byl prvkem dané mnoziny.

Definice 1.4. Vlastnost (2) ... asociativita operace x:

Ve,y,z € Mo (zxy)xz=1xx(yx*z). (2)

Vlastnost (2) plati pro vétsinu operaci, o kterych bude za chvili fe¢ — jednoduse feceno,
nékolikanasobné pouziti jedné operace nezavisi na uzavorkovani. Snad jen operace — a :
nejsou asociativni.

Definice 1.5. Vlastnost (3) ... existence jednotkového prvku vzhledem k operaci *:

deeM:xxe=cexx=x Ve M. (3)

Ptiklad pro vlastnost (3): jednotkovy prvek vzhledem k operaci s¢itani je 0 (nékdy
nazyvéan téz nulovy prvek, aby nedoslo k zdméné s prvkem 1), jednotkovy prvek vzhledem
k operaci nasobeni je 1.

Definice 1.6. Vlastnost (4) ... existence inverznich prvki vzhledem k operaci *:

VeeM JazteM:zxax =052 =c (4)

Piiklad pro vlastnost (4): Pro ¢islo 2 je inverznim prvkem vzhledem k operaci séitani
¢islo —2, vzhledem k operaci nasobeni c¢islo %

Uvedme nyni zékladni definice nékterych struktur, které spliuji dané vlastnosti:
Definice 1.7.

e Grupoid (M, *) ... mnozina M, na které operace * spliiuje vlastnost (1);

e Pologrupa (M, ) ... mnozina M, na které operace * splituje vlastnosti (1),(2);

e Monoid (M, %) ... mnozina M, na které operace * splituje vlastnosti (1),(2),(3) (né-
kdy téz: pologrupa s jednotkou, pologrupa s jednotkovym prvkem);

e Grupa (M, x)... mnozina M s operaci *, ktera spliiuje na mnoziné M vlastnosti (1),

(2), (3), (4).

Kromeé téchto ¢tyt zakladnich struktur, které byly pravé definovany, jesté fada operaci
spliiuje vlastnost (5) — viz nésledujici definice. Tato vlastnost (5) uz do samotné definice
stézejniho pojmu grupy neni zahrnuta, protoze jak uvidime v nasledujicich dvou kapito-
lach, existuji vyznacné piiklady grup, které ji nespliuji. Proto slovo ,komutativni“ musime
k pravé definovanym strukturam zvlast dodat jako novou vlastnost.
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W Definice 1.8.

e Operace * se nazyva komutativni na mnoziné M, pokud plati vlastnost (5):

Ve,ye M : xzxy=1yx*umx. (5)

(M, *) se nazyva komutativni grupoid, pokud je grupoid a operace * spliiuje vlastnost
(5), tj. je komutativni na mnoziné M.

e (M, x*) se nazyva komutativni pologrupa, pokud je pologrupa a operace * spliiuje
vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

(M, %) se nazyva komutativni monoid, pokud je monoid (tj. pokud je pologrupa s
jednotkou) a operace * spliuje vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

definice: (M, *) se nazyva komutativni grupa, pokud je grupa a operace * spliiuje
vlastnost (5), tj. je komutativni na mnoziné M.

Podle predchozich pojmu plati tyto zakladni véty pro ndm znamé mnoziny:
Véta 1.9. (N, +) je komutativni pologrupa.

Dikaz: Opravdu, operace séitani je komutativni — plati (5). Se¢tenim dvou pfiroze-
nych ¢isel je zase pfirozené ¢islo — plati (1). Secteni tii ¢isel z N nezélezi na uzévorkovani
— plati (2). Vlastnosti (1),(2) plati na struktufe, kterd se nazyva pologrupa. Vlastnost (3)
neplati, protoze 0 = jednotkovy prvek vzhledem ke s¢itani, neni ptirozené ¢islo (eventudlné
bychom mohli tvrdit, ze (Ny, +) je monoid). Vlastnost (4) na (N, +) neplati, protoze napt.
inverzni prvek k 2 je —2, ale —2¢ N. O

Doplnénim mnoziny N o nulovy prvek a inverzni prvky vzhledem ke sc¢itani dostaneme:
Véta 1.10. (Z,+) je komutativni grupa.

Déle se podivejme na nékteré zakladni mnoziny vzhledem k nésobeni:
Véta 1.11. (Z,-) je komutativni monoid.

Dukaz: Opravdu, nasobeni je komutativni — plati (5). Vynasobenim dvou celych ¢isel
je zase celé cislo — plati (1). Nasobeni ti1 ¢isel nezavisi na uzavorkovani — plati (2). Jednot-
kovym prvkem vzhledem k néasobeni je ¢islo 1, coz je celé ¢islo — plati tedy (3), tedy (Z,-)
je monoid. OvSem inverzni prvky vzhledem k nésobeni nejsou cela ¢isla: napft. inverzi k
¢islu 2 vzhledem k nasobeni je %, ale to neni celé cislo, inverzi k 3 je %, ale % ¢ 7, atd. O

Doplnénim mnoziny Z o inverzni prvky vzhledem k nasobeni by se zdélo, Ze se situace
vylepsi, ale pozor:
Véta 1.12. (Q,), (R, ") jsou komutativni monoidy.

-----

0-z = 1 nem4 feSeni na mnoziné ) nebo R, tj. neplati vlastnost (4), dané mnoziny nejsou
grupami vzhledem k nasobeni. O



Cili vylou¢enim nuly z mnoZin v pfedchozi vété dostaneme:
Véta 1.13. (Q — {0},-), (R — {0},) jsou komutativni grupy.
Nékdy téz znacime

Q" :=Q—{0}, R :=R-{0},
tj. (Q*,-), (R*,-) jsou komutativni grupy.

Tim, jak se axiomaticky zkonstruuje ¢i popise mnozina R pomoci mnoziny @), se zde
nebudeme zabyvat, jen si nyni pfipomenme, ze existuji jista c¢isla, kterd nelze vyjadrit
pomoci zlomku 2 € @Q; dikaz takového tvrzeni je dobrou ilustraci dokazovani sporem,
takze by jej studenti mohli umét:

Véta 1.14. /2 nend raciondini cislo.

Diikaz: je napt. ve skriptech Rosicky, str. 15, za dikazem véty 3.6. O
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2 Grupa permutaci

Kromé nekone¢nych mnozin, na kterych se definuje operace, se budeme obcas zabyvat i
kone¢nymi mnozinami. Naptiklad:

e oznaceni: 24 ... mnoZina vSech podmnozin mnoZiny A; to je totéZ jako mnozina
vSech zobrazeni mnoziny A do dvouprvkové mnoziny {0,1}. Opravdu, napf. pro
A = {a,b,c,d, e}, kdyz si vezmeme jakoukoli podmnozinu mnoziny A, napiiklad
mnozinu {a,c,d}, tak ta je ekvivalentni tomu zobrazeni f mnoziny A do {0,1},
které zobrazi a, ¢, d na jednicku a b, e na nulu. Naopak, pokud si vezmeme jakékoli
zobrazeni g : A — {0, 1}, naptiklad to, pro které g(a) = 0, g(b) = 0, g(c) = 0,
g(d) =1, g(e) = 1, to je ekvivalentni podmnoziné {d, e} mnoziny A. Pro vSechny
volby zobrazeni dostdavame pravé vSechny rtizné podmnoziny mnoziny A.

Véta 2.1.
a) Mnozina (24,U) je komutativni monoid.

b) Mnozina (24,N) je komutationi monoid.

Diikaz: Opravdu, sjednocenim ¢i prunikem dvou podmnozin dané mnoziny A je zase
néjakd podmnozina mnoziny A — plati (1). Operace U a N nezalezi na uzévorkovani — plati
(2). Jednotkovym prvkem vzhledem ke sjednoceni je ), jednotkovym prvkem vzhledem k
priniku je celd mnozina A ... plati (3) vzhledem k obéma operacim. Inverze ke mnoha
prvkim této struktury neexistuji — napiiklad pro operaci sjednoceni a podmnozinu {a}
mnoziny A = {a, b, ¢, d, e} by musela existovat podmnozina X mnoziny A, aby {a}UX = (),
a to neexistuje.

Dulezitym prikladem (vétsinou koneéné, ale i nekone¢né, to zavisi na poctu prvki dané
mnoziny) je grupa permutaci n-prvkové mnoziny, kde operaci je sklddani zobrazeni.

Na permutaci napf. 5-prvkové mnoziny se na SS pohliZelo jako na poradi péti jejich
prvki, napf. 51324. Na VS budeme na permutace pohlizet jako na:

Definice 2.2. Permutace n—prvkové mnoziny je bijektivni! zobrazeni mnoZiny

{1,2,...,n} do sebe. S, je mnozina vSech permutaci tohoto typu. Naptiklad permutace
f:M — M pro M ={1,2,3,4,5} definovana

4 5
Ll
2 4

— e o
W — W

1
l
5

je bijektivni, takZe existuje permutace f~! k ni inverzni

B~ — ot

4
T
2

_—
W — W

1
T
5

!Definice bijekce viz kapitola 6, nyni se spokojime s intuitivni piedstavou o bijekci, a sice Ze v bijekci
M — M z kazdého prvku mnoziny M vychazi pravé jedna Sipka, a do kazdého prvku mnoziny M smétfuje
pravé jedna Sipka daného zobrazeni.



Protoze permutace je zvlastni pripad zobrazeni a zobrazeni M — M lze skladat za
sebou, miizeme mluvit o operaci ,skladani zobrazeni“, respektive ,skladani permutaci®

e oznaleni: o ... (¢ti ,po“) operace sklddani zobrazen;

Uvazme nyni napiiklad mnozinu permutaci t¥iprvkové mnoziny {1,2,3} do sebe —
ozna¢me ji S3 (pismeno S pravdépodobné pochézi z toho faktu, Ze tyto permutace pied-

stavuji jakési jistym zptisobem symetrické utvary, nebo modeluji struktury, kterym se fika
symetrie).

Véta 2.3. (S3,0) je grupa, kterd neni komutativn.

Mnozina S3 méa Sest prvki:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e=( 1 L L], s=10L 1 1L],t=1111],
1 2 3 2 31 3 1 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3
w=| L L L, v=1 L 1|, w=|111
1 3 2 3 21 21 3
Prvek e je jednotkovy, neprovede zadnou zménu v poradi, naptiklad
1 2 3
1 2 3 1 2 3 1l 1 2 3
sce=| L [ Lol L L L ]=1T23|=[111]=s
2 31 1 2 3 R 2 31
2 31
V&imnéme si, Ze nejprve je provadéno pfifazeni e, a aZ poté (o = ,po“) je provedeno
prifazeni s. Dale naptiklad
1 2 3
1 2 3 1 2 3 U 1 2 3
wouv=| 1 L Llo| L L L|=]321]|=][111]|=s
1 3 2 3 21 V1l 2 31
2 31
1 2 3
1 2 3 1 2 3 11 1 2 3
vou=| | | [ el L L L |=1132|=(]11]=t
3 21 1 3 2 11 31 2
3 1 2

Cili je vidét, Ze vou # uow, tj. operace o je nekomutativni! Propo¢itdnim viech moznych
36 kombinaci dostaneme piehlednou tabulku vysledkt operace o.

Nejprve je potfeba Tici, ze u kazdé tabulky operace * na konec¢né mnoziné prvki je
levy prvek z vybran z levého sloupce zahlavi a pravy prvek y z horniho fadku zahlavi;
vysledek operace pak je znédzornén na priseciku ,fadku x“ a ,sloupce y“:

T | ... T*Y



10 2 GRUPA PERMUTACT

Tedy konkrétné u operace o na mnoziné S3 dostaneme tabulku operace:

ole s t uwu v w
ele s t u v w
s|s t e w u v
t|t e s v w u
ulu v w e s ¢t
viv w u t e s
wlw u v s t e

Uvedme nyni nékteré dalsi vlastnosti této grupy, které vyplyvaji z kapitol 5 a 6, ale po
jejich nastudovani pak tyto vlastnosti prirozené nalezi do této kapitolky: Existuje Sest
podgrup? grupy (Ss,0): tzv. trivialni podgrupa, ktera obsahuje pouze jednotkovy prvek e,
s tabulkou operace

dalsi podgrupou je celé Sestiprvkova grupa (Ss, o) samotna. Kromé téchto dvou extrémné
malych nebo velkych podgrup existuji téz tii dvouprvkové podgrupy

ol e u e v ©) e w
e|le u , e|le v (& e w
ulu € v e w | w (&

a jedna triprvkova podgrupa s tabulkou operace

Co se tyka fadu® jednotlivych prvki grupy (Ss, o), plati:
o cl =e¢, tj. e je prvek fadu 1;

o u? =12 =w?=c¢, tj. prvky u, v, w jsou fadu 2;

o 53 =13 =¢, tj. prvky s, t jsou fadu 3.
Z 4du jednotlivych prvka také vidime, ze existuje k = 6 (nejmensi spole¢ny nasobek radu
jednotlivych prvki) tak, Ze libovolny z prvkd umocnény na Sestou se rovna jednotce e:
l=e, =) =e=¢ 10=¢ wl=¢ s =(s*)P=e=¢, t° =e.

Dale, ohledné generéatori grupy Ss lze Fici, Ze (53, 0) je generovana dvéma svymi prvky, a
sice v a w, protoze vsechny dalsié ¢tyri prvky grupy lze vyjadrit pomoci operace o a prvka
v, w:
e = vou;
s = wouw;
= sos=(vow)’ = (vow)o (vow);

u = wos=wo (vow).

2Kapitola 6.
3Kapitola 5.
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Podle oznaceni mnoziny generatort lze psat

(S3,0) =< v,w > .

Priklad 2.4. (reparat prikladu, ktery diky nespravné definici sklddani zobrazeni na pted-
nasce zaslouzi také opravu) Jsou dédny permutace

123 4567 123 4567
p=10 1L L L L L], R=110 111111
53 146 27 716 3 425
Vypoététe P o R%.
Reseni: Podle definice skladani zobrazeni plati
123 4567
Ll
716 3 425 1234567
PoR*<PoRoR=| | | | L L L L |=L 111 L1 1]
5 7 2 6 3 1 4 6 73 2 1 5 4
bbbl
6 73 2 1 5 4
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3 GRUPA Zy ZBYTKOVYCH TRID, DELITELNOST V MNOZINE Z

3

Grupa 7, zbytkovych trid, délitelnost v mnoziné 7

definice: nesoudélna ¢isla a, b jsou takova cel ¢isla, ktera nemaji zadného spole¢ného
délitele mezi prirozenymi ¢isly, kromé jednickys;

definice: délitel ¢isla b (pro b € Z);

definice: nejvétsi spolecny délitel dvou celych ¢isel b, ¢;

oznaceni: alb (a déli b, nebo téz: a je délitelem cisla b);

dikaz véty 3.2 (Euklidova algoritmu) ze skript Rosicky, str. 14.
oznaceni: A ... a soucasné;

oznaceni: V ... nebo;

definice: prvocislo ... takové prirozené ¢islo vétsi nez 1, které je mezi pfirozenymi
¢isly délitelné jen jednickou a sebou samym;

definice: celd ¢isla a, b jsou kongruentni podle modulu n, pokud n|(b — a);

oznaceni: a = b(mod n);

oznaceni: := ... defini¢ni rovnitko — neznamena rovnici, ale defini¢ni prifazeni, kdy
levé strané prifazujeme napf. funkéni predpis, oznacujeme néjakou mnozinu, a po-

dobné.

Kli¢ovou strukturu predstavuje nasledujici definice:

definice: mnozina zbytkovych tiid modulo n ... je zde pomoci popsat celou kon-
strukci této mnoziny napiiklad pro n = 6: Rozdélime vsechna cela cisla do Sesti
podmnozin podle toho, jak daleko je dané ¢islo na ¢iselné ose vpravo od nejblizsiho
nasobku ¢isla 6 (viz obrazek 1). Pak v kazdé tfidé jsou pravé ta celd ¢isla, kterd jsou
mezi sebou kongruentni modulo 6, tj.

a =0, kdyz 6|(a —b).

— T¥ida [1] obsahuje ¢isla 1, 7, 13, atd. ale také zaporna ¢isla —5, —11, —17, atd.,
protoze nejblizi nasobek ¢isla 6 je od nich vzdaleny o jednu jednotku vlevo.

— Ttida [2] obsahuje ¢isla 2, 8, 14, atd. ale také zaporna ¢isla —4, —10, —16, atd.
a jsou to prave ta ¢isla, od nichz je vzdalen nasobek Sesti o dvé jednotky vlevo.

— Ttida [3] obsahuje ¢isla 3, 9, 15, atd. ale také zaporna éisla —3, —9, —15, atd.
— Ttida [4] obsahuje ¢isla 4, 10, 16, atd. ale také zaporna ¢isla —2, —8, —14, atd.
— T¥ida [5] obsahuje ¢isla 5, 11, 17, atd. ale také zaporné ¢isla —1, —7, —13, atd.

— A konecné tiida [0] obsahuje vSechna cela ¢isla délitelnd Sesti, tj. 0, 6, 12, atd.
ale také zaporna ¢isla —6, —12, —18, atd.
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| : ° A 2 3 s: 6 2
SRR | 1 4

—

cha Siales s (makorlcd) we v [2]

atd .

Obrazek 1: Rozdéleni celych ¢isel do Sesti podmnozin.

V kazdé trideé takto vytvorené jsou praveé ta celd cisla, ktera jsou mezi sebou kongru-
entni modulo 6. Kazda z téchto Sesti podmnozin je nekonec¢né, odtud tedy honosny
nazev ,trida‘“.

Nyni se budeme déle divat na tyto tfidy jako na prvky mnoziny Zg (tj. mnozina
Zg je konefnd a ma jen Sest prvka!l!) a definujeme na této mnoziné operace @®, ®
nasledovné:

[a] @ [0] := [a + 0];

tj. soucet trid je tiida, ktera obsahuje celé ¢islo a + b,
[a] © [b] := [a - b];

tj. soucin trid je trida obsahujici celé cislo a - b. Lze ukazat, Ze tyto dvé operace
nezavisi na vybéru celych cisel a, b z danych nekonec¢nych mnozin. Pro takto de-
finovanou Sestiprvkovou mnozinu a operace na ni nyni plati, ze (Zg, @) je grupa,
(Zs, ®) je monoid (= pologrupa s jednotkou [1]). Tato grupa (resp. monoid) se na-
zyva grupa zbytkovych t¥id modulo 6 (resp. monoid zbytkovych tfid modulo 6).

Priklad 3.1. a) Pomoci tabulky operace @& dokazte, ze (Zg, @) je grupa:
b) Pomoci tabulky operace ® dokazte, ze(Zg, ®) je monoid:
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Tabulka 1: Tabulka operace ¢ na mnoziné Zg.

@ | [0] [1] [2 [3] [4] [5]
oF [fo] 1] 2] 3] [4] [3]
A 2] 3] 4] [5] [o]
21121 18] [4] 5] [0 [1
BB [ 5] 0] [1 [2]
[4] | [4] 5] [o] 1] [2] 3]
B B] [0 1] 2] (3] [4]

Tabulka 2: Tabulka operace ® na mnoziné Zg.

© 0] [ 2] [3] [4] [5]
O] [ [o] [0 [0] [0 [0] [o]
[Apfor A 21 8 4 [l
21 [0] 2] 4] [0] [2] [4]
BI{1o] 3] (o] 3] [0] [3]
4] [[0] [4] 2] [0] [4] [2]
BI[0] (5] 4] 8] 2] [4

e oznaceni: 7, ...

mnozina zbytkovych t¥id modulo n;

e oznaceni: Z* ... mnozina zbytkovych t¥id modulo n mimo prvek [0], tj.

zr = Z, —{[0]}.

Toto oznaceni pouzivame i pro klasické mnoziny Q* (racionalni ¢isla mimo nuly), R*
(readlna ¢isla mimo nuly), protoze se nam hodi, ze (Q*, ), (R*,-) jsou grupy (nulu z
téchto mnozin musime vyloucit, protoze pro ni neexistuje inverzni prvek vzhledem
k operaci nésobeni).

Zbytkové tTidy lze sestavit nejen pro n = 6, ale pro jakékoli pfirozené n > 1. Nésledujici
dvé véty studenti nemusi umét dokazat (ale je dobré si zapamatovat, co fikaji):

Véta 3.2. Ve strukture (Z, ®) existuje k proku [k] inverzni prvek vzhledem k ndsobeni ®
prave tehdy, kdyZ k, n jsou nesoudélnd.

Napfiiklad v (Zg, ®) neexistuji k prvkam [2], [3], [4] inverzni prvky, protoze ¢isla 2, 3,
4 jsou soudélnd s ¢islem 6.
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Véta 3.3. Dusledek predchozi vety: Pokud n je prvocislo, tak k, n jsou nesoudélnd cisla
pro k = 1,2,...,(n — 1), tj. ke vSem prokam (kromé [0], kterou jsme vyloucili) existuji
inverzni proky vzhledem k ndsobeni ®, a tedy (Z%,®) je grupa.

Naptiklad (Z,®) je grupa. Ctendf by se o tom mohl snadno presvédcit z tabulky
operace ® na mnoziné 2.
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4 OKkruh, obor integrity a téleso

Okruh je po grupé druhou zékladni definici struktury v kursech moderni algebry. A je to
definice naprosto prirozena. Kdyz totiz zkoumame mnozinu 7, nikdy o ni ne premyslime
jako o mnoziné s jedinou operaci, ale méame souc¢asné na mysli s¢itani (od¢itani je skryto
v inverznich prvcich) a nésobeni (déleni je skryto v inverznich prvcich). Matematik se
tedy snazi formulovat, jaké zakonitosti plati pro interakci operaci + a -. Tato interakce je
popsana v definici algebraické struktury zvané okruh:

Definice 4.1. okruh (anglicky: ring) je mnozina (M, +, -) s operacemi + a -, které spliuji
vlastnosti:

a) Operace + spliiuje vlastnosti (1), (2), (3), (4), (5), tj. (M, +) je komutativni grupa;

b) operace - spliuje vlastnosti (1), (2), (3), tj. mnozina (M, -) je monoid (= pologrupa s
jednotkou);

c) interakce operaci + a - splituje tzv. distributivni zdkon = vlastnost (6):

Vx,yzeM:xz-(y+2)=x-y+x-2, (y+z)-x=y-z+z-x (6)
(rovnice jsou dvé diky tomu, Ze operace - neni obecné komutativni).

Nazev ,distributivni odpovida tomu, Ze po odstranéni zavorek se prvek x rozdéli =
distribuuje k obéma ¢lentim sou¢tu. Na vlastnost (6), pokud se na ni divame zprava doleva,
1ze také pohlizet jako na pravidlo vytykani — je mozné vytknout pfed (nebo za) zavorku
prvek x, pokud jim nasobime ze stejné strany dva ¢leny souctu. Nejrozumnéjsi pohled na
vlastnost (6) je ten, Ze se jedné o pravidlo, které urcuje vétsi prioritu operace nasobeni
pred s¢itanim — nasobeni je tak agresivni, ze po odstranéni zavorek se vrhne na oba cleny
souctu, které byly uvnitt. Podobné téz plati napt.

8+2-3 =14,

tj. operace - vaze jednotliva celd ¢isla s vétsi prioritou nez je tomu u s¢itani a odcitani.

Priklad 4.2.

e Piikladem konecného okruhu je struktura zbytkovych tfid z predchoziho oddilu 3,
tj. mnozina (Z,,®, ®).

e Piikladem nekonecného okruhu je (Z,+,-), tedy mnoZina celych ¢isel s tradiénimi
operacemi s¢itani a nasobeni.

Ovsem struktura (Z,,) z minulé kapitoly vykazuje urcité defekty, tj. obsahuje tzv,
netrivialni délitele nuly:

Definice 4.3. netrivialni délitelé nuly jsou takové prvky a, b mnoziny M, které se nerov-
naji nule (0 = jednotkovy prvek* v grupé (M, +)), ale jejich soucin (= vysledek operace
nasobeni v pologrupé (M, -)) je roven nule: a - b = 0;

4Nékdy se mu téz fika nulovy prvek, protoze oznadeni , jednotka“ ¢i ,jednotkovy prvek“ je vyhrazeno
jednotce 1 v pologrupé (M, -) vzhledem k nésobeni.
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Priiklad 4.4. Prikladem struktury s netrividlnimi délitely nuly je mnozina Zg zbytkovych
tfid modulo 6: jeji prvky [2], [3] nebo [3], [4] jsou netrividlni délitelé nuly, protoze plati

Tito netrividlni délitelé nuly jsou dosti pfekvapivym jevem, ktery naptiklad u celych
¢isel nenastane — a také nezddoucim jevem. Okamzita otdzka pro matematicky popis vy-
vstava, kdy se takova situace vyskytne a jak zarucit, ze k ni nedojde. Z tohoto divodu
definujeme obor integrity:

Definice 4.5. obor integrity® (anglicky: integral domain) je mnozina® (M, +,-) s opera-
cemi + a -, kterd je okruhem a navic jsou splnény vlastnosti:

ad a) Operace + nespliluje nic navic;
ad b) operace - spliluje navic:

e M neobsahuje netrivalni délitele nuly (vzhledem k operaci -);

e vlastnost (5), tj. operace - je komutativni na M;
ad c¢) diky komutativité operace - lze distributivni zadkon psat v jediné rovnici:

VzyzeM:x-(y+2)=z-y+x-z=y-x+z-2=(y+2) -z

Priklad 4.6.

o (Z7,®,©) je koneény obor integrity, protoze 7 je prvodéislo, tj. (Z3,®) neobsahuje
netrivialni délitele nuly.

e (Z,+,") je nejen nekonecny okruh, ale i nekoneény obor integrity, protoze neobsahuje
netrivialni délitele nuly a nasobeni je komutativni, a tedy distributivni zakon lze psat
v jedné rovnici.

V klasické teorii operaci se definuje jesté jeden pojem, ktery je dokonce jesté silnéjsi
nez obor integrity, a sice téleso:

Definice 4.7. Téleso (anglicky: field ... proto nékteré ¢eské ucebnice pouzivaji téz nazev
»pole“) je mnoZina (M, +,-), kterd je oborem integrity a navic operace - spliiuje vlastnost
(4), tj.

5Vyznam slova integrita: celistvost. Ve stejné rodiné vyznamii je i slovo integer = celek, celé ¢islo.
Podobné i slovo ,integral“ vlastné znamend soucet, spojeni, seCteni. A fraze ,is an integral part of ...* =
je nedilnou soucésti, je zakomponovanou soucasti. V Bibli je hebrejsky vyraz ,:i8 tamim“ pfekladan do
angli¢tiny jako ,,the man of integrity“, do Cestiny jako ,,muz bezihonny“, ale lepsi by byl pieklad ,celistvy
¢lovék® ... to neznamené clovék naprosto dokonaly, ale ¢lovek, ktery je ochoten pracovat na vsech tfech
hlavnich oblastech Zivota: na svém vztahu k Bohu, na vztahu k lidem i na svém vztahu k praci. Tedy
integrita je néco pozitivniho, velmi zddouciho a charakterniho. Podobné tomu bude i v matematice: obor
integrity neobsahuje patologicky jev vyskytu netrividlnich délitelt nuly.

6 Aby byla definice naprosto &ist4, méli bychom dodat, Ze mnoZina je minimalné dvouprvkové, obsahuje
totiz nulu jako jednotkovy prvek vzhledem ke s¢itani a jednicku jako jednotkovy prvek vzhledem k nasobeni
a0#1.
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ad a) Operace + nespliiuje nic nového,
ad b) operace - spliiuje navic vlastnost (4), tedy (M — {0},) je grupa’;
ad c) zde nic nového.

Priklad 4.8.

o (Z7,®,®) je kone¢ny obor integrity, ale téz i koneéné téleso, protoze v piipadé ko-
necné mnoziny M pojmy obor integrity a téleso splyvaji.

,+, ) je nekonecné téleso, protoze (@ — {0}, ) je grupa ... je splnéna i vlastnost

°
(4), Ze mnozina M obsahuje i inverzni prvky vzhledem k operaci nésobeni.
(

Z,4+,-) je nekonecny obor integrity, ktery neni télesem, protoze mnozina Z neobsa-
huje vétsinu inverznich prvki vzhledem k operaci nasobeni.

Tedy pojmy okruh, obor integrity a téleso predstavuji struktury stale siln€jsich vlast-
nosti: Kazdé téleso je oborem integrity, kazdy obor integrity je i okruh (a z tranzitivity

Obrazek 2: Vztah mezi pojmy okruh, obor integrity, téleso.

pojmu plyne, Ze i kazdé téleso je okruh). Ale naopak to neplati: existuji okruhy, které
nejsou oborem integrity, napf. (Zs, @, ®); a existuji obory integrity, které nejsou télesem,
napft. (Z,+,-).

"Vlastnost (4) je silngjsi nez vlastnost ,neobsahuje netrividlni délitele nuly“, tj. u bodu b) je dostateéné
uvést, ze operace - u télesa spliuje (1),(2),(3),(4),(5). Lze dokazat tvrzeni, ze kazdé téleso je i oborem
integrity, tj. téleso ,neobsahuje netrivialni délitele nuly*“.
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5

Zakladni vlastnosti grup
dikaz véty 1.6 ... Rosicky, str.6;

dikaz véty 1.8 ... Rosicky, str.6;

diikaz véty 4.1 indukci ... Rosicky, str. 22;

definice: invertibilni prvek ... takovy prvek, ke kterému v dané mnoziné existuje
prvek inverzni vezhledem ke studované operaci.

definice: zapornd mocnina prvku grupy se definuje jako piislusna kladna mocnina
jeho inverzniho prvku;

definice: fad prvku grupy;

znalost véty 4.17 = zakony o kraceni ... vlastnost ¢islo (7): pokud (G, -) je grupa a
a,b,c € G, pak plati implikace

a-b=a-c=>b=c¢, b-a=c-a=b=c (7)

Zde je dobré podotknout, ze predpoklad, ze G je grupa, je dilezity, protoze naptiklad
v problémové pologrupé (Zs, ®) zakony o kraceni neplati: napiiklad

2lo2l=[2lo ]
ale po zkraceni prvku [2] zleva bychom dostali [2] = [5], coz neni pravda.

dikaz véty 4.17 ... Rosicky, str.26;

Pojmy zaporna mocnina prvku a fad prvku doplite prosim piiklady.
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6 PODGRUPY, CYKLICKE GRUPY

6

Podgrupy, cyklické grupy
definice: podgrupa H grupy G;

definice: vlastni podgrupy grupy G ... takové podgrupy, které ,maji méné prvka‘
nez puvodni grupa G, tj. vSsechny mozné podgrupy mimo samotnou grupu G.

dikaz véty 5.5 ... Rosicky, str.28.

definice: podgrupa generovand mnozinou M ... nejmensi mozné podgrupa grupy G,
ktera obsahuje mnozinu M.

definice: cyklickd grupa = grupa generovana nékterym svym jedinym prvkem

oznacCeni: < M > ... podgrupa grupy G generovana mnozinou M;

Definice pojmu dopliite prosim priklady.
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7 Izomorfismy, homomorfismy a souciny grup

e véta 4.18 a vlastnost (8): Pro grupu G a prvek a € G je nésledujici zobrazeni r,
bijekce:

r, : G — G je definované ptredpisem 7,(x) :=a -z Vr € G. (8)
Tato véta ilustruje jeden dulezity fakt, ze kdyz vynasobime jednim pevnym prvkem
a (to je pevné) po fadé vSechny prvky z (to se méni), dostaneme jako vysledek
téchto soucint zase vSechny prvky grupy G, tj. dany fadek tabulky grupové operace
obsahuje vSechny prvky pravé jednou (tj. kdyz se v rfadku operace opakuji

nékteré prvky a nejsou vSechny navzajem ruzné, tak vime, Ze mnozZina GG
vzhledem k této operaci neni grupa).

Tohoto zobrazeni se déle vyuziva v ditkazu Caleyho véty (Rosicky, str. 42, véta 8.14):
Kazda grupa je izomorfni né€jaké podgrupé grupy permutaci ... to plyne z toho, kdyz
si uvédomime, Ze zobrazeni r, je permutace vsSech prvki grupy G, tj. pritazeni a — r,
je hledany izomorfismus. Proto je r, dileZité a ma své &islo®.

e vlastnost (9) ... Kdy zobrazeni f : (Gi,-) — (G2, *) mezi grupami zachovava vy-
sledky operace? Tehdy, kdyz plati

fla-b) = f(a)* f(b) Va,be Gy. (9)

e definice: izomorfismus (soucésti je vlastnost (9));

e definice: homomorfismus injektivni nebo surjektivni (soucasti je vlastnost (9));
e definice: injekce® = prosté zobrazeni;

e definice: surjekce = zobrazeni NA;

e definice: bijekce = vzajemné jednoznacné zobrazeni;

e oznaceni: = ... je izomorfni s;

e diikaz véty 4.18 ... Rosicky, str.26;

e definice: jadro homomorfismu;

e oznaceni: & ... pravé tehdy, kdyz;

e diikaz véty 6.4 ... Rosicky, str.32;

8V roce 2016/17 studenti nemusi ditkaz Caleyho véty umét ke zkousce, ale v roce 2017/18 uz ano.

9Lepsi piiklad injektivniho homomorfismu neZ na pfednasce: f : R — R je realns funkce definovana
vztahem f(z) = expx ... defini¢ni obor je celé R, obor hodnot je pouze RT, tedy vlastni podmnozina
mnoziny R.



7 1ZOMORFISMY, HOMOMORFISMY A SOUCINY GRUP

e definice: soucin grup ... Pokud G, G5 jsou grupy, lze provést jejich kartézsky soucin
(1 x G2 a na tomto kartézském soucinu definovat operaci - vztahem (vlastnost (10))

la,b] - [e,d] :=[a-c,b-d]. (10)

Tato definice operace by se dala oznacit za prirozenou definici po slozkach, a - ¢
je totiz operace definovana v grupé G, a podobné b - d je operace definovana v
grupé G2 — tedy nové definovana operace tézi z vlastnosti operaci definovanych v
jednotlivych grupach.

Dilezitym pfikladem soucinu grup je mnozina Rx R, kde (R, +) pfedstavuje mnozinu
realnych ¢isel — pak grupa R X R s operaci s¢itani po slozkach je mnozinou vektort v
roviné, grupa R X R x R s operaci s¢itani po slozkach je mnozinou vektort v prostoru.
Studiu téchto dilezitych grup se studenti budou vénovat v nasledujicim semestru v
predmétu Algebra 2.

Definice pojmu dopliite prosim priklady.
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8 Relace, rozklady, usporadané mnoziny

V prvnich sedmi prednaskach tohoto textu jsme se zabyvali studiem pojmu ,operace na
mnoziné M*“, tj. zobrazeni M x M — M. Sledovali jsme operace

e +, — (od¢itani bylo schovéno v inverzich prvki u operace +),

e - : (déleni bylo schovéno u inverzi v grupé vzhledem k nasobeni),
o U, N,

e o (= skladéani zobrazeni),

e @, ® (operace s¢itani a ndsobeni na mnoziné zbytkovych t¥id).

Definice 8.1. V nasledujicich zhruba ctyfech tydnech se budeme zabyvat pojmem
relace na mnoziné M, coz je obecné néjakd podmnozina kartézského soucinu M x M.
Prvky relace jsou tedy uspofadané dvojice [z,y], ve kterych zélezi na poradi.

Budeme studovat vlastnosti relaci naptiklad

o <. >

—y

e | (déli = je délitelem);

N

=y =

e = (relace kongruence).

Hlavni rozdil mezi relacemi a operacemi: vysledkem operace * mezi dvéma prvky a, b byl
obecné néjaky treti prvek a b, kdezto relace napi. < jen uvadi do vztahu dané dva prvky
a, b, kdyz a < b (odtud i nazev, ktery vychazi z anglického relation = vztah).

(Horak, str. 24) Relaci 1ze podle definice zadat jako mnozinu usporadanych dvojic (ve
kterych zalezi na potradi prvki), napiiklad

R = {[av b]’ [b’ a]’ [b7 C], [bv b]}:

ve shodé s uc¢ebnim textem!? Kopka, Svazy a Booleovy algebry, str.17, budeme téz relaci
vypisovat takovym stylem, Ze oznaceni relace bude umisténo v zapise mezi danymi prvky
(podobné jako < je napsano mezi prvky a a b, tj. v nasem piikladu tataz relace bude
zapsand i vztahy

aRb, bRa, bRc, bRb.

Kazdou relaci na koneéné mnoziné muzeme téZ reprezentovat grafem, kde prvek [a,d]
znézornime Sipkou vychéazejici z a a smétujici do b, prvek [b, b] zndzornime smyckou z b do
b, atd. (viz obrazek Hordk, str. 24):

107de nélezi upozornéni na kolizi znageni: R v prvnich sedmi kapitolach oznadovalo mnozinu realnjch
¢isel, v kapitolach 8 az 11 to bude oznacovat relaci — oboji znaceni je tak tradi¢ni a v literatufe zauzivané,
Ze jej pouziji i ja navzdory tomu, Ze ob¢as muze dojit k nedorozuméni.
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Obrazek 3: Grafova reprezentace relace R — priklad.

Dalsi zptisob, jak lze reprezentovat relaci R, je matice relace (pro tentyz piiklad):

QL O R

oSO~ O 9
OO = =
OO~ OO
(N ool

(na priseciku prvniho fadku (= fadku prvku a) a druhého sloupce (= sloupce prvku b)
matice je hodnota 1, protoZe usporadana dvojice [a, b] je prvkem relace R; dale na priseciku
druhého fadku a druhého sloupce matice je 1, protoze smycka [b,b] je prvkem relace R;
na tretim a c¢tvrtém radku matice jsou samé nuly, protoze ¢ ani d neni prvni souradnici
74dné usporddané dvojice z R, atd. Ctyfem Sipkdm v grafové reprezentaci odpovidaji ¢tyti
hodnoty 1 v matici relace.

Priklad 8.2. (vyucujici — studenti) V néasledujici definici feknéte,
(i) jak lze danou vlastnost poznat z grafové reprezentace relace (a z reprezentace matici);

(ii) jak musime zménit vySe obrazkem zadanou relaci, aby spliiovala danou vlastnost (11),
anti-(11), (12), anti-(12). *

Definice 8.3. Podobné jako u operaci jsme studovali rtizné vlastnosti, i u relaci budeme

studovat urcité vlastnosti a rysy. Nyni si uvedeme prvni z nich. Relace R na mnoziné M
se nazyva

reflexivni, kdyz Vo € M : zRux; (11)

antireflexivni, kdyz Vo € M : =~(xRx); (anti-11),

symetricka, kdyz Vx,y € M : xRy = yRux; (12)
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antisymetrickd, kdyz Vo, y € M : (zRy ANyRx = © = y); (anti-12)

tranzitivni, kdyz Vo, y,z € M : xRy NyRz = zRz; (13)

V dalsim budeme vétsinou uvazovat jen definici a grafovou reprezentaci relace, mati-
covou reprezentaci nemusite prilis znat.

Priklad 8.4. (v trojicich, jen studenti) Vezméte si stranku A4 a rozdélte na osm
casti. V kazdé casti nakreslete pét bodl znazornujicich pétiprvkovou mnozinu, oznacte je
a, b, c,d,e. Do mnoziny Sipkami znézornéte relaci, ktera

1. je reflexivni,

2. je antireflexivni,

3. neni ani reflexivni, ani antireflexivni,

4. je symetricka,

5. je antisymetricka,

6. neni ani symetricka, ani antisymetricka,
7. je tranzitivni,

8. neni tranzitivni. %

Piiklad 8.5. (v trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliuje relace | (déli, je délitelem)
na mnoziné (Z,-)? Relaci | definujeme normalné, jak bychom u délitelnosti ¢ekali:

Ve,yeZ: xlye (IpeZ:y=x-p)

Definice 8.6. Relace R reflexivni a tranzitivni na M se nazyva kvaziusporddani'’ (a
spliiuje tedy vlastnosti (11),(13)). Pokud R je navic

a) symetrickd, nazyvad se ekvivalence na M (tj. ekvivalence spliiuje vlastnosti
(11),(12),(13);

b) antisymetrickd, nazyva se uspofddani na M (tj. usporadani spliiuje vlastnosti
(11),anti-(12),(13)).

Priklad 8.7. (vyucujici — studenti) Jen dvé otdzky, nez pokro¢ime k vaznéjsim piikla-
dim:

e Mize byt nékterad relace symetrickd a antisymetricka soucasné?

e Mize byt néktera relace ekvivalence a usporadani soucasné? x

v

HDalsi, ndzev v novéjsi literatuie: Pfeduspofadani ... tj. pokud pfiddme dobrou tfeti vlastnost této
relace, stane se z ni usporadani.
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A nyni uz zajimavéjsi priklady:

éﬁ\ Priklad 8.8. (v trojicich, jen studenti) U nésledujicich ptikladi rozhodnéte, jaké vlast-
& nosti spliuji zadané relace:

a) Relace < na mnoziné N = {1,2,3,...};
b) relace || (byt rovnobézny) na mnoziné ptimek v roving;

c) Relace je zaddna grafovou reprezentaci'? na obrazku 4:

%

Obrazek 4:

d) Zadéni opét grafem'3, obrazek 5:

)
G / %

Obrazek 5:

V dalsi definici a nasledném ptikladu se podivame na vztah mezi relaci ekvivalence a
rozkladem mnoziny. Tuto strukturu jsme zde uz meéli, ale nyni se na ni zamérime jesté
jednou spise z pohledu relaci nez operaci:

12Kopka, str.20, obr. 2a
13Kopka, str.20, obr. 2b.
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W Definice 8.9. Rekneme, Ze systém pomnozin M; mnoziny M tvoii rozklad mnoziny M,
kdyz

a) U M; = M;

i=1,....,n

b) MiﬁMj:@proi#j.

Tj. ad a) sjednocenim mnozin M; je celd mnozina M, a ad b) mnoZiny M; jsou po dvou
disjunktni, tj. kazdé dvé z nich maji prazdny prinik.
Definujeme-li nyni relaci R vztahem

xRy & x,y € M; pro néjaké i, (14)

(prvky z, y jsou v relaci, kdyz lezi ve stejné tfidé rozkladu), pak tato relace je ekvivalence
a nazyva se relace uréena (= indukovand) rozkladem mnoziny M. Zna¢ime

M/R = {Ml,MQ,...,Mn}

a mnozina M/r se nazyva faktorovd mnozina mnoziny M podle ekvivalence R, nebo
kratce faktormnozina'?.

éf’.\ Priklad 8.10. Mnozina Zs: z kapitoly 3 uz vime o relaci kongruence: a = b (mod 5),
o kdyz 5|(b — a). Podle této relace 1ze mnozinu celych ¢isel rozdélit do péti podmnozin:

Obrazek 6: Mnozina zbytkovych tiid Zs.

V této situaci lze nyni fici:

a) Oznadime-li My := [0], M; := [1], My = [2], M3 = [3], My := [4], tak systém
podmnozin { My, My, My, M3, My} tvori rozklad mnoziny Z.

b) Oznac¢ime-li znakem R danou relaci kongruence, mizeme psat xRy, kdyz x, y nalezi
do stejné podmnoziny rozkladu ... tato relace je relaci ekvivalence na Z (je to relace
reflexivni (napi. 5 = 5), symetrickd (napt. 5 = 10 implikuje'®, Ze 10 = 5), tranzitivni
(5=10, 10=30 = 5=30).

14 Cesky: rozkladova mnozina (ale v#il se anglicky ndzev, FACTOR (jako sloveso) znamend ROZLOZIT).
15Cesky: z toho plyne, Ze ...
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c) Kdyz se na M; prestaneme divat jako na mnoziny a zacneme se na né divat jako na
prvky, dostaneme pétiprvkovou mnozinu

Z/R = {M17 M27 M3a M47 M5}7

kde vSechna cisla v kazdé mnoziné M; jsme ztotoznili v jedno a oznacili za jediny
prvek. Je to faktorova mnozina mnoziny Z podle ekvivalence R, nebo kratce faktor-
mnozina.

d) (Z/gr,®) je tzv. faktorgrupa, pokud definujeme sé¢itédni @ pro nové prvky M;, jak jsme
to udélali v kapitole 3. Cili studenti se nemusi slova faktorgrupa bat — definujeme-li
na faktormnoziné operaci, kterd na ni spliiuje vlastnosti (1),(2),(3),(4), mluvime o
faktorgrupé!®. x

Priklad 8.11. (ve trojicich, jen studenti)
i) Relace [=]na M :={2: p€ Z, q€ N} definovand vztahem

a C
EE]& = ad = bC

je ekvivalence. a) Jaké zlomky lezi v jedné t¥idé rozkladu indukované touto relaci?
b) co je to mnozina M/E]?

ii) Jaké vlastnosti spliiuje relace na obrazku!” ¢islo 57

£2)

]

Obrazek 7:

Y
(O3]

Definice 8.12. Mnozina M, na které je definovand relace usporadani, se nazyva
(¢astecnd) uspofddand mnoZina — v textu Kopka'® je oznafovana ponékud nezvyklym
terminem poset (z anglického PARTIALLY ORDERED SET).

16Vl]astné probrano v kapitole 3, jen slovo faktorgrupa jsme tam nepouzili.

ITKopka 4b, str.24.

183tr.23, definice 1.6.

19Je to skutetedné neobvykly termin pro éestinu, az extrémni — ale navrhuji jej panu Kopkovi odpustit,
urcité jej pouzil s dobrym zameérem, aby studenti a vyucujici nemuseli stale vypisovat dlouhy termin
Casteéné usporadania mnozZina.
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Ikdyz relace usporadani je blizka relaci < (respektive < je ¢tenafi znamym piikladem
usporadani), budeme ji oznacovat (v souladu s textem Kopka) obecnéjsim symbolem <,
ktery zarucuje, ze se ne vzdy bude jednat o relaci zcela totoznou s klasickou relaci < na
mnoziné celych ¢i redlnych cisel.

Priklad 8.13. Je (Z,|) (s relaci délitelnosti) ¢aste¢né usporadand mnozina (= poset)?
*

Definice 8.14. Pro relaci uspoiradani zavadime kromé grafové reprezentace prehlednéjsi
strukturu, a sice tzv. Hasseovy diagramy, ve kterych

1. reflexivitu (= smycky) nevyznacujeme, protoze ji automaticky predpokladdame u
vSech prvkl usporadané mnoziny;

2. Sipky odstranime tak, ze Hassetiv diagram jednoznac¢né orientujeme zdola nahoru —
jestlize prvek je spojen s jinym prvkem vys v diagramu, tak je s nim v relaci;

3. hranami vyznacime jen bezprostiedné nasledujici prvky — ostatni Sipky vyplyvajici
z tranzitivity nevykreslujeme; pak pokud x <y, tak je mezi prvky = a y ,Fetézec®
spoji mezi bezprostiednimi pfedchidci a nasledovniky;

4. antisymetrie bude z nakresii patrna téz — ta ovSem spociva spiSe v neexistenci obou-
strannych Sipek mezi riznymi prvky.

Jako priklad zkusime nakreslit Hasseidv diagram pro pétiprvkovou mnozinu M =
{a,b,c,d, e} arelaci R na M definovanou vy¢tem uspofadanych dvojic (vysledek viz ob-
razek 8):

R ={[a,a], [b,b],[c,c],[d,d], e, e],|a,d],|de],[a,e],[b,d],I[be],|de]}.

Jd

Obréazek 8: Hasseliv diagram relace usporadani.

Priklad 8.15. (ve trojicich, jen studenti) Vypiste podle Hasseova diagramu relaci R
vy¢tem uspofddanych dvojic na obrazku 9: a) poset a; b) poset b?’:

20Kopka, str.28, obrazky 5a,5b.
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4\93"{' ) ,T,osz{ %)

A<> 11 y

Obrazek 9: Dvé usporadané mnoziny.

Pojmy, oznaceni a dikazy, které studenti musi znat z této kapitoly: stu-
denti musi vysvétlit definice nasledujicich patnacti pojmu a uvést vzdy néjaky
priklad: 1) relace, 2) reflexivni relace, 3) antireflexivni relace, 4) symetricka
relace, 5) antisymetrickd relace, 6) tranzitivni relace, 7) kvaziusporadani,
8) ekvivalence, 9) usporadani, 10) rozklad mnoziny, 11) t¥idy rozkladu, 12)
ekvivalence indukovana rozkladem, 13) faktorovdA mnozina mnoziny M podle
ekvivalence R, 14) uspofadani mnozina (= poset), 15) Hasseuv diagram.
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9 Vyznacéné prvky v usporadanych mnozZinach

V této kapitole zacneme studovat vlastnosti ¢asteéné usporadanych mnozin (tzv. poseti,
necesky feCeno), tj. mnozin, na kterych je definovéna relace usporadani, kterou lze repre-
zentovat Hasseovym diagramem.

Definice 9.1. Pokud (P, <) je poset, ozna¢me ¢&i definujme

e relace < se nazyva ostré usporadani v mnoziné P, kdyz Vz,y € P:

<y & (edyrc#y);

e relace < se nazyva pokryti v mnoziné P, kdyz Vx,y € P:
r<y & z<yANMaeP:z<ady =a=y)

(jinymi slovy, pokryti je relace nejblizsiho néasledovnika, tj. pokud z je pokryto prv-
kem y (tj. z < y), tak mezi x, y uz nelze vlozit dalsi prvek a rtizny od y). Rikdme,
ze y ,bezprostfedné nasleduje za x*, nebo ze .,y pokryva x*.

e dodejme zde jesté definici Gplné usporddané mnoziny neboli fetézce: (P, <) je tplné
usporadand mnozina = Fetézec, pokud < je usporadani a soucasné tplna relace, tj.
pokud plati x <y nebo y <z pro kazdé dva x,y € P. (anglicky: coset = completely
ordered set)

Poznamka: pomoci ostrého usporadani a pokryti lze 1épe popsat konstrukci Hasseovych
diagramiti: vyznac¢ujeme v nich hranami pouze relaci bezprostiedniho nésledovnika?!.

Piiklad 9.2. (ilustrac¢ni ptiklad) Na obrazku 10 vidite piiklad jednoho cosetu = fetézce
— je jim nekone¢né mnozina Z.
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Obrazek 10: Mnozina Z je coset = Tetézec.

21K opka, str.30, lemma 4. Plati tedy pro koneény poset (P, <) a a,b € P toto: a <'b (ostie mensi nez)
znamena, ze v mnoziné P existuje fetézec bezprostiednich nasledovnikia = zg <1 <29 < ... <z, =b.
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Definice 9.3. (Vyznacné prvky posetu) Pokud (P, Q) je poset, M # () je podmnozina
mnoziny P, tak prvek a € M nazveme??

a) nejmensi prvek mnoziny M, kdyz Ve € M : a <ux;

b) minimalni prvek mnoziny M, kdyz Ax € M : z <a;

c) nejvétsi prvek mnoziny M, kdyz Ve € M : al x;

d) maximélni prvek mnoziny M, kdyz Ax € M : x> a;

Priklad 9.4. (ilustra¢ni piiklad) Ad obréazek 11: V tiiprvkové mnoziné M s uspofadanim
zadanym na Hasseovském diagramu je 1 prvek minimalni a nejmensi soucasné, a dale 3 je

prvek maximalni a nejvétsi souc¢asné. V mnoziné N s klasickym usporadanim < je nejmensi
prvek 1 a je to téz minimalni prvek. Nejvétsi prvek mnoziny N neexistuje.

P odd-

> g—o—o
o © Wi @
o——le——a g iiaRE

o

Obrazek 11: Dvé dobre uspofadané mnoziny = wosety.

Déle na obrazku 12 je mnozina M, ve které a je minimalni i nejmensi prvek soucasné.
Na druhé strané, nejvétsi prvek tato mnozina nema — ma pouze dva maximéalni prvky c,

d.

Obrazek 12: Rozdil mezi maximalnim a nejvétsim prvkem.

Tj. maximéalni prvek mnoziny M je takovy, ,nad kterym® uz neni v této mnoziné zadny
prvek. Na druhé strané nejvétsi prvek musi byt srovnatelny se vSemi prvky mnoziny M a
musi byt vétsi nebo roven nez libovolny z nich.  x

22Tyto definice nebudu zkouset v Algebie 1, protoze patii do piedmétu Zaklady matematiky.
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V tvodnich definicich jesté budeme potfebovat zminit definici dobie usporadané mno-
Ziny:

Definice 9.5. Poset (P, <) se nazyvéa dobfe uspordadanad mnozina (woset ... z anglického
well ordered set), kdyz VM # (), M C P: M m4 nejmensi prvek.

V dobfe uspotfadané mnoziné musi tedy i kazda dvouprvkovd podmnozina mit nejmensi
prvek, tedy kazdé dva prvky jsou srovnatelné. Tedy kazda dobfe usporadana mnozZina
je Tetézec (= kazdy woset je coset).

Jaky je tedy rozdil mezi wosetem a cosetem? V cosetu nemusi mit nékteré podmnoziny
(ani celd dand mnozina samotna) nejmensi prvek, kdezto we wosetu ano. Tedy M a N z
obrazku 11 jsou dobie usporddané mnoziny, kdezto Z z obrazku 10 ne, protoze samotna

mnozina Z nema nejmensi prvek.
oty = ‘:‘_’\

Fof;(":{

Wostky

Obrazek 13: Vztah mezi danymi pojmy.

Na obr. 13 vidime vztah mezi danymi tfemi pojmy: jen nékteré velmi hezké retézce
jsou wosety, vSechny Fetézce jsou cosety (to je ekvivalentni oznaceni), a nejvice je posett,
protoze to jsou mnohem obecnéjsi struktury, které mohou obsahovat i dvojice navzajem
nesrovnatelnych prvki.

Poté, co jsme si odbyli nezajimavé definice (ony tedy jsou dulezité, ale dostane se na
né az v predmétu teorie mnozin“), vratme se k posetiim a uvedeme si nékteré klicové
ptiklady posetii, které nejsou fetézce (tj. posety, které nejsou cosety).

Piiklad 9.6. (ilustra¢ni)

a) Vratme se k oznadeni 27 (viz kapitola 2) a nakreslime strukturu posetu (2, C) pro
P = {1,2,3} (tj. nezajima nas v této chvili operace priniku nebo sjednoceni, ale
relace C):

b) Na mnoziné N definujme uspotradani pomoci délitelnosti, tj. a <b < alb. Pak (N, Q)
je poset, ktery ma nekone¢né mnoho prvkia. Na obrazku 6 je nakreslena jen jeho
dolni ¢ast:
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Obrazek 14: 2¥ pro P = {1,2,3}.
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Ze struktury délitelti vidime, Ze napt. ¢islo 24 méa vlastni délitele 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12
(a sebe sama jako nevlastniho délitele).

Priklad 9.7. (studenti ve trojicich) Nakreslete Hasseovsky diagram posetu 27 pro P =
{1,2,3,4} — pro zjednoduseni k uzltim diagramu nevpisujte zévorky a ¢arky, tj. mnoziny
budou oznaceny jen znaky prvki: napi (), 12, 124 jsou oznaceni riiznych mnoZin.

Podivejme se nyni na dalsi vyznacné prvky v posetech:

Definice 9.8. Kdyz (P, Q) je poset a M je néjakd neprazdna podmnozina mnoziny P,
nazyvame prvek a € P (pokud takovy prvek existuje):

e dolni zavora mnoziny M, pokud a <z Vx € M;

e infimum mnoZiny M (oznacujeme inf M), pokud je nejvétsim prvkem na mnoziné
vSech dolnich zavor mnoziny M; tj. a je infimum, pokud pro vSechny dalsi dolni
zavory d plati

d<x Vre M = da;
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e horni zavora mnoziny M, pokud a >z Vr € M;

e supremum mnoziny M (ozna¢ujeme sup M), pokud je nejmensim prvkem na mnoziné
vSech hornich zavor mnoziny M. Tj. a je supremum, pokud pro vSechny dalsi holni
zavory h plati

h>x Ve e M = h<a;

Vv

suprema mnoziny M nemusi samy byt prvky mnoziny M!! Obecné zavora, infimum ¢i
supremum je prvek mnoziny P, ktery mtze a nemusi lezet v dané mnoziné M.

&f‘:\ Priklad 9.9. (ilustracni)

a) Napiiklad v posetu pfirozenych ¢isel s usporadanim zadanym délitelnosti téchto ¢isel
(obr. 6) uvazujme mnozinu M = {12,8,20}. Dolni zadvorou mnoziny M jsou ¢isla 1,
2, 4 (spole¢ni délitelé prvki v mnoziné M), a tedy infimem je ¢islo 4 jako nejvétsi z
téchto prvki (tj. infimem v (N, |) je nejvétsi spoleény délitel prvkia v mnoziné M.

Analogicky horni zavorou mnoziny M jsou spolecné nasobky ¢isel 12, 8, 20, tj. ¢isla
120, 240, 360, atd., a tedy supremem je nejmensi horni zavora, tedy cislo 120.

b) V posetu podmnozin t¥iprvkové mnoziny (obr. 14) napfiklad plati

inf{{1,2}, {1,3}} = {1,2} N {1,3} = {1},

inf{{1,2},{2},{2,3}} = {2},

tedy infimem nékolika mnozin je jejich vzajemny prinik,

sup{{1,2},{1}} = {1,2} U{1} = {1,2}

(supremem nékolika mnozin v dané struktufe je jejich sjednoceni).

&f‘:\ Priklad 9.10. Najdéte suprema mnozin na obrazku, pokud existuji:
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C
Q

Pojdme se nyni vénovat zobrazovani mezi posety — to je uz posledni ¢asti této kapitoly
a do velké miry to bude obsahovat podobné otazky jako homomorfismus grup. V piipadé
posetll zde ovSem vystupuje pojem analogicky, ktery budeme oznacovat jako izotonni

zobrazeni??.

Definice 9.11. (Kopka, str.41) (P, <), (A, <) jsou posety (index 1 u uspotfadani posetu
A naznacuje, Ze se jedna obecné o jinou relaci uspofadani, nez je relace < v posetu P).
Zobrazeni F': P — A se nazyva izotonni zobrazeni, kdyz

Ve,ye P : x<y= F(z) <, F(y). (15)

ZMedicina: tonus = napéti (svaltl), tj. Spatny tonus znamend nachlazend, tvrd4 a bolestiva zada nebo
nohy (kfe¢ ve svalech pii zranéni, podchlazeni nebo s rostoucim vékem a nedostatkem pohybu). Izotonni
roztok je takovy roztok, ktery mé stejné pH (= stejnou kyselost) jako tkan, do které se ma tento roztok
pii lékarském zakroku injekei dostat (no a v matematice bude izotonni zobrazeni asi zobrazeni, které bude
zachovédvat uréitou vlastnost).
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Poznamka: izotonni zobrazeni tedy zachovava usporadani — kazdé dva prvky uspora-
dané v mnoziné P se zobrazi na dva prvky, které jsou usporadané v mnoziné A.

f Piiklad 9.12. (ilustracni)

d=1 <4<t
c<d > Jbé,lﬂ\

add .

" /
Fyo izotonha

Obrazek 15: Priklad izotonniho posetového zobrazeni F'.

g
F ol Zastoning 0

/Tmiﬁiju
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Obrézek 16: Zobrazeni F' neni izotonni.

Z obrazku 15 je vidét, zZe izotonni zobrazeni nemusi byt injekce ani surjekce, a dokonce
muze zobrazit dva srovnatelné, ale rizné prvky v mnoziné P na jeden a tentyz prvek
mnoziny A.

Celkem prirozené tedy vyvstava definice izomorfismu poseti, ktery, podobné jako u
izomorfismu grup, bude naprosto zachovavat celou strukturu a vlastnosti:
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Definice 9.13. (P, <), (A,<y) jsou posety. Zobrazeni F' : P — A se nazyva
posetovy izomorfismus, kdyZ je izotonni bijekce a F~! je také izotonni. Dané posety
oznacujema v takovém piipadé jako navzajem izomorfni.

Jinymi slovy, jsou-li dva posety izomorfni, jsou v podstaté totozné, se vSemi svymi
vlastnostmi, az na preznaceni prvki. To je vidét z nasledujici véty, kterd vypisuje zakladni
vlastnosti izomorfismu posetii:

Véta 9.14. F : P — A je posetovy izomorfismus, (P, <), (A, <) jsou posety. Pak plati:
(i) Ostre srovnatelné prvky se zobrazi na ostre srovnatelné proky:

Ve,ye P @ z<y= F(z) <y F(y);

(ii) F zachovdvd nesrovnatelné®* proky:

Ve,ye P : xiy= F(z)I F(y);

(iii) F zachovdvd nejmensi prvek: obrazem nejmensiho prvku 0 (pokud existuje) posetu
P je nejmensi prvek 0 posetu A;

(iv) F zachovdvd minimdlni prvek: obrazem minimdlniho prvku (pokud ezistuje) posetu
P je minimdlni prvek posetu A;

(v) F zachovdvd infima konecngjch mnozin: Pro neprazdnou konecnou mnozinu M C P
je obrazem inf M (pokud toto existuje) v mnoZiné P prvek inf(F(M)) mnoZiny A,
kde F(M) C A je mnoZina obrazi proka z M, tj. F(M) :={F(x) : © € M}:

F(inf M) = inf(F(M));
(vi) F zachovdvd nejuétsi prvek: obrazem nejvétsiho proku 1 (pokud ten existuje) posetu
P je nejvétsi prvek 1’ posetu A;

(vil) F zachovdvd mazimdlni prvek: obrazem mazimdlniho prvku (pokud ten existuge)
posetu P je mazimdlni prvek posetu A;

(viii) F zachovdvd suprema konecnijch mnozin, pokud tato existuji pro M C P:

F(sup M) = sup(F'(M));

Dikaz: Podivejme se jen na platnost vlastnosti (i), (ii), ostatni vlastosti je mozné
dokézat analogicky:.

Ad (i): Cheeme dokazat, ze posetovy izomorfismus zachovava ostré usporadani <1, které
odpovida danému neostrému usporadani <.

Tak tedy: uvazujme, Ze plati < y, tedy plati také x <y (to si pfipravujeme pidu
pro pouziti vlastnosti (15), kterd plati pro neostré usporadani). Protoze izomorfismus F
spliiuje vlastnost (15), plati F'(z) <; F(y).

240znadeni: z T y znamena, Ze prvky x, ¥ jsou navzajem nesrovnatelné v relaci <.
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Mohou nastat dvé situace, a sice F'(x) <11 F'(y) (a to mame dokazat, takze to je pfizniva
situace), nebo F(x) = F(y) (to je nepfizniva situace). Prozkoumejme nepfiznivou situaci:
F(r) = F(y) nemiiZe nastat, protoZe pak by platilo (protoZe inverzni zobrazeni F'~! je téZ
izotonni)

x=FYF(z)=F'(F(y) =y,

ale to je spor s pfedpokladem, ze x <1 y. Tedy musi nastat prizniva situace, a sice
F(z) < F(y).

Ad (ii): Dokazujeme sporem, a sice predpokladame platnost negace, a z toho dospéjeme
ke sporu: Predpokladejme platnost negace A = B, a tedy platnost A A —B:

riy AN F(z),F(y) jsou srovnatelné.

Pak protoze F'~! je izotonni, musi byt srovnatelné i prvky F~1(F(x)), F~1(F(y)), a protoZe
F~YF(z)) =z a FY(F(y)) = v, je to spor s pfedpokladem, Ze z, y jsou nesrovnatelné.
O

Priklad 9.15. Uspofadejme si tedy informace o izotonnich zobrazenich mezi posety z
hlediska analogického pojmu homomorfismus z teorie grup:

1. Stejné jako u izomorfismu grup, i izomorfismus usporadanych mnozin (= posetil) za-
chovava celou strukturu mezi danymi dvéma mnozinami, vSechny jejich vlastnosti.
Napriklad pro relaci délitelnosti na mnoziné prirozenych cisel, uvazujme dva pod-
posety posetu (NN, |), které vidime na obrazku 17 — poset déliteli ¢isla 12 a poset
délitelt ¢isla 45. Z obrazku vidime, ze tyto posety jsou izomorfni.

45
0

v \,g <
e, 1
\/ i

Obréazek 17: Izomorfni posety.

2. Podobné jako u injektivniho homomorfismu grup se jednalo vlastné o izomorfismus
prvni grupy s néjakou vlastni podmnozinou druhé grupy, i u injektivniho izotonniho
zobrazeni se jedna o izomorfismus prvniho posetu s néjakou vlastni podmnozinou
druhého posetu. Tj. vSechny vlastnosti prvniho posetu jsou zachovany jako soucast
vlastnosti druhého posetu.
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Obrazek 18: Injektivni izotonni zobrazeni = izomorfni vnofeni jednoho posetu do druhého.

Na obrazku 18 vidime injektivni izotonni zobrazeni F' — fikame téz, ze poset P je
izomorfné vnoren do druhého posetu A.

3. Do tfetice, podobné jako u surjektivniho homomorfismu grup (projekce, ktera zacho-
vava jistou vlastnost, ale jiné ztraci), i surjektivni izotonni zobrazeni sice zachovava
vlastnost (15), ale nékteré charakteristiky prvniho posetu ztraci: Napiiklad prvky
1, 2 na obrazku 19 v posetu P nesrovnatelné jsou surjektivnim homomorfismem
zobrazeny na tentyz prvek a € A.

4. A konecné je teoreticky mozna i ¢tvrta situace, ze totiz F' je izotonni, ale neni bijekce,
ani injekce, ani surjekce — touto situaci jsme se u grup ani nezabyvali, i kdyz urcité
miiZe nastat?®. Takové izotonni zobrazeni vidime na obr. 15 — vypusténim prvku f z
posetu A bychom ovSem dostali surjektivni izotonni zobrazeni, tj. pfedchozi p¥ipad
(tj. podobné jako pfipad 2 je ukryt v pfipadu 1 — izotonni injekce je izomorfismem
s néjakou vlastni podmnozinou posetu A — i pripad 4 je ukryt v pfipadu 3, a sice
izotonni neinjektivni zobrazeni je izotonni surjekci na néjakou vlastni podmnozinu
posetu A). Lze tedy mluvit o tom, Ze pfipad 4 znamena surjektivni projekci
posetu P na néjaky vlastni podposet posetu A.

Priklad 9.16. Nakreslete Hasseovské diagramy vsech neizomorfnich poseti pro t¥iprv-
kovou?® mnozinu.

Priklad 9.17. Nakreslete Hasseovské diagramy vSech neizomorfnich posett pro ¢tyiprv-
kovou mnozinu.

ZNapiiklad projekce grupy (Z,+) do grupy permutaci (S3, o) definovana f(I) = e pro [ liché, f(s) = u
pro s sudé ... f je jisté homomorfismus grup, protoze {e,u} je podgrupa grupy Ss, ale neni to injekce
(jedna se o projekci vSech sudych éisel na jeden prvek a vSech lichych ¢isel na druhy prvek), ani surjekce,
protoze grupa S3 ma jesté dalsi ¢tyfi prvky — ovSem tuto situaci lze vypusténim téchto ¢tyf prvka prevést
na situaci surjektivniho homomorfismu. V ROCE 2017/18 DOPLNIT DO KAPITOLY 7.

26 Jednoprvkovy poset existuje jediny, dvouprvkové posety existuji dva neizomorfni.
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Obrazek 19: Surjektivni izotonni zobrazeni.

Stejné jako u homomorfismu grup byl vyznaénym pojmem jadro homomorfismu, bude
existovat i zde pojem , jadro izotonniho zobrazeni“. OvSem na rozdil od grupy (kde sle-
dujeme, jaké prvky se zobrazi v homomorfismu na jednotku), v posetu mame teoreticky
i dva vyznacéné prvky — nejmensi prvek a nejvétsi prvek celého posetu (pokud tyto prvky
existuji). Definice jadra tedy budou dvé: horni jadro a dolni jadro.

Definice 9.18. F' : P — A je izotonni zobrazeni?” mezi posety. Dolni jadro tohoto izo-
tonniho zobrazeni se nazyva mnozina vSech prvkta posetu P, které se zobrazi na nejmensi
prvek 0/ € A,

KeryF:={x € P : F(x)=0".}

Horni jadro izotonniho zobrazeni se nazyva mnozina vsech prvki posetu P, které se zobrazi
na nejvetsi prvek 1/ € A,

Ket"F:={zreP : Flzx)=1}

Pokud nejmensi (nejvétsi) prvek cilové mnoziny A neexistuje, fkame, ze KeryF = ()

(Kerp, F' = 0).
A prikladem ptfedchoziho pojmu zakon¢ime tuto kapitolu:

Priklad 9.19. (ilustra¢ni) Obrazek ilustruje rizné horni a dolni jadra izotonni surjekce
ve dvou situacich:

2"Kopka definuje horni jadro jen pro izotonni surjekci — to je jen maly rozdil; obecné jadro ma cenu
sledovat jen u surjekce, protoze u injekce je jadro bud jednoprvkové, nebo prazdna mnozina, coz neni moc
zajimavé.
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KLrZA‘F={°|4}

-0 s o .
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0' paty.

fu*F = {o]

Pojmy, oznaceni a dikazy, které studenti musi znat z této kapitoly:  stu-
denti musi vysvétlit definice nasledujicich pojmu a uvést jejich priklady a
dokazat dvé drobné vlastnosti izomorfismu poseti: 1) ostré usporadani, 2)
relace pokryti prislusna ostrému uspofadani, 3) coset = Fetézec, 4) woset =
dobfe usporfddanid mnozina, 5) dolni zavora, 6) infimum, 7) horni zivora, 8)
supremum, 9) izomorfismus poseti, 10) izotonni injekce, 11) izotonni surjekce,
12) dukaz véty 9.14.i), 13) dk. véty 9.14.ii), 14) dolni jadro izotonni surjekce,
15) horni jadro izotonni surjekce.
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10 Polosvazy a svazy

V predeslé kapitole jsme zavedli pojmy infimum (= nejvétsi dolni zavora) a supremum (=

nejmensi horni zévora). Pomoci téchto pojmii nyni definujeme na posetu P dvé operace®®:

prisek M a spojeni L.

Definice 10.1. Pokud v posetu (P, <) ma kazda dvouprvkova podmnozina své infimum,
lze definovat operaci prusek

x My = inf{z,y} (16)

a poset (P, <) se nazyva prusekovy polosvaz; to tedy znamend, ze

e 1z My je dolni zavorou, tj. x My <z, xMydy; (16a)
e =My je nejvétsi dolni zévorou, tj. Vd € P: (d<zANd<y=d<zNy). (16b)

Pokud v posetu (P<) m4 kazda dvouprvkovid podmnoZina své supremum, lze definovat
operaci spojeni

x Uy :=sup{z,y} (17)

a poset (P, <) se nazyva spojovy polosvaz; to tedy znamena, Ze

e 7 LIy je horni zavorou, tj. x <z Uy, y<zUuy; (17a)

e = Ly je nejmensi horni zévorou, tj. Vh € P: (x<h, y<h=axUy<h). (17b)

Poznamka: Lidové vysvétleni pojmi prusek a spojeni (a tedy potazmo i vysvétleni
pojmu infimum, supremum):

a) Pokud poset (P, <) je prisekovy polosvaz, v jeho Hasseové diagramu Vz,y € P 3! z €
P,

e do néhoz se po hranach dostanete z = i y cestou stéle doli (z je dolni zavora
mnoziny {z,y}),

e pricemz z je ze vSech takovych uzli nejvyse (je nejvétsi dolni zdvora mnoziny

{z,y}).

b) Pokud poset (P, <) je spojovy polosvaz, v jeho Hasseové diagramu Vz,y € P 3! z € P,

e do néhoz se po hranich dostanete z x i y cestou stale vzhiru (z je horni zavora
mnoziny {z,y}).

e piiem7 z je ze vSech takovych uzli nejnize (je nejmensi horni zavora mnoziny

{z,y}).

Priklad 10.2. Rozhodnéte, zda je dany poset také prisekovy polosvaz nebo spojovy
polosvaz, vypoctéte dané operace priseku nebo spojeni:

28Pozor: prvnich sedm prednasek bylo vénovano operacim, piednéska 8 a 9 relacim — nyni v kapitolach 10
a 11 na struktufe zvané poset dochazi k souhfe téchto pojmu: pomoci relace usporadani budeme definovat
dvé operace. Studium této souhry relaci a operaci je svym zptsobem zlatym hiebem tohoto predmétu.
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10 POLOSVAZY A SVAZY
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Poznamka: Jak si studenti dobfe zapamatuji operace M1, L?
e operace 1 na mnoziné? (24, C) je totéz jako operace N;
e operace LI na mnoziné (24, C) je totéz jako operace U.

Tj. (24,C) je dtlezitym piikladem posetu, ktery je soucasné priisekovym i spojovym
polosvazem.

né splneny vlastosti (1) az (7) definované v prvni poloviné tohoto textu? Podivejme se

pro zacatek alespoii na vlastnosti (1) az (5), a pak zminime jednu novou, kteoru oznac¢ime
Cislem (18):

(1) Uzavienost operace na dané mnoziné plati z podstaty véci: z definice M—polosvazu
nebo Li—polosvazu uZ je zaruceno, Ze na daném nosi¢i (= v mnoziné P) existuje
prislusné infimum ¢i supremum ... tj. tato vlastnost plati: operace I je uzaviena na
daném M—polosvazu, operace LI je uzaviena na kazdém LI—polosvazu.

2) Asociativita operaci I, LI je splnéna a je velmi zajimavé a instruktivni dikaz pro-
J J J

vést, vyuziva se pfi ném totiz zakladnich vlastnosti operaci prisek a spojeni, které

jsou obsazeny piimo v definici (tedy vlastnosti (16a),(16b), respektive (17a),(17b)).

Dokazme?° napiiklad asociativitu operace priisek:
Ve,y,z€ P: (zMy)Nz=xM(yMNz).
N (f6a) )
()(T“IU/ = d )(r-uyﬂ >4 72 CA68)
’ \ (éw) (160) ‘
(Xmynra xays %lém /mﬁjmm(n(an,,)
= ><vw mrr d pwmn
(160) X
(X ry \ﬁ nd” )
/Q \ -
Xr'\(as—ﬂl\) \ ngﬁxn%hqu.ﬂx e )
o) (3
o O)(""”‘) o) " ‘_‘m\’é ¥ | =? X ﬁ”ﬂ ()(rvg)rﬂ&
(m\ A6 ,
thﬁmﬂ MPR R )

290znaceni 24 vysvétleno v kapitole 2.
30Pfi odvozovani ditkazu je nad implikacemi nebo nerovnostmi vzdy ¢islo vlastnosti, na zakladé které
prislusné implikace nebo nerovnost plati. Vysvétlivky téchto vlastnosti:

(16a) ... prusek dvou prvki je mensi nebo roven nez kazdy z nich;

(16Db) ... pokud néjaky prvek je mensi nebo roven nez jiné dva, pak z definice je téZ mensi nebo roven
nez jejich prusek;

(17a) ... spojeni dvou prvki je vétsi nebo rovno nez kazdy z nich;

(17b) ... pokud néjaky prvek je vétsi nebo roven nez jiné dva, pak z definice je téz vétsi nebo roven nez
jejich spojeni.
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10 POLOSVAZY A SVAZY

No a v této fazi dikazu zbyva uz jen maly kousek, staci si uvédomit, ze relace < je
antisymetricka, tj. plati
aldbAb<la= a=0.

Tedy z obou nerovnosti, ke kterym jsem pfi odvozovani dospéli, plyne nakonec rov-
nost, coz je vlastnost (anti-12). Asociativita pro druhou operaci, LI, je doka-
zatelna analogicky.

Pokud by stale jesté dany dikaz byl prilis naroc¢ny, lze si jednotlivé jeho ¢asti i nakres-
lit. Prvni tii fadky pfedchoziho odvozovani lze znazornit v levé ¢asti nasledujiciho
obrazku, dalsi tii fadky v pravé casti:

fifx‘""‘X)""m xm(pxmm\)

(X\“\M\‘)t’i I %H(Aa\"!ﬂ'-) @ (Xﬂ(’&“‘ﬁb\é (X-rq@\wiﬂ*

Z obréazku je vidét, ze antisymetrie (anti-12) zarucuje, Ze oba prvky, mezi kterymi
by existovaly oboustranné Sipky, se musi rovnat.

(3) Existuje v polosvazech jednotkovy prvek vzhledem k operaci priisek ¢i spojeni? Jen

nékdy: Jednotkou vzhledem k operaci M je nejvétsi prvek M—polosvazu, pokud ten
existuje (on existovat nemusi pro tento typ polosvazu — napiiklad obréazek (ii) za
definici polosvazu). Podobné jednotkou vzhledem k operaci LI je nejmensi prvek
LI—polosvazu, pokud tento existuje (existovat totiz nemusi pro LI—polosvaz — napii-
klad obrazek (iii) za definici polosvazu).

(4) Vzhledem k analogii M s operaci priiniku ve struktute (24, C) — viz tivodni oznaceni

a véta 1 v kapitole 2 — a faktu, ze (24, C) je prlisekovy polosvaz, neexistuje v této
strukture vétsina inverznich prvk, i kdyz existuje jednotka vzhledem k dané operaci.
Podobné plati o operaci LI, kdyz uvazime, ze (2, C) je i spojovy polosvaz. To jsou
tedy protiptiklady, které ukazuji, Ze obecné neplati vlastnost (4).

(5) Komutativita plati!!! To plyne z faktu, Ze existence infima ¢ suprema dvouprvkové

mnoziny nezavisi na poradi prvkd v této mnoziné.
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(18) A konecné slibovand nova vlastnost, kterou nazveme idempotence (z latinského idem
= totéz, stejné): Operace M, U jsou idempotentni na pfislusnych polosvazech, na
kterych je 1ze definovat, a sice

VreP: zMNe=z, zUxr=ux. (18)

Idempotence je zajimava vlastnost, protoze vylucuje existenci mocnin — 22 vzhledem
k operaci M je totiz x Mz, a to je rovno x, podobné

P=zNzNz = x,
atd., zkratka prace s mocninami je touto vlastosti eliminovana. Alespon nékdy ne-
musime pocitat zadné mocniny!! Analogicky plati pro operaci spojeni

2r=rxUzUz =z, z'=uz, atd.

Poznamka: Idempotentni prvek v grupé je jediny, a to jednotka této grupy — jen
jednotka grupy spliuje vlastnost e - e = e (a vice jednotek v grupé byt nemize, jak
jsme dokézali o vlastnostech grupy). OvSem pozor, idempotentni prvky (coZ jsou
v polosvazech vSechny prvky) nejsou vzhledem k polosvazové operaci pruseku ¢i
spojeni jednotky, protoze vlastnost (18) plati vzdy jen pro prvek samotny, nikoli pro
ruzné prvky z, y. Polosvazy jsou (pokud spliiuji vlastnost (3)) vétsinou pologrupy, ale
jejich operace M, U jsou jiného charakteru nez operace v grupach. Lze tedy uzaviit,
ze pologrupy nam jsou zdrojem tady zvlastnich vlastnosti — existence délitelti nuly
v Z,, vlastnost idempotence ve strukture vsech podmnozin, apod. Co nas tady jesté
ceka?

Analogii operace M s priinikem a operace LI se sjednocenim na struktuie (24, C) jsme
si pripravili padu k nésledujici definici, kterd je tedy celkem pfirozena. V dalsim se ted
budeme zabyvat otazkou: Jaké vlastnosti méa poset, ktery je soucasné polosvazem obou
typt?

Definice 10.3. Poset (P, <), ktery je soucasné prisekovy i spojovy polosvaz, se nazyva
svaz®!. Analogicky lze ¥ici, Ze protoZe svaz je spojenim vlastnosti priisekového polosvazu

a spojového polosvazu, tak pro svaz je charakteristické, ze s kazdou svou dvouprvkovou

podmnozinou obsahuje i jeji infimum a supremum?2.

Pod svazem tedy chépeme strukturu (P, <,M,U), kde
a) relace < spliiuje vlastnosti (11), (anti-12), (13);
b) operace M spliuje vlastnost (16) (tedy prakticky obé z vlastnosti (16a),(16b));

c) operace Ll spliuje vlastnost (17), tedy prakticky v Feéi nerovnosti to jsou vlastnosti
(17a),(17b).

Priklad 10.4. Neékolik prikladt svazi:

31 Anglicky: lattice. Pozor, neplést s hlavkovym saldtem: lettuce. Anglicky polosvaz: semilattice.
32Které ovsem nemusi lezet pfimo v dané dvouprvkové podmnozing, jak jsme uz na nékolika piikladech
vidéli.
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P¥. 1 Po struktuie (24, C) je i druhy hlavni pifklad predchozi kapitoly (6 b)), mnozina N
s relaci definovanou na zakladé délitelnosti, svaz. Priisekem dvou pfirozenych ¢isel
je jejich nejvétsi spoleény délitel, spojenim dvou c¢isel je jejich nejmensi spolecny
nasobek — tyto dvé charakteristiky vzdy existuji pro kazda dvé prirozena cisla.

3

P¥. 2 I nékteré podposety svazu (IV, |) jsou svazy, naptiklad podsvaz® viech délitelt ¢isla

24

nebo podsvaz vSech délitelt ¢isla 30

Naopak fada podposett posetu (IV,|) svazem neni, protoZe nejsou uzaviené na ope-
race priseku a spojeni. Napiiklad podposet prvnich deviti pfirozenych cisel neni
svazem, protoze v ném neexistuje napfiklad supremum dvouprvkové mnoziny {4,6}:

337 piikladi je vidét, ze aby podmnozina svazu byla téz svazem, musi byt uzaviens vzhledem k operacim
prusek a spojeni.
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Pr. 3 Kazdy fetézec (= coset) je svaz ... napiiklad N s klasickym usporadénim < je svaz,
(Z,<) je svaz.

P¥. 4 Vybrané podmnoziny trojrozmérného prostoru R? s piirozenym usporadanim C
tvori svaz: prazdna mnozina, vSechny jednoprvkové mnoziny (= vSechny body troj-
rozmérného prostoru), vSechny pfimky, vSechny roviny, a nakonec cely prostor R
samotny.

Pak na této struktufe lze definovat prisek zcela normalné mnozinové (pro pimky
p, q je pll jejich prisecik, nebo prazdna mnozina v ptipadé rovnobéznych riznych
nebo mimobéznych primek; pro primku a rovinu je jejich prisekem téz prisecik,
nebo prazdna mnozina, pokud priisecik neexistuje, nebo cela dana piimka, pokud v
dané roviné lezi; prisekem dvou rovin je jejich prinik, atd.).

Operaci spojeni nelze definovat pfimo mnozinové jako sjednoceni, protoze mnoha
sjednoceni nejsou mezi vybranymi prvky struktury — ovsem definujeme-li napt. spo-
jeni dvou riiznobéznych ¢i rovnobéznych primek jako rovinu, ktera obé primky ob-
sahuje, spojeni bodu a pfimky jako bud tuto pfimku, pokud na ni bod lezi, nebo
celou rovinu, ve které lezi od i pfimka, spojeni dvou mimobézek jako cely prostor R?,
protoze to je jediny mezi prvky struktury, ktery obé mimobézky obsahuje, atd., tak
je opét zarudeno, Ze pro kazdé dva prvky struktury existuje v ni i jejich supremum?*.
Pi. 5 A abychom zavzpominali na témata 1 az 7, tak i mnozina vsech podgrup dané grupy,
s usporadanim mnozinovym C tvofi svaz. Priisek na této struktuie lze definovat jako
mnozinovy prunik, spojeni opét nefunguje jako sjednoceni, ale musime je definovat

G1UGQI:<01UG2>,C02j€

podgrupa generovana sjednocenim mnozin G, Ga, tj. ,nejblizsi vétsi“ podgrupa,
ktera obé mnoziny obsahuje.

Napfiiklad vezmeme-li nasi starou zndmou grupu permutaci (53, o), svaz jejich pod-
grup lze znazornit v Hasseové diagramu:

34Tedy operaci spojeni dvou prvka musime definovat jako prinik téch mnozin, které oba prvky obsahuji.
Intuitivné feceno je to ,nejblizsi vétsi prvek” v dané struktute.
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J

Kazdé dvé z podrup na prostiedni vrstvé vygeneruji vzajemnym skladanim prvka
uz vsech Sest prvki, tedy celou grupu Ss, tj. napf.

{67 U} U {67 w} = <{€, U} U {6, w}> = 537
jak jsme vidéli v kapitole 2. *

Drive nez pristoupime ke studiu dalsich vlastnosti svazu, vSimneme si jesté jedné véci,
ktera plati i v kazdém polosvazu — kazdy polosvaz definuje tzv. dudlni polosvaz, jehoz
Hasseovsky diagram je obracen vzhiru nohama o 180 stupni:

Definice 10.5. Pokud napiiklad (P, Q) je prusekovy polosvaz, tak dualni usporadani >
definujeme jako relaci, ve které obratime smér vsech Sipek. Struktura (P, >) se pak nazyva
dualni polosvaz a jedné se o spojovy polosvaz.

Priklad 10.6.

(€
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Na obrazku vidime M—polosvaz (P, <) a vedle néj nakresleny LiI—polosvaz (P,>) zadany
toutéz mnozinou, pouze vsechny Sipky maji opacny smér, tj. Hasseovsky diagram je oproti
ptivodnimu polosvazu ,hlavou doli“.
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7 prikladu je vidét i dualni vztah mezi prislusnymi pojmy v daném dualnim polosvazu:

e K dolni zavore v MN—polosvazu je jednoznacné prifazena horni zavora v dudlnim
LI—polosvazu.

e K infimu a Mb v M—polosvazu je jednoznac¢né prifazena supremum a LI b v dudlnim
LI—polosvazu;

Tedy ve vztahu duality nejsou jen relace < a >, ale i operace M a LI. Napiiklad vztahy (16a),
(16b) jsou dudlnimi ke vztahtim (17a),(17b). Pokud jsme podrobné dokézali asociativitu
(2) pro operaci M, tak analogicky vztah asociativity pro operaci Ll bychom dokazali piesné
stejnym postupem, pouze

e znak M bychom zaménili za znak LI;
e znak < bychom zaménili za znak >;

e vlastnost (16a), pojem dolni zavory, bychom zaménili za vlastnost (17a), pojem horni
Zavory;

e vlastnost (16b), pojem infima, bychom zaménili za vlastnost (17b), pojem suprema.

Ve svazech, kde jsou definovany obé operace soucasné, tj. existuji soucasné infima
i suprema dvouprvkovych podmnozin, lze nékdy vyuzivat téchto dudlnich vztahi mezi
pojmy a z platnosti urcité vlastnosti jednoduse dokazat prislusnou dualni vlastnost
pouze zaménou LI za M, > za <, hornich zavor za dolni zavory, suprem za infima. To je
pro matematiky velmi pomocny poznatek, protoze jim usnadnuje praci s dokazovanim
vlastnosti ve svazech na polovinu.

Pojmy, oznaceni a dukazy, které studenti musi znat z této kapitoly: 1)
prusek a spojeni, 2) prusekovy polosvaz, spojovy polosvaz, 3) dk. asociativity
(2) pro prusek, 4) pfiklad polosvazu, kde plati vlastnost (3) pro spojeni
(prusek), 5) priklad polosvazu, kde neplati vlastnost (4) pro spojeni (prusek),
6) definice a vyznam idempotence, 7) definice a priklady svazu, 8) dualni
usporadani a dualni polosvaz, 9) vytvoreni dualniho vztahu (17a) ze vztahu
(16a), 10) vytvoreni dualniho vztahu (16b) ze vztahu (17b).
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11 Dalsi vlastnosti svazu

Z predchozi kapitoly vime, Ze ve svazu plati pro operace I, U vlastnosti (1), (2), (5),
(16a), (16b), (17a), (17b), (18), protoze to jsou vlastnosti, které si tyto operace prinesly z
ptislusnych polosvazu (tj. plati i v kazdém polosvazu).

V této kapitole se podivame jesté na nékolik vlastnosti, které plati v kazdém polosvazu,
nebo které plati speciadlné pouze ve svazech. Pak mtizeme spokojené uzavrit tento semestr
s pocitem, ze o vlastnostech svazi vime fadu véci.

Nasledujici vlastnost snad jesté patii do predeslé kapitoly, protoze formalné dokazuje
zakladni fakt, ktery jsme uz vypozorovali pfi hledani vysledkt operace priiseku a spojeni
pro srovnatelné prvky.

Véta 11.1. (Kopka, str. 66) V kazdém svazu (S, <,1M,L1) plati:
a)

rLdysalNy==x (plati i v M —polosvazu);
b)

r<yscUy=y  (plati i v U —polosvazu).

Dikaz: ad a) Viz sken:

o 7 oo A Oy, daliln Any |

= . xéﬂ..«1idfr\&aﬂ?géb) G # ko X 4o ek qplackons
xé‘x..\\.('\\) (4@’»\3 \GMAA'(’\?A
xmy =X =4 X=X May
.lf:l’z X=Xy ../‘,;&»ﬁ%s\ . -
AN ("Zd) j 7 ‘M“dzﬁ 2— = HAX iﬁ ,\);:L-ir',;upvkz I\w\m—;m/x.\
4% & Hermw e mude dededat

Priklad 11.2. Dokazte ¢ast (b) pfedchoziho tvrzeni, kdyz vite, Ze je dudlnim ke tvrzeni

(a).

Protoze (24, C, N, U) je svaz, budeme studovat vlastnosti této celkem pfijatelné struktury
v néasledujicim prikladu.

Piiklad 11.3. Uz vite, Ze struktura 24 je pologrupa vzhledem k operacim sjednoceni a
pruniku (viz zacatek kapitoly 2, prvni véta v té kapitole) — zkuste jesté operace priniku a
sjednoceni vice prozkoumat a najdéte néjakou jejich dalsi vliastnost: bud vlastnost oddélené
jedné z téchto operaci, nebo vlastnost vzajemné interakce obou z nich.

Projdéme tedy jesté jednou jednotlivé vlastnosti priniku a sjednoceni, a pridame si i
vlastnosti, které jsmejesté neméli:

Mnoziny (1),(2),(3) Tyto vlastnosti plati.

Mnoziny (4) Neplati, inverzni prvky vzhledem k operacim U, N vétSinou neexistuji.
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Mnoziny (5) Plati ... sjednoceni a prinik nezalezi na pofadi vstupujicich mnozin.

Mnoziny (6) Plati oboustranné tj. operace N, U lze v distributivnim zékonu zaménit:
pro podmnoziny X, Y, Z mnoziny A:

ZN(XUY)=(ZnX)u((ZnY) (6a),

20 (XaY) = (%UX)(\(?’UV)

Dikaz téchto rovnosti jsme provedli jen schematicky pomoci tzv. Vennovych dia-
gramu, ve kterych Srafujeme danou mnozinu na 1évé strané rovnosti, pak na pravé
strané rovnosti a vysledek porovname — viz obrazky pod jednotlivymi tvrzenimi.

No to je teda bomba, to je ultravlastnost!! Operace priniku a sjednoceni jsou navza-
jem distributivni v obou smérech!! Ta mnozina vSech podmnozin je skutecné zvlastni
struktural!!
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Mnoziny (anti-7) (rozsifeni rovnosti) Pro kazdé dvé podmnoziny plati
X=Y=XNZ=YNZ XUZ=YULZ

Toto plati vzdy pro podmnoziny dané mnoziny, podobné jako (anti-7) plati v kazdém
grupoidu ... stac¢i, aby struktura byla uzaviena na danou operaci a vysledek operace
existoval (vlastnost (1)).

Mnoziny (7) (kraceni v rovnosti priniku) Plati nasledujici vztah?
XNZ=YNZ=X=Y.
(7a) Jak ukazuje nésledujici sken, i kdyby nékteré ¢asti diagramu byly bez prvki
(vyznaceno ve skenu) a platilo X N Z =Y N Z, tak obecné, pokud mnoziny X, Y

obsahuji dalsi prvky mimo sviij spole¢ny prunik, neplati zddana rovnost X =Y, ani
neplati diléi nerovnosti X CY, X D Y:

(7b) Analogicky existuji takové mnoziny, Ze
XUZ=YUZAX=Y;
Viz sken:




95

Mnoziny (18) Idempotence®® X N X = X, X UX = X plati téméf zfejmé, tim jsme se
uz zabyvali v predchozi kapitole, str. 45.

Mnoziny (19) (absorbce) Jednoduse pomoci mnozinovych Vennovych diagramii pro obé
strany rovnosti lze ovérit, ze plati pro kazdé dvé podmnoziny dané mnoziny

(XNY)uY =Y, (XuY)ny=Y. (19)

Prvni rovnost vyjadiuje, Ze prinik dvou mnozin je pohlcen (= absorbovan) sjedno-
cenim s libovolnou z nich (tedy plati téz (X NY)U X = X), druhd rovnost pravi,
ze sjednoceni dvou mnozin je pohlceno (absorbovdno) prinikem s libovolnou z nich
(tj. pfeznacenim X za Y lze psat také (X UY)N X = X.

Mnoziny (20) (modularita) Zabyvejme se chvili otdzkou, zda plati pro kazdé dvé pod-
mnoziny dané mnoziny vztah

XUulynz)y=(Xuy)nz. (20)

Tato rovnost pfipominé asociativitu (2), ale nyni jsou v ni zahrnuty dvé operace.

A kdyby platila, byla by to tedy supervlastnost, protoze interakce dvou operaci by

nezalezela na uzéavorkovani, to by byl teda gdl. Z Vennovych diagrami vidime, ze
vlastnost neplati:

\
\
\

S
N

\"\

) % o(Xad) 2 (KXo

Ovsem je vidét, ze plati inkluze
VXY, Z: XU(lYnZ)D(XUuY)nZ

Tuto inkluzi (¢esky: vlastnost ,,byt podmnozinou®) bychom mohli nazvat jako polo-
modularitu®® nebo cizim slovem semimodularitu, pfi¢emz rovnost nastane jen tehdy,

kdyz X — Z = (.

35P¥isti rok, pokud budu piedniset, tato vlastnost bude mit ¢islo 8, vlastnost (19) é&slo 9 a vlastnost
(20) ¢islo 10 — v letnosnim skolnim roce uz to asi neni rozumné pireéislovat. Tak budou vlastnosti (1) az
(10) pfedstavovat riizné mozné vlastnosti operaci. P¥i letosnim oznadeni (1) az (7), (18), (19), (20), I am
sorry.

36Pomticka k zapamatovani této ptirozené polomodularity: vnéjsi sjednoceni (= sjednoceni pred zévor-
kou) je nadmnozinou, podobné jako spojeni dvou prvki je vétsi nebo rovno jednotlivym prvkam.
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Mnoziny modif-(20) (modifikovand modularita) Z jistych divodi se pfi studiu mnozin

a svazu pouziva vlastnost tzv. modifikované modularity — do predpokladii modularity
pridavame podminku X C Z. Je to pravdépodobné proto, ze situace srovnatelnych
prvki X, Z je vétsinou ta, kterd nas zajima. U mnoha vlastnosti je jedno, zda
mnoziny X, Y, Z maji néjaké dalsi prvky mimo své vzajemné priniky, ale zde u
vlastnosti (20) je snad zajimavéjsi sledovat situaci za podminky X C Z. Tak tedy:

e VXY, Z: XCZ=XU(YNZ)=(XUY)NnZ. (modif-10)

A u mnozin plati modifikovand modularita jako rovnost! Lze snadno odtusit kresle-
nim Vennovych diagramii:

ez == Xul¥nZ) = (XoY)nZ

P¥echod: Svaz (24,C,N,U) je tedy velmi zajimava struktura, protoze splituje vlast-

nosti (1),(2),(3), (5),(6), (18),(19),(20) (neni splnéno pouze (4) a (7) ze vSech deseti vlast-
nosti operaci, kterymi jsme se v tomto semestru zabyvali). Nespliiuje ovSem tato super-
struktura néco navic nez kazdy svaz s operaci priiseku a spojeni? Které z téchto vlastnosti
plati v kazdém svazu (S, <, 11, 1)37?

Svazy (6) Plati v kazdém svazu distributivita? To by pro interakei priseku a spojeni

4

-

muselo platit
zMN(xzUy)=(Nz)U(zMNy), zU(xNy)=(zUz)N(zUy).

Obecné zde neplati rovnost, jak ukazuje nasledujici priklad svazu, ktery se nazyva
pentagon:

Piiklad 11.4. V pentagonu (viz nésledujici sken) obecné neplati zadna z distribu-
tivnich rovnosti, plati jen jednostranné nerovnosti:

37Vlastnosti (1) az (5) byly u svazii vlastné provéeny v predchozi kapitole v rdmci studia polosvazii —
totéz lze Fici i ve svazech, tj. svazy (respektive operace prisek a spojeni v nich) nespliiuji (3),(4).
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Priklad 11.5. V diamantu (viz nésledujici sken) obecné neplati zadna z distribu-
tivnich rovnosti, plati jen jednostranné nerovnosti:

\ un(xwwjﬁu(ms
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Zd4 se ovSem, Ze jednostranné nerovnosti plati, tedy vzhledem k (6) jsou svazy
polodistributivni = semidistributivni!

Véta 11.6. V kazdém svazu (S, <,M,U) plati Vo, y,z € S:

e 2M(zUy) > (zMNzx)U(2My), (6a)

(6b)

e zU(zMy)d(zUx)N(zUy

~—

Pomtcka k zapamatovani (6a),(6b): prekvapivé plati ty nepfirozené ¢asti, ty, které
bychom neodvodili z operace pruseku ¢ spojeni z definice. (6a) ... vnéjsi prisek je
nad spojenim zavorek, (6b) ... vnéjsi spojeni je pod prusekem zavorek. Tj plati jen
jednostranné nerovnosti, ale ,zrovna ty silné, ty, které bychom nehédali ¢i necekali,
ze budou platit®.

Dikaz: Dokazme (6a), pak dudlni vztah (6b) je ke cviceni pro studenty:
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@ Piiklad 11.7. Dokazte vztah (6b) pro svazy.

Svazy =-anti-(7) (rozsifeni rovnosti) Z rovnosti # = y plyne v kazdém svazu, ze

rMz=yMNz, zUz=yUz.

Svazy <J-anti-(7) (rozsifeni nerovnosti) Plati téz, tj. pro z <y plati v kazdém svazu, Ze

e a)xMz<JynNz;

eb)zxllzdyllz.

Tyto vztahy je ovSsem potieba dokazat, protoze nevime presné, co vse lze od obecného
usporadani cekat:
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Svazy (7) Kraceni platilo jen v grupé, a neplati v mnozinach — da se tedy cekat, ze
nebude platit ani ve svazech, které jsou pologrupy vhledem ke operaci priseku a
spojeni. A opravdu, nasledujici priklad ukazuje, ze kraceni neplati ani pro rovnost,
ani pro nerovnost, ani pro prusek, ani pro spojeni. Vyuzijem piitom svaz zvany
pentagon jesté jednou:
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Svazy (18) (idempotence) Uz bylo probrano v predchozi kapitole, idempotence operaci
prisek a spojeni plati v kazdém piislusném polosvazu, tedy i ve svazech.

Svazy (19) (absorbéni zédkony pro svazy)
ﬁ Véta 11.8. Pro svaz (S, <,M,U) plati tzv. absorbéni zdakony (19)
Ve,ye St 19a) (zNMy)Uy=y, 195) (zUy)MNy=y.

Absorbce = pohlceni. Vlastnost a): priisek dvou prvki je pohlcen (= absorbovén)
spojenim s kterymkoli z nich;
Vlastnost b): spojeni dvou prvki je pohlceno (= absorbovano) prisekem s kterymkoli

z nich.
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Dikaz: Dokazeme jen tvrzeni a), a pak totiz tvrzeni b) plyne z tvrzeni a), protoZe

je k nému dudlni:
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&f‘:\ Priklad 11.9. (ve dvojici ¢i trojici) Dokazte vztah (b) z pfedchozi véty podrob-
& il

Svazy modif-(20) U mnozin platila v modif-(20) rovnost, nyni plati u svazi pouze
nerovnost, jak je vidét opét z prikladu pentagonu:

/ 4, olz.Acmmf‘uL) xu(.v "'H‘L) 'a(x'--l Nk)”'ﬁk i
‘\ ~T G

Pomiicka k zapamatovani modifikované semimodularity: vnéjsi priisek je nepfirozené
nad (= vétsi nebo roven), vnéjsi spojeni je nepiirozené pod (= mensi nebo rovno).
Vztah je tzv. autodudlni, tj. dudlni k sobé samému, neexistuje zaddny jiny vztah
modifikované semimodularity.

- oragabd el e g nanovol,

ﬁ Véta 11.10. V kazZdém svazu plati vlastnost modif-semi-(20), tj.
Ve,y,z: <z = aU@yNz) Jd(zUy)Nz.
Dtikaz: Vztah je nyni jediny, jeho dikaz je opét v kategorii standardnich dikazi,

které vyuzivaji definice priseku jako infima (16a),(16b) a spojeni jako suprema
(17a),(17b) dvouprvkovych mnozin:
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Zd4 se tedy, Ze struktura (24, C,N,U) vykazuje jesté lepsi vlastnosti nez obecny svaz
(S, <,M,U). Proto, abychom ve svazech zajistili pfesné to, co se odehrava v mnozinach,
tj. napfiklad vlastnosti modif-(20) a (6) a nikoli jen polovlastnosti, musime jesté k definici
svazu pridat dalsi podminky. Které? Smérujeme ke struktuie, které se rikd Booleova alge-
bra, kde 24 je piikladem Booleovy algebry. Ale na to uz nebudeme mit nyni ¢as — mozna
az v algebfe 3.

Posledni poznamka na zavér studia svazii: 1ze definovat pojem podsvazu jako podmno-
zinu svazu, ktera je uzaviena vzhledem k operacim priseku a spojeni. To je ovSsem pojem
prirozeny a lze jej ocekavat.

V kazdém svazu existuje prisek (¢i spojeni) dvou prvki, a tedy existuje téz priisek
(spojeni) k prvku x; Mxe M. ..Mz Dalsim smérem matematického zkoumani je rozsifeni
operace spojeni a priiseku na nekoneé¢né mnoho prvkia®®

38Kopka, str.72-73.
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Definice 11.11. Pokud v daném posetu S existuji infima a suprema vsech jeho nekonec-
nych podmnozin M, oznaCujeme operace zobecnény priisek

M, M :=inf M i pro M nekonec¢nou, (21)

zobecnéné spojeni

L, M :=inf M i pro M nekonec¢nou. (22)

Struktura (S, C,M,,L,) se nazjva Gplny svaz.

Priklad 11.12. MnozZina pfirozenych ¢isel s klasickym usporddanim < je svaz, ale neni
to uplny svaz, protoze neexistuje supremum celé nekone¢né mnoziny N. Podobné mnozina
Z je svaz, ale neni Uplny svaz, protoze v ni neexistuje napi. supremum podmnoziny vSech
kladnych celych ¢isel, nebo infimum podmnoziny vsech zapornych celych ¢isel.

Na studium tplnych svazi zde nyni uz neni prostor (vice viz Kopka, str.72-82). Pozna-
menejme zde jen, Ze pojem mé smysl u nekoneénych mnozin, protoze kazdy koneény
svaz je soucCasné i uplny svaz. Proto by vice detaili mohlo nasledovat v pfedmétu
Algebra 3 nebo v magisterském predmétu Teorie mnozin, ktery se zevrubnéji zabyva
mnozinami nekonecénymi. Kazdopadné pojem uplného svazu sméruje k zajimavému
hlavnimu vysledku, ze kazdy poset lze izomorfné vnorit do tplného svazu (Mac
Neillova véta), jehoz vedlejsim produktem je popis konstrukce mnoziny redlnych cisel
jako tiplného svazu, do kterého lze izomorfné vnofit svaz @ racionalnich &isel*.

Z této kapitoly by studenti méli znat: 1) Definici tplného svazu a piiklad svazu,
ktery neni uplny; 2) dk. véty 11.1; 3) vyslovit a dokazat (pomoci Venovych diagrami)
nékteré z vlastnosti priniku a sjednoceni mnozin, zejména vlastnosti (6), (19) a modif-(20);
4) vyslovit a dokazat nékteré vlastnosti svazi, zejména semi-(6), (19) a semi-modif-(20).

39Pozor, slovo ,uplny* nyni neni vzato z terminologie Gplné relace — v uplném svazu nadile mohou
existovat nesrovnatelné prvky. Spise se zde mini iplnost vzhledem k supremim a infimim — Gplny svaz
obsahuje i infima a suprema svych nekoneénych podmnozin, coz v obyc¢ejném svazu platit nemuselo.

40Mnozina Q totiz neobsahuje suprema a infima nékterych svych nekoneénych podmnozin — kdyZ mno-
zinu @ o tato infima a suprema doplnime, dostaneme mnozinu R.
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12 Vysledky nékterych priklada

12.1 Vysledky ke kapitole 8 — relace, usporadané mnozZiny

Viz priklad 2: reflexivni relace je reprezentovana smyckami u vSech prvki (jednickami
na celé hlavni diagonale), antireflexivni relace nepfitomnosti smycek (nepifitomnosti
jednicek na hlavni diagonale), symetricka relace mé pro kazdou sipku téz Sipku v opaéném
smeéru, antisymetrickd relace nemiize mit oboustranné sipky mezi dvéma riznymi prvky,
tranzitivni relace musi pro napi. Sipku od a do b a od b do ¢ obsahovat i sipku od a do c.

Viz priklad 4: Studenttim by mélo byt jasné, ze napt. antireflexivni relace neni negaci
relace reflexivni, ale Gplnym protipélem reflexivni relace — tj. Ze existuji relace s néjakou
smyckou, které nejsou ani reflexivni, ani antireflexivni. Podobné u tranzitivni relace
nemusi byt vSechny mozné tranzitivni spoje prvky relace, ale jen ty, které jsou vynuceny
Sipkami v posloupnosti t¥i prvki (tj. zRy a yRz vynucuji Sipku zRz).

Viz ptiklad 5: R je reflexivni a tranzitivni, tedy kvaziusporadani. Je dtlezité si
v8imnout, Ze relace R neni antisymetrickd, protoze naptiklad 3|(—3) a (—3)|3, ale odtud
neplyne 3 = —3. Neni ani symetrickd, protoze pokud 3|6, neplyne odtud, Ze 6|3.

Viz piiklad 7: ad a) muze ale jen podmnozina reflexivni relace, bez Sipek mezi riznymi
prvky;
ad b) jedind relace je soucasné ekvivalence i usporadani, a sice samotna reflexivni relace
xRx Vx € M. To neni zajimavy piiklad ani ekvivalence (kazdy prvek je v relaci jen se
sebou samym), ani uspofadani (vSechny prvky jsou navzajem mezi sebou nesrovnatelné —
k jejich ,vzdjemnému usporadani® vlastné nedoslo).

Viz priklad 8: ad a) R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, tedy usporadani.
ad b) R je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, tedy ekvivalence.
ad ¢) R je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, tedy usporadani.
ad d) R je pouze reflexivni, jinak nic rozumného nelze Fici.

Viz piiklad 11: ad i) a) v jedné t¥idé rozkladu lezi zlomky, které lze zkratit na stejny
zakladni tvar;
b) mnozina M /E] je mnozina v8ech raciondlnich ¢isel (vSechny zlomky upravitelné na

tentyz zékladni tvar jsme ztotoznili v jedno racionélni ¢islo).
ii) Relace je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni, takze je to usporadéni!!

Viz piiklad 13: Ne, protoze neni antisymetricka. Ale (Z/g) uz je poset, pokud relace £
ztotoziuje 3, —3 do jednoho prvku [3], déle 4, —4 do jednoho prvku [4], atd. a uprostied
nulu nechava nulou a oznacuje ji jako [0]. Tim pédem jsme dostali strukturu Ny, kde
relace délitelnosti je uz antisymetrickd (pro zadné rizné prvky (x # y) neplati z|y Ay|z).

Viz piiklad 15: ad a) [1,1], [2,2], [3,3], [4.4], [1,2], [2,3], [1,3], [1,4], [4,3], [1,3].
ad b) [1,1], [2,2], [3,3], [4,4], [3,4], [4,1], [3,1], [4,2], [3,2].
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12.2 Vysledky ke kapitole 9 — vyznacné prvky v usporadanych
mnozinach

Viz priklad 7: Jedna se o poset zobrazeny na titulni strané textu Kopka: obrazek 20.

Obréazek 20: 27 pro P = {1,2,3,4}.

Viz piiklad 10: ad a) sup{a,d} = ¢, sup{e, f} =e.
ad b) sup M neexistuje, protoze mnozina hornich zavor {b, ¢, d} nema nejmensi prvek.

Viz priklad 16: Neizomorfnich posett na t¥iprvkové mnoziné je pét — viz obrazek:

]

Viz priklad 17: Neizomorfnich poseti na ¢tyiprvkové mnoziné je Sestnact — viz obrazek
21.

12.3 Vysledky ke kapitole 10 — polosvazy, svazy

Viz piiklad 2: ad i) 4M7=2,6M2=2,7MN7=7,3U7 =6, 6LU8 = 6; jedna se o prusekovy
i spojovy polosvaz;

ad ii) 6 M3 = 7, 6 U 3 neexistuje. Jedna se o prisekovy polosvaz, ktery neni spojovym
polosvazem.
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Obrazek 21: VSechny navzajem neizomorfni ¢tyfprvkové posety.

ad iii) 5 U7 = 10, 2 M 3 neexistuje, 2 M 7 neexistuje. Jednd se o spojovy polosvaz, ktery
neni prisekovym polosvazem.

ad iv) 4715 neexistuje, 2113 neexistuje. Tedy dany poset neni ani priisekovym, ani spojovym
polosvazem.

12.4 Vysledky ke kapitole 11 — dalsi vlastnosti svazu
Viz priklad 2: Dikaz véty e <y & x Uy = y:
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Viz piiklad 7: Dukaz distributivity (6b) s vnéjsim spojenim:
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Viz priklad 9: Dilkaz absorbce spojeni priisekem:
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