4 SVAZY JAKO ALGEBRAICKE
STRUKTURY

V této kapitole rozvineme zaklady teorie svaza. Pfitom se na svazy
budeme divat jako na algebraické struktury se dvéma operacemi. Zavedeme relaci
byt podsvazem*“ a budeme vénovat pozornost predev§im podsvaziim, které se
nazyvaji idedly a filtry. Ukdzeme, jak je mozné z danych svazi konstruovat nové
svazy pomoci direktniho soucinu. Zavedeme pojem svazovy homomorfismus
a dokdzeme, Ze je specidlnim pfipadem posetového homomorfismu. V zavéru
kapitoly ukdzeme, Ze v§echny svazové kongruence daného svazu S davaji prehled
o vsech homomorfnich obrazech svazu S. V kapitole je fada pozndmek upozornu-
jicich na analogie teorie svazi s teorii grup.

4.1 Svazy jako algebraické struktury

V kapitole 2 jsme definovali svaz jako specidlni poset. ProtoZe tato
definice vlastné patii do teorie mnozin, budeme ji v dal$im textu &asto nazyvat
mnozinovou definici. Nyni ukdzeme, Ze svaz je mezné zavést téZ jako uréitou
algebraickou strukturu se dvéma bindrnimi operacemi. Této druhé definici bude-
me proto fikat algebraicka definice. Zvolime zde obdobny postup jako
v kapitole 2, tzn. nejprve vyslovime algebraické definice polosvazii a potom pomo-
cI nich vytvoiime algebraickou definici svazu. Z provadénych tvah vyplyne, Ze
obé definice svazi jsou ekvivalentni.

Po vysloveni mnozinové definice prusekového polosvazu (viz def. 2.1) jsme
dokazali, Ze operace r je idempotentni, komutativni a asociativni. Nyni ukazeme,
Ze tyto tfi vlastnosti prisekovy polosvaz jednoznaéné charakterizuji.

Véta 4.1. Necht (P, r—|) Je algebraicka struktura s jednou bindrni operaci, pro
kterou plati:

> (Vx,ye P)xmy=yrx komutativnost (4.1)
> (Vx,y,zeP)(xmy)mz=xn (ym2) asociativnost (4.2
(VxeP)xmx=x idempotence (4.3)
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Pak mnozina P tvori priisekovy polosvaz vzhledem k uspordddni definovanému
takto:

(Vx,ye P)x=ye xny=x, (4.4)
pFicemz x m y je infimum mnoZiny {x,

Poznamka. Definici relace = v mnoziné P jsme si pripravili ve vét& 2.6, kterd je dokazatelnd
v libovolném prisekovém polosvazu.

Duikaz (véty 4.1). Dikaz rozdélime na dvé ¢asti. V prvni ¢asti dokazeme, zZe
relace = v P je usporadan, tzn. ze dvojice (P, =) je poset. V druhé casti ukdzeme,
7e vztah mezi zadanou operaci — a definovanou relaci = je vyjadfen formuli

(Vx,ye P) x~y=inf {x, ). (4.5)
L. Dokazeme, e relace = v mnoziné P je a) reflexivni, b) antisymetrickd,
¢) tranzitivni. Necht x, y, z jsou libovolné prvky z P, pak:
a) z formule (4.3) vyplyva formule (Vx e P) x = x
b)l.x=yay=x Piedpoklad
2.Xmy=XAymx=y Podle (4.4) na f. 1.
x=y Podle (4.1) na f. 2.
Jl.x=yay=: Ptedpoklad
2.Xmy=XAymz=y Podle (4.4) na f. 1.
3.xmz=(xmy)rnz= Pomoci . 2 a formule (4.2).
=xr1(y|—|z)=xmy=x
x=z Podle (4.4) na f. 3.
II. Dokézeme, Ze pro prisek libovolnych prvku x, y € P plati a) formule (2.5)
a b) formule (2.6). —
a)l.(xmy)nx=(xmx)my=xny Podle (4.1), (4.2), (4.3).
Xmy=x Podle (4.4) na f. 1.
Obdobné se dokaze x my = y. w
b) Necht z je libovolny prvek z P, pro ktery plati:
l.z=xAz=2Yy Predpoklad
2.ZzmX=zZAZRy=2Z Podle (4.4) na . 1.
3.(xmy)mz=xm(ymz) = Pomoci f. 2 a formuli (4.1), (4.2).
=XmnZ=12Z
zSxmy Podle (4.4) na f. 3.
Piistupme k algebraické definici priasekovcho polosvazu.
" Definice 4.1. Algebraickd struktura (P, m) se nazyvd prasekovy polosvaz, pravé
kdy? je tato struktura komutativni, asociativni a kazdy prvek z P je vzhledem
k operaci m idempotentni. Uspordddni v P Ize definovat formuli (4.4).
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Mnozinova definice 2.1 priisekového polosvazu je ekvivalentni s algebraickou
definici 4.1. Zopakujme: Zavedeme-li prisekovy polosvaz jako specidlni poset
definici 2.1, Ize v ném dokdzat identity (4.1), (4.2) a (4.3) a plati v ném také formule
(4.4). Pokud naopak zavedeme priisekovy polosvaz definici 4.1 jako algebraickou
strukturu s jednou operaci m, da se v této struktufe vhodné dodefinovat uspofada-
ni = (viz formule (4.4)) tak, Ze operace m ma k tomuto usporadani pravé takovy
vztah, jaky pozadovala mnozinova definice (viz formule 4.5).

K véte 4.1 Ize vyslovit vétu dudlni a obdobné k definici 4.1 Ize vyslovit definici
dudlni.
Vi
 Véta d.1'. Nechi (P, u) je algebraickd struktura s jednou bindrni operaci, pro
kterou plati:

(Vx,yeP)xuy=yux komutativnost ~ (4.1')

4.1
(Vx,y,ze P)(xuyuz=xu(yuz) asociativnost (4.2')
4,

(VxeP)xux=x idempotence (4.3)

Pak mnoZina P tvori spojovy polosvaz vzhledem k usporadani definovanému
(Vx,yeP)x=ye xuy=y, (4.4)
pFicemz x L y je supremum mnoZiny {x, y}.

Definice 4.1'. Algebraickd struktura (P, L) se nazyvd spojovy polosvaz, prdvé
kdy? je tato struktura komutativni, asociativni a kazdy prvek z P je vzhledem
k operaci ui idempotentni. Uspordddni v P lze definovat formuli (4.4').

Pozndmka. V definicich (4.1) a (4.1') jsme zavedli algebraické struktury s jednou operaci. Pokud
chceme vytvofit strukturu s alespont dvéma operacemi, pak se mezi pozadavky kladenymi izolované na
tyto operace musi vyskytnout i pozadavky, které je ,,vhodné vdzi“ dohromady. Tim zajistujeme, 7e
nosic struktury spolu s témito operacemi tvofi ,piijatelny celek“. Tuto situaci jsme poznali napf. pri
zavadéni okruhd, v nichZ ,,svazujeme“ operace + a + pomoci distributivnosti. V nasem ptipadé budou
hrat roli ,,spojovacich axiomii“ pozadavky absorpce, tj. formule

(Vx,yeS)xm{xuy) =ux (4.6)
(VryeS)xu(xmy) =x (4.6)

A nyni jiZ madme pfipraveno v§e k vysloveni algebraické definice svazu.

-

" Definice 4.2. Algebraickd struktura (S, m, 1) se nazyvd svaz, privé kdys v ni

" platiformule(4.6),(4.6') a dile kdy? struktury(S, s} a{S, ) jsou po fadé spojovym
. a prusekovym polosvazem. Uspordddni ve svazu S lze definovat kteroukoli z for-
"muli(4.4) a (4.4').

Mnozinova a tato algebraicka definice svazu jsou ekvivalentni, nebot i poza-
davky absorpce jsme dokdzali na zdkladé mnozinové definice. Z toho vyplyva, ze
vsechny véty, které jsme doposud o svazech uvedli, ziistanou v platnosti i pfi tomto
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algebraickém pojeti. Také je znovu dobfe vidét platnost principu duality, protoze
zékladni pozadavky kladené na obé svazové operace jsou stejné. Poznamenejme,
7 pii bliz§im zkoumani definice 4.2 se ukaze, ze obsahuje nadbytecné pozadavky.
Idempotence libovolného prvku vzhledem k obéma operacim je jiz dokazatelna
(viz cv. 4.1).

Poznamka. Mnozinovd i algebraickd definice tedy zavadg&ji pfesné tyZz matematicky objekt zvany
svaz. Kazdd z nich viak bere za své vychodisko jeho jinou stranku. Tradi¢né se v ucebnicich algebry
zavadi svaz nejprve jako poset a teprve potom jako algebraicka struktura®). Tak jsme to také udélali my.
Zatimco mnozinova definice je velmi intuitivni a dovoluje (i diky Hasseovym diagramim) dobfe
vniknout do problematiky, je druhd definice, jak se pozdéji ukdze, vhodnéjsi pfi vlastnim rozvijeni
teorie svazi. Pohlizime-li na svazy jako na algebraické struktury, pak miZeme vyuzit i mnoha zkuse-
nosti, které mdme s budovanim teorif jinych algebraickych struktur (pfedevsim grup a okruhu).

Je ziejmé, Ze nyni se miZeme na svazy divat jako na usporadané algebraické
struktury. ,,Vhodné chovani* operaci m a u vzhledem k usporadani = ukazuji
napf. formule (2.21) a (2.21"). Svaz bychom proto mohli zapisovat i jako Ctvefici
(S, u, m, =). Pi tomto algebraickém pojeti svazu S budeme nékdy dvojici (S, =)
nazyvat posetova cdst svazu S.

Na zavér ¢lanku znovu zdliraznéme, Ze je jedno, zda se nyni budeme na svaz
divat jako na uréity poset nebo jako na uréitou algebraickou strukturu se dvéma
operacemi. V dal$im textu vSak bude prevlddat druh€ hledisko.

4.2 Podsvazy

Z praktickych divodi jsme o bindrni relaci ,,byt podsvazem* hovofili uz

na konci kapitoly 2 a v souvislosti s tim jsme vyslovili i jeji definici. Nyni se budeme
touto relaci zabyvat podrobnéji a ukdzeme nékteré jeji dulezité vlastnosti. Nejprve

vyslovime jesté jednou definici a to tak, aby odpovidala naSemu pojeti svazu jako T e
algebraické struktury. Pozdéji ji porovndme s diivéjsi definici 2.4. ls..a]=[b
Definice 4.3. Svaz (A, ﬁ/, D) se nazyvd podsvazem svazu (S, m, u), pravé kdyz Piisimsay poset (4 <

A < S a operace = a T jsou ziiZenim operaci m a L na mnozinu A. Pokud A < S,
pak se A nazyvd vlastni podsvaz svazu S.

Definice 4.3 se nékdy vyslovuje také takto: Podmnozina A svazu § tvoii pod- ==
svaz svazu S, pravé kdyz je uzaviend vzhledem k operacim m a u. K formulaci g, €
definice 4.3 jesté poznamenejme: protoze zizené operace v mnoziné A si pone- —
chdvaji viechny vlastnosti, které jsme pozadovali po svazovych operacich v defini-
ci 4.2, je podsvazem A svazu S skutecné svaz. 0

Pouze v definici 4.3 jsme operace v A znadili jinak nez operace v S. V dalsim
textu budeme opét znacit operace i jejich zizeni stejné.

, Prikiady 43 Necir

*) V nékterych knizkach se to viak provadi prakticky soucasne. ot TR —
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Pienechdme ¢tendfi, aby sam vyslovil definici relace byt podpolosvazem*
mezi prusekovymi polosvazy, popf. mezi spojovymi polosvazy. Protoze polosvazy
jsou specidlni komutativni pologrupy, bude se vlastné jednat o definici relace ,,byt
podpologrupou®,

Priklad 4.1. Uvazujme v mnoziné N a) mnozinu M, viech délitel &isla 24,
b) mnoZinu M, vsech délitelt &isla 30. Zavedeme-li v N operace prusek a spojeni
takto:

xmy=¢D(x,y)  xuy=4nlx,y),

pak mnoziny M, , M, tvoii podsvazy svazu (N, u, m). Uréujeme-li totiz pro libovol-
né dva prvky z M, nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény ndsobek, pak je
vysledek stejny v M, i v N. Obdobné je tomu i pro M, . Uspofadanim je v téchto
svazech relace | (viz piiklad 2.5 a 2.4). Posetova &ast (M,, |) je podposetem
posetové Cdsti (N, |) a obdobné je tomu i pro M, .

Priklad 4.2. Je-li ddna v roviné o kartézskd soustava soufadnic, pak kazdy bod
této roviny je jednoznacné popsan pomoci dvojice redlnych &isel. Necht mnoZina
§ = R x R a operace v § jsou zavedeny takto:

[al ) az] n [b, by] = [min (a1, b,), min (a2, bz)]

[a;, @] ulb,, b,] =4 [max (;, by), max (a5, by)]
Prenechdme Ctendfi, aby ovéfil, Ze algebraicka struktura (S, U, m) je svaz. Uvazuj-
me dale mnozinu A bodil znazornénych na obr. 25a. Je zfejmé, Ze mnozina A je
uzaviend vzhledem k obéma svazovym operacim, a proto tvoii svaz, ktery je navic

podsvazem svazu S. Pokud bychom ve svazu S potiebovali definovat uspoiadant,

muZeme to v souladu s formuli (4.4) udélat takto:
[ai, @] =[b), b)) g a,<b na,<b,

Piislusny poset (A, =) je zndzornén na obr. 25b a je podposetem posetu (S, =).

)|
1 g

et
EELa

I c

[T

] | l L X d b
0

q) b) a

Obr. 25

Priklady 4.3. Necht je ddna grupa G, pak svaz N(G) vsech normélnich podgrup
grupy G je podsvazem svazu L(G) vech podgrup grupy G.
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Necht je dan okruh M, pak svaz vsech idedlu okruhu M je podsvazem svazu
vSech podokruhti okruhu M.

Velmi dileZité jsou podsvazy svazu P(M), kde P(M) je potence mnoziny M. Ty-
to podsvazy jsou uzaviené vzhledem k mnozinovym operacim na v a nazvali jsme
je okruhy mnozin (viz def. 2.3).

Pfedevsim zavéry prikladu 4.1 a 4.2 nds mohou motivovat k vysloveni nasledu-
jicl vety.

Véta 4.2. Jestlize je svaz (A, m, L) podsvazem svazu (S, M, w), pak je i posetovd
&ast (A, =) podposetem posetové Cdsti (S, =).

Diikaz. Necht x, y jsou libovolné prvky z A, pro néZ plati:

1. x=5y Predpoklad

2.xuy=y vS Podle (4.4') na f. 1.

3.xuy=y vA Podle def. 4.3 na t. 2.

x=,y Podle (4.4') na f. 3.

Obdobné lze dokdzat, Ze z x =, y plyne x =; y.

Dusledkem véty 4.2 je to, Ze obé definice podsvazu, tj. definice 2.4 i definice
4.3, jsou skuteéné ekvivalentni. Upozornéme jesté, ze obraceni véty 4.2 neplati.
Jiz jsme &tenafi ukdzali, Ze svaz L(G) z piikladu 2.11 je podposetem svazu P(G)
2 piikladu 2.7, neni viak jeho podsvazem (operace L v L(G) neni ziiZenim operace
L v P(G)). Jesté ndzornéji tuto skuteénost ukdze nasledujici jednoduchy priklad.

Piiklad 4.4. Na obr. 26a,b jsou znazornény dva svazy S; a §,. Je vidét, ze
posetova Cdst svazu S, je podposetem posetové Casti svazu S,. Svaz S, vsak neni
podsvazem svazu S, , protoZe operace ui V §, neni ziZenim operace L v S,. V S,
plati b u f= e, zatimco v S, plati b u f = d.

a) Obr. 26

Na zavér predchozich ivah muzeme fici toto: Jestlize poZadujeme, aby operace
ma L ve svazu A byly ziiZzenim operaci ve svazu S, pak je tento poZadavek silnéjsi
ne? pozadavek, aby uspofddani v A bylo ziZenim uspoiadani v S.

Nékteré podsvazy daného svazu § miiZzeme sestrojit pomoci tohoto lemmatu.
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Lemma 4.1. Necht' S je svaz, a,b jsou libovolné proky z S, pak mnozina A vsech
prokii x € S takovych, Ze a = x = b, tvoFi podsvaz svazu S.

Lemma 4.1 zahrnuje nékolik piipadu:

a) Pokud a X b nebo b < a, pak A = 0.

b) Pokud a = b, pak A = {a}.

c) Pokud a < b, pak A je uzavieny interval [q, b].

Dulezitymi podsvazy daného svazu S jsou také poéateéni a koncové intervaly
piislusné k jeho libovolnému prvku. Jestlize je tedy a € S, pak («, a] a [a, —) jsou
podsvazy S. Naproti tomu otevieny interval (a, b) nebo polouzaviené intervaly
(a,b], [a, b), kde a, b € S, nemusi tvofit podsvazy svazu S, protoze ani samy o sobé
nemusi tvofit svazy.

Mnozinovym prinikem libovolnych dvou podsvazi A,, A, svazu S je opét
podsvaz svazu §. Jestlize totiz x,ye A, n A,,pakixmyaxuylezivA, n A,,
nebot tyto prvky patii do dvou podsvazia A,, A, svazu S. Vyslovené tvrzeni lze
rozsifit na libovolny systém podsvazi svazu S.

Lemma 4.2. Jestlize S je svaz a {A}; ., je libovolny neprdzdny systém jeho pod-
svazi, pak prunik (). A, je také podsvaz svazu S.

Kdyz si dile uvédomime, ze kazdy svaz S je podsvazem sebe sama, pak dojde-
me k zavéru, Ze vlastnost ,.byt podsvazem svazu S je uzavérovou vlastnosti
v mnoziné S (viz def. 3.4). Proto plati:

Lemma 4.3. MnoZina vsech podsvazii daného svazu S tvofi uplny svaz, jehoZ
nulou je @ a jednotkou je S.

Necht § je svaz a mnozZina M < §, pak také prunik systému vSech podsvazi
svazu S obsahujicich mnozinu M (tento systém je neprazdny, nebot uréité obsahu-
je svaz S) je podsvaz svazu S obsahujici mnozinu M. Na zakladé tohoto disledku
lemmatu 4.2, popf. 4.3 miZzeme vyslovit nasledujici definici.

Definice 4.4. Necht M je podmnoZina svazu S, pak svaz, ktery je priinikem vsech
podsvazii svazu S obsahujicich mnozinu M, se nazyvd podsvaz generovany mnozi-
nou M a znaci se [M]. Mnozina M se nazyvd mnoina generatorti svazu [M].

Necht § je svaz, pak na zdkladé lemmatu 4.2, popf. 4.3 mizeme fici, Ze pro
libovolnou mnozinu M < § svaz [M ] existuje a navic miZeme fici, Ze je to nejmensi
podsvaz svazu § obsahujici mnoZinu M. Svaz [M] ziskame tak, Ze na prvky mnozi-
ny M budeme aplikovat operace ~ a L.

Priklad 4.5. Uvazujme svaz A vSech délitelu ¢&isla 2*. 3%, jehoz Hassetv
diagram je znazornén na obr. 27. Pak podsvaz svazu A generovany mnoZinou
{2, 3} je v uvedeném diagramu zndzornén prazdnymi krouzky. Podsvaz svazu
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A generovany mnozinou {a, b, ¢}, kde a = 2° . 3°,b = 2> . 3’, ¢ = 2°, je znazornén
plnymi krouzky. Mnozinou generatora samotného svazu A je napf. mnozina
22822, 3.2 %, 3

Obr. 27

V obecném piipadé Ize fici, ze dvouprvkova mnozina {a, b} = S generuje ve
svazu § maximalné étyiprvkovy podsvaz {a, b, a m b, a u b}, zatimco tfiprvkova
mnozina {a, b, ¢} = S miZe v nekone¢ném svazu § generovat i nekone¢ny podsvaz.

Nasledujici. ¢lanek budeme vénovat dvéma dileZitym navzajem dudlnim dru-
hiim podsvazi.

4.3 Idealy a filtry

Jiz pti probirdni podposeti daného posetu v ¢l. 1.7 jsme se zminili
o dvou dilezitych druzich podposeti. Jsou to idealy a filtry. V tomto ¢ldnku
ukazeme nejdilezitéjsi vlastnosti téchto objekti, pokud se omezime na svazy.
Zopakujme, Ze idedlem I v posetu P rozumime kaZdou neprazdnou mnoZinu,
kterd je nahoru usmérnéna a je dolni. Protoze ve svazech mame k dispozici nejen
relaci =, ale také operaci L, je obvyklé, Ze se specidlné v nich vyslovuje definice
. idedlu takto:

Definice 4.5. Necht S je svaz, pak neprazdnd mnoZina I < S se nazyvd svazovy
ideal v S, prdvé kdyz plati:

(Vx,yeS)(er/;yeI):xuyeI (4.7)

(Vx,yeS)(xeIn y=x)=yel (4.8)

Jestlize I — S, pak se I nazyvd vlastni ideal.
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Z formule (4.7) vyplyvd, ze mnozina I je nahoru usmérnénd, nebot pro libovol-
nou mnozinu {x, y} < S existuje jeji horni zdvora v § — tou je napt. prvek x s .
Formule (4.8) fik4, Ze mnozina I je dolni. Kazdy svazovy idedl ve svazu § je proto
posetovym idedlem. ProtoZe také kazdy posetovy idedl ve svazu je svazovym
idedlem, budeme privlastek ,,svazovy“ vynechdvat.

Pfiklad 4.6. Kazdy svaz S je v.§ idedl. Pro libovolny prvek a svazu S je po¢ateéni
interval («, a] idedl. Pokud ma svaz S nulu, pak mnozina {0} je ideal.

Definice 4.6. Ideal / ve svazu S se nazyvd hlavni, prdvé kdyz existuje prvek a € S
takovy, Ze I = (<, a]. Jestlize O € S, pak ideal {0} se nazyvd nulovy.

Dualnim pojmem k pojmu idedl je pojem filtr. Filtrem F v posetu P rozumime
kazdou neprazdnou mnozinu, kterd je doli usmérnéna a je horni. Definici specidl-
né pro svazy vyslovime dudlné k definici 4.5.

Definice 4.5'. Necht' S je svaz, pak neprdzdnd mnozina F < S se nazyvd svazovy
filtr v S, pravé kdy? plati:
(Vx,yeS)(xe FAye F)>xrmyeF (4.7
(Vx,yeS)(xe FAx=y)=>yeF (4.8')
JestliZe F < S, pak se F nazyvd vlastni filtr.

Kazdy svazovy filtr ve svazu S je posetovym filtrem a také obracené. Piivlastek
»S$vazovy" budeme proto v dal$im textu vynechavat. Pro libovolny prvek a svazu
S je koncovy interval [a, —) filtr.

Definice 4.6'. Filtr F ve svazu S se nazyvd hlavni, prdvé kdyz existuje prvek a € S
takovy, Ze F = [a, -). Jestlize 1 € S, pak filtr {1} se nazyvd jednotkovy.

Nasledujici lemmata budou uddvat podminky ekvivalentni s podminkami (4.7)
a (4.8). Tato lemmata proto umoziiuji vyslovit jesté dvé jiné definice idealu, které
jsou vsak s definici 4.5 ekvivalentni.

Lemma 4.4. Nech?' S je svaz, pak neprizdnd mnozina I < S je idedl, pravé kdyz
plat: ,
(Vx,yeS)(xeIanyel)>xuyel (4.7)

(Vx,yeS)xel=>xmyel (4.9)
Lemma 4.5. Necht S je svaz, pak neprdzdnd mnozina I < S je idedl, pravé kdy?

plati:
(Vx,yeS)(xelnyel)e xuyel (4.10)

Dukazy téchto lemmat zaradime do cvicent stejné jako formulaci lemmat dudl-
nich k lemmatim 4.4 a 4.5.
Z definic 4.5 a 4.5’ bezprostredné vyplyva:




Lemma 4.6 (a 4.6'). Nechi' S je svaz s nulou (jednotkou), pak kazdy idedl (filtr)
ve svazu S tuto nulu (jednotku) obsahuje.

V definici idedlu I svazu S se iikd, Ze I je neprazdnd podmnozina svazu S. Vé-
nujme se proto otdzce, zda mnozina [ tvofi podsvaz svazu S, tzn. zda je
mnoZina I uzaviend vzhledem k operacim m a L. Uzavienost mnoziny / vzhledem
k operaci w popisuje formule (4.7). Ve formuli (4.9) se tikd, ze xmyel pro
libovolny prvek x eI a libovolny prvek y e §. Tim je viak zaruceno, Ze 1 pro
libovolnou dvojici prvki x, y € I je x m y € 1. Proto plati:

Lemma 4.7. Jestlize I je idedl ve svazu S, pak I je neprdzdny podsvaz svazu S.
Lemma 4.7'. Jestlize F je filtr ve svazu S, pak F je neprdzdny podsvaz svazu S.

Mnozinovym prinikem libovolnych idedli 7;, 7, ve svazu S je opét ideal ve
svazu S nebo mnozina . Odiavodnéni podejme piimo podle def. 4.5. Jestlize x,
y jsou libovolné prvky z I, n I,, pak prvek x u y patfido 1,11, a patii proto i do
I, n I,. Jestlize prvek x e I; n I,, pak viechna y = x, kde y € §, patii do 1,1 1,,
a proto patii i do I; n I, . Uvedené tvrzeni lze rozsifit na libovolny neprazdny
systém idealu v §.

Lemma 4.8. JestliZe S je svaz a{l}; ., je libovolny neprdzdny systém jeho idedlu,
pak prinik (.1, je idedl ve svazu S nebo mnozina Q.

Kdy7 si ddle uvédomime, Ze kazdy svaz S je idedlem v §, pak dojdeme k zaveru,
7e vlastnost ,,byt idedl svazu S nebo mnoZzina 9* je uzavérova vlastnost v mnozi-
né S (viz def. 3.4). Proto plati:

Lemma 4.9. Mnozina vSech idedlii daného svazu S doplnéna o mnoZinu § tvori
vzhledem k < uplny svaz, v ném# je nulou mnoZina O a jednotkou mnozina S.

Lemma 4.9'. MnoZina viech filtrit daného svazu S doplnénd o mnoZinu § tvori
vzhledem k < uplny svaz, v ném# je nulou mnoZina § a jednotkou mnoZina S.

Poznamenejme, ze pokud md svaz S nulu, pak uz samotnd mnoZina viech idealu
svazu § tvoii dplny svaz, jehoZ nulou je nulovy ideal {0}. V tomto ptipadé by proto
ani nebylo potieba pfiddvat k mnoziné ideali mnozinu ¢. Obdobné je tomu pro
filtry.

Necht § je svaz a neprazdnd mnozina M < S, pak také prunik systému vsech
idedlt svazu S obsahujicich mnozinu M (tento systém je neprazdny, nebot urcite
obsahuje svaz S) je idedl svazu S obsahujici mnozinu M. Na zdkladé tohoto dusled-
ku lemmatu 4.9 mizeme vyslovit nasledujici detinici.

Definice 4.7. Necht' S je svaz a neprdzdnd mnozina M je podmnoZinou S, pak
priinik vsech idedlii v S obsahujicich mnoZinu M se nazyvd ideal generovany mno-
Zinou M a znacise I;.
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Definice 4.7". Necht S je svaz a neprazdnd mnozina M je podmnoZinou S, pak
prunik vSech filtrii v S obsahujicich mnoZinu M se nazyvd filtr generovany mnozi-
nou M a znaéise F,,.

Pokud je mnozina M v definici 4.7 (4.7’) jednoprvkovd, tzn. plati M = {a}, kde
a € S, pak obdrzime hlavni idedl (hlavni filtr) svazu § generovany prvkem a. Znaci-
me ho bud /,, nebo (<, a] (F,, nebo [a, -)).

Necht § je svaz, pak na zdkladé lemmatu 4.8, popf. 4.9 miZeme fici, Ze pro
libovolnou neprazdnou mnozinu M < § ideal I,, existuje a navic lze fici, Ze je to
vzhledem k inkluzi nejmensi ideal svazu S obsahujici mnozinu M. Jestlize mad
svaz § nulu, pak nemusime pfedpokladat, Ze mnozina M # 0. Jestlize M = @, pak
I, ={0}. Dudlng, jestlize ma svaz S jednotku, pak opét nemusime predpokladat
neprazdnost mnoziny M. Jestlize M = §), pak F, ={1}. Nasledujici véty budou
popisovat, jak pomoci mnoziny M ziskame /,,, popt. Fy,.

Véta 4.3. Idedl I ve svazu S generovany neprdzdnou mnozinou M < S je mnozi-
na vsech takovych prvki x € S, pro néz plati x = a, u a, L ... u a,, kde a; jsou
proky z mnoziny M, tzn. I,, = {x € S; (3a,, a,, ..., a, € M)x=a,La,u.. L a).

Diikaz. Vyslovime pouze hlavni myslenku dikazu. Mnozina vsech takovych
prvku x spliujicich podminku uvedenou ve vété 4.3 musi byt obsazena v kazdém
idealu obsahujicim mnozinu M. Tato podminka vsak vznikla spojenim podminek
(4.7) a (4.8) z definice idedlu rozsifenych na k prvki. Proto je tato mnoZina jiz
idealem v S, ktery navic obsahuje mnozinu M.

Dusledky véty 4.3. Jestlize mnozina M < S obsahuje pouze prvek a, pak idedl
generovany mnozinou M je skutecné hlavni idedl a plati

Ia={xeS;xsa}=(<—,a].

Jestlize mnozina M < § obsahuje kone¢ny pocet prvki a,, a,, ..., a,, pak
idedl I generovany mnoZinou M je opét hlavni a Ize ho generovat prvkema = a, L
uau...ua,, tzn. Iy, = I,. Z toho vyplyva, ze také libovolny idedl kone¢ného
svazu je hlavni.

Vysloveni dualni véty k vété 4.3 i jejich dusledki pfenechdme opét Gtenafi.

Priklad 4.7. Uvazujme svaz A vsech celoc¢iselnych kladnych délitela ¢isla
2*. 3% jehoz Hasselv diagram je znazornén na obr. 28, pak idedl / generovany
mnozinou {a, b, c}, kdea=2°b=2".3ac=2.3, je hlavni ideal generovany
prvkem d =aw buc=2°.3. Tento idedl je znizornén na obr. 28 plnymi
krouzky.
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Obr. 28

Priklady 4.8. Uvazujme svaz (R, <) redlnych &isel. Tento svaz je sim v sobé
idedl, ale neni hlavni, protoze nema zadnou jednoprvkovou mnozinu generatoru.
Obecné ziejmé plati, Ze kazdy nekonecny svaz S nemajici jednotku je idedl v S,
ktery neni hlavni.

Uvazujme opét svaz (R, <), pak intervaly [5, 7) a [5, 9] generuji po fadé idedly
(<, 7) a (<, 9], z nichz druhy je hlavni.

Uvazujme fetézec {1_,' 3,57,..,6,4,2, O}, pak ideal generovany mnoZzinou
{x e N; x > 5 A x je liché} je mnozina viech lichych ¢isel. Tento idedl opét neni
hlavni.

Uvazujme svaz P(M), kde M je nekoneéna mnozina. Mnozina A viech kone¢-
nych podmnozin mnoziny M je idedl ve svazu P(M). Tento ideal neni hlavni.

V piikladu 1.28 jsme uvazovali poset P(R), ktery je dokonce svazem. MnoZi-
na K vsech otevienych intervalii obsahujicich uréité redlné cislo z generuje filtr
viech okoli bodu z ve svazu P(R).

Nyni uvedeme dvé lemmata davajici do souvislosti pojmy hlavni idedl a hlavni
filtr s podminkami rostoucich a klesajicich fetézc.

Lemma 4.10 (a 4.10'). Necht svaz S spliiuje podminku rostoucich (klesajicich)
Fetézcu, pak kazdy idedl I (filtr F) ve svazu S je hlavni.

Duikaz. Necht I je libovolny idedl ve svazu § spliujicim podminku rostoucich
retézcl. Pak podle véty 1.8 musi v mnoziné / existovat maximalni prvek a. Podle
formule (4.7) je mnozina I uzaviena vzhledem k operaci u, a proto je prvek
a zaroven nejvét§im prvkem v I, tzn. I = I,. Pro filtry je diikaz dualni.

Zavedme jesté urcité specialni druhy idedlu a filtrad.
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Definice 4.8. Viastni ideal I svazu S se nazyvd maximalni, prdvé kdyz ve svazu
§ neexistuje Zadny vlastni idedl obsahujici I jako vlastni podmnoZinu.
Vlastni idedl I svazu S se nazyvd prvoideal, prdvé kdyz pro néj plati

(Vx,yeS)xmyel=(xelvyel).

Definice 4.8'. Viastni filtr F svazu S se nazyvd maximalni, prdvé kdyz ve svazu
S neexistuje Zadny vlastni filtr obsahujici F jako vlastni podmnoZinu.
Vlastni filtr F svazu S se nazyvd ultrafiltr, prdvé kdyz?

(Vx,yeS)xuyeF=(xeFvyeF).

Jestlize sestrojime tplny svaz vsech idedld svazu S (viz lemma 4.9), pak maxi-
malni idedly v S tvoii koatomy (dolni sousedy jednotky, tj. idedlu S ). Analogicky
je tomu pro maximdlni filtry. Ddle poznamenejme, Ze podminka vyslovend v defi-
nici prvoidedlu zakazuje situaci zndzornénou na obr. 29. I znadi idedl ve svazu
§ a x, y jsou prvky svazu S.

Obr. 29

Priklad 4.9. Na obr. 30a je zndzornén svaz S majici idedly {0}, {0, a}, {0, b}
a §. Vlastnimi idedly jsou pouze tii {0}, {0, a} a {0, b}. Idedly {0, a} a {0, b} jsou
maximalnimi idedly a navic jsou i prvoidedly. Idedl {0} neni maximdln{ ani neni
prvoidedlem, nebot a m b e {0} a pfitom a, b ¢ {0}. Na obr. 30b je zndzornén
diamant M5 a v ném je vyznacen idedl I = {0, c}. Tento idedl je maximalni, neni
vsak prvoidedlem.

1
S
a b a
a) 0

Obr. 30

Priklad 4.10. UvaZujme svaz redlnych ¢isel ([0, 1], <). Pak viechny polouzavie-
né intervaly [O, a), kde 0 <a =< 1, a vSechny uzaviené intervaly [O, a], kde
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0 < a < 1,jsou prvoidealy v [0, 1]. Polouzavieny interval [0, 1) je maximlni idedl
v [0, 1]. Z4dné dalif prvoidedly nebo maximdlni idealy ve svazu [0, 1] neexistuji.

Lemma 4.11. Necht S je svaz a nechf I a F jsou dvé disjunktni podmnoZiny
mnoziny S, pro néz plati 1 u F = S. Pak I je prvoidedl v S, pravé kdyz je F ultra-
filtr v S.

Duikaz. Necht I je prvoidedl v S, pak dokazme, ze F =S — I je ultrafiltr
v S. Nejprve dokazeme, Ze F je filtr. Postupovat budeme pfimo podle definice 4.5
Necht x, yjsou libovolné prvky z F, pak x ¢ [ay ¢ I. Protozel je prvoideal, nepatii
ani prusek x m ydo I, tzn. x = y € F. Necht x € F anechtx =y,kdeye S,pakx¢ ]
a podle (4.8) ani y ¢ 1, tzn. y € F. MnoZina F je proto filtr. Nyni dokazeme podle
definice 4.8’, Ze F je ultrafiltr. Mnozina F je vlastni podmnoZinou S, protoze I # @.
Necht spojeni x L y € F, pak x 1 y ¢ I a podle obménéné formule k (4.7) alespont
jeden z prvku x, y nepatii do I, tzn. x € F nebo y € F. Proto F je ultrafiltr. Dudlné
obdrzime dikaz obracené implikace.

Lemma 4.11 ukazuje, Ze v libovolném svazu S existuje vzdjemné jednoznacné
zobrazeni mnoziny jeho prvoidedlii na mnozinu jeho ultrafiltri. Toto zobrazeni
piifazuje kazdému prvoidedlu /v § ultrafiltr F = § — 1.

Je ziejmé, Ze nulovy idedl {0} ve svazu S s nulou je maximalni, pravé kdyz
mé svaz S pravé dva prvky. Nulovy idedl {0} ve svazu § s nulou majicim alespon
dva prvky je prvoidedl, pravé kdyz ve svazu S plati:

(Vx,yeS)xmy=0=(x=0vy=0) (4.11)

Kazdy dvouprvkovy svaz § ma samozfejmé vlastnost popsanou formuli (4.11).
Existuji vSak i viceprvkové svazy majici vlastnost (4.11). Takovym je napf. svaz
z pf. 4.10. Dudlni tvrzeni miZeme vyslovit také pro filtry.

Na zdkladé predstavy, kterou jsme si vytvofili o provoidealech (viz obr. 29)
nebo dudlné o ultrafiltrech, neni tézké vyslovit nasledujici lemmata.

Lemma 4.12 (a 4.12"). Svaz S je Fetézec, pravé kdyz vSechny jeho vlastni idedly
(filtry) jsou prvoidedly (ultrafiltry).

Misto diikazu feknéme pouze toto: Pokud je S fetézec, pak je ziejmé kazdy jeho
idedl prvoidedlem. Pokud svaz S neni fetézec, pak v ném musi existovat alespon
jedna situace zndzornénd na obr. 31. Sestrojime-li hlavni ideal / = (<, a), pak tento
idedl je vlastni a neni prvoidedlem, nebot a € I, a = x m y a pfitom x ¢ [ a sou-
Casné y ¢ I.

Obr. 31 a
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4.4 Direktni soucin svazi

V tomto clanku se budeme zabyvat konstrukci novych svazii pomoci
svazu, které jiz mame k dispozici. Tak jako lze v teorii grup vytvafet pomoci

direktniho soucinu z danych grup grupy nové, miZeme analogicky postupovat
1 u svazu. Plati véta:

Véta 4.4. Necht (A, ', L), (B, m, o) jsou svazy, pak algebraickd struktura
s nosicem A x B, jejiZ operace m a L jsou definovdny takto:
[xl > xz] m [Y1 >)’2] =df [xl Ay, X )’2] (4-12)
[xl , xz] U [% Jz] =df [xl u'y, X0 J’Z]a (4~12I)
je svaz.

Podstata dukazu véty 4.4 spociva v tom, zZe pii provadéni operaci s dvojicemi
[x,, x,] € A x B se s prvnimi slozkami délaji svazové operace z A a nezavisle na
tom se s druhymi slozkami délaji svazové operace z B. Na zdkladé véty 4.4 Ize
vyslovit nasledujici definici.

Definice 4.9. Nechi (A, ', ") a (B, m, o) jsou svazy, pak svaz A x B, jeho?
operace m a u jsou definovdny formulemi (4.12) a (4.12'), se nazyvd direktni soudin
svazi A, B.

Jestlize bude potieba zavést ve svazu A x B svazové usporadani, pak to udéla-
me zndmym zpuisobem

[xx > xz] = [Vl , }’2] S [xl > xz] m [Vl > Y2] == [xl , xz],
coz jinak formulovano znamena
[x17x2]§[ylay2]®xl a1 A X =R ;. (4.13)

ProtoZe operace direktni souin je asociativni*), lze ji rozsifit na libovolny
konecny, popf. i nekoneény soubor svazii. Tuto operaci miZeme samoziejmé
zavést i pro polosvazy (v definici pouzijeme formuli (4.12) nebo (4.12')), popf.
pomoci uspofddani uz i pro posety (v definici pouZijeme formuli (4.13)).

Necht A, B jsou svazy, pak na zdkladé formule (4.13) zavadéjici uspoiadani
= v direktnim soucinu A x B mizeme fici, Ze zobrazeni

F:[x,yJe Ax B~ xc A (4.14)
zachovava uspofadani, tzn. Ze F je posetovy homomorfismus posetu A x B na

poset A. V clanku 4.5 uvidime, Ze toto zobrazeni zachovavi i operace, a zZe se

*) Tato asociativnost vyplyva z imluvy, Ze uspotadané trojice [[x; , .}, x;]a [x, , [x,, x;]] pokladame
za sobé rovné.
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proto jednd o svazovy homomorfismus svazu A x B na svaz A (viz def. 4.13).
Obdobnou vlastnost ma zobrazeni

G:[x,yJe AxB+~yeB. (4.15)

Na zavér tohoto stru¢ného pojednani o direktnich soucinech svazi uvedme
nékolik prikladu.

Piiklady 4.11. V ptikladé 2.5 jsme uvazovali svaz vSech déliteld cisla
24 =2°.3 v N. Tento svaz lze zkonstruovat jako direktni soucin retézcd
29, 21, 2%, 2% a {3°, 3'}. Obdobné lze napf. svaz viech déliteli &isla 2*. 3°
v N_(viz obr. 32a) povazovat za direktni soudin fetézed {2°, 2', 2%, 2%, 2%
a{3Y, 3, 32, 3%). Také napf. svaz viech délitelii &isla 22. 37 . 5 v N (viz obr. 32b)Ize
povazovat za direktni souéin tif fetézca {2°, 21, 22}, {37, 3', 3%} a {5°, 5'}. Obecné:
svaz viech délitel &isla p' . p% . ... . p¥ v N, kde p; jsou rizna prvocisla a k; jsou
piirozend &isla, lze povazovat za direktni soucin fetézcl vSech délitelu Cisel
P, p%, ..., pb v N (viz pozndmka na str. 101).

Také napi. svaz P({a, b, c}) (viz obr. 5c) miZeme povazovat za direktni soucin
fetézcl {ﬂ_,}{)a}}, {0, {b}} a {8, {c}}. Obdobné miizeme libovolny svaz P({a, b, ..., n})
povazovat za direktni souéin dvouprvkovych svazi {@, {a}}, {0, {b}} az {0, {n}).

Obr. 32

4.5 Homomorfismy svazi

V tomto ¢lanku budeme studovat predevsim dvé bindrni relace mezi
svazy. Jsou to relace ,,byt izomorfni“ a jeji zobecnéni relace ,,byt homomorfni*.
Tyto relace jsme zavedli jiz pro posety. ProtoZe se vsak v této kapitole divime na
svazy jako na algebraické struktury se dvéma operacemi, budou i definice téchto
relaci obdobné definicim u jinych algebraickych struktur, jako jsou napf. grupy
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nebo okruhy. V ¢lanku porovname pivodni posetové definice s novymi definicemi
Nejprve se budeme zabyvat relaci ,,byt izomorfni“. Vychodiskem se stane
definice této relace pro polosvazy.

Definice 4.10. Nechi (S, n)al(A, ~) jsou priisekové polosvazy, pak rikime, Ze
polosvaz A je izomorfni s polosvazem S, privé kdy? existuje prosté zobrazeni
F:§ % A, které zachovdvd operaci, tzn. pro néz plati

(Vx, y e S) F(x m y) = F(x) = F(y). (4.16)

Zobrazeni F se nazyvd izomorfni priusekové zobrazeni nebo prisekovy izomorfis-
mus polosvazu S na polosvaz A a polosvazu A se Fikd izomorfni obraz polosvazu S.

Definice 4.10". Nechi (S, u) a (A, o) jsou spojové polosvazy, pak rikime, Ze
polosvaz A je izomorfni s polosvazem S, prdvé kdy? existuje prosté zobrazeni
F: S = A, které zachovdvd operaci, tzn. pro nés plati

(Vx,yeS) Flxuy) = F(x) o F(y). (4.16")

Zobrazeni F se nazyvd izomorfni spojové zobrazeni nebo spojovy izomorfismus
polosvazu S na polosvaz A a polosvazu A se Fikd izomorfni obraz polosvazu S.

Vime, Ze polosvazy jsou z algebraického hlediska uréité specidlni komutativni
pologrupy. Definice 4.10 a 4.10" proto pfedstavuji definice izomorfismu pologrup.

Definice 4.11. Nechf (S , M, u) a (A, =, m) Jsou svazy, pak Fikdme, Ze svaz A je
izomorfni se svazem S, pravé kdyz existuje prosté zobrazeni F: S ™ A, které je pri-
sekovym i spojovym izomorfismem, tzn. pro néj? plati formule (4.16) a (4.16").
Zobrazeni F se nazyvd izomorfni svazové zobrazeni nebo svazovy izomorfismus
svazu S na svaz A a svazu A se rikd izomorfni obraz svazu S.

Podle definice 4.11 vime, Ze zobrazeni F je svazovy izomorfismus svazu S na
svaz A, pravé kdyz

F je zobrazeni S na A, tzn. F: S 3 A,

F je prosté zobrazeni,

F zachovava operace — a L.

Umluvy. Vzhledem k zjednoduseni zapisi nebudeme v dal$im textu rozliSovat
mezi znacenim operaci m a L ve svazu S a ve svazu A, ktery je jeho izomorfnim
obrazem. Je zfejmé, Ze pokud je svaz A izomorfnim obrazem svazu S ve svazovém
izomorfismu F, pak je také svaz S izomorfnim obrazem svazu A ve svazovém
izomorfismu F~'. Proto budeme ¢asto uZivat réeni »Svazy §, A jsou navzdjem
izomorfni*.

Priklad 4.12. Uvazujme okruh mnozin P(M), kde M je mnozina majici n prvki,
v némz jsou, jak je ndm zndmo, svazovymi operacemi mnozinové operace
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n a u. Dile uvazujme svaz S vsech déliteli &sla 2.3.5. ... p, (soudin prvnich
n prvoéisel v N), v némz svazovymi operacemi m a L jsou po fadé: urceni nejvétsi-
ho spole¢ného délitele a urceni nejmensiho spole¢ného nasobku. Ukazme, Ze
svazy P(M) a S jsou navzdjem izomorfni. Abychom mohli izomorfismus F téchto
svazu lépe popsat, dohodneme se, Ze prvky mnoziny M oznacime 1, 2, ..., n.
Zobrazeni F, pro néjz plati F(@) = 1 a ddle

F:liy, iy, ide Mep, . pi o P €S,

kde i,, i, ..., i jsou navzdjem rizné prvky z mnoziny {1, 2, ..., n}, je izomorfni
zobrazeni svazu P(M) na svaz S.

Bezprostiedné z definice zobrazeni F plyne, Ze F je prosté zobrazeni mnoziny
P(M) na mnozinu S. Zobrazeni F viak zachovdva i operace. K tomu si staci
uvédomit, jak se pomoci rozkladu v souéin prvocisel tvoii nejvétsi spolecny délitel
a nejmensi spoleény ndsobek pro dvojici pfirozenych ¢isel. Nejvétsi spoleCny
délitel D(F(x), F(y)) dvou déliteld F(x) a F(y) ¢isla 2.3 .5 ..... p, uréime tak, Ze
sestrojime prinik mnozin prvoéiselnych &initeli obou &isel F(x) a F(y) a prvky
tohoto primiku vynasobime. Obdobné: nejmensi spoleény ndsobek n(F(x), F(y))
dvou ¢isel F(x) a F(y) uréime tak, Ze sjednotime mnoziny vSech prvociselnych
Ciniteli obou &isel F(x) a F(y) a prvky tohoto sjednoceni vyndsobime.

Pokud zvolime mnozinu M = {1, 2, 3}, pak svaz S obsahuje pravé vsechny
délitele ¢isla 2. 3. 5. Cdst izomorfniho zobrazeni F svazu P(M) na svaz S je
znazornéna na obr. 33.

Obr. 33

Piiklad 4.13. V piikladu 1.38 jsme ukazali dvojici izomorfnich posetu. Slo
o posety viech délitelt &isel 12 a 45 v N. Izomorfismem bylo zobrazeni F defino-
vané takto:

F:2k, 3" 355" kdek=0,1,2 a h=0,1
Oba tyto posety jsou vsak svazy a zobrazeni F je dokonce jejich svazovym izomor-

fismem (viz cv. 4.14). Pozorovanou skute¢nost lze zobecnit podobné jako v uva-
zovaném priklade 1.38.
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Piiklad 4.14. V piikladu 1.37 jsme ukdzali dvojici izomorfnich poseti. Slo
o poset E(M) viech evivalenci v neprazdné mnoziné M a poset S(M) vsech rozkla-
dd v mnoziné M. Izomorfismem bylo zobrazeni F definované takto:

F:E ¢ E(M) ~ {QEx}, .\ € S(M)

Oba tyto posety jsou svazy (viz pi. 2.19) a zobrazeni F je dokonce jejich svazovym
izomorfismem (viz cv. 4.14).

Piiklad 4.15. Posety (N, |) a (Z/E, | ) z piikladu 1.36 jsou izomorfni a jejich
posetovym izomorfismem je zobrazeni

F:neN~T,eZ/E.

Uvedené posety jsou dokonce svazy a zobrazeni F je jejich svazovym izomorfis-
mem.

Kazdy fetézec je svaz, a proto se lemma 1.5 tyka izomorfismu svazi. Rika:
Kazdy n-prvkovy fetézec je izomorfni s fetézcem n. Svazové izomorfni zobrazent
je totozné s posetovym izomorfnim zobrazenim definovanym v ditkazu uvedeného
lemmatu.

Poznamka k pikladam 4.11. Kdy? jsme popisovali, jak lze pomoci direktniho soucinu z urcitych
fetézct vytvofit svaz viech délitela daného éisla, tak jsme vlastné ztotoZnovali rizné navzdjem izo-
morfni svazy (coZ je v algebfe bézné). Rikali jsme napf., Ze svaz viech déliteli &isla 24 = 2%.3 1ze
zkonstruovat jako direktni souéin fetézca {2°, 2', 22 2% a {3°, 3'}. ,,Spravné“ bychom vsak méli fikat,
Ze tento svaz je izomorfni s direktnim soucinem pfislu§nych fetézcd. V puavodnim vyjddreni jsme totiz
ztotoznili prvky 2" . 3* s prvky [2, 3], které si v daném izomorfismu odpovidaji, tzn. zavedli jsme
»izomorfickou* rovnost

2" 3¢ =, [2", 34,

Nyni porovndme nad tiidou svazi definici posetového izomorfismu a definici
svazového izomorfismu. K ndsledujicim dvahdm nds mohou motivovat priklady
4.13, 4.14 a 4.15, v nichZ kazdy posetovy izomorfismus byl sou¢asné svazovym
izomorfismem. Cast odpovédi na pfedloZenou otdzku ndm pomiize nalézt nasle-
dujici véta.

Véta 4.5. Necht F je svazovy izomorfismus svazu S na svaz A, pak F je take
posetovy izomorfismus posetu S na poset A, tzn.

(Vx,ye ) x =y o Fx) = Fy). (417)

Diikaz. Dokazeme pouze piimou implikaci. Diikaz obracené implikace prene-
chame do cviceni (viz cv. 4.15). Necht x, y jsou libovolné prvky svazu S, pro néz

plati:
l.x=y Predpoklad
2.x=xmy Podle (4.4) na f. 1.
3. F(x) = F(x my) = F(x) = F(y) Podle def. zobrazeni a (4.16).
F(x) = F(y) Podle (4.4) na f. 3.
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Na zakladé véty 4.5 tedy vime, Ze jsou-li dva svazy svazové izomorfni, pak jsou
i posetove izomorfni. Pro posetovy izomorfismus jsme dokazali nékteré vlastnosti
v ¢l. 1.8. VSechny tyto vlastnosti proto ztstanou v platnosti i pro svazovy izomor-
fismus. Zbytek odpovédi na vyse poloZenou otazku nam pomizZze nalézt nasleduji-
ci véta.

Véta 4.6. Nechi (S, =) a (A, =) jsou posetové Casti svazii a necht F je jejich
posetovym izomorfismem, pak F je také svazovym izomorfismem svazii S a A.

Duikaz. Necht F je posetovy izomorfismus svazu S na svaz A, tzn. pro F plati

formule (4.17). Dadle necht x, y jsou libovolné prvky z S, pak

lLxmy=x Podle (2.13).

2.xmy=y Podle (2.13).
F(x my) = F(x) Podle (4.17) na f. 1.
.F(xny)= F(y) Podle (4.17) na f. 2.

Flxmy) = F(x) = F(y) Podle (2.14) na . 3, 4.
Proloza F je prosté zobrazeni na A, existuje z € S takové, ze

6. F(z) = F(x) » F(y) = F(x)
7.z=x Podle (4.17) na f. 6.
8.z=2y Obdobne jako 1. 7.
9.z=2xnmy Podle (2.14) na t. 7, 8.
10. F(x) m F(y) = F(z) = F(x  y) Podle (4.17) a . 6, 9.
F(x) m F(y) F(xmy) Podle (2.2) na f. 5 a 10.

Dokdzali jsme, Ze pro zobrazeni F plati formule (4.16). Dudlné lze dokazat formuli
(4.16").

Na zakladé vét 4.5 a 4.6 miZeme vyslovit odpovéd na predloZenou otazku:
Nad tfidou svazu jsou definice posetového izomorfismu a svazového izomorfismu
ekvivalentni — zavadéji tutéz bindrni relaci.

Zopakujme, Ze izomorfni zobrazeni svazu zachovava relace <, < a X. Dale
zachovava nulu a jednotku svazu (pokud existuji), suprema a infima (pokud existu-
ji) a podminky klesajicich a rostoucich fetézci. Proto také napf. plati, ze izomorf-
nim obrazem uplného svazu je opét uplny svaz.

Jiz v kapitole 1 jsme hovorili o tom, Ze relace ,,byt izomorfni* je ekvivalence
v libovolné mnoziné posetd, a protoze je tato vlastnost dédicna, je ekvivalenci
i v libovolné mnozZiné svazi.

Podobneé jako se u konecnych grup a okruhu pouzivaji k definovani bindrnich
operaci Cayleyho tabulky, mohli bychom je pouzivat i zde u svazu pro operace
m a u. ProtoZe vsak tyto operace velmi tuzce souvisi s usporadanim, uzivame casto
k jejich urceni i Hasseovy diagramy. Na obr. 34 jsou znazornény vsechny Hasseo-
vy diagramy svazt po fadé o dvou, tfech a ¢tyfech prveich. Kazdy tento diagram
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vlastné charakterizuje cely blok navzajem izomorfnich svazi. Je vidét, Ze kazdé
dva dvouprvkové svazy a obdobné kazdé dva tiiprvkové svazy jsou navzdjem
izomorfni. Svazy majici ¢tyfi prvky se vSak jiz rozpadnou do dvou bloku a svazy
majici pét prvki se rozpadnou do péti bloku (viz obr. 35). Pokud uvaZujeme
Sestiprvkové svazy, pak je téchto bloku jiz 15. S rostoucim poétem prvki ve
svazech pocet blokt velmi rychle stoupd. Kdyz k neozna¢enym uzlim na obr. 34
a 35 pripiSeme nazvy prvki, obdrzime konkrétni svazy, patfici do pfislusného
bloku.

Obr. 34

{ < » 9
q
a) b)

Obr. 35

c) d) e)

Reknéme si néco o reprezentaci svazi. Nejprve viak ve formé poznamky pfipo-
meneme situaci v teorii grup.

Poznamka. V teorii grup plati nasledujici Cayleyho véta: Ke kazdé grupé G existuje grupa permuta-
ci G, kterd je s grupou G izomorfni. Uvedena véta vlastné fikd, Ze kazdy blok navzdjem izomorfnich
grup miizeme reprezentovat néjakou grupou permutaci. Metoda abstrakce, ktera se projevuje studiem

celych bloki navzdjem izomorfnich grup, je tak vyvdzena a doplnéna metodou konkretizace. Obdobné
tendence se projevuji i pfi studiu svazi.

Z hlediska reprezentace hraji svazy ekvivalenci na mnozindch (popf. svazy
rozkladd mnozin) obdobnou ulohu v teorii svazi jako grupy permutaci v teorii
grup. Anglicky matematik P. Whitman dokazal:

Ke kazdému svazu S existuje podsvaz A svazu vSech ekvivalenci na nekonecné
mnoZziné, ktery je izomorfni se svazem S.
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Ceskoslovenskym matematikim J. Tamovi a P. Pudldkovi se podafilo navic
dokazat, Ze pokud je svaz S konecny, pak existuje svaz ekvivalenci na konecné
mnozing, ktery je izomorfni se svazem S. My se budeme podrobnéji zabyvat
problematikou mnozinové reprezentace u specidlnich svazi. Nejprve to budou
tzv. distributivni svazy (viz ¢l. 6.2) a ddle budeme tuto otdzku fesit u konecnych
Booleovych algeber (viz ¢l. 10.4).

Podobné jako jsme u poseti pomoci relace ,,byt izomorfni* zavedli relaci ,,byt
izomorfné vnofen“, miZeme to udélat i zde u svazu.

Definice 4.12. Nechf F je izomorfismus svazu A na svaz A’, ktery je podsvazem
svazu S, pak Fikdme, Ze F je izomorfni vnofeni svazu A do svazu S,nebo Ze svaz A je
izomorfné vnoren do svazu S.

Vypustime-li v definici relace ,,byt izomorfni“ mezi polosvazy, popf. mezi
svazy, podminku, aby zobrazeni F bylo prosté, pak obdrZime obdobng, jako je
tomu u jinych algebraickych struktur, definici relace ,,byt homomorfni“. Vyslovme
tuto definici rovnou pro svazy.

Definice 4.13. Necht (S, m, u) a (A. A, O) jsou svazy, pak Fikdme, Ze svaz A je
homomorfnim obrazem svazu S, prdvé kdy:? existuje zobrazeni F: S = A, které za-
chovdvd operace m a L, tzn. pro néjz plati formule (4.16) a (4.16"). Zobrazeni F se
nazyvd homomorfni svazové zobrazeni nebo svazovy homomorfismus svazu S na
svaz A.

MnoZina vSech prvkii z S, které jsou svazovym homomorfismem F zobrazeny na
nulu svazu A — tj. mnoZina oF0 —, se nazyvd dolni jadro svazového homomorfis-
mu F. MnoZina vsech prvkii z S, které jsou svazovym homomorfismem F zobrazeny
najednotku svazu A — tj. mnozinanF1 —, se nazyvd horni jadro homomorfismu F.

Priklad 4.16. Uvazujme svazy S a A zndzornéné na obr. 36. Definujeme-li
zobrazeni F:S™ A takto: F(0)= F(a)=F(b)=F(c)=0, F(d)=Fle)=1
F(f) = k, F(g) = F(1) = 1, pak zobrazeni F je svazovy homomorfismus S na
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A. Prvky dolniho jadra a horniho jadra jsou vyznaéeny plnymi krouzky. Je vidét,
Ze zobrazeni F je také posetovym homomorfismem S na A.

Priklad 4.17. V clanku 4.4 o direktnich soucinech svazi jsme formuli
F:[x,y]e AxB~xeA

zavedli zobrazeni svazu A x B na svaz A. Dokazme, Ze toto zobrazeni je svazovy
homomorfismus A x B na A. Pfimo z definice zobrazeni F vyplyv, ze F je zobra-
zeni A x Bna A. UkaZme, Ze zobrazeni F splfiuje formuli 4.16. Necht [ x, y] a[u, v]
jsou libovolné prvky z A x B, pak

F(lx, yl [ o)) = Flx mw, y o)) = x 7w = F(x, y]) = F(w, o).

Dualné lze dokazat formuli 4.16". Proto je F svazovy homomorfismus A x B
na A. Zobrazeni F také zachovavd uspoifadéni, nebof kdyzZ [x, y] = [u, v], pak
x = u, coz znamena F([x, y]) = F([u, v]). Zobrazeni F je proto i posetovym homo-
morfismem A x B na A.

Obdobné je i zobrazeni G (viz formule (4.15)) jak svazovym, tak i posetovym
homomorfismem A x B na B.

Piiklad 4.18. UvaZzujme fetézec racionalnich cisel a dale dvouprvkovy fetézec
2= {F; 1}. Necht 7 je ur¢ité redlné ¢islo, pak svazovy homomorfismus F svazu Q na
svaz 2 urcime takto:

(VxeQ)(x=r=>F(x)=0) A (x>r= Flx)=1)

Je zfejmé, ze zobrazeni F spliuje vSechny podminky vyslovené v definici 4.13.
Zobrazeni F také zachovava usporadani, tzn. je posetovym homomorfismem
Qna?2.

Poznamka. Pro kazdé redlné ¢islo mizeme definovat homomorfni zobrazeni zavedené v ptikla-
dé 4.18. MiZeme viak také obrdcené pomoci takovychto homomorfnich zobrazeni svazu (Q, <) na
svaz 2 definovat redlnd c¢isla. Timto zpisobem obdrzime zndmou konstrukei redlnych ¢isel pomoci
Dedekindovych fezii. O Dedekindovych fezech jsme hovofili uZ na konci ¢l. 3.4.

Nyni porovname nad tfidou svazi definici posetového homomorfismu a defini-
ci svazového homomorfismu. Motivovat nas mohou priklady 4.16 az 4.18, v nichz
jsme ukdzali, Ze kazdy svazovy homomorfismus byl i posetovym homomorfismem.
Cast odpovédi ddva nasledujici véta.

Véta 4.7. Nech? F je svazovy homomorfismus svazu S na svaz A, pak F je také
posetovy homomorfismus S na A, tzn.

(Vx,yeS)x=y= F(x) = F(y). (4.18)

Diikaz véty 4.7 je zcela stejny jako predloZena cast diikazu véty 4.5, nebot jsme
se pti jeho konstrukci nikde neodvoldvali na to, Ze zobrazeni F je prosté.
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Obraceni véty 4.7 vsak neplati, jak ukazuje nasledujici priklad.

Piiklad 4.19. Uvazujme svaz P(M), kde M = {a, b, ¢} a svaz 4 (viz obr. 37), pak
zobrazeni F, které kazdé mnoziné z P(M) piifazuje pocet jejich prvki, tzn.
F:X € P(M) ~ card X ¢ 4,
je posetovy, nikoli viak svazovy homomorfismus P(M) na 4. Plati napf.:
ve svazu P(M) Aadu b} ={a, b}
zobrazeni F l l
vesvazud4 . . . . . . . .1 01 =1anikoli2

Véta 4.7 a piiklad 4.19 ukazuji, Ze definice svazového homomorfismu obsahuje
zesileni podminek z definice posetového homomorfismu. Vyslovme proto umlu-
vu, Ze pod pojmem homomorfismus mezi svazy budeme zdsadné rozumét svazovy
homomorfismus.

Véta 4.7 ukazala, Ze homomorfni zobrazeni F svazu S na svaz A zachovava
uspofddani. Na zdkladé této véty vsak vime, ze homomorfismus F zachovava
i nulu a jednotku. Zopakujme, Ze tim myslime toto: Jestlize m4 svaz S nulu (jednot-
ku) a svaz A je jeho homomorfnim obrazem v homomorfismu F, pak md nulu
(jednotku) i svaz A a plati F(0) =0, kde 0eS a0 eA (F(1)=1,kde 1¢S
a1 e A). Pozor! Pokud ma nulu (jednotku) svaz A a je homomorfnim obrazem
svazu S, pak nemusi mit nulu (jednotku) svaz § — viz pf. 4.22. Poznamenejme, ze
pokud M c S a existuji sup M a sup F(M), pak nemusi platit F(sup M) =
= sup F(M). Ptiklad: S =[0, 1], M = [0, 1) a A =2. Definujme homomorfismus
F:S™ A takto: F(x) = 0 proxe M a F(1)= 1. Pak sup M = 1 a F(sup M) = 1,
zatimco sup F(M) = 0. Diikaz nasledujicich lemmat pienechdme do cviCeni.

Lemma 4.13 (a 4.13'). Nechf svaz A je homomorfnim obrazem svazu S, pak
splriuje-li svaz S podminku klesajicich (rostoucich) Fetézcu, splriuje tuto podmin-
ku i svaz A.
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Piiklady 4.16 az 4.18 ukazaly, ze homomorfni zobrazeni F svazu § na
svaz A nezachovava relaci ostrého uspofadani ani relaci pokryvani, ani relaci
neporovnatelnosti. Je vSak mozné pro né¢j dokazat napt. nasledujici slabsi formuli:

(Vx,yeS)x<y= F(x)= F(y)

Na konci tohoto ¢ldnku se budeme zabyvat vztahem mezi homomorfismy
svazu S a idedly, popf. dualné filtry ve svazu §. Uvidime, Ze zde neplati uplnd
analogie s teorif grup. Nejprve vsak ve formé poznamky zopakujme situaci v teorii

grup.

Poznamka. Z teorie grup vime, ze kazdému homomorfnimu obrazu grupy G odpovidd pravé jedna
normadlni podgrupa H grupy G, kterad je jadrem tohoto homomorfismu. Plati v§ak i obrdcené, Ze kazdé
normalni podgrupé H grupy G odpovid4 (az na izomorfismus) pravé jeden homomorfni obraz grupy
G — tim je napt. faktorovd grupa grupy G podle podgrupy H znacena G/H. Uvédomme si, Ze riznym
normalnim podgrupam grupy G mohou odpovidat homomorfni obrazy grupy G, které jsou navzijem
izomorfni. Proto mizeme populdrné fici, Ze grupa G md nejvyse tolik homomorfnich obrazii (aZ na
izomorfismus), kolik md normdlnich podgrup.

Priklad. Uvazujme Kleinovu grupu K vsech shodnych zobrazeni zachovavajicich dany obdélnik.
Jde o ¢tyfprvkovou grupu obsahujici identitu i, osové soumérnosti o,, 0, a stfedovou soumér-
nost s. Normdlnimi podgrupami grupy K jsou {i}, {i, 0,}, {i, 02}, {i, s}, K. Homomorfni obrazy
grupy K jsou vsak (az na izomorfismus) pouze tii, nebot grupy {i, 0.}, {i, 0,} a {i, s} vedou k izomorfnim
obrazim.

Véta 4.8. Nechit svaz A s nulou je homomorfnim obrazem svazu S v homomor-
fismu F, pak dolnim jadrem homomorfismu F je idedl ve svazu S.

Diikaz. Dokdzeme, ze mnozina I = oF0 spliuje a) formuli (4.7), b) formuli
(4.8). Nechf x, y jsou libovolné prvky z S, pak
a)l.xelnyel
2.F(x)=0AF(y)=0
3.Fxuy)=F(x)uFy)=0u0=0
xuyel
b)l.xelay=x
2.F(y)=F(x)=0 Podle (4.18) a def. I na t. 1.
3.F(y)=0 Podle L 3.2 na f. 2.
yel Podle def. I na t. 3.

Predpoklad

Podle def. I na t. 1.
Podle def. 4.13 a (4.3').
Podle def. I na f. 3.
Piedpoklad

Véta 4.8'. Nechi svaz A s jednotkou je homomorfnim obrazem svazu S v homo-
morfismu F, pak hornim jadrem homomorfismu F je filtr ve svazu S.

JestliZe svaz A nema nulu, pak dolnim jadrem homomorfismu Fsvazu Sna A je
mnozina @, jestlize svaz A ma nulu, pak dolnim jadrem je idedl. Kazdému homo-
morfismu F s definiénim oborem § je proto pfifazen n¢jaky idedl v § nebo prazdna
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mnozina. V piikladé 4.23 ukziiefne, ze ne kazdy idedl ve svazu S muze byt dolnim
jadrem né¢jakého homomortismu. Dudlné je tomu pro filtry.

4.6 Svazové kongruence

Svazové kongruence jsou zvlastni ekvivalence, které se chovaji vhodné
k operacim m a u. V tomto ¢lanku ukaZeme jejich velmi blizky vztah k homomor-
fismim svazu. Situace je analogicka se situaci v teorii grup. Pfipomenme nejprve
obdobnou problematiku v grupdch.

Poznamka o grupach
Definice. Nech? (G, *) je grupa, pak ekvivalence K v G se nazyvd kongruence v G, prdvé kdyz plati:
(Vx,y,ze G)xKy=>x.zKy.znz.xKz.y

Kongruenci obvykle zna¢ime symbolem = a misto formule xKy pfSeme x = y (mod K) (éteme: x je
kongruentni s y modulo K) nebo struéné x = y.

Jestlize je ddna grupa G a kongruence K v G, pak lze sestrojit faktorovou grupu G/K, jejimz nosicem
je rozklad grupy G indukovany kongruenci K a v niZ je operace ndsobeni definovand takto (T, T, zna&i
bloky rozkladu G/K obsahujici prvky x, y):

T,.T,=4T,,

Faktorovd grupa G/K je homomorfnim obrazem grupy G v homomorfismu
F:xe G~ T,e G/K.

Tento homomorfismus nazyvdme pfirozenym homomorfismem G na G/K. Kazdé kongruenci v G tak
odpovida néjaky homomorfni obraz grupy G.

Lze dokdzat, e kromé faktorovych grup G/K zddné jiné homomorfni obrazy grupy G (az na
izomorfismus) neexistuji. To se obvykle vyjadiuje takto (zakladni véta o homomorfismu grup):

Nechf grupa H je homomorfni obraz grupy G v homomorfismu F, pak existuje takovd kongruen-
ce K v G, ze faktorovd grupa G/K je izomorfni s grupou H.

Konstrukci hledané kongruence K popisuje nasledujici formule:

(Vx,y € G) x = y(mod K) & F(x) = F(y)

Kazdému homomorfismu F's defini¢nim oborem G tak odpovidd pravé jedna kongruence K v grupé G.

Uvédomme si, Ze riznym kongruencim v G mohou odpovidat homomorfni obrazy grupy G, které
jsou navzajem izomorfni. Proto 1ze populdrné fici, Ze grupa G md nejvyse tolik homomorfnich obrazi
(aZ na izomorfismus), kolik md kongruenci.

Definice 4.14. Nechf S je svaz, pak ekvivalence K v S se nazyvd svazova
kongruence v S, pravé kdyz

(Vx,y,ze S)xKy=>(xmzKymzaxuzKyuz) (4.19)

Kongruenci obvykle znacime symbolem = a misto formule xKy piSeme
x = y (mod K) (éteme: x je kongruentni s y modulo K) nebo pouze struéné x = y.
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Pfiklad 4.20. UvaZujme svaz S, jehoz Hassetiv diagram je znazornén na obr. 38.
Na obr. 38a je vyznacen rozklad mnoziny § odpovidajici kongruenci v S (ovéite
formuli (4.19)), zatimco na obr. 38b je vyznacen rozklad odpovidajici ekvivalen-
ci E, kterd neni kongruenci v S. Plati napi. a E b, ale neplati a u c Eb L c,
nebot prvky a ui ¢ =f, b L ¢ = ¢ lezi v riznych blocich rozkladu S/E.

Obr. 38

Protoze v celém nasledujicim textu budeme hovofit zdsadné o svazovych kon-
gruencich, budeme piivlastek ,,svazova“ vynechdvat.

Véta 4.9. Nechi (S, m, L) je svaz a K je kongruence v S, pak definujeme-li na
faktorové mnoziné S/K operace m a u ndsledujicim zpsobem (T, a T, jsou libo-
volné bloky z S/K obsahujici pruky x a y)

T,nT,=T a

Xmy

T,.uT,=T

Xuys
je trojice (S/K, m, L) svaz.
Diikaz. DokdZeme a) nezavislost definice priiseku na volbé reprezentantu, b)

formuli (4.1), c) formuli (4.2), d) formuli (4.3), e) formuli (4.6). Dukazy pro operaci
w jsou dudlni. Necht T,, T, T,, T, jsou libovolné bloky z S/K, pak:

a)T,=T, A I =T,>x=zry= USXMYSZAYAYAZSUNZSXMY=
=zmnu=T,, ,=T._,
wnmn=nw=nm=nnn
C) (Tx m Ty) m TZ = T()my)nz = Txn(y,_,z) = Tx m (Ty m TZ)
d)T,~T, =T, =T,
) T (TouT) =T, =T,
Na zakladé véty 4.9 muzeme vyslovit nasledujici definici.
Definice 4.15. Nechr S je svaz a K je kongruence v S, pak svaz sestrojeny podle
véty 4.9 se nazyvd faktorovy svaz svazu S podle kongruence K.
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Véta 4.10. Necht (S, m, u) je svaz a K je kongruence v S, pak faktorovy svaz
(S/K, m, u) je jeho homomorfnim obrazem.

Diikaz. Omezime se pouze na konstatovani, ze homomorfismem je zobrazeni

F:xeS~T,eS/K.

Tento homomorfismus se nazyva pfirozeny homomorfismus svazu S na svaz S /K.

Véta 4.10 tik4, Ze kazdy faktorovy svaz svazu S podle kongruence K je homo-
morfnim obrazem svazu S. Nasledujici véta ukdze, Ze aZ na izomorfismus zadné
jiné homomorfni obrazy svazu S neexistuji. Této vété se ve spojeni s vétou 4.10
fikd zdkladni véta o homomorfismu svazu.

Véta 4.11. Necht svaz A je homomorfnim obrazem svazu S v homomorfismu F,
pak existuje takovy faktorovy svaz S|K, Ze svaz A je izomorfni se svazem S/K.

Duikaz. Ve vété 4.11 se vlastné tvrdi, Ze v S existuje kongruence K takova, Ze

svaz /K je izomorfni s A. Omezime se zde pouze na uvedeni formule popisujici
kongruenci K:

(Vx,ye S) x = y(mod K) & F(x) = F(y)
Izomorfismem svazu S/K na svaz A je nasledujici zobrazeni G:
G:T,eS/K—Flx)e A

Uvédomme si, ze dvéma riiznym kongruencim v § mohou odpovidat homo-
morfni obrazy svazu S, které jsou navzijem izomorfni. Proto muzeme na zakladé
vét 4.10 a 4.11 Fici, 7e svaz § md nejvyse tolik homomorfnich obrazu (az na
izomorfismus), kolik mé kongruenci. Situace je zde zcela analogicka jako v teorii

grup.
Priklad 4.21. V piikladé 4.20 jsme uvedli svaz S, jehoZ jedna kongruen-
ce K (pfesnéji rozklad indukovany touto kongruenci) je vyznacena na obr. 38a.

Faktorovy svaz S/K je dvouprvkovy. Oznacime-li jeho prvky 0, 1, pak pfirozeny
homomorfismus F svazu S na svaz S/K je vyznaCen na obr. 39.
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Pfiklad 4.22. Uvazujme svaz (M, m, 1), kde M = [0, 4) x [0, 3), ktery je podsva-
zem svazu S z piikladu 4.2. Ve svazu M definujme kongruenci K takto ([x, ¥, [u, 0]
jsou libovolné uspofadané dvojice z M)

[x. ] = [, o] (mod K) ey [o] = [u] A [1] = [o],

kde [x] znaéi celou &dst redlného &isla x, tj. nejvétsi celé &islo n takové, Ze n < x.
Ovéfeni, Ze K je kongruence pienechdme do cviden. Sestrojime faktorovy svaz
M/K. Prvky tohoto svazu jsou polouzaviené ¢tverce (napf. G) na obr. 40a. Oznadi-
me-li tyto Ctverce pismeny A, B, C atd., jak je vyznaceno na obrazku, pak Hassetiv
diagram svazu M/K je zndzornén na obr. 40b. Nulou tohoto svazu je prvek (polou-
zavieny &tverec) A a jednotkou je prvek L. Faktorovy svaz M/K je homomorfnim
obrazem svazu M v pfirozeném homomorfismu

F:[x,y]e M T}, € M/K.

V grafickém podéni to znamend, Ze zobrazeni F pfifazuje kazdému bodu polouza-
vieného obdélniku XYZU (kde X =[0, 0], Y =[4, 0], Z = [4, 3] a U =0, 3))
polouzavreny ¢étverec, v némz tento bod leZi.

Dodejme jesté, ze dolnim jadrem homomorfismu F je mnozina oFA, tj. na
obr. 40a mnoZina vsech bodu polouzavieného étverce A. Tato mnozina tvoii idesl
ve svazu M, ktery neni hlavni. Hornim jadrem homomorfismu F je mnozina oFL,

tj. mnoZina vSech bodu polouzavieného étverce L. Tato mnozina tvoii hlavni filtr
ve svazu S.

y
3ft---- e Bt Rt 1
[ .
rl g kL]
2 — 1
e|FleiHi
1 :
Al 8| c| D!
1 X
0 1 2 3 4
a)
Obr. 40

Uvazovany piiklad ukazuje jesté tuto zajimavou skuteénost: Svaz M/K je ho-
momorfnim obrazem svazu M a pfitom svaz M/K ma jednotku. Touto jednotkou
je polouzavieny étverec L. Svaz M vsak jednotku nemad.

V zavéru ¢lanku 4.5 jsme upozoriiovali na to, 7e mezi homomorfnimi obrazy
svazu § a idedly ve svazu S neexistuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni. Nyni
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ukdzeme piiklad idedlu v S, kterému neodpovidd Zddny homomorfismus, tzn. 5 Udeite -

ktery neni dolnim jadrem Zddného homomorfismu s defini¢nim oborem v S. které
Priklad 4.23. Uvazujme svaz S znazornény na obr. 41. Mnozina I = {0, ¢, d, e} 6 Dokaz:
tvoii idedl tohoto svazu. Ukazme, Ze I nemiize byt dolnim jadrem Zddného homo- 7 Definujt
morfismu. Pokud by tento idedl byl jidrem néjakeho homomorfismu, pak by podle more
véty 4.11 musela ve svazu § existovat kongruence K takovd, Ze prvky 0, ¢, d, e tvofi 8 Dokastc
pravé jeden blok navzdjem kongruentnich prvku. Do tohoto bloku by v§ak musely o _“
patfit i prvky a, b, 1, nebot: % U N
z téchto
dEO/\aEa=>1=dl_laEOLJa=a (4.20) pr.":\,:i-_:;
d=0Ab=b=>1=dub=0ub="> (4-21) 10 Nechf o
a=1Aab=b=>b=brl=bra=0 (4.22) xX=av
2 a ideal
Formule (4.22) fikd, Ze b = 0. Na zdkladé tranzitivnosti relace K obdrzime v:"u .
z formuli (4.20) a (4.21), Ze i 1 = 0 aa = 0. Blok navzdjem kongruentnich prvku - C
obsahuijici prvky 0, ¢, d, e musi proto obsahovat i prvky a, ba 1. Mnozina S je proto Fornssh
zfejmé minimalni idedl tvofici jadro n&jakého homomorfismu a obsahujict mno- 12 Definuj
zinu /. zahmow
Hasseon
13 Nacriné
prvkovo
14 Dokazte
morfism
15 Sestrojtz
16 Dokazie
17 Sestroge
Obr. 41 18 Dokzim
19 Dokaine
Poznamka. Analogiemi mezi teorif grup a teorif svazi, o nichZ jsme hovofili v této kapitole, jakoz . -

i analogiemi s ostatnimi algebraickymi strukturami se zabyvd teorie abstraktnich (univerzalnich) alge- 20 Urcere

ber. Vice se o ni &tenat dovi napf. v knize [22]. Pla b
21 Nechi K

CVICENI 4 TE Ve
Dolkzree

1 Dokaizte, ze pozadavky idempotence v definici 4.2 jsou nadbytecné.

2 Dokaste, e algebraickd struktura (S, m, u) z piikladu 4.2 je svaz.

3 Definujte relaci ,,byt podpolosvazem“ a) v priisekovych, b) ve spojovych polo-
svazech. Demonstrujte definice na prikladech.

4 Dokaite, 7e v pf. 4.3 jsou skutecné uvadény podsvazy danych svazu.
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Udejte svaz § a v tomto svazu takové oteviené, popf. polouzaviené intervaly,
které a) tvori, b) netvoii podsvazy svazu S.

Dokazte lemma 4.1.

Definujte idedl ve spojovém polosvazu a filtr v prisekovém polosvazu. De-
monstrujte definice na piikladech.

Dokazte lemmata 4.4 a 4.5 a vyslovte k nim lemmata dualni.

Uvazujte ndsledujici svazy: (N, 2),(N, =),(R, <), (N, |)aP({a, b, d}). V kazdém
z téchto svazi urcete alespon tfi idedly a uvedte, zda se jednd o hlavni idealy,
prvoidedly ¢i maximdlni idedly. Obdobné pro filtry.

Necht a je urcity prvek svazu S a I je idedl v §, pak mnoZina vsech prvka
X=auc, kde ¢ je libovolny prvek z I, je nejmensi idedl obsahujici prvek
a aidedl ], tj. idedl generovany mnozinou {a} U I. Dokazte. Formulujte dudlni
vétu pro filtry.

Formulujte priklad 4.10 pro filtry.

Definujte direktni soucin posetti (A, =) a (B, =) tak, aby ve specidlnim piipadé
zahrnoval direktni soucin polosvazi a svazi. Uvedte piiklady pomoci
Hasseovych diagrama.

Nacrtnéte Hasseovy diagramy vSech navzdjem neizomorfnich svazi pro esti-
prvkovou mnozinu.

Dokazte, Ze zobrazeni F z ptikladu 4.13 i z pfikladu 4.14 jsou svazové izo-
morfismy uvazovanych svazi.

Sestrojte kompletni dukaz véty 4.5.

Dokazte lemmata 4.13 a 4.13".

Sestrojte jiny svazovy homomorfismus svazii S a A znazornénych na obr. 36.
Dokazte vétu 4.10.

DokaZte, Ze relace K v prikladu 4.22 je kongruence.

Urcete (aZ na izomorfismus) viechny homomorfni obrazy svazi P({a}),
P({a, b}) a P({a, b, c}). Pouzijte Hasseovy diagramy.

Necht K je libovolna kongruence ve svazu S, pak plati
(Vx,yeS)x=y=xmny=xuy(mod K).
Dokazte.
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5 MODULARNI SVAZY

Nékteré dilezité svazy spliuji vedle identit obsazenych v algebraické
definici svazu a samoziejmé i vsech formuli, které se z nich daji dokdzat, jeste
nékteré dalii. Mezi témito specidlnimi druhy svazi jsou nejdulezitéjsi modularni
a distributivni svazy. V této kapitole se budeme zabyvat moduldrnimi svazy a v na-
sledujici kapitole distributivnimi svazy, které jsou jejich zvlastnim piipadem. Mo-
duldrni svazy dostavame napf. pfi studiu nékterych systémi podstruktur dané
algebraické struktury a hraji dileZitou roli i pii studiu projektivnich prostoru.

5.1 Definice a vlastnosti
V tomto &ldnku ukdzeme rizné zpuisoby definovani moduldrnich svazi.
Nejprve poddme nejbéznéjsi definici.
Definice 5.1. Svaz S se nazyvd modularni nebo Dedekinduy, pravé kdyz plati:
(Vx,y,ze S)x=z=>xu(ymz)=(xuy)mnz (5.1)

Poznamenejme, e formule (5.1) je autodudlni. Podle véty 2.9 plati v kazdém
svazu moduldrni nerovnost. Modularni rovnost (5.1) vsak plati pouze v nékterych
svazech. Piikladem svazu, v némz neplati moduldrni rovnost (5.1), je pentagon N3,
o kterém jsme hovoiili v piikladu 2.14 a ktery je zndzornén na obr. 22a. Pozdéji
ukdzeme (viz véta 5.2), ze pravé vyskyt podsvazu typu pentagon je pro nemodular-
nost daného svazu charakteristickd. Zdivodnéni duleZitosti studia moduldrnich
svazii se opira predevsim o nasledujici tvrzeni.

Lemma 5.1. MnoZina vsech normdlnich podgrup dané grupy G tvori moduldr-
ni svaz.

Duikaz. Necht H,, H, jsou normdlni podgrupy grupy G, pak zopakujme, ze
svazové operace prusek a spojeni grup H,, H, definujeme takto:

H nHy=4H nH,
H,uH, =df[H1 Y Hz]

Grupa[H, U H,]je nejmensi podgrupa v G obsahujici mnozinu H, v H, a obdrzi-
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modularnich svazu.

w, pravé kdyz plati:

(5.1)
2.9 plati v kazdém
1 pouze v nekterych
_1). je pentagon N5,
12 obr. 22a. Pozdéji
m 32 pro nemodular-
stucdiza moduldrnich

w & rrort modular-
pak zopakujme, Ze

k.

2 . _ H,aobdrzi-

me ji jako mnoZinu soudini kazdého prvku z H, s kazdym prvkem z H, — proto
ji obvykle oznacujeme H, . H,, tzn.

H,.H,={xeG;(3h eH)(Bhye H)x=h, . h).

ProtoZe moduldrni nerovnost (2.23) plati v libovolném svazu, staci pfi dokazovani
moduldrni rovnosti (5.1) dokazat formuli

(Vx,y,ze8)x =z (xuy)mnz=xu(ym2) (5.2)

coz v naSem piipadé znamend (H,, H,, H, jsou libovolné normalni podgrupy
v grupé G):

H cH,>(H .H)nH;cH, . (H,n H,)

A nyni jiz k vlastnimu dukazu: Necht x je libovolny prvek z mnoziny
(H,.H,) n Hy,pakx e H, . Hy,tzn. x = h, . hy,kde h, € H, a h, € H, a soucasné
X € H;. Na zdkladé pravidel o pocitani v grupach vime, 7e h, = h;' . x, pficemz
hi'e H, = Hyax e H; — proto také h, € H;. Protoze prvek h, byl vybran z mno-
ziny H,, musi pro né& platit h,e H,n H,. Protoze x= hy.h,, plati
xe H,.(H, n H;). Tim dikaz kon&i.

Pfiklady 5.1. Jednoduchym piikladem demonstrujicim lemma 5.1 je svaz vSech
normalnich podgrup symetrické grupy S, (viz pt. 2.11 a obr. 19b).

Modularnim svazem je také svaz vSech normdlnich podgrup Kleinovy
grupy K (grupa viech symetrii obdéIniku — viz pozndmka str. 107). Uvazovany
moduldrni svaz ma pét prvku a je jim diamant M.

Nekomutativni grupa G vSech symetrii ¢tverce mad osm prvka: identitu, Ctyri
0sové soumérnosti, sttedovou soumérnost a dvé otd¢eni. Svaz S viech podgrup
grupy G md deset prvki a neni moduldrni (viz obr. 42). Podsvazem svazu S je
Sestiprvkovy svaz vech normdlnich podgrup grupy G, ktery je moduldrni
(viz Cerné uzly na obr. 42).

Obr. 42

Je ziejmé, Ze plati-li formule (5.1) v n&jakém svazu, pak musi platit i v jeho
libovolném podsvazu — vlastnost ,,byt modularni“ je dédi¢n4.
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Lemma 5.2. Kazdy podsvaz moduldrniho svazu je modularni svaz.

Také lze fici, ze pokud je dany svaz M modularni, pak i jeho libovolny izomorf-
ni obraz je moduldrni svaz. Vlastnost ,,byt moduldrni“ se dokonce zachovava
i homomorfnim zobrazenim (viz cv. 5.5). Proto mizeme vyslovit:

Lemma 5.3. Nech? F je svazovy homomorfismus moduldrniho svazu S nasvazA,
pak svaz A je také modularni.

Prohloubeni piedstavy o moduldrnich svazech umozni nasledujici véta.
Véta 5.1. Svaz S je moduldrni, pravé kdyz plati:
(Vx,y,zeS)(x=yrxmz=ymzaxuz=yuz)=>x=y (5.3)

Diikaz. V prvni éasti dokdzeme, Ze pokud je svaz S moduldrni, pak pro néj plati

formule (5.3), v druhé &sti dokdzeme opa¢nou implikaci.*)

L. Necht S je moduldrni svaz a necht x, y, z jsou libovolné tii prvky z §, pro néz
plati:

l.x=yaxmz=ymzaxuz=yuz Predpoklady
2.x=xu(xmz)= Podle (4.6').
3o=xulymz)=xulzmy = Podle piedpokladi a (4.1).
4. =(xuz)my=(uzny= Podle (5.1) a piedpokladi.

=y Podle (4.1) a (4.6).

IL. Necht neplati, Ze svaz S je moduldrni, tzn. existuji alespon tfi prvky x,y,z e S,

pro néz plati:

Lx=zaxuymz)<(xuymz Pfedpoklady

2.a=xu(ymz2) Konstrukce prvku a.
3.b=(xuy)nrz Konstrukce prvku b.
4.c=y Konstrukce prvku c.
5.a<b Podle konstrukce a f. 1.
6.cua=cub Podle def. 1.7,(2.21'), (4.1') na . 5.
Tcua=yulxulymz)]= Podle konstrukee c, a.
8.=(yux)ulymz)= Podle (4.2'), (4.1').
=X LV (] (y mZ)|=
9. =xuy Podle (4.6').
10.cub=yulxuy) nz= Podle konstrukce c, b.
1L.=yu(xuy)lnlyuz) = Podle (4.17), (2.22').

12.=(ux)nyuz
13.cub=xuy

Podle (4.1'), (4.2"), (4.3").
Podle (4.1), (2.13) na f. 10 a 12.

*) Misto formule @ = 1 viak vezmeme jeji obménu. 1y = 1. kterd je s ni logicky ekvivalentni.
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%0 Ehovolny izomorf-
- dokonce zachovava
SROVIL

who stazu S nasvaz A,

@sledujici véta,

o x=y (5.3)
=i pak pro néj plati

o prvky z S, pro néz

kladu a (4.1).
predpokladu.
<6).

n 1 prvky x,y,z € S,

vku a.

vku b.

vku c.

kce a 1. 1.
{221).(4.1")nat. 5.
kee c. a.

kee ¢, b

P22

L27). (4.3").
13nat. 10a12.
« = lozicky ekvivalentni.

4. cub=xuy=cua Z1.13,9,7.
15.cua=cub Podle (2.2) na f. 6, 14.
16.cma=crnbd Dualné jako f. 15.

a<baramc=brcaauc=>buc Konjunkcef. 5,16, 15.

V &asti 1. jsme dokazali, Ze pokud neplati formule (5.1) — viz fadek 1., pak
neplati ani formule (5.3), nebot existuji prvky a, b, ¢ € S takové, ze plati formule na
poslednim fadku duikazu.

Ve vété 5.1 jsme dokazali, 7e formule (5.3) je ekvivalentni s formuli (5.1). Proto
by bylo mozné modularni svazy pomoci formule (5.3) definovat. Velmi zajimavym
dasledkem véty 5.1 je nasledujici véta, ktera udava dalsi podminku ekvivalentni
s formuli (5.1). O této podmince jsme se zmifiovali hned po vysloveni definice 5.1
modularniho svazu.

Véta 5.2. Svaz S je moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz typu pentagon.

Diikaz. 1. Dokazme, Ze pokud je svaz M moduldrni, pak nemiZe obsahovat
Zadny podsvaz typu pentagon. Jestlize je tedy svaz M moduldrni, pak podle lem-
matu 5.2 je 1 kazdy jeho podsvaz modularni. Pentagon vSak modularni neni,
a proto neni podsvazem M.

IL. K dikazu obracené implikace (viz pozndmka pod ¢drou na str. 116) feknéme
pouze toto: Necht svaz M neni moduldrni, pak to znamenad, Ze ve svazu M podle
formule (5.3) existuji prvky a, b, ¢ takové, Ze

a<brarmc=brcarauc=buc

Prvky a, b, ¢ spolu s prvky a m ¢ a a u ¢ urcuji pétiprvkovy svaz typu pentagon
— viz obr. 43.

auc
b
c
a
anc
Obr. 43

Na zdkladé véty 5.2 bychom mohli vyslovit uz tfeti definici moduldrniho svazu,
ktera by byla s predchozimi dvéma ekvivalentni.

Piiklady 5.2. Na obr. 44a, b, c jsou zndzornény Hasseovy diagramy tfi riznych
nemoduldrnich svazii. V kazdém z nich Ize totiZ nalézt alespon jeden podsvaz typu
pentagon. Jeden z moznych pentagonu je vzdy vyznacen plnymi krouzky. Svaz
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znazornény na obr. 44d je moduldrni, protoZe v ném zadny podsvaz typu penta-
gon neexistuje.

bOBY

Obr. 44

V piikladé 7.4 je uveden nemoduldrni svaz S. Zdivodnéni, Ze tento svaz obsa-
huje pentagon, je poddno v poznamce na str. 137.

Na zdvér tohoto ¢lanku znovu zdiraznéme, zZe fadu zajimavych moduldrnich
svazi z oblasti algebry obdrzime studiem nékterych systémi podstruktur dané
struktury — napf. svazu vSech normalnich podgrup grupy G (viz lemma 5.1) nebo
analogicky svazu vSech okruhovych idedli v okruhu M. Také pro libovolny
okruh M tvoii véechny M -podmoduly libovolného M-modulu G moduldrni svaz.

5.2 Dalsi vlastnosti modularnich svazu

Clanek je sestaven tak, aby se v jeho zavéru ukazala platnost tzv. Jorda-
novy—Haolderovy véty pro moduldrni svazy. Uvedend véta vlastné zobeciiuje
zakdzanou situaci vyznaéenou na obr. 43. Tato Cast teorie moduldrnich svazu je
zcela analogickd uréité ¢dsti teorie grup. Na zminénou analogii budeme ctendfe
upozorfiovat ve formé poznamek. Tyto poznamky vsak nejsou nutné pro studium
predkladané teorie.

Zaénéme nasledujici zajimavou vlastnosti moduldrnich svazi:

Véta 5.3. Nechf a, b jsou libovolné proky moduldrniho svazu S, pak intervaly
[a,a L bl aa ~ b, b] jsou navzdjem izomorfni. '

Diikaz. Necht x € [a,a u b],tzn.a = x = a v b.Pakaleplatiamb=xnb=b
(viz formule (2.21), (4.1), (4.6)), a tedy prvek x m b je z intervalu [a m b, b]. Podob-
né, jestlize y € [a m b, b], pak y L a € [a,a w b]. Ur¢ili jsme tak dvé zobrazeni mezi
uvazovanymi intervaly, a to (viz napf. obr. 45):

F:xela,aublmxmbelarb,b]
G:yelamb,bl»yuaclaaubd)

Ukazme, Ze tato zobrazeni jsou navzdjem inverzni, takze kazdé z nich predstavuje
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o —b=xmb=b
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. &we zobrazeni mezi

« z nich predstavuje

prosté zobrazeni jednoho intervalu na druhy, které navic zachovavd uspofadant,
a tedy i operace.

Necht xela, aub), pak FoG(x)=(xmb)ua=xm(awb). Protoze
x=au b, plati podle formule (2.19), Ze FoG(x) = x, a tedy FoG je identické
zobrazeni intervalu [, a L b| na sebe. Dudlné: GoF(x) = x je identické zobrazeni
intervalu [a m b, b] na sebe. A protoze F i G zachovavaji uspoiddani (viz formule
(2.21) a (2.21")), je kazdé z nich svazovym izomorfismem uvazovanych intervald.

aub

armb

Obr. 45

Véta 5.3 nds povede k zavedeni zvlastni ekvivalence mezi intervaly, pficemz
tato ekvivalence bude ,,silnéjsi“ nez izomorfismus.

Definice 5.2. Nechi' S je moduldrni svaz, pak intervaly [a, a L bl a[a r b, b] se
nazyvaji transponované nebo podobné. Intervaly[a, b}, [c, d] se nazyvaji projektivni,
pravé kdyz existuje konecnd posloupnost intervalii

[a, b] = [u,, 0], [u,, ), ooy [t 0] = [c, d]
takovd, Ze kazdé dva za sebou jdouci intervaly jsou transponované.

Protoze kazdé dva transponované intervaly jsou navzdjem izomorfni (viz
véta 5.3), a protoze relace ,,byt izomorfni“ je tranzitivni, jsou i kazdé dva projektiv-
ni intervaly navzajem izomorfni.

Pfiklad 5.3. Uvazujme svaz S zndzornény na obr. 45, pak interval vyznaceny
plnymi krouzky je s intervalem vyznaéenym prazdnymi krouzky navzijem
transponovany. v '

UvaZujme diamant znazornény na obr. 46a. Je zfejmé, Ze intervaly [0, a] a[b, 1]
jsou transponované, nebot [0, a] = [a - b, a] a [b, 1] = [b, a L b]. Obdobné jsou

transponované i intervaly [b, 1] a [0, c]. Intervaly [0, a] a [0, ¢] jsou proto projektiv-

ni, nejsou vsak transponované.

119




Ctyiprvkové intervaly [a, b), [c, d] ve svazu § zndzornéném na obr. 46b jsou
izomorfni, nejsou vsak projektivni.

Obr. 46

Jiz od prvni kapitoly pracujeme s fetézci. Na dalSich strankdch budeme v mo-
duldrnich svazech uvazovat nasledujici druhy fetézcu

a=a,=a,=2..2a,,,=b,
o nichz fikdme, Ze jsou neklesajici a spojuji prvky a, b. Mezi témito fetézci se
stejnymi koncovymi body zavedeme dvé bindrni relace.

Definice 5.3. Necht' S je moduldrni svaz a nechft

a=a,2a,=..=a,,,=b (5.4)
a=b, =b,=..2b,,=b (5.5)

jsou dva jeho neklesajici Fetézce spojujici pruky a, b, pak Fikdme, Ze Fetezec (5.5) je
zZjemnénim Fetézce (5.4), prdvé kdy? kazdy clen Fetézce (5.4) je clenem Fetézce (5.5).
Dile Fikdme, Ze tetézec (5.5) je ekvivalentni s fetézcem (5.4), prdvé kdyz existuje
prosté zobrazeni mnoziny intervalii [a;, a; . || na mnoZinu intervalii [b;, b, , ] tako-
vé, Ze odpovidajici si intervaly jsou projektivni.

Poznamka o grupach. V teorii grup hraji roli neklesajicich fetézci tzv. normalni fady dané grupy,
tj. fady typu

{1l =G, G, c..€G,,, =G,

kde G je dand grupa a G; jsou jeji podgrupy, pfi¢emz kazdd grupa G; je normalni podgrupou grupy
G,, . Roli intervalii zde piebiraji faktorové grupy nebo stru¢né faktory G, ,/G; dané normalni fady.

Rikdme, Ze jedna normalni fada je zjemnénim druhé normdlni fady, pravé kdyZ prvni fada obsahuje
viechny grupy, které se vyskytuji v druhé fadé. Dvé normalni fady se nazyvaji ekvivalentni, pravé kdyz
existuje prosté zobrazeni mnoZiny faktori jedné fady na mnozinu faktori druhé fady takové, Ze
odpovidajici si faktory jsou izomorfni.

V teorii grup plati nasledujici tzv. Schreierova véta o zjemnéni normalnich fad: Jakékoli dvé nor-
malni fady grupy G maji ekvivalentni zjemnéni.

Vratme se k moduldrnim svazim a vyslovme Schreierovu vétu o zjemnéni
fetézca.

Véta 5.4. Necht S je moduldrni svaz a a, b jsou dva jeho prvky, pro néZ plati
a = b, pak jakékoli dva neklesajici Fetézce spojujici a, b maji ekvivalentni zjemnéni.
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Misto kompletniho ditkazu pouze ukdzeme, jak se z fetézct (5.4) a (5.5) spojuji-
cich prvky a, b modularniho svazu § ziska jejich zjemnéni. Sestrojme prvky a;, a b,
podle téchto formuli:

ap=(qub)ra,,, i=12,..,s k=12,.,t+1 (5.6)
b=(aub)rmbe,,, k=12, i=12.,5s+1 (5.7)

Pak nasledujici retézce
=a,=a,=..2a,,,,=0,2ayp=..2a,,,,=>b (5.8)
a=b,=2b,=..2b . ,=by=by=..2b,,,,=b (5.9)

jsou zjemnénim fetézci (5.4) a (5.5), pficemz intervaly [ay, @, i, 1] @ [Bxis byi s 1]
jsou navzdjem projektivni. Zobrazeni F uréujici ekvivalenci fetézcu (5.8) a (5.9) je
proto nasledujici:

F: [ai,k9ai,k+1]H[bk,i’bk,i+1] (5.10)

Ukazme pravé popsanou konstrukci ekvivalentnich zjemnéni dvou fetézch
daného moduldrniho svazu na konkrétnim prikladé.

Piiklad 5.4. Uvazujme moduldrni svaz § znazornény na obr. 47a a dva jeho
neklesajici fetézce spojujici prvky a, b:
=a,=2a,=a;=a,=>b

a=b,sb2ﬂb3=b,
které jsou na obrazku vyznaceny prazdnymi krouzky. Sestrojime-li fetézec (5.8)
prvki a; pomoci formule (5.6), obdrzime (na obr. 47b jsou ,hrany“ tohoto fe-
tézce vytaZeny silné):

a=0a;,=20,;,30a3=0, 20,2 ay; =03 Tap=az;=Db

Obdobné obdrzime pomoci formule (5.7) fetézec (5.9) prvki b (na obr. 47b jsou
,Hhrany“ tohoto fetézce vyznacené pierusované):

b=0b,2b,2b;32by=by2by=by;=by=0
Oba ziskané fetézce jsou zjemnénim puivodnich fetézcl a navic snadno pomoci
obrazku 47b ovéfime, Ze jsou ekvivalentni. VypiSme jesté dvojice navzajem

projektivnich intervald [ay, a;,,,] a [bu byis1), které si odpovidaji v zobraze-
ni (5.10):

[a“ ’ a1z] [bn s blZ] [azz ; 023] [bzz’ bza]
[‘412, aw] [b21 > bzz] [a31 , ‘132] [b13 > b14]
[a21 > 022] [b 125 b13] [‘132 > a33] [bzs > b24]
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Pro vysloveni hlavni vlastnosti modularnich svazi budeme jesté potrebovat
pojem kompoziéni fetézec (existence pro koneéné posety viz L 1.4).

@y = ba,

Y a,,=by,

Obr. 47 b)

Definice 5.4. Necht'S je svaz, pak Fetézec (5.4) tohoto svazu se nazyvd kompozi¢-
ni fetézec spojujici prvky a, b, pravé kdy? kazdé a;, , pokryvd a; (a;, , je horni
soused a) proi=1,2,...,s. Cislo s se nazyvd délka kompozicniho retézce.

Protoze kompozi¢ni fetézec jiz nelze prodlouzit, je nasledujici Jordano-
va—Holderova véta pfimym dudsledkem Schreierovy véty.

Véta 5.5. Necht' S je moduldrni svaz a necht
=a,<a,<...<a,=b a a=b <b,<..<ab,=b

Jsou dva kompozicni Fetézce spojujici proky a, b € M, pak m = n a oba retézce jsou
ekvivalentni.

Piiklady 5.5. V moduldrnim svazu znazornéném na obr. 48 1ze napf. sestrojit
tfi rizné kompozi¢ni fetézce spojujici nulu a jednotku tohoto svazu. VSechny tyto
Tetézce maji délku 3 a jsou navzdjem ekvivalentni. Odpovidajici si dvojice navza-
jem projektivnich intervall jsou v obrazku oznaceny stejnym pismenem.

Také v nemoduldrnim svazu znazornéném na obr. 44b lze libovolné dva body
spojit pouze stejné dlouhymi kompozi¢nimi fetézci. Napf. existuji dva rizné kom-
pozi¢ni fetézce délky 3 spojujici nulu a jednotku tohoto svazu.

Poznamenejme, Ze pro zjisStovani nemoduldrnosti daného svazu je casto uzitec-
nd véta 5.5 v jeji obménéné formé: Jestlize mezi dvéma uzly svazu S existuji
kompozi¢ni fetézce rizné délky, pak svaz S neni moduldrni. Nejjednodus$im
piikladem takového svazu je pravé pentagon (viz obr. 43).
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Poznamka o grupich. V teorii grup zastdvaji roli kompozi¢nich fetézcli tzv. kompoziéni fady
definované takto:
Kompozicni fadou grupy G rozumime normalni fadu

{1}CG1CGZC~~C o1 =G,

v niZ je kazda grupa G; maximdlni v grupé G, ;.

Normalni grupa H se nazyvd maximalni v grupé G, pravé kdyz neexistuje zddnd normdlni podgru-
pa B grupy G takovd, ze H « B< G.

Jordanova—Hélderova véta pro grupy pak zni takto: Libovolné dvé kompoziéni Fady grupy G jsou
ekvivalentni.

1
c
¢ a
a b
0
Obr. 48

Zavedme jesté nasledujici pojmy.
Definice 5.5. Nechf S je moduldrni svaz s nulou a jednotkou, pak existuje-li

kompozicni Fetézec spojujici tyto dva prvky, Fikdme, e svaz S ma koneénou délku.
Délkou svazu S je pak délka této kompozicni Fady.

Piedpoklddejme, Ze moduldrni svaz S s nulou a jednotkou md koneénou délku,
pak pro kazdy prvek x e S lze sestrojit jeho poéateéni interval (-, x]. Je to svaz,
ktery opét spliluje vyjmenované pozadavky kladené na svaz S. Oznaéme jeho
délku symbolem d(x). Také libovolny interval [x, y], kde x, y € S a x =y, spliiuje
tyto pozadavky. Délku intervalu [, y] oznaéime d([x, y]). Necht x, y jsou libovolné
prvky z S, pro néz plati x = y, pak

d(y) = d(x) + d([x, y]).

Dile pro libovolné x, y € S plati:
d(xuy) =d(x) + d(x, x uy]) (5.11)
dy) = d(x m y) + d([x n y,y]) (5.12)

ProtozZe intervaly [x, x u y] a [x m y, y] jsou izomorfni (viz véta 5.3), maji i stejnou
délku. Proto lze z formuli (5.11) a (5.12) obdrzet formuli v ndsledujici vété.
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Véta 5.6. Nech?' S je moduldrni svaz konecné délky, pak pro libovolné dva proky
x,ye S plati:

d(x L y) = d(x) + d(y) — d(xn y) (5.13)

Zavéreéna poznamka. Dedekind objevil tento druh svazi pfi studiu modult ¢i pfesnéji pfi studiu
struktury podmoduli daného modulu — odkud nédzev moduldrnich svazi. V dilezitych moduldrnich
svazech algebry jsou prvky téchto svazii podstruktury uréité algebraické struktury S. Operace r pred-
stavuje mnoZinovy prinik; spojeni podstruktur S, S, struktury S je podstruktura generovand mnozi-
nou §, U S, . Svazovym uspotradanim je relace ,,byt podstrukturou®. Teorie svazi a pfedevsim modu-
larnich svazi tak piispivd ke studiu vystavby slozitych algebraickych struktur z jejich vyznamnych
podstruktur.

Na moduldrni svazy viak casto klademe dalsi pozadavky (napt. komplementdrnost — viz kap. 7),
které splituji nejen nékteré vyse uvedené algebraické svazy, ale napf. i nékteré svazy z geometrie,
v nich se provadi protindni a spojovani na bodech, pfimkach, rovindch atd. S tim souvisi skutecnost,
7e v ramci teorie moduldrnich svazd miZeme napf. axiomaticky zaloZit tzv. projektivni geometrii
roviny (viz pozndmka na str. 139).

CVICENI 5

1 Dokazte, ze dudlni svaz k moduldrnimu svazu S je moduldrni.

2 Dokazte, ze direktnim soucinem modularnich svazi je moduldrni svaz.

3 Zduvodnéte, Ze svaz {a mcab,c,au c} uvedeny v druhé ¢asti dikazu véty 5.2
je pentagon.

4 Dokazte, ze svaz S je modularni, pravé kdyz plati:
(Vx,y,ze S ) xu br@xugl=(Fxuy) n(xuz)

5 Vyuzijte formuli z cviceni 4 k tomu, abyste dokazali, Ze homomorfnim obrazem
moduldrniho svazu je moduldrni svaz.

6 Uvazujme cyklickou grupu C fadu 60. Sestrojte Hasseliv diagram moduldrniho
svazu M vsech podgrup grupy C. (Jestlize je a e C generdtorem grupy C, pak
generdtory jednotlivych podgrup jsou prvky a',a*, a*,a*, a°, a%, a'’, a"*, a", a®,
a®a a(,o.)

7 Ve svazu M ze cviCeni 6 sestrojte ekvivalentni zjemnéni fetézci:
0=[a"]c[a?]c[a =1
0 =[a"] c[a¥] c[d’] c[a] = 1

8 Ve svazu M z cvideni 6 sestrojte alespon tfi kompozicni fady. Jakou délku ma
svaz M? )

9 Dokazte, ze mnozina viech idedli (filtrii) moduldrniho svazu S tvofi moduldrn{
svaz.

124

6 DI

V tét
dem modularni
chozi kapitole. .
jsou specifické
otazkou reprez
m a u v téchto
kem a mnozinc

6.1 Defi

Definice 6.1.
(Vx,y

Podle vét 2
a(2.22’). Distril
Prikladem svaz
jsme hovorili v
ani modularni.
diamant M, o
obr. 22b. O sv
ukdzeme, Ze pra
tivnost svazu cl

Priklad 6.1.
Svazovymi ope
Vime, Ze pro lil

Aul
An|
Ctendf muze for
P(M) je proto c



ovolné dva proky

(5.13)

& presndii pii studiu
Jerveh moduldrnich
¥ S. Operace r pred-
r2 generovand mnozi-

projekuvnl geometrii

1
plarni svaz.

n dukazu vety 5.2

morinim obrazem

~=m modularniho
em grupy C, pak

b B 12 15 20
.4 ,a-,a>,a",

g
-

~ Jzkou délku ma

S ot modularni

6 DISTRIBUTIVNI SVAZY

V této kapitole ukazeme, Ze distributivni svazy jsou specidlnim piipa-
dem moduldrnich svazi. Proto pro né plati v§echno, o ¢em jsme hovofili v pfed-
chozi kapitole. Z toho divodu se v prvnim ¢lanku zaméfime na ty vlastnosti, které
jsou specifické pravé pro distributivni svazy. V dalsi ¢dsti se budeme zabyvat
otdzkou reprezentace konecnych distributivnich svazii. Ukdzeme, Ze operace
m a u v téchto svazech mizeme vzdy ,,izomorfné nahradit“ mnozinovym prini-
kem a mnoZinovym sjednocenim.

6.1 Definice a vlastnosti
Definice 6.1. Svaz S se nazyvd distributivni, pravé kdvz

(Ve y,zeS)xulymz)=(xuy)m(xuz) A (6.1)
AXH(yuZ)=(Xr1y)u(XF\Z). (6.1')

Podle vét 2.8 a 2.8 plati v kazdém svazu distributivni nerovnosti (2.22)
a (2.22’). Distributivni rovnosti (6.1) a (6.1’) viak plati pouze v nékterych svazech.
Piikladem svazu, v némz neplati distributivni rovnosti, je pentagon N, o kterém
jsme hovorili v pfikladu 2.14 a ktery je znazornén na obr. 22a. Tento svaz nebyl
ani modularni. Dal$im pifikladem svazu, v némz neplati distributivni rovnosti, je
diamant M5, o kterém jsme hovofili také v prikladu 2.14 a ktery je zndzornén na
obr. 22b. O svazu M; vime, Ze je (na rozdil od svazu N;) moduldrni. Pozdéji
ukdzeme, Ze prave vyskyt podsvazi typu pentagon nebo diamant je pro nedistribu-
tivnost svazi charakteristicka.

Pfiklad 6.1. Uvazujme okruh mnozin P(M), ktery jsme zavedli v piikladé 2.7.
Svazovymi operacemi v P(M) jsou mnozinovy prinik a mnozinové sjednoceni.
Vime, Ze pro libovolné tfi mnoziny A, B, C plati:

AUu(BnC)=(AuB)n(Au C) (6.2)

An(BuC)=(AnB)u(AnC) (6.2))
Ctenaf muze formule (6.2) a (6.2') ovéfit napt. pomoci Vennovych diagramii. Svaz
P(M) je proto distributivnf.
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Uvazujme jiny druh okruhi mnoZin nez v predchozim piiklad€. Necht prvky
tohoto okruhu jsou vechny koneéné podmnoziny nekone¢né mnoziny M, pak
tento mnoZinovy okruh je opét distributivni svaz, nebot formule (6.2) a (6.2)
ziistdvaji v platnosti. Ziejmé plati: '

Véta 6.1. Kazdy okruh mnoZin je distributivni svaz.

Nisledujici véta ukaze, ze jsme v definici 6.1 mohli pozadovat platnost pouze
jedné z formuli (6.1) a (6.1'), nebot druhd je jiz v takovém svazu dokazatelnd.

Véta 6.2. Necht' S je svaz, pak formule (6.1) plativ tomto svazu, prdvé kdyZ v ném
plati formule (6.1').

Diikaz. Ukdzeme, Ze pokud ve svazu S piedpokladdme platnost formule (6.1),
pak musi v S platit i formule (6.1). Necht x, y, z jsou libovolné prvky svazu S, pak:

Lxuyn(xuz= Prava strana formule (6.1).
2. =[(xuy)mxullxuy) = Podle (6.1').
3.=xulzm(xuy)]= Podle (4.1) a (4.6).
4. =xulzrx)u(zry)]= Podle (6.1').
5.=[xuzmnx)]u(zrny = Podle (4.2').

=xu(yrz2) Podle (4.1) a (4.6").

Diikaz obracené implikace je dudlni.

Mnoho piikladi distributivnich svazi dostaneme na zdklad€ ndsledujici véty.

Véta 6.3. Kazdy retézec S je distributivni svaz.
Duikaz. Necht x, y, z jsou libovolné prvky fetézce S, pak:

l.xXmy=xAaxmy=y Podle (2.13).
2.X=2XxXuyAy=xuy Podle (2.13).

Pro vztah prvku x k prvkim y, z plati bud a) x =y v x =z, nebo b) (negace)
y<XAZ<X

3.a)x=yvx=zaxm(yuz)=x=(xnmyu(xn2)
b)y<xaz<xsxm(yuz)=yuz=(xmyu(xmz)

Piiklad 6.2. Podle véty 6.3 jsou distributivni napt. svazy (N, =), (Z, <), ( é),
(R, <) a svazy k nim dudlni. Distributivnim svazem je také napf. fetézec {0, 2, 4, 6,
1,3,5,7, .0

Vétu 6.3 vyuzijeme také v ndsledujicim ptikladeé.
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Pfiklad 6.3. Necht M je mnoZina vSech redlnych funkci definovanych na inter-
valu €0, 1) — viz pf. 1.14. Spojeni a prisek definujeme v mnoziné M takto
(F, G jsou libovolné funkce z M, x je libovolny prvek z 0, 1)):

(F m G) (x) =4 F(x) ~ G(x) (6.3)
(F 1 G) (x) = Flx) 1 Glx) (6.3)

Pruseky a spojeni funk¢nich hodnot znamenaji v nasem piipadé toto:

F()m Gle) = min (F(), G(x) & Fx) & G{x) = max (F(x), G(x).

Pak trojice (M , L, n) je svaz. Ukazme, ze M je dokonce distributivni svaz, tzn. Ze
v ném plati formule (6.1). Necht F, G, H jsou libovolné funkce z M. Polozme
U=Fu(GrH)aV =(Fu G)n (F u H). Necht x je libovolné &islo z intervalu

{0, 1), pak:
1L.Ux)=[Fu(Gr H)(x) = Podle def. funkce U.
2. = F(x) u [G(x) ~ H(x)] = Podle (6.3) a (6.3").
3. = (F(x) u G(x)) » (F(x) u H(x)) = Podle (6.1) — (R, =) je distribu-
tivni svaz.
4. =[(FuGn(FuH)(x)= Podle (6.3) a (6.3").
= V(x) Podle def. funkce V.

Pravé uvedeny priklad lze zobecnit takto:

Lemma 6.1. Necht M je mnoZina vSech zobrazeni F: A - D, kde A je libovolnd
mnozina a D je distributivni svaz. Pak definujeme-liv M operace m a L formulemi
(6.3) a (6.3'), obdrzime distributivni svaz.

Duikaz je formdlné zcela stejny jako dikaz v piikladu 6.3.

Necht D je libovolny distributivni svaz, pak formule (6.1) a (6.1') Ize rozsifit na
libovolny koneény pocet prvki. V piipadé tplnych distributivnich svazi lze tyto
formule v nékterych piipadech rozsifit i na nekoneény pocet prvki. K tomuto
rozsifeni se znovu vratime v kap. 8. Jiz na zaéatku predchozi kapitoly a znovu na
zacatku této kapitoly jsme Ctendfe upozorfiovali na nasledujici vétu.

Véta 6.4. KaZdy distributivni svaz je moduldrni.

Duikaz. Necht x, y, z jsou libovolné prvky distributivniho svazu S a necht plati: -

lLx=z Predpoklad
2.xu(ynz)=(xuy)rn(xuz)= Podle (6.1).
=(xuy)rz ‘ Podle (2.19) a f. 1.

Poznamenejme, Ze obraceni véty 6.4 neplati, nebot existuji svazy, které jsdu
modularni a nejsou distributivni. Nejjednodussi takovy piipad predstavuje dia-
mant (viz obr. 35d).
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Je zfejmé, ze plati-li formule (6.1) v néjakém svazu, pak musi platit i v jeho
libovolném podsvazu — vlastnost ,,byt distributivni“ je dédi¢na.

Lemma 6.2. KaZdy podsvaz distributivniho svazu je distributivni svaz.

Také Ize Fici, ze pokud je dany svaz S distributivni, pak i jeho libovolny izomorf-
ni obraz je distributivni svaz. Vlastnost ,,byt distributivni* se dokonce zachovava
i homomorfnim zobrazenim. Proto mizeme vyslovit:

Lemma 6.3. Nechi F je svazovy homomorfismus distributivniho svazu S na
svaz A, pak svaz A je také distributivni.
Prohloubeni predstavy o distributivnich svazech umozni nasledujici lemma.
Lemma 6.4. Nechr' S je distributivni svaz, pak plati:
(6.4)

(Vr,y,zeS)(xmz=ymzaxuz=yuz)=sx=y

Podle véty 6.4 je vlastnost ,,byt distributivni® silnéjsi neZ vlastnost ,,byt modu-
larni*, a proto predpoklady v implikaci (6.4) mohou byt slabsi nez pfedpoklady ve
formuli (5.3) tykajici se modularnich svazu.

Diikaz. Necht x, y, z jsou libovolné prvky distributivniho svazu S, pro kter€ plati:

l.xmz=ymzAXuz=yuz Predpoklady

2.x=xm(xuz)=xmn(yuz) = Podle (4.6) a pfedp.

3.=(xmyulxmz) = Podle (6.1').

4.=(xmy)ulym2) Podle predpokladu.

S5.=(ymx)ulymnz)= Podle (4.1).

6. =ym(xuz)= Podle (6.1).
=ymlyuz)=y Podle piedp. a (4.6).

Vyslovime-li lemma 6.4 v obménéném tvaru, obdrzime: JestliZe ve svazu S ne-
plati formule (6.4), pak svaz S neni distributivni. Vratme se opét ke svazam typu
pentagon a diamant, o nichz jsme hovofili uz na zaédtku tohoto clanku. Opet je
dobfe vidét, Ze ani jeden z nich neni distributivni, nebot v pentagonu plati (viz
obr. 22a):

anc=brcarauc=bucaa<b

V diamantu plati (viz obr. 22b):

amc=brcarauc=bucaraRrb

Také obrdceni lemmatu 6.4 je dokazatelné. Dikaz vsak nebudeme uvadeét,
nebot je ponékud zdlouhavy.

Lemma 6.5. JestliZe ve svazu S plati formule (6.4), pak S je distributivni svaz.

Na zdkladé lemmat 6.4 a 6.5 mizeme vyslovit nasledujici vétu.
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Véta 6.5. Svaz S je distributivni, pravé kdyz plati:
(Vx,y,zeS)(xmz=ymzaxuz=yuz)sx=y (6.4)

Formule (6.4) je autodudlni a podle véty 6.5 je ekvivalentni s kazdou z formuli
(6.1) a (6.1"). Proto bychom ji mohli pouzit k definici distributivniho svazu. Du-
sledkem véty 6.5 je véta udavajici dalsi podminku ekvivalentni s kazdou z formuli
(6.1), (6.1") a (6.4).

Véta 6.6. Svaz S je distributivni, prdavé kdyZ? neobsahuje podsvaz typu pentagon
nebo diamant.

Vyslovme pouze hlavni myslenky dikazu: Jestlize je svaz S distributivni, pak
kazdy jeho podsvaz je distributivni a nemize tedy obsahovat podsvaz Nsani M,
které nejsou distributivni.

Jestlize svaz S neni distributivni, tzn. nespliiuje formuli (6.4), pak by mél obsa-
hovat podsvaz Ns nebo M5 . Pokud svaz § neni ani modularni, pak podle véty 5.2
obsahuje podsvaz Ns. Pokud je modularni, pak musi obsahovat tfi prvky q, b, c,
z nichz kazdé dva jsou neporovnatelné. Sestrojime-li prvek d = [(a m b) u c] m
m (a u b), pak Ize ukdzat, ze mnozina {a m b, a, b, d, a L b} tvoii diamant.

Nasledujici tii véty jsou bezprostiedni disledky vét 5.2 a 6.6.

Svaz § je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje Zadny podsvaz typu pentagon
nebo diamant.

Svaz § je modularni a neni distributivni, pravé kdyZ neobsahuje zadny podsvaz
typu pentagon a obsahuje aspon jeden podsvaz typu diamant.

Svaz S neni moduldrni, pravé kdyz obsahuje aspon jeden podsvaz typu penta-
gon.

Priklad 6.4. Svaz P(M) zndzornény na obr. 5c nebo svaz A znazornény na
obr. 28 jsou priklady distributivnich svazi, nebot neobsahuji zddny podsvaz typu
pentagon nebo diamant.

Svaz zndzornény na obr. 44d obsahuje podsvaz typu diamant, neobsahuje viak
podsvaz typu pentagon. Jednd se proto o moduldrni svaz, ktery neni distributivni.

Svaz na obr. 44a obsahuje jak podsvaz typu diamant, tak i podsvaz typu penta-
gon. Existence podsvazu typu pentagon zarucuje, Ze tento svaz neni moduldrni.
Také svazy na obr. 44b, ¢ nejsou moduldrni, a tedy ani distributivni.

V definici 4.8 jsme zavedli pojmy maximalni idedl a prvoidedl. Definice 4.8’
zavddéla dudlni pojmy. Zajimavy vztah mezi maximalnimi idedly (filtry) a prvo-
idedly (ultrafiltry) v distributivnich svazech udavaji nasledujici navzdjem dudlni
vety.

Véta 6.7. JestliZe S je distributivni svaz, pak kazdy maximdlni idedl I v S je
prooidedl.
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Duikaz (nepfimo). Necht 7 je maximalni idedl v distributivnim svazu S, pficemz
I neni prvoidedl, tzn. ze v § existuji prvky a, b takove, ze

ambelana¢lnbg¢l

Poznamenejme (viz cv. 4.10), ze mnoZina viech takovych prvku xe S, Ze
x=auy pro n&aké ye I, je nejmensi idedl obsahujici ideal I a soucasné
prvek a. Ozna¢me ho /.

Idedl I, je vlastni, nebot b ¢ I, . Kdyby totiz platilo, ze b € I, pak b = a L cpro
néjaké c € I. Protoze am b e I acr be I, obdriime

b=(auc)r1b=(ar—|b)u(Cr-|b)EI,

coz je spor s predpokladem.

Protoze I = I, (a ¢ I aa e I,), neni idedl I maximalni, coZ je spor s predpokla-
dem.

Obraceni véty 6.7 neplati, jak ukazuje nasledujici pfiklad. Ve Ctyfprvkovém
fetézci {0, a, b, ¢} je mnozina {0, a} prvoidedlem, ale neni maximalnim idealem.

Véta 6.7. Jestlize S je distributivni svaz, pak kazdy maximdlni filtr F v S je
ultrafiltrem.

6.2 Mnozinova reprezentace

V tomto ¢ldnku se budeme zabyvat otdzkou reprezentace konecnych
distributivnich svazi. K tomuto problému se znovu vratime u specidlnich distribu-
tivnich svazii zvanych Booleovy algebry (viz kap. 10). Nyni je nasim cilem ukazat,
7e k libovolnému kone¢nému distributivnimu svazu S existuje urcity okruh mno-
7in, ktery je se svazem S izomorfni. Pfi tomto pojedndni se ndm bude hodit pojem
dolni mnozina (viz def. 1.22) a nasledujici novy pojem.

Definice 6.2. Prvek p svazu S se nazyvd zdola ireducibilni, prdvé kdyz plati:
(Vx,yeS)p=xuy=(x=pvy=p) (6.5)

Priklad 6.5. Na obr. 49 jsou znazornény svazy C, D, E. Svazy C, D jsou distribu-
tivni, svaz E neni distributivni. Na kazdém z téchto diagrami jsou plnymi krouzky
vyznaceny zdola ireducibilni prvky.

Obr. 49 a) b) c)
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Vlastnost ,,byt zdola ireducibilnim prvkem svazu S“ se na Hasseové diagramu
svazu S projevi takto: Do uzlu odpovidajicimu zdola ireducibilnimu prvku smi
zdola vstupovat nejvyse jedna hrana.

Nyni miZeme pfistoupit k vlastnimu pojedndni o mnoZinové reprezentaci ko-
necnych distributivnich svazi. Lze dokdzat, ze v kazdém kone&éném svazu S pro
libovolny prvek x € S existuje aspori jeden zdola ireducibilni prvek p ¢ S, ktery
pfedchdzi pred x. Zna¢i-li I mnoZinu zdola ireducibilnich prvki svazu S, pak
uvedené tvrzeni mizeme zapsat ndsledujici formuli:

(VxeS)@pel)p=x
Plati dokonce silnéjsi tvrzeni, ze kazdy prvek x kone¢ného svazu S Ize zapsat jako
spojeni urcitych zdola ireducibilnich prvku p, pfi¢emz je ziejmé, ze kazdy z téchto

prvki p musi predchazet pred prvkem x. Uvedené tvrzeni bude pro nas zékladem,
a proto ho dokazeme.

Lemma 6.6. Necht S je konecny svaz, pak kazdy jeho prvek lze zapsat jako
spojeni urcitych zdola ireducibilnich prvokii svazu S.

Duikaz (indukci). Necht V(n) predstavuje vjrokovou formu: Pro kazdé x e S,
jestlize pocet n(x) prvki y = xv S jen, pak prvek x je spojenim zdola ireducibilnich
prvki svazu S.

1. V(n) ziejmé plati pro kazdy zdola ireducibilni prvek.

2. Jestlize x € S neni zdola ireducibilni prvek, pak ho Ize zapsat ve tvaru

XxX=aub, kde a<x a b < x,
coz znamend, Ze n(a) < n(x) a n(b) < n(x). Na zdkladé indukéniho predpokladu
vsak pro prvky a, b plati V(n), tzn. Ze prvky a, b jsou spojenim mnozin X a Y zdola
ireducibilnich prvku:

a=||Xx a b=|]Y
Odtud dostaneme '

x=aub=||Xul|]Y.

Prvek x je proto také spojenim zdola ireducibilnich prvki.

Oznacime-li mnozinu vech zdola ireducibilnich prvki p predchazejicich pied
prvkem x ve svazu S znakem I(x), pak lze jako dusledek lemmatu 6.6 vyslovit
nasledujici lemma.

Lemma 6.7. Necht' S je konecny svaz, pak kazdy jeho prvek x Ize zapsat ve tvaru
x = |I(x).

Necht S je libovolny konecny distributivni svaz, pak zavedme zobrazeni F,
které kazdému prvku x € § pfifazuje mnozinu /(x). Kazdd mnozina I(x) je dolni
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podmnozina posetu I. Oznacime-li mnozinu vsech neprazdnych dolnich pod-
mnozin posetu I symbolem D(I), pak pro zobrazeni F plati:

F:xeS~I(x)e D(I) (6.6)
O zobrazeni F lze vyslovit toto:
Lemma 6.8. Necht S je konecny distributivni svaz a necht D(I) je mnozinovy

okruh vSech dolnich podmnoZin mnoZziny I vSech zdola ireducibilnich prokii v S,
pak zobrazeni F definované formuli (6.6) je izomorfismem svazii S a D(I).

Diikaz. Zobrazeni F prevadi v libovolném kone¢ném svazu operaci m na opera-
ci mnozinovy prunik, tzn.

I(x ny)=1(x) n I(y). . (6.7)
Platnost formule (6.7) je dusledkem definice svazové operace m, nebot
(Vx,p,zeS)z=2xmye (z=2xrz=y)

Zobrazeni F prevadi v libovolném konec¢ném distributivnim svazu operaci u na
operaci mnozinové sjednocent, tzn.

I(x uy) =I(x) U I(y). (6.8)

Platnost formule (6.8) vyplyva z nasledujici tvahy: Nechf p je zdola ireducibilni
prvek, pak p = x u y, pravé kdyz

p=pr(xuy)=@Prx)ulpnry).

Protoze p je zdola ireducibilni prvek, plati p = p m x nebo p = p m y, coZ zname-
n4, ze p = x nebo p = y. Shriime:

(Vpel)(Vx,yeS)p=xuye (p=xvp=y)

O zobrazeni F tak plati, Ze je homomorfnim zobrazenim kone¢ného distributiv-
niho svazu S na mnozinovy okruh D(I). Na zakladé lemmatu 6.7 Ize dokonce fici,
ze F je vzajemné jednoznaéné zobrazeni mezi S a D(I), tzn. Ze F je jejich izomor-
fismus.

Z dikazu lemmatu 6.8 vyplyva, Ze zobrazeni F zachovava operaci m v libovol-
ném konecném svazu, operaci u vSak zachovavd pouze v koneéném distributiv-

nim svazu. UkaZme proto, Ze formule (6.8) nemusi platit, pokud uvazovany svaz
neni distributivni.
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Priklad 6.6. UvaZzujme diamant zndzornény na obr. 22b, jehoz mnozina zdola
ireducibilnich prvkid I = {0, a, b, c}, pak

Ilaub)=1(1)={0,a,b,c

I(a) U I(b) = {0, a} U {0, b} = {0, a, b},
tedy

I(a u b) # I(a) U I(b).

Vyslovme lemma 6.8 jesté jednou ve zjednodusené formé. Obdrzime vétu,
které se fika véta o mnozinové reprezentaci kone¢ného distributivniho svazu.

Véta 6.8. Ke kazdému konecnému distributivnimu svazu S existuje okruh mno-
Zin, ktery je se svazem S izomorfni.

Uvazujme tfidu vSech konecnych distributivnich svazi, pak mizeme vétu 6.8
o reprezentaci koneénych distributivnich svazii vyslovit také takto: V kazdém
bloku navziajem izomorfnich konecnych distributivnich svazu existuje alespon
jeden okruh mnozin.

Poznamenejme, Ze véta 6.8 zlstdva v platnosti, 1 kdyz vypustime pozadavek
konecnosti uvazovaného svazu. Dikaz bychom vsak v tomto pfipadé museli kon-
struovat jinak.

Na zakladé vyse provadénych uvah miZeme nyni vypsat postup pro sestrojeni
okruhu mnozin izomorfniho se zadanym koneénym distributivnim svazem S.

Konstrukce:

0. Necht S je konecny distributivni svaz.

1. Sestrojime mnozinu / vsech zdola ireducibilnich prvka svazu §. Usporadani
posetu I obdrzime zizenim uspotfadani svazu S.

2.V posetu [ sestrojime mnozinu D(/) vSech neprazdnych dolnich mnozin.
Uspofadame-li mnozinu D(/) relaci <, obdrzime okruh mnozin, ktery je
izomorfni s pivodnim distributivnim svazem S (izomorfismem je zobrazeni
F zadané formuli (6.6)).

Piiklad 6.7. Konstrukci mnozinového okruhu D(I) izomorfniho s kone¢nym
distributivnim svazem S popiSeme pomoci obr. 50. Znaceni je zde stejné jako ve
vyse popsané konstrukcei. Na obr. 50a je zadany svaz S, na obr. 50b je poset I zdola
ireducibilnich prvki v § a na obr. 50c je mnozinovy okruh D(I) (vSech neprazd-
nych dolnich mnozin v I), ktery je izomorfni se svazem S.
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Dokazte, Ze svaz S je distributivni, pravé kdyz

(Vx,y,zeS)(xuy)mz=xu(ym2).

Naértnéte Hassetiv diagram distributivniho svazu (viz véta 6.6) a ovéite vétu:

Jestlize je svaz S distributivni, pak pro kazdé a € S je zobrazeni
F:xeS—armx

homomorfnim zobrazenim svazu S na poéateéni interval («, a] a zobrazeni
GxeSrmaux

je homomorfni zobrazeni svazu S na koncovy interval [a, —).

Dokazte, ze pokud k distributivnimu svazu S pridate dva nové prvky 0, 1, pro
néz plati 0 < x < 1 pro vSechna x € §, pak vznikly svaz je opét distributivni.
Dokazte, Ze svaz {a m b, a, b, d, a L b} uvedeny v néstinu dikazu véty 6.6 je
diamant.

Dokazte, ze svaz (N, | ) je distributivni a Ze jeho zdola ireducibilnimi prvky jsou
vSechna prvocisla, mocniny prvocisel a ¢islo 1.

Sestrojte Hasseovy diagramy neizomorfnich distributivnich svazi délky 2
a délky 4.

Definujte shora ireducibilni prvek svazu S a popiste pomoci téchto prvki
dudlni konstrukci okruhu mnozin izomorfniho se zadanym distributivnim ko-
neénym svazem.
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7 KOMPLEMENTARNI SVAZY

V prvni ¢asti kapitoly zavedeme ,,obycejny* komplement daného prvku,
pomoci né¢hoz vymezime dalsi dulezity druh svazu, kterym budeme fikat komple-
mentdrni svazy. Vlastnosti t€chto svazi budeme vyuzivat pfedevsim pii studiu
Booleovych algeber v dalsich kapitolach. V druhé ¢ésti této kapitoly zavedeme tii
dal$i druhy komplementu, které se také casto studuji v teorii svazi, a ukdzeme
opét jejich nejzakladnéjsi vlastnosti.

7.1 Definice a vlastnosti

Definice 7.1. Nech? S je svaz s nulou a jednotkou. Komplementem prvku
X € S se nazyvd kazdy prvek y € S, pro néjz plati

xmy=0Aaxuy=1 : (7.1)

Svaz S s nulou a jednotkou se nazfva’ komplementarni, prdvé kdyz kazdy jeho
prvek ma alespon jeden komplement, tzn. kdyz

(VxeS)(FyeS)xmy=0rxuy=1. (7.2)

Poznamenejme, Ze pozadovanim platnosti formule (7.2) v komplementarnich
svazech se princip duality neporusi, protoZe tato formule je autodudlni.

Priklad 7.1. Na obr. 51 jsou vyznaceny Hasseovy diagramy péti svazli. Svazy
znazornéné na obr. 51a, b, ¢ jsou komplementdrni, zatimco svazy znazornéné na
obr. 51d, e nejsou komplementarni. Svaz na obr. 51a se pfitom vyznacuje tim, ze
ke kazdému prvku existuje pravé jeden komplement. To vsak neni splnéno u dia-
mantu a pentagonu na obr. 51b, ¢. U diamantu existuji ke kazdému z prvku q, b,
¢ pravé dva komplementy. Stejnd situace je i u prvku ¢ v pentagonu. Retézec na
obr. 51d neni komplementdrni, protoze neexistuje komplement k prvku a.
Tuto situaci lze zobecnit — viz lemma 7.1. U nekomplementdrnich svazi na
obr. 51d, e existuji komplementy pouze k prvkim 0 a 1 a jsou jimi po fadé
prvky 1 a 0. Obdobné i v prvnich tiech prikladech platilo, ze komplementem 0 je
prvek 1 a komplementem 1 je prvek 0. Toto zjisténi vyslovime jako vétu, jejiz
dikaz je zfejmy.
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Obr. 51

Véta7.1a7.1'. NechtS je svaz s nulou a jednotkou, pak komplementem nuly je
pradvé jen jednotka a komplementem jednotky je prdvé jen nula.

Lemma 7.1. Retézec majici alespori tfi proky neni komplementdrni svaz.

Piiklad 7.2. Uvazujme okruhy mnoZin P(M), kde M je libovolnd mnoZina, které
jsme zavedli v piikladé 2.7. Vime o nich, Ze jsou to distributivni svazy s nulou
a jednotkou. Nulou je mnozina @ a jednotkou je mnozina M. Tyto svazy jsou
komplementarni, nebot ke kazdé mnoziné A € P(M) existuje dokonce pravé jeden
komplement a je jim mnozinovy komplement mnoZiny A vzhledem k mnoZziné
M. Oznaéime-li mnoZinovy komplement mnoziny A vzhledem k M symbolem A’,
tzn.
A ={xeM;x¢ Al
pak z této formule bezprostiedné vyplyvd, ze pro libovolnou mnozinu A € P(M)
plati

AnNnA =0rAUVA =M,

coz jsou pravé pozadavky (7.1).

Zopakujme, Ze okruhem mnozin jsme nazvali kazdou mnoZinu K, jejiz prvky
jsou podmnoziny (ne nutné vsechny) uréité mnoziny M. Mnozina K v§ak musi byt
uzaviend vzhledem k mnozinovym operacim n a u. Nyni zavedeme dalsi dilezity
mnozinovy pojem. Dfive vSak jesté zduraznime, Ze pfifazovani komplementu
podmnoZindm mnoziny M (viz pf. 7.2) lze chapat jako undrni operaci.

Definice 7.2. Nechi P(M) je potence mnoziny M a necht K je podmnoZinou
mnoziny P(M). MnoZina K se nazyvd mnozinové téleso nebo téleso mnozin, prdvé
kdyz je uzaviend vzhledem k binarnim mnoZinovym operacim prinik a sjednoceni
a ddle vzhledem k undrni operaci komplement.

Téleso mnozin je tedy takovy okruh mnozin, ktery je uzavreny vzhledem k tvo-
feni komplementu. Z predchoziho vime, ze kazdy okruh mnozin je distributivni
svaz, a proto i kazde téleso mnozin je distributivni svaz, ktery md samoziejmé nulu
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a jednotku. Télesa mnozin jsou proto jiz velmi specidlnimi piiklady svazi, k nimz
se vratime v druh€ ¢dsti knihy pii probirani Booleovych algeber, nebot tam maji
mimoradné didlezité postaveni.

Pfiklad 7.3. Uvazujme svaz § podprostord vektorového prostoru ¥ nad téle-
sem 7. Ukazme, Ze svaz S je komplementdrni. Necht vektorovy prostor ¥ md
dimenzi n a nechf linedrné nezavislé vektory v,, v, az v, tvoif jeho bazi, tzn. ze
kazdy vektor x € V lIze zapsat pravé jednim zpisobem ve tvaru

X=aVi+av, +..+ayv,, kde aeT.

Necht V] je libovolny podprostor prostoru ¥ majici dimenzi s a bézi u,, u, az u,.
Pak k vektorum této baze lze pfidat linedrné nezavislé vektory u,, , u, ., az u,

tak, Ze vznikld mnozina vektori u,, u,, ..., u,, u,, , ..., u, tvoii bazi prostoru
V. Podprostor V, generovany vektory u, . |, u,, ,, ..., u, je komplementem pro-

storu V;, nebot plati

VimV=Vin¥={0} Vuh=[KuW]=V,

kde 0 je nulovy vektor. Ke kazdému vektorovému podprostoru prostoru V lze
takto sestrojit jeho komplement, ktery je jediny. Pfitom vime, Ze komplementy
podprostori {0} a ¥ jsou po fadé podprostory V a {0}.

Piiklad 7.4. Uvazujme svaz z oblasti geometrie, ktery jsme zavedli v piikladé
2.10. Tento svaz s nulou a jednotkou, jimiZ jsou po fadé mnozina @ a mnozina E,,
je komplementarni. Kazdy prvek tohoto svazu s vyjimkou nuly a jednotky ma
nekone¢né mnoho komplementi (zndzornéte ndsledujici situace pomoci Hasseo-
va diagramu):

a) komplementem mnoziny {x}, kde x ¢ E,, je libovolnd rovina o, kde x ¢ o,

b) komplementem piimky p je libovolnd pfimka s ni mimobézna nebo libovolna
rovina o rovnobéznd s p, kde p n o = 0,

¢) komplementem roviny g je libovolnd mnozina {x}, kde x ¢ o, nebo libovolna
piimka p rovnobézna s ¢ a nelezici v ¢ nebo libovolnd rovina o rovnobéznd
s 0 aruzna od p.

Poznamka. Svaz M uvazovany v piikladé 7.4 neni moduldrni, co? muZeme zddvodnit takto:

Necht p je libovolnd ptimka z M a necht rovina o a ptimka g jsou dva jej komplementy, pro néz plati
q < o, pak pétiprvkova mnozina {@, p, g, o, E,} tvoi{ pentagon (viz véta 5.2).

Upozornéme, Ze podsvaz komplementarniho svazu nemusi byt komplementar-
nim svazem. Napf. svazy na obr. 51a, b, c, které jsou komplementarni, obsahuji
podsvaz znazornény na obr. 51d, ktery komplementérni neni.

Lze fici, ze pokud je svaz § komplementdrni, pak i jeho libovolny izomorfni
obraz je komplementdrni svaz a dokonce i jeho libovolny homomorfni obraz je
komplementarni svaz. Proto mizeme vyslovit:
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Lemma 7.2. Necht F je svazovy homomorfismus komplementdrniho svazu S na
svaz A, pak svaz A je také komplementdrni.

Diikaz. Necht x je libovolny prvek svazu S a necht y je néktery z jeho komple-
mentd, pak plati:

Lxmy=0Aaxuy=1
2. Flx my) = F(x) = F(y) = F(0)
3. Flx uy) = F(x) u F(y) = F(1)

Piedpoklady
F je zobrazeni a podle (4.16).
F je zobrazeni a podle (4.16').

Z definice homomorfniho zobrazeni vyplyva, ze pokud prvek x ,,probéhne“ celou
mnozinu S, pak prvek F(x) ,,probéhne“ celou mnoZinu A4 a jednim z komplementi

k prvku F(x) je vidy prvek F(y). Ke kazdému prvku z A proto existuje jeho
komplement.

V dikazu lemmatu 7.2 jsme zjistili, Ze pokud jsou prvky x, y € § ve vztahu )byt
komplementem*, pak jsou i jejich homomorfni obrazy F(x), F(y) € A ve vztahu byt

komplementem*. Lze proto fici, Ze svazovy homomorfismus zachovava relaci ,»byt
komplementem*.

V ¢clanku 6.2 jsme ukadzali, Ze ke kazdému prvku x koneéného svazu S existuje
alespon jeden zdola ireducibilni prvek p e S, ktery pfedchazi pred x. Protoze
atomy jsou specidlnim pfipadem zdola ireducibilnich prvku, je nasledujici tvrzeni
zesilenim ptedchoziho: Pro kazdy nenulovy prvek x e S existuje alespon jeden
atom p e S, ktery pfedchazi pred x. Toto tvrzeni pouZijeme v ditkaze véty 7.2,
kterou budeme formulovat rovnéz pouze pro koneéné svazy.

Véta 7.2. V kazdém konecném alespori dvouprvkovém komplementdrnim
svazu S je jednotka spojenim mnoziny atomii.

Duikaz. Ozna¢me a spojeni mnoziny atomi svazu S a necht b je jeden z komple-
mentu prvku a. Pak pro prvek b plati jedna z nasledujicich moznosti:

a) Jestlize b = 0, pak podle véty 7.1 je @ = 1 a ditkaz konéi.

b) Jestlize je b atom, pakb = a,atedya m b = b,cozje sporstim,zea m b = 0.

c) Jestlize b # 0 neni atom, pak existuje alesponi jeden atom p takovy, Ze p < b.
Protoze p = a,je p = a rm b, coz je opét spor s tim, e a m b = 0.

Obraceni véty 7.2 neplati, jak ukazuje svaz S znazornény na obr. 52. Jednotka
je spojenim atomu a pfitom k prvku p, neexistuje komplement. Svaz S navic neni
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modularni. Lze dokazat, Ze v kazdém moduldrnim svazu jiz obraceni véty 7.2 plati.
Modularnim komplementdrnim svazim budeme vénovat i ndsledujici poznamku.

Poznamka. Moduldrni komplementarni svazy jsou duleZité predevsim jako ten druh svazi, které
zahrnuji svazy, v nichZ se priisek a spojeni provadi na bodech, pfimkdch atd. Naértnéme, jak je mozné
v rdmci teorie moduldrnich komplementarnich svazi axiomaticky zaloZit projektivni geometrii roviny.

Projektivni rovina je trojice (P, L, I), kde P a L jsou dvé disjunktni mnoziny a I < P x L. Mnozi-
né P fikime mnozina bodu, mnoziné L mnozZina pfimek a bindrni relaci I relace incidence. Trojice
(P, L, I) musf spliiovat nasledujici axiémy:

1. Pro kazdé dva rizné body a, b € P existuje prave jedna pfimka p e L tak, Ze oba body s ni incidujf.

2. Ke kazdym dvéma pfimkam p, g € L existuje bod a € P, ktery inciduje s obéma ptimkami.

3. Existuji ¢tyfi navzdjem ruzné body a,, a,, a3, a, € P takové, Ze pro libovolnou trojici z nich plati:
jestlize dva z nich inciduji s pfimkou p € L, pak tfeti z nich s pfimkou p neinciduje.

Sestrojme mnozinu S obsahujici nulu, v§echny body z P, vSechny pfimky z L a jednotku. Mnozi-
na § spolu s uspofdddnim ,byt incidentni“ (na nulu a jednotku je uspofdddni rozsifeno ziejmym
zpiisobem) tvoii moduldrni a komplementarni svaz délky 3, ve kterém ma kazdy prvek kromé nuly
a jednotky alespon dva komplementy. Dikaz vysloveného tvrzeni pienechdme &tendfi jako vhodné
cvieni. )

Plati vSak i obracené: Jestlize svaz S je moduldrni a komplementdrni, ma délku 3 a kazdy prvek
kromé nuly a jednotky ma alespori dva komplementy, pak se jednd o projektivni rovinu. Toto tvrzeni
predkladdme pouze pro informaci, protoze jeho diikaz by byl obtizny.

Naznacili jsme, jak teorie moduldrnich svazi souvisi s geometrii roviny. Je
ztejmé, Ze tato souvislost existuje i pro prostory vysSich dimenzi. Ve zbyvajici éasti
¢lanku zaméfime svoji pozornost vyhradné na distributivni svazy.

Véta 7.3. JestliZe je svaz S distributivni, pak ke kaZdému jeho prvku existuje
nejvyse jeden komplement.

Diikaz (neptimy). Necht existuje distributivni svaz S, v némz k uréitému
prvku a existuji alespon dva komplementy. Ozna¢me dva z nich b a c. Pak plati:

l.amb=0Araub=1

2.amc=0Arauc=1 Predpoklady

3.b#c

4amb=armcraub=auc Tranzit. rovnosti na t. 1, 2.
5.b=c Podle (6.4) na t. 4.

Spornaft.3as5.

Dusledek véty 7.3. JestliZe distributivni svaz S je komplementdrni, pak ke kaz-
dému jeho prvku existuje prdvé jeden komplement.

Tvofeni komplementu v téchto svazech proto pfedstavuje undrni operaci. Do-
hodnéme se, Ze pokud k danému prvku x € S existuje pravé jeden komplement,
pak ho budeme znacit x'. V komplementarnich a distributivnich svazech plati

(VxeS)xmx =0aAxux =1 (7.3)
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Piiklady 7.1 az 7.4 (pokradovani). Svazy na obr. 51a, ¢, d jsou distributivni,
pfi¢emz pouze svaz na obr. 51a je také komplementdrni. Je proto ,jednoznacné
komplementarni®.

Kazdé téleso mnozin je distributivni a komplementarni svaz, a je proto ,,jedno-
znaéné¢ komplementarni®.

Geometricky svaz z pf. 7.4 ma ke kazdému prvku s vyjimkou nuly a jednotky
nekone¢né mnoho komplementti, a neni proto distributivni. Podle poznamky na
str. 137 neni tento svaz ani moduldrni.

Véta 7.4. Necht S je distributivni svaz s nulou a jednotkou, pak ty proky svazu S,
které maji komplement, tvori distributivni podsvaz svazu S-

Duikaz. Necht x, y jsou libovolné prvky svazu S, které maji komplement. Dokd-
Zeme, ze potom i prvky x m y a x u y maji komplement a jsou jimi po fadé prvky
Xuyax my.

Lxmy)(xuy)=

2.=(xmymxX)ulxmyny)= Podle (6.1) a (4.2) na f. 1.
3.=(ym0)u(xm0)=0uL0= Podle (4.1), (4.2), (7.3), L 3.2.
4. =0 Podle L 3.2 nat. 3.
S5.xmy)u(xuy)=

6.=(xuxXuy)nlyuxuy)= Podle (6.1) a (4.2") na t. 5.
7.=(luy)n(lux)=1n1= Podle (4.17), (4.2'), (7.3), L 3.2.
8. =1 Podle L 3.2 nat. 7.

Dualné Ize dokazat, Ze komplementem k x s y je prvek x' m y'.
7. dlikazu véty 7.4 vyplyva platnost tzv. de Morganovych pravidel.

Véta 7.5 a 7.5'. Necht' S je distributivni svaz a nechtf k prokum x,y € S existuji
komplementy x', y', pak plati

(xmy)=xXuyalxuy =xnmy. (7.4)

Piiklad 7.2 (pokracovéni). V libovolném télese mnozin K bézné pouzivime
de Morganova pravidla (7.4) pro libovolnou dvojici mnoZin A, B € K, nebot
téleso K je distributivni a k libovolné mnoziné existuje komplement. Vzorce (7.4)
pak formulujeme takto:

(AnBf=AuB (AuBy=AnPH (7.5)
Ctenaf si muze formule (7.5) znazornit pomoci Vennovych diagrami.

Poznamka. Predevsim v kapitole o distributivnich svazech a v této kapitole jsme poznali, Ze operace
m a L ve svazu S jsou abstraktnimi analogiemi operaci n a U v okruhu mnoZin P(M). Jestlize m4 svaz
S nulu a jednotku, pak jsou to opét abstrakce mnoziny @ a mnoZiny M. Také svazovy komplement lze
brat jako abstraktni analogii mnozinového komplementu.
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Pozastavme se u definice komplementu A’ mnoziny A. Bylo by mozné definovat ho takto: Komple-
ment A" mnozZiny A v mnoziné M je

a) nejvétsi podmnozina mnoziny M, proniz plati A n A" = @,

b) nejmensi podmnozina mnoziny M, pro niz plati A u A’ = M.

Pro obé uvedené definice Ize najit v teorii svazi analogie, které viak uz nejsou ekvivalentni. Lze je
vyslovit takto:
a,) Necht svaz S md nulu, pak se prvek y € § nazyvd m-komplement prvku x v S, pravé kdyz y je nejvétsi

prvek takovy, Ze x m y = 0.

b,) Necht svaz S mi jednotku, pak se prvek y € S nazyvd L-komplement prvku x v S, pravé kdyZ y je

nejmensi prvek takovy, ze x uy = 1.

Z definic a,) a b, ) vyplyvd, Ze pokud existuje prusekovy nebo spojovy komplement prvku xv S, pak je
pravé jeden. Tyto komplementy se vsak nemusi sobé rovnat. Napf. v pentagonu na obr. 51c je
m-komplementem prvku ¢ prvek b, zatimco «-komplementem téhoz prvku c je prvek a. V distributiv-
nich svazech plati:

Necht S je distributivni svaz a prvek x e § md souéasné m-komplement, ktery oznacime y,,
a u-komplement, ktery oznacime y,, pak y, = y,.

Diikaz. y, =y 1=y m(xuy) =y, m x)u (v, Ay)=0u(imy) =y

Definice komplementu se nékdy vyslovuje takto:
¢,;) Necht svaz § md nulu a jednotku, pak se prvek y € § nazyvd komplement prvku x v S, pravé kdyz y je

m-komplement i u-komplement prvku x.

Z definice c,) vyplyvé, Ze pokud komplement prvku x € § existuje, pak je pravé jeden. Pozor!
Definice 7.1 neni ekvivalentni s definici c,). Pozadavek na komplement v definici ¢,) je siln&j$i nez
pozadavek v definici 7.1. V distributivnich svazech jsou viak obé& definice ekvivalentni. K definici a,)
se vratime v ndsledujicim ¢lanku této kapitoly (viz def. 7.4).

7.2 Jiné druhy komplementarnich svazi

V tomto ¢lanku budeme definovat tfi dalsi druhy komplementt a u kaz-
dého z nich uvedeme nékteré jeho zakladni vlastnosti. Prvni z nich je tzv. relativ-
ni komplement vzhledem k urcitému intervalu.

Definice 7.3. Necht [a, b] je interval ve svazu S. Relativnim komplementem
prvku x € [a, b] se nazyvdi kazdy prvek Y, pro ktery plati

Xmy=aAaxuy=»b (7.6)

Svaz § se nazyvd relativné komplementarni, prdvé kdyz pro kazdy interval [a, b]
a kazdy proek x € [a, b] existuje alespori jeden relativni komplement y € [a, b].

Pfiklad 7.5. Prohlédneme-li svazy zndzornéné na obr. 51, pak zjistime, Ze
svazy na obr. S5la,b jsou relativné komplementdrni, zatimco svazy na
obr. 5lc, d, e relativné komplementdrni nejsou. Uvazujeme-li v diamantu na
obr. 51b napf. interval [0, 1], pak relativnim komplementem prvku a je kterykoli
z prvku b, c. Uvazujeme-li v pentagonu zndzornéném na obr. 51c napft. interval
[0, b], pak pro prvek a € [0, b] neexistuje relativni komplement. Obdobné neexistu-
je relativni komplement pro prvek a e [0, 1] ve svazu na obr. 514, e.
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Podsvaz relativné komplementarniho svazu nemusi byt relativné komplemen-
tarni. Tato vlastnost tedy neni dédi¢na, jak ukazuje nasledujici priklad. Podsvazem
relativné komplementarniho svazu zndzornéného na obr. 51a je fetézec znazorne-
ny na obr. 51d, ktery neni relativné komplementarni.

Libovolny izomorfismus a dokonce i libovolny svazovy homomorfismus zacho-
vava vlastnost ,,byt relativné komplementdrni“, coZ vyslovime takto:

Lemma 7.3. Nech? F je svazovy homomorfismus relativné komplementdrniho
svazu S na svaz A, pak svaz A je také relativné komplementdrni.

Je zfejmé, Ze relativné komplementdrni svaz S nemusi byt komplementarni.
K tomu stadi, aby svazu S chybéla nula nebo jednotka. Plati véak ndsledujici véta.

Véta 7.6. Necht S je relativné komplementdrni svaz s nulou a jednotkou, pak
je S komplementdrni svaz, pFicemz komplementem proku x € S je kaZdy jeho rela-
tivni komplement vzhledem k intervalu [0, 1].

V dalsi ¢dsti budeme uvazovat distributivni svazy. Pro tento druh svazi lze
vyslovit zesilenou analogii véty 7.3.

Véta 7.7. Svaz S je distributivni, prdvé kdyz ke kazdému jeho intervalu a ke
kaZdému proku tohoto intervalu existuje nejvyse jeden relativni komplement.

Véta 7.7 ukazuje, jak by bylo mozné zavést distributivni svaz pomoci pojmu
relativni komplement. K vété 7.5 mizeme vyslovit obdobny disledek jako k vété
7.3: Jestlize distributivni svaz S je relativné komplementdrni, pak ke kazdému jeho
intervalu a ke kazdému prvku tohoto intervalu existuje pravé jeden relativni kom-
plement.

Vratme se k vété 7.6. Obraceni této véty neplati, nebot komplementarni svaz
nemusi byt obecné relativné komplementarni. Budeme-li viak o uvaZzovaném
svazu predpokladat, napf. Ze je distributivni, pak toto ziZené obraceni plati:

Véta 7.8. Necht svaz S je komplementdrni a distributivni, pak je svaz S relativné
komplementdrni a navic plati: Jestlize [a, b) je libovolny interval svazu S, pak pro
relativni komplement y proku x € [a, b] plati

y=(aux)nb. (7.7)

Diikaz. Necht x je libovolny prvek intervalu [a, b] < S, pak dokdzeme, Ze prvek
y uréeny formuli (7.7) spliuje formule (7.6). Podle véty 7.7 vime, Ze takovy prvek
y muiZe existovat nejvyse jeden.

xmy=xn[laux)nb]= Podle (7.7).
=[xm(@aux)]nb= Podle (4.2).
= [(x m a) u (x m x’)] nb= Podle (6.1').
=[(xma)u0]mb= Podle (7.3).
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okzZeme, Ze prvek
. Ze takovy prvek

=xmanbs= Podle L 3.2.

=a Podle predpokladu.
xuy=xullaux)nb]= Podle (7.7).
=xufl@amb)u(xnb)= Podle (4.1), (6.1').
=(@mb)ulxu(x¥rb)= Podle (4.2) a (4.1').
=(amb)uf(xux)m(xub)= Podle (6.1).

= (a m b) (] [1 r (x [ b] = Podle (7.3).
=@mb)u(xub)=aub= Podle L 3.2, (4.4), (4.4').
=b Podle (4.4').

Priklad 7.2 (pokracovani). Vime, Ze libovolné téleso mnozin K je komplemen-
tarni a distributivni svaz. Podle véty 7.8 je proto téleso mnozin K také relativné
komplementarni svaz.

Pristupme k zavedeni dalstho druhu komplementi.

Definice 7.4. Necht svaz S md nulu, pak pseudokomplementem prvku x ¢ S se
nazyvd nejvétsi z prokii y, pro néz plati x - y = 0, tzn.

(VaeS)xma=0=a=y.

Svaz § se nazyvd pseudokomplementarni, prdvé kdy? kazdy jeho prvek md pseudo-
komplement.

Zavedme binarni relaci ,,byt disjunktni. Necht S je svaz s nulou, pak se prvky
X,y € § nazyvaji disjunktni, pravé kdyz plati x - y = 0.

Pomoci pojmu ,,byt disjunktni“ miZzeme uvést jinou formulaci definice 7.4.
Necht § je svaz s nulou, pak pseudokomplement prvku x € § je nejvetsim prvkem
mnoziny vSech prvku disjunktnich s x. ProtoZe uvaZzovand mnozina m4 nejvyse
jeden nejvetsi prvek, ma i kazdy prvek x e S nejvyse jeden pseudokomplement.
Dohodnéme se, Ze pseudokomplement prvku x (pokud existuje) oznaéime x*.

Poznamenejme, Ze pseudokomplement zavedeny v definici 7.4 je jenom jiny
nazev pro m-komplement zavedeny v definici a, v pozndmce na str. 141.

Piiklad 7.6. Prohlédneme-li si svazy na obr. 51, pak zjistime, ze svazy na
obr. 51a, c, d, e jsou pseudokomplementarni, zatimco svaz na obr. 51b pseudo-
komplementdrni neni (neexistuje napf. nejvétsi prvek v mnozin¢ prvka disjunkt-
nich s prvkem a).

Kazdy fetézec s nulou a jednotkou je pseudokomplementarni svaz. Pseudo-
komplementem libovolného jeho nenulového prvku je nula. Pseudokomplemen-
tem nuly je jednotka.

Sestrojime-li napt. v pentagonu prvek a* (viz obr. 51c), pak obdrzime c. Pokud
sestrojime prvek ¢* = a**, pak obdrzime b a nikoli vychozi prvek a (viz formule a)
v lemmatu 7.4). Relace ,,byt pseudokomplementem* neni proto symetricka. Za-
kladni vlastnosti této relace jsou shrnuty v nasledujicim lemmatu.
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Lemma 7.4. Necht x* a y* jsou pseudokomplementy prvku x a y ve svazu S, pak
plati:

a) (Vxe S)x = x**

b) (Vx € §) x* = x***

c)(VxeS)x=y=y*=x*

Diikaz. Podejme na ukdzku pouze ditkaz formule a) a ostatni nechame do
cviéeni. Necht x je libovolny prvek z S, pro ktery existuje x*, pak x m x* = 0. Prvek
x** je nejvétsi prvek z S, pro ktery plati x** m x* = 0, a proto x = X

(pokud existuje x**)
(pokud existuje x**)

Poznamenejme, ze v pseudokomplementdrnich svazech je porusen princip
duality. Pozaduje se zde existence pseudokomplementu ke kazdému prvku a niko-
li L-komplementu (viz def. b, v pozndmce na str. 141), ktery je dudlnim pojmem
k pseudokomplementu. Dodejme jesté pro zajimavost, Ze v libovolném distributiv-
nim pseudokomplementdrnim svazu § plati nésledujici formule (x, y jsou libovolné
prvky svazu S)

(xuy) = x* my* A X0y = (xm ) (7.8)

které ndpadné piipominaji de Morganova pravidla (7.4). Dikazy obou formuli
(7.8) nechdme do cviceni. Zde pouze uvedeme piiklad demonstrujici, Ze v distri-
butivnim svazu skute¢né mize byt ve druhé z formuli (7.8) ostra nerovnost. Bude-
me-li uvazovat svaz znazornény na obr. 51le a polozime-li x=aa y = b, pak

a*ub*=bua=calanbff=0*=1rc=l

Dodejme, e specidlnim druhem pseudokomplementarnich svazu jsou tzv. Sto-
neovy svazy. Jsou to pseudokomplementarni distributivni svazy S, pro které plati

(Vx e S) x* L x** = 1. (7.9)

Piikladem Stoneova svazu je svaz viech déliteld &isla 2° . 3 v N zndzornény na
obr. 18a. Tento svaz je distributivni a plati: pseudokomplementem &isel 2, 27, 2°
je &islo 3, pseudokomplementem Eisla 3 je Cislo 23, pseudokomplementem Cisel
2.3,22.3,2° .3 je &islo 1, pseudokomplementem &isla 1 je 2° . 3. Ovéite, Ze
i formule (7.9) plati. Jingm piikladem Stoneova svazu je svaz dudlni ke svazu
znazornénému na obr. 51le. Samotny svaz na obr. 51le Stoneiv neni, protoze
a = a** b = a*apiitom a* L a** = ¢ # 1. Studium Stoneovych svazi uzce souvisi
s problematikou reprezentace Booleovych algeber*).

Poslednim druhem komplementu, ktery zde zavedeme, je tzv. relativni pseudo-
komplement.

#) O této problematice se miZe &tendf dozvédét vic napt. v [13] nebo v [3].
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Definice 7.5. Necht a, b jsou dva prvky svazu S, pak se prvek p nazyvd pseudo-

komplement prvku a vzhledem k proku b (nebo modulu b), pravé kdyz je p nejvétsi
prvek takovy, Ze a -~ p = b, tzn.

(VxeS)amx=be x=p. (7.10)

Svaz § se nazyvd relativné pseudokomplementarni, pravé kdyz pro kazdou dvojici
proku a, b € S existuje pseudokomplement proku a vzhledem k proku b.

Z definice 7.5 vyplyvd, ze pokud relativni pseudokomplement prvku a vzhle-
demk b existuje, pak je jediny. MnoZina viech prvkii x e S jejichZ prinik s a pred-
chdzi pred prvkem b muzZe mit totiz nejvyse jeden nejvetsi prvek. Dohodnéme se
proto, Ze relativni pseudokomplement prvku a vzhledem k prvku b (pokud existu-
je) oznaéime a x b . Poznamenejme, Ze u relativné pseudokomplementdrnich svazi
je stejné jako u pseudokomplementarnich svazi porugen princip duality.

Pfiklad 7.7. Ve svazu vech délitel &isla 2* . 3°, ktery je znazornén na obr. 28,
plati: 2% % 2> = 2% 33, 2’%x2.33=2.3, 23.3*2.3=2.33,22.32*1=1,
2.3% 2.3 =12% 3% Tento svaz je relativné pseudokomplementrni. Dalsf pii-
klady téchto svazi poskytuje nasledujici lemma.

Lemma 7.5. KazZdy Fetézec s jednotkou je relativné pseudokomplementdirni
svaz.

Diikaz. Necht x, y jsou libovolné dva prvky fetézce S, pak:
a) nechf x =y, pak x x y =1,
b) necht y < x, pak x x y = y.

Poznamenejme, Ze prvek x x y nemusi vidy ve svazu S existovat, napr. z pred-
choziho je vidét, Ze x x x existuje, pravé kdyZ ma svaz S jednotku, a pak plati
X % x = 1. Nyni vyslovime nékolik jednoduchych dusledkud definice 7.5.

Lemma 7.6. Necht'S je svaz a x, y dva jeho libovolné proky, pro néz existuje x x y,
paky=xxy.

Diikaz.
Lxmy=y Podle (2.5).
y=xxy Podle (7.10) na 1. 1.

Lemma 7.7. Necht S je svaz s jednotkou, pak plati:

(Vx,yeS)xﬁy@x*y=l
(VxeS)lxx=x

Lemma 7.8. Necht S je svaz s nulou, pak plati:
(VxeS)x*=x%0 (7.11)




Napf. lemmatu 7.8 je tieba rozumét takto: Jestlize existuje prvek na jedné
strané rovnosti (7.11), pak existuje i prvek na druhé strané této rovnosti a oba
prvky jsou si rovny. Formule (7.11) navic ukazuje, Ze relativni pseudokomplement
Ize povazovat za zobecnéni pojmu pseudokomplement.

Nasledujici lemma ukdZze, Ze z existence relativniho pseudokomplementu vy-
plyvaji dusledky distributivniho charakteru.

Lemma 7.9. Necht S je svaz a x, y, z jsou tFi jeho libovolné proky, pro néz existuje
proek x x [(x ny)u (x m z), pak plati:
xn(yuz)=(xr—|y)u(xr—|z) (7.12)

Diikaz. Necht x,'y, z jsou libovolné prvky z S, spliujic predpoklady véty.
Oznaéme u = (x m y) u (x m 2). Protoze x my=u a x m z = u, obdrzime podle
(7.10) y=xx%u a z=xxu. Z toho vyplyva (podle (2.14')), ze yuz=xxu
a z toho opét podle (7.10)

xm(yuz)=uw (7.13)

Obracend: Podle (2.13), (221) a (2.15) obdrzime xmy=xm(yu2)
axmz=xnm(ywz) aodtud podle (2.14') a konstrukce u ziskdme:

u=2xnm(yu?) (7.14)
7 formuli (7.13) a (7.14) vyplyva podle (1.6) formule (7.12).

Poznamka. Parcidlni operace x, kterd dvojicim prvki x, y n€jakého svazu S prifazuje prvek x x y,
velmi tzce souvisi s logickou operaci implikace, a proto byvd nékdy dokonce znacena =. Plati pro ni
napf. tato véta:

Jestlize S je distributivni svaz a x je libovolny prvek, pro néjz existuje komplement x', pak pro
libovolné y € S existuje prvek x x y a plati:

xxy=xXuy (7.15)

Ve svazech zvanjch Booleovy algebry jsou pfedpoklady pravé uvedené véty splnény (viz kap. 8),
a proto v nich formule (7.15) plati pro libovolnou dvojici prvki x, y. Jestlize ve formuli (7.15) nahradi-
me symboly %, =, ', L po fadé symboly =, &, 71 av, pak obdrzime zndmou tautologii vyrokové logiky:

(x=y) e (xvy)

CVICENI 7

1 Dokazte vétu 7.1.
2 Dokaite, 7e v libovolném télese mnozin plati de Morganova pravidla (7.5).

3 Dokazte, Ze pro distributivni svazy S je definice 7.1 ekvivalentni s definici c,
v poznamce na str. 141.
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(7.12)
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= u. obdrzime podle
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(7.14)
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moe S phitazuje prvek x x y,
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e womplement X, pak pro

(7.15)

ne wemy spingny (viz kap. 8),
= we formuli (7.15) nahradi-
p mmeologn vwrokové logiky:

mova pravidla (7.5).

wivalentnt s definicf ¢,

Dokazte, Ze pro kazdy nenulovy prvek x z kone¢ného svazu S existuje alespon
jeden atom, ktery predchdzi pred x.

Dokazte formule b) a ¢) z lemmatu 7.4.

6 Dokazte lemmata 7.7 a 7.8.

Urcete, zda svaz z piikladu 7.7 je a) komplementdrni, b) relativné komplemen-
tarni, ¢) pseudokomplementarni, d) relativné pseudokomplementarni. Urcete
totéZ pro svazy P(M), kde M je libovolnd mnozina, a (N, |).




