
4 SVAZY JAKO ALGEBRAICKÉ
STRtJKTURY

V této kapitole rozvineme základy teorie svazti. P itom se na syazy
budeme dívat jako na algebraické stryktury se dvěma operacemi . Zavedeme relaci
,,bYt podsvazem" a budeme věnovat pozornost p edevším podsvazrim, které se
nazyvají ideály a filtry. UkáŽeme, jak je možné z danych svazti konstruovat nové
svaz} Pomocí direktního souČinw Zavedeme pojem svazov homomorfismus
a dokáŽeme, Že je speciálrum pffpadem posetového homomorfismu . Y závéru
kapitoly ukáŽeme, Že vŠechny svazové kongruence daného svazu S dávají p ehled
o vŠech homomorfních obrazech svazu . . V kapitole je ada poznámek upozorňu-
jících na analogie teorie svaz s teorií grup.

4,t Svazy jako algebraické struktury

V kapitole 2 jsme definovali svaz jako speciální poset. Protože tato
definice vlastně pat í do teorie množin, budeme ji v dalším texfu často naz.vat
mnoŽinovou definicÍ. Nyní ukážeme, že svaz je rrrežné zavést též jako určitou
algebraickou strukturu se dvěma binárrumi operacemi. Této druhé definici bude-
me Proto ftat algebraická deíinice. Zvo|íme zde obdobny postup jako
v kaPitole 2,tzn. nejprve vyslovíme algebraické definice polosvaz ,a potom pomo-
cí nich vytvo íme algebraickou definici svazu. Z prováděnych vah vyplyne, že
obě definice svaz jsou ekvivalentní.
' Po vYsloveru mnoŽinové definice pr sekového polosvazu (viz def.. 2.1) jsme
dokázali, Že operace n je idempotentni komutativní a asociativní. Nyní ukážeme,
!3 tyto t i vlastnosti prrisekov polosvaz jednoznačně charakterizují.

Yěta 4.t. Nechr (P;'Jj le algebraická struktura s jednou binární operací, pro
kterou platí:

(Vr,yeP)xny:!nx
(Vr,y, z e P)(" - y) 7 z : x n (1l n z)

(Vx. P)xnx:x

komutatiunost

asociatiunost

idempotence

(+.t)

(+.z)

(+.z)
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Pak množina P tuo í pr sekouy polost,az t,zhledem k uspo ádání definouanému

takto:

(V*, y e P) x = y a.-T n,\, : .T.

p ičemž x n y je tnfimum množin1,1-.. .,

poznámka. Definici relace o v množině P i:rre si pňpravili ve větě 2.6,kteráje dokazatelná

v libovolném prrisekovém polosvazu.

Dt)kaz (věty 4.1). Dukaz rozclělínre na d,, ě části. V první Části dokáŽeme, Že

relace o v P je usporádání. tzn, že tjr oirce lP. = | je poset. V druhé části ukáŽeme,

že vztah mezi zadanou ope rací - a deťint]\ tnou re lací = je rrylád en formulí

(q.+)

(+.s)

ilfuÉruliÉ
ddLiií {L uol-
ful*íLLhvÉ
l4_4tMrqÉ
ílrerrbho
j<tTforI 'e*{
Td,tstí;d

Xff{rhw
.biH

Vnran"_ ď
b[fufr.

|Ur.ye l|
lfr t=e
ftre |r

lt*--f,r.?úd

frrye I
pňffi.ru-lyP{

LÉrl.l"-"l|e{ť"rnú
tprr,i.l*ry

ffi,V ts
fu6ňů
Ferr_q&
nÉmrq=;ůlr
lť5i ů,rnH
E -,T{Fl rtr

finr5e ,ffr
l,tx- le f;r

nqFíF tň

-
rE:{&ál

ffirpl ňrfrFlr
ďHL.s.lf#t

hňrll
lůfitc,ts
*ffi-LÉi

(V r, y e P\ x n y :iof {r, y}.

I. Dokážeme. že relace < \,množtně P je a) ret'lenvnÍ. b) antisvmetrická,

c) tranzitivní. Nechť x, y, z jsou libovolné prvky z P. pak:

a) z formule (4.3) vypl vá formule (Vx e P) x = x

a b) formule (2.6).

a) 1.(x-,}) - x:(xnx) n |:xnI
Xn),3X

Obdobně se dokáže x rl y 3 y.

:Xr-l(y-r):XT-t ),:X
x = z Podle (4.4) na . 3.

II. Dokážeme, že pro prrisek libovolnych prvkri x,! P platí a) formute (Z.S)

P edpoklad
Podle (+.+) na . ]..

Podle (+.t) naí.2.
P edpoklad
Podle (+.+) na . ]..

Pomocí i.2 a formule (q.Z).

\:
podle (+.t), (+.z\, (+.s).

Podle (+.+) na . ]..

P edpoklad
Podle (+.+) na . 1.

Pomocí Ť. 2 a formulí (+.t\, (+.Z\.

Podle (q +) na . 3.

prťrscktlr,óho pol osvtlztl.

b) 1. x = y 
^ 

y 3 x
2.Xn!:x Ayn x:I

x:!
c)t.xšy^y=z

2.Xn1u:x Ayn z:!
3.xnr:(*ny)nZ--

1,.zox^Z<Y
Z.z-X:ZAZn!:z
3. (x.-, y) n z : x 11 (y n r) :

: .L r-,l Z: Z

Z<Xn))
P,istupmc k alget-lraicke< clcfinici

b) Nechť z je libovolny prvek z P, pro kter; platí:

Definice 4.L.Atgebraická struktura (P, -,) se nazyud prrisekov , polosvaz,Práuě

když je tato strukturtt komutatiuní,, asocicttiurtí a kaŽdy1 pruek z P je uzhledem

k ope:raci n idempotentní. (Ispo ádání u P lze definouat formulí l4.4).
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a| formule (Z.S)

l4jl.

MnoŽinová definice 2.1, prrisekového polosvazu je ekvivalentní s algebraickou
definicí 4.L Zopakujme: Zavedeme-li pruseko.._Y polosvaz jako speciálnr poset
definicí2.I,|zevněm dakázatidentity (q.t),(4.2\a(+.S)aplatívněmtakéformule
(+.+). Pokud naopak zavedeme prťrsekoq polosvaz definicí 4.1 jako algebraickou
strukturu s jednou operací n, dá se v této struktu e vhodně dodefinovat uspo ádá-
* = (viz formule (+.+)) tak, že operace n má k tomuto uspo ádání práv6 takov}
vztah,jakl požadovala množinová definice (viz formule 4.5).

K větě 4.I |ze vyslovit větu duální a obdobně k definici 4.1,Ize vyslovit definici

Věta 4.1'. IÝechť (P, u) je algebraická struktura s jednou binární operací, pro
kterou platí:

(Vr'y e P},v!.y: Iu_:x
(V*,y, z e P) (" - y) LJ z: x ll (y u z\

(Vx. P)xux:x
Pak množina P tuo í spojouy polosuaz uzhledem k uspo ádání definouarlémrl

(V*,yeP)x=y xts!:|,

komutatiunost (+.t')

asociatiunost tq.Z')
idempotence (+.:')

p ičemž x u: y je supremum množiny {x, y}.

Deíinice 4.1'. Algebraická struktura (r, r-_,) se nazyuá spojov, polosvaz, práuě
kdyŽ je tato struktura komutatiuní, asociatiuní a každy pruek z P je uzhíedem
k operaci tl idempotentní. Uspo ádání u P lze definouat formulí (+.+').

Poznámka. V definicíctr (+.t) a (+.t')jsme zavedli aigebrdcké struktury s jednou operací. Pokud
chceme vytvo it strukturu s alespoň dvěma operacemi, pak se mezipožadavky kladenymi izolovaně na
tyto operace musí lyskytnout i požadavky. které je ,,vhodně váží' dohromady. Tím zajištujeme. že
nosiČ struktury spolu s těmito operacemi tl,o í,,p ijatelnl celek". Tuto situaci jsme poznali nap , p i
zavádéníokruh ,vnichž,,svazujeme" operace + a. pomocídistributivnosti.Vnašemp ípa<těbudou
hrát roli ,,spojovacích axiom " pcržadavky absorpce, tj. formule

(Vx,yeS)x-, {xu1):x,
(V.r. y e . )x r., (x n y): x,

A nyru již rnáme p ipraveno vše k vyslovení algebraické definice svazu.

;.\ Deíinice 4.2. Algebraická struktura (S, -,,, 
'.r) 

se nazytá syaz, práuě když tl ní
ptatífortnule(+.e),(+.S'} a dále když struktury(S, ,-,) ,, (.!, -,)p ou po ci,lě si;ojouym
a pr sekouym polosuazem. (Ispo ádání ue suazu S lze definouat kterouktlti z,f*r-
mulí (4.4) a (+.+'\.

Množinová a tato algebraická definice svazu jsou ekvivalentni neboť i poža-
davky absorpce jsme dokázali na zák|adě množinové definice, Z toho vyplyvá, že
vŠeclrny věty, které jsme doposud o svazcch ttvedli, zustanou v platnosii i p i tornto
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algebraickém pojetí. Také je znovu dob e vidět platnost principu duality, protoŽe

zák1adní požadavky kladené na obě svazové operace jsou stejné" Poznamenejme,

že p ibližším zkoumání definice 4.2 se ukáže, že obsahuje nadbyteČné poŽadavky.

Idempotence libovolného prvku vzhledem k oběma operacím je jiŽ dokazatelná
(viz cv. 4.1).

poznámka. Množinová i algebraická detinice ted1, zavádějí p esně tyŽ matematick} objekt zvany

svaz.Každá z nich však bere za své wchodisko jeho jinou stránku. TradiČně se v uČebnicích algebry

zavádísvaz nejprve jako poset a tepn,e poiom jako algebraická struktura*). Tak jsme to také udělali mY.

Zatímco množinová definice je velmi intuitir,ru a dovoluje (l OiXy Hasseov m diagram m) OoUre

vniknout do problematikv. je druhá definice. jak se později ukáŽe, vhodnějŠÍ p i vlastním rozvíjení

teorie svazu. pohlížíme-li ila svaz\- jako na algebraické struktury, pak mriŽeme vYuŽÍt i mnoha zkuŠe-

ností. které máme s budor,áníni teorií jiní-ch algebraickÝch struktur (p edevŠÍm grup a okruhti).

Je zíejmé, že nyní se mužeme na svazy dívat jako na uspo ádané algebraické

struktury. ,,Vhodné chováru" operací n E L_.l vzhledem k uspo ádání o ukazují

nap . formule (z.zt) a (Z.Z1'). Svaz bychom proto mohli zapisovat i jako Čtve ici
(s, -, ,-, =). 

pii tomto algebraickém pojetí svazu S budeme někdy dvojici (S, =)
nazyvat posetová část svazu S.

Na závěr článku znovu zdůraznéme, že je jedno, zda se nyní budeme na sVaZ

dívat jako na určity poset nebo jako na určitou algebraickou strukturu se dvěma

operacemi. V dalším textu však bude p evládat druhó hledisko.

4.2 Podsvazy

Z prakticlq ch drivod jsme o binární relaci ,,byt podsyazem" hovo ili uŽ

na konci kapitoly 2 av souvislosti s tím jsme vyslovili i její definici. Nyní se budeme

touto relací zabyv at podrobněj i a ukážeme některé j ejí dťrleŽité vlastnosti. Nejprve

vyslovíme ještě jednou definici a to tak, aby odpovídala naŠemu pojetí svazu jako

algebraické struktury. Později ji porovnáme s d ívější definicí 2.4.

Deíinice 4.3. Suaz (A, Á,l) se nazyuá podsvazem suazu (S, -,,, ,_,), práuě kdYŽ

Á g S a operace - a a jsou ztiženim operací n a u fiQ rnnOŽinU A. Pokud,A c,S,
pak se A nazyuá vlastní podsvaz suant S.

Definice 4.3 se někdy vysloluje také takto: PodmnoŽina A svazu,. tvoff pod-

svaz syazu S, právě když je uzav ená vzhledem k operacím n á u. K formulaci

definice 4.3 ještě poznamenejme: protože zližené operace v mnoŽině Á si pone-

chávají všechny vlastnosti, které jsme požadovali po svazovych operacích v defini-

ci 4.2, je podsvazem A svazu S skutečně svaz.

Pouze v definici 4.3 jsme operace v A značili jinak než operace v . . V dalŠÍm

textu budeme opět značit operace i jejich z žení stejně.

*) V někter ch knížkách se to však prováclí prirktickv stlučasne .

j
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Epu dualiry, protože
tpé. Poznamenejme,
dtl-racné požadavky.
ím le lrž dokazatelná

: -,,..: .,._Jebrilické

_,: ]_:*_:.._ = ukazují
: . _.] . -:x,.-r Ctr eriCi
: ] -:_ _ . ]i r ,l1Ji (S. =)

: :. - * jeme na SvaZ

- .,. ,l".,.-iu se dr,ěma

nlr už
. - *Jeme

", -'lrye
: _ ';,ko

, ]..-
_ -,tl l-

- =_.

-- l,]d-
"-,_.aci

: ]e-
, ;,:ni-

,:m

P enecháme Čtená i, aby sám vyslovil definici relace ,,byt podpolosvazem.,
mezi Prusekoqimi polosvazy, pop . mezi spojorn mi polosvazy. Protože polosvazy
jsou speciíílru komutativní pologrupy, bude se vlastně jednat o definici relace ,,byt
podpologrupou".

P Íklad 4.1. Uvažujme v množině N a) množinu M, všech dělitelri čísla 24,
b) mnoŽinu M2všebh dělitelti čísla 30.Zavedeme-li v N operace pr sek a spojeru
takto:

x n | :or D(*, y) x u ! :or r(x, y),

pak mnoŽiny M , , M, tvoíípodsvazy svazu (N, ,-.,, ., ). Určulemey'i totiž pro libovol-
né dva prvky z Mt největší společny dělitel a nejmenší společny násobek, pak je
v}sledek stejny v Mti"v N. Obdobně je tomu i pro M2.IJspo ádánímle u iěcrrio
svazech relace l (ri, p íklad 2.5 a 2.4). Posetová část (Mr, l) j" podposetem
posetovqčásti (N, 

| ) a obdobně je tomu i pro Mr.

P Íklad 4.2. Je-li dána v rovině q kartézská soustava sou adnic, pak každy bod
této roviny je jednoznaČné popsán pomocí dvojice reálnych čísel. Nechť množina
S : R x R a operace v,S jsou zavedeny takto:

frr, orf nlbr, br]:or[-i, (o, , br),min (ar, br)] \_
íor, or] u |b r, brf : o,[max (or, br), max (ar, br)]

P enecháme čtená i, aby ově il, že algebraická struktura (S, ,_.,, -)je svaz. Uvažuj-
me dále mnoŽinu Á bodti znázornénych na obr. 25a. Je z ejmé, že množtna A je
lzavÍená vzhledem k oběma svazoq/m operacím, a proto tvoff svaz,ktery je navíc
Podsvazem svazu. . Pokud bychomve svazu. pot ebovali definovatuspo ádán1
mrižeme to v souladu s formulí (+.q) udělat takto:

|or,orf =|br,brf oorarš b, x arš b,

Pffslušny poset (e, =) 
je znázorněn na obr. 25b a je podposetem posetu (S, 

=).

Obr. 25

P íklady 4.3. Nechť je dána grupa G, pak svaz N(G) všech normálních podgrup
grupy G je podsvazem svazu L(G) všech podgrup grupy G.
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Nechť je dán okruh M, pak svaz všech ideálu okruhu fuI je podsvazem s\ azu

všech podokruhri okruhu M.
Velmi driležité jsou podsyazy svazu P(M),kde P(,.11)je potence množinr _1/, Tr'-

to podsvazy jsou uzavíenévzhledem k množinovym operacím ^ a - a nazl'ali jsme

je okruhy množin (viz def. 2.3).

P edevším závéry p rkladri 4.7 a 4.2 nás mohou motivovat k rryslovení následu-
jící věty.

Věta 4.2. Jestliže je suaz (A, n, LJ) potlsuazem suazu (S, .,, u), pak je i posetouá

část (A, -) podposetem posetotlé části (. , =).

D kaz. Nechť x, y jsou libovolné prvky z A, pto něž platí:
P edpoklad
Podle (+.+') na . ]..
Podle def.. 4.3 naí.2.
Podle (+.q') na . 3.

_l4j.,l]_l, ltr, !Lll uL\

I-eunr lJ
-,.-i ^- 

j- *-':

L.x=ry
2.x,-l.y:} vS
3.Xv:!:I vA

X 3e|
Obdobně |ze dokázat, že z x 3A y plyne x 3s !.
Drisledkem věty 4.2 je to, že obě definice podsvazu, tj. definice Z.4 i definice

4.3, jsou skutečnó ekvivalentní. Upozorněme jeŠtě, Že obrácenr větY 4.2 nePlratÍ.

Již jsme čtená i ukázali, že svaz r(C) z p íkladu 2.1,1 je pgdposetem svazu P(G)

z p flrlad u 2.7 ,nenr však jeho podsvazem (operace ,_, v r(G) není z žerum operace

,_,v r(G)). reste názorněji tuto skutečnost ukáže následující jednoduch} P Íklad.

p íklad 4.4. Na obr. 26a,b jsou znázorněny dva svazy Sr a ,Sr. Je vidět, Že

posetová část svazu ,S, je podposetem posetové části svítzu Sr. Svaz 52 vŠak není

podsvazem svulzu ,Sr, protože operace r-l v S, není z Želnm operace r--r v,Sl.V S,

platí b uí: ,zatírItco v,S, platí b t:f :6.

Obr.26

Na závěr p edchozích vah mrižeme íci toto: Jestliže poŽadujeme, aby operace

n á u ve svazu Á byly z ženímoperací ve svazu , pak je tento požadavek silnějŠÍ

než požadávek, aby uspoíádání v Á bylo nižením uspo ádání v š.

Některé podsvazy daného svazu ,S mrižeme sestrojit pomocí tohoto lemmatu.
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Lemm a 4.t. Nechť S je sl)a4 a,b jsou libouolné pruky z S, pak množina A ušech
pruk xe ,S takouych,žea< x< b,tuo ípodsuazsuazuS.

Lemma 4.'J, zahrnuje několik p ípadri:
a) rokud a,H b nebo b o A, pak A : a.
U) rokuO a:b,pakA:{o}.
c) Pokud o o b, pak á je uzav en;f interval Io, b).

D leŽit mi podsvazy daného sv Lzu ,S jsou také počáteční a koncové intervaly
pffslušné k jeho libovolnému prvku. Jestliže je tedy a e S, pak (*-, a) afa, -) jsou
podsvazy ,S. Naproti tomu otev en interval (o, b) nebo polouzav ené intervaly
(o, bl,Ío, b),kde a, b e S, nemusí tvofit podsvazy svazu ,S, protože ani samy o sobě
nemusí tvo it svazy.

Množinoq m prunikem libovolnl ch dvou podsvaz Ar, A, svazu . je opět
podsvaz svazu ,S. JestliŽe totiŽ x,! e At 

^ 
Ar,pak i x -,, y a x u y|eŽÍv A, n Ar,

neboť tyto prvky patíí do dvou podsvazri Ar, A, svazu ,S. Vyslovené Nrzení |ze
rozší it na libovoln} systém podsvazri svazu S.

Lemma 4.2.Iestliže S je suaz oU},,, je libouolny neprdzdny systém jeho pod-
suazt), pak pr nik )t,,A, je také podsuaz suazu S.

Když si dále uvědomíme, žekaždy svaz ,. je podsvazem sebe sama, pak dojde-
me k závénl, Že vlastnost ,,b}t podsvazem svazu S" je uzávérovou vlastností
v množině S (viz def. 3.a). Proto platí:

Lemma 4.3. Množina ušech podsuaz daného suazu S tuo í pln st)a4 jehož
nulou je 0 a jednotkou je S.

Nechť ,S je svaz a množina M g S, pak také prunik systému všech podsvazri
svazu . obsahujících množinu M (tento systém jeneprázdn , neboť určitě obsahu-
je svaz S)j" podsvaz svazu S obsahující množinu M. Na záktadé tohoto drisledku
lemmatu 4.2, popí. 4.3 m žeme vyslovit následující definici.

Deíinice 4.4. Nechť M je podmnožina suazu S, pak st)az, kter je pr nikem ušech
podsuaz suazu S obsahujících množinu M, se nazyuá podsvaz generovan , množi-
nou M a značí se[U]. Unožina M se nazyuá množina generátoru svazu [M].

Nechť ,S je svaz, pak na záHadě lemmatu 4.2, pop . 4.3 mtňeme ffci, že pro
libovolnou množinl M g,S svaz [M] existuje a navíc mtižeme ííci, žeje to nejmenší
podsvaz svazu ^ obsahuj ící množinu M . Svaz [M] získáme tak, že na prvky množi
ny M budeme aplikovat operace n & r-.r.

P íklad 4.5. Uvažujme svaz A všech dělitelťr čísla Zo . 3', jehož Hasse v
diagram je znázorněn na obr. 27. Pak podsvaz syazu.A generovan, množinou
{Z, S', je v trvecleném cliagramu znázorněn prázdnymi kroužky. Podsvaz svazu
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á generovan množinou {a, b, c},kde a :
pln; mi kroužky. Množinou generátorťr

{2o, 2' , 22 . 3, 2 . 32, 33}.

(Vr,yeS) (x eI iyrI)+xuyeI
(V*,y e S) (xe.I n y3 x)+y e I

Jestliže 1 c ,S, pak se I nazyuá vlastní ideál.
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Obr.27

V obecném pffpadé Lze ííci, že dvouprvková množina {a, b} 
= 

S generuje ve

svazu S maximálně čty prvkov podsvaz {o, b, a n b, a l: b}, zatímco t íprvková
množina {o,b,c} s S mriže v nekonečném svazu,S generovat i nekonečn podsvaz.

Následující čtánek budeme věnovat dvěma driležiq m navzájem duálním dru-
hrim podsvazri.

4.3 ldeály a íiltry

Jlž píi probíráru podposetri daného posetu v čl. 1.7 jsme se zmínili
o dvou d ležitych druzích podposetri. Jsou to ideály a filtry. V tomto článku
ukážeme nejdtiležitější vlastnosti těchto objekt , pokud se omezíme na svazy.

Zopakujme, že ideálem 1 v posefu P rozlmíme každou neprázdnou množinu,
která je nahoru usměrněnáa je dolní. Protože ve svazech máme k dispozici nejen
relaci =, ale také operaci r:, je obvyklé, že se speciálně v nich vyslovuje definice
ideálu takto:

Deíinice 4.5. Nechť S je sl)az, pak neprázdná množinal g . se na4ruá svazov ,

ideál u S, práuě když platí:

2' .3',b :22 .33,c
samotného svazu A

: 23 , je rnázornén
je nap . 6a6žina

Z formule (-t.7l
nou nrnožinu tr. r"

Formule (+.s) íká
posetov m ideálen
ideálem, budeme 5

P íklad 4.6.K2ž,
interval (*, oJ ideá

Definice 4.6. Idl
takotv. že I : (*. a

Drrálním poimer
kazdou neprázdnot
ně pro syzlz\- rrslor

Definice 45'. _\i
filtr r S- próré frdť

íťr _l-=

íŤr.1,=-

]estli:e F= 5_p.lllk.

Kazďí-srazor1- fi
-srazofi- hrdeqp 

1

_ je koncorr- intenl

I}efuicc {í . FI
talrai_-F:[c_-

Xásleďujírr lemn
a l4.6L Tano tarrrnmr

Errrr 19\ s dfu;
rr- {.{- _\ťl9

ilrr;:
iTl-]:5l

lTr]:_ l

l^-_ l*_ _\a{
_Li-,.
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1

Z formule (+.l),vypl rá, že množina I je nahoru usměrněná, neboť pro libovol-
noumnolinu,{x,y}s Sexistuje jejíhornr závorav, - tou jenap. prvek xt:f.
Formule (+.S) ftá, že množina 1je dolní. Každ svazoq ideál u" iuu^ S je proio
Posetorn m ideálem. Protože také každy posetorn ideál ve svazu je svazov m
ideálem, budeme pffvlastek ,,svazo " vynech ávat.

P íklad 4.6.Každy svaz S je v S ideál. Pro libovoln; prvek a svazu. je počáteční
interval ("-, of ideál. pokud má svaz, nulu, pak množina {0} je ideál.

Definice 4.6.Ideál I ue sl)azu S se nazyuáhlavní, práuě když existuje pruek a e ,S
takouy, že I : (*-, of.Jestliže 0 e ,S, pak ideál {0} se nazyuá nulov ,.

Duálnrm pojmem k pojmu ideál je pojem filtr. Filtrem F v posetu P rozumíme
kaŽdou neprázdnou množinu, která je dolri usměrněná a je hornr. Definici speciál-
ně pro svazy vyslovíme duálně k definici 4.5.

Deíinice 4.5'. Nechť S je sl)az, pak neprázdnó množina F g S se nazyuá svazov ,

íiltr u S, práuě když platí:

(Vx,IQS) (re Fn yeF)+xí1 yeF
(V*,yeS) (xeFn x=!)+ye F

Jestliže F c ,S, pak se F nazyuá vlastní íiltr.

KaŽd svazov. filtr ve svazu S je posetoq m filtrem ataké obráceně. P ívlastek
,,svazovY" budeme proto v dalŠÍm texfu vynechávat. Pro libovolny prvek a syazu
,. je koncoq intervatfa, -*) filtr.

Deíinice 4.6'. Filtr F ue suazu'S se nazyuálilavní, práuě když existuje pruek a e S
takouy, že F : |o, -). Jestliže 1 e ,S, pak filtr {t} se nazyuájednotkov ,.

Následující lemmata budou udávat podmírrky ekvivalentní s podmínkamt (+.l)
a (+.S). Tato lemmata proto umožňují vyslovit ještě dvě jiné definice ideálu, které
jsou však s definicí 4.5 ekvivalentní.

Lemma 4.4. Nechť S je suaz, pak neprázdná množina I g S je ideál, práuě když
platí:' (Yx,!eS) (xeInyrl)+íuyel (+.l)

(V*,yeS)xe .I+ xn)lel (+.g)

Lemma 4.5. Nechť S je suaz, pak neprázdná množinal g . je ideál, práuě když
platí:' (Yx,!eS) (xelnyel)<>í!yEI (+.rO)

Drikazy těchto lemmat za adíme do cvičení stejně jako formulaci lemmat duál-
ruch k lemmatum 4.4 a 4.5.

Z definic 4.5 a 4.5' bezprost edně vyplyvá:

(+.l,)

(+.s,)

--|
_ r)
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Lemma 4.6 (a 4.6'). triechť S je suaz s nulou $ednotkou), pak každy ideál (!tttr)

ue sl)azu S tuto nulu (iednotku) obsahuje.

V clefinici ideátu / svazu ,S se íká, že I je neprázdná podmnoŽina svazu . . Vě-
nujme se proto otázce, zda množina 1 tvo,Í podsvaz svazu S, tzn. zda je

množina / uzav ená vzhledem k operacím n & u. Uzav enost mnoŽiny 1vzhledem
k operaci r__r ptlpisuje ťormure (4.Z). Ve formuti (4,9) se íká, že x n y / pro

libovolny prvek xeI a libovolq pruek ye S. Tím je však zaručeno, že i pro

libovolnou dvojici prvkri x,, I e I je x n y 1. Proto platí:

Lemma 4.7 . t estliže I je ideát ue suazu S, pak I je neprázdn , podsua.z suazu S .

Lemma 4.7'.lesttiže F je filtr ue suazu S, pak F je neprózdny podsuaz suazu S.

Mrrožinov m prrinikem libovolnych ideál Ir,, Irve svazu S je opět ideál ve

svazu S nebo rnnožina 0. Odťrvodnění podejme p ímo podle def. 4.5. JestliŽe x,

,v jsoulibovolnéprvky z I, n Ir,pakprvek xu.l ! pat ído1, iIr,apat íProtoido
I, n Ir. Jestliže prvek x e I, ň Ir, pak všechna y o r, kde.} S, patií do I,i I,r,

a proto pat í i do 1, n Iz .Uvedené tvrzení |ze rozšííit na libovoln neprázdny

systém icleálrj v S.

Lemma 4.8. J estliže S je suaz aU},,, je libouolny neprázdny systém jeho ideálti,

pak prtinilc |-'jr ,l I i je icleál ue suazu S nebo rnnožina a.

Když si dále uvěclomím e,žekaždy svaz,S je ideálem v S, pak dojdeme k závěru,

že vlaitnost ,,byt ideál svazu S nebo množina 0" Je uzávěrová vlastnost v mnoŽi-

ně. (viz def. 3.4). Proto platí:

Lemma 4.9. Množina ušech idedl daného sl)azu S doplněna o mnoŽinu a fuo í
uzhledem k c ,iplny syaz, u němž je nulou množina 0 a jednotkou množina s.

Lemma 4.9'. Množina ušech fittr daného suazu S doplněná o množinu 0 tuo í
uzhledem ft c. ,iplny sl)az, u němž je nulou množina 0 a jednotkou množina S,

Poznamenejme, že pokud má svaz,S nulu, pak už samotná množina vŠech ideál

svazu ,S tvclff pln; syaz,jehož nulou je nulov} ideál {O}. V tomto p ípadě by proto

ani nebylo pot eba p idávat k množině ideál mnoŽinu 0. Obdobně je tomu pro

filtry.
Nechť ,S je svaz a neprázdná množina M g ,S, pak také prunik systému vŠech

ideálri svazu , obsahujících množinu M (tento systém je neprázdn; , neboť urČitě

obsahuje svaz, )je ideál svazuS obsahujícímnožinuM. Na základě tohoto drisled-

ku lemmaílJ 4.9 mrižeme vyslovit následující definici.

Definice 4.7. Nechť S je suaz a neprázdná mnoŽina M je podmnoŽinou S, pak
pr nik ušech ideál u S obsahujících množintt Xtí se naz luá ideál generovan ' mno-

žinou M a značí se I 
", 

.
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DeÍinice 4.7'. Nechť S je suaz a neprázdná množina M je podmnožinou S, pak
Pr nik uŠech fittr u S obsahujících rmnožinu M se nazyuá íiltr generovan , množi-
nou M a značí se F, .

Pokud je množina M v definici 4.7 (4.7')jednoprvkoyá,tzn. platí M: {a}, toe
a e S , pak obdržíme hlavní ideál (hhvru filtr) svazu ^ generovan prvkem a. Značí-
me ho buď 1,, nebo (*-, o](F,,, nebo [o, _*)).

Nechť ,S je svaz, pak na základě lemmatu 4.8, pop . 4.9 mižeme íci, že pro
libovolnott neprázdnou množinu M g. ideál 1, existuje a navíc |ze ííci, že je to
vzhledem k inkluzi nejmenší ideál svazu , obsahuj ící množinu M . Jestliže má
svaz S lulu, pak nemusíme p edpokládat, že množina M * a. Jesttiže M : a, pak
1, : {0}. Duátně, jestliže má svaz,S jednotku, pak opět nemusíme p edpokládat
neprázdnost mnoŽ-y M. Jestliže M:0, p* Fg:{t}. Nastedující věty budou
popisovat, jak pomocí množiny M získáme I , , pop . F, .

Věta 4.3.Ideól I ue suazu S generouany neprázdnou množinou M 
= S je množi-

na uŠech takou ;ch pruk x e ,S, pro něŽ platí x 3 al u a2 ts ... u at,, kde a, jsou
Pruky z množiny M, tzn. I u :{x e,S; (1or, a2, ...,, ak e M) * 3 at ts az.J ... u a,}.

D kaz. Vyslovíme pouze hlavru myšlenku d kazu. Množina všech tako,r,. ch
prvk x splňujících podmínku uvedenou ve větě 4.3 musí b t obsažena v každém
ideálu obsahujícím množtnu M. Tato podmínka však vznikla spojením podmínek
(+.l) a (+.S) z definice ideálu rozšfrei ,ch na k prvkri. Proto j^e iato Ánožina již
ideálem v ,S, kter.. navíc obsahuje množiml, M.

Drisledky věty 4.3. Jestliže množina M g S obsahuje pouze prvek a, pak ideál
generovanl množinou M je skutečně hlavní ideál a platí

r -í-_c.*:_l ( 
^1, Ia - ix e S; x = a} : (*-, of.

JestJiže množina M g, obsahuje konečn počet prvkti at, oz,...,a,n, pak
ideál 1 generovany množinou M je opět hlavní alzeho generovat prvkelíL a : a1 ul
us a2 u ... u a,, tzn. I u : I,. Z toho wp| "{á, že také libovoln} ideál konečného
svazu je hlavní.

Vyslovení duálru věty k vétě 4.3 i jejích drisledk p enecháme opět čtená i.

P íklad 4.7. TJvažujme svaz A všech celočíseln; ch kladnych dělitetri čísla
24 .33, jehoŽ Hasse v diagram je znázorněn na obr. 28, pak ideál 1 generovan
množinou{o,b,r}, kde a :23,b:Ť .3 ac:2.3, je hlavnrideálgenerovan}
prvkem d : a t: b u c :23 .3. Tento ideál je znázo_rněn na obr. 28 pln mi
kroužky.
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Obr.28

P íklady 4.8. Uvažujme svaz (R, <) reáln ch čísel. Tento svaz je sám v obě
ideál, ale nenr hlavnr, protože nemá žádnoujednoprvkovou množinu generátoru.
Obecně z ejmě p|atí, že každy nekonečn; svaz ,S nemající jednotku je ideál v S,
kter,. nenr hlavní.

Uvažujme opět svaz (R, <), puk intervaly ÍS,l\ a [S, l] generujípo adě ideály
(*,7) a (*, 9), z rttchž druh je hlavní.

Uvažujme íetézec ff Z, 5, 7, ..., 6, 4, 2, 0}, pak ideál generovan množinou

{x e N; x > 5 n x je liché} je množina všech lichl ch čísel. Tento ideál opět neru
hlavní.

Uvažujme svaz P(M),kde'M je nekonečná množina. Množina,4. všech koneč-
n ch podmnožin množiny Mje ideál ve svazu P(M). Tento ideál neru hlavní.

V p ftladu 1,.28jsme uvažovali poset P(R), kteq je dokonce svazem. Množi
na K všech otev en ch intervalri obsahujících určité reálné číslo z generuje filtr
všech okolí bodu z ve svazu P(R).

Nynr uvedeme dvě lemmata dávající do souvislosti pojmy hlavru ideál a hlavní
filtr s podmínkami rostoucích a klesajících etězcti.

Lemma 4.10 (a 4.10'). Nechť suaz S splňuje podmínku rostoucích (klesajících)
etězc , pak každ ideót I (filtr F\ ue suazu S je hlauní.

D kaz. Nechť / je libovoln ideál ve svazu , splňujícím podmínku rostoucích
etězcri. Pak podle věty ]..8 musív množině 1existovat maximálru prvek a. Podle

formule (+.l) je množina I uzav ená vzh]edem k operaci r-l, zL proto je prvek
a zátoveň největším prvkem v I, tzn. I : Io. Pro filtry je drikaz duálnr.

Zaveďme ještě určité speciální druhy ideálti a filtru.
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DeÍinice 4.8. Vlastní ideál I suazu S se nazyuá maximální, práuě když ue suazu
S neexistuje Žádny ulastní ideál obsahující I jako ulastní podmnožinu.

Vlastní ideál I suazu S se nazyud prvoideál, próuě když pro něj platí
(V*,y e S)xr-ry I +(xeI v ye I).

DeÍinice 4.8'. Vlastní filtr F suazu S se nazyuá maximální, práuě když t)e suazu
S neexistuje žádn ulastní filtr obsahující F jako ulastní podmnožinu.

Vlastní filtr F suazu S se nazyuá ultrafiltr, práuě když

(V*,ye S)x ., ye F + (xe F v y e F).

JestliŽe sestrojíme plnl svaz všech ideálri svazu S (viz lemma 4.9), pakmaxi-
mální ideály v ,S tvoff koatomy (aoru sousedy jednotky, tj. ideálu . ). enalogrcky
je tomu pro maximální filtry. Dále poznamenejme, že podmírrka vyslovená v defi-
nici prvoideálu zakazuje situaci znázornénou na obr. 29. I značí ideál ve svazu
,. a x, y jsou prvky svazu ,S.

Obr.29

P íklad 4.9. Na obr. 30a je znázorněn svaz ^| mljící ideály {O}, {o, a}, {o, u}
a ,S. Vlastními ideály jsou pouze tíi {o}, {o, a} a {o, b}. taeáty {o,o} a {0, b}-jsou
maximálními ideály a navíc jsou i prvoideály. Ideál {0} není maximální ani není
prvoideálem, neboť. anbe{0} a pitom a, b4{o}. Na obr.30b je znázorněn
diamant Ms a v něm jevyznaČen ideál 1 : {0, c}. Tento ideál je maximální, není
však prvoideálem.

Obr.30

P íklad 4.hl.Uvažujm e svazreáln; chio"r ([O, t], 
=). 

Pak všechny polouzav e-
né intervaly [0, a), kde 0 < a š 1, a všechny uzav ené intervaly 

-[0, 
a], kde
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0 < a < 1, jsou prvoideály v [0, 1]. Polouzavíeny interval [O, t)je maximálnr ideál

n [o, t]. žiane áasr p*oia"ay nebo maximální ideály ve svazu [O, t] neexistují.

Lemma 4.1l. Nechť S je suaz a nechť I a F jsou duě disjunktní podmnoŽinY

množiny S, pro ntěž platí I v F : S. Pak I je pruoideál u S, práuě kdyŽ je F ultra-

ftltr u S.

Dtjkaz. Nechť / je prvoideál v ,S, pak dokažme, že F : S; - 1 je ultrafiltr

v S. Nejprve dokážeme, že F jefiltr. Postupovat budeme p ímo podle definice 4.5'.

Nechť x,y jsou libovolné prvky z F,pak x é I ay 4 I. ProtoŽel je prvoideál, nepatff

aniprusekx n ydoI,tzn.x n y F.Nechť x e F anechť *=y,kdey e S,pak x4I
u póat" (+.s) ani y 4, I,tzn. y e F. Množina F je proto filtr. Nyní dokáŽeme podle

définice 4.8i,žeF je ultrafiltr. Množina Fje vlastru podmnožinou S, protoŽe I * 0.

Nechťspojeru xu:le F,pak xu | 4I apodle obměněnéformule U(+.l) alespoň

jeden z prvkťr x,ynepatffdo l,tzn. x e F nebo y e F. Proto F je ultrafiltr. Duíílně

obdržíme drikaz obrácené implikace.

Lemma 4.1]. ukazlje, že v libovolném svtvu ,S existuje vzájemnéjednoznaČné

zobrazení množiny jeho prvoiderilri na množinu jeho ultrafiltru. Toto zobrazení

p i azujekaždémuprvoideálu /v Sultrafiltr F:. - 1.

Je z ejm é, že nulov ideál {O} ve svazu ,S s nulou je maximáni právě kdYŽ

má svaz S právě dva prvky. Nuloqi ideál {O} ve svivu ,S s nulou majícím alespoň

dva prvky je prvoideál, právě když ve svazu ,S platí:

1 1 Dirch;ll-

(Y*,ye S)x ny :0 + (x : 0 v y: 0)

Každy dvouprvkol svaz S má samoz ejmě vlastnost popsanou formulí (+.tt).

Existují však i víceprvkové svazy mající vlastnost (+.tt). Takov m je nap . svaz

z p . 4.1,0. Duální tvrzení m žeme vyslovit také pro filtry.

Na základě p edstílvy, kterou jsme si vytvo ili o provoideálech (viz obr. 29)

nebo duálně o ultrafiltrech, není téžké vyslovit následující lemmata.

Lemma 4.12 (a 4.12'). Suaz S je etězec, práuě když ušechny jeho ulastní ideálY

(ftltry) j s ou pru oid eály (ult r afilt ry).

Místo drikazu ekněme pouze toto: Pokud je S etězec, pak je z ejmě kaŽdY jeho

ideál prvoideálem. Pokud svaz ,S není íetézec, pak v něm musí existovat alespoň

jednaiitu ace znázorněná na obr. 3 1 . Sestrojíme-li hlavní ideál 1 : (*, af, paktento

ideál je vlastru a není prvoideálem, neboi aeI,a: xn! a p itom x+ I a sou-

časně y i I.
=;,\ 

/,

obr.3l V
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Irr, *rf - [_/, , !z7 :or[", -,,' h, xz = lzf
f*,, *rf- [_/, , !r7:o, [", .._.,' lt, xz = hl,

4.4 Direktní součin svaz

V tomto Článku se budeme zab,yvat konstrukcí nov ch svazri pomocí
svazťr, které jlŽ máme k dispozici. Tak jako lze v teorii grup vyťvá et pomocí
direktního součinu z danych grup grupy nové, m žeme analogicky postupovat
i u svaz . Platí věta:

Věta 4.4. Nechť (A, r-', -'), (B, o, a) isou suazy) pak algebraická struktura
s nosičem A x B, jejíž operac r.t a u jsou definouány takto:

(+.tz)

(+.tz,)

Je suaz.

Podstata drikazu véty 4.4 spočívá v tom, že píi provádění operací s dvojicemi
I*r, *rleA x B se s prvními složkami dělají svazové operace i a unezávisle na
tom se s druh mi složkami dělají svazové operace z B. Na záHadě véty 4.4 lze
vyslovit následující definici.

Deíinice 4.9. Nechť (A, -', -') o (B, -, -) jsou suazy, pak suaz A x B, jehož
operace n a u jsou definouány formulemi (+.tZ) a (4.IZ'), se nazyuádirektní součin
svaz A, B.

JestliŽe bude pot eba zavést ve svazu A x B svazové uspo ádání, pak to udělá-
me znám; m zp sobem

|*r, *rf= L/, , /r] oo, Ir, , *rf n U, , yrf : f*, , *r),

což jinak formulováno znarlená

í*r, *r7= Lv, ,yr7 o xt 3e!t A xz =alz.
ProtoŽe operace direktní součin je asociativníx), |ze ji rozší it na libovolny

koneČn; , pop . i nekonečny soubor svaz . Tuto operaci m žeme samoz ejmě
zavést i pro polosvazy (v definici použijeme formufi (4.12) nebo (+.tZ')), pop.
pomocí uspo ádání už i pro posety (v definici použijeme formuti (+.tS)).

Nechť A, B jsou svazy, pak na zák|adě formule (+.tS) zavádějící uspo ádání
o v direktním součinu A x B mťržeme ííci, že zobrazení

F:fx,y7rAxB,-xeA

(l.ts)

(+.t+)

zachovává uspo ádání, tzn. že F je posetov homomorfismus posetu A x B na
Poset A. V Článku 4.5 uvidíme, že toto zobrazení zachovává i operace, a že se

*) Tato asociativnost vyplyvá z rimluvy, že uspo ádané trojice fl*r, *rf,xr]a [x, ,Í*r, *r)fpokládáme
za sobě rovné.
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proto jedná o svazoq homomorfismus svazu A x B na
obdobnou vlastnost má zobrazení

svaz A (viz def. 4.13).

G:|x,y]rAx B,-,ye B.

Na závěr tohoto stručného pojednání o direktních souČinech svazri uved'me

několik p íkladri.

p íklady 4.11. v p íkladě 2.5 jsme uvažovali syaz všech dělitelri ČÍsla

24.: 23 .3 v N. Tgnto syaz |ze zkonstruovat jako direktní součin etězcti

ď, 2', 2', 2'} u fr :1}. ouaobně Lze napí. sua" všech děl!1elri čísla 24 .33

v N (viz obr. 32a) považovat za direktní součin etězcri {20,2I, 22,2',2o}
u {fl 3' , 3' ,33}. Také nap . svaz všech děl ! čís|a 22 3' . 5 u N (viz, obr. 32b\|ze

považovat za direktní součin t í íetézct {2o',2',2'}, {3o, 3', 3'} u {So, S'}. Obecně:

svaz všech dělitelri čísla pt' . p5' . ... .pY v N, kde p, jsou Ňzná prvočísla a k, jsou

píirozená čísla, |ze považavat za direktní součin etězcri všech dělitel čísel
pt', pt', ... , p:; v N (viz poznámka na str. 101).

Také nap . svaz P({a, b, r})(viz obr. 5c) mrižeme považovat za direktní součin
etězcri W{o}},W{u}} ^W{4}. 

obdobně m žeme lib9volny s.yal p(u!.,.::,r\\
považovat za direktní součin dvouprvkov}ch svaz {0,'{o}},P,'Ib}} až {a, {n}}.

Obr.32

4.5 Homomoríismy vazri

V tomto článku budeme studovat p edevším dvě binární relace mezi
svírzy. Jsou to relace ,,byt izomorfní" a její zobecnění relace ,,bl t homomorfnÍ'.
Tyto relace jsme zavedli již pro posety. Protože se vŠak v této kapitole díváme na

svazy jako na algebraické struktury se dvěma operacemi, budou i definice těchto

relací obdobné definicím u jin}ch algebraic ch struktur, jako jsotr nap . grupy
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nebo okruhy. V Článku porovnáme p vodru posetové definice s noúmi definicemi
Pro sv.Lzy a ukáŽeme i nejdrileŽitějŠÍ vlastnosti obou těchto relací.

NejPrve se budeme zabyvat relací ,,byt izomoďní". V chodiskem se stane
definice této relace pro polosvazy.

DeÍinice 4.10. Nechť (S, -) a (A, 
=) isou pr sekoué polosuazy, pak íkáme, že

Polosuaz A ie izomoďní s polosuazem S, práuě když existuje prosté zobrazení
F: , š A, které zachouáuá operaci, tzn. pro něž platí

(V *, y e S) r(x .-, .y) : F(x) = e(y). (+x)
Zobrazení F se nazyuá izomorfní pr sekové zobrazení nebo pr sekov , izomoríis_
mus Polosuazu S na polosuaz A a polosuazuA se íkóizomoďní obrazpolosvazu,S.

Deíinice 4.10'. Nechť (s, -) a (A, a) isou spojoué polosuazy, pak íkáme, že
Polosuaz A je izomoďní s polosuazem S, práuě když existuje prosté zobrazení
F: . š A, které zachouáuá operaci, tzn. pro něž platí

(V ,,, y e S) n(r ., .y) : n("r) r n(y). (+rc,)
Zobrazení F se naz aó izomorfní spojové zobrazení nebo spojov , izomoríismus
Polosuazu S na polosuaz A a polosuazu A se íkáizomorfní obraz polosvazu,S.

VÍme, Že polosvazy jsou z algebraického hlediska určité speciální komutativní
PologruPY. Definice 4.L0 a 4.í0' proto p edstavují detinice izomoďismu pologrup.

Definice 4.1|. Nechť (S, .,, u) a (,l, -, -) jsou suazy, pak íkáme, že suaz A je
izomorfní se suazem S, práuě když existuje prosté zobrazení F: S Y A, které je pr -
sekouym i spojou m izomorfismem) tzn. pro nějž platí formule (+:e) a (+.1-ó').
Zobrazení F se nazyuá izomoďní svazové zobrazení nebo svazov, izomoríismus
suazu s na suaz A a suazu A se íkó izomorfní obraz svazu ,s.

Podle definice 4.II víme, že zobrazení F je svazovy izomorfismus svazu ,. na
svaz A, právé když

F je zobrazení,S na A, tzn. F: S 3 A,
,F' je prosté zobtazení,
F zachovává oper&c n o r-l.

ÚTmluvy. Vzhledem k zjednodušení zápisti nebudeme v dalším textu rozlišovat
meziznaČením operací n & r--.t ve svazu,S a ve svazu A,kteryje jeho izomorfnrm
obrazem. Je z ejmé, že pokud je svaz A izomo-rfrrím obrazem svazu ,S ve svazovém
izomorfismu F, pak je také svaz,S izomortním obrazem svazu A ve svazovém
izomorfismu F-1. Proto budeme často užívat rčenr ,,syazy S, A jsou navzájem
izomorfní'.

P íklad A.L2.Uvažujme okruh množin P(M),kde M je množinamajícín prvkti,
v němŽ jsou, jak je nám známo, svazor,r,. mi operacemi množinové operace
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n a u. Dále uvažujme svaz ,S všech dělitel čísla 2 .3 .5 . ... . p, (součin prvních
n prvočísel v N), v němž svazoq mi operacemi n & u jsou po adě: určení největší-
ho společného dělitele a určení nejmenšího společného násobku. Ukažme, že
svazy P(M) a,S jsou navzájem izomoďní. Abychom mohli izomoďismus F těchto
svazti lépe popsat, dohodneme se, že prvky množiny M označíme 1, 2, ..., fl.
Zobrazení F, pro néjž p|atí F(0) : ]. a diile

F:{ir,ir,...,i}, M,- Pa.Pir.... .Pioe S,

kde i, , ir, ..., i1 jsou navzájem Ňzné prvky z množiny {1, 2, ..., r}, je izomorfnr
zobrazení svazu P(M\ na svaz ,S.

Bezprost edně z definice zobtazení F plyne, že F je prosté zobrazení mnoŽiny
P(M) na množinu , . Zobrazení F však zachovává i operace. K tomu si stačí
uvědomit, jak se pomocí rozkladu v součin prvočísel tvo ínejvětší společn; dělitel
a nejmenší společny násobek pro dvojici p irozen ch čísel. Největší společn;i
dělitel O(n(x), r(y)) dvou dělitelri F(x) a r'(y) ersU 2.3 .5 .... .p,určíme tak, že

sestrojíme prunik množin prvočíseln ch činitelri obou čísel F(x) a e0) 
" 

prvky
tohoto pruniku vynásobíme. Obdobně: nejmenší společn; násobek n(r(x), r(y))
dvou čísel r(x) a r(y) určíme tak, že sjednotíme množiny všech prvočíseln; ch
činitelri obou čísel F(x) a F(y) a prvky tohoto sjednocení vynásobíme.

Pokud zvolíme množinu M : {I, 2, 3}, pak svaz ,S obsahuje právě všechny
dělitele čís|a 2. 3 . 5. Část izomorfního zobrazení F svazu P(M) na svaz,S je

znázornéna na obr. 33.

\ \ \

P íklad 4.14. \- p
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--

Obr.33

P íklad 4.13. V p ftladu 1.38 jsme ukázati dvojici izomorfních posetu. Što

o posety všech dělitelti čísel ^I2 a 45 v N. Izomoďismem bylo zobrazení F defino-
vané takto:

F:Zk . 3h ,- 3u . 5', kdek:0,,í,Z a h:0,1
Oba tyto posety jsou však svazy a zobrazeníF je dokonce jejich svazoq m izomor-
fismem (viz cv. 4.L4). Pozorovanou skutečnost lze zobecnit podobně jako v uva-

žovaném p ftladě 1.38.
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: ,: , _;ln prvních
_ ::ní největší-

- -" _, L-kažme. že
-.- :].illus F těchto

- ,.li--izomoďní

:.- -_ -._,zenímnoŽiny

_ . .:,,lečn_ dělitel

: ; *rcíme tak, že
-, Flr,} a prvky

. _ -. f r\ očíselnych
___ig.

' : :1 S\,aZ . je

ci žomorfních posefu. Šlo
n lrylo zobrazení F defino-

fr:0. 1

aijich syzlzo'r'. m izomor-
Ecíit podobně jako v uva-

I.xoY
2.x:xnf
3. F(x\ : F(x,. y) : r(x) - r'(y)

r(x) = r(y)

P edpoklad
Podle (+.+\ na . ] .

Podle def. zobrazení a (+.tS).
Podle (+.+) na . 3.

$
s
35

P íklad 4.t4. V p ftladu 1.37 jsme ukázali dvojici izomorfruch posetri. Što
o poset E(M) všech evivalencív neprázdné množiné M a poset S(M) všech rozk|a-
dti v množině M.Izomorfismem bylo zobrazení F definované takto:

F: E e E(M),* {nEx} xe M Q S(M)

Oba tyto posety jsou svazy (viz pí. 2.1,.9) a zobrazení F je dokonce jejich svazorr}m
izomorfismem (viz cv. 4.I4).

P íklad 4.15. Posety (N, l) u @ln,| ) z p ftladu ]..36 jsou izomoďní a jejich
posetoq m izomoďismem je zobrazení

F;neN-T,eZlE.
Uvedené posety jsou dokonce svazy a zobrazení .F je jejich svazo{m izomorfis-
mem.

Každy íetézec je svaz, a proto se lemma 1.5 tyká izomorfismu svazti. Řn<a:

Každy n-prvkov íetézecje izomoďní s etězcem n. Svazové izomorfní zobrazení
je totožné s posetov. m izomorfním zobrazením definovanym v dtikazu uvedeného

lemmatu.

poznámka k p íkladrim 4.11.Kdyžjsme popisovali, jak lze pomocí direktního souČinu z urČitych

etězcri vytvo it svaz všech dětitel daného čísla, tak jsme vlastně ztotožňovali ruzné navzájem ízo-
morfní svazy (což je v algeb e běžné). Řft{ jsme nap ., že,svaz všech dělitel čís|a 24 : ?3 , 3 lze
zkonstruovat jako direktní součin etězcti {2" , 2' , 2' , 2'} a {3o, 3'}. ,,Správně" bychom však měli íkat,

že tento svaz je izomorfní s direktním součinem pffslušn ch etězc . V ptivodnrm vyjád ení jsme totiŽ

ztotožnili prvky 2h .3k s prvky IŤ, Š7, které si v daném izomoďismu odpovídaji tzn. zaved|i jsme

,,izomorfickou" rovnost

2h . 3k :o,I2o,3r),. 
.

Nyní porovnáme nad t ídou svazri definici posetového izomorfismu a definici

svazového izomorfismu. K následujícím vahám nás mohou motivovat p íklady
4.1,3, 4.I4 a 4.L5, v nichž každy posetov izomoďismus byl souČasně svazo{m
izomorfismem. Část odpovědi na p edloženou otázku nám pomriže nalézt násle-

dující věta.

Věta 4.5. Nechť F je suazouy izomorftsmus sDazu S na suaz A, pak F je také
posetouy izomorftsmus posetu S na poset A, tzn.

(V*,ye .)x=y +r(x) =r(y). (+.tt)

D kaz. Dokážeme pouze p ímou implikaci. Drikaz obrácené implikace p ene-
cháme do cvičeru (viz cv. 4.15). Nechť x, y jsou libovolné prvky svazu S', pro něž
platí:
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Na základě věty 4.5 tedy víme, že jsou-li dva svazy svazově izomorfni pak jsou
i posetově izomorfru. Pro posetot' izomoďismus jsme dokázali některé vlastnosti
v čl. 1.8. Všechny tyto vlastnosti proto ztistanou v platnosti i pro svazor1l izomor-
fismus. Zbyíek odpovědi na v}še položenou otázku nám pom že nalézt následují-
cí věta.

Věta 4.6. Nechť (S, =) o (e, =\ 
jsou posetoué části suaz a nechť F je jejich

posetouym izomorfismem) pak F je také suazouym izomorfismem suaz S a A.

D kaz. Nechť F je posetov! izomorfismus svazu S na svaz A, tzn. pro F platí
formule (+.tl\. Dále nechť 4 y jsou libovolné prvky z S, pak

podle (z.ts).
podle (z.ts).
Podle (+.tl) na . 1.
podle (+.tl) na í. 2.

Podle (Z.t+) naí. 3, 4.

Řekněme si něco
meneme sifuaci v te

poznámka. v teorii s
cí Gp, která je s grupou (

erup m žeme reprezento

celych bloku navzájem'u
tendence se projevují i p

Z hlediska repr
rozkladti množin) o
grup. Anglick mat,

Ke každému :a:

množině, ktery je i:,

I.xny3x
2.xny3y
3. F(x - y) - F(x)
a. F(x - y) = F(y)
5. F(x.. y) = n(x) - r(y)
Prottlžc tr jc prtlsté zclbrazení na A, existuje z e . takové, že

6. F(z): F(r) - F(y) = F(x)
7.z=x
8.zoY
9.z=xn!

10. F(x) - F(y) : F(r) - F(x n y\

F(x) - F0):F(x-y)

podle (+.tl) na . 6.
Obdobně jako . 7.
podle (Z.t+) na . 7, 8.
podle (+.tl)a .6,9.
Podle(Z.Z)na.5a10.

ó
o)

Dokázali jsme, žepro zobrazení F platíformule (4.16). Duálně lze dokázat formuli
(+:a,).

Na základě vět 4.5 a 4.6 m žeme vyslovit odpověď na p edloženou otázku:
l.Tad t ídou svazri jsou definice posetového izomorfismu a svazovóho izomorfismu
ekvivalentní - zaváděií tutéž binární relaci.

Zopakujme, že izomorfní zobrazení svaz zachovává relace {, a X. Dále
zachovává nulu a jednotku svazu (pokud existují), suprema a infima (pokud existu-
jí) a podmínky klesajících a rostoucích etězcri. Proto také nap . platí, že izomorf-
ním obrazem plného svazu je opět pln; svaz.

Jlž v kapitole 1 jsme hovo ili o tom, že relace ,,byt ízomorfní" je ekvivalence
v libovolné množině posetri, a protože je tato vlastnost dědičná. je ekvivalencí
i v libovolné množině svaz .

Podobně jako se u konečn; ch grup a okruhri používají k definor ání binárních
operací Cayleyho tabulky, mohli bychom je používat i zde u s\ azu pro operace
n & u. Protože však tyto operace velmi uzce souvisí s uspoilroánim. užíváme často
k jejich určení i Hasseovy diagramy. Na obr. 34 jsou znáz,,- ril D} i šechny Hasseo-
vy diagramy svazti po aclě o clvou, t ech a Čtr rech i.]-\ . J: K.,žd( tťnto cliagram
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:, :rní. pak jsou

: ..JZt-]\,Ýizomor-
- -__ .:]eztnásledují-

: .,.ltt' F je jejich
:' : li--llSaA.

_ -. :zn, pro F platí

Obr.34

Obr.35

Řekněme si něco o reprezentaci svaz . Nejprve však ve formě poznámky p ipo-
meneme situaci v teorii grup.

Poznámka. V teorii grup platínásledující Cayleyho věta: Ke každé grupě G existuje grupa permuta-
cí G, která je s grupou G izomorfní. Uvedená věta vlastně ííká, žekaždy blok navzájem izomorfních
grup mrižeme reprezentovat nějakou grupou permutací, Metoda abstrakce, která se projevuje studiem
cel ch blok navzájem izomorfruch grup, je tak vyvážena a doplněna metodou konkretizace. Obdobné
tendence se projevují i p i studiu svazri.

Z hlediska reprezentace hrají svazy ekvivalencí na množinách (pop . syazy
rozkladti množin) obdobnou lohu v teorii svaz jako grupy permutací v teorii
grup. Anglicky matematik P. Whitman dokázal:

Ke každému suazu S existuje podsuaz A suazu ušech ekuiualencí na nekonečné
množině, ktery je izomorfní se suazem S.

103

vlastně charakterizuje cely blok navzqem izomorfr ch svaz . Je vidět, že každ,é
dva dvouprvkové syazy a obdobné každé dva t íprvkové svazy jsou navzájem
izomoďní. Svazy mající čty i prvky se však již rozpadnou do dvou blok a syazy
mající pět prvk se rozpadnou do pěti blokri (viz obr. 35). Pokud uvažujeme
šestiprvkové svazy, pak je těchto blokri jlž 15. S rostoucím počtem prvkri ve
svazech poČet blokri velmi rychle stoupá. Když k neoznačenym uzlrim na obr. 34
a 35 p ipíšeme nánvy prvkťr, obdržíme konkrétní svazy, patíící do p íslušného
bloktr.

ó
o)

Ý
b)

0
d)c)



Českoslovens m matematik m J. T movi a P. Pudlákovi se poda ilo navíc
dokázat, že pokud je svaz S konečn}, pak existuje svaz ekvivalencí na konečné
množině, kten je izomorfní se svazem S.My se budeme podrobnéji zabyvat
problematikou množinové reprezentace u speciálních svaz . Nejprve to budou
tzv. distributivní svazy (viz čl. 6.2) a diile budeme tuto otázktl ešit u koneČnych
Booleoq ch algeber (viz č1. 10.4).

Podobně jako jsme u posetri pomocí relace ,,byt izomorfní' zavedli relaci ,,byt
izomorfně vno en", mtižeme to udělat i zde u svaz .

Deíinice 4.12. Nechť F je izomorfismus suazu A na stsaz A', ktery je podsuazem

suazu S, pak íkáme, že F je izomorfní vno ení svazu A do svazu S,nebo Že suaz A je

izomorfně uno en do suazu S.

Vypustíme-li v definici relace ,,byt izomorfní" mezi polosvazy, pop . mezi
syazy, podmínku, aby zobtazení F bylo prosté, pak obdržíme obdobně, jako je

tomu u jin ch algebraic ch struktur, definici relace ,,b t homomoďnÍ'. Vyslovme
tuto definici rovnou pro svazy.

Deíinice 4.13. Nechť (S, .-,, u) a (,l,, n, E) jsou suazy, pak íkáme, že suaz A je
homomoďním obrazem suazu S, práuě když existuje zobrazení F: S Y A, které za-

chouáuá operace n a ts, tzn. pro nějž platí formule (+.rc) a (+J6'). Zobrazení F se
nazyuá homomoďní svazové zobrazení nebo svazov , homomoríismus suazu S na

suaz A.
Množina ušech pruk z S, které jsou suazouym homomorfismem F zobrazeny na

nulu suazu A - tj. množina nF} -, s nazyuá dolní jádro svazového homomoríis-
mu F. Množina ušech pruk z S, které jsou suazouym homomorfismem F zobrazeny
na j ednot ku suazu A - tj. množina nF l -, se nazyuóhorní jádro homomoríismu F.

P íklad 4.16. Uvažujme svazy S a A znáaornéné na obr. 36. Definujeme-li
zobrazení F:sš Á takto: r(0) : F(o): F(b): F(c) : 0, F(d.): F(e) : l,
F(í):k, F(s): F(1):1, pak zobrazení F je svazovy homomorfismus . na
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ffioti se @a ilo navíc
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p máztu ešt u konečnych

mor,tr- zavedli relaci ,,byt

rrr_{'. kler je podsuazem
l srran Slebo že suaz A je

zi plolost-azy. pop . mezi
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ft bomomorfní". Vyslovme

{T- prr.t rikáme, že suaz A je
brrctní F: S š A, které za-
|6la la. ft'|. Zobrazení F se
loromorfismus suazu s na
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nitsdro homomoríismuF.

na obr. 3ó. Definujeme{i
Flcl : 0. Fld) : r(e) : t,
ní- tromomorfismus ^ na

Á. Prvky dolního jádra a horního jádrajsou vyznačeny plnymi kroužky. Je vidět,
že zobrazení F je také posetov}m homomorfismem S na,4.

P íklad 4.17. V článku 4.4 o direktních součinech svaz jsme formulí

F:fx,y7rA xB'-* xeA
zavedli zobrazení svazu A x B na svaz A.Dokažme, že toto zobrazeníje svazov
homomorfismus A x B na A. Pffmo z definice zobrazení F vyplyvá, že F je zobra-
zení A x B na A. Ukažme, že zobrazení F splňuje formuli 4.I6.Nechť I-, l a|u, uf

jsou libovolné prvky z A x B, pak

F(l*,yf n|r, r]) : F([x - u,! n r]) : x rl l,t: F(l*,y]) - F(|u,u]).

Duálně |ze dokázat formu|i 4.1,6'. Proto je F svazovy homomorfismus A x B
na A. Zobrazení F také zachovává uspo ádáni neboť když Í*,y]=Ir,r], pak
x = ll, což znamená F(|x,y]) = F(lr, t|). Zoarazení F je proto i posetov m homo-
moďismemAxBnaA.

Obdobně je i zobrazení G (viz formule (4.1S)) iat svazoq m, tak i posetot'm
homomoďismem AxBnaB.

P íklad 4.18. Uvažujm e íetézecracionálních čísel a dále dvouprvk ovy íetézec
2 : ď1}. Nechť r je určité reálné číslo, pak svazoq homomorfismus F svazu Q na
svaz 2 určíme takto:

(Vx. C)(r= r + F(x): 0) 
^ 

(*r r+ r'(x) : 1)

Je z ejmé, že zobtazení F splňuje všechny podmírrky vyslovené v definici 4.I3.
Zobrazení F také zachovává uspo ádání, tzn. je posetoq m homomorfismem
Qna2.

Poznámka. Pro každé reálné číslo mtižeme definovat homomorfrtí zobrazení zavedené v p íkla-
dě 4.18. Mtižeme však také obráceně pomocí takot'chto homomorfních zobrazení svazu (q 

=) 
,ru

svaz 2 definovat reálná čísla. Tímto zprisobem obdržíme známou konstrukci retíln}ch čísel pomocí
Dedekindov. ch ez . O Dedekindoq ch íezechjsme hovo ilt lž na konci č|. 3.4.

Nyní porovnáme nad t ídou svazri definici posetového homomorfismu a defini-
ci svazového homomorfismu. Motivovat nás mohou p íklady 4.1,6 až 4.I8, v nichž
jsme ukázali, žekaždy svazoq homomorfismus byl i posetov m homomorfismem.
Část odpovědi dává následující věta.

Věta 4.7. Nechť F je suazouy homomorfismus suaz,u S na suaz A, pak F je také
posetouy homomorfismus S na A, tzn.

(Y*,y e S) x = y + F(x) = r(y). (+. t s)

D kazvéty 4.7 jezcela stejn} jako p ed|oženáčást drikazu věty 4.5, neboť jsme
se p i jeho konstrukci nikde neodvolávali na to, že zobrazení F je prosté.
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Obráceru véty 4.7 však neplati jak ukazuje následující p íklad.

P íklad 4.1g.Uvažujme svaz P(M),kde M : {a, b, c\ a svaz 4 (viz obr. 37), pak
zobrazení F,kteÉkaždé množině z r(M) p i azuje počet jejích prvkri, tzn.

F:XeP(M) *card X e4,
je posetov}, nikoli však svazov homomorfismus P(M) na 4. Platí nap .:

,{o,b}ve svazu P(M\
zobrazení F

ve svazu 4

{a\ v {u}

ll
1 ,__, 1

P íklad1- -1.1

svaz .{ nezach,
n poro\Tratelnc

lŤ-r- r

:7 a nikoli 2

Obr.37

Věta 4.7 ap ftlad 4.1,9 ukazuji že definice svazového homomoďismu obsahuje
zesíleru podmínek z definice posetového homomorfismu. Vyslovme proto rimlu-

vl, že pod pojmem homomorfismus mezi svazy budeme zásadně rozumět svazov
homomoďismus.

Věta 4.7 ukáza|a, že homomortní zobrazení F svazu ,S na svaz A zachovává
uspo ádáru. Na základé této věty však víme, že homomoďismus F zachovává
i nulu a jednotku. Zopakuj me, žetím myslíme toto: Jestliže má svaz,S nulu (|ednot-

ku) a svaz A je jeho homomortrum obrazem v homomorfismu F, pak má nulu
(jednotku) i svaz A aptatí F(0) :0', kde 0eS a 0'eA (r(t) -!', kde ].e .

a !' e A\. Pozor! Pokud má nulu fiednotku) svaz A a je homomoďrum obrazem
svazu S, pak nemusí mít nulu fiednotku) svaz S - viz p . 4.22. Poznamenejme, že
pokud M g S a existují sup M a sup F(M), pak nemusí platit F(sup M\ :
: sup F(M). P ftlad: S : [0, 17, M: [0, I) aA:2. Definujme homomoďismus
F:,S š A takto:F(") : 0 pro x e M a r'(t) : 1. Pak supM : 1, aF(sup M) :'l,,
zatímco sup F(M) : 0. D kaz následujících lemmat p enecháme do cvičení.

Lemma 4.t3 (a 4.13'\. Nechť suaz A je homomorfním obrazem suazu S, pak
splňuje-li suaz S podmínku klesajících (rostoucích) etězc , splňuje tuto podmín-
ku i suaz A.
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P ftlady 4.16 až 4.18 ukáza|y, že homomortní zobrazení F svazu S na
svaz A nezachovává relaci ostrého uspo ádání ani relaci pokqfuání, ani relaci
neporovnatelnosti. Je však možné pro něj dokázat nap . následující slabší formuli:

(V*,ye S) x<y+ n(x)=n(y)

Na konci tohoto článku se budeme zab7ruat vztahem mezi homomorfismy
svazu ,S a ideály, pop . duálně filtry ve svazu ,S. Uvidíme, že zde neplatí plná
analogie s teorií grup. Nejprve však ve formě poznámky zopakujme situaci v teorii
grup.

Poznámka. Zteoňegrup víme, žekažd,émuhomomorfnímu obrazu grupy G odpovídá právě jedna
normální podgrupa 1 grupy G, která je jádrem tohoto homomorfismu. Platí však i obráceně, žekaždé
normální podgrupě H grupy G odpovídá(až na izomorfismus) právě jeden homomorfní obraz grupy

G - tím je nap . faktorová grupa grupy G podle podgrupy H značená GlH.Uvédoínme si, že ruzn; m
normálním podgrupám grupy G mohou odpovídat homomorfní obrazy grupy G, které jsou navzájem
izomoďní. Proto m žeme populárně ííci, že grupa G má nejr", še tolik homomorfruch obraz (až na

izomorfismus). kolit má normálních podgrup.

P íklad. Uvažujme Kleinovu grupu K všech shodn ch zobrazení zachovávajících dan obdélník.
Jde o čty prvkovou grupu obsahující identitu l, osové souměrnosti or, o, a st edovou souměr-
nost s. Normálními podgrupami grupy K jsou {4, {;, or\, {i, or}, {i,s}, K. Homomorfní obrazy
grupy K jsou však (až na izomorfismus) pouze t i, neboť grupy {i, or},{i, or\ a{l, s} vedou k izomorfním
obrazrim.

Věta 4.8. Nechť suaz A s nulou je homomorfním obrazem st)azu S u homomor-

fismu F, pak dolním jádrem homomorftsmu F je ideól ue suazu S.

D kaz. Dokážem e, že množina 1 : nFO splňuje aj formuli (4.7\, b) formuli
(+.S). Nechť x, y jsou libovolné prvky z , , pak

a)t.xelnyel Pedpoklad
2. n(x):0 n r(y) :0 podle def. 1na . 1.

3. F(x.ry) : F(x) - r(y) :0 r-:0:0 Podle def.4.1S a(+.S').
x u )l e I Podle def. Ina . 3.

b) 1. x e I 
^ 

y 3 x P edpoklad
z.r(y) = r'(x) :0 podle (+.ts) a def. I naí."l,,
3. .n'(y) : o podle L 3.2 na . 2.

Podle def. 1na . 3.yeI

Věta 4.8' . Nechť suaz A s jednotkou je homomorfním obrazem suazu S u homo-
morfismu F, pak horním jddrem homomorfismu F je filtr ue suazu S.

Jestliže svaz A nemá nulu, pak dolním jádrem homomorfismu F svazl. na Á je
množina 0, jest|iže svaz A má nulu, pak dolním jádrem je ideál. Každému homo-
moďismu F s definičním oborem. je proto p i azen nějaky ideál v. nebo prázdná
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množina. V p íkladé 4.23 ukážeme , že nekaždy ideál ve svazu S m že byt dolr m
jádrem nějakého homomorfismu. Duálně je tomu pro filtry.

4.6 Svazové kongruence

Svazové kongruence jsou zvláštní ekvivalence, které se chovají vhodně
k operacím n 3 u. V tomto článku ukážeme jejich velmi b|ízk vztah k homomor-
fismťrm svazri. Situace je analogická se situací v teorii grup. P ipomeňme nejprve
obdobnou problematiku v grupách.

Poznámka o grupách

Definice. Nechť(G,.) ie grupa, pak ekuiualence K u G se nazyuá kongruence v G, prátě když platí:

(Vr,y, z e G) x K y + x.z K y. z A z . x K z.y

Kongruenci obvykle značíme symbolem = a místo formule xKy píšeme x : y (mod K) (čteme: x je

kongruentní s y modulo K) nebo stručně x = !.
Jestliže je dána grupa G a kongruence K v G, pak lze sestrojit faktorovou grupu ClK, jejímž nosičem

jerozkladgrupyGindukovan kongruencíKavnížjeoperacenásobenídefinovanátakto(r.,T,značí
bloky rozkladu G/K obsahující prvky x, y):

Tr.Tr,:at 7r.y

Faktorová grupa GlK je homomorfním obrazem grupy G v homomorfismu

F:xeG*T_e GfK.

Tento homomoďismus nazyváme p irozen ,m homomoríismem G na GlK. Každé kongruenci v G tak
odpovídá nějaklí homomorfní obraz grupy G.

Lze dokázat, že kromě faktorov}ch grup GlK žádnéjiné homomoďníobrazy grupy G{ažna
izomorfismus) neexistují, To se obvykle vyjad uje takto (základní věta o homomoríismu grup):

Nechť grupa .1je homomorfní obraz grupy G v homomoďismu F, pak existuje taková kongruen-

ce K v G, že faktorová grupa GlK je izomorfní s grupou 1.

Konstrukci hledané kongruence K popisuje následující formule:

(Yx,y e G) *: y(mod K) <+ r(x) : F(y)

Každému homomorfismu Fs definičrum oborem Gtak odpovídá právě jednakongruence Kv grupě G.
Uvědomme si, že ruznym kongruencím v G mohou odpovídat homomorfní obrazy grupy G, které

jsou navzájem izomorfní. Proto lze populárně ffci, že grupa G má nejv še tolik homomorfních obrazti
(až na izomorfismus), kolik má kongruencí.

Deíinice 4.14. Nechť S je suaz, pak ekuiualence K u , se nazyuá svazová
kongruence v,S, práuě když

(Y*,y,z e S) x K y+ (x -, z K y n,

Kongruenci obvykle značíme symbolem
x = y (mod K) (čtem e: x je kongruentní s y
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P Íklad 4.2O- UvaŽujme svtv ,S, jehož Hasseriv diagram je znázorněn na obr. 38.
Na obr. .38a ie vyznaČen rozklad množiny . odpovídající kongruenci v ,S (ově te
f9ryruli (+.tl)), zatímco na obr. 38b je v}značen rozkliad odpóvídající ekvivalen_
ci E, která není kongruencí v,. Platí nap. aEb, ale nóplatí aucEbuc,
neboť prvky a u c:f, b Ll c: cleží v ruznych blocích rozkladu SlE.

Obr.38

ProtoŽe v celém následujícím texfu budeme hovo it zásadně o svazoq ch kon-
gruencích, budeme pffvlastek,,svazová.. vynech ávat.

Věta 4.9. Nechl (,S, -,,, u) je suaz a K je kongruence u S, pak definujeme-li na
faktoroué mnoŽině SlK operace r-1 A LJ následujícím zp sobem (T, a T, jsou libo-
uolné bloky z SlK obsahující pruky x a y)

Trn Tr: T*ny a Tr tl Tr: T*u y,

je trojice (Slr, n, .,) suaz.

D kaz. DokáŽeme a),nezávislost definice pruseku na volbě reprezentant , b)
formuli (q.t),c) 

lormuli (+,z),d) formuli (l.s),e) tormut i(+.e),D kázy pro op"ru.i
u jsou duálru. Nechť T,, T, T,, T,jsou libovolné bloky z Sf K, pak:

a) T-: T, n Tr: Tu+ x= Z A y = Lt+ xny= Z-lA./n Z = Lt11 Z+ xny :
=ZnU+T*ny:Trn,

b) Trn Tr: Trny: Tyn*: Tyn T,
.) (r, n rr) n T,: T(rny)nz: T*n$lnz): Trn(Trn Tr)
d) Tr_.n Tr: Trn, : T,
e) T- n (T, u 

'r): 
7._ (..__v) : 7"

Na základě věty 4.9 m žeme vyslovit následující definici.

DeÍinice 4.15. Nechť S je suaz a K je konpruence u S, pak suaz sestrojeny podle
uěty 4.9 se nazyuá faktorov , svaz svazu.S podle kongruence K.
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Věta 4.10. Nechť(S, ,-, u) ie suaz a K je kongruence, S, poi faktorouy suaz

(S/r, ,., -) je jeho homomorfním obrazem.

Dt)kaz. omezíme se pouze na konstatováni že homomoďismem je zobtazení

F:xe. *7..eSlK.

Tento homomorfismrrs se nazyváp irozen , homomorÍismus SVaZu , na svaz Sf K.

Věta 4.1,0 í;f1;á, že každy faktoroqf svaz syazu S podle kongruen ce K je homo-

morfním obrazem svazu ,S. Následující věta ukáže, že aŽ na izomorfismus Žádné

jiné homomorfní obrazy svazu ,S neexistují. Této větě se ve sPojení s větou 4.I0

íká zák|adní věta o homomorfismu svaz .

Věta 4.11. Nechť suaz A je homomorfním obrazem suazu S u homomorfismu F,

pak existuje takou faktorouy suaz Sf K, že suaz A je izomorfní se SI)aZem SlK.

D kaz. Ve větě 4.]_ ]. se vlastně tvrdí, že v S existuje kongruence K taková, Že

svaz Sf Kje izomorfní s A. Omezíme se zde pouze na uvedení formule PoPisující
kongruenci K:

(V*,y e S)x = y(mod K) o r(x) : r'(y)

Izomorfismem svazu S l K na svaz A je následující zobrazení G:

G:T,eSlK,*F(x\eA

Uvědomme si, že dvěma ruznl m kongruencím v S mohou odpovídat homo-

morfní obrazy svazu S, které jsou navzájem izomorfní" Proto mriŽeme na základě

vět 4.10 a 4.,1,1 íci, že svaz,S má nejv še tolik homomoďních obrazri (aŽ na

izomorfismus), kotik má kongruencí. Situace je zde zcela analogická jako v teorii

grup.

p íklad 4.21. V p íkladé 4.20 jsme uvedli svaz ,S, jehoŽ jedna kongruen-

ce K (p esněji rozHád indukovan} touto kongruencí) je vyznačena na obr. 38a.

raktoibv svaz Sf Kje dvouprvkov . Označíme-li jeho prvky 0, I, pak p irozenY

homomorfismus F svazu. na svaz Sf K jevyznačen na obr. 39.

s/r

Obr.39
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P íklad 4.zz.Uvažujme svaz (M, n,,.r), kde M : [o, +) x [0, s), tterYie podsva-
Zem Svazu , z p íkladu 4.Z.Ye SVaZu M,definujme kongruenci K takto (k,'y],Íu, ,]
jsou libovolné uspo ádané dvojic e z M):

|r, y] = fu, u] (mod K) oo, [r] -- |"] " [y] : [r],

kde [x] ZnaČÍ celou Část reálného čísla .r, tj. největší celé číslo n takové, že n s x.
Ově en1 Že K je kongruence p enecháme do cvičení. Sestrojíme faktorovy svaz
MlK. PrvkY tohoto svazu jsou polouzavíenéčtverce (nap . G) na obr. 40a. označí-
me{i tYto Čtverce písmeny A, B, C atd.,jak je vyznačeno na obrázku, pak Hasse v
diagram svazu MlK je znázorněn na obr. 40b. Nulou tohoto sv.Lzu je prvek (polou-
zav en' Čtverec) ,4 a jednotkou je prvek l,. Faktorov svaz MlKje homomórft m
obrazem svazu M v p irozeném homomorfismu

F:fx, y], M * Tb,rle Mf K.

V grafickém podáru to znamená, že zobrazení F píiíazuje každému bodu polouza_
v eného obdélnftu XyZU (tae x: [0, 0], y :I4, al, Z :I4,3] a U : [o, s])polouzav en;i čtverec, v němž tento bod teží.

Dodejme jeŠtě, Že dolním jádrem homomorfismu F je mno žina nFA, tj. na
obr. 40a mnoŽina vŠech bod polouzav eného čtverce A.Tato množina tvoff ia"at
Ve svazu M,kterY není h]avnÍ. Horním jádrem homomorfismu F je mno žina aFL,
tj. mnoŽina vŠech bodri polouzav eného čtverce L.Tato množina tvo í hlavní filtr
ve svazu ,. .

Obr.40

UvaŽovan P ftlad ukazuje jeŠtě futo zajímavou skutečnost: Svaz MlKje ho-
momortrum obrazem svtlzu M a pÍltom svaz MlK má jednotku. Touto jednotkou
je polouzav en čtverec L. svaz M všakjednotku nemá.

Y závéru Článku 4.5 jsme upozorňovali na to, že mezi homomortními obrazy
SVaZu ,S a ideáY Ve Svazu, neexistuje vzájemně jednoznačné zobrazení. Nyní
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ukážeme p íklad ideálu v ,S, kterému neodpovídá Žádny homomorfismus, tzn.

ktery není dolnrm jádrem žádného homomorfismu s definiČrum oborem v S.

p íklad 4.L3.Uvažujm e syaz S znánotněn na obr. 4l.MnoŽina 1 : {0, c, d, e}

tvo í ideál tohoto svazu. IJkažme, že .I nemtižebyt dolním jádrem Žádného homo-

morfismu. Pokud by tento ideál byl jádrem nějakého homomoďismu, pak bY Podle
věty 4.1], musela ve svazu S existovat kongruence K taková, že prvky 0, c, d, e tvoÍÍ

právě jeden blok navzájemkongruentních prvkri. Do tohoto bloku by vŠak muselY

pat it i prvky a, b, 1,, neboť:

d = 0 
^ 

a= a +'l, : d vs a = 0 vs a : a

d=0 nb=b+I:dub=Or:b:b
a=! xb=b+b:bnI=bna:0

Formule (+.zz) ííká, že b: 0. Na zák|adě tranzitivnosti relace K obdrŽÍme

z formulí (+.zo) a(+.zt), žei 1, = 0 a a = 0. Blok navzájem kongruentních prvk

obsahující prvky 0, c, d,e musí proto obsahovat i prvky a, b a l. MnoŽina S je Proto
z ejmě mirri.amr ideál tvo ící jádro nějakého homomorfismu a obsahující mno-

žtnu I.

1

Obr.41

poznámka. Analogiemi mezi teorí grup a teorií svazri, o nichž jsme hovo ili v této kapitole, jakoŽ

i analogiemi s ostatními algebraick mi strukturami se zabyváteorie abstraktních (univerzálních) al8e'

ber. Více se o ní čtená doví nap . v kruze|2}].

CVIČENÍ 4

1 Dokažte, že požadavky idempotence v definici 4.2 jsou nadbYteČné.

2 Dokažte, že a|gebtaická struktura (S, -,,,_r) z p íkladu 4.2je svaz,

3 Definujte relaci ,,byt podpolosvazem" a) v prusekoú.h, b) ve spojov. ch polo_

svazech. Demonstrujte definice na p íkladech.

4 Dokažte, že v p . 4.3 jsou skutečně uváděny podsvazy dan; ch svazti.

Lt2

5 L :. -,-

l. , . :.

(+.z0\

(+.zt)

(+.zz)

8 : :.,__ _

-..--.
:-_ --,

l(_| 'r.,-

., , _;,*

,,- l-

11 : _---

l] _:,,--
_ _._-. ]-
]"-,..

1,1 \ _--, _

]]:,

n ,.,

i-

14 Dokažte
nnorfisrn

lr
1



1tďné.

i st*az

l !pďJÝ: ch polo-

5 Udejte svaz S av tomto svazu takové otev ené, pop .polouzav ené intervaly,
které a) tvo í, b) netvoff podsvazy svazu ,S.

6 Dokažte lemma 4.1.

7 Definujte ideál ve spojovém polosvanJ a filtr v prusekovém polosvazu. De_
monstrujte definice na p ftladech.

8 Dokažte lemmata 4.4 a 4.5 a vyslovte k nim lemmata duálnr.

9 Uvažujtenásledujícísvazy:(tl, 
=),(n,=),(n, =),(N, l)ap({a,b,r}).Vkaždém

z těchto svaz urČete alespoň t i ideály a uved'te, zda se jedná o hlavní ideály,
prvoideály či maximální ideály. Obdobně pro filtry.

10 Nechť a je urČit prvek svulzu . a / je ideril v,S, pak množina všech prvkri
x< a r-r c, kde c je libovoln prvek z I,je nejmenší ideál obsahující prvek
a a ideál I , tj. ideál generovany množinou {r} u 1. Dokažte. Formulujte duální
větu pro filtry.

11 Formulujte p ftlad 4.I0 pro filtry.
12 Definujte direktní součin posetri (e, 

=) a(B, o) tak, aby ve speciálním pffpadě
zahrnoval direktní součin polosvazri a svaz . Uvedte p íklady pomocí
Hasseov}ch diagramri.

13 NaČrtněte Hasseovy diagramy všech navzájemneizomorft ch svazri pro šesti-
prvkovou množinu.

14 DokaŽte, Že zobtazení F z p íkladu 4.1,3 i z p íkladu 4.I4jsou svazové izo-
moďismy uvažovan;ich svazri.

15 Sestrojte kompletní drikaz véty 4.5.

16 Dokažte lemmata 4.I3 a 4.I3'.
17 Sestrojte jin svazov} homomorfismus svaz S a A znázorněnl ch na obr. 36.
18 Dokažte větu 4.10.

19 Dokažte, že relace K v p íkladu 4.22 je kongruence.
20 IJrěete,,(až na izomoďismus) všechny homomortní obrazy svaz P({o}),

P({o, b}) u P({o, b, r}). Použijte Hasseovy diagramy.

2l Nechť K je libovolná kongruence ve svzžu ,S, pak platí
(V*, ye . ) x = y + x n ! = x tly(mod /<).
Dokažte.

1,13
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-5 MODULÁRI\Í SVAZY

Některé driležité svazy splňují vedle identit obsaŽen;ich v algebraické

definici svazu a samoz ejmě i všech formuli které se z nich dají dokázat' jeŠté

některé další. Mezi těmito speciálními druhy svazti jsou nejdrileŽitějŠÍ modulární

a distributivní svazy. V této kapitole se budem e zabyvatmodulárnrmi SvaZY av ná-

sledující kapitole distributivními svazy,které jsou jejich zvláŠtnrm P ÍPadem. Mo-

dulárru svazy dostáváme nap . p i studiu někter ch systémri podstruktur dané

algebraické štruktury a hrají d lóžitou roli i p i sťudiu projektivních Prostorti.

5.1 Deíinice a vlastnosti

V tomto článku ukážeme Ňzné zprisoby definování modulárních svazri.

Nejprve podáme nejběžnější definici.

Deíinice 5.1. Svaz S se nazyuá modulární nebo DedekindŮv, Práuě kdYŽ PlatÍ:

(Y*,y,z e S) x 3 z + x u (y - r): (x'.-, y) n,

Poznamenejme, že formute (s.r) je autoduální. Podle věty 2.9 platí v každém

svazu modulární nerovnost. Modu|árnírovnost (s.t) však plltí pouze v někteq ch

svazech. p ftladem svazu, v němž neplatí modulárru rovnost (S.t), je Pentagon N, ,

o kterém jsme hovo ili v p íkladu 2.I4 a kten je znázorněn na obt,22a, Později

ukážeme (ui, neta 5.2),žeprávě v skyt podsvazu typu pentagon je pro nemodulár-

nost daného svazu círarakteristická. zdrivodněru dtiležitosti studia modulárních

svaz se opírá p edevším o následující tvrzení,

Lemma 5.1. Množina ušech normálních podgrup dané prupy G tuo í modulár_

ní suaz.

D kaz. Nechť Hr, H, jsou normální podgrupy grupy G, pak zopakujme, že

svazové operace prusek a spojení grup H , , H, definujeme takto:

Ht-Hz:arHrnH,
Htu Hz:at|rurv ar]

Grupa [H, r., Hr]j"nejmenšípodgrupav G obsahujícímnožinuH, v Hzaobdrží_

L1,4

(s.t)



T_ a obdrží-

me ji jako množinu součin každého prvku z Hts každym prvkem z Hz- proto
ji obvykle označujeme FI1 . H r, tzn.

H, . Hr: {x e c;(1hr, Hr) (=hr, rtr) x : h, . hr}.

ProtoŽe modulární nerovno st (Z.n) platí v libovolném svazu, stačí pfi dokazovánr
modulární rovnosti (S.t) dokázat formuli

(Yr,y,z e . ) x < z=, (x,_, y) n, < x t_l (y n r), (s.z)

což v našem p ípadě znamená (Hr, Hr, 1, jsou libovolné normálnr podgrupy
v grupě G):

Hte H:+ (H, .Hr\ n Hse Hr.(Hr. H.)

. A nYnt jiŽ k vlastnrmu dtikazu: Nechť x je libovolny prvek z množiny
(H, . ttr) n Hs,p* x e H1 . Hr,tzn. x : ht . hr,kde h, e H, air, Hra současně
x e Hr. Na základě pravidel o počítání v grupách víme, že hr: hr' . x, p ičemž
hr' ' Ht 

= Hsax e H, - proto také hr, fur. Protože prvek iraytvybrán z mno-
žiny Hr, musí. pro něj platit h2 e H,, 

^ 
Hs. Protože x : h1 . h2, platí

x e H, . (H, n Hr).Tím drik az končí.

P Íklady 5.1. Jednoduchym p íkladem demonstrujícím lemma 5.1 je svaz všech
normálních poclgrup symetrické grupy . , (viz pí. 211 a obr. 19b).

Modulárním svazem je také syaz všech normálních podgrup Kleinovy
grupy K (grupa všech symetrií obdélník viz poznámka sti. ro}).^uvažovan
modulární svaz má pět prvkti a je jím dianant M , .

Nekomutativru grupa G všech symetrií čtverce má osm prvkri: identitu, čty i
osové souměrnosti, st edovou souměrnost a dvě otáčení. Svaz ,S všech podgrup
gruPY G má deset prvkri a není modulární (viz obr. 42). Podsvazem svazu S je
šestiprvkov. svaz všech normálních podgrup grupy G, ktery je modulární
(viz černé uzly na obr. 42).

Obr. 42

Je zÍejmé, že platí-li formul" (5.1) v nějakém svazu, pak musí platit i v jeho
libovolném podsv vlastnost ,,,byt modulární' je dědičná.
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'!,. x o z A x. (y -.r z) - (x t: y\ n Z

2.a:xu(ynz)
3.b:(xuy)nz
4.c:!
5.aob
6.c,-ra<Cub
'I. c v: a : |,_, [x,_., (y - r)] :
8.:(yr:x) r:(ynr):

:xLJLy-bnz\]:
9.:XulI

^ ]-0. c u b :y - [(x u y) n 4,,ť 
1].oIy-@-y)] -0uď:
L2.: (y-") n(y.'z\
1,3. c vs b o x u !

Lemma 5.2. Každ podsuaz modulárního suazu je modulórní suaz.

Také lzeííci,že pokud je dany svaz M modulární pak i jeho libovoln; izomorf-

ní obraz je modulární svaz. Vlastnost ,,byt modulární' se dokonce zachovává

i homomorfním zobrazením(viz cv. 5.5). Proto m žeme vyslovit:

Lemma 5.3. Nechť F je suazouy homomorftsmus modulórního suazu S na suaz A,
pak suaz A je také modulární.

prohloubení p edstavy o modulárních svazech umožní následující véta.

Věta 5.1. Suaz S je modulární, próuě když platí:

(V*,y,ze S) (*=yA.trr,| z:Inz 
^ 

xtsz:yuz\* x:y (S,S)

D kaz.V prvru části dokážem e, že pokud je svaz ,S modulárni pak pro něj Platí
formule (s s), v druhé části dokážeme opačnou implikaci.*)

I. Nechť S je modulárru syaz anechť x, !, zjsou libovolné t i prvky z S,pro néŽ

platí:
"I.xoy 

^xnz:!nz A.trLJ 7:!t-lz P edpoklady
2. x :'x u (x n z) - Podle (+.a').

3.: x,, (y- ,\L *u(zny): podle p edpokladti a (+.t).

4.:(*ulz)ny:(yllz\n!: podle (s t) a p edpokladri.
: y podle (+.t) a (+.o),

II. Nechť neplati že svazS je modulární, tzn. existují alespoň t i prvky x,Y,z e S,

pro něž platí:

P edpoklady
Konstrukce prvku a.

Konstrukce prvku b.
Konstrukce prvku c.

Podle konstrukce a í. L.
podle def. ]. .7,(2.2I'),(+.t')na . 5.

Podle konstrukce c, a.
podle (q.z'),(+.t').

podle (+.a').

Podle konstrukce c, b.
podle (+.t'\, (z.zz').
podle (+.t'), (q.z'), (+.s').
podle (+.t'\, (z.ts) na . I0 a L2.

*)Místo formule q _ však vezmeme ieií obměnu. 11/| => 
_tE. která ie s ní logicky ekvivalentní.

It6

14.cusbo
1,5. c u o:
1,6. C r-l a:

aobn
V části tr. j:

neplať ani fon
poslednírn ád

Ve větě 5.1
by bylo možné
drisledkem vět

s formulr (S.tt
modulárního :

Věta 5.2" 5l

D ka:. I. í
žáďnJ* @s-a;
matu 5.3 j i
a proto neru p

tr. K duknz
pouze toto:
fclrmule {5-1l

É<

- | ]_



":
ri izomorf-

_ . --; z&chovává

:. .\ ttct suaz A,

= (s.s)

:,-| l.:.., f fo něj platí

, - :: .;,, z 5. pro něž

14.cuboxu:!:Cusa Z r. 1,3, 9,7.
1"5. c LJ a: c u b Podle (Z.Z) na . 6, !4.
I6.crla:cnb Duálnějako.15.

aob anc:bncAausc:buc Konjunkce .5, 16, 15.

V části II. jsme dokázali, že pokud neplatí formule (S.t) - viz ádek 1., pak
neplatí ani formute (S.S), neboť existují prvky A, b, c e ,S takov é, žeplatí formule na
posledním ádku d kazu.

Ve větě 5.1, jsme dokázali, že formute (S.:)je ekvivalentní s formulí (S.t). Proto
by bylo možné modulární syazy pomocíformule (S.:) definovat. Velmi zajímavym
drisledkem věty 5.1 je následující věta, která udává další podmínku ekvivalentru
s formulí (S.t). O této podmírrce jsme se zmiňovali hned po vyslovení definice 5.1"

modulárního svazu.

Věta 5.2. Suaz S je modulárnÍ, prduě kdyŽ neobsahuje podsuaz typu pentagon.

D kaz. I. Dokažme, že pokud je svaz M modulární, pak nem že obsahovat
žádny podsvaz typu pentagon. Jestliže je tedy svaz M modulární, pak podle lem-
matu 5.2 je i každ: jeho podsvaz modulární. Pentagon však modulární neru,
a proto nenr podsvazem M.

II. K drikazu obrácené implikace (vizpoznámka pod čárou na str. 116) ekněme
pouze toto: Nechť svaz M neru modulární, pak to znamená, že ve svtžu M pod|e
formule (S.r) existují prvky A, b, c takové, že

a o b A an C : b n c A avs C : b u C.

Prvky a,b,c spolu s prvky a n c & ats c určujípětiprvkovy svaz typu pentagon

- viz obr. 43.

Obr.43

Na základě věty 5.2 bychom mohli vyslovit užtíetí definici modulárního svazu,
která by byla s p edchozími dvěma ekvivalentní.

P íklady 5.2. Na obr. 44a, b, c jsou znázomény Hasseovy diagramy t í ruzn; ch
nemodulárních svaz . V každém zrttchlzetotižnalézt alespoň jeden podsvaz typu
pentagon. Jeden z možnych pentagon je vžd,v vyznačen plnymi kroužky. Svaz

II7



znázornén na obr. 44d je modulární, protože v něm Žádny podsvaz typu penta-

gon neexistuje.

Obr.44

V p ftlad é 7 .4 je uveden nemodul ární svaz, . ZdrivodněnÍ, Že tento svaz obsa-

huje pentagon, je podáno v poznámce na str. 137.

Na závěr tohoto článku znovu zdtraznéme, že adu zajímavych modulárruch
svazri z oblasti algebry obdržíme studiem někteq ch systémri podstruktur dané
struktury - nap . svtlzu všech normálních podgrup grupy G(vizlemma 5.1)nebo
analogicky svazu všech okruhoq ch ideál v okruhu M. Také pro libovoln
okruh M tvoíí všechny M-podmoduly libovolného M-modulu G modulární svaz.

5.2 Další vlastnosti modulárních svaz

Čtánek je sestaven tak, aby se v jeho závěruukáza|aplatnost tzv. Jorda-
novy-Hólderovy věty pro modulárru vazy. Uvedená věta vlastně zobecňuje

zakázanou situaci vyznačenou na obr. 43. Tato část teorie modulárních svazri je

zce|a analogická určité části teorie grup. Na zmíněnou analogii budeme Čtená e

upozorňovat ve formě poznámek. Tyto poznámky však nejsou nutné pro studium

p edkládané teorie.
Začnéme následující zajímavou vlastností modulárních svaz :

Věta 5.3. Nechť a, b jsou libouolné pruky modulárního suazu S, pak interualy

fa, a u b]a[a n b, bl jsou nauzájem izomorfní.

D kaz.Nechť xe|a,au bf,tzn.a< x< au: b.Pakalepla : anb = xí-1 b =b
(viz formute (Z.Zt),(+.t), (+.O)), a tedy prvek x n bje z intervalu [c n b, bf. Podob-
ně, jestližey e fa n b, b|,paky u a Efa,a u a]. Urein jsme tak dvě zobrazenímezi
uvažovanymi interva|y, a to (viz nap . obr. 45):

F: x e|a, a u bl* x n b e|a n b, bf

G: y efa n b, bl,- y u a efa, a u b]

Ukažme, že tato zobrazení jsou navzájem inverzní, takžekaždé z nich p edstavuje
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IodsrĚz typu penta-

i že tento svaz obsa-

netich modulárních
podstrukfur dané

[.ž te*-a 5.1) nebo
Také pro libovoln;
u G modulární svaz.

l platnost uv. Jorda-
r rlastně zobecňuje
rcdulárních svazri je

ryii budeme čtená e
u numé pro sfudium

lr,ai,

pr S. pak interualy

Éc- b=xnb=b
b[, - b.bl. Podob-
ldlě zobrazenímezi

Eznichp edstavuje

prosté zobrazení jednoho intervalu na druh , které navíc zachovává uspo ádání,
a tedy i operace.

Nechť- xe|a, aubf, pak FoQx):(x-,, b)ua:xn(a-b). Protože
x < a u b, p|atí podle formule (Z.tS), že FoQx) : x, & tedy Fo G je identické
zobrazení intervalufa, a u bf na sebe. Duálně: GoF(x) : x je identické zobrazení
intervalu Io n b,b]nasebe. A protože F iG zachov:ávajíuspo ádánr (viz formule
(Z.Zt\ a (Z.Z1')), j" každé z nich svazovym izomorfismem uvažovanych intervalti.

anb

Obr.45

Věta 5.3 nás povede k zavedení zvláštní ekvivalence mezi intervaly, p ičemž
tato ekvivalence bude ,,silnějšf' než izomorfismus.

Definice 5.2, Nechť S je modulární suaz, pakintervaly fa, a u bf afa n b, bf se
naz aajítransponované nebopodobné. Intervalylo,bf,Ir,d]senaz uajíprojektivní,
próuě když existuje konečná posloupnost interual

lo, b]:Iur, rrf,lur, Drf, ...,fr,, u,]: Ir, d7

takouá, že každé dua za sebou jdoucí interualy jsou transponouané.

ProtoŽe každé dva transponované intervaly jsou navzájem izomortní (viz
věta 5.3), aprotoŽerelace ,,bytízomorfní" je tranzitivnl, jsou ikaždédva projektiv-
ní intervaly navzájem izomorfní.

P íklad 5.3. Uvažujme svaz,S znázornén; na obr. 45, pak intervalvyznaóeny
Pln mi kroužky je s intervalem vyznačen m prazdnymi kroužky navzájem
transponovan; .

Uvažujme diamant znázorněn} na obr. 46a. Je z ejmé , že intervay [0, a) a|U, t)
jsou transponované, neboť [o, o] :|a n b, ala[U, tl:Ib, a u b!. Obdobně jsou
transponované i intervalyIb, Lla [O, c]. Intervaly lO, o\a [O, c]jsou proto projektiv-
ru, nejsou však transponované.
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čty prvkové interva|y |a, d,Ir, d]
izomorfni nejsou však projektivní.

1

ve vazu S znázorněném na obr. 46b jsou

Obr.4ó

Již od první kapitoty pracujeme s etězci. Na dalších stránkách budeme v mo-

dulárruch svazech uvažovat následující druhy etězcti

a:a1 3azO...3an+I:b,
o nichž íkáme, že jsou neklesající a spojují prvky a, b. Mezi těmito etězci se

stejn mi koncoq mi body zavedeme dvě binární relace.

Definice 5.3. Nechť S je modulární suaz a nechť

a:aloa2o...3ar+t:b
a:btobro...3b,+l:b

jsou dua jeho neklesající etězce spojující pruky a, b, pak íkóme, že letezec (S.S) 1e

zjemněním etězce(S.+), práuěkdyžkažd člen etězce(S.+)1ečlenem etězce(S.S).

Dále íkóme, že etézec (S.S)7e ekvivalentní s etězcem (S.+), prduě kdyŽ e stuje
prosté zobrazení množiny interual Ia,, a, * tl na množinu interual Ib,, b, * ,] tako-
ué, že odpouídající si interualy jsou projektiuní.

Poznámka o grupách. V teorii grup hrají roli neklesajících etězcti tzv. normální ady dané grupy,

tj. ady typu

{t] : C, = Gr=.,. g G" +t : G,

kde G je daná grupa a G, jsou její podgrupy, p ičemž každá grupa G, je normální podgrupou grupy

G,*,. Roli intervalri zde p ebírají faktorové grupy nebo stručně faktory G,*rlG, dané normální ady.

Říkáme, že jedna normální ada je zjemněním druhé normální ady, právě když první ada obsahuje

všechny grupy, které se vyskytují v druhé adě. Dvě normální ady se naz vají ekvivalentní, právě když

existuje prosté zobrazení množiny faktoru jedné ady na množinu faktoru druhé ady takové, Že

odpovídající si faktory jsou izomorfní.
V teorii grup platí následující tzv. Schreierova věta o zjemnění normálních íadz lakékoli duě nor-

mální ady grupy G mají ekuiualentní zjemnění.

Vraťme se k modulárrum svaz m a vyslovme Schreierovu větu o zjemnění
etězcťr.

Věta 5.4. Nechť S je modulární suaz a a, b jsou dua jeho pruky, pro něŽ platí
a < b, pa.k jakékoti dua neklesající etězce spojující a, b mají ekuiualentní zjemněnÍ.
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Místo kompletního drikazu pouze ukážeme, jak se zíetézc (S.+) a (S.S) spojují-
cích prvky a,b modulárního svazu. získá jejich zjemněru. Sestrojme prvky a,oabu,
podle těchto formulí:

aik:(o,--:bo)naitl, i:L,2,...,S, k:I,2,...,t + I

b*i:(o,. bu)nbo*r, k:I,2,...,t, i: Ir2,...rs + 1

Pak následující íetézce

(s.0)

(s.z)

LzI

jsou zjemněním etězcri (S.+) a (S.S), p ičemž intervaly lo,n,o,,*+r] a lbo,,bo,,*rf
jsou navzájem projektivní.Zobrazení F určující ekvivalenci etězcti (S.S) a (S.l)ie
proto následující:

F:|a,,kl ai,i,k* r] * Ibo,,, bo,,* rf (s.ro)

Ukažme právě popsanou konstrukci ekvivalentních zjemnění dvou etězcri
daného modulárního svazu na konkrétním p íkladě.

P íklad 5.4. Uvažujme modulární svaz ,S znánornén na obr.47aa dva jeho

neklesající íetézce spojující prvky a, b;

a:alOa2Oa33a4:b
a:btobrobs:b,

které jsou na obrázku vyznačeny prázdn; mi kroužky. Sestrojíme{i etězec (S.a)

prvkri 4,e pomocí formule (S.0), obdržíme (na obr. 47b jsou ,,hrany" tohoto e-
tězce vytaženy silně):

O : all 3 atz< at3 : azt3 azz3 azs : a3l 3 an= a33 : b

Obdobně obdržíme pomocí formule (S.Z) etězec (S.g) prvk b,l(naobr. 47b jsou

,,hrany" tohoto íetézce vyznačené p erušovaně):

b : bn 3 bn= bn 3 bu : bzt 3 bzz = bzs 3 b24 : b

Oba získ ané etézce jsou zjemněním privodruch etězcti a naťc snadno pomocí
obrázku 47b ovéffme, že jsou ekvivalentní. Vypišme ještě dvojice navzájem
projektivních interval Io,o, o,,o*rl ufbo,, bo,,*,], které si odpovídají v zobraze-
ní (s.to):

forr, orrf Ibrr, brr7

|orr, orrf Ibr,r, brr\

Iorr, orr] Ibrr, brrl

íarr, arr| Ibrr, brr|

Iorr, orrl fbrr, brrf

Iarr, orrl Ibr., brol



Pro vysloveru hlavru vlastnosti modulárních svaz budeme ještě pot ebovat
pojem kompozióní íetézec (existence pro konečné posety vizL 1.4).

Obr.47

Deíinice 5.4. Nechť S je suaz, pak etězec(S.+) rchoto suazu se nazyuá kompozič-
ní etězec spojující prvky a, b, práuě když každé a,*, pokryuá a,(o,*, je horní
soused a,) pro i - I,2, ... , s. Číslo s se na4ruá délka kompozičního etězce.

Protože kompoziční etézec již ne|ze prodloužit, je následující Jordano-
va-Hólderova věta p ím; m drisledkem Schreierovy věty.

Věta 5,5. Nechť S je modulórní suaz a nechť

a-a1,oOr-...<ar:b a a:btobzo...ob^:b

jsou dua kompoziční etězce spojující pruky a, b e M, pak fll - ft a oba etězce jsou
ekuiualentní.

P íklady 5.5. V modulárrum svzvu znázornéném na obr. 48 lze nap . sestrojit
t i ruzné kompozičnííetézce spojující nulu a jednotku tohoto svazu. Všechny tyto
íetézee mají délku 3 a jsou navzájem ekvivalentní. Odpovídající si dvojice navzá-
jem projektivních intervalri jsou v obrázku označeny stejn m písmenem.

Také v nemodulárním vazu znázornéném na obr. 44b lze libovolné dva body
spojit pouze stejně dlouhymi kompozičními íetézci. Nap . existují dva rrizné kom-
poziční íetézce délky 3 spojující nulu a jednotku tohoto svazu.

Poznamenejme, že pro zjišťování nemodulárnosti daného svížu je často užiteč-
ná věta 5.5 v její obměněné formě: Jestliže mezi dvěma uzly svazu ,S existují
kompoziční íetézce Ňzné délky, pak svaz ,S nenr modulární. Nejjednodušším
p íkladem takového svtvu je právě pentagon (viz obr. 43).
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Poznámka o grupách. V teorii grup zastávají roli kompozičních etězcii tzv. kompoziční ady
definované takto:

Kompoziční adou grupy G rozumíme normální adu

{1} - G, c Grc..,. c G,+t : G,

v níž je každá grupa G, maximální v grupě G,* r.
Normální grupa H se naz, vá maximální v grupě G, právě když neexistuje žádná normální podgru_

pa B grupy G taková, že H c. B c, G.
Jordanova-Hólderova věta pro g upy pak znr takto: Libouolné duě kompoziční ady grupl,G jsou

ekuiualentní.

Obr.48

Zaveďmeještě následující pojmy.

Deíinice 5.5. Nechť S je modulórní suaz s nulou a jednotkou, pak existuje-li
kompoziční etězeb spojující tyto dua pruky, íkáme, že svaz,S má konečnou délku.
Délkou suazu S je pak délka této kompoziční ady.

P edpokládejme, že moduláraí svaz,S s nulou a jednotkou má konečnou délku,
pak pro každy prvek x e , lze sestrojit jeho počáteční interval (*, rJ. Je to svaz,
kte4 opět splňuje vyjmenované požadavky kladené na svaz ,S. Označme jeho
délku symbolem d(*).Také libovoln interval Í*, y|, kde x, y ^ a x = y, splňuje
So požadavky. Délku intervalu lr, y|označíme d([r,y]). Nechť x, y jsou libovolné
prvky z ^, pro néž p|atí x o !, p*

d.b) : d(x) + d(Ir, y]).

Dále pro libovo|né x,y S platí:

d(x u y) : d(*) + d(|x,J - y])

d(y\ : d(x n i + d([x., y, y])

Protože intervaly fx,x u y]al* n y,y7jsou izomoďru (viz věta 5.3), majíi stejnou
délku. Proto lze z formulí (S.t t) a (S.t 2) obdržet formuli v následující větě.
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Věta 5.6. N echť S je modulární suaz konečné délky, pak pro libouolné dua pruky
x,! e S platí:

d(x u y) : d(*) + a(y) - d(x - y\

Závěrečná poznámka. Dedekind objevil tento druh svaz p i studiu modulti či p esněji p i studiu

struktury podmodul daného modulu - odkud název modulárních svazri. V driležit}ch modulárních

svazech algebry jsou prvky těchto svazti podstruktury určité algebraické struktury . . Operace n p ed-

stavuje množinov. prunik; spojenípodstruktur S,,, 2 struktury,S je podstruktura generovaná mnoŽi
nou., u z.Svazov muspo ádánímjerelace,,bytpodstrukturou".Teoriesvazriap edevŠÍmmodu-

lárních svazti tak p ispívá ke studiu v stavby složit ch algebraick ch struktur z jejich v. znamn ch

podstruktur.
Na modulární svazy však často klademe další požadavky (nap . komplementárnost * viz kap. 7),

které splňují nejen některé v}še uvedené algebraické svazy, ale nap , i některé syazy z geometrie,

v nichž se provádí protínání a spojování na bodech, pffmkách, rovinách atd. S tím souvisí skuteČnost,

že v rámci teorie modulárních svazri m žeme nap . axiomaticky založit tzv. projektivní geometrii

roviny (viz poznámka na str. 139).

CVIČENÍ 5

l Dokaž te, že duální svaz k modulárrumu sv.vu S je modulární.

2 Dokažte, že direktním součinem modulárních svazri je modulární svaz.

3 Zdťrvodn éte, že svaz {a n c, a, b, c, a r.r c} uveden v druhé části dtikazu véty 5.Z
je pentagon.

4 Dokažte, že svaz S je modulárni právě když platí:
(Y*, y, z e S ) r,.-., ty - (, - z)]: (x,-., y) - (x - z)

5 Využijte formuli z cvičení 4 k tomu, abyste dokázali, že homomoďním obrazem
modulárního svazu je modulární svaz.

6 Uvažujme cyklickou grupu C ádu 60. Sestrojte Has eriv diagram modulárnrlro
svazu M všech podgrup grupy C. (Jestliže je a e C generátorem grupy C, pak
generátory jednotliv ch podgrup jsou prvky a' , a2, a3, a4, a5 , a6 , a'o , a", a" , a'o ,

a3o a a60.)

7 Ve svazu M ze cvičení 6 sestrojte ekvivalentnr zjemnění etězc :

0 : [ruo] =Io"f. [a] : 1

0 : [ouo] c [o'o] = |o'lg [a] : 1

8 Ve svazu M z cvičení 6 sestrojte alespoň t i kompozlční ady. Jakou délku má
svaz M?

g Dokažte, že množina všech ideálri (tittrt) modulární}ro svazu S tvo í modulárru
svílZ.
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rucolné dua pruky
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] __:":7J iětr,5.2

6 DISTRIBUTIVNÍ SVAZY

V této kapitole ukážeme, že distributivru svtrzy jsou speciíilniln pffpa-
dem modulárních svaz . Proto pro ně platí všechno, o čem jsme hovoňli v p ed-
chozí kapitole. Z toho drivodu se v pryním článku zaměffme na ťy vlasfirosti, které
jsou specifické právě pro distributivní svíLzy. V další části se budeme zabyyat
otázkou reprezentace konečnych distributivních svaz . Ukážeme, že operace
n & ut v těchto svazech mrižeme vždy ,,izomoďně nahradit" množinov}m pruni-
kem a množinov m sjednocením.

6.1 Definice a vlastnosti

Podle vét 2,.8 a 2.8' platí v každém svazu distributivní nerovnosti (Z.ZZ)
a(Z.ZZ'). Distributivní rovnosti (6.1) a (O.t') však platípouze v některych svazech.
P ftladem svazu, v němž neplatí distributivní rovnosti, je pentagon Nr, o kterém
jsme hovo ili v p íkladu 2.1,4 a ktery je znázorněn na obr.22a. Tento svaz nebyl
ani modulárnÍ. Dalším p íkladem svazu, v němž neplatí distributivní rovnosti, je
diamant M, , o kterém jsme hovo ili také v p íkladu 2.L4 a kter je znázorněn na
obr.22b. O svazu M, víme, že je (na rozdíl od svazu Nr) modulární. Později
ukáŽeme , že právé rn skyt podsvazri typu pentagon nebo diamant je pro nedistribu-
tivnost svaz charakteristická.

P íklad 6.1.IJvažujme okruh množin P(M), ktery jsme zavedli v p íkladé 2.7.
Svazoq mi operacemi v P(M\ jsou množinovy prunik a množinové sjednocení.
Víme, že pro libovolné tfi množiny A, B, C platí:

Deíinice 6.1. Svaz .S se nazyr:d distributivní, prárě kdvž

(Yr,y,z e . ) * u (y n z) : (, - y\ n (x u z\ n
A ír-1 0-4: (xr- y)u(x-z).

eu(B " c) 
:(l,"B) "(Á" c)

e n (B.., C) : (e.,, B) " (A " C)

(6.1)

(0.t,)

(6.2)

(a.z,)

Čtená mriže formule (e .Z) a(S.Z') ově it nap . pomocíVennov}ch diagramri. Svaz
P(M) je proto distributivní.
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Uvažujme jin; druh okruhri množin než v p edchozím p íkladě. Nechť prvkY

tohoto okruhu jsou všechny konečné podmnožiny nekonečné množiny M,.p*
tento množinov} okruh je opět distributivní svaz, neboť formule (a.Z\ a (d.Z')

z stávají v platnosti. Zíejmě platí:

Věta 6.1. Každ okruh množin je distributiuní suaz.

Následujícívétaukáňe, že jsme v definici 6.1 mohli poŽadovat platnost pouze
jedné z formulí (0.t) a (6.1"), neboť druhá je již v takovém svížu dokazatelná.

Věta 6.2. N echť S je suaz, pak formule (d.1,) platí u tomto sDazll, práuě kdyŽ u něm

platí formule (e í)
D kaz.Ukážeme, že pokud ve svazuS p edpokládáme platnost formule (O.t'),

pak musí v S platit i formule (O.t). Nechť x,!, zjsou libovolné prvky svazu S, pak:

1. (x ,-., y) - (:, u z) :
2. :í(*.,y) - x] - [(x u y) n 4:
3.:xuVn(r-y)] :
4. : x -í(, n x) r-l (, - y\\:
5.:[ru(znr)] .(rny):

:xu(y-r)
Drikaz obrácené implikace je duální.

Mnoho p íkladri distributivních svaz dostaneme na zákJadě následující věty.

Věta 6.3. Každy etězec S je distributiuní suaz.

D kaz. Nechť x, !, z jsou libovolné prvky íetézce,S, pak:

I.xny=xAíny=y
2.xoxtl|^y3xt-l!

Pravá strana formule (0.t).
podle (0.t').
podle (+.t) a (+.d).
podle (0.t').
podle (+.z').
podle (+.t) a (+.d').

podle (z.tz).
podle (z.ts'\.

Pro vztah prvku x k prvkriffi ), z p|atí buď a) x=y v xš z, nebo b) (negace)

!oxAZ<x.
3. u) x 3 yv í< z+ x- (y - r) : x : (x n,y) - (x - z)

b)y- r^z<í+ xn(y*'z):!,_lz:(x.. y)u(x-z) 
i

p íklad 6.2. podle věty 6.3 jsou distributivnr nap . svížy (N, 
=), 

1Z, <), ÍQ, <),

(n, 
= 

) a svazy k nim duální. Distributivnrm svížem je také nap . íetézec I0,2, 4,6,
..., L,3, 5,7 , ...).

Větu 6.3 využijeme také v následujícím p íkladě.

126

i
{



P Íklad 6.3. Necht M je množina všech reáln ch funkcí definovan; ch na inter-
vau (O, t) - viz p . I.14. Spojenr a prusek definujeme v množině M takto
(r, C jsou libovolné funkce z M,x je fibóvoln prvet Ž (O, r)):

(r - G) (y' :o, F(r) - G(x)

(r - G) (") :o, F(r) - G(x)

Pruseky a spojení funkčních hodnot znanenají

F(x) - G(r) : rnin (r(x) , 4i) a

Pak trojice (M,,-r, -)je svaz. IJkažme, že M je dokonce distributivnr syaz, tzn. že
v něm platí formule (O.t). Nechť F, G, 1jsou libovolné funkce z M. položme
(I : F - (G - H)aV : (r..' G) - (.r., J'l).Nechťx jelibovolnéčíslozintervalu
(0, 1), pak:

L u(*): [r ,_, (G - H)] (r) :
Z. : F(x)., [dr) - {r)] :
s. : (r(x) - c(")) - (r(x) - ^H(x)) :

4.:l(F-G) -(F-H)] (r) :
: V(*)

Právě uveden p íklad lze zobecnit takto:

Lemma 6.1. Nechť M je množina ušech zobrazení F: A - D, kde A je libouolná
mnoŽina a D je distributiuní suaz. Pak deftnujeme-li u M operac n a ll formulemi
(O.3) a (S3'), obdržíme distributiuní suaz.

D kaz je formálné zcela stejny jako drikaz v p íkladu 6.3.

Nechť D je libovoln} distributivní syaz, pak formule (6.t) a (O.t')lzerozší it na
libovoln; koneČny počet prvkri. V p ípadě pln ch distributivnrch svazri lze tyto
formule v některych pffpadech rozší it i na nekonečny počet prvkri. K tomuto
rozŠÍ eníse znovtl vrátíme v kap. 8. Již nazačátku p edchozíkapitoly a znovu na
začátku této kapitoly jsme čtená e upozorňovali na následující větu.

Věta 6.4. Každ distributiuní suaz je modulární.

D kaz. Nechť x, y, z jsou

I.xoz
libovolné prvky distributivní}ro svazu ,S a nechť platí:

(0.:)

(o.s,)

v našem pffpadě toto:

F(x) - dr) : max (r'(x), dr).

Podle def. funkce U.
podle (0.s) a (o.s').
podle (0.t) - (n, s)j" distribu-
tivní svaz.
podle (o.s) a (o.s').
Podle def. funkce V.

2. x u b.4: (x,_., y) - (, u z):
:(xu y)nz

Poznamenejme, že obráceru věty 6.4 neplatí,
modulárnr a nejsou distributivní. Nejjednodušší
mant (viz o1rr. 35d).

P edpoklad
podle (0.t).
podle(z.ts)a.]_.

neboť existují syazy, které jsou
takov p ípad p edstavuje dia-
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Je zíejmé, že p|atíli formule (0.t) v nějakém svazu, pak musí platit i v jeho

libovolném podsvazu - vlastnost ,,byt distributivnf' je dědičná.

Lemma 6.2. Každ l podsuaz distributiuního suazu je distributiuní suaz.

Také lzeííci,že pokud je dan; svazS' distributivní, pak i jeho libovoln;i izomorf-

ní obrazje distributivní svaz. Vlastnost ,,byt distributivnÍ' se dokonce zachoválá
i homomorfním zobrazením. Proto m žeme rryslovit:

Lemma 6.3. Nechť F je suazou1, hontomorflsmtts distributiuního Suazu S na

staz A, pak suaz A je také distributbní.

prohloubení p edstaly o distributivních svazech umoŽní následující lemma.

Lemma 6.4. jliecltť S je distriburit,ní st,,t:. pak platÍ:

l.xnz:InZ^XtlZ:YllZ
2. x:.r n (x u z): xn(y u z\:
3.:(r-,y) - (x- z\:
4.:(*.-,y) - (yn,\:
5.: (yn.r) r-r bnr):
6.:fn(xuz):

:yn(yur):y

P edpoklady
Podle(+.0) apedp.
Podle (o.t').
Podle p edpokladu.
Podle (+.t).
podle (0.t').
Podle p edp. a(l.d).

Větr 65.. rc.
(Vr,1,.: e

Formule (0.+}j.
(0.t) a (0.r'). proto

sledkem vět_v 6.5 ie
(o.t), (o.tJ a (o.+[

Věta 6.6. Src.
nebo diamant-

Vyslovme pM
každ,j jeho podsre
které nejsorr di fiit

Jestliže sraz s n
hovat podsvz /!, l
obsahuje podsvz,i
z ntchž ke=dé dte
-, (a ,-, b). pat b r

Násl duiftí tň u
Svaz S ie di fiiL

nebo rliamant
Svaz S je nodul

tlpu pentagon a ď
svaz ,s není mg

gon.

P íklad 6.4. Svz
obr. 28 jsou p íkla
pentagon nebo dia

Svaz znár;orněmj
podsvaz typu pents

Svaz na obr. 44a
gon. Existence pď
Také svíLzy na obr.

V definici 4.8 js

zavádé|a duální po
ideály (ultrafltry) ,

věty.

Věta 6.7. Jestlii
pruoideál.

(Vr,y, z e S) (x n z -- | n z A x tl z -- y u z\ + x : !
podle věty 6.4 je vlastnost ,,b t distributivní' silnějŠÍ neŽ vlastnost ,,b; t modu-

láíní*,a proto p edpoklady v implikaci (6.4) mohou b|t slabŠÍ neŽ p edpoklady ve

formuli (S.g) t kající se modu}ámírch wazťr-

D kaz.Nechťx,y,zjsou libovolné prvky distributivního svazu S, pro které platÍ:

(0.+)

Vyslovíme-li lemma 6.4 v obměněném tvaru, obdržíme: JestliŽe ve svazu S ne-

platí formule (a.+), pak svaz . není distributivnÍ. Vrat'me se opět ke svazum tyqu

pentagon a diamant, o nichž jsme hovo ili už na zaóátku tohoto Článku. Opět je

dob e vidět, že anljeden z nich není distributivní, neboť v pentagonu platí (viz

obr. 22a):

a í- C : b rl C   aLJ C: b u C n a o b

V diamantu platí (viz obr. 22b):

O n C : b n C A aLJ C : b u: C X aH b

Také obrácení lemmatu 6.4 je dokazatelné. Drikaz však nebudeme uvádět,

neboť je poněkud zdlouhavy.

Lemma 6.5. Jestliže ue suazu S platí formule (S.+), pak S je distributiuní sl)az.

Na základě lemmat 6.4 a 6.5 mrižeme vyslovit následující větu.
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Věta 6.5. Suaz S je distributiuní, práuě když platí:

(Y*,y,z S) (xn z: y n z 
^ 

xlJ z: y u z)+ x: y (e .+)

Formule (a.+)je autoduální apodle věty 6.5 je ekvivalentní s každou z formulí
(0.t) a (O.t'). Proto bychom ji mohli použít k definici distributivního svazu. Dti-
sledkem věty 6.5 je věta udávající další podmínku ekvivalentní s každou z formulí
(0.t), (0.t') a (a.+).

Věta 6.6. Suaz S je distributiuní, práuě když neobsahuje podsuaz typu penta7on
nebo diamant.

Vyslovme pouze hlavní myšlenky drikazu: Jestliže je svaz . distributivnl, pak
každy jeho podsvaz je distributivní a nemtiže tedy obsahovat podsvaz N, ari M, ,

které nejsou distributivní.
Jestliže svaz , není distributivní, tzn. nesplňuje formuli (a.+), pak by měl obsa-

hovat podsvaz N, nebo M, . Pokud svaz S není ani modulární, pak podlevéty 5.2
obsahuje podsvaz Nr. Pokud je modulárnr" pak musí obsahovat t i prvky a, b, c,
z tttchž každé dva jsou neporovnatelné. Sestrojíme{i prvek d:Ib n Ď) ,_, c] n
n (a u Ď), pak lze ukázat, že množina {a - b, a, b, d, a,., b} tvo í diamant.

Následující t i věty jsou bezprost ední drisledky vět 5.2 a 6.6.
Svaz S je distributivní, právě když neobsahuje žádny podsvaz typu pentagon

nebo diamant.
Svaz ,S je modulární a není distributivní, právě když neobsahuj e žádny podsvaz

typu pentagon a obsahuje aspoň jeden podsvaz typu diamant.
Svaz S neru modulární, právě když obsahuje aspoň jeden podsvaz typu penta-

gon.

P íklad 6.4. Svaz P(M) znázornén na obr. 5c nebo svaz A znázornény na
obr. 28 jsou p íklady distributivních svaz , neboť neobsahujížádny podsvaz typu
pentagon nebo diamant.

Svaz znázornén na obr. 44d obsahuje podsvaz typu diamant, neobsahuje však
podsvaz typu pentagon. Jedná se proto o modulární svíž, ktery není distributivnr.

Svaz na obr. 44a obsahuje jak podsvaz typu diamant, tak i podsvaz typu penta-
gon. Existence podsvazu typu pentagon zaručuje, že tento svaz není modulární.
Také svzlzy na obr. 44b, c nejsou modulární, a tedy ani distributivní.

V definici 4.8 jsme zavedh pojmy maximální ideál a prvoideál. Definice 4.8'
zavádéla duální pojmy. Zajímaln vztah mezi maximálrumi ideály (nttrv) a prvo-
ideály (uttrafiltry) v distributivních svazech udávají následující navzájem duální
věty.

Věta 6.7. Jestliže S je distributiuní suaz, pak každ , maximální ideál I u S je
prnidcál.
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Dtikaz (nep ímo). Necnt / je maxinální idefl v distributivním svazu .S, p iČemŽ

1 není prvoideál, tzlr^. že v ,S exisfují prvky a, b takové, že

anbeIna4Inb4I.
poznamenejme (viz cv. 4.10), že množina všech takoq ch prvkri x e S, Že

x=ar:} pro nějaké yeI, je nejmenší ideril obsahující ideál I a souČasně

prvek a. Označme ho 1r.
Ideál /, je vlastni neboť b 4 Il. Kdyby totižplatilo, že b e lr,pak b = a u_l c pro

nějaké c e l.Protože a n b e I a c n b e I, obdržíme

b:(o..,c) .,, b:(a-,b) ,-, (c-,b)eI,

což le spor s p edpokladem.
protože I c lr(a+ taae1,),neníideál/ maximáIní,coŽje sporsp edPokla-

dem.

Obrácení véty 6.7 neplati jak ukazuje následující p íklad. Ve Čty prvkovém

íetézci ff o, b, c\ je množina {0,o} prvoideálem, ale není maximálním ideálem.

Věta 6.7'. Jestliže S je distributiuní st)a4 pak kaŽd maximální ftltr F u S je

ultrafiltrem.

6.2 Množinová reprezentace

V tomto článku se budem e zabyvat otázkou repíezentace koneČn ch

distributivních svaz . K tomuto problému se znovtr vrátíme u speciálnrch distribu-

tivních svaz zvanychBooleovy algebry (viz kap. 10). Nyru je naším cílem ukázat,

že k |ibovolnému konečnému distributivrumu svazu S existuje urČid okruh mno-

žin,kteryje se svazem S izomorfní. P i tomto pojednání se nám bude hodit pojem

dolní množina (viz def. 1,.2Z) a následující nov pojem.

Deíinice 6.2. Prvek p suazu S se nazyuá zdola ireducibilní, práuě kdyŽ PIatÍ:

(V*,y. S)p : x.J y + (x : p v y : p)

P íklad 6.5.Na obr.49 jsouznázorněny svazy C,D,E.Svazy C,D jsou distribu-

tivní svaz E není distributivní. Na každém z těchto diagramri jsou pln}mi krouŽky

(0.s)

Vlnrtnrrst_[íl
syazu S píqgŤí
zdolavsEporyr t

Nynfu
neč:n afurh
libovoh prwt
p edchází p Ed .

uvedené tvraí
(Yre5

ptatí dokoncc sl
spojení urÉt ch :

prvkrip musíÉ
a proto bo dotí

Lemmr (óí.,
spojení urďt_íc{t

D lraz (idut
jestliže počet {r
prvk svazu. .

I. V(n) z erm
2. Jestližp, x e

X:al

což znattenu žr
však pro prvky a
ireducibilních pl

o:U
odtud dostanen

X:at
Prvek x je proto

Označíme-li l
prvkem J ve sví
následující lemn

Lemma 6.7. 
^x:[-l

Nechť S je li
které každému 

1

vyznačeny zdo|a ireducibilní prvky 
 0§, 0

Obr.49
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|, - l, :ňcemŽ

l prvku x e S, že
f, I a současně

rakĎ aatl cpro

]por s p edpokla-

Ve ctlr prvkovém
imálním ideálem.

íInífiItrFuSje

T,tace konečn ch
riálních distribu-
ň m cílem ukázat,
BĚirrí okruh mno-
hrde hodit pojem

irĚ Myž platí:

(0.s)

l, D jsou distribu-
r ptn}mi kroužky

Vlastnost ,,byt zdola ireducibitním prvkem svazu ,. " se na Hasseově diagramu
svílzu ̂  projeví takto: Do uzlu odpovídajícímu zdola ireducibilnrmu prvku smí
zdola vstupovat nejvyše jedna hrana.

NYní m Žeme pfistoupit k vlastnímu pojednání o množinové reprezentaci ko-
neČn; ch distributivních svaz . Lze dokázat, že v každém konečném svzlzu ,S pro
libovoln} prvek x e ,S existuje aspoň jeden zdola ireducibilní prvek p e ,s, kteú
P edchází p ed x. Značí-li 1 množinu zdola ireducibilních prvkri svazu ,S, pak
uvedené tvrzení mrižeme zapsat následující formulí:

(VxeS) (V eI)poa
Platí dokonce silnější úrzení, žekažd ,prvek x konečného svazu ,S lze zapsatjako
spojeru určitych zdola ireducibilních prvkri p, p ičemž je zíejmé, žekaždy z téchto
prvkrip musí p edcházet p ed prvkem x. Uvedenétvrzeníbude pro nás základem,
a proto ho dokážeme.

Lemma 6.6. Nechť S je konečn suA4 pak každ jeho pruek lze zapsat jako
spojení určit ch zdola ireducibilních pruk suazu S.

D kaz (indukcí). Nechť V(n) píedstavuje rn rokovou formu: Pro každé x e S,
jestliŽe poČet n(x) prvkri y = xv,S jen, pak prvekx je spojením zd,olaireducibilních
prvkri svazu ^ .

I. V(n) z ejmě platí pro každ, zdola ireducibilnr prvek.
2. JestliŽe x e S neru zdola ireducibilní prvek, pak ho lze zapsat ve tvaru

X:aub, kde a<x a box,
coŽ znarrtená, že ,(o) . n(x) a n(U) . n(x). Na základě indukčního p edpokladu
vŠak pro prvky a, b platí V(r), tzn. že prvky a, á jsou spojením množin X a Y zdola
ireducibilních prvkri:

,-UX a b:Uy
odtud dostaneme

X: a us b: Ux - Lly.
Prvek x je proto také spojením zdo|a ireducibilních prvkri.

OznaČÍme{i množinu všech zdo|aireducibilních prvk p p edcházejícíchp ed
prvkem í ve svazu S znakem 1(x), pak lze jako drisledek lemmatu 6.6 vyslovit
následující lemma.

Lemma 6.7. Nechť S je konečny sl)az, pak každ jeho pruek x lze zapsat ue tuaru

x : [lr(x).
Nechť . je libovolny konečn distributivní svaz, pak zavedme zobrazení F,

které kaŽdému prvku x e S p i azuje množinu t(x). raždá množina (x) je dolní

1,3L

a')

U

:



podmnožina posetu l. Označíme-li množinu všech neprázdnych dolních pod-
mnoán posetu / symbolem D(1) , pak pro zobrazeni F platí:

F: .te5-1(x) eO(I)

O zobrazení F lze vyslovit toto:

(o.0)

(a.l)

Lemma 6.8. Nechť S je konečny distributiuní suaz a nechť O(t) 1e množinouy
okruh ušech dolních podmnožin množiny I ušech zdola ireducibilních pruk u S,
pak zobrazení F deftnouané formuli (e .S) je izomorftsmem suaz S a O(I).

D kaz. Zobrazení F p evádí v libovolném koneČném svivu operaci n Il8 opera-
ci množinovy prunik, tzn.

I(x n y): t(*\ n (y'.

Platnost formule (a.l)je d sledkem definice svazové operac n, neboť

(V*,y,ze , )z<xrry<+ (zoxnz=y).

Zobrazení F p evádí v libovolném konečném distributivnrm svazu operaci ur íl8
operaci množinové sjednocení, tzn.

I(x.'y) :r(r) u{y). (0.s)

Platnost formule (0.S) vypl; vá z následující vahy: Nechť p je zdota ireducibilní
prvek, pak p š í u y, právé když

p : p.. (x,_., y\: b n x) r: (p - y).

Protože p jezdo|aireducibilru prvek, platíp: p n xnebo p: p n !,cožznaíne-
ná,žep3x nebo p3y. Shrňme:

(Vp.r) (Vx,yeS)p Ju.r yěb<xy p=y)

O zobrazení F tak plati že je homomoďním zobrazením konečného distributiv-
ního svazu,S na množinov okruh D(I). Na základě lemmatu 6.7lze dokonce ffci,
že F je vzájemně jednoznačné zobrazení mezi. a D(/), tzn. že F je jejich izomor-
fismus.

Z dtkazulemmatu 6.8 vypl;v á, že zobrazení F zachovává operaci n v libovol-
ném koneČném svazu, operaci u však zachovává pouze v konečném distributiv-
ním svazu. Ukažme proto, že formute (0.S) nemusí platit, pokud uvažovany svaz
neru distributivní.
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t dolních pod-

(6.6)

I| je množinouy
,lnirh pr,.^k u S,

a DU).

raci - na opera-

(d.l)

neboť

ru operaci r-.l n&

(0.s)

bla ireducibilní
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,: l :l:tributiv-
]- -_ilnce íci,
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";:::s:nbutiv-
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P íklad 6.6.Uvažujme diamant znánornény na obr.ZZb, jehož množina zdola
ireducibilních prvkti 1 : {0, o, b, c}, pak

I(a u a) - r(t) : {0, a, b, c}

I(a) v I(b) : {o, ,} .., {0, b} : {0, a, b},

tedy

I(aub)* t(a)v t(b\.

Vyslovme lemma 6.8 ještě jednou ve zjednodušené formě. Obdržíme větu,
které se ftá věta o množinové rcprezentaci konečného distributivního svazu.

Věta 6.8. Ke každému konečnému distributiunímu suazu S existuje okruh mno-
žin, ktery je se suazem S izomorfní.

Uvažujme tffdu všech konečn}ch distributivních svazri, pak mrižeme větu 6.8
o reprezentaci konečn}ch distributivruch svaz vyslovit také takto: V každém
bloku navzájem izomoďnrch konečn; ch distributivnrch svazri existuje alespoň
jeden okruh množin.

Poznamenejme, že věta 6.8 zristává v platnosti, i když vypustíme požadavek
konečnosti uvažovaného svazu. Drikaz bychom však v tomto p ípadě museli kon-

1truovat jinak.

Na základě v}še prováděn ch rivah mrižeme nyní vypsat postup pro sestrojení
okruhu množin izomorfrího se zadan m konečnl m distributivním svazem . .

konstrukce:

0. Nechť. je konečn distributivru syaz.
1. Sestrojíme množinu I všech zdolaireducibilních prvkri svazu,S. Uspo ádání

posetu I obdržíme zužením uspo ádání svazu , .

2. V posetu 1 sestrojíme množinu D(1) všech neprázdnych clolních množin.
Uspo ádáme{i množinu D(I) re|ací c, obdržíme okruh množin, ktery je
izomorfní s p vodním distributivním svazem,S (izomorfismem je zobrazení
F zadané formulí (0.0)).

P íktad 6.7. Konstrukci množinového okruhu D(I) izomorfního s konečn; m
distributivnrm svazem ,S popíšeme pomocí obr. 50, Značeru je zde stejné jako ve
q še popsané konstrukci. Na obr. 50a je zadany svaz ,S, na obr. 50b je poset I zdala
ireducibilruch prvkri v , a na obr. 50c je množinov okruh D(1) (všech neprázd-
nych dolních množin v 1), ktery je izomorfní se svazem , .
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cvIČENÍ 6

l Dokažte, že svaz ,S je distributivn1 právě když
(Vr,y,z e . ) ("- y) - z < x u b n z).

2 Načrtněte Hasse v diagram distributivního svazu (viz věta 6.6) a ově te větu:
Jestliže je svaz ,S distributivn1 pak pro každé a e S je zobrazent

F:xeS=anx
homomortním zobrazením svazu S na počátečru interval (*-, o] a zobrazení

G:xeS-auX
je homomortní zobrazení svazu ,S na koncoq interval Io,--*).

3 Dokažte, že pokud k distributivnímu svížu . p idáte dva novó prvky 0, 1, pro
néž platí 0 = x o 1 pro všechna .r e ,S, pak vznikly svaz je opět distributivní.

4 Dokažte, že svaz {a n b, a, b, d, a u b} uveden; v nástinu drikazu věty 6.6 je
diamant.

5 Dokažte, že svaz (N, l ) je distributivru a že jeho zdolaireducibilrumi prvky jsou
všechna prvočísla, mocniny prvočísel a číslo 1.

6 Sestrojte Hasseovy diagramy neizomorfních distributivních svaz délky 2
a délky 4.

7 Definujte shora ireducibilní prvek svazu S a popište pomocí těchto prvkri
duální konstrukci okruhu množin izomorfníhp se zadan m distributivrum ko-
nečn}m svazem.
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7 KOMPLEME|{TARNI SVAZY

V první části kapitolr, zavedeme ,,obyčejny" komplement daného prvku,
pomocí něhož vymezíme další duležit.v druh svaz , kter}m budeme il<at komple-
mentární svazy. Vlastnosti těchto svazri budeme vylžívat p edevŠÍm p i studiu
Booleov ch algeber v dalších kapitolách. V druhé části této kapitoly zavedeme t i
další druhy komplementri, které se také často studují v teorii svaz , a ukážeme
opět jejich nejzák|adnější vlastnosti.

7.1 Deíinice a vlastnosti

Deíinice 7 .1. N echť S je suaz s nulou a jednotkoz. Komplementem prvku
x e S se nazyuá každy pruek y e S, pro nějž platí

Xn!:On xuy:!. (l.t)

Svaz S s nulou a jednotkou se nazyuá komplementárnío práuě když každ jeho
pruek má alespoň jeden komplement, tzn. když

(Vx. S) (:y e S) x n !:0 n x ) !:1,. (l.z)

Poznamenejme, že požadovánrm platnosti formule (l .Z) v komplementárních
svazech se princip duality neporuši protože tato formule je autoduálnr.

P íklad 7.1. Na obr. 51 jsou vyznaéeny Hasseovy diagramy pěti svazri. Svazy
znázornéné na obr. 51,a,b, c jsou komplementární, zatímco syazy znázornéné na
obr. 51d, e nejsou komplementárru. Svaz na obr. 5].a se p itom vyznačuje tím, že
ke každému prvku existuje právě jeden komplement. To však neru splněno u dia-
mantu a pentagonu na obr. 51b, c. U diamantu existují ke každému z prvkli a, b,
c právě dva komplementy. Stejná situace je i u prvku c v pentagonu. Řetězec na
obr. 51d nenr komplementární, protože neexistuje komplement k prvku a.
Tuto situaci lze zobecnit - viz lemma 7.L. U nekomplementárnrch svazri na
obr. 51d, e existují komplementy pouze k prvkrim 0 a ]. a jsou jimi po adě
prvky 1 a 0. Obdobně i v prvruch t ech p íkladech platilo, že komplementem 0 je
prvek 1 a komplementem 1 je prvek 0. Toto zjištění vyslovíme jako vétu, jejíž
dtikaz je zí{my.
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Obr.51

Věta 7 .l a 7.1' . Nechť S je sl)az s nulou a jednotkou, pak komplententem nuly je
práuě jen jednotka a komplementem jednotky je práuě jen nula.

Lemma 7.1. Řetězec mající alespoň t i pruky není komplemerttární suaz.

P íklad 7 .2.IJvažujme okruhy množin P(M\,kde M je libovolná množina, které
jsme zavedli v p íkladé 2.7. Víme o nich, že jsou to distributivní svazy s nulou
a jednotkou. Nulou je množina b a jednotkou je množina M. Tyto svazy jsou

komplementárni neboť ke každé množině A e P(IUI) existuje dokonce právě jeden

komplement a je jím množinov komplement množiny A vzh|edem k množině
M. Označíme-li množinovlí komplement množiny A vzhledem k M symbolem Á',
tzn. A':{xeM;x4A},,
pak z této formule bezprost edně vyplyvá, že pro libovolnou množinu A e r(Ut)
platí

AnA':anAvA':M,
což jsou právě požadavky (7.1).

Zopakujme, že okruhem množin jsme nazva|i každou množinu K, jejíž prvky
jsou podmnožiny (ne nutně všechny) určité množiny M.Množina K však musí byt
uzav ená vzhledem k množinoúm operacím n a u . Nvní zavedeme další driležity
množinov pojem. D íve však ještě zdurazníme. že pňíazování komplementri
podmnožinám množiny M (víz pr. 7.2) 1ze chápat jako unární operaci.

Definice 7.2. IÝechť P(.\I| íe pc,tetlce množiny M a nechťK je podmnožinou
množiny P(M) IIno:ina K _se ,,ta_ri,rí množinové těleso nebo těleso množino práuě
kdvž je uzat, ená r:ltleienl i: binórnínt množinouym operacím pr nik a sjednocení
a dále t,:hledenl, k u,l,írtli ;,perttci komplement.

Téieso množin le tedv takorv okruh množin, kter1, je uzav enÝ vzhledem k tvo-
rení konrple nrentu. Z predchozí}ro víme, že každy okruh množin je distributivní
svaz. 3 pltrtc i k]zdé těleso množin je distributivní svaz. kterv má samoz ejmě nulu
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3 jednotku. Tělesa množin jsou proto již velmi speciálními p íklady svaz , k nimž
se vrátíme v druhé části knihy p i probíráru Booleov}ch algeber, neboť tam mají
mimo ádně d ležité postaveru.

P Íklad 7.3.Uvažujme svaz ,S podprostoru vektorového prostoru V nad těle-
sem 7. UkaŽme, Že svaz. je komplementární. Nechť vektororry prostor V má
dimenzi n a nechť lineárně nezávislé vektory y t, y2 až y , tvoff jeho bázi, tzn. že
každy vektor x e V |ze zapsat právě jedním zprisobem ve tvaru

X :.aly1 * aryr+ ... + a,y.r, kde a,e T.

Nechť Z, je libovolny podprostor prostoru V mající dimenzi habázi ut, ll2 u o.
Pak k vektorum tétobáze lze p idat lineárně nezávislé vektory uh*I, |Ih+2až un
íak, Že vzniklá mnoŽina vektor ut, llz, ..., uh, uh+l>... lu, tvo í bázi prostoru
tr/. Podprostor V, generovany vektory uh*t, uh+2l ... > u, je komplementem pro-
storu V, , neboť. platí

VlnV2: U ^ 
Vr:{0} Vu Vr:lV,u Yr\: V,

kde 0 je nulov. vektor. Ke každému vektorovému podprostoru prostoru V |ze
takto sestrojit jeho komplement, kteq je jedin . Pfitom víme, že komplementy
podprostoru {O} a Z jsou po adě podprost ory V u {0}.

P íklad 7 .4. Uvažujme svaz z oblasti geometrie, ktery jsme zavedli v p íkladě
2.1,0.,Tento svaz s nulou a jednotkou, jimiž jsou po adě množina 0 a množina E, ,
je komplementárru. Každy prvek tohoto svítzu s r"_ jimkou nuly a jednotky má
nekonečně mnoho komplementri (znázornéte následující situace pomocí Hasseo-
va diagramu):

a)komplementem množiny {x}, tae x e Er,,je libovolná rovina p, kde x i Q,
b) komplementem p írrrky p je libovolná p ímka s ní mim obéžnánebo libovolná

rovina g rovnoběžná s p, kde p 
^ Q : a,

c) komplementem roviny p je libovolná mno žna {x},kde x É g, nebo libovolná
p ímka p rovnobéžná s Q a neležící v q nebo libovolná rovina o rovnoběžná
s8aŇznáodQ.

Poznámka. Svaz M uvaŽovan v p íkladě 7.4 není modulární, což mtižeme zdrivodnit takto:
NechťPjelibovolnápímkazManechťrovinaqapímkaqjsoudvajejíkomplementy,proněžplatí
Q c Q, pak pětiprvková množina {a, p, Q, Q, Er} tvoff pentagon (viz véta 5.2).

Upozorněme, že podsvaz komplementárnfrto svazu nemusí b;rt komplementár-
ním svazem. Nap . svazy na obr. 51,a, b, c, které jsou komplemectárnr, obsahují
podsvaz znázotnén na obr. 51d, kter._ komplementární není.

Lze ÍÍci, Že pokud je svaz ,S komplementárru, pak i jeho libovoln izomorfní
obrazje komplementární svaz a dokonce i jeho libovoln; homomorfnr obraz je
komplementárru svaz. Proto mrižeme vyslovit:
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Lemma 7 -2- Nechť F je suazouy homomorfismus komplementárního suazu S na
suaz A, pak suaz A je také komplementórní.

D kaz. Nechť x je libovolny prvek svazu S a necht y ie některy z jeho komple-
ment , pak platí:

P edpoklady
F je zobrazení a podle (+X).
F je zobrazení a podle (4.16').

Z definice homomorfního zobrazení vypl vá, že pokud prvek x ,,proběhne., celou
mnoŽinu Sl P* Prvek F(x) ,,proběhne" celou množinu Á a jedrum z kompJementti
k Prvku r'(x) je vždy prvek F(y).Ke každému prvku z A proto exisiuje jeho
komplement.

V drikazu lemmatu 7.2 jsme zjistili, že pokud jsou prvky x,! e ,S ve vztahu ,,byt
komPlementem", pak jsou i jejich homomo rtní obrazy F(*), e0) , A ve vztahu ,,,byt
komPlementem". Lze proto ÍÍci,že svazorr homomorfismus zachovávárelaci,,,byt
komplementem".

V Článku 6.2 jsme ukázali, žeke každému prvku x konečného svazu S existuje
alesPoň jeden zdola ireducibilní prvek pe S, kter;i píedchází p ed x.protoŽe
atomY jsou speciálním pffpadem zdola ireducibilruch prvkri, je následující tvrzení
zesílením P edchozího: Pro každy nenulov prvek x e ,S existuje alespoň jeden
atom P ,S, ktery pÍedchází p ed x. Toto twzení použijeme v drikaré rety l.z,
kterou budeme formulovat rovněž pouze pro konečnó svazy.

Yéta 7.2. V kaŽdém konečném alespoň duouprukouém komplementárním
suazu S je jednotka spojením množiny atom .

D kaz. OznaČme a spojení množiny atomri svazu ,S a nechť á je jeden z komple-
mentťr Prvku a. Pak pro prvek b platíjedna z následujících možností:

a) Jestliže b : a, pak podle věiy l.i ie a : I a drikaz končí.
b) Jestližeje batom, pak b 3 a,atedy a n b : b,cožje spor stím, žea l b : 0.
c) Jestliže b * O není atom, pak exisiuje alespoň jeden uto* p takov ,, že p o 6.

Protože p 3 a, jep 
= a n b,což je opět spor s tím, že a n b:0.

Obrácení věty 7.2 neplati jak ukazuje svaz S znázorněny na obr. Sl.Jednotka
je sPojením atomri a p itom k prvku p, neexistuje komplement. Svaz ,S navíc není

l.Xnl:0AJr:!:1,
2. F(x - /) : F(x) - r(y) : r'(o)
3. F(x.., y) : F(x) - F(y) : F(1)

modulární. I-zE d
Modulárním km

Poznámte- Mo
zahrnují svazy, v nir,}
v rámci teorie modu&

Projektimi ruL
ně p íkáme mooži
(P, L,l)musí spbffi

1. Prokaždé66,
2. Ke každ m dri
3. Existujíčtyňr

jestlže dva z niň ir
Sestrojme mnoiln

na, spolususpttii
zprisobem) wo í mod
a jednotky alespoň d
cvičení.

plad však i obrír
kromě nuly aiednď
p eakťáaáme pfize !

Naznačili jsrrr
z ejmé,že tato so
čl,ínku zamě íme

Věta 7 3. Jestl
nejuyše jeden kon

D knz (o.p ío
prvku a exisruií a

I.anb:Oa
2.anc:Ort
3,b*,
4.anb:an
5.b:C
Sporna.3a
Drisledek věty

dému jeho profu

Tvo ení kompl
hodněme se, že p
pak ho budeme z

(Vx e. )
Obr. 52

138



kz+vnrórního stazu s na

r neknery z jeho komple-

H*ďr

razenr a podle (+X).
xazťn_r a podle (+-16').

nek _r ".proběhne" celou
r redním z komplementri
z -{ proto exisfuje jeho

T- r. }, = 
5 ve vztahu ,,byt

l n:,t 
= 

Á ve vztahu ,,byt
rx zachovává relaci,,byt

rečného svazu ^ existuje
dcházl p ed x. Protože
hL je následující tvrzení
i existuje alespoň jeden
eme \- dukaze véty 7.2,

|aZ},.

rém komplementárním

rhť b je jeden z komple-
ch možností:
konď.
spors nt,žeanb:0.
nom ptakovy,žep ob.
-'Ď:0.

nl-na obr.52. Jednotka
ment- Svaz. navíc není

'l,.anb:0 AaLJb:"j,
?.an c:0 Aauc:I
3.b * c
4,anb:arrcA aub-
5.b:C

modulárnr. Lze dokázat, že v každém modulárním svazu již obrácenr věty 7 .2 ptatí.
Modulárrum komplementárním svaz m budeme věnovat i následující poznámku.

Poznámka. Modulární komplementárru svazy jsou driležité p edevším jako ten druh svazri, které
zahrnují svazy, v nichž se prusek a spojení provádí na bodech, p ímkách atd. Načrtněme, jak je možné
v rámci teorie modulárních komplementárních svaz axiomaticky založit projektivní geometrii roviny.

Proiektivnirovinajetrojice(P,L,l),kdePaLjsoudvědisjunktnímnožinyaI=PxL.Množi-
ně P íkáme množina bodri, množině l množina pffmek a binární relaci 1 relace incidence. Trojice
(r,4 t) musí splňovat následující axiómy:

1. Prokaždé dvaruznébody a,Ď e Pexistujeprávě jednap ímkap e I,tak,žeobabodysnrincidují.
Z.Kekaždym dvěma p rmkám p,Q E Lexistujebod a e P, kter,. inciduje s oběmap rmkami.
3. Existují čtyíinavzájem ruzné body a, ,a2,a3,ao e P takové, žepro libovolnou trojici z nich platí:

jestliže dva z nich incidujís p ímkou p E L, pak t etí zntch s pffmkoup neinciduje.
Sestrojme množinu ^ obsahující nulu, všechny body z P, všechny p ímky z L a jednotku. Množi

na . spolu s uspo ádárum ,,byt incidentní" (na nulu a jednotku je uspo ádání rozšfreno z ejml m
zprisobem) tvo í modulární a komplementární svaz délky 3, ve kterém má každy prvek kromě nuly
a jednotky alespoň dva komplementy. Drikaz vysloveného twzení p enecháme čtená i jako vhodné
cvičenr.

Platí však i obráceně: Jestliže svaz ,S je modulární a komplementární, má délku 3 akažd,prvek
kromě nuly a jednotky má alespoň dva komplementy, pak se jedná o projektivní rovinu. Toto tvrzení
p edklhdáme pouze pro informaci, protože jeho drikaz by byl obtížn,.

Naznačili jsme, jak teorie modulárních svaz souvisí s geometrií roviny. Je
z ejmé,Žetato souvislost existuje i pro prostory vyšších dimenzí. Ve zb vajícíčásti
článku zaměííme svoji pozornost v hradně na distributivní syazy.

Yěta 7.3. Jestliže je saaz S distributiuní, pak ke každému jeho pruku existuje
nejuyše jeden komplement.

D kaz (nep ímy). Nechť existuje distributivní svaz S, v némž k určitému
prvku a existují alespoň dva komplementy. Označme dva zruch b a c. Pak platí:

P edpoklady

lJc 
ilx i;o;ill 

naí,L,z,

Sporna .3a5.
D sledek věty 7.3. Jestliže distributiuní suaz S je komplementární, pak ke kaž-

dému jeho pruku existuje práuě jeden komplement.

Tvo ení komplemenfu v těchto svazech proto p edstavuje unárru operaci. Do-
hodněme se, že pokud k danému prvku x e ,S existuje právě jeden komplement,
pak ho budeme znaČit ť . Y komplementárních a distributivnrch svazech platí

(Vx.,S) x.,.r x':0 A ír_.r ť:1,. (l.s)
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P íktady 7.t až 7.4 (pokračování). Svazy na obr. 51,a, c, d jsou distributivní,
p ičemž pouze svaz na obr. 51a je také komplementárru. Je proto ,jednoznačně
komplementárŇ'.

Každé těleso množin je distributivru a komPlementární sva4 a je proto ,jedno-
značné komplementární".

Geometricky svaz z p .7.4 má ke každému prvku s r"_ijimkou nuly a jednotky
nekonečně mnoho komplementti, a není proto distributivní. Podle poznámky na
str.I37 není tento svaz ani modulární.

Věta 7 .4. Nechť S je distributiuní suaz s nulou a jednotkou, pak ty pruky suazu S,
které mají komplement, tuo í distributiuní podsuaz suazu S:

D kaz. Nechť x, y jsou libovolné prvky svazu ,S, které mají komplement. Doká-
žeme, Že potom i prvky x n ! d x ts y mají komplement a jsou jimi po adě prvky
ť uy'ax'rly'.

1. (x -, y) n (*' ._., ..r') :
2. : (*n y n x') u (, n y n y') :
3. : (y - 0) .._, (x - 0) : 0 r_..l 0 :
4.:0
5. (x -, y) ._, ("' u y'):
6. : ('ul X' tL Y') n (Y u *' u y'):
7. : (I u y'\-,, (1 r, x') :1 n 1 :
8.:1
Duálně lze dokázat, že komplementem k x r-..r y je prvek x' rl y' .

Z dikazu véty 7 .4 vyplyvá platnost tzv. de Morganoq ch pravidel.

Věta 7.5 a7.5'.IÝechťS je distributiunísuaz anechťkpruk m x,! S existují
komplementy x', !' , pak platí

(* n y)' : x' J y' x (x u y)' : x' n !'.

P íklad 7.2 (pokračování). V Hbovolném tělese množin K běžně používáme
de Morganova pravidla (l.q) pro libovolnou dvojici množin A, B e K, neboť
těleso K je distributivní a k libovolné množině existuje komplement. Yzorce (l .+)

pak formulujeme takto:

(l"B)':A'v B' (e" B)':A,aB,

Podle (o. t ) a (+ .Z) na . ]. .

podle (+.t), (+.z\, (l.z),L 3.2.
Podle L 3.Z na . 3.

podle (6.1) a(+.Z') na . 5.
podle (+.t,), (+.z'), (l.s),L 3.2.
Podle L 3.Z na í. 7 .

pozastavme se u defin
ment A' množiny Á r mn\ , - ,,a' nelvetsl podmnozE

b)nejmenší podmnc,z
pro obě uvedené defimc
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Nechť S je distrr-hmi"

a r-l-kompiement. lterf- crl

D kaz.}r:}l ,--' 1:]_ -
Definice kompNerrprlrr

c,)NechťsvazS wánuhr
n-komplement i --tc
Z definice c, I rrlňr:

Definice 7.1 nenr ektitzl
požadavek v definici T.i_

se vrátíme v následqjícnn

7.2 Jiné dru]

V tomto čl
dého z nich uvedemt
ru komplement vzhk

Definice 7.3. .\ er

prvku x , |a, b) se na

Xn!:Ot

Svaz S se nar ;á rel,
a každ pruek x efa-

P íklad 7.5. Prot
lsvazy na obr. 5l

obr. 51"c, d, e relat
obr. 51b nap . inten
z prvkri b, c. Uvaa
lO, Ul,pak pro pn-ek r

je relativru komplem

(l.+)

(z.s)

Čtená si m že formule (Z.S) znázarnit pomocí Vennovych diagramri.

Poznámka. P edevším v kapitole o distributivních svazech a v této kapitole jsme poznali, že operace
n a LJ ve svazu. jsou abstraktními analogiemi operací n a u v okruhu mnoŽin P(M). Jestliže má svaz
,S nulu a jednotku, pak jsou to opět abstrakce množiny a a množiny M , Také svazov komplement lze
brát jako abstraktní analogii množinového komplementu.
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_ :, - _. t::butivní,
. - ;r:]značně

: _.: znárnkyna

, . ;, : l;.\, suazu S,

- -:.::nent. Doká-
- . 

_-, :,l radě prvky

- -: nar, 1.

-: -.3).L3.2.
, , _ | :.

_ -] nar.5.
- j) I 3.2.,J l. p

.|,I

.-.., :,-*:,,

l.,,".- :,., 
= 5 existují

(7.4)

-:_:., pouŽÍváme

_ - :- \'zorce (l .q)

(7.5)

_ _:_]_-_]1 _.

. -: : ::;]i. Že operace
-- , .;stiižemásvaz

: .,,lnlement lze

Pozastavme se u definice komplementu á' množiny,4. Bylo by možné definovat ho takto: Komple_
ment Á' množiny á v množině M ie

a)největšípodmnožina množiny. .l1. pro niž platí A a A' : a,
b)nejmenší podmnožina nrnožinv .1/. pro niž platí A v A' : M.

Pro obě uvedené definice lze najít v teorii svazu analogie, které však už nejsou ekvivalentní,Lze je
vyslovit takto:
a,)Nechťsvaz,. mánulu,pakseprvek1,e . nazÝr,á,-r-komplementpnkuxv,,právěkdyžyjenejvětší

prvektakov.,žexny:0,
b,)Nechťsvaz, má jednotku, pak se pn,ekl e . nazÝr,á',-komplement prvku xvS, právékdyžy je

nejmenší prvek takov , že x tl1, : 1.

Z definic a,) a b, ) vyplyvá, že pokucl existuje pnrsekorl, nebo spojovy komplenrent prvku x v . , pak je
Právě jeden. Tyto komplementy se r,šak nemusí sobě rovnat. Nap . v pentagonu na obr. 51c je
n-komPlementem prvku c pn,ek b. zatímco --komplementem téhož prvku c je prvek a. V distributiv-
ních svazech platí:

Nechť . je distributivní syaz a pnek .re 5 má současně n-komplement, kter; označíme yr,
a l-komplement, ktery označíme y., pak y, = 1,..
D kaz.lt:ltn 1:yl -(x-yr) :(y, -x).(y, -.'}r) :0-(},., yr):y,ny,

Definice komplementu se někdy vyslovuje takto:
c,)Nechťsvaz, mánulu a jednotku,pakseprvek y e S naz,vákomplement prvku_xv, ,právě kdyžy je

n-komplement i r-_r-komplement prvku x.
Z definice c,) lypllÍvá, Že pokud komplement prvku x e ,S existuje, pak je právě jeden. pozor!

Definice 7.1 není ekvivalentru s definicí c,). Požadavek na komplement v definici c,) je silnější než
PoŽadavek v definici 7 ,L V distributivních svazech jsou však obě definice ekvivalentní. K definici a, )
se vrátíme v následujícím článku této kapitoly (viz def. 7,a).

7.2 Jiné druhy komplementárních svazri

V tomto Článku budeme definovat tfi další druhy komplementu a ukaž-
dého z nich uvedeme některé jeho základní vlastnosti. První z nich je tzv. relativ-
ní komplement vzhledem k určitému intervalu.

DeÍinice 7.3. Nechťfa, b] j, interual CIe suazu.. Relativním komplementem
prvku x , fa, b] se nazyuá každ pruek y, pro ktery platí:

Xn!:aAXtly:S

Svaz S se na4lud relativně komplementární, práuě když pro každy interual [o, b]
a kaŽd prl)ek x e |a, b] existuje alespoň jeden relatiuntí komplemirt y , |o, i].

P Íklad 7.5. Prohlédneme-li svazy znázornéné na obr. 51, pak zjistíme, že
svazl na obr. 51a, b jsou relativně komplementární, zatimco svazy na
obr. 51,c, d, e relativně komplementárru nejsou. Uvažujeme{i v diamantu na
obr. 51b nap . interval [O, t], pak relativním komplementem prvku a je kterykoli
1Pryk b, c.UvaŽujeme-li v_pentagonu zíIázorněném na obr. 51c nap . interval
|0, U],pak pro prvek a e f0 ,á ] neexistuje relativní komplement. Obdobně neexistu-
je relativní komplement pro prvek a e [O, t] ve svazu na obr. 51d, e.

(l.e)
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Podsvaz relativně komplementárního svazu nemusí b;t relathmě komplemen-
tární. Tato vlastnost tedy neru dědičná, jak ukazuje následující p fiad. Podsvazem
rďativně komplementárního svilzu znáaornéného na obr. 51a je íetézecmázorné-
ny na obr. 51d, kter} neru relativně komplementární.

Libovoln; izomortismus a dokonce i libovoln; svazov homomorfismus zacho,
vává vlastnost ,,byt relativně komplementátnť', což vyslovíme takto:

Lemma 7.3. Nechť F je suazouy homomorfismus relatiuně komplementárního
suazu S na suaz A, pak suaz A je také relatiuně komplementární.

Je z ejmé, že relativně komplementární svaz ,S nemusí byt komplementárnÍ.

K tomu stači aby svazu S chyběla nula nebo jednotka. Platí však následující věta.

Věta 7,6. Nechť S je relatiuně komplementární suaz s nulou a jednotkou, pak
je S komplementórní suaz, p ičemž komplementem pruku x e S je kaŽd jeho rela-

tiuní komplement uzhledem k interuatu|O, t].

V další části budeme uvažovat distributivní svazy. Pro tento druh svazti lze

vyslovit zesílenou analogii véty 7.3.

Věta 7.7. Suaz S je distributiuní, práuě když ke každému jeho interualu a ke

každému pruku tohoto interualu existuje nejuyše jeden relatiuní komplement.

Věta 7.7 ukaz e, jak by bylo možné zavést distributivní svaz pomocí pojmu

relativnr komplement. K větě 7.5 mtižeme vyslovit obdobn d sledek jako k větě

7.3: Jestliže distributivní svaz ,S je relativně komplementární, pak ke kaŽdému jeho

intervalu a ke každému prvku tohoto intervalu existuje právě jeden relativní kom-
plement.

Vraťme se k větě 7.6. Obrácenr této věty neplati neboť komplementární svaz

nemusí b; t obecně relativně komplementární. Budeme{i však o uvaŽovaném

svazu p edpokládat, nap . že je distributivn, pak toto z žené obrácení platÍ:

Věta 7 .8. Nechť suaz S je komplementórní a distributiunÍ, pak je suaz S relatiuně
komplementórní a nauíc plati: Jestliželo, b] je libouoln, interual suazu S, pak pro
relatiuní komplement y pruku x e|a, b] platí

y : (a,_, x') n b. (1.1)

D kaz. Nechť x je libovolny prvek intervalu|a, b] g S, pak dokážeme, Že prvek
y určen;i formulí (1.1) sphuje formule (l .e). Podle véty 7.7 víme, že takovy prvek
y mf e existovat nejq še jeden.

x n ! : x r1[(o - x'\ n b}:
: [, n(auť)]nb:
: [(r na)u(x-l)] nb:
: [(' n a) u 0] .-, b :
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-a

podle (1.1).
podle (+.z).
podle (0.t').
podle (l.s).

P iklrd 7J tp
tární a distrihnn
komplementarm-

P istupme k z

Definice 7.{. ]

naitud nejcér :;

|Ya 
= -

Svaz S se na-jrd 1

komplement.
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Pomocí pojmr
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Poznamenejm
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] -. :,_:Lemen-
__ _ :>razem

-_ :_:- _]3ZOrně-

-- -* JS Zacho-
.-"

- .. "".--t rtírního

, - --] ;nčntární.
:, ] _:,i ,;:;lící věta.

:,. : ,r'ltorela-

.- _ _: s\ azu lze

:, ,- --,"-,(.ilu o ke
, . ,, : --,t?1 l\t.

_ : :1-].,í pojmu
-,.; -:.,]kokvětě
_t :-:._::JamUjeho
_;1 .:,:,i\DíkOm-

-] ::.-:iární SvaZ

_. _-, .lZt)\-aném
- . .:_:1i platÍ:

.: ,:_.,, S. pak pro

(1.1)

r ]-;1iť. Že prvek
,: -. .11rc-trÍ,prvek

: X11 ar-,, b:
-Q
Xr:!:xl)Ib-x')nbf:
_ x l)Lb - b) u (x'.'' b)] :
: (a n b) -[x u (x'-.' b)] :
- |a n á) - [(x u x').. (x,_, b)]:
: (a n a) - [t 

'-,,, 
(x,-, b]) :

:(anb)-(x.'b):aub:
:b

Podle L 3.2.
Podle p edpokladu.
Podle (1.1).
podle (q.t), (o.t').
podle (+.z') a (+.t').
podle (0.t).
podle (l.S).
podle L 3.2, (+.+), (+.q').
Podle (q.+').

P Íklad 7.2 (pokračování). Víme, že libovolné těleso množin K je komplemen_
tární a distributivní syaz. Podle věty 7.8 je proto těleso množin K také relativně
komplementární svaz.

P istupme k zavederu dalšího druhu komplement .

Deíinice 7.4. Nechť suaz S má nulu, pakpseudokomplementem prvku x e , se
nazyuá nejuětší z pruk !, pro něž platí x n ! : 0, tzn.

(Vae^ )x-, a:O+a<y.
Svaz S se nazyucí pseudokomplementární, práuě když každ jeho pruek má pseudo-
komplement.

Zaveďme binárru relaci ,,byt disjunktní'. Nechť ,S je svaz s nulou, pak se prvky
x,l e S nazyvají disjunktní, právě když platí x n y : Q.

Pomocí pojmu ,,byt disjunktní" mrižeme uvést jinou formulaci definice 7.4.
Nechť,S je svaz s nulou, pak pseudokomplement prvku x e ,S je největším prvkem
mnoŽiny vŠech prvkri disjunktních s x. Protože uvažovaná množina má nejv}še
jeden největší prvek, má i každ prvek x e ,S nej,v". še jeden pseudokomplemónt.
Dohodněme se, Že pseudokomplement prvku x (pokud existuje) označíme x*.

Poznamenejme, Že pseudokomplement zavedeny v definici 7.4 je jenom jiny
název pro n-komplement zaveden; v definici al v poznámce na str. 141.

P Íklad 7.6. Prohlédneme-li si svazy na obr. 51, pak zjistíme, že svazy na
obr. 5La, c, d, e jsou pseudokomplementární, zatímco svaz na obr. 51b pseudo-
komPlementární není (neexistuje nap . největší prvek v množině prvkri airi.rnt t-
ních s prvkem a).

KaŽd Íetězec s nulou a jednotkou je pseudokomplementární svaz. Pseudo_
komPlementem libovolného jeho nenulového prvku je nula. Pseudokomplemen-
tem nuly je jednotka.

Sestrojíme{i nap . v pentagonu prvek a* (viz obr. 51c), pak obdržíme c. pokud
sestrojíme prvek c* : a**,pak obdržíme Ď a nikoli v,rchozíprvek a (vizformule a)
v lemmatu 7 .4). Relace ,,b t pseudokomplementem" není proto symetrick á. Zá-
kladní vlastnosti této relace jsou shrnuty v následujícím lemmatu.
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Lemma 7 .4. Nechť a f jsou pseudokomplementy pruk x a y ue suazu S, pak

pIatí:- 
a) (Vx e ,S) x = x** (pokud existuje x**)

U) (V" e . )x* - í{<*{' (pokud existuje x**)

c) (VxeS) x3yžy*=x*
Dt)kaz. podejme na lkázku pouze dtikaz formule a) a ostatnr necháme do

cvičení. Nechť x je libovoln; prvek z S, pro ktery existuje ť, puk X rs X* : 0. Prvek

x** je největší prvek z ,S, pro kteq platí -tr** n x* : 0, a proto x 3 x**,

poznamenejme , že v pseudokomplementárruch svazech je poruŠen PrinciP
duality. požaduje se zde existence pseudokomplementu ke kaŽdému Prvku a niko-

li r_l_komplementu (viz def. b, v poznámce na str. 1,4L), kte4 je duálním pojmem

k pseudokomplementu. Dodejme ještě pro zajímavost, Že v libovolném distributiv-

rum pseudokomplementárrum svazu S platí následující formule (x, Y jsou libovolné

prvky svazu S)

(, .-l y)* : x* n y* A í* t-_t y* š (' .,, y)*,

které nápadně p ipomínají de Morganova pravidta (l.+). Drikazy obou formulÍ

(z.s) ,r".há-" áo cvičeru. Zde pouze uvedeme p íklad demonstrujícÍ, Že v distri-

butivním svazu skutečně mriže byt ve druhé z formulÍ (Z.S) ostrá nerovnost. Bude-

me-li uvažovat svaz znázorněnl na obr. 5].e a položíme-li x: a a y : b, pak

a* tl b* : b u a : c A (a n b)* : 0* : 1 n c o L.

Dodejme, že speciálním druhem pseudokomplementárruch svazťt jsou tzv. Sto-

neovy ,iury. Jsou to pseudokomplementární distributivní svazy ,S, pro které Platí

(Vx . S) ,* u .tr** : 1.

p íkladem Stoneova svzvu je svaz všech dělitetri čísla 23 .3 v N znázorněn} na

obr. 18a. Tento svaz je distributivnr a platí: pseudokomplementem ČÍsel 2,22,23
je číslo 3, pseudokomplementem čísla 3 je číslo 23, pseudokomplementem ČÍsel
"2.3,2' .i, Ť .s je čislo 1, pseudokomplementem čísla ]. je 2'.3. Ově te, Že

i formule (l.g) platí. Jin m p íkladem Stoneova svazu je svaz duální ke svazu

znázornénému na obr. 5].e. Samotn svzv na obr. 51e Stoneriv neni protoŽe

a : a**,b : a* a pfitom A* u_l a** : c # 1. Studium Stoneov. ch svazti tizce souvisí

s problematikou 
-teprezentace 

Booleov ch algeber*).

Posledrum druhem komplementu, kter zde zavedeme, je tzv. relativru Pseudo-
komplement.

*) o této problematice se m že čtená dozvědět víc nap . v [t:] nebo v [3].
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lsfialní necháme do
tr--Ě:O.Prvek
l _r = -t*.

ie pr*šen princip
rlÉmu prvku a niko-
i ďu:ítntm pojmem
n-otném distributiv-
: lr.T"isou libovolné

(z.s)

ltaz\ obou formulí
rctn{íď že v distri-
rá nerorrrost. Bude-
=oE}':Ď,pak

srazU jsou tzv. Sto-
ry- 5. pro které platí

(l.g)

v N znázorněny na
ntem ďsel2, Z', 2'
omplementem čísel
e ]-' .3. Ově te, že
az drrální ke svazu
neriv neru, protože
h sr-azu lzce souvisí

r. relativní pseudo-

DeÍinice 7 .5- Nechť a, b jsou dua pruky suazu S, pak se pruek p nazyuá pseudo_
komPlement Prvku a vzhledem k pruku b (nebo modulu b), práuě když je p nejuětší
pruek takouy, že a n p o b, tzn.

(Vx..)a.-, xob xop. (z.to)
Svaz S se nazyuá relativně pseudokomplementární, práuě když pro každou duojici
pruk a, b e s existuje pseudokomplement pruku a uzhledem k pruku b.

Z definice 7.5 vYplyvá, že pokud relativní pseudokomplement prvku a vzhle-
demkb existuje,pak je jediny. Množinavšechprvkrix e SjejicrrZprtnitsa p ed-
chází Pred prvkem b m Že mít totiž nejv še jeden největší prvek. Dohodněme se
Proto, Že relativnípseudokomplement prvku avzbiedem k prvku b (pokud existu_
je) oznaČÍme a x b .Poznamenejm e,žeurelativně pseudokornplementárních svazti
je stejně jako u pseudokomplementárních svazri porušen princip duality.

P Íklad 7.7.Yesvazu všech dělitelri čísla 2a. 33, ktery je znázorněn na obr. 28,
platí: 22 x22 :2a .33, 23 x2.32 : 2.3', 23 .3 x 2.3 : 2.33,22 .32 x í : í,
2 .3 x Ť . Z : 24. 33. Tento svaz je relativně pseudokomplementární. Další p í-
klady těchto svaz poskytuje následující lemma.

Lemma 7.5. KaŽd etězec s jednotkou je relatiuně pseudokomplementární
SuaZ.

D kaz. Nechť x, y jsou libovolné dva prvky íetézce. , pak:
a) nechťx3!,pakxx!:I,
b) nechť |ox,pakx x!:!.
Poznamenejme, Že prvek x x y nemusí vždy ve svazu S eťstovat, nap . z p ed_

chozÍ}ro je vidět, Že x xx existuje, právě když má svaz. jednotku, á pakplatí
X x X : 1. Nyní vyslovíme několik jednoduchych drisledkri definice 7.5.

Lemma 7.6- I echť S je suaz a x,y dua jeho libouolné pruky, pfo něž existuje x x y,
pakyoxxy.
D kaz.
I.xny=y podle (z.s).
yoxxy Podle(Z.tO) na.1.

Lemma 7.7. Nechť S je suaz s jednotkou, pak platí:

(V*,ye )xšy<+ xxy:I
(VxeS) 1x x:x

Lemma 7.8. I echť S je suaz s nulou, pak ptatí:

(Vx.,S) ť:.ťx0 (l.tt),
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Nap . lemmatu 7.8 je t eba rozumět takto: JestliŽe existuje prvek na jedné

stranďrovnosti (l.tt\, pak existuje i prvek na druhé straně této rovnosti a oba

prvky jsou si rovny. Formule (Z. t t) navíc ukazuje, že relrativnr pseudokomplement

lze považovat za zobecnění pojmu pseudokomplement,

Následující lemm a ukáže, že z existence relativního pseudokomplementu vY-

plYvají dtisledky distributivního charakteru.

Lemma 7 .9. N echť S je suaz a x, y, z jsou t i jeho libouolné pruky, pro něŽ existuje

pruekx * [(x .- y) - (x n z)l, pak platí:

x n (y u z) : (r - y) u (x n z) (l.tz)

D kaz. Nechť x, !, z jsou libovolné prvky z , , splňující p edpoklady věty,

označme u:(*.,,y) _ (xnz). protože xn!3,u a xrlz = u, obdržíme podle

(Z.rO) y=xx'u a z3xxu. Z toho vypl vá (podte (Z.t+')), že ytsz<xxl,t
a z toho opět podle (Z.tO)

xn(yuz)=u. Q.tS)

Obráceně: podle (z.ts'), (z.zt) a (z.ts) obdržíme xny3xn(y-z)
&x n z 3 x- (yr.r z) a odtud podle (Z.t+') a konstrukce u získáme:

u3xn(y-z)
z formulí (z.r:) a (l.t+) vyplyvá podle (t.o) formule (l.tz).

poznámka. parciálru operace x, která dvojicím prvkri x, y nějakého svazu S p i azuje Prvek x x Y,

velmi zce souvisí s logickou operací implikace, a proto b vá někdy dokonce znaÓena +. Platí Pro ni

nap . tato věta:

Jestliže ,S je distributivní Svaz a x je libovolny prvek, pro néjŽ existuje komplement x', pak pro

libovolné y e S existuje prvek x x y a platí:

xxy:l uy (z.ts)

Ve svazech zvanychBooleovy algebry jsou p edpoktady právě uvedené větY sPlněnY (viz kaP. 8),

a proto v nich formrrie (z.rs) putr p.á hblvolnou dvojici prvkti x,y. Jestliže ve formuli (Z.tS) nahradÍ-

mesymboly *,:,',r: po aděsymboly +,ě) -r áv,pakobdržímeznámoutautologiiq rokovélogikY:

(r t y) o (rx,, y)

CVIČENÍ 7

Dokažte větu 7.1-.

Dokažte, že v libovolném tělese množin platí de Morganova pravidla (Z.S).

Dokažte, že pro distributivní svazy . je definice 7.L ekvivalentru s definicí c,

v poznámce na str. 141.
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_ ,_ : :., 3k na jedné
__ : ',,]lostiaoba
l -,--- .<-,mplement

;-_ ^:.:nentuvy-

, , ,:t': existuie

5

6

7

DokaŽte. Že pro kazdí nenulorí, pn ek ;r z konečného svazu S existuje alespoň
jeden atom. kteď predchází pred .r.

Dokažte formule b) a cJ z lenrmatu 7.-l.

Dokažte lemmata -.T a 7..\.

UrČete, zda sl'az z pntladu 7 .7 je a) komplementárru. b) relativně komplemen-
tárnÍ, c) pseudokomplementární. d) relativně pseudokomplementární. Určete
totéž pro svazy P(X{), kde ]1 je libovolná množina, a (N, l).
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_ :--=:.kladv věty.
,-: - *:zíme podle

: _:<X*U

(l.tz\

(l .ts)


