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8 BOOLEOVY ALGEBRY

V této kapitole zavedeme pojem Booleovy algebry a ukážeme několik
driležiq ch p ftlad těchto algeber. Potom uvedeme některé jejich základní vlast-
nosti a ukážeme, že existují jak plné, tak i neriplné Booleovy algebry. Y závěru
kapitoly budeme pomocí základních booleovsk}ch operací r-1, LJ a' definovat
několik dalších operací.

8.1 Definice Booleov ,ch algeber

Definice 8.1. Suaz S se nazyuáBoo|eova algebra,práuě když má nulu a jednotku,
je komplement ární a distributiuní.

Protože Booleova algebra je komplementární a distributivní sva4 m žeme
drisledek véty 7.3 vyslovit takto:

Věta 8.1. Nechť B je Booleoua algebra, pak ke každému pruku x e B existuje
próuě jeden jeho komplement x' e B.

Na základě věty 8.1 lze íci, že v BooleorrYch algebrách p edstavuje tvo ení
komplementu unární operaci. Proto se na tyto algebry mrižeme dívat jako na
algebraické struktury mající dvě binární operace n & u.t a jednu unárru operaci
zvanou komplement a znaČenou ' . Protože však Booleovy algebry obsahují také
nulu a jednotku, m Žeme tyto prvky považovatzavymezenídvou nulárnrch opera-
ci které značíme 0 a 1. Booleovy algebry je proto možné značit (B,, n,,r, ') či
dokonce (B, n, u, ', 0, 1). Operac n, tl a' se naz}vají základni booleovské
operace. Protože nemriže dojít k nedorozuměni budeme často místo Booleova
algebra ftat pouze algebra.

Podle definice 8.1 je tedy Booleova algebra (B, n, u, ', 0, 1) a[ebraická
struktura se dvěma binárními operacemi n & lt, jednou unární operací' a dvěma
nulárními operacemi 0, 1 splňujícími následující požadavky.

Nechť x,!,zjsou libovolné prvky z B,pak:

Xn!:Y-X
_l t-: _1' 

: Y l: .ť

komutativnost (s.t)
(s.l,)
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asociativnost

idempotence

absorpce

distributivnost

nula
jednotka
komplemenry

F;e;;i:,.zi srsien pt-rzadarku ]sme u,,edir t;rk. ebr b,ri ..:n:dnv na zapamator,á_
ni". a take. aL,r se s ním r další .'ásti dt-rbie pracol a]o. Z pie dchozí teorie svazu
r'Íme. že br bl lo možné tento svstém podstatně ze strucnit. \apr. se ukázalo. že oba
poŽadavkr idempotence jsou nadbl,tečne {rlz cr,. -t.li. Take lze \l,pustit jednu
z formulí (8.5) a (8.5') (l-iz r,ěta 6.]) a rždv po jednom členu r konjunkci (8.6)
a (8.6') (r,iz lemma 3.2 a 3,2'|.

Poznámka. Vyslovením formulí (8.1)až (8,7) jsme získali relml duležitr'uplní svstém asiómri.
Úphostí systému axiómri rozumíme to, že pokud bl-chom pňdaLi další arióm rr aru icientitr. kterí, není
logickym drisledkem uvedenych axiómri, dostaneme sporní nebo jinak rečeno nerealizol,ateiní svs-
tém. To znamená, že už neexistuje žádny netriviální svaz. kten, br splnol a1 r šechnr n to a_riijmv,

Obecně platÍ: Jestliže p idáme další logicky nezávislé požadavkv na objekti nějaké zákjadru množi-
ny, pak se mnoŽina objektri splňujících tyto požadavkv stále zužule, Proto bvchom měli l ždv po pridání
nového poŽadavku ověňt, zda ještě existuje nějaky obtekt. kterí norě \a,t\trrení srstém požadavk
splňuje. Následující p íklady ukáží (a víme to již z teoňe srazu). že r pnparJě Booleorích algeber je
odpověď kladná.

P íklad 8.1. Uvažujme svaz(r(1,1), ., ,, ). kde P(M)je potence libovolné množi-
nY M .Z pÍkladu 2.7 víme, že se skutečně jedná o svaz. Tento svaz je distributivní
(viz p . ó.1) a také komplementární (viz p .7.2). Nulou a jednotkou tohoto svazu
jsou po radě množiny a a fuI. Komplementem libovolné množiny A e p(M) je
mnoŽina A' : M - A. Proto je tento svaz Booleova algebra. Pro M : Í|a, b, d1 je
Hasseriv diagram Booleovy algebry P(M) znázorněn na obr. 5c. V kapitole 10
ukáŽeme , Že tento druh algeber je mimo ádně dť:irežity,protože se pomocí něho dá
rePrezentovat libovolná konečná Booleova algebra. Uvedeny p íklad lze zobecnit.

Lemma 8.|. Každé těleso množin je Booleoua algebra.

P Íklad 8.2. Nejjednodušší Booleova algebra je algebra mající pouze jeden
Prvek - oznaČme ho 0. Tento prvek je samoz ejmě nula i jednotka. Takovéto
algeb e Íkáme triviální Booleova algebra a mohli bychom ji značit
({0}, .l, u,', O,,0). Pro její opera ce zíejmé platí:

0n0:0L__l 0:0,:0
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(r-y) nz:xn(ynz\
(r-y) lJz:xu(yuz\
XnX:X
XtlX:X
;n(x-l) :.r
Xul(.r-}) :x
xn(y-,z):(r-y) u(xnz|
x u b n 

'l 
: (r - y) ..r (r,, z)

rn0:0nrr-rO:r
rňl:r,rrr:1:1
xát:Onr,j-ť:1

(8.2 )
(s.z,)
(s.s )
(s.s,)
(s.+ )
(a.+,)
(s.s )
(8.5,)
(8.6 )
(8.6,)
(s.z )

P íklad 8.3. \
jeden musí blt nu
nebo stručně 2. l

často se mxto té

tabulky známé z l



P Íklad 8.3. Nejjednodušší netriviálnr Booleova algebra má dva prvky, z nichž
jeden musíb t nula a druhy jednotka. Mtižeme ji proto značit({O, t}, rl ur', 0, 1)
nebo stručně 2. Tabulky pro její operace jsou:

Často se místo těchto Cayleyho tabulek používají
tabulky známé z matematické logiky:

(s.s)

zadáv ání tzv. Schróderovy

i!]:,

.

..

:

(s,q)

Dvouprvkové Booleovy algebry jsou velmi jednoduché a p itom zajímavé a drile-
Žité z hlediska sv ch aplikací. Právě vzhledem k těmto aplikacím pojednáme
Podrobně v kap. 11 o Booleov ch funkcích definovanych na těchto algebrách.

P Íklad 8.A.Uvažujme množinu B všech dělitelri číslo 30 v množině N. Jestliže
v mnoŽiné B : {I,2,,3, 5,6, I0,15, 30} zaved,eme operace takto (viz p . 2.5b\:

x - ! :o, D(x, y)

I X u./ :at 
'@, Y)

,30v'-* -df 
-'

Pak B tvo í Booleovu algebru, v níž nulou je číslo 1 a jednotkou je číslo 30.
Hasseriv diagram této algebry je na obr. 18b.

Právě uveden; p íklad lze zobecnit. Pro vychozí číslo 30 platilo: 30 : Z . 3 . 5.
Booleovu algebru totlŽ obdržíme, právě když pln; rozklad (tj. rozklad v součin
PrvoČÍsel) qichoziho čísla n obsahujekaždé prvočíslo nejq še jednou. Booleovy
algebry tak dostaneme nap . u těchto v}chozích čísel: 2, 3, 7 (dvouprvlové
algebry), 10 : z . 5,21, :3 . 7 (čty prvkovéalgebry), 30 : 2 . 3 . 5,42 : 2 . 3 . 7
(osmiprvkové algebry), 21,0 : 2 . 3 . 5 .7 (šestrráctiprvková algebra). operace
komplement je v těchto algebrách pro v chozí číslo n definovaná formulí x' -' .

x

--; ".jen
_ _-__.. ,\ ťto

r:račit
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x y x11 y xuy x

0
0
l
1

0

1

0

1

0

0
0

I

0
I
1

1

1

1

0

0



?'*y, které.nejsou Booleor4 mi algebrami, obdržíme nap . pro čísla "!,2 : 22 .3(viz obr, 53a) nebo 36 : 22 
-. 

\*.b;:;lbi ir. vílzy jsou sice distributivru,mají nulu a jednotku (iato každ konečny ,rár),nejsou však komplem entární.

Obr. 53

P íklad8.5.Nechťdvojice (,\I,o)jeretězec.kde ,lI # L].pakul.ažujme,'množi-
ně M vŠechnY následující druhv interi,alu: polouzar-rené interralr |,r. ;|.t"".á"eintervalY P ÍsluŠné k Prvku o Lu , _- ):oter,.ené počáteční inten-alr pnslušné k prvkuo (* , a) a ještě celou množinu M . NechťB je ;";;i;;;;;;i;;ečnvch sjednocení
vYŠe uvedenYch mnoŽin, pak (B, o, u,') je Booleo,a algebra. A]qebra B se nazyváintervalová algebra etězce M . Pokud nap . lryideme ; ;;J.;- racitlnálních čísel(Q, 

= ), 
puk obdržíme nekonečnou (ate ,páJ.rnou) inten,ato, * Btloleoru algebru.

P Íklad 8,6, V P Íkladu 2.13 jsme definovali pojem oboletná mntlžina topolo_gického Prostoru M. Tam jsme také uvedli, že množina 5 * r-šech obojetnÝchmnoŽin toPologického Prostoru M tvoií svz. I.J},ru mužeme dodat. že čtl.erice-: 
! , u,' ) je ootonce Booleova algebra, v nížje mnozina [) nu]a a množinaM jednotka, Tato Booleova algebra se naz, váalgebra obojetní.ch množin topolo-gického Prostoru M. T i konečné p ípajy těchto algeber jsou znázorněn1,naobr. 20c.

ToPologick ' Prostor M se nazwásouvisly, právě když má prár,ě dr,ě obojetnémnoŽinY, tj, mnoŽinu a a množinu M. arj"Uia obojetnych množin je ,, tomto
PffPadě dvouPrvková(viz p . 8.3). P ftladein souvislého topologického pIostoruje zuklidovsky prostor .E, dimenze n (se standardní topotogií). '

nesouvislYch toPologickych prostor uved'me ty, jejichžlibovolné dva ruznébodY lze oddělit obojetnou množi.rou. Topologické prostory s touto vlastností senazYvajítotálně nesouvislé. Jednoduchym p ft aderntotálnónesouvislého prosto_ru M je diskrétní topologick,prostoro tj. prostor, jehožmnožina,s otev enychmnoŽin je rovna P(M). Jinym p rkladórn totálně nesouvisleh"-tlpJilffi;
prostoru jetzv. cantorovo diskontinuum, které popíšeme následovně.

VYjdeme z intervalu (0, 1) v etězci (R, S), z rr t oz vynecháme nekonečnysPoČetnY sYstém otev enych interval pomocr ieto konstrukce: V pr,ním kroku
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vynecháme in:;

8.2 Záklz

Proh]é
algebry, pak {is
gické vlastnosti
i v Booleov-y-ch :

Každy pravdi
pouze specifické
0, 1 nahradíme 

1

Poznamenejm
pomocí spoj . 

,^

a kterou budeme

Nynr se buden
algebry a které ne
věta 8.1. V pnnr i

zákony lze zobet
algebry B. Na za]
bez dvojznačnom

|-]i:,,
nebo

kdeá je konďná
tivní zákony mrž
kvantifikátoru):

,.., [_f_

'- ft-
Uí-,+'.
l-Ji*,,, n_

intervalri 
Ó, ,

(+,+),(+,
čty intervalu je



- __ -:]e \ množi-

. : :. *.:re k prvku

.:_] ,.,:lednocení

._.__ : a] sa nazyvá
; , _ -, _,.rích čísel
_: ;,"-.]algebru.

_ -.- _.]._: ttlpolo-
' .:,. ],_rtťtilÝCh

_ * .: 
- :; -'ir erice

* '' ,] ,: :lnoŽina
[ ; :, -]. n, , Ž in : rpolo-
: - :: __ ::-n\ na

:'-; - : ]._'letné

._":- ]],-t :IOIU

]- -'::UZ[é
: -':.:. :lL :ť
a - ,. - :iosto-
._ -_ ,:-,, lení,ch
.- - : ._'_:lckého
., _- -:
: _ - ** - l;xi,)OeCl

vynecháme interval (;,3) . V druhém kroku vynechám e zkaždého ze zbylych

interval (:, ) " G, ) 
jeho ,,st ední t etinu", tj. vynecháme intervaly

(+,+) ,(*,i) Ve t etím kroku vynechám e zase zkaždého ze zbyvajících

čty intervalri jeho ,,st ední t etinu" atd.

8.2 Základní vlastnosti Booleov ,ch algeber

Prohlédneme-li si seznam záHadních axióm kladen;ich na Booleovy
algebry, pak zjistíme, že od každé z operací prusek a spojeru požadujeme analo-
gické vlastnosti. Proto platí následující metavěta p edstavující princip duality
i v Booleoq ch algebrách:

Každy pravdiv v rok o Booleov ch algebrách, vjehož formulaci se vyskytují
pouze specifické symboly r, u, ',0 a l, zristane pravdiqí, pokud symboly F, u,
0, l nahradíme po adě symboly u, n, 1, 0.

Poznamenejme, že v dalším textu někdy spojíme navzájem duální formule
pomocí spojky n do jedné formule. Obdržíme tak formuli, která je autoduální
a kterou budeme značit bez čárky.

Nyru se budeme zabyvat některymi dtiležit mi vlastnostmi, které mají Booleovy
algebry a které nejsou vysloveny v definici 8.1. Jednu takovou vlastnost už udávala
věta 8.1. V první adě však zopakujme,že jak asociativru zákony,tak i distributivru
zákony lze zobecnit pro libovoln konečny počet prvkri uvažované Booleovy
algebry B. Na základě zobecněného asociativního zákona pro n i pro r: m žeme
bez dvojznačnosti zapisovat symboly

[li:, r, a L)?: rr, ,

nebo

x - |)?: 1, 
xi : lJí: , (x n x,)

x u |?: 1xi : [lí: , (x u x,)

(s.to;
(s.to,)

(s.t t ;
(s.t t,)
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[Jí:, xi n |í: lli : lJt,,/., * ^(x, - Y)

[-li': , xi u W tlj : [lt,./. ,, * ,, (r, u !i)

|A a |)e,
kde.4 je konečná podmnožina uvažované Booleovy algebry . Zobecněné distribu-
tivní zákony mrižeme vyjád it následujícími formulemi (bez uvedení obecnych
kvantifikátoru):



Formuli (s,t t), PoP , (s.r r ') lzeještě zobecnit pro libovolny počet spojeni pop .prrisekti.

Věta 8.2. IÝechť B je Booleoua algebra, pak platí:
(Vx e B) (x')' : x (a:z)

D kaz, Nechť x je libovolny prvek Booleovy algebr y B ax, je jeho komplement.Pro tYto PrvkY proto platí ro.-.rt. 1s z1. p.*.z" óp.á." -, . ., jsou komutativnije také prvek x komplementem prvku 
'x', 

cožprávB udáváformule (s.rz).
Věta 8,3 a 8,3" Nechť B je Booleoua algebra, pak platí de Morganoua prauidla:

(Vr,ye B)(xny)' : x'rl!' (s.r:;
(V *, y e B) (x u y)' : x' r-t !' (s.t:,)

D kaz, VětY 8,3 a 8,3' jsou drisledkem vět 7.5 a 7 .5, . protože Booleova algebraje distributivní SYaZ ake kaŽdému prvku existup komplement, platí formule (7.4)Pro libovolnou dvojici Prvk x, y,-cožprávě udávají de Morganova pravidla.
Poznámka, Platnost formulí(s,r:) a (s.ts')m žeme dokázattaké tak, že,,spočítáme,,levé trany

ffilllÍ :*T:'íf,;?,ď;j;;rilr;;";;;;;; irm usat pou," )"p"t,;..e drikaz ,cri,i +,

(* -y)-., (x'.,/): 0 (r-y) n(x' n}/) : 0
(r-y) u(x' ..y) : 1 (r- y),_-, (x'.,., y') : 1

De Morganova Pravidla lze zobecnit. pro libovolny konečny počet prvkriBooleovy algebry B, coŽ lze zapsat takto b";uvedení obecnych kvantifikáiorri):
(1-1r:,x,)':L]r:,t, (Ul:,r,)':|i:,*i (s.r+;

Dále lze na základ,ě formulí (s.tz),(s.rs) a (s.t 3') dokázat:
(V*,yeB)x-!:(*'uy')' 

(s.rs)
(V*,yeB)xuy: (*'ny')' 

(s.ts,)
TYto formule ukazuji Že kaŽd,ou z operací n a u lze zavéstpomocí komplementua druhé z nich.

u 
'il;|',f;!ffi 

;::j ::., ',' 
a 8,3' je následující pravidlo pro určení komplementu

Pravidlo, Nechť z je libovoln term (1azykaBooleovy algebry B). Tento termnejPrve PomocÍ,de Morganovycň_prauiět 
"ň"r-" tak, aby neobsaho val ,,očár_kované závorkY", Potom stačí rzáiemrrě ,aminit s mbol y n ar_.r a k neočárkova_

;Ía;#ffiXflm P iPojit čárky a od očárkovanycí, proáe.,', ; je odebrat. Tím
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( 8.1 2)

: - .., :1plement.
, _ . :lutativnÍ,

" _, ; :!,ol,idla:

(8.13 
)

( .i. 1 3')

a -,.,.rlgebra
_, - .:]u]č (7,1)

, ., _-:_:i idla.

:, -,*-, .=r e Strany
_.-: __:,,:f \etr 7.J:

:-. :,-at pr\/ku
. :. .:]ikátorri):

( S.1] )

ls i5)

{S.15')

-::-.-j_-I1lčntu

:, ] =-:.ťnentU

- a _;_li,_rterm
- . _- ' ,, ..r_lčár-

. - . :,- :.r:kova-
] ; -;-rlt.Tíí1

podle (s.s).
podle (s.z), (s.t') a (8.6).

(s.tz)
(s.tz,)

P edpoklad
' je operace na . 1.

lJ je operace na . 1,, 2; podle
(s.t') a (s.z).
Podle (S.S) na . 3.

P edpoklad
Podle cv. 3.3.
n je operace na í. 2, podle (8.1)
a (s.o').
podle (s.t0), (8.1) a (s.r').
Zí.3a4.
Obdobně jako . 5.
Zí.5 a6.
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P íklad. Určeme komplement k termu x ll (x',,r-.: y r-.r z)' u z. Nejprve pomocí de
Morganova pravidta (S.t+) dostanema x tl (* n y' n ť) u z.

P edepsanou záměnou symbolťr obdržíme term x' n (x' 
'-., 

y ., z) n l,kteq je
komplementem privodně zadaného termu.

D kaz prauidla.Indukcí podle počtu n písmen obsažen; ch v daném termu z.
a) n : 1. Vtomtop ípadě T : xnebo T : x'.Pak ale T' : x' nebo ť : (x')' : x,.

b) Nechť n > 1. Protože je odstraněno ,,očárkování závorek", mrižeme
term t zapsat takto: T: TlnT2laabo T: Tlt-sT2. Pro komplement T'pak platí
T' : T'! u r'rnebo T' : T'! n ti . Termy T 1 aT 2 však už majínejvyše n písmen, a proto
pro ně platí indukčnr p edpoklad. Tím je pravidlo dokázáno.
]

, i Věta 8.4 a 8.4'. Nechť B je Booleoua algebra, pak platí:

(Y*,y e B) xrl|: xn(x'u y) (S.tO)

(V*,ye B)xus!: xl,(x'ny) (S.tO')

D kaz. Dokážeme pouze formuli (S.t0). Nechťr,y jsou libovolné pwky z B,
pak:

D kaz. Dokážeme pouze formuli (S.tZ). Nechťx,y jsou libovolné pwky z B,
pro něž platí:

. 
; Věta 8.5 a 8.5'. Nechť B je Booleoua algebra, pak platí

(V*,ye B\x:yé(*.'y'\-(ť r:y) = 1

(V*,yeB)x:y<+ (*ny')-(ť -,y) :0

I. I.x:!
2,Y' : x'
3.xu :ťt:Y:t

(*.'y')-(ť -/) :1
III. 1. (*-y)n(x',_,y) :1

2.xu!':'1
3.(x.ly)-|:!n!:!

a.(*-y')ny: xnI
5.xn!:I
6.xn|:x

x:I



Nynt se budem e zabyvat uspo ádáním v Booleov}ch algebrách. Zjistili jsme, že
ve svazech je možné zavést uspo ádání = pomocí některé z následujících formulí
(x, y jsou libovolné prvky z B):

X3Y >_trrr!:x nebo Xsy<+.trLl!:!
Tuto možnost máme samoz ejmě i v Booleovych algebrách. V Booleov ch
algetrrách jako speciálních svazech však máme ještě další možnosti, jak ukáže
následující véta.

.' Věta 8.6. Nechť B je Booleoua algebra,, pak následující formule jsou ekuiua-
lentní (pro tibouolné x, y e B):

ŤXny:36
Xt:!:!

}x-y':Q
X'tsy:I

Dukaz. Ekvivalenci formulí (8.19) a (8.20) jsme dokázali ve větách 2.6 a 2.6' .

Nyní dokážeme, že a) z fr;rmute (S.20) vyplyvá formule (a.ZZ), b) z formule (S.22)
vypl; vá formule (S.Zt), c) z formule (8.21) 

"yplluá 
formule (S.tl). Tím se impli-

kační cyklus uzavíe.

podle (s.zo).
podle (a.z') a (s.r).
podle (s.t') a (s.0').
podle (s.tz).
podle (s.t:), (s.tz) a (a.zz\.
Podle věty 7.L.
Podle (s.0).
podle (s.zt).
podle (s.s) a (s.z).
podle (s.o').

Drisledek věty 8.6. Nechť B je Booleoua algebra, pak platí:

(V",yeB)x=y x't_sy:1
(Vr,,yeB\xšy r xrly':Q

Uvažujme těleso množin P(M\ (viz p . 8.1) a znázorněme nap . formuli (a.Z+)
pomocí Vennoq ch diagram . Situace pak bude velmi názorná. Nechť Á, B jsou
libovolné podmnožiny množiny M. Na obr. 54 a je vyznačena levá strana ekviva-
lence (a.Z+), na obr. 5ab její pravá strana. Šrafováním označujeme množiny,
jejichž prunik máme sestrojit. Je zí{mé, že jejich prunikem je množina prázdná,
tj. nula v r(U).
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a| x' u !: x'r_, (x._., y) :
:(*' r__.rX) L: !:7 !y:
-1

b) x.,, y' : (, n y')" :
: (x' u y)': 1' :
:0

c) x., y:(x-, y) ,._r0:
:(x-, y)-(*--y):
: x rl (y - y'\: .tr n 1 :
:)(

(s. t s)

(a.tl)
(s.zo)

(s.zt)
(s.zz\

(a.zs)
(a.z+)

Věta 8.?. \,.

(;.i.

Dtik(lz, \*r,i].

1.x=_r,
) r, 

- 
a, \L.V--tr,

3.y': (.r_,
.}" = .r'

Drikaz obráce:,

Je vidět, že z
které obrací usp
(s.t:; a (s.t: t

z definice kt
každé dva komp
muprvku a e B
poznámka na st

cházejí p ed pn
následující větr,.

Věta 8.8. A er

(Vae,

Větou 8.8 jsn
ber. V následuj
,ešení booleovs]

P íklad 8.7. \

arlX

Zd vodňování 
1

nejme, že vedle r
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: - -.: - ,- Z .s:rli jsme, že
_ - -, ; -,_ _.-ich ťormulí

( 8.1 8)

_ ,'.. l3k ukáže

, : "r,_^,it ekuiua-

( 8.1 9)

(8.20)

(8,21)

(8.22)

_ _ , ,.:-: -.6 a 2.6' .

,_ - ::lule(8.22)
: l.n se impli-

:

-

, -.,5.]]).

(8.23)

8.z+1

,- .:l]:,:muli(S.Z+1
- ..: ]'".:it .{. B jsou

; - _ ,: ,: :.I3ll& ekViVa-
_.:..,_ * .I]iů 1T}IloŽiny,

] : ]-... zlna prázdná,

o)

Obr. 54

Věta 8.7. Nechť B je Booleoua algebra, pak platí:

(V*,yeB)xšy<+ y'=x'

Lxo!
2.Y:xu:I
3.y' :(*uy)' : x'n!'

y'3X'

(s.zs)

D kaz. Nechť x, y jsou libovolné prvky Booleovy algebry B, pto néž platí:

P edpoklad
podle (s.ts).
podlev8.1 a(a.t:').
podle (s.ts).

D kaz obrácené implikace je analogicky a p enecháme ho proto čtená i.

Je vidět, že zobrazení F; x e B,-* ť e B je prosté zobrazení algebry B na sebe,
které.obrací uspo ádání fie antitonní). náte na zák|adě de Morganovych pravidel
(S.tS) a (S.t3') víme, že vzájemně zaměňuje operace n 8 u:.

Z dďintce komplementu 7 .L vyp| vá, že v libovolné Booleově algeb e B jsou
kaŽdé dva komplementární prvky navzájemdisjunktní. Navíc platí, že k tibovolné-
mu prvku a e B je jeho komplementa' největšíz prvkri, které jsou disjunktní s a(viz
poznámka na str. I40). VŠechny ostatní prvky disjunktní s prvkem a proto p ed-
cházejí p ed prvkem a'a dokonce vyplnícely intervd [0, a'l.Toje také obsahem
následující věty.

i Věta 8.8. Nechť B je Booleoua algebra, pak

(Va ea) (Vx e B) a rl x :0 <+ x 3 a'.

Větou 8.8 jsme prozatímzakončili v čet driležitych vlastnostíBooleoq ch alge-
ber. V následujícím p íkladě si procvičíme některé z téchto vlastností pomocí
ešení booleovské rovnice.

P Íklad 8.7. V Booleově algeb e B ešte následující rovnici, v níž je x neznámá:

arlX:b

Zdrivodňovánr jednotlivych krokri ešení p enecháme čtená i. Pouze pozname-
nejme, Že vedle vět vyslovenych v této kapitole použijeme nap . i formuli ze cv.3.3.
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I@ - x) n b'] - |(o n x)'.,., á] : 0

|(o - b') n x]u[(a' u x') n b :0
I@ - b') n xf u (a' n b) u (U n l) : O

(a n b') r-l x : 0 n a' r-l b : 0 n b n ť : 0
xo(anb')'nboa,:,box
x=a't:bnb=arlbox

ProtoŽe formule b = a' u b platípro libov olné a, b e B,p edstavuje jedinou pod_mrnku eŠitelnos ti zadané rovnióe formule b : r. V tom pffpadě je množinouvŠech eŠení interval lb, o, - b]. pokud _l(b _ a) (tzn. o _-u,r-L x b), pakmnoži_nou ešení je množi na a .

v kaoitole 3 jsme zavedli pojem plny syaz.Tím mám e zavedeni pojem plnénPoleovr algebiy. P esto ,.yrlou*" definici.

'lo:P": 
8,1, Booleova algeb,ra B se nazyuá iryIná, práuě když pro libouolnoumnožinu A g B existuje W iLJA.

Algebra r jg t_eaY Plná, pliuě \lvzje možné vedle operací n á u definovati jejich zobecnénÍ, d., operacó [." U.Piu"ičrum oborem zobecněného prtisekua zobecněného sPojení je mnoŽin r(r). V následujícím p íkladě ukážeme, žeexistují plné i ne plné Booleovy atgeUiy.

P Íklad 8,8, KaŽdá koneČná Rooleova algebra je plná. Také libovolná algebraP(Y) (viz p .8 Jlj: lgllá, Její plností jsnie se zabyvali v p íkladu 3.1.UvaŽujme následující těleso množin: Množina B obsahuje všechny konečnépodmnožiny množiny N a dále všechny jejich (".k;;;"éi k;pň;;;v N. Množina B tvoíí Booleovu algebru 1"i, r"rir*" i.ii; \i"ra uSur. neru plná,protoženap . neexistuje spojeru p*t,i.n.roži.ry ,\kde 
": tts}, tr,u},ě,^e,;i :-j

P íklad 8.9. Nechť M je topologicky prostor a nechť množina X - M, pakuzávěrem mnoŽinY X, kterynučírÁ" á (x!,je nejmenší uzav ená nadmn ožinamnoŽinY X a vnit kem množiny X, kter, r|ouči^ě i", tx[l" největší otev enápodmnožina množiny x. p.o libovolnou množinu x c M položme
:!{): int .' 8). Množina , (X) * \;i;."JJ'"."ace ínno žiny X.Říkáme, žeX je regulární otev ená množinao právě"když ďi:-i 

'rulv,lll'

uvažujme neprázdny topologicky prostor M. Nech ť R značí množinu všechregulárních otev en' chmnoŽirr, pS Rje Booleova algebra vzhledem k operacím

Nula a jedn
její zobecne

n
Uvedeny dn
tovat libovo

PoznámLr
uvedené konstr
dolních množin
,4P)je opčt <
topologie otev r

Sestrojíme.li
množn, pak mn
(p, 

=).
Zp ďcboa7

V posledn
pomocí záklel
pomocí násle

r_
x*_
.r@

r,
xl_t
llr

Operace -x-yčteme-r
,rrelativní p eu

poznámkr pol
pojmu těIeso množ
množin se však u
jestliže chceme apl
protože je booleorrr
v tomto p ípadě ne

Operaci o r
x@| čteme,'.r
symetrické difel
formule:

(va l,
X-Y:XnY Xt:Y:t(XuY) A' :int(M - A)
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edstatuje jedinou pod-
r p rpadé je množinou
ó. o = b).pakmnoži-

zareden i pojem plné

r JhC_lť pro libouolnou

peranlÍludefinovat
r zobecněného pruseku
r p rlrladě ukážeme, že

Také libovotná algebra
r piftladu 3.1.
,h,rie vsechny konečné
mecnél komplementy
kter,á r,šak neru riplná,
, -i:_ .3.6}. {3,6,9},...}.

rnnozina X c M, pak
uzarŤená nadmnožina

l |_ le největší otev ená
ll .l=_lí položme
nnozinv X. Řftáme, že

l rnecr množinu všech
l rzh]edem k operacím

: int l}I - A\

X-Y:dfXrl!'

XxY:díX'tlI

x @ ! :at(x - y) u (x'., y) : (* - y) - (y - x)

x y:o,("'r..,y) - (*-y'):(xxy) -(y"x)
x I y:or (x n y)' : x' u y'

x I y:ar (í u y)' : x' r-l |'

Nula a jednotkatéto algebry jsou množiny 0 a M. Algebra R je navíc riplná a pro
její zobecněné operace platí (s j" libovolná podmnožina R):

lls : r(ns) [J,s:.(Us)
UvedenY druh algeber je driležit; p edevším proto, že pomocí něho |ze reprezen-
tovat libovolnou plnou algebru.

Poznámka. (JkaŽme, Že kaŽd poset jednoznačné určuje nějakou plnou Booleow algebru. Idea
uvedené konstrukce je následující: Nechť (P, 

=) 
je neprázdny poset. Sestrojíme množinu b(r) vsectr

dolních mnoŽin tohoto posetu. PlatÍ, Že sjednocení i pr nik libovolného systému dolních podmnožin
z n(r)je opět dolní podmnoŽina z O(r). Proto mrižeme íci, že systém všech dotních poámnožin je
toPologie otev en ch mnoŽin na množině P.Naz,ruá se topologie dolních podmnožin.

Sestrojíme-li mnoŽinu B všech regulárních otev en;ch množin prostoru p s topologií dolních
mnoŽin, Pak mnoŽina B tvo í riplnou Booleovu algebru. O této algeb e ftáme, že je určena posetem
(p, 

=).
Z PÍedchozfrro vypl vá , Že také k libovolné Booleově algeb e lze sestrojit riplnou Booleovu algebru.

V Posledru Části této kapitoly ukážeme, že v Booleov ch algebrách mrižeme
Pomocí zákJadních booleovskych operací Tr, u á' definovat dalšíbinárníoperace.
Pomocí následujících formulí zavedeme t i dvojice navzájem duálruch opórací:

(a.ze)

(s.ze,)

(a.zl)
(s.zl,)
(s.zs)

(s.zs,)

OPerace - a x jsou navzájem duální. Operaci - naz,ruáme diference a term
x - Y Čteme,; minusy". Operacix,onížjsmehovo ilivčlánku 7.2,jsmenazyvali
,rrelativní pseudokomplement''.

Poznámka. Poku$ bYchom vyŠet ovali Booleovy algebry z h]ediska teorie množin fiako zobecnění
Pojmu těleso mnoŽin), pak je booleovské odčítáru zobecněnrm odčítání množin (viz obi. 55a). V teorii
mnoŽin se vŠak nevYŠet uje oPerace, která by byla analogí booleovské op".u"" x. Naproti tomu,
jestliŽe chceme aPlikovat Booleovu algebru na matematickou logiku, pak je op"ru"" x velmi driležitá,
ProtoŽe je booleovskou analogií logické operace zvanéimplikace. Booleovská op".u." zvanádiference
v tomto p ípadě nemá použití.

OPeraci @ nazyváme symetrická difer nce nebo též disjunktní sčítání. Term
x@ ! Čteme,,,x minus symetrickyy". Tato operace je opět booleovskou analogií
symetrické diference z teoňe množin (viz obr. 55b). Pro operaci cl nap . platí ta1o
formule:

(V *, y e B) x@y : (, - y) n (x n y\' (s.zl)
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Duálru operace k operaci @ je operace <+, která se nazyváekvivalence

ně booleovskou analogí logické operace zvané ekvivalence. Term ,,x

,,x je ekvivalentní s y".

a je skuteč-
y" se čte

DOk;z::

Dok"Z:.
z Bl,,

i]l,i,,* :

btt.r *
,-ll,.
L / l,{ +

l, .
Lli I

Dok:.z:-

Dok:r::-
nelSa * : !

8

9

l0Obr.55 b) A@B

K poslednr dvojici navzáiemduálních operacíuvedeme píozatímtoto: Jedná se

o univerzálru operace mající tu vlastnost, že pomocíkazdé z nich \ze definovat

všech 1,6 možnych binárních operací a všechny 4 moŽné unární oPerace v algeb e

2 (vizp . 8.3). operace I se na4vá Shefferova a operace I se na4fuá pierceova.

Z v š; uvedeného d vodu mají tyto operace mimo ádnou drileŽitost P i matema-

tickém zpracovávání konstrukce logickYch obvodri (viz kapito|a I2),

CVIčEM 8

1 Sestrojte Hasseovy,diagramy Booleo{ch algeber P(M) (viz p, 8,1) pro

M : 0, {o}, {o, b},{o, b, r\,{o, b, c, d\.

2 Sestrojte Hasseovy diagramy Booleov. ch algeber vŠech dělitelri ČÍsla n (viz

p . 8.a) pro n : I, 7, z . 5, 2.3 . 5, 2 .3 . 5 . 7. Porovnejte tyto diagramy

s diagramy ve cvičení 1.

3 Znázornéte věty 8.4, 8.5, 8.6 a 8.7 pomocí Vennoú.h diagramti (v algeb e

P(M)).

4 Nechť M jetopologick prostor, pak množina vŠech obojetn; ch mnoŽin toho-

to prosto* (ij. množina všech otev en}ch a současně uzavÍenych mnoŽin

- viz p . 2.13) tvo í Booleovu algebru. Nulou této algebry je mnoŽi-

na 0 ajednotkou je cely prostor M . Dokažte.

5 Nechť Z je množina všech celych čísel a nechť me7. MnoŽina X g7 se

nazyváperiodická s period o|J m)právě když je rovna množině, kterou obdrŽÍ-

me tak,re ke každému jejímu prvku p ičteme m.Množina vŠech periodic ch

podmnožin množiny Z majících danou periodu m je Booleova algebra. Do-

kažte.

6 V Booleově algeb e B ešte následující rovnice, kde x je neznámá:

a)(anx)-(Unx) r-.rc:0
b)O'rlx:b
c) (a., b)-.x:b'uc

160
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rtvivrlence a je skuteč-
r. Term .. í y" se Čte

)

lprozan'm toto: Jedná se
'ďE z nich lze definovat
Dární op race v algeb e

) . se naziyáPierceova.
l ďuleátost pfi matema-

ryitola 12).

fl}íl ("iz p . 8.1) pro

l:rh dčlitetu čísla n (viz
romejte tvto diagramy

ích diagamri (v algeb e

ttiantlch množin toho-
mě uzaťen ch množin
em algebry je množi

eZ-MnožinaXgZse
mrožině. kíerou obdrží-
ňBa ršech periodick ch
l Bmleova algebra. Do-

|rF nmámá:

7 Dokažte, že v libovolné Booleově algeb e platí formule (a.z).
8 DokaŽte, Že v libovolné Booleově algeb e B platí (x, y jsou libovolné prvky

z B):
a)x*y:y'x ť
U) ("xy)':xny'
c) (x"y)xx:x
d) x':(xx0)

9 DokaŽte, Že operace O v libovolné Booleově algebíe B je asociativní.
10 Dokažte, že Shefferova ani Pierceova operace (viz formute (s.2s) a (s.zs'))

nejsou asociativní.

1,6I
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9 DALŠÍ VLASTI\OSTI
BoolEornicrr ALGEBER

V této kaPitole zavedeme nejprve binární relaci ,,b; t Booleovou podal-gebrou" v tffdě vŠech Booleov]ch abeLlr a budeme studovat nejd ležitější vlast-nosti této relac e, 
.Ukážeme nap . , že unární relace ,,;}i;";i;;;., podalgebroudané algebry B" je uzávěrová vlastnost v množině B.v dalším článku se bude_me zabYvat binárru oPerací ,,direktní součin", kt9r7p i azuje Booleov m algeb_rám ,,sloŽitějŠť'FooleovY algebry. V posledrri easti kapitoly ukážeme , že teorieBooleov]ch algeber je ekvivalentní s teorir určit}ch ,p".iarri.h okruh , kterym seftá Booleovy okruhy.

V Definic
a tririáIni

Jest]iže
á rzhlede
všechnv l-L
Proto muž

I.emmr
rou.

Booleor
pn -0- 

1

však nadbt.
Nechť -r

&Xtlí.CCl

I,emmg !
a jednotku-

Ltazuje,
davkr-. netro

Irmmr !
uzavená rh
n a LJ- pak je

P íklad 9.
(r{z pr. 8.1l. }
P|M) (rž ob
obr. 56b) sict
není uzarŤeni
neobsahuje r i

9.t Booleovy podalgebry

Lemma 9.t. Podalgebrou každé alespoň
jednak sama algebra B a dále duouprukouó

L62

Definice 9.1 se někdy vyslovuje také takto: Množi na A
gebru Booleovy algebry (B, n, u,'),právě když A q B a ,

vzhledem k operacítn n, u a' .

V dalŠÍm textu budeme oPerace v Booleově algeb e i v její podalgeb e značitstejně, Navíc jsme Právě užili další mluvu: místo ,,Booleova podalgebra,, budemeČasto ftat pouze ,,podalgebra''.

o extrémních P ÍPadech podalgeber Booleovy algebry B lze íci následující.

Jak víme z p edcho zíkapitolv, je Booleova algebra B struktura se dvěmabinárrumi oPeracemi n a r:, jednou unární operací ' a dvěma nulárními operacemi0,I am žeme jiznačitB:(B,|,|,',0,L)nebo stručněji u: @: :,;:i. ffi;víme, Že PodsvazemBooleovy algebry a ielazay svaz A : (A,o, o;,'ta]"'aZňa souČasně oPerace - a - jsou ztiŽenrm Óperací n & r-.r ít& množinu,4. Detinujme
.lyní relaci ,,byt Booleovou podalgebrou'.]

\ n"n"ice 9,1, Suaz s unární operací(A,F, E, -) r, nazyuáBooleova podalgebraBooleouy algebry (u, n., u,'), práuě y2 e c'B a operacefr, ú, - jsou ztjženímoperací i, u, ' na množinu A.

tvoff Booleovu podal-
množina A j" uzavíená

duouprukoué Booleouy algebry B je
algebra 2 : í0. 1}. kde 0. i. á.



:BER

la B trukŤura se dvěma
na nuláíními operacemi

r B : lB. ,--r, ,-r, '). Dále
:{l.=.-).kdeAcB
t množnu Á. Definujme

iíí Bool ova podalgebra
DE t- -. - jsou z žením

l noň Booleovu podal-
t mnozina A je uzavíená

r jr,fl @algebíe značit
rra Fndalgebra" budeme

rg B lze ffci následující.

é Booleory algebry B je

!n_ll.kdeo. 1eB.

t
l

J Definice 9.2. Podalgebry B a 2 z lemmatu 9.I
a triviální podalgebra algebry B.

se nazyuají po adě nevlastní

JestliŽe je A podalgebrou Booleovy algebry B, pak z ,lzav enosti množiny
A vzhledem k operacím rr u a ' vypl vá, že si tyto operace v Á ponechávají
vŠechny vlastnosti, které jsme požadovali v definici Booleovy algebry (viz def. 8.1).
Proto mrižeme vyslovit:

Lemma 9.2. Booleoua podalgebra A Booleouy algebry B je Booleouou algeb-
rou.

Booleova algebra B obsahuje nulární operace 0, I, a proto se zdá, že jsme i pro
PrvkY 0, 1 e B měli poŽadovat, aby pat ili do podalgebry ,4. Tento požadavek je
však nadbytečn}, neboť lze jlž snadno dokázat:

Nechť .r je libovoln; prvek z A, pak v Á existuje i prvek x' a také prvky x rs x'
z x t_l x', coŽjsou právě prvky 0, 1. Proto mrižeme vyslovit:

Lemma 9.3. Booleoua podalgebra A Booleouy algebry B obsahuje stejnou nulu
a jednotku, jako má Booleoua algebra B.

Ukazuje se, žejsme v definici Booleovy podalgebry mohli vyslovit slabší poža-
davky, neboť na zákJadě formulí (S.tS) a (S.rS') mrižeme ffci.

Lemma 9.4. Jestliže neprázdná podmnožina A Booleouy algebry (B, u, -,') j,
uzau enóuzhledem kunórní operaci' a dále uzhledem k jedné z binárních operací
rl a tl, pak je uzau ená i uzhledem k druhé binární operaci.

P íklad 9.1. Nechť M : {o, b, c}, pak těleso množin P(M)je Booleova algebra
(vizp..8.1).Množin?A: {a,{o},{U,r},{o,b,ďtvo íBooleor.upodalgebrualgebry
P(M) (viz our. 56a). Naproti tomu množiná C : {{.}, {o, r},lb, r},-{o, u, J} (viz
obr. 56b) sice tvoff podsvaz algebry B, netvoff však podalgebru algebry r, neĚoť
není uzavÍená vzhledem k operaci '. Množina C nap . obsahuje množinu {b, ,},
neobsahuje však její komplement v r(M), tj. množinu {a}.

{o,b,4

[o,4

í"}

{b,4

{c}

{o,bJ

t"}

c

{b,rl

{c}

Pu) 4n)
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Obecně z ejmě plati že žádny vlastní interval lr, y]Booleovy algebry B není její
podalgebrou, protože není uzav eny vzhledem k operaci komplement. Interval

I*, ylnemriže obsahovat ani prvek x',aniprveky'. Kdyby nap . obsahoval prvek x',
pak by musel obsahovat i prvky 0 a ]., a to by znamenalo, že splyvá s intervalem

[O, t], kter však neru vlastní. Interval [O, t] : B je také jedinl m intervalem, ktery
je podalgebrou Booleovy algebry B.

Zd raznéme znovu, že pokud množina A tvoíí podalgebru algebry B, pak je
á sama Booleovou algebrou (viz lemma 9.2). rokud je však Á Booleova algebra
ap|atí,žeA jepodsvazem algebry B,pakA nemusíbyt podalgebrou algebry B (viz
obr. 56b).

P íklad 9.2.|Jvažujme Booleovu algebru r(N), kde N je množina všech p iro-
zenych čísel. Do množiny A zaíadíme všechny konečné podmnožiny množiny
N a dále všechny jejich nekonečné komplementy. Množina Á je vlastní podmnoži-
nou množiny P(N) a tvo ípodalgebru Booleovy algeb.y P(N).Nulou je množina
0 a jednotkou je množina N.

Obecně zíejmě plati že podalgebru Booleovy algebry P(M),kde Mje libovolná
množina, tvoff libovolná neprázdná množina A = P(M), která je uzav ená vzhle-
dem k operaci ' a také vzhledem k operacím n a u (podle lemmatu 9.4 stačí
uzav enost vzhledem k jedné zbinárních operací n, u ). Takovéto množiny Á však
naz7ruáme tělesa množin. Je proto dob e vidět, že pojem podalgebry Booleovy
algebry B je booleovskou analogií pojmu podtěleso množinového tělesa.

Nyní se budeme zabyvat problematikou generování podalgeber dané Booleovy
algebry B. Jestliže podalgebra A Booleovy algebry B obsahuje nějaky prvek x, pak
musíobsahovat i prvek x' ataké prvky 0 a 1. Množina{x, x',0, 1} však jižtvoíí
podalgebru v B, obsahující prvek x. Tato podalgebra je nejmenší podalgebrou
algebry B obsahující prvek x a nazyvá se podalgebra generovaná prvkem x.

Je ziejmé, že prrinikem dvou podalgeber Ar, A, Bocleovy algebry B je opět
podalgebra Booleovy algebry B. Jestližetotiž x,!c At n ar,pakix n !,x t--s yax'
ležív At 

^ 
Ar,protožetyto prvky patíí do obou podalgeber Ar,Aralgebry B. Vy-

slovené tvrzení |ze rozšííit na libovoln neprázdny systém podalgeber algebry B.

Lemma 9.5.NechťB je Booleoua algebra ob},,, je libouotn ,neprázdny systém
jejích podalgeber, pak pr nik O,,,A, je také podalgebra algebry B.

Když si dále uvědomíme, žekaždá algebra B je podalgebrou sebe sama, dojde-
me k závéru, že vlastnost ,,b; t Booleovou podalgebrou algebry B" je uzávérová
vlastnost v množiné B (viz def. 3.a). Proto platí:

Lemma 9.6. Množina ušech podalgeber dané Booleouy algebry B tuo í pln l
SuaZ.

Nechť B je Booleova algebra a množina M 
= 

B , pak také prunik systému všech
podalgeber algebry .B obsahujících množinu M (tento systém je neprázdny, neboť
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urČitě obsahuje algebru B) j" podalgebrou algeb ry B obsahující množinu M. Na
základé tohoto drisledku lemmatu 9.5 mrižeme vyslovit následující definici.

Definice 9.3. Nechť M je podmnožina Booleouy algebry B, pak algebra, která je
pr nikem uŠech podalgeber algebry B obsahujících množinu M se nazyuá podal-
gebra generovaná množinou M a značí se [ru]. Množina M se nazyuá množina
generátorri algebry [M].

K definici 9.3 dodejme, že pokud je množina M prázdná, pak podalgebrou
algebry B (B má alespoň dva prvky) generovanou touto množinou je algsbra2.

Na základě definice 9.3 a lemmatu 9.6 |ze ííci, že podalgebra Booleovy algebry
B generovaná množinou M g B je nejmenší podalgebra algebry B obsahující
mnoŽinu M. Tato skuteČnost se znovu projeví ve znění a p edevším v drikazu
následující věty.

Věta 9.t.Podalgebra A Booleouy algebry B generouaná neprázdnou množinou
M g B je množina práuě ušech pruk x, které lze zapsat ue tuaru

* : Ur: rfr':, o,1,, (q.t)

kde pro každé i, j bud'a,, e M, nebo a',, e M. Duálně: do podalgebry A pat í práuě
ušechny pruky x, které lze zapsat ue tuaru

* - n?: r|l': rr,,, (p.t,)

kde pro každé i, j bud'a4 e M, nebo a',, e M.

D kaz. Nechť A, je množina všech prvkri x e B, které |ze zapsat ve tvaru (g.t).
Je z ejmé, Že každ takorn to prvek musí pat it do A, protože množina A je
uzavÍená vzhledem ke vŠem t em základnrm booleovsk m operacím. Proto stačí
dokázat, že množina A, již tvoff podalgebru Booleovy algebry B. Spojení dvou
prvkri z A, ,tj. prvkri tvaru (q.t), je opět prvek tvaru (q.t), a tedy prvek z At .Dále,
jestliŽe x e Ar, pak dokážeme,žei x' e Ar. Jestliže x e Ar, pak lze x zapsatve tvaru
(q.t).Na základě pravidla pro určeru komplementu k danému termu (viz čl. 8.2)
platí:

,' :]Lr}':ra',1 (g.z)

Použitím zobecněného distributivního zákorn upra.rírne pravou stranu (l.Z) na
tvar (9.1), a proto x' e Ar. Na základě lemma tu 9.,4 mrižemi ííci, že množina Á, i*
uzavÍená i vzhledem k operaci r-r. Množina,4, proto tvo í podalgebru Booleovy
algebry B. Duálné lze dokázat druhou část věty.

DalŠÍ věta se bude zabyvat počtem prvk Booleovy algebry B v p íp adé, že
množina jejích generátorťr je konečná.
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Věta 9.2, Podalgebra A Booleouy algebry B 7enerouaná mnoŽinou M mající
k pruk obsahuje neju še 2Qo) pruk .

Věta 9.2 mimo jiné íká, že pokud je množina generátoru M koneČná, pak je

konečná i Booleova algebra [llz1]. rripomeňme, že v teorii svazri takovéto tvrzení
dokázat nelze, protože už t íprvková množina mtňe generovat nekoneČny svaz.

D kaz uěty 9.Z. Nechť at, a2, ... , akjsou prvky množiny M. Z véty 9.1, vyplyvá,

žekaždy prvek x podalgebry á generované množinol M lze nap . podle formule
(q.t) získat jako spojení konečně mnoha prvkťr tvaru

ft:rli,
kdey, je buď al,ftabo aj. Všech posloupnostítvaru lt,lz,...,lkje,celkem 2k (pro
y, jsou dvě možnosti a, nebo a'r,proy.rjsou opět dvě možnosti atd.). KaŽdétakové
posloupnosti odpovídá něja prvek (q.g), tzn. že ruzn}ch prvkri tvaru (q.S) mriŽe

tl t nejq še Zk.Uvažujme nyru množinu všech prvkri tvaru (q.:). Tato množina má

nejv še 2k prvkti, a proto má nejv še2(,29 podmnožin. Každé takovéto podmnožině
odpovídá určité spójení prvkri tvaru (9.3),tzn. prvek.tvaru (9.1).Proto m Žeme

ríci, ževšech ruznYcrr prvkti tvaru (q.t) je nejq še ZQo), což jsme měli dokázat.

TJkáza|ijsme, že vlastní interval lo, blBooleovy algebry B nikdy neru Booleovou
podalgebrou algebry B. Tento interval je však sám o sobě Booleova algebra.

Komplement libovolného prvku x ,fa,Ď] vzhledem k nové nule a jednotce, ktery-

mi jsou prvky a, b, označme y. Tento relativní komplement y mriŽeme v rámci

Booleovy algebry B určovat pomocí formule

y:(atlx')nb.

Tuto skutečnost jsme však už vyslovili ve větě 7.8 a zdrivodnili v jejím drikazu.

Y závéru článku ještě p ipomeňme, žekaždy distributivní svaz ,. s nulou a jed-

notkou v sobě obsahuje určitou největší Booleovu algebru B. Do algebry B zaÍadÍ,

me právě všechny ty prvky svazu S, k nimž existuje komplement (minimálně jsou

to prvky 0 a 1). Tuto skutečnost jsme však už vyslovili ve vété 7.4 a zdrivodnili
v jejím d kaze.

9.2 Direktní součin Booleov ,ch algeber

, V článku 4.4 jsme zavedli binárnr operaci na t ídě svazri, kterou jsme

nazvah direktní součin svaz . Direktním součinem svaz je svaz (viz véta 4.4).

Protože Booleovy algebry jsou speciálnl svazy, m žeme vytvá et i jejich direktru

součiny. P itom platí následující věta:

1,66

(q.s)
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Věta 9.3.NechťA: (A,n',-', *) aB : (B,o,a,-)isouBooleouy algebry,pak
direktním součinemA x B těchto algeber,u němž operace rl a u zauedeme formu-
lemi (l.tZ) a (+.tZ') a operaci komplement zaued,eme takto:

Irr, *r7' :or [x , *rf, (g.+)

je Booleoua algebra.

D kaz věty spočívá v tom, že píi prováděru operací s dvojicemiír, y] e A x B
se s prvními sloŽkami dělajíbooleovské operace z A a nezávisle na tom se s druh; -
mi sloŽkami dělají booleovské operace z B. Operace zvaná direktnr součin tedy
dvojicím Booleovych algeber p i azuje Booleovu algebru.

Deíinice 9.4. Nechť A : (A, n',,-.,', X) a B : (B, o, n, -) isou Booleouy algebry,
pak Booleoua algebra A x B, jejíž operace -, ts a' jsou definouóny po adě
formulemi (4.I2), (4.I2') a (g.+), se nazyuá direktní součin algeber A, B.

JestliŽe je pot eba zavést v direktnrm součinu A x B svazové uspo ádáni pak
to lze udělat nap . pomocí formule

Irr,*rf =br,lrf oor(rr=olt   xz=s!z).

ProtoŽe operace direktru součin Booleoq ch algeber je asociativní*), |ze ji
rozŠÍ it na libovolny konečny, pop . i nekonečn} soubor Booleo ch algeber.

zobrazení
F:|x,y]rAxB,-xeA

a zobrazení

G:fx,ylrAxB,*yeB
jsou svazoÚmi homomoďismy Booleovy algebry A x B na Booleovu algebu A,
pop . B.

P íklad 9.3. V p ftladu 8.1 jsme uvažovali Booleovu algebru P(M), kde
M = {o, b, c}. 1uto algebru lze získatjako direktnr součin dvouprvkoq ch Booleo-
vych algeber {g, {o}}, {g,{U}} u{g,{4} (viz poznámka na str. 101).

Obecně platí, že libovolnou Booleovu algebru P(M),kde M : {ar, Ar,..., a},
lze získatjako direktní součin algebe, {g, {or}}, {a, {or}} až {0, {r"}}.

P íklad 9.4.Y p ftladu 8.4 jsme uvažovali Booleovu algebru B všech dělitel
ČÍsla 30:2.3.5 v množině N. Tuto algebru lze získat jako direktru součin
dvouprvkov ch Booleot'ch algebe, {,2}, {t, S}, {t, S}.

Obecně platí, že libovolnou Booleovu algebru B všech dělitel čísla
ft : Pt . Pz . ... . p,, kde p, jsou navzájem r zná prvočísla , lze získat jako direktní
součin dvouprvkov ch Booleo{ch algeber Í, pr}, {t, pr} až {t, p}.

*)Viz poznámka pod čárou str.97.
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9.3 Booleovy okruhy

BooleovY algebry byly ve skutečnosti prvním i svazy, které matematicistudovali, Boole Pomocí nich form alizoval qirokovou togiku. poměrně dlouho
Panoval názor, Že Booleovy algebry mají pod.tut.rě jinylharakter než ostatníznámé algebraické struktury. roiděli .. ula, alo, žetomu tak není. A právě tímto
Problémem se budeme nYní zab' vat. Ukážeme . že teone Booleovych algeber jeekvivalentní s teorií určiq ch speciálních okruhri.

Je{i dána Booleova algebra (B, u, n,'),pak ukážeme, že tutoalgebru mrižeme
PovaŽovat za okruh vzhledem k operaci s}metrická diferen." (..tňto kontextu bybYlo P ÍhodnějŠÍ ftat disjunktní sčítání) á aa"vzhledem k oplraci prusek. Symet_rická diference bude hrát roli okruhového sčítání a pr sek roli okruhového náso_benr, které budeme P i této p íležitosti značit.. Pro uvažované operace platí:

(Y*,y e B) xOy : (, n y') u (x' n y)
(V*,yeB)x.)l=xn!

Věta 9,a, Nech!(2i,u,,|:',) ie Booleona algebra, pak zauedeme-li u ní operace
@ a , formulemi (9.7) a (l.S), obdržíme otcrin(a,'Ó, .). Onrr.l, B má nauíc tytoulastnosti: je komutatiunÍ, má iedrotkouy pruek,' každy prrek z B je idempotentní
uzhledem k operaci ,, každ pruek z B m-óizhtedem k operaci @ ád š 2, tzn.

(VxeB)roí:0.

_ Dltkaz, Že oPerace @ a , mají okruhové i další uvedené vlastnosti, p enecháme
Čtená i, Dodejme povze, Že z teoňe okruhri je známo, že jestli že je každ prveko\ruhu (M, +, ') vzhledem k operaci , idempotentnr, pak je okruh M komutativnrakažd jeho prvek má ád s 2.

Pro okruhY, o nichŽ se hovo í ve větě 9.4, zavedeme následujíc í název:
DeÍinice 9,5, okruhlM, +,,) se na4n:áBoole v, prduě když každy jeho pruek jeuzhledem k operaci. idempotentní.

Ve větě 9,4 jsme ukázali, Že ke každéBooleově algeb e B lzesestrojit určityBoole v okruh s jednotkovYm prvkem. Platí však taka obráceně: K libovolnémuBooleoYu okruhu B s jednotkoq m prvkem lze sestrojit Booleovu algebru. Kon_strukci uvedeme formou následující věty, jejíž drik u, ""Áá;;" cvičení.

Věta 9,5, N echť q, *,') ie a ootet)u okruh s jednotkouym prukem, pak definuje_me-li u tomto okruhu operace u, r a ' násleáujícími for-rtr^t,
_ (V",yeB)xuy:íiy-x.y

(V*,yeB)xn|:x.!
(VxeBlť:I- x,
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Tab. 1

r-1 í 2 3 5 6101530

1

2
a

5

6

10

15

30

11111111
12112212
113i3133
11151555
I2316236
I 2 1 5 2Ia 510
1 1 3 5 3 51515
1 2 3 5 6101530

Tab,2

Ll I 2 3 5 6101530

1

2

J

5

6
10
15

30

L 2 3 5 6101530
2 2 610 6103030
3 6 315 630 1530
51015 530101530
6 6 6 30 6303030

10 10 30 10 30 10 30 30
15 30 15 15 30 30 15 30
30 30 30 30 30 30 30 30

obdržíme Booleouu algebru (B, u, n,'), u níž je nulouy a jednotkouy pruek okruhu
B po adě nulou a jednotkou.

Konstrukce, která vede od Booleovy algebry k odpovídajícímu Booleovu okru-
hu s jednotkoq m prvkem, a konstrukce, která vede od Booleova okruhu s jednot-
kov}m prvkem k Booleově algeb e, jsou k sobě navzájem inverzní. Tím chceme
Íci toto: Vyjdeme-li nap . od určité Booleovy algebry B, m žeme k ru sestrojit

odpovídající Booletiv okruh s jednotkou. Jestliže potom k tomuto okruhu sestrojí-
me Booleovu algebru, pak obdržíme Booleovu algebru B, z nížjsme vyšli. Nyní
máme vše p ipraveno k vyslovení tzv. Stoneovy věty.

Věta 9.6. Teorie Booleou ch algeber a teorie Booleouych okruh s jednotko-
uym prukem jsou ekuiualentní.

Článek ukončíme p íkladem, v němž k zadané Booleově algeb e sestrojíme
odpovídající Booleriv okruh.

P íklad 9.5. Uvažujme Booleovu algebru B všech dělitelri čísla 30 v N (viz
p . 8.a). Tabulky I, 2, 3 jsou tabulky základních Booleoq ch operací v B.

Tab. 3

1,2 3 5 610 1530

301510 6 5 3 2 1

Sestrojme k uvedené Booleově algeb e B odpovídající Booleriv okruh, tzn. zaveď-
me v množině B operace o a , (viz formule (g.l) a (l.a)). Tabulka pro operaci
, bude shodná s tabulkou pro operaci n. Vzhledem ke konstrukci tabulky operace
O ukážeme nejprve dva q počty symetrick ch diferencí a pak vypíšeme celou
tabulku 4.

5 @ 3 : (5 .. 3') - (5'.. 3) : (5 - 10)., (6 ., 3) : 5 r-: 3 : ].5

5 o 15 : (5 -.' 15') ,-.,(5'n 15) : (5 r. 2) - (O - 15) : 1 r-r 3 : 3
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Tab,4

@ í 2 3 5 6101530
1

2
aJ

5

6
10
15

30

l --

l 1 2 3 5 6101530
| 2 l 6 l0 3 53015
| 3 6 l 15 230 5l0

51015 130 2 3 6
6 3 2 30 1 15 10 5t0 530 215 1 6 3l

15 30 5 3 10 6 1 2l
301510 6 5 3 2 1|

10 BC

Poznamenejml,Že tabulka operace @ je grupová, v níž jenulov}m prvkem číslol.PrvkY 1 v celé hlavní diagonále ukazuji, žeiaždéčíslo;L opuerrá samo k sobě. Sy_metriČnost tabulkY Podle hlavní diagonály pi"Jrtu*;gkomutativnost operace @.V tabulce operace , vidím 
", 

Ž:leJnottá../m prutám je číslo 30. Idempotencilibovolného Prvku vzhledem t teto operaci porna^"pooie složeru hlavnr diagoná_lY (htavní diagonála se shoduje se záhlavím tabulk ).'Šd#ňst tabulky podletéto diagonály ukazuje, že o$erace , je komutatiu.ri. ortutní vlastnosti Booleovaokruhu (B, +,,) nechť si čtená ově ína několika konkrétruch pffpadech.

CVIČENÍ 9

1 UrČete vŠechnY Booleovy oodalgebry Booleovy algeb ry p(M), kde M : {o},

!;:!', 
b, 

'},io, 
b,', d},s".t-;tó Hasse v diagiam-s ,užuuje.r, těchto podá_

2 DokaŽte, Že Booleova podalgebra A algebry B je uzav enávzhledem k Sheffe_rově i vzhledem k Pier."ou-ě ope.aci." roíez áokažte p.; op"ru.. -, *, @,_ 1 
o (viz formute (8.2o) aZ (a.ZYi. 

--- ^vuv

3 Nechťá je podalgebra Éooteo.ry algebry B a nechťprvek a e B,pak podalgebraalgebry B generovaná množinou i " tl|i" *o 
"rru 

všemi prvky x e Btvaru
i: k: n a) tl (x2 n a'), kde x, , x, e A.
Dtlkažte.

4 K svazu znázorněnému na obr. 47a sestrojte jeho největší Booleovu podalgeb_ru (viz věta l.+). Totéž udělejte pro svz|zy znázorněné na obr. 51.5 Sestrojte Hasseovy diagramy Bóoleov/.í, ag"u" , P,!{ň-? P({r, b}) upomocínich sestrojte_Hasseriv-diagram 
.algebry 

pĚD 
" 

pď;:b}i ,|*..í Hasseovadiagramu algebry.P({o, n}) sestrojte Hasseriv diagram atgebryP({o, U}) 
" 

P({o,á})'' " --'
6 Dokažte věty 9.4 a 9.5.
7 

Řff]"ovÝm 
algebrám P({r}) a P({a, b}) sestrojte odpovídající Booleovy
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orím prvkem číslo]..
acné samo k sobě. Sy-
rrtatirnost operace @.
rslo 30. Idempotenci
bženr h]avnídiagoná-
ričnost tabulky podle
í r-lastnosti Booleova
ch pnpadech.

ry (Ml, kde M : {o},
nt všech těchto podal-

itrá vzhledem k sheffe-
|ro operace -, *, @,

la e B.pak podalgebra
nip.rkyxeBtvaru

í Booleovu podalgeb-
n obr. 51.

}) " fl{o, U}) 
" 

pomocí
$[ romocí Hasseova

bcbrr,

dpotrdajíď Booleovy

10 BOOLEOVY HOMOMORFISMY

V této kapitole nejprve ukážeme další d ležité vlastnosti ideálri a filtru
v rámci Booleoq ch algeber. Dále budeme studovat Booleriv homomoďismus, tj.

homomorfismus, ktery zachovává všechny tťt zákIadru booleovské operace. Do-
datečně se ukáže, že pojmy svazovy homomorfismus a Booleriv homomorfismus
nad t ídou Booleoúch algeber spl}vají. D ležitou vlastností Booleov; ch algeber
je existence vzájemně jednoznačného zobrazení mezijejich kongruencemi a jejich
ideály, pop . filtry. V drisledku toho |ze nap . homomorfru obrazy Booleor.Y.h
algeber studovat nejen pomocí kongruencí jako u svazti, ale také pomocí ideári,
pop . filtru. Y závéru ukážeme, že libovolnou konečnou Booleovu algebru lze
reprezentovat pomocí potence nějaké množiny.

10.1 ldeály a íiltry

Ideály a filtry ve svazech jsme studovali v článku 4.3. P ipomeňme, že
ideálem I ve svazu S rozumíme každou neprázdnou množinu 1 g ,S, pro rltž p|atí:

(Vr,y eS) x eI xyeI +.trtJ yeI
(V*,ye S) x eI ny3x+yeI

Vlastru ideál I svazl,S se nazyvá maximální, právékdyž ve svazu,S neexistuje
žádny vlastníideál obsahující / jako vlastrípodmnožinu. Vlastru ideál .I svazu , se
nazyvá prvoideál, právě když pro něj platí:

(Y*,ye.)x-y I+xeIvyeI

(to.t)
(to.z)

(to.:)

Duálními pojmy k t em v}še uveden}m pojmtim jsou: filtr, maximálnr filtr a ultra-
filtr.

Ideály a filtry ťvo í driležity druh podsvazri dan; ch svaz . Také v Booleorí.h
algebrách tvoff ideály a filtry podsvazy těchto algeber. Z píedchozí kapitoly však
víme, že žádny vlastní ideál nebo filtr Booleovy algebry B netvoff její podalgebru,
neboť neobsahuje buď jednotku, nebo nulu algebry B.

O vztahu mezi ideály a filtry v BooleovYch algebrách hovo í následující lemma-
ta, jejichž drikazy se opírají o de Morganova pravidla a o formuli (S.ZS).
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Lemma t0,1, Nechť I je ideál Booleouy algebry B, pak množina F ušech pruktix' , kde x e I, tuo í fittr algebry B.

Lemma t0,!,',.!e ť F ie filtr Booleouy algebry B,pak množina I ušech prukt) x,,kde x e F, tuo í ideál algebry B.

KaŽdé z uvedenYch lemmat určuje vzájemně jednozna čné zobrazení mezi 
'nno_Žinou vŠech ideálri a množinou všech filtru danĚ Booleovy algebry B. Jestliže 1jeideál v B, Pak filtrf' zkonstruovanl podle lemmatu 10.1 se nár1raduálni íiltr k 1,a obdobně, jestliŽe F je filtr v B, pak se ideál1 zkonstnr.;r, *dle 1emmatu 10.1,nazyvá duátní ideál k F.

P íklad 10.1. Uvažujme těleso.množin !(Y), kde M : {a, b, c, d},pak množi-
Y I 

,= {{q, |}, {o},,{b),0} tJ9 í ideál J P(M). Duálním filirem k 1 je množinalo'1{c, d},{b, r, d}:{-o, ,', d},{o, b, c, d}}. 
\-'-l-

UvaŽujme mnoŽinu I vŠech konečnych podmnožin nekonečné množinyM , MnoŽina I je vlastní ideál v tělese mn_ožín p@).r;álrír" iit-*"* k 1je množina,F vŠech nekoneČnl ch podmnoŽin mno žiny M', kieré mají konečné komplementyvM.
P eforrnulujeme-li lemmata 4.6 a 4.6' pro Booleovy algebry, obdržíme:

Lemma 10,2 (l0.2'). KaŽd ideól ffittr) Booleouy algebry B obsahuje nulu4rd_notku) algebry B.

V kaPitole 6 jsme d,okázali, Že v libovolném distributivnrm svazu ,S je každymaximální ideál 1 Prvoideálem (viz věta 6.7). Protože Booleovy algebry jsou spe_ciáIní P ÍPad distributivních svaz , platí uvódená věta i u Booieorych algebrách.V Booleov ch algebrách (na rozdrl od libovotnych distributivruch svazri) platíi obrácení této věty. proved'me následující vahu:
Nechť B je Booleova algebra u_.r".ňť 1je prvoideál v algeb e B, pakpodlelemmatu L0,2 je0 e I.Prolibov?Fér. apráto*usíplatit x n ť: 0 e l.protože1je Prvoideál (viz formute (to.:)), 

"yplluiztoha,žei r| nebo x, e I.oba prvkyx aX' vŠak nemo.hgY do_ ideálu/ pat it sóučasně, neboťpak by ideál/ podle formule(tO,t) obsahoval i jejich spolejx LJ x' : 1 a ideáIby nebyl vlastní. V sledek našíprozatím nedokončené vahy mtižeme vyslovit takto:

Lemma 10,3 (10,3'), Nechť B ,': Booleoua algebra a I je pruoideál (r p ultra_
ftltr) u B, pak platí:

v B. K tonrui,
znamená. žc .
takovy, že .r 

=

komplement
tak i x', ITlll:.

"r nebyl r,,la:t:

Věta l0.1.
I. Ideái ]
2. Ideti! i .

Věta l0.1
1. Filrr F :

2. Filtr F ;

Podle ler:.:
formule (i r -
ideál ,1 rrp,-. . ,
kou l. r čtl _
vyslovit:

Věta 10.2. ,

z podmírtek )

Věta 10.2 . ;

z podmínek l,.

Z lemmatu -:

žinu 0 fuoff ripi:
Booleovy algeb,:
svaz i bez toho:

Lemma l0..1.
u němž je rulloti

Lemma 10.-l .

t němž je nulot, ,

y závěru článl
i v teorii Boolec
následující věta:

Věta l0.3. }-ec
geb e B, prát,ě k,l

(Vx e B) x e Ii x' e I, kde 7 značívylučovací nebo
((Vxe B)xeFix'e F)

(to.+)

(to.+,)
pokračujme v tivaze započaté p ed vysloverum lemmatu 10.3. vyšli jsme

z P edPokladu, Že I jePrvoideálv B ichceme dojítk závěru, že I jemaximálníideál
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ntwžina F ušech pruk

lwžina I ušech prukt) x' ,

Ézobrazenímezi mno-
algeb.y B. Jestliže I je
:nazlvá duální íiltr k /,
ry podle lemmatu ]"0.].'

|a, U, c, d}, pak množi-
tremk/jemnožina

, nekonečné množiny
l filtrem k 1 je množina
kon čné komplementy

pbr},' obdržíme:

7 B obsahuje nulu |rd-

@ svílzu S je každ;
bo*}, algebry jsou spe-
Booleov ch algebrách.
lrnirních svaz ) phtí

algeb e B, pak podle
x.rl ť:0 e l.Protože
Éo x' e I. Oba prvky
y ireál/ podle formule
lr"la tní v sledek naší

: pcoideál (F je ultra-

íŇ (to.+)

(t o.+,)

Enr 10.3. Vyšli jsme

, / je maximální ideál

v B. K tomuto tvrzení dojdeme sporem. Nechť prvoideál / není maximální v B. To
znamená. Že existuje vlastníideál Jv B takovy, že I c, -/, a tedy existuje prvek x e B
takovy, Že x 4 I a x e "í. Protože x nepat í do 1, musí do 1 podte (to.+) pat it jeho
komPlement x' . Z piedpokladu I c, J wplÝvá, že x' e ,I. Protože -/ obsahuje jak x,
taki x' , musí podle (t O.t) obsahovat i x t: ť : I, což je spor, neboť pak byideál
/ nebyl vlastru. Ideál 1 proto musí byt maximální. Nyní m žeme vyslovit větu:

Věta 10.1. V Booleouě algeb e B jsotl nástedující duě podmínky ekuiualentní:
I. Ideál I je pruoideál.
2. Ideál I je maximální.

Věta l0.1'. V Booleouě algeb e B jsott následující duě podmínky ekuiualentní:
1,. Filtr F je ultrafiltr.
2. Filtr F je maximální.

Podle lemmatu 10.3 víme, že pokud je 1prvoideál v algeb e B, pak pro něj platí
formule (tO.+). Lze též dokázat (víz cv. 10.1), že z p\a|nosti formuró (ro.4)^pro
ideál I vyplyvá, že I je prvoideál. Podmínka (10.4) je proto ekvivalentru s podmín-
kou 1. věty 10.1 a v drisledku věty 10.1 i s podmrnkou 2. této věty. Mrižeme proto
ryslovit:

Věta l0.2. V Booleouě algeb e B je podmínka (tO.+) ekuiualentní s každou
z podmínek 1,., 2. z uěty 10.1.

Věta l0.2'. V Booleouě algeb e B je podmínka (tO.+') ekuiualentní s každou
z podmínek'l,.,2. z uěty 10.].'.

Zlemmatu 4.9 víme, žemnožina všech ideálri daného svazu . doplněná o mno-
ŽÍnu 0 tvo í plny svaz. To samozíejmé platí i pro Booleovy algebry. Protože však
Booleovy algebry mají nulov} prvek, tvo í množina všech ideálri algebry B pln
svaz i bez tohoto doplnění o množinu 0.

Lemma l0.4. Množina ušech ideól dané Booleouy alge.bry B tuo í plny sl)az,
u němž je nulou množina {O} o jednotkou množina B.

Lemma t0.4'. Množina ušech filtr dané Booleouy algebry B tuo í plny suAz,
u němž je nulou množina {t} o jednotkou množina B.

Y závěru Článku zdrivodníme, proč užívámepojem ideál jak v teorii okruhri, tak
i v teorii Booleovych algeber. Tyto pojmy spolu totiž velmi zce souvisí. Platí
následující věta:

Věta 10.3. Nechť I je podmnožinou BooleoDy algebry B, pak I tuo í ideát u al-
geb e B, práuě když I tuo í ideál u odpouídajícím Booleouě okruhu B.
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D kaz. Nejprve dokážeme: pokud je 1ideál v algeb e B,p*je / ideál v odpovÍ-

dajícím Booleově okruhu B (vizvéta9.4).Pro ideál l algebry B platíformule (tO.t)
a (tO.Z) a ideál 1 okruhu B je charakterizován formulemi (viz čl. 1.1):

(V*,yeB)xe .In yeI +xOyeI
(V*,yeB)xeI+x.yeI

Nechť x, y jsou libovolné prvky z algebry B, pak

1,.xeI xyeI
Z.xny'sxxť--.y=y
3. (,r.,, y') u (r' .,.' y\ o x u y
4.x@y3xuIeI

x@yeI
LxeI nyeB
2.xny=x

x.yeI

"l,.xeI xye I
Z.(*oy)o("-y) :xu!

xuyeI
"l,.xeI nysx
2.xn|:!

yI

P edpoklad
podle (z.ts\
Podle cv. 2.L5 na í, 2.
podle (g.l) a (to.t)
Podle (to.Z) na . 4,

P edpoklad
Podle (r,13)
Poclie (10.2) a (9.8) na r. ].

P edpoklad
Podle cv. I0.2.
podle (to.s), (q.s) a (lo.o)

P edpoklad
Podle (s.tS) na . 1.
podle (to.0) a (l.s) na i. 2.

F množiny B na
race) tzn. Myž 1

(Vx. 
_v

(V_r r
(Vr e

zobrazení F y
íismus algebr_r l
izomorfoí zohl
Aseutomtop,

v další cá ti
obraze značit g

Následuiíí t
s jehož analogiÉ
p edevším v čti

Definice ll-
je podalgebru
A do algebr_", B,

vraťme se n
operace 0, 1. l.I
le v hommod

f(ol=

Pokud bychm
vy algebry, mfi

Nechť r F
libovoln; pryet

Fí0) ,

r(r) =

P iktad l02
algebru Á všed
jsou znázorněn,
každé z nich ve

m žeme defin<

Á. Toto zobrazl

(to.s)

(10.6 )

Ny* obráceně: Dokážeme, že pokud 1je ideál tlkruhu B, pak / je ideál r' odpo-
vídající algeb e B. Nechť x, y jsou libovolné prvkr okruhu B' pak:

l0.2 Booleovy homomorfismy

V kapitole 4 jsme studovali relace ,,bytizomoďní" a,,bythomomorfru"
mezi svazy. Víme jIž, že svaz A je homomorfním obrazem Booleovy algebry

B : (B, -, ,_J,'), právě když existuje zobtazeníF:B 9 A,kterézachovává operace

n íl u. V následující definici budeme požadovatizachování operace komplement.

Dffve však než tuto definici vyslovíme, je vhodné zdriraznit, že pokud existuje

. zobrazení F Booleovy algebry B na svaz,4 a poku d zobtazent F zachovává vŠech-

ny t i zák|adru booleovské operace, pak je svaz A sarnoz ejmě také Booleovou
algebrou.

Deíinice 10.1. Říkáme, že Booleoua algebra(A, ň, ú, -) j, Booleov,m homo-

morfním obrazem Booleouy algebry (B, n,, u,'), práuě když existuje zobrazení
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F mnoŽinY B na mnoŽinu A, které zachouáuá ušechny t i záktadní booleouské ope-
race, tzn. kdyŽ platÍ:

(V*, y e a) F(x -, y) : r(x) 
= n(y)

(V *, y e B) F(x,_, y) : r(x) 
= r(y)

(v"r. r) n(x'): F(r)

(to.z)

(to.z,)

(to.s)
zobrazení F se nazyuá Booleovo homomorfní zobrazení nebo Booleriv homomor_
fismus algebrY B na algebru A. Pokud je zobrazení F prosté, nazyuáse Booleovo
izomorfní zobrazení nebo Booleriv izomorfismus algebry B na algebru A. Algebra
A se u tomto p ípadě nazyuá Booleriv izomorfní obraz algebry B.

V dalŠÍ Části budeme operace v algeb e B i v jejím Booleově homomoďním
obraze značít stejně.

Následující definice ukazuje jedno vhodné rozšírení Booleova izomorfismu.
s jehoŽ analoeií jsme se seznámili už pri studiu svazu. Toto rozší ení rr užijeme
preder,ším r, článku 11l.],

DeÍlnice 10,2. \'ecir,'' F ie Bc,tlt|e tir i:ontor.fisnttts alqebrl._1 tta algebrtt,1, . která
le Podalzebrott tllqebrl B. pttk iíktime.:e F le Booleoro izomorfní vnorení ulgebryA do aIgebrt, B,

Vratme se vŠak k definici 10.1. Booleova algebra obsahuje také dvě nulární
oPerace 0,1,UŽ svazovY homomorfismus zachoiával tyto op..u.., a proto i Boo-
leriv homomorfismus F tyto oper ace zachovává, tzn.

r(0) :onr(r) :t.
Pokud bYchom vŠak chtěli provést zdrivodnění formute (ro.1) pouze pro Booleo-
vy algebry, m žeme postupovat nap . takto:

Nechť F je Booleriv homomorfismus algebry B na algebru A a nechť x jelibovolny prvek z B a.r' je jeho komplem".r! pul,
F(0) : F(x n x'): F(x) - F(r') : F(r)- F(x)' : 0

F(1) : F(x u x'): F(x) - F(r') : F(*)., F(x)' : 1

P Íklad lil.2-UvaŽujme Booleovu algebru B všech dělitehi čísla 30 a Booleovu
algebru á vŠech dělitelri Čísla 77 v množině N. Hasseovy diagramy těchto algeberjsou znázorněnY na obr. 57. V množině B jsou vyznačeny čt i podmnožiny a od
kaŽdé z nich vede ŠiPka k některému prvku množiny á.-pomo.í tohoto obrázku
mtiŽeme definovat Booleovo homomo rtní zobr*ě* F algebry B na algebru
Á, Toto zobrazeníP i azuje každému prvku vyznačené množi]n y v B ten prveÉ. z A,

(to.1)
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do něhož smě uje p íslušná šipka. Tak nap. r(1) :1, F(10) :
Ově me alespoň na jednom p ftladě platnost formur (tO.Z),
formule (tO.S).

r(6 n 15) : F(3) : 11 :77 n 11 : F(6) n F(15)

F(2u 15) : F(30) :77 :7 u 11 : F(2) u F(15)

F(3,) : r(10) :7 : r(3),

l a F(6) :77.
(to.1') a také

Na základě d
a (a.t5') mužem
platí l'plnž věta

Větá 10.4. jVa

které platíformtl
tíidruházform

Nyní porovr
fismu s cílem zifo

I kala libovohé
se t ká pouze B
algeber B aA j
problém oeam
zda je také Bod
možné porrát nr

Větr l05. -\'a
l<teré platí fun
(10.8[

Jinat cňmo:
také nuknlí e ir

Dlrku- {6cr
formule (tO-Sl n

r(ol -
r(r) -

Prvek FÍťl.sphu
pro libovolnY pn

Nechť F je svi
prusek a spojení
ment,atedyFi

Na základě pl
tečná, nicméně,
pro Booleovy atl

leovsky homomr

podle definicr
vŠechny tň zíkl
i všechny další

F--'-- 
-_--ž

Obr.57

P íklad 10.3. Uvažujme Vennriv diagram na obr. 58. Dva kruhy vyznaČené na

tomto obrázku rozdělují cely obdélnft (bran; jako bodová mnoŽina) na Čty i Části.

Skládáním těchto čty částí lze vytvo it celkem 16 obrazcri (poČÍtáme i prándny

obrazec). Uvažujeme-li v této množině obrazcri operace prunik, sjednocení

a komplement, obdržíme Booleovu algebru, jejíž nulou je prázdny obrazec a jed-

notkou je cel; obdélnft. Tato algebra je izomorfním a tedy i homomorfním obra-

zem tělesa množin P({a, b, c, d}). Hasseovy diagramy obou těchto algeber lze

sestrojit tak, aby byly shodné.

Obr.58

poznamenejme, že v p ftladu 9.3 jsme uváděli, že algebru P(M) lze získatjako

direktní součin určit ch dvouprvkov ch etězcri. Správně bychom vŠak měli ftat,

že algebr a r(U)je izomorfní s uvažovan; m direktnrm součinem. Obdobně je tomu

ivpíkladé9.4.
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7

o) :laF(6):77.
0-7), (10.7) a také

(15)

(t5)

kruhy vyznačené na
lvožina) na čty i části.

l ..
poctuíme i prázdny
prunik, sjednocení
udní- obrazec a jed-
romomorfrtím obra-
techto algeber lze

' : ze získat jako
: : '...k měli íkat,
:_ _ ::,rbně je tomu

Na základě de Morganovych pravidel či speciálně na
a (s.t5') mrižeme snadno oojít k závéru, že lie v definici
platí totiž věta:

základě formulí (S. t S)
1,0.1, požadovat méně.

Věta l0.4. Nechť F je zobrazení Booleouy algebry B na Booleouu algebru A, pf o
které platíformuleQO.a),a jedna zformulí(10-.7\,00.7,),pakpro zob"rorrni i ptr_
tí i druhd z formulí (to.1), (tl.1').

Nyní porovnáme definici svazového homomorfismu a Booleova homomor_
fismu s cÍIem zjistit. zda vrjbec definice l0.I zavedla novy pojem. Definice 4.13 se
tÝkala libovolné drojice svazú,a tedv i Booleovych algebei,Žatímco definice 10.1
se tÍ'ká Pouze BooleorÍ'ch al-9eber. Je z ejmé,žakažd Booleriv homomorfismus
algeb'er B a ,1 je také jejich svazovym homomorfismem. Daleko zajímavější je
Probiém oPaČn, : Pokud je zobrazení F svazovym homomorfismem algeber B a A,
zda 1e také Booleovym homomorfismem těchto algeber. K nalezení odpovědi je
možné použít následující větu.

\'ěta 10.5. N echť F je zobrazení Booleouy algebry B na Booleouu algebru A, pro
:::e'é niatí formule (10.7) a (t1.1'), pak pio zobrazení F platí táta 7orÁa,, .\ l.

Jinak rečeno: Pokud zobrazení F: B 3 A zachovává prusek a spojeni a tedy
také nulorí, a jednotkovÝ prvek, pak zachovávái komplóment.

Dtikaz. Nechť zobrazení F splňuje p edpoklady věty, pak dokážeme platnost
formule (10.8). Nechť ;je libovolny prvebi a a x' jel.rro to-plement, pak platí:

F'(0) : F(xn*'):F(r) -F(x') :0
F(1) : F(xu*'):F(x) - F(x'):I

Prvek F(r') sPhuje podmínky komplementu prvku F(x) (vizformule (s.z)), a proto
pro libovolny prvek x e B p\atí F(*') : F(*)'.

Nechť F je svazov} homomorfismus algebry B na algebru A, tzn. F zachovává
Prrisek a sPojenÍ. Pak ale podle věty 10.5 zachovává homomorfismus F i komple-
ment. a tedy F je Booleriv homomorfismus algebry B na algebru,4.

Na základě Právě provedené vahy se sice ukáza|o,že definice ].0.1 je nadby-
teČná, nicméně, umoŽnila nám alespoň dobrli vhled do problematiky. protože je
pro Booleovy algebry jedno, zda íkáme, žejsou svazově homomorfní nebo boo-
leovskY homomorfni budeme v dalším textu íkat pouze, že jsou homomoďní.

Podle definice 10 .I zachov áv á homomorfismus F mezi Booleovymi algebrami
vŠechnY t i základní booleovské operace. Homomorfismus F však zaóhovávái všechny další operace zavedené na konci kap. 8, tzn. operace -, *, @, ,
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1 a l. Tyto operace lze totlž vyjád it pomocí základních n, ul a', které jsou, jak

jsme již ekli, zobrazenímF zachovány. Ukažme naše twzenína p íkladě: UvaŽuj-

me homomoďismus F: B Y A, kde B aÁ jsou Booleovy algebry, pak dokážeme

formuli:

(V *, y e B) F(x Jé y) : r(x) " F(y)

F(x x y) : F(*'..,y): F(r') - F(y) : F(*)'- r(y) : F(r) * r(y)

obdobně jako u svazri, tak i u Booleoúch algeber zachovává homomorfismus

uspo ádání o (viz formule (+.tS)). Obrácené wrzení však u svaz neplatilo a ne-

platí ani u Booleot'ch algeber, jak ukážeme na p íkladě. Pokud zobrazení

F: B 3 A zachovává uspoíádaíi fie izotonní), pak F nemusíbyt homomorfismem,

tzn. nemusí zachovávat zák|adní booleovské operace.

p iklad 10.4. Uvažujme Booleovy algebry B : p({a, b}) u A : p({c}). pak

zobrazení F: B X A, pto néž platí:

,,a Dío X:0
F(*): / L

\t.l prox*0
zachovává uspo ádáru (viz obr. 59), ale nezachovávánap. operaci n, neboť

(to.to)

Fornl *-

morfisn *

prár,ě jel

D l:,;:

z ejmá. ^..

Obrli;.
mus F --

F(r) : F
Proto t -
lentní - ,

antisr :. .:

izomr.::, -,

(10 1,

10.3

r r'Ci: ,-_ l .

L, -,r ,-

\,'* --_-.: ^

:*.:-
---.;-,- :

:--
]-']_:--

: --

Bc:,
g

Obr.59

Následující věty umožňují zjistit, zda darty homomorfismus meziBooleovymi
algebrami je izomorfismem či nikoli.

Věta 10.6 a 10.6'. Homomorfismus F Booleouy a'lgebry B na Booleouu algebru

A je izomorftsmem, práuě když

v algeb e B
zobrazení F

v algeb e Á

(Vxer) r(x) :0+ x:O,
nebo

(Vx. a) n(x): ]. + x: 'l,.

í78
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.{.} - {.} : {.}, u nikoli 0.
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(to.t t,)



_ .] . které jsou, jak
:.: pnlíladě: UvaŽuj-
-:11 . pak dokážeme

(to.to)

)

ává homomorfismus
nazU neplatilo a ne-
Ě. Pokud zobrazení

ryt homomorfismem,

llaá:r({c}).rat

] _ ]-:- -. rel.,oť

!

rrs mezi Booleoq mi

n Booleouu algebru

(to.t t)

(to.t t,)

Formule (tO.tt) a (t0.11') bychom mohli vyslovit takto: Dolní jádro homo-
morfismu F obsahuje právě jenom nu|u a horní jádro homomorfismu ,F obsahuje
právě jenom jednotku nebo nFO : {O} u nrt : {t}.

D kaz.JestliŽeF jeizomorfismus,pakjeplatnostfomule(tO.t1),pop .(to.tt')
zíejmá, neboť F je prosíé zobrazení a platí (t1.1).

Obráceně: JestliŽe platí nap . formule (t O. t 1 '), pak dokážem e, že homomorfis-
mus F je izomorfismem. Nechť x, y jsou libovolné prvky z B, pro něž platí
F(r): r(y). eat podle (to.t0) a lemmatu 7.7 p!atí: F(x"y) :e(-") 

"F(y) 
: r.

Proto podle (tO.t 1') m žeme napsat x x y : I, c-ožje podle iemmatu 7.7 ekviva-
lentní s formulí x = y. Obdobně lze získat formuli y 3 x.Protože relace = jeantisYmetrická, platí x : ],. To ale znamená, že F je prosté zobrazení, a tedy F je
izomorfismus. Stejné tvrzení obdržíme, budeme-li p edpokládat platnost formule
(to.t t).

l0.3 Kongruence, ideály, filtryo homomorfismy

V tomto Článku se nejprve budem e zabyvat kongruencemi v Booleo_
vYch algebrách. UkáŽeme, že existuje vzájemně jednoznačny vztah mezi
kongruencemi a ideály, pop . kongruencemi a filtrr,. Budeme detinovat faktoro-
vou algebru algebrv B podle kongruence K. kterou označíme BlK, a ukážem e, že
algebra B nemuŽe nrít žádné jiné homomortní obrazr- (až na izomorfismus) než
.]ge':r., ^6 Á D:,e buJene deťinoiat ťaktoror-ou algebru algebry Bpodle ideálu 1,
; ]: ----:* -r. r.-;l'* lzn.r;^'neB 1. ptlpr,B F. \arozdílodteoriesvazrijevtomto
-:_- -:_ _ __- ,-; :_,*-:-; :_i;- _]JCi; ]J|,o \ tetrnl grup.

\ .'janku j.n 
]_\m- 23\ťdll koneruence ve svazech. Nyní se budeme zabyvat

kongruencemi r Booleorrch aleebrách. Kongruence, které zavedeme, jsou ipe-
ciálním p ípadem svazorích kongruencí.

DeÍinice l0.3. ]Ýechť B je Booleoua algebra, pak ekuiualence K u B se nazyuá
Booleova kongruence v B, próuě když

(Y*,y, z e B) xKy + x n z K y n z,

(Vr, y, z e B) xKy + x tl z K y u z,
(Vr,yeB)xKy+x'Ky'.

Booleovu kongruenci budem e značit symbolem = a místo
x = y(mod K), nebo pouze x = y.

(to.tz)
(to.t:)
(to.t+)

formule xKy píšeme

Je z ejmé, Že kaŽdá Booleova kongruence v algeb e B je také svazovou
kongruencÍ. KaŽdá Booleova kongruence v B (stejně jako svazová) je zvláštní
P ÍPad ekvivalence) a proto indukuje rozklad množiny 

-B.protože 
v dalším textu
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budeme pojednávat v hradně o Booleoqich kongruencích, budeme p ívlastek

,,Booleova" vynechávat.

p íklad 10.5. Uvažujme Booleovu algebru B všech dělitelri ČÍsla 30 v N. Na
obr. 60 jsou vyznačeny tíi Ňzné rozklady množiny B. Rozklady na obr. 60a,

b odpovídajíkongruencím. Ově me alespoň na jednom p íkladě, Žepro ekvivalen-

ci K, z obrázku 60a platí formule (tO.t+).

3 = 15 (mod K,) * 3' : 10 = 2 :15' (mod K,)

Rozklad na obr. 60c neodpovídá kongruenci, neboť nap ,

3 = 5(mod6) apitom ]_0r_l 3:30 *I0:10,_.r5(modE).

Obr.60

pomocíformulí(S.tS) a (S.t 5')|zeukánat,že jsmev definici 1-0.3 mohli vyslovit

méně požadavkri. Platí totiž věta:

Věta 10.7. Jestliže pro ekuiualenci E u Booleouě algeb e B platíformule(tO.t+)
a jedna z formulr $O.tZ), (tO.t 3), pak pro ekuiualenci E platí i druhá z formulí
(to.tz), (t o. t:).

Nyní popíšeme konstrukci nor". ch druhri Booleorrych algeber.

Věta 10.8. Nechť (B, n, u,') j, Booleoua algebra a K je kongruence u B, pak

sestrojíme-li faktorol)ou množinu BlK a deftnujeme-li na této mnoŽině operaCe rl,
tl a ' takto ("r, o T, jsou libouolné btoky z BlK obsahující pruky x, y\:

T,n Tr: Txny (tO.tS)

(to.ts,)Tru Tr: Truy

T,,: Tt, (10.16)

pak trojice (nlr, u, rr '\ 1e Booleoua algebra, u níž je blok To nula a blok T,
jednotka.
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h dolních
supíema.

l otev en}
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a (P' =) 
j.

n a pokud
r etězcri se

idému reál-

rionátních
fralí íezy

W XvQ,
hín číslrim.

fuÁ (r,=)
hí množina

. j,3a,'I ekviva-

pčně uzávěro-

zhledem k re-

}
I g}, (4a), =)
hhto diagramri
do p íslušného

a 
=) 

racionál-

D kaz. Vzhledem k větě 4.9 stačí dokázat:a) Tna T, tvo ínulu a jednotku svazu
BlK, U) Oerinice komplementu nezávisína volbě repíezentant , c) formule (to.ro)
určuje komplement.

Nechť T,,Trjsou libovolné bloky z Bf K, pak:

u) T-n To: Tr.o : To

Tr,-: Tg : T*u0 : T,
T*- T1 : Trn1: T*

T* u: T1 : TruL : T1

b)T_:Tr+x=y+ť:
c) T., - T.*, : T*nr, : T(|

Tr t-l Tr, : T*ur, : TI

+ T*, : Tr, 1 T,* _ T,,

Na základě věty 10.8 mrižeme vyslovit následující definici.

Definice 1,0.4. Nechť B je Booleoua algebra a K je kongruence u B, pak Booleo-
ua algebra sestrojená podle uěty 1,0.8 se nazyuá faktorová Booleova algebra al-
gebry B podle kongruence K a značí se BlK.

Spojíme-li větu 10.8 s tím, co víme z článku 4.6 a uvážíme-li i větu 10.5, pak
mriŽeme stručně ííci: Každá faktorová algebra BlK je homomorfním obrazem
algebry B. N na izomorfismus neexistují žádné jiné homomorfrrí obrazy dané
Booleovy algebry B než její faktorové algebry BlK, kde K je kongruence
v B. A protoŽe dvěma ruzn; m kongruencím v B mohou odpovídat izomortru
faktorové algebry, |ze ííci, že homomortních obrazri algebry B je až na izomor-
fismus nejq še tolik, kolik existuje kongruencí v B.

Nyní se budeme zabyvat vztahem mezi ideály (Ouamě filtry) a kongruencemi
v BooleornYch algebrách. Následujícívétaukáže, že ideály a kongruence si vzájem-
ně jednoznaČné odpovídají. Tato sifuace p ipomíná situaci v teorii grup, kde si
také kongruence a normální podgrupy vzájemnéjednoznačně odpovídají. Obecně
ve svazech však takorn to vztah neplatí (viz p . 4.n).

Vilta 10.9. V Booleouě algeb e B existuje uzájemně jednoznačné zobrazení
rynožiny ušech ideál u B na množinu ušech kongruencí u B.

D kaz. Nechť I je ideál algebry B, pak dokážeme, že k němu lze sestrojit
kongruenci K pomocí následující formule:

x=y(modK) atí@yel (10.17)

P ipomeňme, že @ značí symetrickou diferenci (viz formule (S.Zl)). Dtlkaz, že
relace K je ekvivalence v B, necháme do cvičeru. Zde pouze dokážeme a) platnost
formule (tO.tS)) u b) platnost formule (t0.14). Na záktadě věty 1,0.7 pak mrižeme
íci, že platí i formule (tO.t2). Nechť x, !, z jsou libovolné prvky z B:
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a) P edpokládejme, že x @ y e 1, pak chceme dokázat, že
(x-,z)@(y- z)eI.
(x-z)@(y.'z):
: [(" t: z) n (y - ,)'7- [(" u z)' n (y - 47 : podle (a.zl)
: [(, u z) n (y' n /)]- [("' - ť) - (y u z\]: podle (s.ts').
:(x-, y -/)u(zny'nz')u(x'n/ ny)u

u(X'rlZ'rlz):
: (X., y' n z') u(x' n y - /) :
:z'rl[("- y)-(*'ny)] :
:ťn(x@l) ox@!
Protože (x u z) l (y ., z) = xO y e I, platí podle (tO.Z) i formule
(x-,z)@(y- z)eI.

U) r eapokládejm e, že x @ ! e 1, pak chceme dokázat, že

podle (a.zl).
podle (an), (s.t'), (a.zl) a p ed-
pokladu.

D kaz obrácené implikace. Nechť K je kongruence v algeb e B, pak dokážeme,
že k ru lze sestrojit vhodny ideál I.Za tento ideál prohlásíme blok rozkladu Bf K
obsahující nulu, tzn.

I:{*eB;x=O(modrK)}.
Musíme však dokázat, že ideál/ souvisí s kongruencí K tak, jak to p edepisovála
formule (tO.tZ). Postupovat mrižeme nap . tak, že sestrojíme množinu M všech
takov ch prvkti x @ !, kde oba prvky x, y patíi vždy do téhož bloku z Bf K, a zjis -
me, zda M :1. Nechť tedy

M : {z e B;(]r,y e B\ x: y(mod K) " z 
: x@y}.

Nejprve dokážeme, že M g 1. Nechť z je libovoln; prvek z M, tzn. existují prvky
x,! e B takové,že z:.í(D y a x: y(mod K), pak:

podle (s.s), (s.t).
podle (s.z), (s.o).
podle (s.s).
podle (a.zl), (z.ts).

("
kor
Kr
vI
vše

nln

stn
jící

Dn
ko
Fs

I

opc
fah

hte

l

rrbr

("'@ y') , L
x'@ :
:(x'ny"\u(x" ny):
: (x' -.y). (* ny'):.í@ y I

Z:X(DY:
: (x ._, y) - (, -, y)' =

z@O:(zn0') - (z'nO):
:(z--L)u(z'n0) :
:ZLJO:Z

I82

P edpoklad
podle (s.zv\.
Podle cv. 4.2L, (S.Z).

podle (a.zl\.
Podle V 7.I.
podle (s.0), (s.0').

Odtud wpl ^,,á, že z:0 (mod K), u proto z e I. Dokažme, že I = M. Nechť z je
libovoln; prvek z l,tzn. z = 0 (mod K), pak:



VYjdeme{i od ideálu I v B, pak po provedení obou vyše uvedenych konstrukcí
(v Pat iČném po adí) obdržím" opBt ideál 1. Obdobně, pokud bychom vyšli od
kongruence K v B, pak po provedení obou konstrukcí obdržíme opět kongruenci
K v B . ZobrazeníF,které každému ideálu I v B p i azuje odpovídajícíkongruenci
v B (viz formule 10.I7),je proto vzájemnějednoznačnym^zobrazením rrrnožiny
všech ideálri na množinu všech kongruencí.

'\Čta 
10.9'. V Booleouě algeb e B existuje uzájemně jednoznačné zobrazení

množiny ušech filtr u B na množinu ušech kongruencí u B.

MÍsto d kazu, ktery je duální k drikazu věty 10.9, pouze zopakujme obě kon-
strukce, které tvo í jeho záldad. Jestliže je v algebíe B zadán filtr F,pakodpovída-
jící kongruenci sestrojíme pomocí následující formule:

(Y*,y e B) x: y(mod K) o (" o y), F (to.tl,)
Druhy symbol e značí operaci zavedenou formulí (a.Zl'). Tato operace je duálru
k operaci O. JestliŽe je v algeb e B zadána kongruence K,pak odpovídající filtr
F sestrojíme takto:

F:{reB;x= 1(modrK)}

P íklad 10.6. Nechť B je Booleova algebra všech dělitelri čísla 30 v N. Uvažuj-
me ideál1 : {1, 5}. Tomuto ideálu odpovídá podle formule (rO.r7)kongruence K,
jejížrozklad je vyznačen na obr. 60a. Uvažujeme-li ideál I: {I,3,5,15}, pak
tomuto iderilu odpovídá kongruence, jejíž rozklad je znáaorněn na obr. 60b.

Analogicky jako jsme se u svazti v č1. 4.6 zabyvali vztahem mezi kongruencemi
a homomorfními obrazy daného svazu, mrižeme se nyní zabyvat vztahem mezi
ideály (rltry) a homomorfními obrazy dané Booleovy algebry. D íve však p ipo_
meňme: Nechť B, A jsou Booleovy algebry, pak dolním jádrem homomoďismu
F: B :3 A je iden nFO a horním jádrem je filtr nF1 (pokud 0,1 , A).
_ Nechť I je ideál v B, pak definujeme{i faktorovou množinu BlI píedpisem
{, @ I}-,, a na ní operace n, u &' formulemi (10.tS), (tO.tS') a (to.i6), obdržíme
Booleovu algebru. Drikaz tohoto tvrzení p enecháme čtená i.

Deíinice 10.5. Nechť l je ideál u Booleouě algeb e B, pak (BlI, F, u, '), kde
operace r, u a' jsou definouány formulem' (10.1S), (t0.1,5') a (tO.tO) se nazyá
faktorová Booleova algebra algebry B podle ideálu I a značí se BlI.

Duálně lze vyslovit definici faktorové Booleow atgebry algebry B podle íiltru F,
kterou značíme BlF.

P íklad 10.7. Uvažujme Booleovu algebru B všech dělitelri čísla 30 v N (viz
obr. 6()a). V ní existuje jeden jednoprvkoú ideál {t}, tri dvouprvkové ideály {I,2},
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{t, :}, {t, s}, t i čty prvkové ideály {1,2,3,6}, {I,2,5, 10}, {!,3, s, ts} a jeden

nevlastní ideál, t1. B. Ke každému z těchto idefl lze sestrojit faktorovou algebru
B/1. Nap . prvky faktorové algebry Bf I, kde 1 je ideál {r, S}, jsou bloky rozkladu
vyznačené na obr. 60a. Je z ejmé, že pomocí q še uveden}ch ideálri lze sestrojit
jednu osmiprvkovou faktorovou algebru,tj. Bl{1,} (viz obr. 6ía),dále t i čty prvko-
vé faktorové algebry, t i dvouprvkové faktorové algebry a jednu jednoprvkovou

faktorovou algebru, tj. BlB (viz,obr. 61d). Všechny ti čty prvkové faktorové
algebry jsou navzájem izomorfní a odpovídá jim Hasseriv diagram na obr. 61b.

Také všechny dvouprvkové Booleovy algebry jsou navzájem izomorfnr a odpovÍ-

dá jim diagram na obr. 61c.

Obr.61

Poznámka. P ipomeňme situaci u grup. Sestrojujeme{i rozklad grupy (C, ,) podle normální pod-

grupy H,pakbloky tohoto rozkladu zapisujeme a .H, kdec je někter,. prvek tohoto bloku. Pro kaŽd

prvek x e G p|atí, že vynásobíme{i postupně prvek x zptava (pop . zleva) všemi prvky normální

podgrupy // grupy G, pak obdržíme všechny prvky bloku, v němž tento prvek |eží.

Praktickli postup konstrukce faktorové množiny GlH pro konečnou grupu G je tento: Jeden blok
rozkladu tvo ínormálnt podgrupa Ě1. V prvním kroku zvolíme libovoln} prvek a, e G - H a sestrojíme

a, ,H. Obdržíme další blok rozkladu. Dále zvolíml a2e (C - ru) - at ,H a sestrojíme ar. H, Opét
obdržíme blok rozkladu atd. Po konečném počtu krokri, kterl je menší nebo roven poČtu prvk
grupy G, získáme všechny bloky rozkla t GlH.

I když u Booleorn ch algeber nezdrirazňujeme svazové uspo ádání, projeví se nám jeho existence

na nejruznějších místech, Nap . právě nyní. Jestliže chceme bloky rozkladu Booleovy algebry B podle
jejího ideáu / zapisovat v analogickém tvaru jako u grup, pak mtižeme použít značení a rl I, kde a je

nejmenší prvek tohoto bloku. Množinu a u 1 obdržíme jako spojení prvku a s každ;m z prvk
iderilu /. Pokud bychom za a nevza|t nejmenší prvek uvažovaného bloku, pak bychom p i popsanérn

spojování tento nejmenší prvek nemohli dostat.

Praktick postup konstrukce faktorové množiny BlI pro konečnou algebru B je tento: Jeden blok
rozkladutvoíideál/.Vprvnímkrokuzvolímelibovoln}minimálníprveka,eB-1asestrojíme
alts I. Obdržíme blok rozklad,u obsahující prvek ar. DáÁe zvolíme libovoln minimálru prvek
a, e (B _ I) - a1 t: I a sestrojíme a2 u I. Obdržíme blok rozkladu obsahující prvek ar, atd. Po koneč-
ném počtu krokri, kter; je menší nebo roven počtu prvkri Booleovy algebry B, získáme všechny

bloky rozk|adu BlI.

O vztahu mezi Booleovou algebrou B ajejí faktorovou algebrou Bf I hovoíí
následující véta, která ízce souvisí s větou 4.1,0.
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Věta 10.10. Nechť B je Booleoua algebra a I je ideál u B, pakfaktoroió algebra
BlI je homomorfním obrazem algebry B.

Uvedme poluze, Že homomorfismem je zobtazení (T, značí blok roz*adu Bf I
obsahující prvek x):

F:xeB,-T,eBlI
Věta 10.10'. Nechť B je Booleoua algebra a F je filtr u B, pakfaktorouó algebra

BlF je homomorfním obrazem algebry B.

Věta 10.10 k4 Že každá faktorová algebra BlI algebry B podle ideálu / je
homomorfním obrazem algebry B. Následující věta, která souvisí s větou 4."!,1,,
ukáŽe, Že aŽ na izomoďismus žádnéjiné homomoďní obrazy algebry B neexistují.
Této větě se ve spojení s větou 10.10 íkázákladnívěta o homomorfismu Booleo-
,Y.h algeber.

Věta 10.11. Nechť Booleoua algebra A je homomorfním obrazem Booleouy
algebry B, pak existuje takouá faktorouá algebra Bf I, kde I je idedl u B, že algebra
A je izomorfní s algebrou Bf I.

Podle věty 10.11 existuje ideril I v B takov , že faktorová algebru BlI je izo-
morfní s algebrou Á. MÍsto d kazu se omezíme pouze na konstatováni že hledany
idefl 1 je dolním jádrem homomoďismu F: B 3 A, tzn. množina nF0. Izo-
morfismem algeber BlI a A je následující zobrazení:

G: T*e BlI *" F(x) e A
Věta 10.11'. Nechť Booleoua algebra A je homomorfním obrazem Booleouy

algebry B, pak existuje takouá faktorouá.algebr.a BlF, kde F je ftltr u B, že algebra
A je izomorfní s algebrou BlF.

Shrňme: KaŽdá faktorová algebra BlI je homomorhím obrazem algebry B. Až
na izomorfismus neexistují žádnéjiné homomorfní obrazy dané Booleovy algebry
B neŽ její faktorové algebry Bf I, kde 1je ideril v B. A protože dvěma ruznl m
ideálrim v B mohou odpovídat izomorfnr faktorové algebry (viz p . 1,0.7),|ze ííci,
Že homomorfních obrazri algebry B je až na izomorfismus nejq še tolik, kohk
existuje ideálri v B. Duální shrnutílze vyslovit pro filtry.

P íktad l0.7 (pokračování). V Booleově algebíe B existuje celkem 8 ruzn; ch
ideálri. Hasseovy diagramy všech faktoroq ch'algeber BlI jsou zmázorněny na
obr. 61. Podle základní vět5r o homomorfismu Booleoq ch algeber mrižeme proto
ÍÍci, Že kromě algeber znázorněn ch na obr. 6L nemá uvažovaná algebra B žáďné
jiné homomortru obrazy.

Nyní je zcela zÍejmé, že sfudujeme-li otázku homomorfrích obrazti dané Boo-
leovy algebry B pomocí ideálri (tittru) nebo pomocí kongruencl, pak dostáváme
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rť;znymi postupy stejné v sledky. Tento závér jsme sice mohli vyslovit ihned po
vysloveru definice 10.5, ale raději jsme zvolili delší postup, aby měl čtená dostatek
Času vytvo it si správnou p edstavu. Na rozdíl od teorie svaz je tedy tato proble-
matika v BooleorY"h algebrách zcela analogická obdobné problematice v teorii
grup nebo okruhri. Víme, že studujeme-li nap . v teorii grup otáakuhomomorfních
obrazťr dané grupy G, je zcelajedno, zda to děláme pomocí normálních podgrup
v G nebo pomocí kongruencív G.

10.4 Množinová reprezentace

v posledním článku této kapitoly se budeme zabyrlat problematikou
reprezentace konečnych Booleov ch algeber. Protože Booleovy algebry jsou spe-

ciálru p ípad distributivních svazri, bude tento článek bezprost edně souviset

s článkem 6.2, v němž jsme hovo ili o íeprezentaci konečn; ch distributivních
svazri. Ukážeme, že k libovolné konečné Booleově algeb e B existuje potence

určité množiny, která je s algebrou B izomorfru. Ještě p ed toto pojednání však

zaíadíme několik p ftladri r zn}ch, ale navzájem izomoďních booleovskych alge-

ber. Všechny tyto algebry budou 51 2Q") prvkri, kde n je určité p irozené číslo.

P íklad 10.8. Nechť M jeneprázdnámnožina mající 2' prvkri. Utvo me potenci
P(M). Tato potence má celke* 2Q") prvkri. Booleovské operace prusek, spojení
a komplement jsou realizovány po adě množinov mi operacemi prunik, sjedno-

cení a komplement. Uspoíádánímnožiny P(M)je dáno relací,,byt podmnožinou".
Nulou je množina prázdná, jednotkou je množina M. Booleova algebra r(ru) ie
těleso množin, v němž je atomem, tj. horním sousedem nuly, každájednoprvková
množina {x}, tOe x e M.Algebra P(M) má celkem2" atomri.

Pro n: I aft : Z obdržíme algebry mající 4 a1,6 prvkri. Hasseovy diagramy

těchto algeber jsou na obr. 62a,b.

o)

Obr.62
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P Íklad 10.9. Nechť 2, 3, 5,7 , ... , p je prvruch T prvočísel. Sestrojím e číslo m,
které je jejich součinem,tzn. íll:2.3.5 .7 .....p. Utvo me množnu K všech
dělitelri čísla m v N, tzn. K : {* e N; xI,,}. Booleovské operace prusek a spojení
jsou realizovány po adě operacemi ,,největší společn; dělitel" a ,,nejtnenší společ-

n; násobek". Booleovskym komplementem čísla x e K je číslo a . Urpo íádání
x

mnoŽinY K je dáno relací ,,dělit". Nulou algebry je číslo t, j"a.rotkou je
číslo m. Atomem je každé z prvočíse| 2, 3, 5,7, ..., p. Tato algebra má opét 2"
atom .

Pro n: 1 a n : 2 obdrŽíme algebry mající 4 a^1,6 prvkri. Hasseovy diagramy
těchto algeber jsou opět na obr. 62.

P Íklad 10.10. Nejprve zavedeme Booleovy algebry, o nichž jsme prozatím
nehovo ili, a pak je dáme do souvislosti s ostatními p íklady.

UvaŽujme mnoŽinu K všech vrcholri n-dimenzionální krychle v euklidovském
Prostoru E, dimenze n. Ukažme, jak vytvo íme grafické znázornéru množiny K,
ČÍmŽ zároveň obdržíme Hassetiv diagram níže uvedené algebry. Nechť je dán
sYstém n orientovanych os prostoru dimenze n.Y jednotkor ch bodech těchto os
umístíme urČité vrcholy krychle (sou adnice bodu na i-té ose bude tvo it uspo á-
daná n-tice mající pouze na i-tém místě číslo 1 a na všech ostatruch místech
ČÍslo 0). Tyto vrcholy či jejich sou adnice budou tvo it atomy algebry K. Zmnoži-
ny A vŠech těchto atomti v,ywo íme potenci r(a). Každou množinu x s r(a)
nahradíme jednou uspo ádanou n-ticí, v nížje na i-tém místě číslo I, právé když
v některé n-tici z X je na témže místě číslo 1. Na ostatních místech budou nuly.
Nap . pro n: 4 aX :{(t,0,0,0), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1)} obdržímeuspo ádanou
Čtve ici (1, 0, I,I),která zastupuje množinu X akterárrauíc p edstavujó sou adni-
ce jednoho z vrcholri čty dimenzionální krychle. Uveden; m postupem získáme
sou adnice vŠech vrcholri krychle o hraně 1 (pro prázdnou množinu g É Aobdrží-
me n-tici (0, 0, ... , 0)). Načrtnutím hran spojujících sousedru vrcholy získáme
Hasseriv diagram algebry K. Nulou algebry K je vrchol o sou adnicích (0, 0, ..., 0),
jednotkou je vrchol o sou adnicích (1, 1, ..., 1).

Je z ejmé, jak se v uvedeném grafickém znázornění sestrojuje prusek a spojeru
vrcholri krychle. Komplementem vrcholu X je protiteh| vrchol krychle, tj. vrchol,
kteq leŽÍ na spojnici vrcholu X se st edem krychle. Pro n: 3 obdržíme trojroz-
měrnou krychti (viz obr. 61,a), pro n:4 obdržíme čty rozměrnou krycHi- (viz
obr.62b), pro lt.:2 obdržíme dvojrozměrnou krychli (viz obr. 62a).

ZaÍaďme právě uvedeny druh Booleo{ch algeber do našeho souboru p ftla-
dri: Sestrojme množinu K vrchol z'-dimenzionálru krychle. Množina K má 2Q\
prvkri. Atomem jekaŽdy vrchol mající právě jednu sou adnici 1. Algebra K má
proto 2" atomtt Pro ft : 1, díl : 2 obdržíme algebrymající 4 a líprvk . Hasseovy
diagramy těchto algeber jsou na obr. 62.
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p íklad 10.11. Nechť je dáno n jednoduchl ch navzájem nezávisl ch q rok
al, a2, ..., a,. Uvažujme množinu tr/ všech vlpovědí, které |ze z danl ch n q rokri

vytvo it pomocí spojek A, v a - . Každá qfpověď p edstavuje mnoŽinu navzájem

lágicky ekvivaleni*.n v. rokťr. Množina Ý má celkem 2(z') prvkri. Booleovsk}
prusek dvou v}povědí je reabizaván pomocí spojky 

^, 
spojeru pomocí spojky

v a komplement pomocí spojky r. Jednotkou algebry V ie , pověď vyslovená

pomocí vyroku majícího stavbu tautologie, nulou je q pověď, kterou lze vyslovit

pomocí v}roku majícího stavbu negace tautologie. Atomem této algebry je kaŽdá

q pověď, kterou lze vyslovit ve tvaru

X1 AX2A...^Xn)

kde každé x, je buď a,, nebo ra,. Algebta V má proto 2" atomi.

pro n: 1 a íl :2 obdržíme algebry mající 4 a 1,6 prvkri. Hasseovy diagramy

těchto algeber jsou na obr. 62.

Uvedené čty i p ftlady jsou pro ft : "l_ z íl : 2 navzájem izomorfní. Graficky se

tato skutečnost projeví tím, že mají stejné Hasseovy diagramy . ZÍejmé bude platit

obecně, že pro stejné n dostáváme čtveíici navzájem izomortních algeber.

O dalších p íkladech BooleovYch algeber, které jsou izomorfní s uveden}mi

p íklady, budeme hovo it v následujících kapitolách. Je to p edevŠÍm algebra A,
všectr booleovskl ch funkcí n-proměnn}ch definovan ch v algeb e 2 : {0, 1}, al-

gebra P, všech plnych disjunktivruch normálruch forem n-proměnn}ch definova-

nych také v algeb e 2, algebra Q,všech pln ch konjunktivnrch normálních forem

n -proměnnych definovanych v algeb e 2. DáIe to budou algebry p edstavující

fyzlkální realízaci Booleov}ch funkcí v algebíe 2, tj. algebry logick ch obvodri.

P istupme k pojednáru o množinové reprezentaci konečn}ch BooleovYch alge-

ber. Specifičnost ešeru tohoto problému v Booleor.Ych algebrách se proti eŠení

v libovolnl ch distributivních svazech projeví v následujícím lemmatu.

Lemma 10.5. Nechť B je Booleoua algebra, pak pruek p , B je zdola ireducibil-
ní, práuě když p je nula nebo p je atom.

Z|emmatu 10.5 vyplyvá,že v Booleově algeb e B jsou každédva r zné, nenu-

lové a zdola ireducibilní prvky p, q rtavzájem disjunktnr, tzn. p n Q: 0. NemriŽe

proto nastat pffpad znázornén; na obr. 49b. V distributivním svazu D existuje

zdo|a ireducibilní prvek p, ktery nenr sousedem nuly a není disjunktru se sq m
p edchridcem, ktery je také ireducibilní.

p íklad 10.12. V libovolné Booleově algeb e P(M) iro,, ,r"rr,rloq mi zdola
ireducibilními prvky, tzn. atomy, právě všechny jednoprvkové mnoŽiny $ ta"
x e M. Čtená si mťrže vyznačit atomy nap . v diagramech na obr. 61 a62.
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dé dva r zné, nenu-
P n Q: 0. Nemriže
fu wazu D existuje
í disjunktru se sv m

l nenulov}mi zdola
rc množiny $ ta"
robr. 6L a 62.

D kaz lemmatu 10.5. Nechťp je libovolny atom z B,pakz rovnostip : a u: b
vyplyvá a: pnebo a: a.Pokud a.:0,,pakp:0 r__r b: b.Voboup ípadechtak
docházímek závéru (viz formute (o.s)) , že pwek p je zdola ireducibilní.

Obráceně: nechť -r je libovolny prvekz B,ktery nenínula ani atom, pak existuje
takov} prvek a e B, že platí

0oaoX,
a proto

x: xn 1 : xn(au a'): (x-, a)u(xn a') : aLJ(xn a'). (rO.rl)
Poslední term jsme získali.z p edposledního pomocí formule (ro.r8) a formule
(s ts) Z formul? r: a u: (x n a')vyplyvá poo't" (z.ts'),že x .'';' - i.uYažeme,
Žedokoncemusíplatit xrl a' = r.P edpokládejme,žex11 a' : x.Ztohotop ed-
pokladu vyplyvá, že

a : X rl a : (X n a') 11 a :X."., 0 : 0,
coŽ je spor s formulí (tO.tS).,Proto skutečně platí x n a, o x. Z rovnosti prvního
a Posledního termu v (t0.19) proto vypl,vá, že prvek x není zdola ireducibilní.

Vyslovme lemma 6.6 pro Booleovy algebry.

Lemma 10.6. Nechť B je konečná Booleoua algebra, pak každ její pruek x lze
zapsat jako spojení urČitych atom .

Poznamen"jT:, Že nulu algebry B lze zapsatjako spojení prázdné množiny
atomri, tzn.0: U0. Označíme-liA(x) množinu všech atomri p aígebryB p edchá_
zejících P 9d Prvkem x e B, pak lze lemma 10.6 p epsat v sinelsr-poáobě (viz
lemma 6.7).

Lemma l0-7. Nechť B je konečná Booleoua algebra, pak každ její pruek lze
zapsat ue tuaru

x : |)e(x).
MÍsto zobrazení F definovaného u distributivních svaz formulí (o.o) zaved,e_

me nYní zobrazení G, které každému prvku x e B p i adímnožinu Á@)Í,která je
podmnožinou množiny á všech atom z B, tzn.

G:xe3,*e(x)ep(A). (to.zo)
Protože pro libovolny prvek x e B ptatí

A(r): I(r) - {o}

a ProtoŽe nula je obsaŽena ve všech množinách 1(x), má zobrazení G tytéžpro nás
dťrleŽité vlastnosti, jako mělo zobrazení F, tzn. G j" prosté, p evádí pnisek na
množinov pr nik

A(xny):A(r)"e(y)
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a dále p evádí spojení na množinové sjednocenl

A(x.'y):A(*\u A(y\.

TaképlatíÁ(O) : a n á(1) : A.
úkažme ještě, žekaždámnožina X e P(A) je obrazem nějakého prvku Booleo-

vy algebry B, tzn. že

G: B Y p(A\

Stačí ukázat, že Ňznymmnožinám atom X, Y p i azuje operace l: r zné prvky
z B. Postupujme takto: Nechť p je atom, pío nějž platí p 3l)X,kde X e P(Á), pak
podle formule (S.tO) platí:

p : p - l__]X: l_]n, ,r(p n Q,)

Protože p je ireducibilru prvek, musí existovat atom Qi e X takoq, že p : p - Qi,
což znamená 0 o p = q,. Protože q,je atom, dostáváma p : Qi, d proto p e X.

Drisledkem právě provedené vah} je následljící tvrzení:

Lemma 10.8. I,,Iechť X, Y jsou r zné podmnožiny množiny A atom konečné
Booleouy algebry B, pak platí

l)x * Uy.
Z |emmatu 10.8 již bezprost edně vyplyvá formule (tO.Zt). Všimněme si, že

podle věty 10.5 zachovávázobrazení G i operaci komplement. Lemma 6.8 mriže-

me proto pro Booleovy algebry vyslovit takto:

Lemma 10.9. N echť B je konečná Booleoua algebra a nechť A je mnoŽina atom

této algebry, pak zobrazení G definouané formult (LO.ZO\ 1e izomorfismus
algebry B na těleso množin P(A),

Na závěr našeho teoretického pojednání vyslovme lemma ].0.9 ve zjednoduŠe-

né formě. Obdržíme větu, která se naz7ruá věta o množinové reprezentaci koneČ-

n; ch Booleoq ch algeber.

Věta 10.12. Ke každé konečné Booleouě algeb e B existuje těleso mnoŽin P(M\,
které je s algebrou B izomorfní.

Větu 1,0JZ mrižeme vyslovit také takto:Y každém bloku navzájemizomoďních
konečn ch BooleornYch algeber existuje alespoň jedno těleso množin P(M).

Z véty I0.I2 vypl vá, že konečné Booleovy algebry mrižeme povaŽovat za

abstraktru analogie konečn}ch množinov ch těles P(M). Další d sledky:
l,.Každá konečná Booleova algebra má 2" prvkri, kde n je urČité p irozené

číslo, neboť jestliže množina M má n prvk , pak její potence P(M) má 2" prvkri.

Booleovy algebry proto mají L, Z, 4,8, ].6 atd. prvkri. Neexistuje tedy Booleova

algebra mající nap . 7 nebo 11 prvkti.
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Ého prvku Booleo-

(to.zt)

tC r: rlizné prvky
kdeX e P(Á),pak

n,_í,,žep:p-Qr,
1i.a proto p X.

A atom konečné

L \ršimněme
I-emma 6.8 .

je mnoŽina atom
je izomorfismus

[9 ve zjednoduše-
prezentaci koneč-

lao množin P(M),

ájem izomoďních
noán P(M).

ln považovat za
dusledky:
; určité píirozené
(-U) ma 2' prvkri.
lF tedy Booleova

s|, Ze
mriže-

2. KaŽdé dvě Booleovy algebry o stejném počtu prvk jsou navrájem izo.
morfní.

Na základě v'. Še provedenych vah mťržeme nyní popsat konstrukci mnoáno-
vého tělesa, které je izomoďní se zadanou konečnou Booleovou algebrou.

konstrukce:

0. Nechť B je konečná Booleova algebra.
1. Určíme množinu Á všech atom algebry B.
2. Sestrojíme potenci P(,.a). Uspo ádáme-ti množinu P(A) relací g, obdržíme

těleso mnoŽin izomorfní s algebrou B. Izomorfismem je zobrazení G zad,ané
formulí (to.Zo).

P íklad 10.13. Uvažujme Booleovu algebru B všech dělitelri čísla 30 v N. Kon_
strukci odpovídajícího tělesa množin, které je izomortní s B, popíšeme pomocí
obr. 63. ZnaČení je zde stejné jako ve v še popsané konstrukci. Na obr. 63a je
za,daná algebra B, v níŽ je vyznaČena írnožina atomri -4. Na obr. 63b je potence
P(A).

P(A)

{3,5}

Obr.63

Poznámka. Větu o mnoŽinové reprezentaci lze formulovat i pro libovolnou plnou atomární
algebru, P iČemŽ Booleova algebra B senazyvá atomární, právé když pro libovoln nenulorn prvek
"r e B existuje asPoň jeden atom p,ptokter platíp < x.I{aždákonečná Booleova algebra je atomární.
NekoneČnou atomární Booleovu algebru B obdržíme nap . takto: Uvažujme nekonečnou množi_
m M. MnoŽina B obsahuje vŠechny konečné podmnožiny množiny M a jejich (nekonečné) komple-
menty.

OznaČme -4 mnoŽinu vŠech atomri riplné atomární algebry B,pakzobtazeníG definované formulí
(1O.ZO) p edstavuje izomorfní vno ení algebry B do potencě r@). Těleso množin, které je obrazem
algebry B a kteró je v pffpadě nekonečné atomární atgebry B vlastním podtělesem potence p(A), je
množinov m reprezentantem algebry B.

Pro Booleovy algebry B, které nejsou atomární, je t ebanalézt objekty, které budou hrát roli atomti,
tzn. které budou hrát roli prvk v chozí množiny množinového tělesa. protože existuje vzájemně
jednoznaČn vztah mezi atomy a hlavnrmi ultrafiltry, lze množinu U všech ultrafiltru považovat za
rozŠÍ ení mnoŽinY vŠech atomri. MnoŽina U je v chozí množinou pro hledané množinové těleso.

g
b)
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Nechť B je libovolná (i neatomární) Booleova algebra a nechť U je množina všech ultrafiltru v B,
pak zobrazeni

G: x e B * {F e IJ; xe F} e r(U)

p edstavuje izomorfní vno ení B do tělesa množin r(U). rěteso množin, které je obrazem algebry

B a které je v p ípadě neatomární algebry B vlastním podtělesem potenční algebry r(U\, ie mnoŽino-

q m reprezentantem algebry B.

CVIČEM 10

l pokud pro ideál/ Booleovy algebry B platíformule (tO.+), pak 1je prvoideál.

Dokažte.

2 Dokažte, že pokud B je Booleriv okruh a I je jeho ideál, pak platí:

(Vr, y e I) (xoy) o (, - yJ : x u !
3 Dokažte, že Booleriv homomorfismus F Booleovy algebry B na Booléovu

algebru A zachovává operace -, O, t a l .

4 Dokažte, že zobrazení F Booleovy algebry B na algebr-u A je izomorfismus,

právě když
(V *, y e B\ xš y <r F(x) = r(y).

5 Dokažte, že relace K zavedená formuí (10.17) v dtikazu věty 10.9 je ekviva-

lence.

Uvažujte Booleovu algebru P({o, b, c, d}). Vypište všechny její ideály a sestroj-

te Hasseovy diagramy všech homomortních obrazri této algebry.

Definujte izomoďismus mezi Booleov mi algebrami uveden; mi v p íkladech

10.8, 10.9, 10.10 a 10.].1 pro n: I, n : 2 a pro, libovolné n.

Nechť K je kongruence v Booleově algeb e B , pakmnožina vŠech prvk , které
jsou kongruentnr s nulou, tvoff ideál v B. Dokažte.

Nechť F je homomoďní zobrazení Booleovy algebry B na Booleovu algeb-

ru A, pak množina I: {x e B: F(x): 0} j. ideál v B. Dokažte.

Nechť B je Booleova algebra a I je ideril v B, pak zobtazení
F; x e B,- T*e BlI
je homomorfní zobrazení algebry B na faktorovou algebru BlI. DokaŽte.

Dokažte, že formute (to.rs), (tO.ts') a (tO.t6) definují skutečně operace ve

faktorové algeb e BlK, lzn. že v sledek nezávisí na volbě repíezentant .

Popište konstrukci faktorové algebíy BlF Booleovy algebry B podle jejfto

filtru F.
Sestrojte množinového teprezentanta následujících Booleov}ch algeber:

a) algebra všech dělitelri čísla 7 v N, b) algebra všech dělitel čísla 6 v N a

c) algebra všech dělitelri čísla 210 v N.
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Ér; ršech ultrafiltru v B_

- .:] _ i] ,l1cebn'
_ . nnoŽlno-

t pak 1je prvoideiil.

pak plan:

4 B na Booléovu

.{ je izomorfismus,

rčry- 10.9 je ekviva-

ijíideály a sestroj-
,tg.brr--.

cními v p íkladech
Én.
rvšech prvk , které

a Booleovu algeb-
ržte.

nl

l B I. Dokažte.

utďně operace ve
reprezentantri.

x1 B podle jejího

oleor]ch algeber:
iteluffsla6vNa

11 BooLEoVY FU|{KCE

Studium Booleov}ch funkcí je matematicky zajímavé a p itom driležité
vzhledem k aplikacím. Z tohoto hlediska mají mimo ádné postavení funkce
v dvouprvkové Booleově algeb e 2:{O, t}. rim také budeme věnovat hlavní
Pozornost. Nejprve ukáŽeme, jak Booleovy funkce zadávat. Pujde jednak o zadá-
váru pomocí tabulek, jednak také pomocí term , kterym budeme v této souvislosti
Íkat polynomy. Z tohoto hlediska jsou driležité polynomy, kter m ftáme plná

disjunktivní normální forma a phá konjunktivní normální forma. V druhé části
se budeme zabyvat problémem co nejjednoduššího vyjád eru funkce pomocí poly-
nomu. P edevŠÍm pro aplikace má tato problematika minimalizace mimo ádnou
driležitost. Podrobně popíšeme metodu Quineovu-Mc Cluskeiovu.

11.1 Booleovy funkce, Booleovy polynomy

zaveďme nejprve pojem Booleovy funkce v libovolné algeb e B.

Definice 11.1. Booleovou funkcí r proměnn ,ch u Booleouě algeb e B se nazyuá
libouolné zobrazení F množiny B" do množiny B, tzn.

F: B" -* fi. (t t. t)
SPeciólně: Booleouou funkcí n proměnnych u Booleouě algeb e 2 je libouolné
zobrazení

F: 2" -, 2.

P ÍkladY 11.1. Y každé Booleově algeb e B jsou podle definice 8.1 zavedeny
dvě Booleovy funkce dvou proměnn; ch, tj. prusek n a spojeflí -, jedna Booleová
funkce jedné proměnné, tj. komplement ', a dvě nulárníBooleovy furrk.", tj. prvek
0 a Prvek 1. V libovolné Booleově algeb e však m žeme zavést adu dalších
Booleoq ch funkcÍ. Jednou z funkcí dvou proměnn ch je nap . symetrická dife-
rence (D, pro ruž platÍ:

(V *, y e B) x @.y : (, n y')., (x' -, y)

(tt.z)

(t t.s)
DalŠÍ P Íklady Booleov ch funkcí dvou proměnn ch jsme zavedli pomocí formulí
(s.za) az (s.zs,).
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protože v následujícím textu budeme pojednávat v}hradně o Booleoq ch funk-

cích, p ijměme mluvu, že píív|astek ,,Boo|eova" budeme často vynechávat.

Na množ iné A,všech Booleoq ch funkcí n proměnn ch xt, xz, ", , x,v Booleo-

vě algeb e B \ze definovat operace fi, u a ' následujícím zprisobem:

(r - G) (r, , ..., x,):o, F(x, , ..., x,) - G(x, , ..., x,)

(r - G) (", ,...,x,):orF(í, ,...,xn)u {xr,.-.,xn)
F'(*r, ..., xn):o, [F(r, ,..., x,)7'

nebo následujícím ekvivalentnrm zp sobem:

F o G.+ (Vx, ,...,xneB)F(xr,--.,xn)o G(xr,",,xn)

(t t.+)

(tt.+,)

(t t.s)

Vidíme, že prusek funkcí F a G definujeme pomocí pr seku funkčruch hodnot

funkcí F a G,což jsou prvky Booleovy algebry B. obdobně je tomu pro spojení

a komplement. proto je ihned zíejmé,že operac n, u a, jsou booleovské operace

v množiné A,. Lze vyslovit následující větu.

Věta 11.1. Nechť A, je množina ušech Booleouych funkcí n proměnnYch u Boo-

leouě algeb e B, pak sti:ruktura (A,, n,-o'), kde operac rl, tl a' jsou definouóny

formulěmt$t.+\,(tt.+') a(tt.s\,1e Booleoua algebra,u níž nulou je nulouófunkce
'F(*r, 

... , *,) : 0'a'jednotkou je je:dnotkouó funkce F(xr, ..., x,) : I,

Uspo ád ání o mrižeme v množiněá, definovat buď pomocí některé z formulÍ:

F=G arFnG:F F=G atFuG:G, (tt.0)

(tt.l)

p edevším formule (tt.l) z etelně ukazuje, že uspo ádání y A,velmi ťtzce souvisí

s uspo ádáním v algeb e B.

p íklad 1,1.z. V množiné A, všech Booleov ch funkcí dvou proměnn}ch

v algeb e 2 : {0, 1} uvažujme funkce F? a F? definované tabulkami 9 a 10

v p ftladé LL.4. Pro jejich prusek a spojenr p|atí:

F?nF?:Fl a F'suF?:F7
pro funk ce F2,, a Fl z téhož p íkladu platí F3 = Fl . Budeme-li uvaŽovat funkce F]

a Flo, pak zjistíme, že jsou ,"porourratelné. Nulou v algeb e A, ie funkce Ffr

a jednotkou je funkce F], .

poznámka. Uvažujme množinu Á, všech Booleov. ch funkcí n proměnn ch v algeb e2-Z formule

(r r.z) vyplyvá, že Hasseriv diagram uspo ádání o v množině Á, bude vypadat takto: nejníŽeje umístě-

na nulová funkce. V prvním pui 
" 

diug.umu jsou všechny funkce, které nablvají právě Pro jeden vektor

(ir,*r,....,x,)e 2, hodnoty 1. V druhém pat e jsou všechny funkce, které nab vajíprávé dvakrát

iroonoty 1 atd. Nejv. še bude jednotková funkce. Atomy algebry A,by podle této p edstavy měly b t

všechn} ty funkce, které nab .l' ají právéjednou hodnoty 1. Koatomy by měly bl t všechny ty funkce,

které nab vají právě jednou hodnoty 0.
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o BooleorY.h funk-
fio \ynechávat.

í: . ... , Xny Booleo-
eobem:

(t t.+)

(tt.+,)

(t t .s)

r funkčruch hodnot
e tomu pro spojení
looleovské operace

vroměnnych u Boo-
e' jsou definouány
ou je nulouáfunkce
t_ t
|- l.

í některé z formulí:

(t t.0)

(tt.l)

, velmi zce souvisí

dr-ou proměnnych
tabulkami 9 a 10

rr-ažovat funkce F]
b á. je funkce Ffr

rr algeb e 2.Zformu|e
blco: nqníže je umístě-
íprárě pro jeden vektor
Eb!"l"aií právě dvakrát
Éo p edstavy měly b; t
,tft všechny ty funkce,

Poznamenejme ještě, že místo o množině všech Booleoqich funkcí n proměn-
nych mriŽeme stejně tak dob e hovo it o množině všech Booleov|ch funkcí s nej-
vyŠe n proměnnl mi. Jestliže má totiž funkce F(*r, x2, ..., x,) , proměnnych, kde
í 1 ft, pak ji m Žeme povaŽovat za funkci n proměnnych, pokud uděláme tuto
mluvu: p i danych hodnotách xr,..., x, jsou hodnoty funkce F(*r,..., xn) pro

libovolné hodnoty proměnn ch x,+ 1r ... , x, stále stejné a rovny hodnotě funkce
F(rr,...,x,).Potétorimluvěmrižemenap.funkcijednéproměnnéF)(vizp.11.3)
považovat za funkci dvou proměnnych FZr, (viz p . IL.4).

PoloŽme si otázku, jaky největší počet prvkri má algebra A,všech Booleoq ch
funkcí v konečné algeb e B. Počet nezávisle proměnnych v uvažovan ch funkcích
F je tak omezen shora číslem n. Nechť pro algebru B platí, že B je izomorfní
s algebro l r(ru) (viz věta I0 .Iz),kde množ ina M má r prvkri. Z právě vysloven ch
p edpokladri vyplyvá, že algebra P(M), a tedy i algebra B maJí celkem 2' prvkri.
Každá funkce F e A,má definiční obor složen z uspo ádanlích n-tic (rr, ...,,,n), tj.
z vektorri y e B". Těchto vektorri v lze sestrojit celkem

,2, 
.2, . ... . 2, : (2')".

n

KaŽdá funkce F píiíazujekaždému takovémuto vektoru nějak prvek z B,neboť.
F: B" -, B (viz formule (t t . t )). Všech možnl ch funkcí F mající,ch n proměnnlich je
proto

) r 1r .rr _ nrr . 2'''

2"
Speciálně, počet funkcí n proměnnych v algeb e 2 je 2Ql.Na základě právě prove-
denych vah m žeme vyslovit následující lemma.

Lemma 11.1. Množina A, ušech Booleouych funkcí n proměnn ch u konečné
Booleouě algeb e B tuo í konečnou Booleouu algebru.

JestliŽe chceme s Booleoq mi funkcemi pracovat, pak je musíme určitym zptt-
sobem zadat. My se budeme zabyvat zadávánímpomocí tabulek a pomocí formulí.
V technické praxi se však v algeb e 2 často používái zadávánípomocí map (nap .

Karnaughova a Svobodova mapa), jejichž podstatu tvoff Vennovy diagramy , u áá-
le zadávání pomocí n-rozmérn, ch krychtí (viz [5] nebo [t+]).

Nyn se budeme zabyvat zadáváním funkcí pomocí tabulek, a to pouze
v algeb e 2.

P íklad 11.3. Uvažujme v dvouprvkové algeb e 2 funkce jedné proměnné,
které bLrclcme značit nj . Těmto funkcím odpovídá tabulka 5.
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x F13FI FiFá

0
1

1

1

0
1

1

0
0
0

Tab.

Algebra Atyalgeb e 7 mátedy 2Q\ : 4 prvky. Tabulky 6,7 ,8 ukazuji jak se mezi

těmito funkcemi provádí booleovské opóraco n, yl a' . oznaéíme-li naP . funkci Fl

znakem F, pak uvedené čty i funkce isou označeny po adě symboly a, F, F, a!,

protože pomocí funkce F m žeme vyjád it všechny t i zbylé funkce z A1

(P - P' :0 a F ,s F' :1), platí:

Lemma 11.2. Existuje jednoprukouá množina generátor algebry A1

u algeb e 2.

p íktad l|.4.uvažujme v dvouprvkové algeb e 2 funkce dvou proměnn ch,

které budeme značitF| . Sestrojme jelictr tabulky 9, 10. D Íve vŠak poznamelejme'

že kombinace hodnot nezávisle proměnn;ich uspo ádáme lexikograficky (shora

dol ) a že index i bude vlastně a".r*or.lT vyjád ;ním ČÍsla zapsaného ve dvojko-

vé soustavě v tabulce pod symbolem e? (eirió čteme shora dol ). obdobně tomu

;;" , ;;"o"rr"i.r, z p^rttadu Lt.3 aobdobně tomu bude i u libovolné funkce Fi

n proměnn}ch v algebíe 7,

Up
por
qjfi
q ctt.

Al
šcíffi
Gefi

hfr
Ll

v
gffi
F=r, e

ť{e l
ml

D

l
]

tcra
3
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Tab.6

0
F
F'
1

1

F,
F
0

Tab.7

r-,] F, 10 F

0
F
F,
1

0000
0r,OF
00F,F'
0FF, 1

Tab. 8

Ll F, 10 F

0
F
F,
I

0FF'1
FF11
F,tF,1
1111

Tab. 9

0
1

1

0

0
1

1

1

000000
000011
001100
010101

l
i
i

i

xy F'0 Fi F?, r3 Fi ei F? F]

0
1

2
J

00
01,
10
11



Tab. 10

xy Fi,F1oF1,p:)a 12Fi,,FlnF3 Fi

0

I
2
a
J

00
01
10
11

11111111
00001111
00110011
01010101

,'F'1
,'11,.F'1
,11

i ukazují jak se mezí
ne-li nap . funkci F|
lmboly 0, F, F' a I.

ňylé funkce z A1

zótor algebry Aí

dvou proměnn}ch,
Ěak poznamenejme,
xikograficky (shora
psaného ve dvojko-

tl). Obdobně tomu
libovolné funkce Fi

Upozorněme ještě na jednu zajímavou skutečnost. Označíme-li ádky v tabulce
po adě čísly 0, 1,2,3, pak vekto, (*, y) e 22 naj-tém ádku p edstavuje dvojkové
vyjád ení čísla tohoto ádku. Obdobně tomu bude i u tabulek funkcí n proměn-
nych. Nap . vektor (OtO1) funkce F čty proměnnych\eží v ádku s číslem 5.

Algebra Az y algeb e 2 má 2Q2) : 16 prvkri. Ukažme, že libovolnou z těchto
šestnácti funkcí lze vyjáď it pomocí dvou z tttch. Označíme-li funkci F{ písmenem
G a funkci F! písmenem l'1, pak platí:

Fe_0: G n G, Ftr: G, n H Fe: G, n H, Flr: G,

Fl :GnH F?:H F3:G,@H Fiz:G,y:H
F3:GnH' FZ:Garu F?,r,:H, Fio:G,uH,
F'r:G Ftr:GtlH Frrr:GL.:H, Flr:l:GuG,

Proto lze vyslovit následující lemma.

Lemma 11.3. Existuje ducluprukouá množina generátor algebry A,u algeb e2.

V následující kapitole dokonce ukážeme, že existují dvě jednoprvkové množiny
generátorri algebry Azy algeb e 2. Jednu z těchto množin tvo í Shefferova funkce
Fio a druhou Peirceova funkce F;.

NeŽ budeme pokračovat ve studiu funkcí, zavedeme pojem Booleriv polvnom.
Na základě toho, co jsme ekli o termech pň budování jazykateorie svazti, mťrže-
me nyní vyslovit definici termu v Booleově algeb e (B, r, ur', 0, 1),

Definice termu Booleovy algebry B.

1. Každd proměnná x, y, ...(pro pruky z B) i konstanty 0,1, jsou termy.
Z. Jestliže jsou sloua Tl,t, termy, pak jsou i sloua (r,) - (rr\,(rr) ,.-, (rr) o (r)'

termy. t

3. Iinak utuo ená sloua nejsou term);.

K mluvám o vypouštění závorek v termech ekněme pouze tato: Prorněnné
a konstanty nepíŠeme do závorek a dále, v posloupnosti znakri ' , n, u má znak více
nalevo p ednost p ed znakem více napravo. Tzn. nap . term x n ! r__.r e chápeme
takto: (r - y) r: zrr bo term x n !' tl z cbápeme takto: [x -, (y')] - z.Závorkv *,i-
žeme vypouštět také nazák|adě asociativnosti operací n á l.
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V teorii Booleov ch algeber byvá zvykem používat p edevŠÍm v souvislosti se

studiem Booleorr ch funkcí místo názvtl térm jazyka algebry B název Booleriv

polynom algebry i. Booleriv polynom, či pouze polynom algebry B je proto každé

,touo, které je vytvo eno na 
-záIďadé 

definice termu. Speciálně, Podle PoČtu rriz-

n; ch proměnn;lch, kte.é jsme p i vytvá ení termu použili, mluvíme o polynomech

;"arre proměnné, dvou proměnn ch a obecně o polynomech n proměnn ch, Poly-

.ro-y ,z proměnn ch i,, ,r, až x,,budeme značit f(*r, xz, ",, xu),

P íklad. V Booleově algeb e B jsou polynomy nap . slova: x,(x u t)' - x (poly-

nomy jedné proměnn é), x - y,(x n y\, ,(* n z) u: (x n z,)(polynomy dvou proměn_

nYcn),"(x .. y -,') u 0 (polynom t í proměnn ch),

V následující části se budem e zabyvatvztahem meziBooleoqimi funkcemiz A,
v algeb e B a Booleorn mi polynomy v B. Je zíejmé, že každy Booleťrv polynom

n pr-oměn nychf(x, , ... , *,) definuje v algeb e B funkci n proměnn ch, tzn. polyno_

,rr.rl(r, , ...', *,Í;apovíaá runkce F: B" _, B.Funkční hodnotu funkce F pro určit

konkrétní vektor (ir, ... , u,) . B" obdržíme tak, že jeho složky prostě dosadíme do

polynomu F a vznikl term ,,spočítáme".

p íklad 11.5. Uvažujme polynom dvou proměnn; ch ("r - 1) - ("' -,Y)v algeb-

íe 2.Tento polynom aátinule funkci F, pro niž ptatí F: (0, 1) *, 1, neboť

(O - r) ._, (0'n 1) :0,-., (1 n 1) :0 r-: ] : ],

Jestliže spočítáme hodnoty funkce F pro všechny vektory @, y) e 22,pak obdržíme

tabulku funkce F', zpíkladu ]_1.4.

porru1;1.nejme, že rovnost dvou polynom |ze zavést rrizně. Pro naŠe ČelY se

dob e hodí tzv. funkční definice rovnosti polynomri.

Deíinice lt.z. Říkáme, že polynomy í(*r, ", , xn) o ď\*r, ", , x,) Booleouy

algebryB jsou si rovny, práuě když oba určují stejnou Booleouufunkci n proměn_

nych, a zapisujeme:

í(*r, ... , xn) : ď\xr, .-. ,, x,)

Nyní p istoupíme k popisování funkcí pomocí polynomri, Nejprve zopakujme,

že Htovoln; pó nom-/(x, ,..., x,) definuje pro libovolnou Booleovu algebru

B funkci F; B" -.- B.Toto twzenílze částečně obrátit. Částečn; m obrácením myslí-

me to, že se noú q rok nebude t kat libovolné Booleovy algebry, ale pouze

algebry 2. V dalši easii kapitoly proto budeme pojednávatuŽjenom o dvouPrvko-

ú.h algebrách {O, t}.

Věta 11.2. Každou Booleouu funkci F: 2" --* 2 lze uyjád it nějak m Booleou m

polynomem.
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Abychom lépe rozuměli následujícímu konstruktivnímu drikazu, zavedeme
v algeb e 2 polynomy speciálního druhu.

Definice 11.3. Polynomy tuaru ]?:ry,: /r n lzn...n !,, kde y, je bud' x,,
nebo ť,, 

'e 
nazyuajíminimální prrisekové polynomy proměnnych x,, až x,.O poty-

nomu, ktery je spojením minimálních pr sekou ch polynom proměnnych x, až
x,, íkáme, že je zapsán u riplné disjunktivní (spojové) normální formě.

Definice 11.3'. Polynomy tuaru U?: r!, : lt LJ lz u: ... u !,, kde y, je bud' x,,
nebo x',, se nazyuajímaximální spojové polynomy proměnnych x., aŽ x,. O polyno-
mu, ktery je pr sekem maximálních spojouych polynom proměnnych x, až x,,
íkáme. že je zapsán tl plné konjunktivní (pr sekové) normální formě.

V minimálním prusekovém polynomu m(*r,..., x,) se každá proměnná vysky-
tuje právě jednou, a to buď ve formě x,, nebo ť, . Úp|ná disjunktivní normálnr
forma je spojerum několika minimálních polynomti. Protože minimálruch polyno-
mri 

^(*r,...,x,) 
lze zkonstruovat 2", je plná disjunktivní normální forma

f(*r, ..., xn) spojením nejv}še 2" riznych minimálruch polynomri. Z praktickych
d vodri je vhodné dodržovat v jednotlivych minimáních polynomech stejné po-
adí proměnn; ch. Analogické poznámky lze vyslovit i o plné konjunktivní

normální formě.

P íklad 11.6. Následující polynomy f(*, y) u d*r) x2) h)jsou zapsány v plné
disjunktivní normální formě, polynom h(*r, x2, h)je zapsán v plné konjunktivní
normální formě:

í(r, y): (x ..' y) u (r' -, y) - (*' n y')

ď*r, x2, h) : @', rl x2 n xr) , @i - x2 r--l x\)

h(*r, x2, \) : (x, t: x!2 u xr) - (x', u x2 t_: 4) n (x', tl ť2 tl x|)

D kaz uěty I1.2. Podstata d kazu spočívá v tom, že popíšeme, jak k Booleově
funkci F sestrojíme její plnou disjunktivní normální formu. Nechť F je libovolná
Booleova funkce 2'-- 2. Pak ke každému vektoru y:(ur,...,u,)e2" mližeme
sestrojit následujícím zprisobem minimálru polynom lz,:

mr(xr, ..., Xr) : !1 - !l. n ... v lr, kde t,, : _[- x" jestliže ui : 1I L- xj . jestliže t,l : 0

Z konstrukce minimálního polynomu ffi, vypl vá, že m, nab vá hodnoty 1 p esně
jenom pro vektor y. Pro jak}koli jin; vektor u e 2" obdržíme 0. Označme množinu
vŠechvektor , pro něž nabyváfunkce Fhodnoty 1, symbolem r(n) asestrojme ke
kaŽdému vektoru v e r(F) odpovídající minimálru polyn om my. Sestrojíme-li dále
spojeru vŠech těchto minimálruch polynomli m,, pfo v e T(F), obdržíme plnou
disjunktivní normálru formu:

í(r, , ... , x,,): |-J, e.I.(r,llTl,(r, . ... . ,,,)
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Na základě toho, co jsme ekli o vlastnostech minimálnrch polynomri,.a protoŽe

jsou tyto polynomy spojeny znaky r_l, m žeme o polynomu .f(r,,..., x,,) íci toto:

(vv.2.) F(,) :{ á} e {Í;] :i
Zkonstruovan} polynom í(*r,..,, x,\ proto definuje zadanou Booleovu funkci F.

Drikaz věty 1I.2 je cenn; p edevším proto, že dává návod, jak k dané funkci

F sestrojit odpovídající polynom. Tento polynom má riplnou disjunktivní normálru

formu. IJvedenou konstrukci budeme demonstrovat v p íkladé 1,I.7. ZoPakujme

ještě, žekaždyvektor v e 2" p edstavuje dvojkovévyjád enínějakého desítkového

či.tu7. odpovídající minimálru polynom se znaČÍ m,.Dtlkaz věty L1.2bychom

mohli podat také tak, aby vedl k zadání funkce F pomocí plné konjunktivní

normální formy. Maximální polynom odpovídajícírnYŠe uvedenému vektoru v Pak
značíme M,.

P íklad 1t.7. Uvažujme funkci F(x, y, z) V algeb e 2, která je zadaná

tabulkou 1]..

úph

U
,iplo

aJ

sp{r

b
me!

Z
forn
forn
Nec
tei,

Pro
iedí
sr
tÁl

(p"
dya
IxI
vÉ.

di

Sestrojme plnou disjunktivní normální formu odpovídající funkci F, Minimální

polynomy odpovídajrli trem ádkrim s jednotkami (v posledním sloupci) jsou:

l7l1: X' rl 1/ n z, lTl5 : X r-l ))' rl Z, ffil:XrlIrlZ

Hledaná riplná disjunktivnr normální forma definující funkci F Proto vYPadá takto:

f(*, y, ,) : (*' n y' n z) u (x n !' n z) u (x - y n z) : m, u lŤl5 tJ frtl

Uplnou konjunktivní normální formu funkce F sestrojíme takto: Maximální

polynomy odpovídající ádkrim s nulami jsou

Mo: X l_: I t_l Z, Mz: X t:1/ t-l Z, Ms: X tl Y' u y',

Mq: X' l-s Y tl Z, Ms: ť u t: Z,
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Ňnom , a protože
l_r" . .... r,,) íci toto:

Booleovu funkci F.

I jak k dané funkci
sjunktivru normální
é Ií.7. Zopakujme
iakého desítkového
r-ěqv 11.2 bychom
upl"é konjunktivru
Ému vektoru v pak

, tterá je zadaná

nkci F. Minimální
in ďoupci) jsou:

,n j.

roto vypadá takto:

[t u l7l5 tl lTl7

, takto: Maximálnr

Ll l.

Uplná konjunktivní normální forma funkce F:

8(*,y,z): Mon Mzn Msn Mqn Ma

UkaŽme jeŠtě p echod od plné disjunktivní normálru formy /funkce r k její
plné konjunktivní normální formě:

a) Sestrojíme plnou disjunktivní normálnr formu funkce F' (tzn. sestrojíme
spojeru minimálních polynom pro ádky s nulami v posledrum sloupci tabulky F)

f' (*, !, z) : ffio u ffiz u ffiz u m4 L.) m6.

b) Pomocí de Morganovych pravidel sestrojíme k polynomu /' jeho komple-
ment f"

d*,y,z): Mon Mzn Msn M+n Ms.

Z pÍedchozích vah vypl vá, že pokud zadáme dvě plné disjunktivnínormální
formy, které budou vytvo eny z r: znych minimálnrch prusekri, pak budou tyto
formy definovat různé Booleovy funkce. Zdrivodnění mrižeme podat ještě takto:
Nechť existují dvě ruzné plné disjunktivní normálru formy ír, ír, které určují
stejnou Booleovu ftrnkci F, tzn.

ír(rr, ... , x,) : ír(rr, ... , x,) (t t.s)

Protože ír,í, jsou rtizné disjunktivní normálru polynomy, musí existovat alespoň
jeden minimální polynom *(*r, ..., xn), kter;i se vyskytuje nap . y ít anevyskytuje
se vf,. Pokud sestrojíme prrisek rovnosti (tt.S) s tímto minimálním polynomem

^(xr, 
..., x,), obdržíme rovnost:

^(xr, 
..., xn) : O

(použili jsme zobecněny distributivru zákon, formuli (S.S), a dále to, že libovolné
dva nizné minimální polynomy jsou disjunktru - viz cv. ].1.7). Minimálru poly-
nom však nem že určovat nulovou funkci, protože nabyváprávě pro jeden vektor
y e2n hodnoty 1. Tlm jsme obdrželi spor.

Úvahy o zobtazení, které každé Booleově funkci p i azuje její plnou
disjunktivní normální formu, nás vedou k vysloveru následujícího lemmatu.

Lemma l1.4. Množina A,ušech Booleouych funkcí n proměnnych a množina P n

ušech Booleouych polynom n proměnnych majících plnou disjunktiuní normál-
ní formu u Booleouě algeb e2 jsou nauzájem ekuiualentní.

Množina Pn všech polynom n proměnnych majících típlnou disjunktivní nor-
mální formu je uzav ená vzhledem k operacím fi, u, ' (viz cv. 1_ 1.8), a No í proto
Booleovu algebru. Poznamenejme, že toío tvrzeiní také bezprost edně vypl vá
z ntŽe uvedené věty 11.4. Nulou této algebry je nuloq polynom, ktery vznikne
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jako spojení ptázdné množiny minimálních polynomri, jednotkou je polynom,
ktery vznikne spojením všech 2" minimálních polynom , a atomem je právě každy
minimální polynom. Zobrazeni které jsme zavedli v d kazu věty 11.2 určuje
izomorfismus algeber A,? P,.

Hasse v diagram Booleovy algebry P,mánejníže nulu, v prvním pat e všechny

minimální polynomy, v druhém pat e všechna spojení právé dvou minimálních
polynomri atd. Nejvyše je jednotka, která vznikne spojením všech minimálních
polynomri. Hasseriv diagram algebry P,|ze proto načrtnout tak, aby vypadal stejně
jako diagram algebry A, (viz poznámka na str. I94). Naše vahy shrneme do
následující věty.

Věta 11.3. Nechť P" ie množina ušechpolynom n proměnnych majících plnou
disjunktiuní normální formu u Booleouě algeb e 2. P ak P, tuo í Booleouu algebru,
jejímiž atomy jsou práuě ušechny minimální polynomy *(x,,, ..., x,).Algebra P, je

izomorfní s algebrou A,ušech Booleouych funkcí F: 2" ,* 2.

Věta 11.3'. Nechť Q, je množina ušech polynom n proměnnych majících
plnou konjunktiuní normální for mu u B ool eouě algeb e 7. P ak Q, tuo í B ooleouu

algebru, jejímiž atomy jsou práuě ušechny maximální polynomy M(xt,)..,x,).
Algebra Q, je izomorfní s algebrou A,ušech Booleouych funkcí F: 2" - 7.

poznámka. V kapitole 10 jsme ukázali čty i p íklady navzájem izomoďních Booleov ch algeber

majících 2(z') prvkri, kde n je určité píirozené číslo. Tyto algebry jsou uvedeny v p íkladech 10.8, 10.9,

10.10 a 10.],1. Nyní k nim m žeme p idat další t i druhy. Jsou to:

- algebra Á, všech Booleov ch funkcí n proměnn ch definovan; ch v algeb e 2. Atomy této

algebry jsou všechny funkce, které nab vají právě jednou hodnoty 1;

- algebra Pn všech plnlch disjunktivnrch normálních forem n proměnn; ch v algeb e 2, Atomy
této algebry jsou právě všechny minimální polynomy m(xr, ..., x,);

- algebra Q, všech riplnl ch konjunktivních normálních forem n proměnn ch v algeb e 2. Atomy
této algebry jsou právě všechny maxirnální polynomy M(*r, ..,, x,,).

Uvedenédruhyalgebermají2"atomri u2?'lprvktt.Pron: Ia n: 2 jsou.jejichHasseovydiagramy

znázornény na obr. 62a,b.

V následující části se budeme zablruat pravou libovolného polynomu

f(rr. ..., x,) z atgebry 2 na plnou disjunktivní normální formu. Popis konstrukce:

Konstrukce riplné disjunktivní normální formy polynomu /:

0. Nechť f(*r, ..., x,)je polynom /? proměnnych v algeb e 2.

1_. Pokud í(*r, ..., *,\ obsahuje čárkované závorky, pak lze pomocí de Morga-
nov ch pravidel (viz formule (8.1S) a (S.t3')) p emístit tyto čárky k jednotli,.Y-
proměnn; m, pop . polžítještě formuli x" : x (viz formule (S.tZ)).

2. Pokud se v polynomuflx, , ..., xn\vyskytuje symbol n mimo závorku,v níž je

nějak symbol -, p* mrižeme tento symbol p emístit dovnit pomocí zobecněné-

ho distributivního zákona (viz formute (S.tO)).
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3. Polyno^f(xr, ..., xn)tze d,ále upravit nap . na základě následujících formulí:

Xr-X:X Xt_sX:X

xr-lX':0 xn0:0
XuO:X

4. Pokud je polynom f(xr, ... , x,) vyjád en jako spojení prtisek a p itom v ně-
kterém pruseku p cltybí určitá proměnná x,, sestrojíme prusek tohoto p s jednot-
kou ve formě xi u ťi. Tím z prriseku p obdržíme spojeru dvou noq ch prťrsek ,
z nichž jeden bude obsahovat navíc proměnnou .tr, a druhy xi:

p : pn ]. : p n (xu l,) : (p nxJ - b - l)
5. Ve všech minimálních polynomech, jejichž spojerum je vlsledn} polynom

g(*, , ... , xn),vypíšeme proměnnó ve stejném po ad í. Získany polynom 8 má plnou
disjunktivní normální formu a p itom je roven zadanému polynomu /.

Z pÍedchozftto wp| nIá, že uvedené kroky jsou postačující k sestrojení plnó
normální disjunktivní formy. Ukažme právě popsanou konstrukci na p íkladě.

P íklad 11.8. Uprava polynomu na plnou disjunktivní normálru formu.
0. Uvažujme polynom f(x,y) :I@' n y)' n x'f u ! :
tlpravy polynomu í(r, y) budeme číslovat stejně, jako tomu bylo v uvedené

konstrukci.

I. : f*" - y') n x'l.' y :[(" - y') n x'f u y :
Z. :I@ - ť) u (y' -, í')] u y _
3. : 0 u(y' n x')u y _( - x')u y :
4.:(y'n x'), [.y- (x'._., x')] : (y'., *')u(y- *) - (y- ,'):
5. : ("' n y') u (,X'.-.r y) - (' - y) : lTl0 u lítt u ffis

Na základě v še popsané konstrukce nebo na základě lemmatu I-1,.4 m žeme
vyslovit následující větu.

Věta 11.4. Každy Boole u polynom í(*r, ..., x,) u Booleouě algeb e 2 lze uy-
jód it práuě jedním zp sobem u plné disjunktiuní normdlní formě.

Věta l1.4'. Každ Boole u polynom í(*r, ..., x,) u Booleouě algeb e 2 lze uy
jádi'it prátlě iedním zp sobem u plné konjunktiuní normólní formě.

Poznámka. Uvažujme Booleovu algebru Z, všech polynomri / (*, , ... , x,) v a|geb e 2. Zobrazení H ,

kterékaždému polynomu/p i adífunkci F definovanou polynomemfi, je homomorfismem algebry V,

na algebruÁ, všech funkcí n proměnnych v algeb e 2. Jádrem,[homomorfismu H jeideál všech
polynomri určujících nulovou funkci. Sestrojíme-li faktorovou Booleovu algebru V/J, pak je tato
algebra izomorfní s algebrou A, a na základě věty 1L3 a 11.3' s algebrou P, a Q,. To souvisí se
skutečností, žekaždy blok rozkladu Y,,f J lze charakteňzovat určitou plnou disjunktivní či konjunktiv-
ní normiílní ftlrmtltt. na niž lze ptllt,Ittltnv ttlhoto lrloku upravit.
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Na p edchozích stránkách jsme se seznámili se dvěma zp soby, jak upravit
libovolny Booletiv polynom í(*r, ..., x,\ na plnou disjunktivní normálnr formu.
P ipomeňme oba tyto postupy. Jeden z nich označíme jako p ím a druh jako

nep ím .
p ímá metoda:

P i této metodě upral.ujeme zadan polynom tak, jak jsme vypsali v konstrukci
p ed p íkladem 11.8 a jak jsme konkrétné ukáza|i v p íkladu 11.8. Podstatou je

tedy p ímá prava zadaného polynomu na plnou disjunktivní normální formu.

Nep ímá metoda:

P i této metodě nejprve k zadanému polynomu sestrojíme tabulku odpovídající
Booleovy funkce a potom pomocí této tabulky zkonstruujeme plnou disjunktivní
normální formu. Postup p i konstrukci této formy je popsán v d kaze véty 1,1,.2

a konkrétru ukázku p edstavuje p íklad II.7.

Obdobně lze vyslovit obě metody i pro pravu libovolného Booleova polyno-
mu na plnou konjunktivní normální formu.

Na závěr článku poznamenejme, že jsme ziskali metodu dovolující rozhod-
nout o rovnosti dvou Booleoq ch polynomri í(*r,,.,, *r) a g(xt,", , xn).Stačí
když nap . p ímou metodou upravíme polynomy í a g na ťrplnou disjunktivní
normální formu. Pokud z obou polynomri získáme tutéž formu, pak jsou si oba
uvažované polynomy í a g skutečně rovny.

11.2 Minimalizace Booleov ,ch funkcí

Celá tato problematika je podstatně ovlivněna p edevším pouŽÍváním

teorie Booleovych algeber p i konstrukcích logickl ch obvodr! které se vyskytují
v číslicov ch počítačích. Problematice těchto obvod se však budeme vénovat aŽ

v následující kapitole. Nyru tuto souvislost p ipomínáme p edevŠÍm proto, Že od
symboliky a terminologie, které jsme používali v p edchozím textu, p ejdeme

k symbolice a terminologii, která se používáprávé v aplikacích. Podrobně rozebe-
reme Quineovu-Mc Cluskeiovu metodu minimaltzace Booleov ch polynomri,
která se stala v.ichodiskem pro celou adu dalších metod, p i jejichž reahzaci se

využívají počítače.

(Jmluvy o nové symbolice a terminologii

Operaci prusek začneme nazyvat násobení a místo symbolu n budeme použÍ-

vat obvykly symbol .. Místo prusek xrl! budeme tedy psát x.y nebo polJzexy.
Opertrci sp<ljcní začnenre nttzyvztt sčítání a místo symbolu ._, budcme používat
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_. : .:,\ .1 druh1l jako

ae r.rpsali v konstrukci
bdu 11.8. Podstatou je
ltirní normátní formu.

E tabulku odpovídající
me plnou disjunktivní
rán v dukaze véty 1,1,.2

Éo Booleova polyno-

ldu dovolující rozhod-

J . g(_r, , ... , xn). Stačí
n uplnou disjunktivní
brmu pak jsou si oba

p eder-šun používáním
odu které se vyskytují
ak budeme věnovat až

edevším proto, že od
xrn'm textu, p ejdeme
xcb- Podrobně rozebe-
looleoúch polynomri,
pň iejichž realizaci se

botu rr budeme použí-
it r . _t, nebo pouze xy.
u _ hucleme používat

symbol +. Operaci komplement budeme nazyvat negace aznačit pruhem -. Ta-
bulky lZa,b p edstavujíbooleovské operace , a + v algebíe}. Pozor! Nesmíme
zaměnit operaci + s operací symetrické odčítání @ (viz tabulka IZc)), která je
totožná s operací sčítání modulo 2.

Protože se v dalších vyrazech budou vyskytovat jak proměnné, tak i jejich
negace, budeme pro jejich označení používat slovo literál. Literál proto značí jak
proměnnou, tak i její negaci. P ftlady čty ruzn; ch literálri jsou x, i, y, ž.

Součinov ,m členem nebo pouze součinem nazveme prusek několika literálťr.
Součtov ,m členem nebo pouze součtem nazveme spojení několika literálri. Souči-
no{mi členy jsou napí. x n y n / nebo x' n !. Součtov}mi členy jsou nap .

ť u y u z nabo x' u y t-l z' . Tyto termy vŠak budeme zapisovat po adě xyž, iy,
i+y+zai+y+Z.

Součtem součinov,ch členri rozumíme spojení několika součinovych členri.
P íkladem součtu součinov ch členti jsou nap . termy (* n y n z) tl (r' n
n y n z) u (x' ,- f' .l ť) nebo (r' n y n z\ tl z' ts (" -, /), které budeme zapisovat:
xyz + iyz + x]; nebtl .U'; + : + x1. Součinem součtovyclr členri rozumíme pr sek
několika součtovych člen . P ftladem součinu součtov ch členri jsou termy
(, u y u ť) n(, - y u z') -,(x'u y) nebo 

" - (y ul x t__.t z'),které budeme zapiso-
vat(x+y+ Z).(*+r+ a.@+y) nebo Áy+x+Z).

Místo plná disjunktivnr normálru forma budeme íkat riplná součtová normál-
ní forma a místo plná konjunktivní normálru forma budeme ftat riplná součinová
normální forma.

Vzhledem k plné součtové normální formě / kterou budeme v dalším textu
neustále používat, zavedeme následující názvy: Každy součin (minimatru poly-
nom) v této formě budeme naz7ruatmintermem nebo termem ádu 0. Odstraníme-
-li z mintermu n literáhi, pak obdržíme term ádu n. Nap . v plné součtové
normální formě

^l\-Í\x,y,Z): xyz + XyZ + XyZ

jsou mintermy xyž, xyž a xyz. Z mintermu xyž|ze vytvo it t i termy prvního ádu xy,
xž a yž a t i termy druhého ádu x, !, ž.Pojmu minterm v plné součinové formě
odpovídá maxterm.

Zclc tímluvy a zavádění novÝch pojm prozatím končí.
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Vyslovm e základní problém tohoto článku: Je zadána urČitá Booleova funkce

F majícín proměnn ch (nap . tabulkou nebo polynomem) a my máme sestrojit

polynom f,ktery by definoval funkci F ap itom byl mezi vŠemi takoq mi polyno-

my co nej-jednodušší. Chceme-li se touto problematikou zabyvathlouběji, musíme

v první ráo6 vymezit pojem ,,byt jednodušší' ínezi polynomy. Existuje celá ada

i neekvivalentních definic tohoto pojmu. ZáIeŽÍ vŽdy na tom, kterou vlastnost

polynomu preferujeme. Uvedeme zde na ukázku dvě takové definice. Vzhledem

L tÓ-.r, že se v celém článku budeme zabyvat pouze polynomY majícími tvar

součtu součinov; ch člen , budou se i tato dvě kritéňavztahovat pouze k polyno-

mrim uvedeného tvaru.

Kritérium 1. Součet součinovych členri / je minimální vzhledem k PoČtu literálri,

právě když žádnyBooleriv polynom & pro néjžptatí1 : f ,neobsahuje menšípočet

iiterálri než f, p ičemž počítáme i vícenásobné q skyty literálri,

Nap .vpolynomuxyi + xyž je6 literál , ap itomrn skytliterál x,Žje dvojná-

sobn}.

Kritérium 2. Součet součinov}ch členri /je minimální vzhledem k PoČtu souČi-

nov .ch člen , právě když žádny Booleriv polynom 8, pro nějž platí 8 : í, neobsa-

huje menší po8et členri a pokud jich obsahuje stejně, pak neobsahuje menŠÍ PoČet

Htórálri než f, p ičemž počítáme i vícenásobné v skyty literálri.

P íklad: Lze dokázat napí. pomocí tabulky, že polynom

iyz+xyz+ryZ+xyz

je roven polynomu

(t t.to)xy+yZ+xz.

Je zíejmé. že polynom (t 1.10)je jednodušší než polynom (t t.l), a to jak vzhledem

k počiu literálri, tak i vzhledem k počtu člen . Poznamenejme, Že postuP zjednodu-

šení polynomu (rt.l) na polynom (t1.10) ukážeme v p íkladé 1,1,.9.

Zdtnaznéme, že pod pojmem minimální polynom rozumíme maximální prvek

v p íslušném uspo ádání polynomri. Duální kritéria pro polynomy mající tvar

,o.rčirr., součtov ch členri si mriže čtená vyslovit sám. Poznamenejme jeŠtě, Že jiné

kritérium by se nap . mohlo tykat počtu vlskytu negovan ch proměnn ch.

p isfupme k problematice minimalizace. Existuje více metod, pomocí nichŽ

mrižeme danY nep íliš složit polynom minimalizovat. Vyjmenujme na tomto

místě alespoň tíi nejznámější:

- minima|ízace algebraická neboli pffmá,

- minimalizace pomocí Karnaughovy mapy,

- metoda Quineova-Mc Cluskeiclva.
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rrčiá Booleova funkce
rl a my máme sestrojit
lš mi takov}mi polyno-
ůrlrat hlouběji, musíme
Dml,. Existuje celá ada
] tom, kterou vlastnost
nť definice. Vzhledem
o\nomy majícími tvar
lhovat pouze k polyno-

ledem k počtu literálťr,
mbsahuje menší počet
ráI .

t literálri x, ž je dvojná-

ňledem k počtu souči-
ff platí 8 : í, neobsa-
eobsahuje menší počet
ráhi-

n

(t t.l)

(t t.to)

r1-9l. a to jak vzh]edem
r.-žeposfup zjednodu-
bdě 11.9.

níme maximá]ní prvek
1nlr:nomy mající tvar
menejme ještě, že jiné
P proměnnych.

tn tod, pomocí nichž
nenujme na tomto

: (xyz + xy4 + @yz + xyz) + (iyz + xyz):
: xy(z + 4 + xz(y + y) + yz(x* x] :
: xy. 1 + xz.'l, + yZ."l, : X! + xZ + yZ

Metoda pomocí Karnaughovy mapy je pravděpodobně ze všech nejznámější
a uŽÍvá se s spěchcnr p edevším u polynomri obsahujících maximálně čtyň pro-
měnné. Dá se vŠak použít i pro větší počet proměnn; ch. Touto metodou se zde
zabyvat nebudeme. Odkazujeme čtená e nap . na knihu [5].

Minimalizace p ímá je nejjednodušší prost edek pro pravu polynomri. Tento
zprisob vyuŽÍvá pravidla pro počítánív Booleově algeb e. Ukažme si p ftlad:

P íklad 11.9. Zjednodušme co nejvíce

xyz+xyž+xyz+iyz
Řešení. xyz + xyž + xyz + iyz: zadany polynom

podle (s.s').
Podle (s.s).
podle (s.z) a (a.o').

Uvedená metoda je vhodná ve velmi jednoduch}ch p ípadech. Jinak je dosti
riskantní a pravy nejsou vždy jednoduché. Pro více než t i proměnné se však
prakticky nedá použít.

Zdliraznéme, Že podstatu této metody vyjad uje následující íetézec rovnosti
kde r je součin neobsahující proměnnou r ani její negaci:

tx+ti:t(*+r) : t.7:t (t t.t t)

Součiny tx a ti naz7ruáme sousední součiny (termy) a dále íkáme, že sou-
čtn t vznikl z jejich součtu vykrácením proměnné x. Z (11.11) wpl \,á, že funkční
hodnota souČtu tx + ti vribec nezávisí na hodnotě proměnné x. Toto zjištění
budeme vyttžívat i v následující metodě.

Hlavnr pozornost budeme věnovat metodě Quineově-Mc Cluskeiově, která je
z hlediska algebry velmi zajímavá. P i jejrm popisu budeme používat binární relaci
,,implikov at" mezi polynomy.

Definice 11.4. Říkáme, že polynam /, implikuje polynom/, próuě když neexistu-
je takouá kombinace hodnot proměnn ch, pro kterou nabyud polynom f, hod-
noty I a současně polynom íz hodnoty 0.

Definici II.4 |ze formulovat také takto: polynom l implikuje polynom f, , právé
kdyŽ funkce F, definovaná polynomem.fl píedchází p ed funkcíF, definovanou
polynomem íz, tzn.

fi implikuje f, <+ F, = F, .

P íklady 11.10. Polynom xy + ryimplikuje polynom iy + xy + xy. Dtivodem je
to, Že první polynom určuje funkci F! , zatímco druhy polynom určuje funkci F|
(viz tabulka v p ftladu 11.a) a p itom F? = Ftr.Takéminterm xy implikuje poly-
nom _rt, + rr, * .t,1,. Obclobnč i mintcrnry .i], a .r.r, implikují tento polynom.
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Zaveďmeještě t i nové pojmy a ukažme jejich driležité vlastnosti. Tyto pojmy

budou prakticky ukazovat cestu, jak se od plné součtové normální formy nějaké

funkce F dostaneme k jejímu minimálnímu polynomu.

Deíinice l1.5. Implikantem Booleovy funkce F se nazyó kaŽd souČin, ktery

imptikuje funkci F či p esněji, kter implikuje plnou součtouou normólní formu
funkce F.

Poznamenejme, že existuje jednoduchy zprisob dovolující zjistit, zda dan; sou-

čin p je implikantem funkce F. Stači když proměnn}m bez pruhri p i adíme

hodnotu 1 a proměnn}m s pruhem hodnotu 0. Součin p pro tuto (a jenom tuto)

kombinaci hodnot proměnn; ch nabyvá hodnoty 1. Pokud pro uvedenou kombi-

naci hodnot proměnnl ch nabyvá i funkce F hodnoty 1, pak p je implikantem

funkce F.
V p ftladu t 1_.10 jsme uvedli, že mintermy iy, xy axyjsou implikanty polynomu

iy + xy + xy. Zíejmě platí obecně, že každy minternr obsažen; v plné souČtové

normální formě / je implikantem f (viz lemma 1 1 ,5 ).

P íklad 11.11. Uvažujme polynom

í(r,, y, u, u\ : iyuu + iyuu + xyuu * iy t ,

pak implikantem tohoto polynomu je nap . minterm iyuu, ale také term prvního

ádu xyu a také dokonce term druhého ádu íy. Dokažme toto poslední tvrzenÍ.

Term ry nabyvá hodnoty 1,,právě když x:0 z! : ].. Dosadíme_li tyto hodnoty

do polynomu f, pak obdržíme:

,f(0, 1, u,u) :1 . 1 . uu * 1, .I .uu + 1 . 1 . uu t 1 . 1 . uu :
: u(u+ u) + u(u + r) : r.L + u. 1 : u * u : 1_

Mezi všemi implikanty dané funkce F nás budou zajímat p edevŠÍm ty nejkratŠÍ.

Deíinice 11.6. Implikant p funkce F se nar uá prost ,, práuě kdyŽ p p es,tane byt

implikantem funkce F, pokud z něho odstraníme libouoln, literál neboli pokud
zuyšíme jeho ád.

P íklad r 1.11 (pokračováru). Uvedli jsme, že součiny iyuu, úu a íy jsou impli-
kanty funkce F zadané polynomem .f. Dokažme, že iy je prost}m implikantem.
Z termu druhého ádu iy |ze vytvo it dva termy t etího ádu i ay.UkáŽeme, Že

žádny z nich už neru implikantem. Platí i:1, právě když x: 0. Proto

í(O,y,u,u\: L .yuu + ]- . yuu + 1, ,yuu + L yuu:
:yu(u + u-) + yu(u + u) : y(u + u): y.

Protože y mtňe nab vat jak hodnoty 0, tak i hodnoty L, m,ťže i polynom/ urČující
funkci F nab;fr,lat jak hodnoty 0, tak i hodnoty 1,.Závér: Pro í : ]. mriŽe f nabyvat
hodnoty 0. Obdobnč je tomu pío term t:.
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vlastnosti. Tyto pojmy
normátní formy nějaké

'Eá každ součin, ktery
\ocou normální formu

cí zjistit, zda dany sou-
, bez pruh p i adíme
,ro tuto (a jenom tuto)
pro uvedenou kombi-
pak p je implikantem

n implikanty polynomu
Ěeol, v plné součtové

ate také term prvního
toto poslední tvrzení.

gdrrre-li tyto hodnoty

-I.ui:
U+tl:I

predevším ty nejkratší.

'rě když p p estane byt

f literál neboli pokud

rr- .t1z a ry jsou impli-
prostym implikantem.
u i a y. Ukážeme, že

r : 0. Proto

Ďe i polynom/určující
,i: 1 mližef nabyvat

Mezi vŠemi součty prost}ch implikantri určujícími funkci F nás budou zajímat
ty součty, které mají nejmenší počet členri.

Definice l1.7. Součet součinov ch členri f určující funkci F se nazyud nezktati-
teln , práuě když ptatí současně;

I. každ součinouy člen z f je prosty implikant funkce F;
2. uynecháme-li u polynomu f libouolny člen, pak uznikly polynom nedeftnuje

funkci F.

Nyní uvedeme několik pro nás d ležitych vlastností právě zavedenych pojm .

Nechť je nenulová Booleova funkce F ru proměnn ch vyjád ena pomocí polyno-
mu/ve tvaru součtu součinovych člen . Jestliže je p libovolny součinz f, pak pro
každy vektor (rr,rr,...,un),pro nějž p: I,platí,žeif : I,dtedyifunkce F má
hodnotu 1. Proto lze vyslovit:

Lemma l1.5. Nechť je Booleouafunkce F uyjád enapomocípolynomuf mající
ho tuar součtu součinouych člen a nechť p je jedním z těchto součinouych člen ,
pak p je implikantem funkce F.

Drisledkem lemmatu 11.5 je následující tvrzení: Jestliže je Booleova
funkce F vyjád ena pomocí minimálního polynomu f majícflto tvar součtu souči-
nov ch členri, pak každy součin z í je implikantem funk ce F .

Jestliže funkci F vyjád íme pomocí plné součtové normálru formy / a jestliže
zkaŽdého mintermu polynomu/vytvo íme zvyšovárum ádu prost} implikant, pak
obdrŽÍme vyjád ení funkce F pomocí součtu prostych implikantri. Proto platí:

Lemma 11.ó. Libouolnou nenulouou Booleouu funkci F lze zadat alespoň jed-
ním polynomem f, kter je součtem prostych implikant .

Nechťp (*r, ..., *,) jeimplikantem Booleovy funkce F mající plnou součtovou
normálníformuflx 1l ...l x,).Je zíejmé,žeplatír < n. Proměnné x, * ražín se proto
vyskytujÍ'rre formě /a nevyskytují se v implikantu p. Jestliže z implikantu p vytvoff-
me součin

s(x, , ..., xr) : p(xt, ..., x,) .!, + t . ... . !r, (tt.tz)
kde literá|y y, * t až !,jsou vytvo eny po adě z proměnnych x, + I až x,, pak součin
(11.12)je sčítancem ve formě l

Zdrivodnění. Nechť doplněny součinovy člen s není obsažen ve formě/. P i adí-
me-li proměnn ,^ ,, až xn takové hodnoty, aby s : 1 (to lze právéjedním zpriso-
bem), pak i implikant p : ].. Protože forma/neobsahuje součin s, nabliyá pro tuto
kombinaci hodnoty 0. To je však spor s p edpokladem, že p je implikant funkce F,
která má plnou součtovou normální formu f. Závér vyslovíme takto:

Lemma l1.7. Jestliže je p implikantem Booleouy funkce F mající plnou sou-
čtouou normální formu f, pak forma f obsahuje ušechna možná doplněnr [t.tZ)
implikantu p.



P íklad Lt.Lz.Nechťp : ittje implikantem funkce F,kterámá plnou souČto-

vou normální formu í(*, y, z, u). Pak musí forma/obsahovat všechna možná dopl-
nění součintr p.tj.

(t t.ts).

n --,,-,1,L _ .

nL]]

\.;,,
'.'

\,:--

.,]_-
:.

:

_ ],

.'...

''
t)l

iuyz,
poznamenejme ještě, že právé z těchto čty součinri obsažen ch v f získáme pomo-

cí trojího použití formule (t t.t 1), tj. pomocí trojího kráceni implikant p.

Zaveďme ještě následující relaci mezi součinov mi členy.

Deíinice 11.8. Říkáme,že součin s, pokr vá součin sr, práuě kdyŽ kaŽd literól,

ktery se uyskytuje u sr,uyskytuje se iu sr.

Poznamenejme, že re|ace,,pokrlruat" zavedená definicí 11.8 je reflexívnÍ, anti-

symetrickáatranzitivní*). Je to tedy uspoíádaí|í na množině souČin . Buderye{i

tuto relaci uvažovat pouze na množině součinri, pomocí nichž mtňe b; t vYjád ena

daná funkce F (ve tvaru součtu součinti), pak minimálními prvky zavedeného

posetu jsou mintermy a maximálními prvky jsou prosté implikanty.

p íklad l1.12(pokračováru). Součinp : ittpokr}vá každy z mintermri (tt.tS).

Vraťme se k definici 1I.6. Je zíejmé, že pokud je polynom minimální (podle

kteréhok o\i z uveden}ch kritérií), pak je nezkratiteln; . Obrácené tvrzení vŠak

neplatí. Mrižeme íícipouze toto:Jestliže je zkonstruovaná mnoŽina vŠech nezkra,

titeln] ch polynomri dané funkce F, pak jsou v této množině obsaŽeny vŠechny

minimální polynomy. Jestliže chceme sestrojit libovoln} nezkratíteln} polynom

funkce F, pak musíme v prvnr adě sestrojit množinu všech pros| ch implikantťr

a potom z ní vybrat takovou podmnožinu, aby jejím součtem vznikl nezkratiteln}

polynom.

Nyní máme p ipraveno vše k tomu, abychom popsali konstrukci minimálruch

polynomti funkce F.

Konstrukce minimálního polynomu Booleovy funkce F.

0. Nechť F i" Booleova funkce (zadaná nap . pomocí tabulky nebo pomocí
formule).

1. Sestrojíme riplnou součtovou normálru formu / odpovídající funkci F.
2. Sestrojíme množinu všech prostych implikantri funkce F.
3. Sestrojíme množinu M všech nezkratiteln ch polynomri funkce F.
4. Z množiny M vybereme všechny polynomv splňující dané kritérium mini-

málnosti.

*) Uvažovanou reltrci nazyvámetak,.;ak je to v technicke literatu e zvykem. Jde vŠak o relaci r znou

od relace zavedené v definici ]..8.
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Nechť je zadána Booleova funkce F, pak podle bodu 1. konstrukce sestrojíme
nejPrve její plnou souČtovou normální formu f. Použít k tomu mrižeme buď
p ímou, nebo nep ímou metodu uvedenou na konci článku II1.

NYní p istoupíme k bodu 2. konstrukce a popíšeme, jak z formy f získáme
vŠechny prosté implikanty funkce l'. Podstatou postupu je neustálé krácení sou-
sedních součinri, tj. používání formule

t.x+t.i:t. (tt.t+)
Nejprve vykrátíme všechny možné dvojice sousedních mintermri (nSr se v právě
jednom literálu). Tím získáme termy 1. ádu. Potom vykrátíme vŠechny možné
dvojice sousedních termri 1. ádu. Tím obdržíme termy 2. ádu atd. Součin p,kter
p i tomto postupu pokryjeme kratším součinem, nemriže blit prost;im implikan-
tem. Prostym implikantem je proto každ , takovy součin, ktery už nelze pokryt
dalŠÍm součinem. Abychom získali dobry p ehled, m žeme oba krácené sousední
souČiny oznaČit hvězdičkou. Prostymi implikanty jsou pak neoznačené součiny.
Popsan; postup nejlépe osvětlí konkrétru p íklad.

P Íklad 11.13. Určeme všechny prosté implikanty funkce F, mající následující
riplnou součtovou normální formu:

f : iyzu + iyzu + xyžu + xyzu + xyžu * ryzu :
: 7ll(., * frh * ítlt1 * ffilt * l(lts * lTlts

VYkrácením mu a m, obdržíme iyz, m, & ffits obdržíme yzu., mg d ffitt obdržíme xyu
atd.ZapíŠeme-li mintermy do první}ro sloupce, termy 1. ádu získané krácením do
druhého sloupce a termy 2. íádu získané krácením termri druhého sloupce do
t etího sloupce, obdržíme:

iyz xu

yzu xu

xyu x

xžu x

xzu x

xyux

NeoznaČené zristaly pouze součiny iyz, yzu a xu, a proto jsou tyto součiny prostymi
implikanty funkce F.

Postup, kter jsme demonstrovali v p ftladě 11.13, jemožné zdokonalit tak, že
nebudeme pracovat p ímo se součiny z polynomu f, a|e s dvojkornimi čísly, která
těmto souČinrim odpovídají. P vodní metodu vymyslel Quine a její zdokonalenr
(vzhledem k použití počítač ) navrhl Mc Cluskei. Postup rozdělime do několika
krok .

iyzu x

xyzu x

xyžu x

xyzu x

xyžu x

xyzu x

211,



2a) ye všech mintermech uspo ádáme proměnné stejně a potom kaŽdému

součinu p i adíme dvojkové číslolmrsto x, píšem e í amísto í, píŠeme O). raŽaému

tomuto čirtu dále p i adíme jednak index termu, což je poČet jedniČek v dvojko-

vém zápisu, a dále stavov , index, cožje desítkovy zápis tohoto dvojkového ČÍsla

(tzn. ináex iv zápise m).Poznamenejme, že stavorn index pro minterm n Proměn-
n; ch mriže byt nejvyše roven číslu 2" - 1,.

P íklad 11.13 (pokračování). Ukažme pomocí tabulky 13, jak bude vypadat

krok 2a) v p ípadě formy /:

Minterm Dvojkclvé číslo Index termu Stavoq index

0110
0111
1001
1011
1 101
1 111

2

3

2

J

_)

4

6

7

9
11

13

15
Tab. 13

zb\zápispomocí dvojkov. ch číselupravíme takto: Vytvo íme skupinY dvojko-

vych 8ir.ir" ,t"irr5;* indexem termu, tzn. se stejn; m počtem jedniČek. TYto skuPi-

ny mezi sebou uspo ádáme (shora dolri) podle vzrustajícího indexu termu. Jednot-

livé skupiny od sebe oddělíme vodorovňou čárou (viz prvnr slouPec tabulkY 14).

zc) Ňy"i p istoupíme ke krácení dvojkov ch čísel. Abychom toto krácení mohli

1épe popsat, p ipíšerne p ed každédvojkové číslo i jeho stavorr index. Porovnávat

t L poire eisn ," so,rr"druch skupin. Jestliže se porovnávaná čísla liŠÍ Právě

v jeáné dvojkové číslici (na stejném místě\, zkrátíme je, oznaČÍme a nahradíme

číŠtem no{m, které zapíšeme do dalšího sloupce i se stavoq mi indexY obou

krácen ch čísel. Zkrácenou číslici nahradíme pomlčkou (-), abY i nadále z stalo

zachováno privodní piiíazení dvojkor". ch číslic a literálu

p íklad 11.13 (pokračování). Abychom p i porovnávání dvojkov. ch ČÍsel na

žádnou dvojici nezapomněli, vypíšeme je pomocí stavot'ch indexri:

6,7; 6,1,t; 6,!3; 9,7; 9,1,1,;9,1,3;7,I5; 11,,l5; 13,] 5

Kráceru zapíšeme pomocí tabulky 14.

Mintermy Termy 1. ádu Termy 2. ádu

6 0110 *

9 1001 *
-7- 0Tú "II 1011 J(

13 1101 *

ts 11 "

6,7
9,It
9,13

01 1-
10-1
1_01

7,I5 -111
11,].5 1-11 *

13.15 11-1 *

9, 11,, 13, 15 1-_ l
9, L3,1l, 15 1--1

Tab. 14

2I2

iyzu
iyzw
xyžu
xyzu
xyžu
xyzll



É a potom každému
i pr3eme O). t<aždému
fi jedniček v dvojko-
toto dvojkového čísla
o minterm n proměn-

13. jak bude vypadat

Tab. 13

íme skupiny dvojko-
itťniček. Tyto skupi-
ndexu termu. Jednot-
'sloupec tabulky 14).
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NeoznaČená zristala ČÍsla 01,1-, -1 11 a í-- 1. Těm odpovídají prosté implikanty
iyz, vzu a xu.

Zdllrazněme, Že krátit mrižeme pouze taková čísla, která mají stejny počet
PomlČek na stejnych místech a jejichž dvojkové číslice se liší právě na jeánom
místě. Tím je konstrukce prostych implikantri ukončena.

3. P istupme ke konstrukci nezkratiteln ch polynom . Z množiny prostych
implikantri zkonstruované v bodě 2 c) je t eba vybrat takové podmnožiny, aby
jejich souČet definoval ptivodru funkci F a p itom aby byl nezkratitelny. Tuttl
problematiku budeme ešit pomocí nr ížky prost ,ch lmplikantri.

Za) VtriZku prost}ich implikantri sestrojíme tak" že do vodorovného záhlaví
vypíŠeme stavové indexy odpovídající všem mintermrim a do svislého zátltaví
vYpíŠeme dvojková Čísla odpovídající prost; m implikantrim získany* u bodě 2c).
SkuteČnost, Že prosty implikant p pokr;vá určit;f minterm, vyznačíme kffžkem
v p íslušném políčku.

P íklad 11.13 (pokračování). Vyznačme pro porovnání m ížku prostych impli_
kantri dvojím zp sobem:

a) pomocí součin v tabulce t5
Tab. 15

l!'ŇlŇŇ,Ň
lr[a'+'+ŤŤ

iyz I x x
yzu l X x

xxu x X X

b) pomocí dvojko,r. ch čísel a stavov. ch index v tabulce 16

Tab. 16

6 7 9 11 13 15

011- l x
-111| x x
1--1l x x x x

3b) Nyní je t eba nalézt takovó co nejmenší množiny prostl ch implikantu, aby
kaŽdl mintenrr z/byt pokryt někter m z těchto implikantu. Z hledista m ížky to
znamená, Že musír.ne nalézt vždy takovou co nejmenší množinu ádlri, aby v kaž-

, dém sloupci byl alespoň jeden k ížek.
Je z ejmé, že pokud někter,. sloupec obsahuje jen jeden k ížek, pak pros!

Tó. 14 implikant označující ádek tohoto k ížku musí pat it do každého vl běru prosq ch
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implikantti. Těmto prost m implikantťrm íkáme podstatné implikantY a mnoŽina

všech podstatn ch implikantri tvo í tzv. jádro,

V p rpad é, ie podstatné implikanty z já&a pokqvají všechny mintermy z í, je

jejich součtem Ňrtmamí polynom (podle obou kritérí), čínž je vy ešen i bod

4 konstrukce.

p íklad 11.13 (pokračování). Jádro tvoff dvojková čísta 01 1- (v Prvním slouPci

i":"ái"l;r.rrz"t)-u'i-- 1 (ve t eíím, čtvrtém apátémsloupci je jedin k íŽek). Těmto

eirr.i- áapovíoalí prosté implikanty iyz axu.Protožetyto dva Podstatné imPlikan-

ty pokqfuají všechny minteimy z f,, platí, že minimálním polynomem funkce F je

polynom
iJlz + xu.

obecně však prvky z jádra nemusí pokqfuat všechny mintermy z f, y tom

p ípadě je t eba p i konstrukci nezkratiteln; ch polynomri p idat k jádru ještě další

p.o.te implikanty a to tak, abychom vždy,,co nej sporněji" pokryli všechny min-

termy z f.

P íklad tl.L4.Sestrojme všechny nezkratitelné polynomy funkce F, jejňmiň_

ka prost ch implikantri je v tabulce ] 7,

Tab. 17

10 11 I4

011- | x
-110 l X

101 -
1_10

Do jádra náleží zíejryé součiny odpovídající dvojkoq m ČÍslrim 01 'l' - a I01'' ' tzn.

iyz a xyz. Abyct o* uSut pokryli všechny mintermy formy / musíme k jádru,p idat

buď prost impňant ia'("aiovídá číslu - 110), nebo prost} implikant xzu (odPo-

uia6ii.r"'t_ťo). Ne"tratiteln; mi polynomy funkce F jsou v tomto p ípadě

iyz + xyz + yzu a iyz+xyz+xzu.

4. Jestliže porovnám e nezkratitelné polynomy získané v bodě 3c) konstrukce

pomocí pffslu,šného kritéria minimálnosti, pak získáme hledané minimtílní PolYno-

my sp|ňuj ící dané kritérium

p íklad 11.1,4 (pokračováru). Booleova funkce F má dva nezkratitelné PolYno-

my (viz (rr.rs)), priremž jsou oba minimálnípodle obou.,yš" uveden; ch kritérií,

y závérutohoto článku načrtneme ve formé poznámek některé dalŠÍ ProblémY

minimali zaceve spojení s technickou praxí, i kdYŽ o logick ch obvodech budeme

pojednávat až v další kapitole.

214
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Ékteré další problémy

ich obvodech budeme

Poznámka o neurČen 'ch stavech funkce. V praxi se setkáváme s tím, že pro některé vektory
z definiČnfto oboru Booleovy funkce není určena funkční hodnota. Těmto stavrim ftáme neurčité
stavY a budeme je oznaČovat symbolem,,x". V technické realízaci to znamená, že se buď p íslušny
vektor z definiČního oboru vribec nevyskyfuje, nebo že jeho pfftomnost nikterak neovlivní funkční
sPrávnost obvodu. Jin; mi slovy: neurČity stav x je možnénahradit podle pot eby buď hodnotou 1, nebo
hodnotou 0. Tuto skuteČnost lze dob e vyllžít právě p i minimalizaii, coi ukážeme na p íkladě.
Z matematického hlediska to znamená, že začínárne uvažovat ,,ne tiplně" zadané Booleov funkce.
TYto funkce vŠak m Žeme vzhledem k naší problematice vhodně dodefinovat na ,, pln ď, zadané
Booleovy funkce.

P i minimalizaci jsme vycházeliz mintermri obsaženych v riplné součtové normálníformě. Nahradí-
me-li neurČitY stav,,.t" hodnotou 1, pak se zv ší počet v chozích mintermri. Tím se ale rozši uje
i moŽnost zv Šení ádu prostych implikantri a současně snížení počtu těchto implikantri pot ebnlich
k PokrytívŠech minterm . Zd raznéme, že dodatečně p ibrané mintermy (tj. mintermy získané nahra_
zením Stavu .T hodnotou 1) nemusíme pokryvat. Ukažme problematiku na p íkladě.

P Íklad 11.15. Uvažujme funkci F tíí proměnnychzadanou tabulkou 18.

Sestrojíme minimálnr polynom tak,
Mc Cluskeiovi metody:

L.Í: xyž + iyz + xyž + xyz + xyž:
:l7l2*ffizlnlq*ffis*ffie

jak jsme uvedli p i popisu Quineovy-

Tab. 19

Mintermy Termy 1. ádu

2 01,0 *
4 100 )e

3l'T1 "5 101 J(

6 110 ,É

2,3 01_
2,6 _10

4,5 10-
4,6 1_0

2I5

-J.2.

Tab. 18

x y Z e(ry4

0
1

2
J

4
5

6

7

0
0
0
0
L

1

I
1

0
0

1

1

0
0
1

1

0

7

0
,l

0
1

0
l

0

x
1

I
1

1

I
x

Tab,20

2 J 4 5 6

01-
-10
10-
1-0

xX
x

X
x

x
x

x



2.

4. Minimálními polynomy funkce F jsou:

Ít: i! + xy + yZ nebo f:: i! + xv + xž

provedeme-li minimalizaci tak, jak jsme uvedli v p edchozí poznámce, tzn.

nahradíme_li neurčité stavy x v druhém a osmém ádku tabulky hodnotou 1,

obdržíme:
I. í' : iyz + xyž + iyz + xyZ + xyz + xyž + xyz :

: ffiI * l7lz * rfts * lftl * ffis * ffis * frll

Tab.21,

Mintermy Termy 1. ádu Termy 2. íádu

1 001 J.

2 01,0 *
4100lt
301t"
5101 *
6 110 J(

T-ffi-

I,3 0-1 )t

1,5 -01 J.

2,3 01- *

?,6 -10 *

4,5 10- tÉ

4,6 í-0 x
3,7 -11 Jí

5,7 1-1 )É

6,7 11- *

1,5,3,7 _-1
2,6,3,7 -1_
I,3,5,7 __I

4,6,5,7 I-_
2,3,6,7 -t_
4,5,6,7 t__

Pokud jsme p i minimalizaci využili i
nom, kteq je jednodušší (podle obou
obvyklou metodou minimalizace.

poznámka o minimalizaci souboru Booleov,ch funkci" Dosud jsme se zabyvaliminimalizací jedné

Booleovy funkce. V praxi však existují logické obvody mající více v. sfupti, p iČemŽ mnoŽina vstup je

stejná. Nechť je vstupti n a v stupri m, pak z matematického hlediska studujeme zobrazení Z: 2" - 2^ .

Toto zobrazenívšak rn žeme považovat zam samostatnlích Booleov ch funkcí F:2" *2,
Minimalizaci uvedeného souboru funkcílze provést tak,že minimalizujeme každou z těchto funkcí

zvlášť. V; sledné ešení však m že b; t značně neekonomické, neboť v množinách prost ch implikant
jednotliv_ ch funkcí se mohou některé implikanty opakovat. Takov. mto implikantum Íkáme skupino-

vé implikanty.
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4. Minimálním polynomem funkc e F je íz : ! + x (není t eba pokryt mr).

:

b

stavy x, p*jsme získali minimálru poly-
kritérifl než polynomy fr, í, sestrojené

Tab.22

5 6 72 J 41

--1
-1-
1__

X

x
X
X

x
x
x

X
X
x

x

x



a.. _. :t)Známce, tzn.
:, - *. r:i hodnotou 1,,

ftba pkl t mr).

bta minim:ílní poly-
my í, fi sestrojené

ůú,ali minimalizací jedné

iiii.ín: množna vstupri je

irnezobrazení Z: 2" - 2-.
*cí F:2' -2.
- 

Laždou z těchto funkcí
Ďách prost ch implikantri

Fnnm ftáme skupino-

Základní PrinciP metody minimalizace souboru logic ch funkcí spočívá v tom, že zkonstruujeme
nejen mnoŽiny prostych implikantri jednotliv ch funkci ale také prosté skupinové implikanty všech
dvojic, trojic atd. funkcÍ. Z téchto všech implikantri se pak vyhledá minimální množina. Je z ělmé, že
P i Pok{vání mnoŽiny mintermri vychozích funkcí mají p ednost skupinové implikanty.

Poznámka o dalŠÍch metodách minimalizace. Quineovou_Mc Cluskeiovou metodou tze pň ruč_
ním zPracování minimaltzovat ríptné součtové normální formy majíeí osm až deset proměnn ch. p i
PouŽití poČÍtaČ |ze poČet proměnnych zq šit až na několik desítek. p esto se však od poloviny
sedmdesát ch let a zvláŠtě pak v osmdesátych letech objevují snahy vytvo it nové metody minimaliza_
ce. Šlo P edevŠÍm o to, aby zjednoduŠením algoritmu obsaženého v Quineově-Mc Cluskeiově meto_
dě bYla snÍŽena nároČnost na Čas a paměť počítače. A tak se objevily další metody, které dávají
PraktickY stejně dobré q sledky jako uvedená metoda a které jsou časově i paměťově méně náročné.
Jmenujme zde pro zajímavost tyto metody: MIM, PRESTO, PRONTO a CAMP.

CVIČENÍ 11

uvažujme množinu A1 všech Booleov ch funkcí F! jedné proměnné
v Booleově algeb e 2. Sestrojte tabulky opera cí rl, ul o,' v množin ě A, u dál"
Hasse v diagram uspo ádání o v této mno žiné.
určete počet všech funkcí jedné proměnné, dvou proměnnych, tff proměn-
nych a n proměnnych v algeb e 2.

Sestrojte típlnou disjunktivnr normální formu funkcí F?, fr, F?, a F|, (viz
P . 1t.4). rak vypadá tato forma pro funkci n'oZ rtěmto funkďm sestrojte také
plnou konjunktivní normální formu.

Sestrojte tabulky Booleoq ch funkcí tff proměnn; ch x,!, z zadarrychnásledu-
jícími pln; mi disjunktivrumi normálnrmi formami:
(*--ynz)u(*'nynz)
\* -' n /,) u !* n y' n z) u !* - n r'| u(x'rr yrr /) -(x' n y' n /)
(* n y n z) u (*' n y n z),-., (x' n y' n ťj
k funkcím ze cv.4 sestrojte plné konjunktivní normální formy.
Sestrojte plnou disjunktivní normální formu funkcí t í proměnnych zada_
nych následujícími polynomy:
xu:(xn )'us xrlyn /
(* n y n z)' n (* u y'\.-., (x ., z\' u z
[(" - y) - (" u z)f'- [(, u z)' n (* - )]

Dokažte, že libovolné dva různé minimální polynomy pt, p2 píoměnnych
Xl, ..., 4, jsou disjunktnÍ, tzn. pt n pz :0. Návod: r zné minimální polynomy
se musí lišit alespoň v jedné proměnné x;, (v jednom je x, a v druhé^ *;i
sestrojte prusek pt - p, a píitom využijte v}še uvedenĚ zjištění.
Dokažte, že množina p, všech polynomri n proměnnych majících plnou
disjunktivní normální formu je uzavíená vzhledem k operacím n, u aj .
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9 Odrivodněte, proč lze libovolnou Booleovu funkci jedné proměnné F:
v algeb e 2 vyjád it formulí
y : (F!(o) - *') u (rl(t) ., J).

10 Odrivodněte, proč lze libovolnou Booleovu ťurrkci dvou proměnn}ch F!
v algeb e 2 vyjád it formulí
,:IF?(OO) - *'- y)-(F?(Ot) - x'n!)-(F?(tO) - x- y')u

-(F?(tt) - xn |).

11 Na základě cvičení 9 a 1,0 napište formuli pro vyjád ení libovolné funkce

n proměnnych Fi v algeb e 2.

12 Sestrojte drikaz věty 1 1.2 tak, aby vedl k plné konjunktivní normální formě.

13 Zdrivodněte p ímou konstrukci plné disjunktivní normální formy polynomu

í(*,,... ,x,,) v algeb e 2.

1,4 Vyslovte kritéria minimálnosti pro polynomy mající tvar souČinu souČtov ch

členri.

15 popište konstrukci minimálních polynom majících tvar souČinu souČtoq ch

členri.

16 Sestrojte všechny minimální polynomy pro funkce t í proměnn}ch, které jsou

uvedeny v tabulce 23.

|7 Sestrojte minimální polynomy pro funkce čty proměnn; ch zadané následujÍ-

cími formulemi:
a)ír:(ó*zux)(x+u)
b) í, : (x + yu + yD) (y + u + dj
c) í, : 4 + xyu + xyu + (*y * iyzu)y

21,8
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Tab.23.

xyz F3F1 F2

0
1

2

J

4
5

6

7
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101
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lné proměnné F:

u proměnn ch F!

ťl-_

í tibovolné funkce

m normální formě.

n forml,polynomu

ruginu součtovych

oucinu součtov ch

rěnní-ch- které jsou

rzadané následují-

12 LOGICKÉ oBvoDY

V této kapitole se budeme zabyvat použitím Booleov ch algeber p i
konstrukci určit ch logickych obvod .

Hlavru a nejd ležitější součástí nejruznějších logic ch automatri je logic
obvod. Logick , obvod píetváíí vsfupru signály ve v}stupní signály podle žádané
činnosti zaťaení (viz obr. 04). Všechny uvedené signály nab vají pouze dvou
hodnot, které budeme označovat 0 a 1. Tyto hodnoty signálu však nijak p ímo
nesouvisí se skutečnou fyzikální hodnotou signálu. Speciálním pffpadem logic-
kl ch obvod jsou tzv. kombinační logické obvody, jejichž v stupní signály jsou
jednoznačně určeny kombinací současně prisobících vsfupruch signálri. Těmito
obvocly se budeme v další části zablruat.

\, tupní signóty 
obr. ó4 

V stupní signóty

Obvod mající n vstupri a m vystupti p edstavuje zobrazení Z:7n - 2^. V další
části pojednáme pouze o obvodech s rz vstupy a jedním {stupem. Každ takovy
obvod p edstavuje Booleovu funkci F:7" -, 2. VYše uvedené zobrazení Zlzepak
chápat jako ln samostatnych Booleorn ch funkcí n proměnnych. Z p edchozího
textu víme, že píi n vstupech mrižeme vytvo it celkem 2" Ňznych kombinací
vstupních signálri, a proto existuje p esně 2Q"} ruzn ch Booleo,r,. ch funkcí
F:2"-* 2. Také víme, že všechny tyto funkce lze popsat pomocí Booleoq ch
polynom .

l2.1 Systém logick , součino logick , součet, negace

Logické obvody, o nichž budeme pojednávat, jsou vlastně fyzikáLní
realizacíBooleoq ch funkcí. Tyto funkce, jak jsme již uvedli, tze definovat pomocí
polynom , v nichž se vyskytují pouze symboly zák|adních Booleo.rYch operací

71,9
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součin, součet a negace*). Abychom mohli sestavit libovolny logick} obvod, bude-

me muset zv|ádnout reahzaci těchto základruch booleovsk}ch operacÍ. Proto mu-

síme mít k dispozici základní stavební prvky (viz obr. 65), které realizují po adě

logick součin, logick součet a negaci. Fyzikrilru podstatou těchto stavebních

částr, kterym se íká togické členy nebo také hradla, se nebudeme zabYvat.

Obr.65

Schématrim, která znázorňují logické obvody, budeme Íkat togické sítě (viz

nap . obr. 66). Jsou to vlastně ohodnocené grafy, jejichž hrany reprezentují elek-

trické vodiče a jejichž uzly jsou logické členy.

Dva logické obvody nazveme funkčně ekvivalentnío právě kdyŽ realizují stejnou

Booleovu funkci. Protože Booleovy algebry jsou distributivnÍ, jsou naP . obvodY

znázarněné na obr. 66 funkčně ekvivalentnr. Obvod na obr. 66a realizuje funkci

zadanou polynomem í . (y * z), zatímco obvod na obr. 66b realizuje tutéŽ funkci,

ale tentokráte zadanou polynomem -r . y + x . z.

Obr.66

obraťme pozornost k anal ,ze nebo jinak ečeno k logické simulaci logic ch

obvodri. Neónt je z Logc ch členri sestaven urči| logic obvod. Uloha znÍ:

Určete Booleovu funkci F, kterou tento obvod realizuje.

Jeden možny zprisob určenífunkce F spočívá v tom, že budeme postupně volit

všechny možné kombinace hodnot na vstupech a podle vlastností logick}ch Člen

doplníme hodnoty na jejich q stupech až k v. sledné hodnotě v; stupu z logického

obvodu. Tak m žeme sestrojit tabulku funkce F.

*) protože Booleovy algebry rizce souvisí s logikou, nazyvá se někdy navrhování logického obvodu

pro počítač navrhováním logiky počítače. Proto se používá i terminologse lžívaná v logice. Logické

č|eny znázorněné na obr. 65 se nap . často naz vají: člen a, člen nebo a člen ne (anglicky: and, or, not).
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P íklad l2.1. Na obr. 67a je znázorněn určiq logicky obvod se t emi vstupy.
JestliŽe na vsfupech x,y, z budou po adě hodnoty í,0,'I, pak na v}stupu z logické-
ho obvodu bude hodnota 0. Booleova funkce, kterou tento logick} obvod reabizu-
je, proto p i azuje vektoru (1, 0, 1) funkčru hodnotu 0. Obdobně bychom mohli
urČit funkČní hodnoty i v sedmi zby|ychp ípadech, a tak sestrojit tabulku funkce F,
kterou obvod realizuje.

' obr. ó7 
b)

Druhá metoda určení Booleovy funkce F je mnohem efektivnější. P i postup-
ném procházení obvodem od vstupri k v stupu nebudeme pracovat s konkrétními
hodnotami proměnn ch, ale p ímo s proměnn mi nebo s termy, které jsou z těchto
proměnn ch vytvo eny. U v stupu z obvodu pak obdržíme polynom odpovídající
hledané Booleově funkci. Tento polynom m žeme ještě upravit a bude-li to pot e-
ba, sestrojit na jeho záHadé tabulku funkce F.

P íklad 12.1 (pokračování). Určeme Booleovu funkci F,která je rea|izována
logic m obvodem znázornén; m na obr. 67b. Postup určeru polynomu pro
funkci F jsme vepsali pffmo do logické sítě. Je vidět, že uvažovany logic obvod
lze popsat formulí f(r, y, z) : :gy a 7.

Nyru se budeme zaby-lat problematikou syntézy logick ch obvodri. Jde o lohu
opačnou k té, kterou jsme ešili v p edchozí části. Nechť je zadána Booleova
funkce F. Máme sestrojit logick obvod, kter;í funkci F realizuje.

Postupovat mtižeme nap . takto: Pokud není funkce F zadána tabulkou, pak
tuto tabulku sestavíme. Pomocí tabulky vytvoffme plnou součtovou normálru
formu funkce F (viznep ímá metoda uvedená na konci kap. 10). K této formě pak
sestrojíme logickou síť. Problematiku ukážeme na p íkladě.

P íklad l2.2. Sestrojme logickou síť odpovídající Booleově funkci F t í pro-
měnnych zadané tabulkou 24.

I1plná součtová normální forma funkce F je

í: iy, + iyz * xyž * xyz:
:ffiI*frls*ffia*frh.

Logickir síť je znázornéná na obr. 68a.

22I
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Tab.24

xyz F (x, y, z)
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Obr. 68a

Logick obvod uveden] v p ftlad é 1,Z.2 zíejmé neru nejekonomiČtějŠÍ pro

danou funkci F atakobvykle d íve, nežwčity logick obvod sestrojíme, provede-

me minim alizacip íslušné plné součtové normtilní formy nap . metodou Quineo-

vou-Mc Cluskeiovou (viz článek LI.Z).

p íklad 12.2 (pokračováru). Pokud budeme polynom (tZ.t) minimalizovat,

obdržíme polynom ít : x| * iz. Logic obvod odpovídající tomuto polynomu je
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znázorněn na obr. 68b. Logické obvody vyznačené na obr. 68a, b tedy realizují
stejnou Booleovu funkci a jsou proto funkčně ekvivalentru. Obvod na obr. 68b je
však z ejmě ekonomičtější.

Obr.68b

Poznamenejme, že logickou síť libovolné Booleovy funkce zadané ve tvaru
souČtu souČinovych Členri ,,|ze načrtnout" tak, aby logické členy byly ve t ech
sloupcích. V posledním sloupci je člen realizující součet a počet jeho vstupri
odpovídá poČtu součinri. V prost edním sloupci jsou členy, které realizujísoučiny,
a v Prvním sloupci jsou členy realizující negovánr (viz obr. 68). Takoq m logickym
obvodtim se ftá dvoustupňové togické obvody AND-OR (neuvažujeme tvo ení
negací vstupních proměnny.h) *).

1,2.2 Další logické systémy

Prvru logické systémy odvozené z teoňe Booleov ch algeber byly sku-
teČně zaloŽené na t ech logickych členech realizujících logické násoben1 logické
sČítání a negaci. Na základě formur (8.1S) a (S.t5'), které jsou bezprost edními
d sledky de Morganov ch pravidel, však víme, že počet záHadních operací lze
zredukovat na dvě. Uvedené formule v naší nové symbolice zapíšeme takto:

(V*,y)x.!:i+y
(V*,y)x+y:*.y

(tz.z)

(tz.z,)

í nejekonomičtější pro
od sestrojínre, provede-
nap . metodou Quineo-

r | 12.1 ) minima|izovat,
fr tomuto polynomu je

Zlíbovolného Booleova polynomu, v němž se mohou vyskytovat všechny základní
booleovské operace,|ze pomocí těchto formulí vytvoňt polynomy, které jsou jim
rovny a které obsahují pouze dvé z těchto operacÍ: + a - nebo a -. Tato
skuteČnost byla takébrzy využita p i tvorbě dalších logickych systémti.

*) Ve dvoustupňovém obvodu projde vstupnr signál nejv še dvěma logick mi členy (neuvažujeme
Člen ne), neŽ dosáhne vlstupu. Protože na každém členu dojde k určitému zpoždénísignálu, je rychlost
obvodu nep ímo riměrná počtu stupňri. Dvoustupňové obvody mají tedy q hodu, že jsou poměrně
rychlé.
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Máme_li p i konstrukci logického obvodu k dispozici pouze logické ČlenY

rea|izujíci ser,tani a negování,lze logic součin vyjád it zptisobem, ktery ukazuje

síť na obr. 69a. Máme{i p i konstrukci logického obvodu k dispozici logické ČlenY

realizqícínásobení a negování, lze logick součet vyjád it zptisobem, ktery ukazu-

je síť na obr. 69b. Je bezprost edně vidět, že píi konstrukci uveden}ch logic ch

sítí vyuZíváme formute (tZ.Z) a (tZ.Z').

o) b)

Obr.69

Vedle p vodního logického systému majícího tíi základní togické ČlenY realizu-

jící logické násobení, sčítánr a negování, kterému se ftá ripln systém logick ch

i,rrrx.i tak existují i logické systémy mající pouze dva zálrJadnr ČlenY realizující

buď násoberu a negováni nebo sčítání a negování. Tyto systémy pat í mezi tzv.

minimální riplné ,y.té*y logick ch funkcí. Konstruktéfi logick; ch obvodri vŠak

poměrně rychle zmenšili počet základních členťr aŽ najeden. Tomu se samoz ejmě

pizptisobiliiqrobci.

Víme již, že existuje dvojice univerzálních operací taková (viz formule (S.ZS)

a (s.zs')), ž" porrro cíkaždé z nich lzevyjád it libovolnou Booleow funkci. Jsou to

operace Shefferova a Pierceova. V naší současné symbolicelze tyto oPerace Po-
psat pomocí následujících formulí:

Chc,
pomocr
Ize for'

Losi
anglick
operac:
Formu,

Zab
logickv
násobe
v jeder:

NA}it

T -,.L .a..

_:"
n,],l .--*
l- ""--

X-
,::(Vr,y) xIy:*.y:i+y

(Vr,y) xIy:r+y:í.y
Těmto operacím odpovídá tabulka 25.
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Shefferova operace (tZ.S)

Pierceova operace (tZ.l')

Tab.25

xy xIy xIy

00
01
10
11

1

I
1

0

1,

0
0
0



: ,uze logické členy
_: _ f lT]. ktery ukazuje
J. s ptrzici logické Členy
] *:[-lbem, ktery ukazu-
: _r;dgnych logickych

b)

í logické členy realizu-
p[í systém logick ch
dadil členy realizující
rstémy patff mezi tzv.
gick ch obvodri však
, Tomu se samoz ejmě

ň ("iz formule (S.ZS)
pleovu funkci. Jsou to
ekc t5rto operace po-

íoya operace (tZ.S)

nrz operace (tZ.S')

Chceme-li dokázat, že tyto operace jsou skutečně univerzálni stačí ukázat, jak
pomocí každé z nich zavést negaci a jednu z operací . nebo + . Zmínéné definice
lze formulovat takto (pro libovolné x, y):

i:xIx a x+y:ily'
*:*Iy a x.!:xIy

Logic člen, ktery realizuje Shefferovu operaci, se naz vá NAND (spojení
anglickych slov Not AND - česky: ne a) a logickl člen, kter; realizuje Pierceovu
operaci, se nazlruá NOR (spojeru anglick ch slov Not OR - česky: ne nebo).
Formule (tZ.S) a (tZ.S') ukazují opodstatněnost p ijatl ch názvtl.

Zabyvejme se nejprve logicklím členem NAND. Na obr. 70a je znázorněn
logic obvod reahzující logicky člen NAND pomocí základních logick}ch členri
násoberu a negace. Tyto dva členy jsou ve většině pffpadri spojeny již ve q robě
v jeden standardnr prvek atímprávě vztltkáčlen NAND. Symbolická značka členu
NAND je na obr. 70b.

o) b)

Obr.70

IJkaŽme, jak pomocí členri NAND rea|izovat záHadní booleovské operace:
negaci, násobení a sčítání. Na obr. 7l,a,b jsou znázorněny dvě možnosti negování,
p iČemŽ se obě v praxi vytlžívají, na obr. 7Lc, d je znázorněno násoberu a sčítáru.

Obr. 71
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Nyní obraťme pozornost k logickému členu NOR. Na obr. 72a je znázornén

logick obvod realizující togick} člen NOR pomocí základních logick ch Členri

sčítání a negace. Tyto dva Éleny jsou ve většině pffpadti spojeny již ve rn robě

v jeden stanáardní prvek a tím právě vzlttká člen NOR. SYmbolická znaóka Členu

NOR je na obr.72b.

Obt.72

tJkažme, jak pomocí člen NoR realizovat základníbooleovské oPerace: nega-

ci, násobení'a ,8itani. Na obr. 73a,b jsol znázorněny dvě moŽnosti negovánÍ, na

obr. 73c a d je znázornéno násobení a sčítání,

+
b)

c)

Poznamenejme, že
Nap . platí

(, 1y) I z* *I (yI z),

pokud za proměnné x,y,z dosadíme hodnoty 0,1, ]_. Proto není obecně možné

rea|ízovat logické členy tohoto typu s více vstupy tak, že vedle sebe zapojíme více

logic ch členri stejného typu se dvěma vstupy,
"u z*", jak pomocí tógictych člen NAND a NOR realizovat libovolnou

Boo1eovu funkci. Uvažuimó nejprve logicky člen NAND. Nechť F je libovolná
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Obr.73 d)

ani Shefferova, ani Pierceova operace nejsou asociativru,
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F
b|

,- i2a je znázornén
i logick] ch členri

ienl, jĚ ve v robě
rhcká ztačka členu

rské operace: nega-
žnosti negováni na

fr=i

nejsou asociativnr.

není obecně možné
:sebe zapojíme více

a}izovat libovolnou
mhť F je libovolná

Booleova funkce. K funkci F sestrojme její plnou součtovou normáLní formu
(pop . plnou součinovou normální formu). Potom formu minimalizujeme. Mini-
mální polynom upravíme tak, aby obsahoval pouze negace a negace součinri.
Získany polynom pak jlž snadno realizujeme pomocí logic ch členri NAND.
Ukažme postup na konkrétních p ftladech.

P íklad 12.3. Nechť Booleova funkce F tíí proměnn}ch je pro jednoduchost
zadána p ímo minimálním polynomem

Í: r)'+ ,i: + _t:,

tJpravme tento polynom následujícím zprisobem:

,c-J:xy+xz+yZ:
Í:ry.iz.yz

Takto upraveny polynom již m žeme realizovat pomocí logickych členri NAND.
Logická síť je na obr. 74.

Obr.74

P íklad l2.4. Nechť Booleova funkce F tíí proměnn; ch je pro jednoduchost
zadána p ímo minimiilnrm polynomem (získanym z plné součinové normátní
formy):

í:(*+y) (x +z)(y+z)

Upravme tento polynom tak, abychom ho mohli realizovat opět pomocí logicklich
členri NAND. IJprava bude vypadat následovně:

t:::

Í:*+y.i+z.y+z
Í:*.y,-xJ j
tJ:x.y.x.z.y.z
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Takto upraven; polynom již mrižeme realtzovat pomocí logick ch členri NAND.
Logická síť jelra obr. 75.

Obr.75

Zcela analogicky lze postupovat, pokud chceme vyjád it libovolnou Booleovu

funkci pomocí logic ch členri NOR. Nechť F je libovolná Booleova

funkce F. K funkci r iestrojíme její riplnou součtovou normální formu (pop .

plnou součinovou normální formu). Potom tuto formu minimalizujeme. Mini-
málnípolynom upravíme tak, aby obsahoval pouze negace a negace souČt . ZÍska-

n; polynom potom již snadno realizujeme pomocí logick ch členri NOR. UkaŽme

postup na konkrétních p ftladech.

p íklad t2.5. Nechť Booleova funkce F tíí proměnn ch je pro jednoduchost

zadána p ímo minimálním polynomem

í:ry+iz+yz.
IJpravme tento polynom následujícím zprisobem:

f:Ty+=+fr
Í:x+y+ x+z+y+ž
+_Tl:x+y+x+z+y+ž

Konstrukci logické sítě funk ce F pomocí logick ch člen NOR necháme Čtená i
jako cvičení. /"

p íklad t2.6. Nechť Booleova funkce F tíí proměnn ch je pro jednoduchost

zadána p ímo minimálním polynomem (získanl m z plné souČinové normálnr

formy):

í:(*+y)(x +z)(y+z)
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ogic ,ch členri NAND.

it libovolnou Booleovu
; libovolná Booleova
normální formu (pop .

minimalizujeme. Mini-
a negace součtri. získa-

členri NOR. Ukažme

ch je pro jednoduchost

NOR necháme čtená i

je pro jednoduchost
re součinové normální

Upravme tento polynom následujícím zp sobem:

f:W
í:x+y+ i+y+y+z

Konstrukci logické sítě funkce F pomocí logic ch členti NOR necháme čtená i
jako cvičení.

Zdtraznéme, Že p i konstrukci logickych obvodri pomocí člen NAND postu-
pujeme větŠinou tak, že zadanou funkci nejprve vyjád tme ve tvaru plné součtové
normální formy. Pak provedeme minimalizací a teprve minimálnr polynom p eve-
deme do tvaru rcahzovatelného pomocí členri NAND. P i konstrukci logickych
obvodri pomocí členri NOR vycházíme obvykle z riplné součinové normální
formy.

Uvedme jeŠtě konkrétní p íklad konstrukce jednoduchého logického obvodu.

P íklad l2.7. Sestrojme logic obvod pro sčítání t í jednocifernl ch dvojko-

'.Ych 
ČÍsel, máme{i k dispozici členy NAND se dvěma, t emi a čty mi vstupy.

OznaČme jednociferná dvojková čísla písmeny x, !, z. Je zíejm{ že sečteme{i
t i jednociferná dvojková čísla, obdržíme maximálně dvojciferné dvojkové číslo,
které oznaČÍme ab. Proměnná b p edstavuje číslici nultého ádu a proměnná
a ČÍslici prvního ádu nebo ji"ak ečeno proměnná a píedstavuje p echod do
vyŠŠÍho ádu. Uvažujme proto dvě Booleovy funkce, které jsou zadány
tabulkou 26.

Úphé součtové ntrrtrtlíllrt' formy zr.skané z uvedenych tabulek jsou následující:

a: iyz + xyz + xyž + xyz

b:iyz+iyž+úr+xyz
PolYnom a lze minimalizovat, zatímco polynom b nikoli. Minimální pcrlynclrn pro
funkci a je následující:

a:X!+XZ+YZ
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Tab. 26

xyZ a b

000
001
010
011
100
101
i10
111

0
0
0
1

0
1

1

1

0
I
1

0
1

0
0
l



Upravme polynomy a ab tak, aby p i návrhu logického obvodu bylo možné pouŽÍt

pouze logické členy NAND:

b:úr+iyi+xyž+xyz
,-
D : xyz .xyz .)cyz . xyz

Logická síť je na obt. 76.

Nechť si čtená provede analyzu uvedeného obvodu, aby ově il, Že skuteČně

realizuje obě uvažované funkce.

Obr.76
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_ :r io možné použít

_ r enl. že skutečně

Poznámka. Zájem pouŽÍvat spíš členy NAND a NOR místo členri logického součtu, součinu
a negace je dán snahou o zmenŠení poČtu typri členri. V souvislosti se vznikem stavebnic integrovanych
obvodri se vŠak v praxi používají v jednom obvodu jak členy NAND, tak i NOR a i negace.

Cesta od p edepsánífunkce a návrhu vysoce integrovaného obvodu k vlastru vyrobě je proces velmi
sioŽiq , kter vyŽaduje spolupráci tymu odborníkti. Nap . nejjednodušší zápis polynomu nemusí vždy
r ést k nejlepŠÍ realizaci. Ve vetk ch systémech je často v; hodnější zapsat některé funkce jako funkce
lrnÝch funkcí protoŽe je v,. hodnějšívyužívatmeziqlpočty než optimalizoryatkaždou z nich. P i vytvá e-
ru návrhri optimálních integrovanych obvodri se proto vyttžívají i statistické metody a používají se
i samotné počítače.

Rychl vyvoj polovodičové techniky dosáhl toho, že lze najediném polovodičovém krystalu vytvá-
ret veliké mnoŽství elektronick ch součástek spojen ch ve složité elektronické logické obvody. Právě
l' souvislosti s tím se mluví o integrovanl ch obvodech. Technici navrhují s rostoucí integrací stále
sloŽitějŠÍ obvody. V současné době se jíž vyrábéjí obvody'velmi velké integrace, jako jsou nap .

mikroprocesory a paměťové čipy, které obsahují až několik miliónri tranzistor .

cvtČBNÍ tz

NaČrtněte logické sítě logickych obvodti realinljících funkce t í proměnnych
Fr, Fr,.F, ze cvičení 11.16 a p itom použťte tyto logické členy: a) součet,
součin, negace; b) součet, negace; c) součin, negace; O) NaNo; e) NOR. Logic-
kou síť zkonstruujte p ed provedením minimalizace pffslušného polynomu i po
provederu minimali zace.

NaČrtněte logické sítě logic ch obvodri realizujících funkce čty proměnn; ch
ze cviČení It.I7. P ed konstrukcíprovedte minimalizaci. Použijte logické členy
a) součet, součin, negace; b) součet, negace; c) součin, negac"; á) NAND;
e) NoR.
NaČrtněte logickou síť logického obvodu pro automat na nápoje. Tento auto-
mat má pracovat tak, aby si zákaznft po vhození pffslušné mince a stisknutí
jednoho z tlačítek ,,č&j" nebo ,,káya" mohl vybrat nápoj, ktery si p eje. K dispo-
zici máte a) logické členy pro sčítáni násoberu a negování; U) togcté člóny
NAND s pot ebn; m počtem vstupti.
Návod.

1. Formulujte jasně lohu a označte
Vstupní proměnné:
x: žádáme čaj
y: žádáme kávu
z: vhodili jsme minci

2. Sestavte tabulky BooleovYch funkcí.
3. Určete plné součtové normálnr formy funkcí a minimaliz te je.
4. Načrtněte logickou síť.

23I

vstupnr i q stupní proměnné.
V stupru proměnné:
F: pfidává se čajov extrakt
G: p idává se kávo,rn extrakt
H: vytéká horká voda



13 DODATEK.
BOOLEOVY ALGEBRY
v LOGICE

Vzhledem k zjednodušení vyslovíme timluvu, že v rámci q rokové logr-

ky budeme uvažovat pouze logické spojky A, v a -,.l .

Nechť V ie t ída všech formulí q rokové logiky, pak V spolu s operacemi
A, v a ] tvo í algebraickou strukťuítl, kterou nazyváme algebra formulí v ,rokové

logiky. V t ídě V zavedeme relaci ,,b; t ekvivalentní':
Formule E a 1p z F se nazyvají ekvivalentní, právě kdyŽ formule

(-q v \ " 
(- v q)je tautologr"*).Ekvivalenci formu|í E, lll označíme q = IP.

Relace ,,byt ekvivalentní' je ekvivalence v t ídě tr/ a dokonce kongruence

v rámci algebry formulí. Sestrojme faktorovou množinu Vl=.Bloky rozkladu
budeme znaéit T, , kde 9 je někt erá z formulí tohoto bloku. Na faktorové mnoŽině

m žeme zavést operace A, v a -t takto:

T, n Tr:atT, nr
T, ' T9 :at Tq, ,p

1Tr:dtT--E
y, razy (t:.t) aZ(tS.S) skutečně definují operace, neboť relace : je kongruen-

ce. čwe i ce (V f :, A, v , r ) j" proto algebraická struktuta.Lze snadno dokázat, že
je dokonce Booleovou algebrou. Tuto algebru nazyváme Booleova algebra formulí
v rokové logiky. Jednotkou této algebry je blok všech tautologii nulou je blok
všech vyvratiteln; ch formulí (ti. formulrí,, jqichž negace je tautologie).

Poznámka. Pokud uvažujeme p i konstrukci množiny V pouze n proměnn ch a1 , a2, ... , a,,Pakmá
algebra Vf = celkem lz') prvku. Atomy tóto algebry jsou bloky, které obsahují formule tvaru

xl-A x2   ...   xn, kde 4 je buď a,, nebo 1a,.

Těchto atomti je2'(viz p . 10.11).

Obdobně mtižeme uvažovat tffdu P všech formulí predikátové logiky a algebru

formulí predikátové logiky (P, n, v, f ).Zavedeme-li v t ídě P relaci ,,bl t ekviva-
lentní', kterou označíme opět =, pak struktura (Pl=, A, v, r)j" Booleova algebra,

*\Za použití spojky c+ bychom mohli psát cp e lp.
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n-e }ůgikl, a ďgebru
' rel;aci _bl,t ekviva-
e Bcoleor-a algebra,

kterou nazyváme Booleova algebra predikátové logiky. Jednotkou a nulou této
algebry je po adě blok tautologií a blok ,,vyvratiteln; ch" formulí.

Na operace V a ] mriŽeme v rámci Booleovy algebry Pf= potiížet jako na
zobecněné operace A a v. Algebra P f= má dvé v znamné podalgebry. Jsou jimi:
algebra otev en ,ch formulí a algebra uzav en ,ch formulí.
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It]
íz1

Il]
[+]

Is]

Io]

Iz]

[s]

Iq]

[to]
[t t]

ítz)
It:]
It+]

It s]

It 0]

It z]

It 
g]

It 
q]

Izo]
lzt]
lzz]
Lzs]
lz+]
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SEZI\TAM TJžIrÝcH SyMg oru

Yyznam
formule (Oaneno jazyka)

q all
p nebo (nevylučovací) p
cp nebo (vylučova"í\ ,P
jestliže q pak ,ll
cp právě když t1l

pro všechíLa x
exisruje aspoň jedno x
existuje právě jedno x
g je ekvivalentní s r/ na zák|adé definice
množina všech p irozen}ch čísel
množina všech cel ch čísel
množina všech racionálních čísel
množina všech reáln ch čísel
množina všech komplexnrch čísel
x je prvkem množiny M
x není prvkem množiny M
množina A je podmnožinou množiny M
množina A je vlastní podmnožinou množiny M
sjednocení množin A, B
prunik množin A, B
komplement množiny A
potence množtny M
soubor množin M,
sjednocení souboru množin M,
prunik souboru množin M,
kartézsk součin množin A, B
n-tákartézská mocniría množiny A
prvek x je v relaci R s prvkem y
první obor relace R
druh obor relace R
tlbor relacc R

Užití
E
cp 

^IPqv
Ev1l)
E+1l)
Elp
(vr)
(l*)
(ltx)
Q at 1l)

N
z
a
R
K
xeM
X+M
AgM
AcM
Av B
AnB
A,
P(M)
{M,'i,,,
U,,,M,
),,,M,
AxB
A,
xRy
nR
Rn
nR u Rn
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MBoLŮ

úRb
aRn
4-t
RoQ
aF
Fa
F:x*!
F:A--B
F:A9 B
F:A * fi
p-t
x_1

xly
x = y(mod E)
MlE
MlS
x=y
x=y
xoy
x>y
x> y
xoy
xNy
<

(ru, n)

prvru obor relace R pffslušny prvku b
druh obor relace R pffslušn; prvku a
inverzní relace k relaci R
složená relace zrelací R a Q
definičru obor zobrazení F
obor hodnot zobrazení F
zobrazení F p i azuje prvku .r prvek y

F je zobrazení množiny A na množinu B
F je vzájemně jednoznačné zobrazení množiny A namnožinu B
inverzní zobrazení k zobrazení F
prvek inverzru k prvku x
x délí y
x je ekvivalentní (kongruentnt) s y moduto E
rozklad množiny M indukovany ekvivalencí E
ekvivalence indukovaná v množině M rozklbdem ,s
x p edcházípíed y
x ost e píedchází p ed y
x bezprost edně p edchání p ed y
x následuj e za y
x ost e následuje za y
x bezprost edně následuje za y
x je neporovnatelné s y
uspo ádání = v množině P
relační struktura, kde M je množina a R je uspo ádání v této
množině
poset s nosičem P a uspo ádáním o
nula posetu (svazu, Booleovy algebry)
jednotka posetu (svazu, Booleovy algebry)
íetézec, kde a,*, bezprost edně následuje za ai
infimum množiny M
supremum množiny M
uspo ádaná dvojice nebo uzavíeny interval
otev en; interval
polouzav eny interval
polouzav eny interval
otev en; počátečru interval pffslušn prvku a
otev en; koncov} interval p íslušn} prvku a
x prusek y
x spojeno s y
prrisek množinv X
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(P, 
=)

0
I

Q, o,, ai * t, ...}
inf M
sup M
lr, b]
(o, b)

lr, b)
(o, b)

G-, r)
(o, -*)

Xn!,X.!

'uY,X+Ynx



|i:r*,
|)i:,*,
(s, =)
D(*, y\

n(*, y\

íp, v prl
X'
Xo
(S, .,,,, ..,)

ítw]
IM
FM
Io

Fo
AxB
D(P)
r(")

nF0
aF1,
x*
(B, .., ,-r,')
cl (x)
int (x)
,(x)
x-y
x@!
)cěy
xxy
xIy
xIy
*(xr, ..., x,\
M(*r, ... , x,\
x', í
TE

2

F,:
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spojení množiny X
pr sek prvk x,až xn

spojení prvkri x, až x,

svaz s nosičem S a uspo ádánrm =
největší společn; dělitel prvkri x, y
nejmenší společn} násobek prvkri x, y
lineární obal množiny p, v p,
dolní kužel p íslušn; k množině X
horní kužel p íslušn; k množině X
svaz s nosičem , a operacemi r, u
podsvaz generovan; množinou M
ideál generovan; množinou M
filtr generovan; množinou M
hlavru ideril generovan prvkem a

hlavru filtr generovan; prvkem a

direktní součin svazri A, B
množina všech dolních podmnožin posefu P
množina zdola ireducibilnrch prvkri píedcházejících p ed

prvkem x
dolní jádro homomorfismu F
horní jádro homomorfismu F
pseudokomplement prvku x
booleova algebra s nosičem B a operacemi n, u,'
uzávér množiny X
vnit ek množiny X
rega|aizace množiny X
diference prvk x, y
symetrická diference prvkti x, y
ekvivalence prvhi x, y
relativnr pseudokomplement prvku x vzhledem k prvku y

Schefferova operace
Pierceova operace
minimrilní polynom proměnn; ch x, x,
maximátní polynom proměnn; ch x, až x,
komplement prvku x
blok ekvivalentr ch formulí r". rokové (predikátové) logiky

obsahující formuli g
dvouprvková Booleova algebra {O, t}

i-tá Booleova funkce F mající n proměnn; ch

A
ab ccd
algpbfi
- Bool
--at
--fa
--fo
--in
--ol
--p(
--tr]
--try
_lT
--YJ
algebn
analyz
antirel
asocial
atom j

axióm

B
blok n
Boole<

- funl
Boolei
- tern

C
Cantol

č
óstďt
člen st
- sour

D
Dedek
definic
--m
definič
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grupa 16

- faktorove n0
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Hasseriv diagtam 27
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