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8 BOOLEOVY ALGEBRY

V této kapitole zavedeme pojem Booleovy algebry a ukdzeme nékolik
dulezitych piikladd téchto algeber. Potom uvedeme nékteré jejich zakladni vlast-
nosti a ukazeme, Ze existuji jak uplné, tak i neuplné Booleovy algebry. V zdvéru
kapitoly budeme pomoci zdkladnich booleovskych operaci m, w a ' definovat
nékolik dalSich operaci.

8.1 Definice Booleovych algeber

Definice 8.1. Svaz S se nazyvd Booleova algebra, prdvé kdyz md nulu a jednotku,
je komplementdrni a distributivni.

ProtoZe Booleova algebra je komplementarni a distributivni svaz, miizeme
dusledek véty 7.3 vyslovit takto:

Véta 8.1. Necht B je Booleova algebra, pak ke kazdému prvku x € B existuje
pravé jeden jeho komplement x' € B.

Na zdkladé véty 8.1 lze fici, Ze v Booleovych algebrach predstavuje tvoreni
komplementu undrni operaci. Proto se na tyto algebry muzeme divat jako na
algebraické struktury majici dvé binarni operace m a w a jednu undrni operaci
zvanou komplement a znacenou '. Protoze vsak Booleovy algebry obsahuji také
nulu a jednotku, miZeme tyto prvky povazovat za vymezeni dvou nuldrnich opera-
ci, které znacime 0 a 1. Booleovy algebry je proto mozné znaéit (B, rm, wu, ') ¢i
dokonce (B, m, u, , 0, 1). Operace m, u a ' se nazyvaji zakladni booleovské
operace. ProtoZe nemiiZe dojit k nedorozuméni, budeme ¢asto misto Booleova
algebra fikat pouze algebra.

’

Podle definice 8.1 je tedy Booleova algebra (B, m, u, ’, 0, 1) algebraicka
struktura se dvéma binarnimi operacemi rm a u, jednou undrni operaci ’ a dvéma
nuldrnimi operacemi 0, 1 spliujicimi nasledujici pozadavky.

Necht x, y, z jsou libovolné prvky z B, pak:

Xmy=ymx komutativnost (8.1)
XYuy=yux (8.1)




(xmy)mz=xm(yr2) asociativnost (8.2)
(xuyuz=xu(yuz) (8.2))
Xmx=x idempotence (8.3)
Xux=x (8.3)
yxra(xuy =x absorpce (8.4)
xulxmy)=x (8.4')
xalyuz)=(xnyulxnz distributivnost (8.5)
xu(yhz) =(xuy) m(rw: (8.5)
xn0=0Axu0=x nula (8.6)
xnl=xAaxul=1 jednotka (8.6")

nX = xox =1 komplementy (8.7 )

Predchozi systém pozadavku jsme uvedli tak, aby byl ,.snadny na zapamatova-
ni*, a take, aby se s nim v dalsi ¢asti dobfe pracovalo. Z pfedchozi teorie svazi
vime, ze by bylo mozné tento systém podstatné zestrucnit. Napf. se ukazalo, Ze oba
pozadavky idempotence jsou nadbytecné (viz cv. 4.1). Také lze vypustit jednu
z formuli (8.5) a (8.5') (viz véta 6.2) a vzdy po jednom ¢lenu v konjunkci (8.6)
a (8.6') (viz lemma 3.2 a 3.2').

Poznamka. Vyslovenim formuli (8.1) az (8.7) jsme ziskali velmi duleZity aplny systém axiéma.
Uplnosti systému axiémi rozumime to, Ze pokud bychom pridali dalsf axiom tvaru identity, ktery neni
logickym diisledkem uvedenych axiému, dostaneme sporny nebo jinak feceno nerealizovatelny sys-
tém. To znamend, Ze uZ neexistuje Zadny netrividlni svaz, ktery by spliioval viechny tyto axiémy.

Obecné plati: Jestlize piiddme dalsi logicky nezavislé pozadavky na objekty néjaké zakladni mnozi-
ny, pak se mnoZina objektu splitujicich tyto pozadavky stdle zuzuje. Proto bychom méli vzdy po piidani
nového poZadavku ovéfit, zda jesté existuje néjaky objekt, ktery nové vytvoreny systém pozadavki
spliuje. Nésledujici piiklady ukdzi (a vime to jiz z teorie svazi), ze v pfipadé Booleovych algeber je
odpovéd kladnd.

Priklad 8.1. Uvazujme svaz (P(M), n, u), kde P(M) je potence libovolné mnozi-
ny M. Z prikladu 2.7 vime, Ze se skute¢né jednd o svaz. Tento svaz je distributivni
(viz pf. 6.1) a také komplementdrni (viz pf. 7.2). Nulou a jednotkou tohoto svazu
jsou po fadé mnoziny ¢ a M. Komplementem libovolné mnoziny A e P(M) je
mnozina A" = M — A. Proto je tento svaz Booleova algebra. Pro M = {a, b, ¢} je
Hasseuv diagram Booleovy algebry P(M) zndzornén na obr. 5c. V kapitole 10
ukazeme, Ze tento druh algeber je mimofddné dilezity, protoze se pomoci ného dd
reprezentovat libovolna konecnd Booleova algebra. Uvedeny piiklad lze zobecnit.

Lemma 8.1. KaZdé téleso mnozin je Booleova algebra.

Piiklad 8.2. Nejjednodussi Booleova algebra je algebra majici pouze jeden
prvek — oznaCme ho 0. Tento prvek je samoziejmé nula i jednotka. Takovéto
algebre fikdme trivialni Booleova algebra a mohli bychom ji  znacit
({0}, m, u,’, 0, 0). Pro jeji operace ziejmé plati:

0~r0=0u0=0=0
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Pfiklad 8.3. Nejjednodussi netrivialni Booleova algebra ma dva prvky, z nichz
jeden musi byt nula a druhy jednotka. MiZeme ji proto znait ({0,1}, m, 1, ", 0, 1)
nebo strucné 2. Tabulky pro jeji operace jsou:

~lo 1 ulo 1
0jo o 0 1 (8.8)
1]o 1 111 1

Casto se misto téchto Cayleyho tabulek pouzivaji k zadavani tzv. Schréderovy
tabulky znamé z matematické logiky:

x|y xXmy Xuy X

010 0 0 1

011 0 1 1 (8.9)
110 0 1 0

1 1 1 1 0

Dvouprvkové Booleovy algebry jsou velmi jednoduché a pfitom zajimavé a diile-
zit¢ z hlediska svych aplikaci. Pravé vzhledem k témto aplikacim pojedname
podrobné v kap. 11 o Booleovych funkcich definovanych na téchto algebrach.

Priklad 8.4. Uvazujme mnozinu B vsech délitelt éislo 30 v mnoziné N. Jestlize
v mnoziné B = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} zavedeme operace takto (viz pf. 2.5b):

xmy =4 D(x,y)
3 xu)’:df”(an)
30

—df ’
X
pak B tvoii Booleovu algebru, v niz nulou je é&slo 1 a jednotkou je cislo 30.
Hassetv diagram této algebry je na obr. 18b.

Pravé uvedeny priklad Ize zobecnit. Pro vychozi éislo 30 platilo: 30 = 2. 3. 5.
Booleovu algebru totiz obdrzime, pravé kdyz uplny rozklad (tj. rozklad v souéin
prvocisel) vychoziho é&isla 7 obsahuje kazdé prvocislo nejvyse jednou. Booleovy
algebry tak dostaneme napf. u téchto vychozich é&isel: 2, 3, 7 (dvouprvkové
algebry), 10 =2.5,21 =3.7 (Ctyfprvkové algebry), 30 =2.3.5,42 =2 .3 .7
(osmiprvkové algebry), 210 =2.3.5.7 (Sestndctiprvkova algebra). Operace

. v P . P : 2 ., n
komplement je v téchto algebrach pro vychozi ¢islo n definovana formuli ¥ = — .
X
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Svazy, které nejsou Booleovymi algebrami, obdrzime napf. pro Cisla 12 = 22, 3
(viz obr. 53a) nebo 36 = 22 . 3 (viz obr. 53b). Tyto svazy jsou sice distributivni,
maji nulu a jednotku (jako kazdy koneény svaz), nejsou viak komplementdrni.

Obr. 53

Pfiklad 8.5. Necht dvojice (M, =)je fetézec, kde M # 0. pak uvazujme v mnozi-
né M vsechny nasledujici druhy intervala: polouzaviené intervaly [a, b), koncové
intervaly pfislu$né k prvku a [a,—), oteviené pocatecni intervaly pfislusné k prvku
a (<, a) ajesté celou mnozinu M . NechtB je mnozina viech konecnych sjednoceni
vySe uvedenych mnozin, pak (B, n, u,’) je Booleova algebra. Algebra B se nazyva
intervalova algebra fetézce M. Pokud napt. vyjdeme z fetézce racionalnich &isel

(Q, =), pak obdrzime nekonecnou (ale spocetnou) intervalovou Booleovu algebru.

Priklad 8.6. V pfikladu 2.13 jsme definovali pojem obojetnd mnozina topolo-
gického prostoru M. Tam jsme také uvedli, Ze mnozina S* viech obojetnych
mnozin topologického prostoru M tvoif svaz. Nyni mizeme dodat, ze &tvefice
(S*, N, U, ’) je dokonce Booleova algebra, v niZ je mnozina @ nula a mnozina
M jednotka. Tato Booleova algebra se nazyva algebra obojetnych mnozin topolo-
gickeého prostoru M. Ti konelné piipady téchto algeber jsou znazornény na
obr. 20c.

Topologicky prostor M se nazyva souvisly, pravé kdyz ma pravé dvé obojetné
mnoziny, tj. mnoZinu ¢ a mnozinu M. Algebra obojetnych mnozin je v tomto
pfipadé dvouprvkovd (viz pt. 8.3). Pfikladem souvisiého topologického prostoru
Je euklidovsky prostor E, dimenze 7 (se standardni topologif).

Z nesouvislych topologickych prostori uvedme ty, jejichZ libovolné dva rizné
body Ize oddélit obojetnou mnozinou. Topologické prostory s touto vlastnosti se
nazyvaji totalné nesouvislé, Jednoduchym ptikladem totdlné nesouvisiého prosto-
ru M je diskrétni topologicky prostor, tj. prostor, jehoz mnozina S otevienych
mnozin je rovna P(M). Jinym piikladem totlné nesouvislého topologického
prostoru je tzv. Cantorovo diskontinuum, které popiSeme nasledovné.

Vyjdeme z intervalu {0, 1) v fetézci (R, <), z néhoz vynechdme nekoneény
spocetny systém otevienych intervald pomoci této konstrukce: V prvnim kroku
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8.2 Zakladni vlastnosti Booleovych algeber

Prohlédneme-li si seznam zdkladnich axiomu kladenych na Booleovy
algebry, pak zjistime, Ze od kazdé z operaci prisek a spojeni pozadujeme analo-
gické vlastnosti. Proto plati ndsledujici metavéta predstavujici princip duality
i v Booleovych algebrach:

Kazdy pravdivy vyrok o Booleovych algebrach, v jehoz formulaci se vyskytuji
pouze specifické symboly m, L, *, 0 a 1, zistane pravdivy, pokud symboly ri, Li,
0, 1 nahradime po fadé symboly i, M, 1, 0.

Poznamenejme, Ze v dalSim textu nékdy spojime navzdjem dudlni formule
pomoci spojky A do jedné formule. Obdrzime tak formuli, kterd je autodudlni
a kterou budeme znacit bez carky.

Nyni se budeme zabyvat nékterymi dilezitymi vlastnostmi, které maji Booleovy
algebry a které nejsou vysloveny v definici 8.1. Jednu takovou vlastnost uz udavala
véta 8.1. V prvni fadé v§ak zopakujme, Ze jak asociativni zakony, tak i distributivni
zdkony lze zobecnit pro libovolny konecny pocet prvki uvazované Booleovy
algebry B. Na zdakladé zobecnéného asociativniho zakona pro m i pro u mizeme
bez dvojznacénosti zapisovat symboly

,—I?= 1% a I__|1n= 1%i
nebo '
[14 a LA,
kde A je konecna podmnozina uvazované Booleovy algebry. Zobecnéné distribu-
tivni zakony muzeme vyjadfit ndsledujicimi formulemi (bez uvedeni obecnych
kvantifikdtord):
xm| o= (xrnx) (8.10)
xu[o =[] (xux) (8.10")
U:'I:lxi'_‘um=lyj=u[i,j]enxm(ximyj) (8-11)
[—l;l=]xiul_|}n=|yj =|—|[L/‘]enxm (xiu,)lj) (811,)

153




Formuli (8.1 1), popt. (8.11 ') Ize jesté zobecnit pro libovolny pocet spojeni, popf. Priklad.

pruaseki. Morganov:
Véta 8.2. Nechr B je Booleova algebra, pak plati: Predeps
, kompleme:
VxeB)(x) = 8.12 .
g )(x) * ( ) Duikarz |
Duikaz. Necht x je libovolny prvek Booleovy algebry B a x’ je jeho komplement. a)n=1
Pro tyto prvky proto plati formule (8.7). Protoze operace m a u jsou komutativni, b) Nechs
je také prvek x komplementem prvku x', coz pravé udava formule (8.12). term 7 zap:
Véta 8.3 a8.3". Nechr B Je Booleova algebra, pak platide Morganova pravidla: ;ro=nT =
€ pian
(Vx,yeB)(me)’=x’uy’ (8.13)
Vé
(Vx,yeB) (xuy) = ¥ m y (8.13) eta 8.4
Diikaz. Véty 8.3 a 8.3 jsou diisledkem vét 7.5 2 7.5'. Protoze Booleova algebra ’
je distributivni svaz a ke kazdému prvku existuje komplement, plati formule (7.4) v
pro libovolnou dvojici prvku x, y, coz pravé udavaji de Morganova pravidla. Diikaz. T
Poznamka. Platnost formul{ (8.13) a (8.13') miizeme dokdzat takeé tak, Ze , spoéitame* levé strany pak:
nasledujicich rovnosti a obdrzime tak jejich pravé strany. Tim v§ak pouze zopakujeme ditkaz véty 7.4: ) ;
Necht x, y jsou libovolné prvky z B, pak: % : (¥
=00 (x-
(xmy)n(xoy)=0 (xuy)m(xmy)=0
(Cr)uluy)=1  (uyuwny)-1 Véta 8.5 3
De Morganova pravidla lze zobecnit pro libovolny koneény pocet prvki Vs
Booleovy algebry B, coz Ize zapsat takto (bez uvedeni obecnych kvantifikatorq): 5
T =i (U i) = (8.14) Diikaz. D
Dile Ize na zdkladé formulf (8.12), (8.13) a (8.13") dokdzat: pro néz plar
(Vx,yeB)xﬁy=(x'uy’)’ (8.15) L 1.x=
(Vx,yeB)xLJy=(x/n—|y')’ (8.15") i
Tyto formule ukazuji, ze kazdou z operaci m a L Ize zavést pomoci komplementu
a druhé€ z nich. (x
Dusledkem vét 8.2, 8.3 2 8.3’ je nasledujici pravidlo pro urceni komplementu 1l E -
k libovolnému termu. N f -
Pravidlo. Necht 7 je libovolny term (jazyka Booleovy algebry B). Tento term
nejprve pomoci de Morganovych pravidel upravime tak, aby neobsahoval ,,ocar- 4. (x o
kované zavorky“. Potom sta&i vzdjemné zaménit symboly ma L ak neocarkova- 5.xnm
nym proménnym pripojit ¢arky a od ocdrkovanych proménnych je odebrat. Tim 6. x —

obdrzime term 7', Y =
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Piiklad. Ur¢eme komplement k termu x w (¥.u y u z)' L z. Nejprve pomoci de
Morganova pravidla (8.14) dostaneme x s (x m Yy m Z) L z.

Piedepsanou zaménou symboli obdrzime term x' m (X' w y u z) m Z, ktery je
komplementem pivodné zadaného termu.

Duikaz pravidla. Indukei podle poétu n pismen obsazenych v daném termu 7.

a) n = 1.V tomto piipadé 7 = x nebo 7 = x'. Pak ale 7’ = x nebo 7’ = (x) = x.

b) Necht n > 1. Protoze je odstranéno ,ocarkovani zdvorek®, miizeme
term 7 zapsat takto: 7 = 7, m 7, nebo 7 = 7, L 7,. Pro komplement 7’ pak plati
7' =7, u hnebo v’ = 7] m 7. Termy 7, az, vS§ak uz maji nejvyse n pismen, a proto
pro né plati induk¢ni predpoklad. Tim je pravidlo dokazano.

Véta 8.4 a 8.4'. Nechr B je Booleova algebra, pak plati:
(Vx,ye B)xmy=xm(x¥uy) (8.16)
(Vx,ye B)xuy=xu(xrny) (8.16")

Diikaz. Dokdzeme pouze formuli (8.16). Necht x, y jsou libovolné prvky z B,
pak:

xn(@uy)=(xrnx)u(xmy) = Podle (8.5).
=0u(xmy)=xmy Podle (8.7), (8.1') a (8.6).
. Véta 8.5 a 8.5'. Necht B je Booleova algebra, pak plat{
(Vx,yeB)x=ye (xuy)n(x¥ uy) =1 (8.17)
(Vr,yeB)x=ye (xmny)u(¥ ny) =0 (8.17')

Duikaz. Dokazeme pouze formuli (8.17). Necht x, y jsou libovolné prvky z B,
pro néz plati:

I .x=y Predpoklad
2.y =X " je operace na f. 1.
3xuy=xXuy=1 u je operace na f. 1, 2; podle
(8.1") a (8.7).
(xuy)m(¥uy =1 Podle (8.3) na f. 3.
L1xuy)n(x¥uy)=1 Ptedpoklad
2.xuy =1 Podle cv. 3.3.
3.xuy)my=1rny=y m je operace na f. 2, podle (8.1)

a (8.6').

4 (xuy)my=xnmy Podle (8.16), (8.1) a (8.1').

S.xmy=y Zt 3a4.
6.xmy=x Obdobné¢ jako T. 5.
xX=y Zt.5a6.




Nyni se budeme zabyvat uspofadanim v Booleovych algebrach. Zjistili jsme, Ze
ve svazech je mozné zavést usporadani = pomoci nékteré z nasledujicich formuli
(x, y jsou libovolné prvky z B):

XSy xmy=Xx nebo XByexuy=y (8.18)
Tuto moZnost mame samozrejmeé i v Booleovych algebrach. V Booleovych
algebrach jako specidlnich svazech vSak mame jesté¢ dal$i mozZnosti, jak ukaze
nasledujici véta.

Véta 8.6. Nechi B je Booleova algebra, pak ndsledujici formule jsou ekviva-
lentni (pro libovolné x, y € B):

Xhy=x (8.19)
Xuy=y (8.20)
xmy =0 (8.21)
Xuy=1 (8.22)

Duikaz. Ekvivalenci formuli (8.19) a (8.20) jsme dokazali ve vétach 2.6 a 2.6'.
Nyni dokazeme, Ze a) z formule (8.20) vyplyva formule (8.22), b) z formule (8.22)
vyplyva formule (8.21), ¢) z formule (8.21) vyplyva formule (8.19). Tim se impli-
kacni cyklus uzavre.

QX uy=xu(xuy = Podle (8. 20)
=(Yux)uy=1luy= Podle( 2') a(8.7).
=1 Podle (8.1) a (8.6').
b)xmy =(x y) = Podle (8.12).
— oy =T Podle (8. 13), (8.12) a (8.22).
=0 Podle véty 7.1.
)xmy=(xmyu0= Podle (8.6).
=xmy)u(xny)= Podle (8.21).
=xmyuy)=xn1= Podle (8.5) a (8.7).
=x Podle (8.6').
Dusledek véty 8.6. Necht B je Booleova algebra, pak platr.
(Vy,yeB)x=ye Xuy=1 (8.23)
(Vx,yeB)x=ye xny =0 (8.24)

Uvazujme téleso mnozin P(M) (viz pf. 8.1) a zndzornéme napf. formuli (8.24)
pomoci Vennovych diagrami. Situace pak bude velmi ndzorna. Necht A, B jsou
libovolné podmnoZiny mnoziny M. Na obr. 54 a je vyznacena leva strana ekviva-
lence (8.24), na obr. 54b jeji prava strana. Srafovanim oznadujeme mnoziny,
jejichZ prunik mame sestrojit. Je zfejmé, Ze jejich prunikem je mnozina prazdnd,
tj. nula v P(M).
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(8.13) a (8.13')

Z definice k¢
kazdé dva komr
muprvkua € B
poznamka na st
chazeji pred prv
ndsledujici véty.

Véta 8.8. Ne

(Va € .

Vétou 8.8 jsn
ber. V nasledy;
reseni booleovs

Priklad 8.7. \
anx
Zdtvodnovani |
nejme, Ze vedle



hrach. Zjistili jsme, Ze
- masledujicich formuli

(8.18) @B / B

orach. V' Booleovych “
: moznost, jak ukdze

L

a) b)
Obr. 54
wle jsou ekviva-
Véta 8.7. Necht B je Booleova algebra, pak plati:
(8.19) (Vx,yeB)x=yeoy sx (8.25)
(8.20) Duikaz. Necht x, y jsou libovolné prvky Booleovy algebry B, pro néz plati:
8.21
(( g 22)) l.x=y Predpoklad
' 2.y=xuy Podle (8.18).
i ve vétach 2.6 a 2.6 3.y =(xuy=xny Podle V 8.1 a (8.13').
2). b) z formule (8.22) y=x Podle (8.18).

F(8.19). Tim s impli- Dikaz obrdcené implikace je analogicky a pfenechdme ho proto ¢tendfi.
Je vidét, Ze zobrazeni F: x € B~ x' € B je prosté zobrazeni algebry B na sebe,
- které obraci uspofadani (je antitonni). Ddle na zdkladé de Morganovych pravidel
(8.13) a (8.13) vime, ze vzdjemné zaméiuje operace m a L.

Z definice komplementu 7.1 vyplyva, Ze v libovolné Booleové algebie B jsou
a (8.22). kazdé dva komplementarni prvky navzdjem disjunktni. Navic plati, ze k libovolné-
mu prvku @ € B je jeho komplement a’ nejvétsi z prvka, které jsou disjunktni's a (viz
poznamka na str. 140). Viechny ostatni prvky disjunktni s prvkem a proto pred-
chazeji pred prvkem 4’ a dokonce vyplni cely interval [0, a']. To je také obsahem
nasledujici véty.

Véta 8.8. Necht B je Booleova algebra, pak

(VaeB)(VxeB)amx=0o x=4.

(8.23) Vétou 8.8 jsme prozatim zakoncili vycet ditlezitych vlastnosti Booleovych alge-
(8.24) ber. V nasledujicim pfikladé si procvi¢ime nékteré z téchto vlastnosti pomoci
= napf. formuli (8.24) feseni booleovské rovnice.
srma. Necht A, B jsou
-na leva strana ekviva-
sznacujeme mnoziny,
2 je mnozina prazdna,

Priklad 8.7. V Booleové algebie B feste ndsledujici rovnici, v niz je x nezndma:
armx=2>b

Zduvodnovani jednotlivych kroki feseni prenechdme &tenafi. Pouze pozname-
nejme, ze vedle vét vyslovenych v této kapitole pouzijeme napf. i formuli ze cv. 3.3.
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[(@m5) 2] (@ o x) b - 0
[(ahb')!—lx]u(a'mb)u(bmx')=0
(amb’)mx=0/\a'r1b=0/\bmx’=0
x=amb)yrb=anb=y
x=dubrb=arbsx

ProtoZe formule b = 4’ ., b plati pro libovolné a, b ¢ B, pfedstavuje jedinou pod-
minku fesitelnosti zadané rovnice formule b =a. V tom pfipadé je mnoZinou
vsech feseni interval [b, a’ L b]. Pokud Ab=a)(tzna<bva % b), pak mnozi-
nou reseni je mnozina 0.

'V kapitole 3 jsme zavedli pojem uplny svaz. Tim mame zaveden i pojem tplné
Booleovy algebry. Pfesto vyslovme definici.

' iDeﬁnice 8.2. Booleova algebra B se nazyvd aplna, prdvé kdyz pro libovolnou
mnozinu A < B existuje [|A i |JA.

Algebra B je tedy tplnd, pravé kdyz je mozné vedle operaci m a i definovat
i jejich zobecnénti, tj. operace [ | a | |. Definiénim oborem zobecnéného priseku
a zobecnéného spojeni je mnozina P(B). V ndsledujicim piikladé ukdzeme, ze
existuji Uplné i netiplné Booleovy algebry.

Pfiklad 8.8. Kazd4 kone¢nd Booleova algebra je uiplnd. Také libovolnd algebra
P(M) (viz pk. 8.1) je tiplna. Jeji uplnosti jsme se zabyvali v piikladu 3.1.

Uvazujme nasledujici téleso mnoZin: Mnozina B obsahuje vsechny koneéné
podmnoZiny mnoziny N a ddle vsechny jejich (nekoneéné) komplementy
v N. Mnozina B tvoii Booleovu algebru (viz lemma 8.1), ktera vsak neni upln4,
protoZe napt. neexistuje spojenf prvki mnoziny 4 kde A = {3}, 3, 6},{3,6, 9},...).

Piiklad 8.9. Necht M je topologicky prostor a necht mnozina X < M , pak
uzavérem mnoziny X, ktery znacime cl (X ), je nejmensi uzaviens nadmnozina
mnoziny X a vnittkem mnoziny X, ktery zna¢ime int (X), je nejvetsi oteviend
podmnoZina mnoziny X. Pro libovolnou mnozinu X c M polozme
r(X) =int cl (X). Mnozina r (X) se nazyva regularizace mnoziny X. Rikdme, 7e
X je regularni oteviena mnoZina, pravé kdyz r (X) = X.

Uvazujme neprazdny topologicky prostor M. Necht R znadi mnozinu vSech
regularnich otevienych mnozin, pak R je Booleova algebra vzhledem k operacim
(X, Y jsou libovolné mnoziny z R):

XmY=XnY XuY=r(Xu Y) A" =int (M - A)
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Nula a jednotka této algebry jsou mnozZiny @ a M. Algebra R je navic uplna a pro
Jeji zobecnéné operace plati (S je libovolna podmnozina R):

Ms=r(s) 1S -r(US)

Uvedeny druh algeber je dileZity pfedevsim proto, Ze pomoci ného Ize reprezen-
tovat libovolnou tplnou algebru.

Poznamka. UkaZme, ze kazdy poset jednoznaéné uréuje n&jakou uplnou Booleovu algebru. Idea
uvedené konstrukcee je ndsledujici: Necht (P, =) je neprazdny poset. Sestrojime mnozinu D(P) viech
dolnich mnozin tohoto posetu. Plati, Ze sjednoceni i prinik libovolného systému dolnich podmnoZin
z D(P) je opét dolni podmnoZina z D(P). Proto muzeme fici, Ze systém viech dolnich podmnozin je
topologie otevienych mnoZzin na mnoZiné P. Nazyv4 se topologie dolnich podmnozin.

Sestrojime-li mnozinu B viech reguldrnich otevfenjch mnozin prostoru P s topologii dolnich
mnoZin, pak mnoZina B tvoff tiplnou Booleovu algebru. O této algebfe fikime, Ze je urcena posetem
(P, =).

Z ptedchoziho vyplyvi, Ze také k libovolné Booleové algebie Ize sestrojit uplnou Booleovu algebru.

V posledni ¢sti této kapitoly ukdzeme, ze v Booleovych algebrach muzeme
pomoci zakladnich booleovskych operaci m, L a’ definovat dal§f bindrn{ operace.
Pomoci nasledujicich formuli zavedeme tfi dvojice navzdjem dudlnich operaci:

X—y=¢Xry (8.26)
X%y =4 X Ly (8.26")
X@y=g(xny)umy) ==y uly-x) (8.27)
Xxey=¢(¥uy)nxuy)=(x*y)n@*x) (8:27))
Xly=u(xmy)=xuy (8.28)
Xly=gxuy) =xmy (8:28')

Operace — a * jsou navzdjem dudlni. Operaci — nazyvame diference a term
x —y ¢teme ,x minus y“. Operaci %, o niz jsme hovofili v &lanku 7.2, jsme nazyvali
wrelativni pseudokomplement*.

Poznamka. Pokud bychom vysetiovali Booleovy algebry z hlediska teorie mnozin (jako zobecnéni
pojmu téleso mnoZin), pak je booleovské odéitan{ zobecnénim odé&itani mnoin (viz obr. 55a). V teorii
mnoZin se vSak nevySetfuje operace, ktera by byla analogii booleovské operace %. Naproti tomu,
jestlize chceme aplikovat Booleovu algebru na matematickou logiku, pak je operace % velmi dilezitd,

protoze je booleovskou analogif logické operace zvané implikace. Booleovskd operace zvand diference
v tomto piipadé nemd pouziti.

Operaci @ nazyvame symetricka diference nebo téz disjunktni s¢itani. Term
X @y cteme ,.x minus symetricky y“. Tato operace Je opét booleovskou analogii
symetricke diference z teorie mnozin (viz obr. 55b). Pro operaci @ napf. plati tato
formule:

(Vx,yeB)x@y=(xuy)n(xmy) (8.29)
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Dudlni operace k operaci @ je operace <, kterd se nazyva ekvivalence a je skutec-

né b

ooleovskou analogii logické operace zvané ekvivalence. Term ,, x & y*se cte

X je ekvivalentni s y*.

T
a) Obr. 55 b) A®B

K posledni dvojici navzdjem dudlnich operaci uvedeme prozatim toto: Jedna se
o univerzalni operace majici tu vlastnost, Ze pomoci kazdé z nich lze definovat
véech 16 moznych bindrnich operaci a v§echny 4 moZné undrni operace v algebre
2 (viz pf. 8.3). Operace | se nazyva Shefferova a operace | se nazyva Pierceova.
Z vyie uvedeného diivodu maji tyto operace mimoradnou dulezitost pfi matema-
tickém zpracovavani konstrukce logickych obvodi (viz kapitola 12).

CVICENI 8

1
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Sestrojte Hasseovy diagramy Booleovych algeber P(M) (viz pf. 8.1) pro
M =0,1d},{a, b}, {a, b, c,{a, b, c d.

Sestrojte Hasseovy diagramy Booleovych algeber viech délitelt &isla n (viz
pi. 8.4) pro n=1,7,2.5,2.3.5,2.3.5.7. Porovnejte tyto diagramy
s diagramy ve cviceni 1.

Zndzornéte véty 8.4, 8.5, 8.6 a 8.7 pomoci Vennovych diagramu (v algebfe
P(M)).

Necht M je topologicky prostor, pak mnoZina vSech obojetnych mnoZin toho-
to prostoru (tj. mnoZina vSech otevienych a sou¢asné uzavienych mnozin
— viz pf. 2.13) tvoii Booleovu algebru. Nulou této algebry je mnozi-
na @ a jednotkou je cely prostor M. DokaZte.

Necht Z je mnozina vsech celych ¢isel a necht m e Z. Mnozina X < Z se
nazyva periodickd s periodou m, pravé kdyz je rovna mnoZiné, kterou obdrzi-
me tak, ze ke kazdému jejimu prvku pfi¢teme m. MnoZina vsech periodickych
podmnoZin mnoziny Z majicich danou periodu m je Booleova algebra. Do-
kazte.

V Booleové algebie B feste nasledujici rovnice, kde x je nezndma:
a)(amx)u(dbrx)uc=0

b) anx=>b

cJlavb)mx=>buc

7 Dokazte,
8 Dokazte,
z B):

ajx=y=
b)(x =)
c)lx=)

d) ¥ =Ix

9 Dokazt

10 Dokazt

nejsou as

I

o
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Dokazte, Ze v libovolné Booleové algebie plati formule (8.29).

8 Dokaite, ze v libovolné Booleové algebie B plati (x, y jsou libovolné prvky

10

z B):

Dokazte, Ze operace @ v libovolné Booleové algebie B je asociativni.

Dokazte, ze Shefferova ani Pierceova operace (viz formule (8.28) a (8.28")

nejsou asociativni.




9  DALSI VLASTNOSTI
BOOLEOVYCH ALGEBER

V této kapitole zavedeme nejprve bindrni relaci ,,byt Booleovou podal-
gebrou“ v tfidé viech Booleovych algeber a budeme studovat nejdilezitéjsi vlast-
nosti této relace. Ukdzeme napr., Zze undrni relace ,»byt Booleovou podalgebrou
dané€ algebry B* je uzdvérova vlastnost v mnoziné B. V dal$im ¢lanku se bude-
me zabyvat bindrni operaci , direktn{ soucin®, kterd pfifazuje Booleovym algeb-
ram ,,slozit&jsi“ Booleovy algebry. V posledni &dsti kapitoly ukdzeme, 7e teorie
Booleovych algeber je ekvivalentni s teorii urcitych specidlnich okruh, kterym se

fikd Booleovy okruhy.

9.1 Booleovy podalgebry

Jak vime z pfedchozi kapitoly, je Booleova algebra B struktura se dvéma
binarnimi operacemi  a L, jednou undrni operaci ’ a dvéma nuldrnimi operacemi
0, I a mizeme ji znacit B = (B, m, , ’, 0, 1) nebo struénéji B = (B, m, u, ). Déle
vime, Ze podsvazem Booleovy algebry B je kazdy svaz A = (4, =, o), kde A c B
a soucasné operace  a I jsou ziZenim operaci m a L na mnozinu A. Definujme
nyni relaci ,,byt Booleovou podalgebrou”.

\ Definice 9.1. Svaz s undrni operaci(A, =, T, ~) se nazyvd Booleova podalgebra
Booleovy algebry (B, m, L, ), prdvé kdyZ A = B a operace M, O, ~ jsou ziizenim
operaci m, u,’ na mnozinu A.

Definice 9.1 se nékdy vyslovuje také takto: Mnozina A tvofi Booleovu podal-
gebru Booleovy algebry (B, m, o, '), pravé kdyZ A = B a mnozina A je uzaviena
vzhledem k operacim m, u a .

V dal$im textu budeme operace v Booleové algebre i v jeji podalgebie znagcit
stejné. Navic jsme pravé uzili dalsi dmluvu: misto ,,Booleova podalgebra“ budeme
Casto fikat pouze »podalgebra“,

O extrémnich ptipadech podalgeber Booleovy algebry B lze fici nasledujici.
Lemma 9.1. Podalgebrou kazdé alesporn dvouprvkové Booleovy algebry B je
Jednak sama algebra B a ddle dvouprvkovd algebra 2 = {0.1}. kde 0.1 ¢ B.
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V' Definice 9.2. Podalgebry B a 2 z lemmatu 9.1 se nazyvaji po radé nevlastni

a trivialni podalgebra algebry B.

Jestlize je A podalgebrou Booleovy algebry B, pak z uzavfenosti mnoziny
A vzhledem k operacim m, L a ’ vyplyvd, Ze si tyto operace v A ponechavaji
vSechny vlastnosti, které jsme pozadovali v definici Booleovy algebry (viz def. 8. 1).
Proto miizeme vyslovit:

Lemma 9.2. Booleova podalgebra A Booleovy algebry B je Booleovou algeb-
rou.

Booleova algebra B obsahuje nuldrni operace 0, 1, a proto se zdd, Ze jsme i pro
prvky 0, 1 € B méli pozadovat, aby patiili do podalgebry A. Tento pozadavek je
vsak nadbytecny, nebof lze jiz snadno dokazat:

Necht x je libovolny prvek z A, pak v A existuje i prvek x’ a také prvky x — x’
ax u X, coz jsou prave prvky 0, 1. Proto mizeme vyslovit:

Lemma 9.3. Booleova podalgebra A Booleovy algebry B obsahuje stejnou nulu
a jednotku, jako md Booleova algebra B.

Ukazuje se, Ze jsme v definici Booleovy podalgebry mohli vyslovit slabsi poza-
davky, nebot na zakladé formuli (8.15) a (8.15") miZzeme fici.

Lemma 9.4. JestliZe neprdzdnd podmnoZina A Booleovy algebry (B, u, m,’) je

uzavrend vzhledem k undrni operaci’ a ddle vzhledem k jedné z bindrnich operaci

M a u, pak je uzavrend i vzhledem k druhé bindrni operaci.

Piiklad 9.1. Necht M = {a, b, ¢}, pak téleso mnozin P(M) je Booleova algebra
(viz pf. 8.1). Mnozina A = {0, {a}, {b, ¢}, {a, b, c}} tvoii Booleovu podalgebru algebry
P(M) (viz obr. 56a). Naproti tomu mnozina C = {{c}, {a, ¢, {b, ¢}, {a, b, c}} (viz
obr. 56b) sice tvoif podsvaz algebry B, netvori vsak podalgebru algebry B, nebot
neni uzaviend vzhledem k operaci . MnoZina C napf. obsahuje mnozinu {b, d,
neobsahuje vsak jeji komplement v P(M), tj. mnozinu {a).

Obr. 56
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Obecné zfejmé plati, ze zadny vlastni interval [x, y] Booleovy algebry B neni jeji
podalgebrou, protoze neni uzavieny vzhledem k operaci komplement. Interval
[x, y] nemize obsahovat ani prvek x', ani prvek y'. Kdyby napf. obsahoval prvek x’,
pak by musel obsahovat i prvky 0 a 1,a to by znamenalo, Ze splyva s intervalem
[0, 1], ktery vsak nent vlastni. Interval [0, 1] = B je také jedinym intervalem, ktery
je podalgebrou Booleovy algebry B.

Zduraznéme znovu, Ze pokud mnozina A tvori podalgebru algebry B, pak je

A sama Booleovou algebrou (viz lemma 9.2). Pokud je viak A Booleova algebra -

a plati, ze A je podsvazem algebry B, pak A nemusi byt podalgebrou algebry B (viz
obr. 56b).

Priklad 9.2. Uvazujme Booleovu algebru P(N), kde N je mnozina vsech pfiro-
zenych Cisel. Do mnoziny A zafadime vSechny konecné podmnoziny mnoZziny
N a dale vSechny jejich nekonec¢né komplementy. Mnozina A je vlastni podmnozi-
nou mnoziny P(N) a tvoii podalgebru Booleovy algebry P(N). Nulou je mnoZina
) a jednotkou je mnoZina N.

Obecné zfejmé plati, ze podalgebru Booleovy algebry P(M), kde M je libovolnd
mnozina, tvoii libovolnd neprdzdnd mnozina A = P(M), kterd je uzaviend vzhle-
dem k operaci ' a také vzhledem k operacim n a U (podle lemmatu 9.4 stadi
uzavienost vzhledem k jedné z bindrnich operaci n, u). Takovéto mnoziny A viak
nazyvame t€lesa mnozin. Je proto dobre vidét, Ze pojem podalgebry Booleovy
algebry B je booleovskou analogii pojmu podtéleso mnozinového télesa.

Nyni se budeme zabyvat problematikou generovani podalgeber dané Booleovy
algebry B. Jestlize podalgebra A Booleovy algebry B obsahuje néjaky prvek x, pak
musi obsahovat i prvek X" a také prvky 0 a 1. Mnozina {x, x’, 0, 1} vsak jiz tvofi
podalgebru v B, obsahujici prvek x. Tato podalgebra je nejmensi podalgebrou
algebry B obsahujici prvek x a nazyva se podalgebra generovana prvkem x.

Je zfejmé, Ze prinikem dvou podalgeber A,, A, Bocleovy algebry B je opét
podalgebra Booleovy algebry B. Jestlize totiz x,y € A, N A,,pakixny,xuyax
leziv A, n A,, protoze tyto prvky patii do obou podalgeber A,, A, algebry B. Vy-
slovené tvrzeni lze rozsitit na libovolny neprazdny systém podalgeber algebry B.

Lemma 9.5. Necht B je Booleova algebra a (A, , je libovolny neprdzdny systém
jejich podalgeber, pak prunik (;. A, je také podalgebra algebry B.

Kdyz si dale uvédomime, Ze kazda algebra B je podalgebrou sebe sama, dojde-
me k zavéru, Ze vlastnost ,,byt Booleovou podalgebrou algebry B je uzavérova
vlastnost v mnoziné B (viz def. 3.4). Proto plati:

Lemma 9.6. MnoZina vSech podalgeber dané Booleovy algebry B tvori uplny
svaz.

Necht B je Booleova algebra a mnozina M < B, pak také priinik systému vsech
podalgeber algebry B obsahujicich mnozinu M (tento systém je neprazdny, nebot
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urcité obsahuje algebru B) je podalgebrou algebry B obsahujici mnozinu M. Na
zakladé¢ tohoto disledku lemmatu 9.5 miZeme vyslovit nasledujici definici.

Definice 9.3. Nechi M je podmnozina Booleovy algebry B, pak algebra, kterd je
prunikem vSech podalgeber algebry B obsahujicich mnoZinu M se nazyvd podal-
gebra generovana mnozinou M a znadi se [M|. MnoZina M se nazjvd mnozina
generatora algebry [M].

K definici 9.3 dodejme, ze pokud je mnozina M prazdna, pak podalgebrou
algebry B (B ma alespoii dva prvky) generovanou touto mnozinou je algebra 2.

Na zakladé definice 9.3 a lemmatu 9.6 lIze fici, Ze podalgebra Booleovy algebry
B generovand mnozinou M < B je nejmensi podalgebra algebry B obsahuijici
mnozinu M. Tato skutecnost se znovu projevi ve znéni a predevsim v dikazu
nasledujici véty.

Véta 9.1. Podalgebra A Booleovy algebry B generovand neprdzdnou mnozinou
M < B je mnoZina pravé vsech prvkii x, které lze zapsat ve tvaru

X = U?Ll I—I;'T; 1 By (9«1)

kde pro kazdé i,j bud a; € M, nebo aj; e M. Dudlné: do podalgebry A patri privé
vSechny prvky x, které lze zapsat ve tvaru

X = H:’;l Ll;"; 145, (9.1’)
kde pro kazdéi,j bud a; € M, nebo aj; e M.

Duikaz. Necht A, je mnozina vSech prvki x e B, které lze zapsat ve tvaru (9.1).
Je zfejme, Ze kazdy takovyto prvek musi patfit do A, protoZze mnozZina A je
uzaviend vzhledem ke v§em tfem zakladnim booleovskym operacim. Proto staéi
dokadzat, Ze mnoZina A, jiZz tvofi podalgebru Booleovy algebry B. Spojeni dvou
prvki z A, , tj. prvki tvaru (9.1), je opét prvek tvaru (9.1),atedy prvek z A, . Dile,
jestlize x € A, pak dokdZeme, Zeix' € A, . Jestlize x € A,, pak Ize x zapsat ve tvaru
(9.1). Na zdkladé pravidla pro uréeni komplementu k danému termu (viz ¢l. 8.2)
plati:

’ i ’
X =[ L g (9.2)
Pouzitim zobecnéného distributivniho zdkona upravime pravou stranu {9.2) na
tvar (9.1), a proto ¥’ € A; . Na zdkladé lemmatu 9.4 miZeme Fici, e mnozina A je

uzaviend i vzhledem k operaci L. Mnozina A, proto tvoii podalgebru Booleovy
algebry B. Dudlné lze dokdzat druhou ¢dst véty.

Dalsi véta se bude zabyvat poctem prvki Booleovy algebry B v piipadé, Ze
mnozina jejich generatoru je koneéna.
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Véta 9.2. Podalgebra A Booleovy algebry B generovand mnoZinou M majici Véta 9.3. A
k proku obsahuje nejvyse 229 prokii. direktnim sou

lermi (4.1

Véta 9.2 mimo jiné fikd, Ze pokud je mnozina generatori M konecnd, pak je
~koneénd i Booleova algebra [M]. Pfipomeiime, Ze v teorii svazi takovéto tvrzeni

dokdzat nelze, protoze uz tfiprvkovd mnozina miZe generovat nekonecny svaz. je Booleora a
Diikaz véty 9.2. Necht a,, a,, ..., a, jsou prvky mnoziny M. Z véty 9.1 vyplyva, 7 D ﬁ'~ :
7e kazdy prvek x podalgebry A generované mnozinou M lze napf. podle formule 5‘: E‘\ r\ 1‘{“_‘:_ ;
(9.1) ziskat jako spojeni koneéné mnoha prvki tvaru T SIOZRAmE ¢
dvojicim Boc
k

<y, 9.3
H"lyf ( ) Definice 9.
kde y, je bud a;, nebo a;. Viech posloupnosti tvaru y,, y;, ..., Y je celkem 2* (pro pak Booleor:
y, jsou dvé moznosti a, nebo d; , proy, jsou opét dvé moznosti atd.). Kazdé takové formulemi (4
p(/)slou.plllv(mti odpovvid'é néjak)’l/ prvelf. (9.3): tzn. Ze rl:lznjlch prvki tvaru (9?3) mﬁi§ Jestlize ie 1
byt nejvyse 2*. Uvazujme nyni mnoZinu vSech prvku tvaru (9.3). Tato mnozina ma to Ize udélat 1
nejvyse 2 prvkii, a proto ma nejvyse 2% podmnozin. Kazdé takovéto podmnoZziné -

odpovida uréité spojeni prvki tvaru (9.3), tzn. prvek tvaru (9.1). Proto mizeme
fci, 7e viech riznych prvki tvaru (9.1) je nejvyse 2?), coz jsme méli dokézat. Protoze o

rozsirit na lib
Ukdzali jsme, Ze vlastni interval [a, b] Booleovy algebry B nikdy neni Booleovou
podalgebrou algebry B. Tento interval je vsak sim o sobé Booleova algebra. Zobrazeni

Komplement libovolného prvku x e [a, b] vzhledem k nové nule a jednotce, ktery- F-|
mi jsou prvky a, b, oznaéme y. Tento relativni komplement y miZeme v ramci

a zobrazeni
Booleovy algebry B urcovat pomoci formule i
G
y=(aux)mb. jsou svazovym
Tuto skute¢nost jsme vsak uz vyslovili ve vété 7.8 a zdivodnili v jejim dukazu. popi. B
V zévéru ¢lanku jesté pfipomenime, ze kazdy distributivni svaz S s nulou a jed- Priklad 9.
notkou v sobé obsahuje uréitou nejvétsi Booleovu algebru B. Do algebry B zaradi- M=1a,b
me pravé vSechny ty prvky svazu S, k nimZ existuje komplement (minimdlné jsou vych algeber
to prvky 0 a 1). Tuto skute¢nost jsme viak uz vyslovili ve vété 7.4 a zduvodnili Obecné pl
v jejim dikaze. Ize ziskat jal

9.2 Direktni souc¢in Booleovych algeber

V ¢ldnku 4.4 jsme zavedli bindrni operaci na tfidé svazi, kterou jsme
nazvali direktni souéin svazi. Direktnim soudinem svazii je svaz (viz véta 4.4).
Protoze Booleovy algebry jsou specidlni svazy, mizeme vytvafet i jejich direktni
souciny. Pfitom plati nasledujici véta: ") Viz poznd
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nnoZinou M majici Véta 9.3. Nechi A = (A, =", 1", ")aB = (B, m, T, ~) jsou Booleovy algebry, pak
direktnim soucinem A x B téchto algeber, v némz operace m a L zavedeme formu-
lemi (4.12) a (4.12') a operaci komplement zavedeme takto:

A y .
toru M konecna, pak je ) . -
B $vari takovéto tvizeni [xl ) xz] =df [xl ) xz], (9-4)
neroval nekonecny svaz. Je Booleova algebra.

Duikaz véty spocivd v tom, Ze pii provadéni operaci s dvojicemi [x, y] € A x B
se s prvnimi slozkami délaji booleovské operace z A a nezévisle na tom se s druhy-
mi slozkami délaji booleovské operace z B. Operace zvand direktni soucin tedy
dvojicim Booleovych algeber pfifazuje Booleovu algebru.

v M. Z vety 9.1 vyplyva,
' lze napt. podle formule

3
(9:3) Definice 9.4. Nechi A = (A, ~",u",X)a B = (B, m, T, ~) jsou Booleovy algebry,
| . e celkem 2* (pro pak Booleova algebra A x B, jeji operace m, u a ' jsou definoviny po Fadé
mosti atd.). Kazdé takové formulemi (4.12), (4.12") a (9.4), se nazyvd direktni soucin algeber A4, B.

& prvka tvaru (9.3) mize
212 3). Tato mnoZina ma
&< takoveto podmnoZiné
=ru (2.1). Proto miZeme [xi, 0] = [y, y) ou (n =ay A x, =, ¥2).

o7 isme méli dokdzat. Protoze operace direktni soucin Booleovych algeber je asociativni*), Ize ji
rozsifit na libovolny konec¢ny, popt. i nekoneény soubor Booleovych algeber.

Jestlize je potieba zavést v direktnim soucinu A x B svazové usporadani, pak
to lze udélat napf. pomoci formule

E nikdy neni Booleovou )
sob< Booleova algebra. Zobrazeni
v« nule a2 jednotce, ktery- F:[x,y]e AxB~xcA (9.5)

TSNV muzeme vV ramcei a zobrazeni

G:[x,yJe AxB~yeB (9.6)
jsou svazovymi homomorfismy Booleovy algebry A x B na Booleovu algebru A,
Zvodnili v jejim dukazu. popi. B.
wni svaz S s nulou a jed- Pfiklad 9.3. V piikladu 8.1 jsme uvazovali Booleovu algebru P(M), kde
» B. Do algebry B zaradi- M = {a, b, c}. Tuto algebru Ize ziskat jako direktni sou¢in dvouprvkovych Booleo-
olement (minimdlné jsou vych algeber {0, {a}}, {0, {b}} a {0,{c}} (viz poznamka na str. 101).
be vete 7.4 a zdivodnili Obecné plati, ze libovolnou Booleovu algebru P(M), kde M = {a,, a,, ..., a,},

Ize ziskat jako direktni soucin algeber {6, {a}}, {0, {a,}} az {0, {a,}}.

Pfiklad 9.4. V piikladu 8.4 jsme uvazovali Booleovu algebru B vsech délitela
Cisla 30 = 2.3 .5 v mnoziné N. Tuto algebru lze ziskat jako direktni soucin
dvouprvkovych Booleovych algeber {1, 2}, {1, 3}, {1, 5}.

Obecné plati, Ze libovolnou Booleovu algebru B vsech délitela &isla
n=p,.p,....p,, kde p; jsou navzdjem ruznd prvocisla, lze ziskat jako direktni

EdE svazl, kterou jsme soucin dvouprvkovych Booleovych algeber {l, p,}, {1, p,} az {1, p,}.

% je svaz (viz véta 4.4).
wyivaret 1 jejich direktni

*) Viz poznamka pod &irou str. 97.




9.3 Booleovy okruhy

Booleovy algebry byly ve skute¢nosti prvnimi svazy, které matematici
studovali. Boole pomoci nich formalizoval vyrokovou logiku. Pomérné dlouho
panoval nazor, ze Booleovy algebry maji podstatné jiny charakter ne ostatni
znamé algebraické struktury. Pozdgji se ukdzalo, 7¢ tomu tak neni. A pravé timto
problémem se budeme nyni zabyvat. UkdZeme. Ze teorie Booleovych algeber je
ekvivalentni s teorif uréitych specidlnich okruh.

Je-li ddna Booleova algebra (B, L, r, '), pak ukdzeme, Ze tuto algebru mizeme
povazovat za okruh vzhledem k operaci symetricka diference (v tomto kontextu by
bylo pithodnéjsi fikat disjunktni scitdni) a ddle vzhledem k operaci prisek. Symet-
rickd diference bude hrit roli okruhového s&itni a prusek roli okruhového naso-
beni, které budeme pii této piileZitosti znacit - . Pro uvazované operace plati:

(Vx,ye B)x@y= (xmy)u (¥ rmy) (9.7)
(Vx,yeB)x.y=Xr1y (9.8)

Véta 9.4. Necht (B, L, rm, ) je Booleova algebra, pak zavedeme-1i v ni operace
® a - formulemi (9.7) a (9.8), obdrzime okruh (B, ®, *). Okruh B md navic tyto
vlastnosti: je komutativni, ma Jednotkovy proek, kazdy prvek z B je idempotentni
vzhledem k operaci +, kazdy prvek z B ma vzhledem k operaci @ rid < 2, tzn.

(VxeB)x@x=0.

Dikaz, Ze operace @ a - maji okruhové i dali{ uvedené vlastnosti, pfenechame
¢tendfi. Dodejme pouze, Ze z teorie okruht Je znamo, Ze jestlize je kazdy prvek
okruhu (M, +, -) vzhledem k operaci - idempotentni, pak je okruh M komutativni
a kazdy jeho prvek m4d fad < 2.

Pro okruhy, o nichz se hovoii ve véts 9.4, zavedeme nasledujici nazev:

Definice 9.5. Okruh (M, +, ) se nazyvd Booleuv, prdvé kdyz kaZdy jeho pruek je
vzhledem k operaci - idempotentni.

Ve vét€ 9.4 jsme ukdzali, 7e ke kazdé Booleové algebfe B lze sestrojit uréity
~ Booletiv okruh s jednotkovym prvkem. Plati v§ak také obracend: K libovolnému
Booleovu okruhu B s jednotkovym prvkem lze sestrojit Booleovu algebru. Kon-
strukci uvedeme formou nasledujici véty, jejiz ditkaz nechdme do cviceni.

Véta 9.5. Nech? (B, +, -) je Booletiv okruh s Jednotkovym prokem, pak definuje-
me-li v tomto okruhu operace L, - a ' ndsledujicimi formulemi:

(Vx,yeB)xL_:y=,x+y—x.y

(Vx,yeB)Xny=x.y
(VxeB)¥ =1—1x,
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B po Fadé n
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obdrZime Booleovu algebru (B, u, m, '), v niZ je nulovy a jednotkovy prvek okruhu
B po Fadé nulou a jednotkou.

Konstrukce, ktera vede od Booleovy algebry k odpovidajicimu Booleovu okru-
hu s jednotkovym prvkem, a konstrukce, kterd vede od Booleova okruhu s jednot-
kovym prvkem k Booleové algebre, jsou k sobé navzdjem inverzni. Tim chceme
fici toto: Vyjdeme-li napf. od urcité Booleovy algebry B, mizZeme k ni sestrojit
odpovidajici Booletv okruh s jednotkou. Jestlize potom k tomuto okruhu sestroji-
me Booleovu algebru, pak obdrzime Booleovu algebru B, z niZ jsme vySli. Nyni
mame vSe pripraveno k vysloveni tzv. Stoneovy véty.

Véta 9.6. Teorie Booleovych algeber a teorie Booleovych okruhii s jednotko-
vym prokem jsou ekvivalentni.

Clanek ukonéime piikladem, v némz k zadané Booleové algebie sestrojime
odpovidajici Booletdv okruh.

Piiklad 9.5. UvaZujme Booleovu algebru B vsech déliteli &isla 30 v N (viz
pf. 8.4). Tabulky 1, 2, 3 jsou tabulky zdkladnich Booleovych operaci v B.

Tab. 1 Tab. 2
m 1 2 3 5 6 10 15 30 U 1 2 3 5 6 10 15 30
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 5 6 10 15 30
2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 610 6 10 30 30
3 11 3 1 3 1 3 3 3 3 6 315 6 30 15 30
5 1 11 5 1 5 5 5 5 510 15 5 30 10 15 30
6 1 2 3 1 6 2 3 6 6 6 6 6 30 6 30 30 30
10 1 2 1 5 210 510 10 | 10 10 30 10 30 10 30 30
15 1 1 3 5 3 515 15 15 1 15 30 15 15 30 30 15 30
30 1 2 3 5 6 10 15 30 30 | 30 30 30 30 30 30 30 30
Tab. 3
1 2 3 5 6 10 15 30
30 1510 6 5 3 2 1

Sestrojme k uvedené Booleove algebie B odpovidajici Booletv okruh, tzn. zaved-
me v mnoziné B operace @ a - (viz formule (9.7) a (9.8)). Tabulka pro operaci
* bude shodna s tabulkou pro operaci . Vzhledem ke konstrukci tabulky operace
@® ukdZeme nejprve dva vypocty symetrickych diferenci a pak vypiSeme celou
tabulku 4.

503=(5m3)u(8mn3)=(5mn10)u(6r3)=5u3=15
5015=5m15)u(8mn15)=(5n2)u(6rn15=1u3=3
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Tab. 4

® I 2 3 5 610 15 30

1 I 2 3 5 610 15 30
2 2 1 610 3 530 15
3 3.6 115 230 5 10
5 51015 130 2 3 ¢
6 6 3 230 115 10
10 1 10 5

1511530 5 310 6 1
301301510 6 5 3 2

S
30 215 1 6 3
2
1

Poznamenejme, Ze tabulka operace @ je grupova, v ni je nulovym prvkem &islo1.
Prvky 1 v celé hlavni diagondle ukazuji, 7e kazdé &islo je opacné samo k sobé, Sy-
metricnost tabulky podle hlavn{ diagonaly predstavuje komutativnost operace @.
V tabulce operace - vidime, 7Ze jednotkovym prvkem je ¢islo 30. Idempotenci
libovolného prvku vzhledem k této operaci pozname podle slozeni hlavni diagona-
ly (hlavn{ diagondla se shoduje se zahlavim tabulky). Symetri¢nost tabulky podle
této diagonaly ukazuje, Ze operace - je komutativni. Ostatni vlastnosti Booleova
okruhu (B, +, -) nechf si ¢tendf Overi na nékolika konkrétnich piipadech.

CVICENI 9

I Urcete vSechny Booleovy podalgebry Booleovy algebry P(M), kde M = {a},
{a, b}, {a, b, c}, {a, b, c, d}. Sestrojte Hassetv diagram svazu vsech téchto podal-
geber.

2 Dokazte, 7e Booleova podalgebra A algebry B je uzaviend vzhledem k Sheffe-
rove i vzhledem k Pierceové operaci. Totéz dokaZte PTO operace —, x, @,
a & (viz formule (8.26) az (8.28)).

3 Necht A je podalgebra Booleovy algebry B a necht prvek a e B, pak podalgebra
algebry B generovand mnozinou A U {a} je tvofena viemi prvky x e B tvaru
X=(x,ma)u(x,ma), kde x,, x, € A.

Dokazte.

4 K svazu znazornénému na obr. 47a sestrojte jeho nejvetsi Booleovu podalgeb-
ru (viz véta 7.4). Totéz udélejte pro svazy znazornéné na obr. 51,

S Sestrojte Hasseovy diagramy Booleovych algeber P({a}) a P({a, b}) a pomoci

nich sestrojte Hassetiv diagram algebry P({a}) x P({a, b}). Pomoci Hasseova

diagramu algebry P({a, b}) sestrojte Hassedv diagram algebry

P(la, b)) x P({a, b}).

Dokazte véty 9.4 a 9.5.

7 K Booleovym algebram P({a}) a P({a, b)) sestrojte odpovidajici Booleovy
okruhy.

=)
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10 BOOLEOVY HOMOMORFISMY

V této kapitole nejprve ukazeme dalsi dulezité vlastnosti idedld a filtru
v ramci Booleovych algeber. Dale budeme studovat Booletiv homomorfismus, tj.

dovym prvkem &islol. homomorfismus, ktery ;achovévé vSechny tfi zékladni booleogvské operace. Do-
2cné samo k sobé. Sy- datecné se ukdze, Ze pojmy svazovgf hgmotnovr.ﬁsmus a Bool/euv homqmoﬁlsmus
stativnost operace @. nad tfidou Booleovych algeber splyvaji. DileZitou vlastnosti Booleovych algeber

je existence vzdjemné jednoznacného zobrazeni mezi jejich kongruencemi a jejich

slo 30. Idempotenci 5
idealy, popt. filtry. V disledku toho lze napf. homomorfni obrazy Booleovych

lozeni hlavni diagona-

ricnost tabulky podle algeber studovat nejen pomoci kongruenci jako u svazi, ale také pomoci ideald,
i viastnosti Booleova popt. filtru. V zavéru ukdzeme, Ze libovolnou konecnou Booleovu algebru lze
ich pfipadech. reprezentovat pomoci potence néjaké mnoziny.

10.1  Idealy a filtry

v PIM), kde M = {a}, Idedly a filtry ve svazech jsme studovali v ¢lanku 4.3. Pfipomenme, Ze
zu viech téchto podal- idealem [ ve svazu S rozumime kazdou neprazdnou mnozinu / < §, pro niz plati:
ond vzhledem k Sheffe- (Vx,yeS)xelnyel=>xuyel (10.1)
pro operace —, x, @, (Vx,yeS)xelany=x=yel (10.2)

Vlastni idedl I svazu S se nazyva maximalni, pravé kdyZ ve svazu S neexistuje
zadny vlastni idedl obsahujici / jako vlastni podmnozinu. Vlastni ideal I svazu S se
nazyva prvoidedl, pravé kdyz pro néj plati:

- a = B. pak podalgebra
=i prvky x € B tvaru

(Vx,yeS)xmyel=xelvyel (10.3)
‘\ :Jeolxu podalgeb- Dualnimi pojmy k tfem vyse uvedenym pojmuim jsou: filtr, maximalni filtr a ultra-
gy oux- 1. filtr.
2 Plla, bj) a pomoci
5 1. Pomoci Hasseova Idealy a filtry tvori dilezity druh podsvazi danych svazi. Také v Booleovych

sehr algebrach tvofi idealy a filtry podsvazy téchto algeber. Z predchozi kapitoly vSak
' vime, zZe zadny vlastni idedl nebo filtr Booleovy algebry B netvofi jeji podalgebru,
nebot neobsahuje bud jednotku, nebo nulu algebry B.
dpovidajici Booleovy O vztahu mezi idedly a filtry v Booleovych algebrach hovofi nasledujici lemma-
ta, jejichz dikazy se opiraji o de Morganova pravidla a o formuli (8.25).
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Lemma 10.1. Nechi I je idedl Booleovy algebry B, pak mnoZina F vsech proki
X', kde x € I, tvori filtr algebry B.

Lemma 10.1'. Nechr F je filtr Booleovy algebry B, pak mnoZina I vSech prvkii x',
kde x € F, tvori idedl algebry B.

Kazdé z uvedenych lemmat urcuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni mezi mno-
zinou vSech idedli a mnozinou viech filtri dané Booleovy algebry B. Jestlize J je
idedl v B, pak filtr F zkonstruovany podle lemmatu 10.1 se nazyva dualni filtr k /,
aobdobng, jestlize F je filtr v B, pak se idedl / zkonstruovany podle lemmatu 10.1’

nazyva dualni ideal k F.

Priklad 10.1. Uvazujme t&leso mnozin P(M), kde M = {a, b, c, d}, pak mnozi-
na / = {{a, b}, {a}, {b}, 0} tvoii idedl v P(M). Dudlnim filtrem k / je mno#ina
F = ({c, d}, {b, c, a’}, {a, c, d}, {a, b, c, d}}

Uvazujme mnoZinu / viech koneénych podmnoZin nekoneéné mnoziny
M. Mnozina I je vlastni idedl v télese mnozin P(M). Dudlnim filtrem k / jé mnozina
F vSech nekoneénych podmnozin mnoziny M, které maji kone¢né komplementy
v M.

Pieformulujeme-li lemmata 4.6 a 4.6’ pro Booleovy algebry, obdriime:

" Lemma 10.2 (10.2"). Kazdy idedl (ﬁ'ltr) Booleovy algebry B obsahuje nulu (jed-
notku) algebry B.

V kapitole 6 jsme dokdzali, Ze v libovolném distributivnim svazu S je kazdy
maximalni idedl / prvoidedlem (viz véta 6.7). Protoze Booleovy algebry jsou spe-
cialni pfipad distributivnich svazu, plati uvedend véta i v Booleovych algebrach.
V Booleovych algebrach (na rozdil od libovolnych distributivnich svazu) plati
1 obrdceni této véty. Provedme nasledujici dvahu:

Necht B je Booleova algebra a necht 7 je prvoidesl v algebfe B, pak podle
lemmatu 10.2 je 0 € 1. Pro libovolné x ¢ B proto musi platitx = x' = 0 € /. Protoze
I je prvoidedl (viz formule (10.3)), vyplyva z toho, Ze x € I, nebo ¥’ € 7. Oba prvky
xax’ viak nemohou do idedlu/ patfit soucasné, nebot pak by idedl I podle formule
(10.1) obsahoval i jejich spojeni x L X’ = 1 a idedl by nebyl vlastni. Vysledek nasi
prozatim nedokonéené uvahy muzeme vyslovit takto:

Lemma 10.3 (10.3"). Nech? B s Booleova algebra a I je prvoidedl (F je ultra-
filtr) v B, pak plati:

(VxeB)xeIVxel , kde v znaéf vyluovaci nebo (10.4)
(VxeB)xe FV X eF) (10.4)

Pokracujme v uvaze zapocaté pfed vyslovenim lemmatu 10.3. Vysli jsme
z predpokladu, Ze I je prvoidedl v B a chceme dojit k zavéru, Ze I je maximalni ides]
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atu 10.3. Vysli jsme
7e | je maximalni idedl

v B. K tomuto tvrzeni dojdeme sporem. Necht prvoidedl I neni maximalni v B. To
znamend, Ze existuje vlastni idedl Jv B takovy, Ze I < J, a tedy existuje prvek x € B
takovy, Ze x ¢ I a x € J. Protoze x nepatii do I, musi do I podle (10.4) patit jeho
komplement x'. Z piedpokladu I = J vyplyvd, Ze x’ € J. Protoze J obsahuje jak x,

tak i x', musi podle (10.1) obsahovat i x .t X' = 1, coz je spor, nebot pak by ideal
J nebyl vlastni. Idedl / proto musi byt maximalni. Nyni miizeme vyslovit vétu:

Véta 10.1. V Booleové algebie B jsou ndsledujici dvé podminky ekvivalentni:
1. Idedl I je prvoideal.
2. Idedl I je maximdlni.

Véta 10.1'. V Booleové algebre B jsou ndsledujici dvé podminky ekvivalentni:
1. Filtr F je ultrafiltr.
2. Filtr F je maximdlni.

Podle lemmatu 10.3 vime, Ze pokud je I prvoidedl v algebfe B, pak pro néj plati
formule (10.4). Lze téz dokdzat (viz cv. 10.1), Ze z platnosti formule (10.4) pro
ideal / vyplyva, ze I je prvoidedl. Podminka (10.4) je proto ekvivalentni s podmin-
kou 1. véty 10.1 a v dusledku véty 10.11s podminkou 2. této véty. MiiZzeme proto
vyslovit:

Véta 10.2. V Booleové algebre B je podminka (10.4) ekvivalentni s kazdou
z podminek 1.,2. z véry 10.1.

Véta 10.2°. V Booleové algebre B je podminka (10.4') ekvivalentni s kazdou
z podminek 1.,2. z véty 10.1".

Z lemmatu 4.9 vime, Ze mnozina vsech idedli daného svazu S doplnéna o mno-
zinu @ tvori uplny svaz. To samoziejmé plati i pro Booleovy algebry. Protoze viak
Booleovy algebry maji nulovy prvek, tvoii mnozina viech idedli algebry B tplny
svaz i bez tohoto doplnéni o0 mnozinu @.

Lemma 10.4. MnoZina vSech idedlii dané Booleovy algebry B tvori tiplny svaz,
v némz je nulou mnozina {0} a jednotkou mnoZina B.

Lemma 10.4'. MnoZina vsech filtrii dané Booleovy algebry B tvori iiplny svaz,
v némz je nulou mnozina {1} a jednotkou mnozina B.

V zavéru clanku zdivodnime, pro¢ uzivame pojem idedl jak v teorii okruhi, tak
i v teorii Booleovych algeber. Tyto pojmy spolu totiz velmi tzce souvisi. Plati
nasledujici véta:

Véta 10.3. Necht I je podmnozinou Booleovy algebry B, pak I tvori idedl v al-
gebre B, prdvé kdyz I tvori idedl v odpovidajicim Booleové okruhu B.
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Diikaz. Nejprve dokdzeme: pokud je I idedl v algebfe B, pak je I idedl v odpovi-
dajicim Booleové okruhu B (viz véta 9.4). Pro idedl I algebry B plati formule (10.1)
a (10.2) a idedl I okruhu B je charakterizovan formulemi (viz ¢l 1.1):

(Vx,ye B)xeInyel=>x@®yel (10.5)
(Vx,yeB)xel=x.yel (10.6)
Necht x, y jsou libovolné prvky z algebry B, pak
l.xelanyel Predpoklad
2.xmy =2xAaxXny=2y Podle (2.13)
3.(xmyY)u@my)=xuy Podle cv. 2.15 na f. 2.
4.x@y=xuyel Podle (9.7) a (10.1)
x®yel Podle (10.2) na f. 4.
l.xelAryeB Predpoklad
2.xmy=x Podle (2.13)
x.yel Podlc (10.2) a (9.8) na f. 2.

Nyni obracené: Dokdzeme, ze pokud [ je ideal okruhu B, pak / je idedl v odpo-
vidajici algebfe B. Necht x, y jsou libovolné prvky okruhu B, pak:

l.xelanyel Predpoklad
2. (x@y)@(xmy)=xuy Podle cv. 10.2.
xuyel Podle (10.5), (9.8) a (10.6)
l.xelany=x Predpoklad
2.xmy=y Podle (8.18) na f. 1.
yel Podle (10.6) a (9.8) na f. 2.

10.2  Booleovy homomorfismy

V kapitole 4 jsme studovali relace ,,byt izomorfni“ a ,,byt homomorfni*
mezi svazy. Vime jiz, Zze svaz A je homomorfnim obrazem Booleovy algebry
B = (B, m, u,’), pravé kdyz existuje zobrazeni F: B % A, které zachovava operace
m a u. V nasledujici definici budeme pozadovat i zachovani operace komplement.
Diive v$ak nez tuto definici vyslovime, je vhodné zdiraznit, ze pokud existuje
_zobrazeni F Booleovy algebry B na svaz A a pokud zobrazeni F zachovava vsech-
ny tfi zdkladni booleovské operace, pak je svaz A samoziejmé také Booleovou
algebrou.

Definice 10.1. Rikdme, Ze Booleova algebra (A, =, O, _) je Booleovym homo-
morfnim obrazem Booleovy algebry (B, m, w, '), prdvé kdyz existuje zobrazeni
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F mnoZiny B na mnozinu A, které zachovdivd vSechny tFi zakladni booleovské ope-
race, tzn. kdy? plati:

(Vx,ye B) F(xm y) = F(x) = F(y) (10.7)
(Vx,ye B) F(xu y) = F(x) = F(y) (10.7)
(Vx e B) F(x) = F(x) (10.8)

Zobrazeni F se nazyvi Booleovo homomorfni zobrazeni nebo Booleiiy homomor-
fismus algebry B na algebru A. Pokud je zobrazeni F prosté, nazyvd se Booleovo
izomorfni zobrazeni nebo Booleiv izomorfismus algebry B na algebru A. Algebra
A se v tomto pripadé nazyvi Booleiv izomorfni obraz algebry B.

V dalsi ¢asti budeme operace v algebie B i v jejim Booleové homomorfnim
obraze znacit stejné.

Nasledujici definice ukazuje jedno vhodné roziifeni Booleova izomorfismu,
s jehoz analogil jsme se seznamili uz pfi studiu svazi. Toto roziifeni vyuzijeme
predevsim v ¢lanku 10.4.

Definice 10.2. Nechr F je Booleuiv izomorfismus algebry A na algebru A’, kterd
Jje podalgebrou algebry B, pak Fikdme, Ze F Je Booleovo izomorfni vnofeni algebry
A do algebry B.

Vratme se vsak k definici 10.1. Booleova algebra obsahuje také dvé nuldrni
operace 0, 1. Uz svazovy homomorfismus zachovaval tyto operace, a proto i Boo-
leav homomorfismus F tyto operace zachovava, tzn.

F(0) =0 A F(1) = 1. (10.9)

Pokud bychom vsak chtéli provést zdivodnéni formule (10.9) pouze pro Booleo-
vy algebry, miiZeme postupovat napk. takto:

Necht F je Booletiv homomorfismus algebry B na algebru A a necht x je
libovolny prvek z B a x’ je jeho komplement, pak:

F(0) = F(x m X) = F(x) = F(¥) = Fx)m F(x) =0
F(1) = Flx 1 X') = F(x) U F(x') = F(x) Flx) =1

Priklad 10.2. Uvazujme Booleovu algebru B vsech déliteld &isla 30 a Booleovu
algebru A vsech délitelt ¢isla 77 v mnoziné N. Hasseovy diagramy téchto algeber
jsou znazornény na obr. 57. V mnoziné B jsou vyznaceny &tyfi podmnoziny a od
kazdé z nich vede Sipka k nékterému prvku mnoziny A. Pomoci tohoto obrazku
muizeme definovat Booleovo homomorfni zobrazeni F algebry B na algebru
A. Toto zobrazen( pfifazuje kazdému prvku vyznacen€ mnoziny v B ten prvek z A,
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do néhoz sméfuje prisluina Sipka. Tak napf. F(1) = 1, F(10) = 7 a F(6) = 77.
Ovéfme alespon na jednom piikladé platnost formuli (10.7), (10.7') a také
formule (10.8).

—_ —_——

——

—_ p—

Obr. 57

Priklad 10.3. Uvazujme Vennilv diagram na obr. 58. Dva kruhy vyznacené na
tomto obrdzku rozdéluji cely obdélnik (brany jako bodova mnoZina) na étyfi ¢dsti.
Skladanim téchto &tyf &asti 1ze vytvofit celkem 16 obrazci (poditdme i prazdny
obrazec). Uvazujeme-li v této mnoziné obrazch operace prunik, sjednoceni
a komplement, obdrzime Booleovu algebru, jejiz nulou je prazdny obrazec a jed-
notkou je cely obdélnik. Tato algebra je izomorfnim a tedy i homomorfnim obra-
zem télesa mnozin P({a, b, ¢, d}). Hasseovy diagramy obou téchto algeber lze
sestrojit tak, aby byly shodné.

Obr. 58

Poznamenejme, Ze v piikladu 9.3 jsme uvadéli, ze algebru P(M) 1ze ziskat jako
direktni sou¢in uréitych dvouprvkovych fetézcl. Spravné bychom vsak méli fikat,
7e algebra P(M) je izomorfni s uvazovanym direktnim sou¢inem. Obdobné je tomu
i v prikladé 9.4.
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Na zdkladé de Morganovych pravidel & specidlné na zakladé formuli (8.15)
a (8.15") mizeme snadno dojit k zavéru, e Ize v definici 10.1 pozadovat méné.
Plati totiz véta:

Véta 10.4. Nech('F je zobrazeni Booleovy algebry B na Booleovu algebru A, pro

které platiformule(10.8) a jedna z formuli(10.7),(10.7'), pak pro zobrazeni F pla-
ti i druhd z formuli (10.7), (10.7’).

Nyni porovndme definici svazového homomorfismu a Booleova homomor-
fismu s cilem zjistit, zda viibec definice 10.1 zavedla novy pojem. Definice 4.13 se
tykala libovolné dvojice svazi,a tedy i Booleovych algeber, zatimco definice 10.1
se tyka pouze Booleovych algeber. Je ziejmé, 7a kazdy Booleuv homomorfismus
algeber B a A je také jejich svazovym homomorfismem. Daleko zajimavéjsi je
problém opacny: pokud je zobrazeni F svazovym homomorfismem algeber Ba A,
zda je také Booleovym homomorfismem téchto algeber. K nalezeni odpovédi je
mozné pouzit ndsledujici vétu.

Véta 10.5. Nechi F je zobrazeni Booleovy algebry B na Booleovu al gebru A, pro
kieré plati formule (10.7) a (10.7'), pak pro zobrazeni F plati také formule

(10.8).

Jinak feceno: Pokud zobrazeni F: B % A zachovava prusek a spojeni, a tedy
take nulovy a jednotkovy prvek, pak zachovava i komplement.

Duikaz. Necht zobrazeni F spliuje predpoklady véty, pak dokazeme platnost
formule (10.8). Necht xje libovolny prvek z B a x’ je jeho komplement, pak plati:

F(0) = F(x = X') = F(x) » F(x') = 0
F1)=Flxux)=Fx)uFx)=1

Prvek F(x') spliiuje podminky komplementu prvku Fi (x) (viz formule (8.7)), a proto
pro libovolny prvek x e B plati F(x') = F(x)'.

Necht F je svazovy homomorfismus algebry B na algebru A, tzn. F zachovavd
prisek a spojeni. Pak ale podle véty 10.5 zachovava homomorfismus F i komple-
ment, a tedy F je Booleiv homomorfismus algebry B na algebru A.

Na zakladé pravé provedené uvahy se sice ukdzalo, 7e definice 10.1 je nadby-
tecnd, nicméné, umoznila ndm alespori dobry vhled do problematiky. Protoze je
pro Booleovy algebry jedno, zda fikdme, Ze jsou svazové homomorfni nebo boo-
leovsky homomorfni, budeme v dal§im textu fikat pouze, Ze jsou homomorfni.

Podle definice 10.1 zachovdva homomorfismus F mezi Booleovymi algebrami
vSechny tfi zdkladni booleovské operace. Homomorfismus F viak zachovava
i vSechny dalsi operace zavedené na konci kap. 8, tzn. operace —, x, @, o,
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1 a |. Tyto operace lze totiz vyjadfit pomoci zakladnich m, u a’, které jsou, jak
jsme jiz fekli, zobrazenim F zachovany. Ukazme nase tvrzeni na piikladé: Uvazuj-
me homomorfismus F: B3 A, kde B a A jsou Booleovy algebry, pak dokazeme
formuli:

(Vx, y e B) F(x x y) = F(x) x F(y) (10.10)
Flx = y) = (¥ 0 y) = F¥) o Fy) = F( 2 F) = () = ()

Obdobné jako u svazi, tak i u Booleovych algeber zachovavd homomorfismus
uspofadani = (viz formule (4.18)). Obracené tvrzeni vSak u svazi neplatilo a ne-
plati ani u Booleovych algeber, jak ukdzeme na piikladé. Pokud zobrazeni
F: B ™ A zachovava uspoiadani (je izotonni), pak F nemusi byt homomorfismem,
tzn. nemusi zachovavat zdkladni booleovské operace.

Priklad 10.4. Uvazujme Booleovy algebry B = P({a, b}) a A = P({c}). Pak
zobrazeni F: B % A, pro néZ plati:

F(x)=<@ prox =10

¢}  prox#0
zachovava uspofadani (viz obr. 59), ale nezachovava napf. operaci m, nebot
valgebie B . . . . . . fajr{b}=0
zobrazeni F | | e,
v algebre A . {c} m {c} = {c}, a nikoli @.

Obr. 59

Nésledujici véty umoziuji zjistit, zda dany homomorfismus mezi Booleovymi
algebrami je izomorfismem ¢i nikoli.

Véta 10.6 a 10.6'. Homomorfismus F Booleovy algebry B na Booleovu algebru
A je izomorfismem, prdvé kdyzZ

(Vxe B)F(x)=0=x=0, (10.11)
nebo '

(VxeB)F(x) =1=x=1. (10.119)
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Formule (10.11) a (10.11’) bychom mohli vyslovit takto: Dolni jadro homo-
morfismu F obsahuje pravé jenom nulu a horni jadro homomorfismu F obsahuje
pravé jenom jednotku nebo oF0 = {0} a oF1 = {1.

Diikaz. Jestlize F je izomorfismus, pak je platnost fomule (10.1 1), popi. (10.11")
zfejmd, nebot F je prosté zobrazeni a plati (10.9).

Obracené: Jestlize plati napt. formule (10.11’), pak dokdzeme, ze homomorfis-
mus F je izomorfismem. Necht x, y jsou libovolné prvky z B, pro néz plati
F(x) = F(y). Pak podle (10.10) a lemmatu 7.7 plati: F(x x y) = F(x) % F(y) = 1.
Proto podle (10.11’) miiZzeme napsat x % y =1, coz je podle lemmatu 7.7 ekviva-
lentni s formuli x = y. Obdobné lze ziskat formuli y = x. ProtoZe relace = je
antisymetrickd, plati x = y. To ale znamend, e F je prosté zobrazeni, a tedy F je
izomorfismus. Stejné tvrzeni obdrzime, budeme-li predpoklddat platnost formule
(10.11).

10.3  Kongruence, idealy, filtry, homomorfismy

V tomto ¢ldnku se nejprve budeme zabyvat kongruencemi v Booleo-
vych algebrich. Ukdzeme, ze existuje vzdjemné jednoznacény vztah mezi
kongruencemi a idedly, popf. kongruencemi a filtry. Budeme definovat faktoro-
vou algebru algebry B podle kongruence K, kterou ozna¢ime B/K, a ukazeme, ze
algebra B nemuze mit zddné jiné homomorfni obrazy (az na izomorfismus) nez
algebry B/K. Dale budeme definovat faktorovou algebru algebry B podle idedlu 1,
popt. filtru F, kterou ozna¢ime B/, popt. B/F. Na rozdil od teorie svazi je v tomto

pripade situace analogicka jako v teorii grup.
V clanku 4.6 jsme zavedli kongruence ve svazech. Nyni se budeme zabyvat
kongruencemi v Booleovych algebrach. Kongruence, které zavedeme, jsou spe-

cidlnim pfipadem svazovych kongruenci.

Definice 10.3. Nechr B je Booleova algebra, pak ekvivalence K v B se nazyvd
Booleova kongruence v B, pravé kdyz

(Vx,y,ze B)xKy=>xrnzKyn z, (10.12)
(Vx,y,zeB)xKy=>xuzKyu 2, (10.13)
(Vx,ye B)xKy=>x' K y. (10.14)

Booleovu kongruenci budeme znacit symbolem = a misto formule xKy piseme
x = y(mod K), nebo pouze x = .

Je ziejmé, Ze kazdd Booleova kongruence v algebre B je také svazovou
kongruenci. Kazda Booleova kongruence v B (stejné jako svazova) je zvlastni
pfipad ekvivalence, a proto indukuje rozklad mnoziny B. Protoze v dal$im textu
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budeme pojednavat vyhradné o Booleovych kongruencich, budeme privlastek
,,Booleova“ vynechavat.

Piiklad 10.5. Uvazujme Booleovu algebru B vsech délitelu cisla 30 v N. Na
obr. 60 jsou vyznaéeny tii rizné rozklady mnoziny B. Rozklady na obr. 60a,
b odpovidaji kongruencim. Ovéfme alesponi na jednom ptiklade, Ze pro ekvivalen-
ci K, z obrazku 60a plati formule (10.14).

3=15(mod K;)=> 3 = 10 = 2 = 15 (mod K,)
Rozklad na obr. 60c neodpovidd kongruenci, nebot napt.

3 = 5(mod E) a pfitom 10 w3 =30% 10 =10 u 5 (mod E).

Obr. 60

Pomoci formuli (8.15) a (8.15’) 1ze ukdzat, Ze jsme v definici 10.3 mohli vyslovit
méné pozadavku. Plati totiz véta:

Véta 10.7. JestliZe pro ekvivalenci E v Booleové algebre B plati formule (10.14)
a jedna z formuli (10.12), (10.13), pak pro ekvivalenci E plati i druhd z formuli
(10.12), (10.13).

Nyni popiSeme konstrukci novych druhit Booleovych algeber.

Véta 10.8. Nechi (B, m, u, ') je Booleova algebra a K je kongruence v B, pak
sestrojime-li faktorovou mnoZinu B/K a definujeme-li na této mnoziné operace r,
wa' takto (T, a T, jsou libovolné bloky z B/[K obsahujici prvky x, y):

T,nT,=T,., (10.15)
T,uT,=T,,, (10.15')
T,=Ty, (10.16)

pak trojice (B/K, u, m, ') je Booleova algebra, v niz je blok T, nula a blok T,
Jednotka.
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Diikaz. Vzhledem k vété 4.9 staci dokdzat: a) T, a T, tvofi nulu a jednotku svazu
B/K, b) definice komplementu nezavisi na volbé reprezentant, c) formule (10.16)
urcuje komplement.

Necht T,, T, jsou libovolné bloky z B/K, pak:

a) I'mTy=T,,,=T,
Tx""l T() = T.\'uO = Tx

Txr—'T1=TXv—|1=Tx
LT =T, =T

xul =
b) I.=T)=x=y=>xX=y=>T,=T,=T,=T,
)T, T,=T,. .=T,
T,\'L-J T.r’ = TXux’= T]

Na zdkladeé véty 10.8 muzeme vyslovit nasledujici definici.

Definice 10.4. Necht B je Booleova algebra a K je kongruence v B, pak Booleo-
va algebra sestrojend podle véty 10.8 se nazyvd faktorova Booleova algebra al-
gebry B podle kongruence K a znaci se B/K.

Spojime-li vétu 10.8 s tim, co vime z ¢ldnku 4.6 a uvdzime-li i vétu 10.5, pak
muzeme struéné fici: Kazda faktorova algebra B/K je homomorfnim obrazem
algebry B. Az na izomorfismus neexistuji zadné jiné homomorfni obrazy dané
Booleovy algebry B neZ jeji faktorové algebry B/K, kde K je kongruence
v B. A protoze dvéma riiznym kongruencim v B mohou odpovidat izomorfni
faktorove algebry, lze fici, Ze homomorfnich obrazu algebry B je aZ na izomor-
fismus nejvyse tolik, kolik existuje kongruenci v B.

Nyni se budeme zabyvat vztahem mezi idedly (dudlné filtry) a kongruencemi
v Booleovych algebrach. Nasledujici véta ukaze, Ze idedly a kongruence si vzijem-
n¢ jednoznacné odpovidaji. Tato situace pfipomind situaci v teorii grup, kde si
také kongruence a normalni podgrupy vzajemné jednoznacné odpovidaji. Obecné
ve svazech vsak takovyto vztah neplati (viz pt. 4.23).

Véta 10.9. V' Booleové algebie B existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
mnoZiny vSech idedlii v B na mnoZinu vSech kongruenci v B.

Diikaz. Necht I je idedl algebry B, pak dokdzeme, Ze k nému lze sestrojit
kongruenci K pomoci nasledujici formule:

x=ymod K) ey x@yel ' (10.17)

Pfipomerime, Ze @ znaCi symetrickou diferenci (viz formule (8.27)). Dikaz, 7e
relace K je ekvivalence v B, nechame do cviceni. Zde pouze dokdzeme a) platnost
formule (10.13)) a b) platnost formule (10.14). Na zakladé véty 10.7 pak muzeme
fici, ze plati i formule (10.12). Necht x, y, z jsou libovolné prvky z B:
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a) Pfedpoklddejme, Ze x @ y € I, pak chceme dokdzat, Ze

L)@ (yuz)el

uz)@®(yuz) =

(xuz)myuz)]ulxuz) m(yuz)]= Podle (8.27)
(xuz)m(yY mZ)ul*®mZ)m(yuz)]= Podle (8.13).
=xmyrZ)uzrnymZ)u(@rnZrmyu

——
= =

Il
A, ) [y gr———y

uX¥mZmz)= Podle (8.5), (8.1).
=xryrmZ)u(XrmynZ)= Podle (8.7), (8.6).
=7 nm [(x m y,) L1 (x' m y)] = Podle (8.5).
=Zn(x@y)=x®y Podle (8.27), (2.13).

Protoze (x b z) @ (yu z) = x® y e I, plati podle (10.2) i formule
(xuz@(yuz)el

b) Pfedpoklddejme, Ze x @ y € I, pak chceme dokdzat, ze

(Y@y)el

x' @y/ —

= (x’ m y”) (] (x” m y’ = Podle (8.27).
=Wryulxny)=x@yel Podle (8.12), (8.1'),(8.27) a pted-

pokladu.

Diikaz obrdcené implikace. Necht K je kongruence v algebie B, pak dokdzeme,
ze k ni lze sestrojit vhodny idedl /. Za tento ideal prohldsime blok rozkladu B/K
obsahujici nulu, tzn.

I ={xeB;x=0(mod K)}.
Musime vsak dokazat, Ze ideal I souvisi s kongruenci K tak, jak to pfedepisovala
formule (10.17). Postupovat miizeme napf. tak, ze sestrojime mnozinu M viech
takovych prvki x @ y, kde oba prvky x, y patii vzdy do téhoz bloku z B/K, a zjisti-
me, zda M = I. Necht tedy

M={zeB;(3x,yeB)x=y(mod K) A z=x@®y}.

Nejprve dokazeme, ze M < I. Necht z je libovolny prvek z M, tzn. existuji prvky
x,y € B takové, ze z = x ® y a x = y (mod K), pak:

Z=x@y= ‘ Predpoklad
=(xuy)n(xmy)= Podle (8.29).
=(xmy)rn(xmy =0 Podle cv. 4.21, (8.7).

Odtud vyplyvd, ze z = 0 (mod K), a proto z e I. Dokazme, 7e I < M. Necht z je
libovolny prvek z I, tzn. z = 0 (mod K), pak:

z®@0=(zm 0)u(Zn0)= Podle (8.27).
=(zmr1)u(@n0)= Podle V 7.1.
=zul=z Podle (8.6), (8.6').
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Vyjdeme-li od idedlu 7 v B, pak po provedeni obou vyse uvedenych konstrukci
(v patfiéném pofadi) obdrzime opét ideal 1. Obdobné, pokud bychom vysli od
kongruence K v B, pak po provedeni obou konstrukei obdrzime opét kongruenci
K'vB.Zobrazeni F, které kazdému idedlu I vB ptitazuje odpovidajici kongruenci
v B (viz formule 10.17), je proto vzdjemné jednoznaénym zobrazenim mnoZiny
vSech idedli na mnozinu vSech kongruenci.

Véta 10.9°. V' Booleové algebfe B existuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
mnoZiny vSech filtrii v B na mnoZinu vSech kongruenci v B.

Misto dukazu, ktery je dualni k dikazu véty 10.9, pouze zopakujme obé kon-
strukce, které tvorfi jeho zdklad. Jestlize je v algebfe B zaddn filtr F, pak odpovida-
jici kongruenci sestrojime pomoci nasledujici formule:

(Vx,ye B)x=y(mod K) & (x & y)e F (10.17))

Druhy symbol < znaci operaci zavedenou formuli (8.27’). Tato operace je dudlni
k operaci @. Jestlize je v algebfe B zaddna kongruence K, pak odpovidajici filtr
F sestrojime takto:

F ={xeB;x=1(mod K)}

Pfiklad 10.6. Necht B je Booleova algebra vSech déliteli &isla 30 v N. Uvazuj-
meidedl / = {1, 5}. Tomuto idedlu odpovidd podle formule (10.17) kongruence K,
jejiz rozklad je vyznacen na obr. 60a. Uvazujeme-li idedl I = {1, 3, 5, 15}, pak
tomuto idedlu odpovidd kongruence, jejiz rozklad je znazornén na obr. 60b.

Analogicky jako jsme se u svazi v ¢l. 4.6 zabyvali vztahem mezi kongruencemi
a homomorfnimi obrazy daného svazu, miiZzeme se nyni zabyvat vztahem mezi
idedly (filtry) a homomorfnimi obrazy dané Booleovy algebry. Dfive vsak pripo-
menme: Necht B, A jsou Booleovy algebry, pak dolnim jadrem homomorfismu
F:B = A je iddl oF 0 a hornim jadrem je filtr oF1 (pokud 0,1 € A).

Necht I je idedl v B, pak definujeme-li faktorovou mnoZinu B/I piedpisem
{x ® I}, . a nani operace m, L a’ formulemi (10.15),(10.15") a (10.16), obdrzime
Booleovu algebru. Diikaz tohoto tvrzeni pfenechdme Gtendfi.

Definice 10.5. Nech I je idedl v Booleové algebre B, pak (B/I, M, U, '), kde
operace m, u a' jsou definovdny formulemi (10.15), (10.15') a (10.16) se nazyvd
faktorova Booleova algebra algebry B podle idealu I a znaci se B/I.

Dualneé Ize vyslovit definici faktorové Booleovy algebry algebry B podle filtru £,
kterou znac¢ime B/F.

Pfiklad 10.7. Uvazujme Booleovu algebru B vSech déliteld ¢isla 30 v N (viz
obr. 60a). V ni existuje jeden jednoprvkovy idedl {1}, tfi dvouprvkové idealy {1, 2}

>
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{1, 3}, {1, 5}, tfi Gtyiprvkové idedly {1, 2, 3, 6}, {1, 2, 5, 10}, {1, 3, 5, 15} a jeden
nevlastni idedl, tj. B. Ke kazdému z téchto idedlt lze sestrojit faktorovou algebru
B/I. Napf. prvky faktorové algebry B/I, kde [ je ideal {1, 5}, jsou bloky rozkladu
vyznalené na obr. 60a. Je ziejmé, Ze pomoci vySe uvedenych idedlu Ize sestrojit
jednu osmiprvkovou faktorovou algebru, tj. B/{1} (viz obr. 61a), ddle tfi Ctyfprvko-
vé faktorové algebry, tfi dvouprvkové faktorové algebry a jednu jednoprvkovou
faktorovou algebru, tj. B/B (viz_obr. 61d). Vsechny tfi ¢tyfprvkové faktorové
algebry jsou navzdjem izomorfni a odpovida jim Hasseuv diagram na obr. 61b.
Také vsechny dvouprvkové Booleovy algebry jsou navzdjem izomorfni a odpovi-
d4 jim diagram na obr. 61c.

SReal

b) c) d)
Obr. 61

Poznamka. Pripomefime situaci u grup. Sestrojujeme-li rozklad grupy (G, ) podle normalni pod-
grupy H, pak bloky tohoto rozkladu zapisujeme a . H, kde a je néktery prvek tohoto bloku. Pro kazdy
prvek x e G plati, Ze vyndsobime-li postupné prvek x zprava (popt. zleva) vSemi prvky normdlni
podgrupy H grupy G, pak obdrzime viechny prvky bloku, v némz tento prvek lezi.

Prakticky postup konstrukce faktorové mnoziny G/H pro konecnou grupu G je tento: Jeden blok
rozkladu tvoii normalni podgrupa H. V prvnim kroku zvolime libovolny prvek a, € G — H a sestrojime
a, . H. Obdriime dalif blok rozkladu. Ddle zvolime a, € (G — H) — a, . H a sestrojime a, . H. Opét
obdrzime blok rozkladu atd. Po koneéném podtu kroku, ktery je mensi nebo roven poctu prvkd
grupy G, ziskame viechny bloky rozkladu G/H.

1 kdyz u Booleovych algeber nezdiraziiujeme svazové uspofaddni, projevi se ndm jeho existence
na nejriznéjsich mistech. Napf. pravé nyni. Jestlize chceme bloky rozkladu Booleovy algebry B podle
jejtho idedlu I zapisovat v analogickém tvaru jako u grup, pak mizeme pouzit znaeni a ui 1, kde a je
nejmensi prvek tohoto bloku. Mnozinu a u I obdrzime jako spojeni prvku a s kazdym z prvku
idedlu 1. Pokud bychom za a nevzali nejmensi prvek uvazovaného bloku, pak bychom pii popsaném
spojovani tento nejmensi prvek nemohli dostat.

Prakticky postup konstrukce faktorové mnoziny B/I pro konecnou algebru B je tento: Jeden blok
rozkladu tvofii idedl I. V prvnim kroku zvolime libovolny minimdlni prvek a, € B — I a sestrojime
a, u I. Obdrzime blok rozkladu obsahujici prvek a,. Ddle zvolime libovolny minimdlni prvek
a, € (B — I) — a, u I a sestrojime a, L I. Obdrzime blok rozkladu obsahujici prvek a,, atd. Po kone¢-
ném poctu krokd, ktery je mensi nebo roven poctu prvki Booleovy algebry B, ziskdme vSechny
bloky rozkladu B/I.

O vztahu mezi Booleovou algebrou B a jeji faktorovou algebrou B/I hovoii
nasledujici veta, ktera uzce souvisi s vétou 4.10.
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Véta 10.10. Nechi B je Booleova algebra a I je idedl v B, pakfaktoroﬁd algebra
B/I je homomorfnim obrazem algebry B.

Uvedme pouze, Ze homomorfismem je zobrazeni (T, znaéi blok rozkladu B/I
obsahujici prvek x):

F:xeB~T,e B/l

Véta 10.10". Necht B je Booleova algebra a F je filtr v B, pak faktorovd algebra
B/F je homomorfnim obrazem algebry B.

Véta 10.10 tikd, Ze kazda faktorova algebra B/I algebry B podle idedlu I je
homomorfnim obrazem algebry B. Nasledujici véta, ktera souvisi s vétou 4.11,
ukaze, ze az na izomorfismus zadné jiné homomorfni obrazy algebry B neexistuji.
Této vété se ve spojent s vétou 10.10 fikd zakladni véta o homomorfismu Booleo-
vych algeber.

Véta 10.11. Necht Booleova algebra A je homomorfnim obrazem Booleovy
algebry B, pak existuje takovd faktorovd algebra B/I, kde I je idedl v B, Ze algebra
A je izomorfni s algebrou B/I.

Podle véty 10.11 existuje idedl / v B takovy, ze faktorovd algebra B/I je izo-
morfni's algebrou A. Misto diikazu se omezime pouze na konstatovani, Ze hledany
ideal [ je dolnim jadrem homomorfismu F: B % A, tzn. mnoZina oFO0. Izo-
morfismem algeber B/I a A je nésledujici zobrazent:

G:T,e B/l ~F(x)e A

Véta 10.11". Necht Booleova algebra A je homomorfnim obrazem Booleovy
algebry B, pak existuje takovd faktorovd algebra BJF, kde F je filtr v B, Ze algebra
A je izomorfni s algebrou B/F.

Shrime: Kazdd faktorova algebra B/I je homomorfnim obrazem algebry B. Az
na izomorfismus neexistuji zadné jiné homomorfni obrazy dané Booleovy algebry
B nez jeji faktorové algebry B/I, kde I je idedl v B. A protoze dvéma riznym
idealim v B mohou odpovidat izomorfni faktorové algebry (viz pt. 10.7), 1ze Fici,
ze homomorfnich obrazii algebry B je az na izomorfismus nejvyse tolik, kolik
existuje idedld v B. Dudlni shrnuti 1ze vyslovit pro filtry.

Pfiklad 10.7 (pokradovani). V Booleové algebfe B existuje celkem 8 ruznych
idealu. Hasseovy diagramy vsech faktorovych algeber B/I jsou zndzornény na
obr. 61. Podle zdkladni véty o homomorfismu Booleovych algeber miizeme proto
fici, Ze kromé algeber znazornénych na obr. 61 nemd uvazovand algebra B 74dné
jiné homomorfni obrazy.

Nyni je zcela ziejmé, Ze studujeme-li otdzku homomorfnich obrazii dané Boo-
leovy algebry B pomocf idedli (filtri) nebo pomoci kongruenci, pak dostavéme
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ruznymi postupy stejné vysledky. Tento zavér jsme sice mohli vyslovit ihned po
vysloveni definice 10.5, ale rad€ji jsme zvolili delsi postup, aby mél ¢tendf dostatek
Casu vytvofit si spravnou pfedstavu. Na rozdil od teorie svazu je tedy tato proble-
matika v Booleovych algebrach zcela analogickd obdobné problematice v teorii
grup nebo okruhi. Vime, Ze studujeme-li napf. v teorii grup otdzku homomorfnich
obrazu dané grupy G, je zcela jedno, zda to délame pomoci normalnich podgrup
v G nebo pomoci kongruenci v G.

10.4  Mnozinova reprezentace

V poslednim ¢lanku této kapitoly se budeme zabyvat problematikou
reprezentace kone¢nych Booleovych algeber. Protoze Booleovy algebry jsou spe-
cidlni piipad distributivnich svazi, bude tento clanek bezprostiedné souviset
s ¢lankem 6.2, v némZ jsme hovoiili o reprezentaci kone¢nych distributivnich
svazt. Ukdzeme, Ze k libovolné konetné Booleové algebie B existuje potence
uré¢ité mnoziny, kterd je s algebrou B izomorfni. Jesté pied toto pojednani vsak
zafadime nékolik piikladi riznych, ale navzajem izomorfnich booleovskych alge-
ber. Viechny tyto algebry budou mit 2% prvki, kde n je urcité pfirozené Cislo.

Priklad 10.8. Necht M je neprazdnd mnozina majici 2" prvki. Utvorme potenci
P(M). Tato potence ma celkem 22 prvkd. Booleovské operace prisek, spojeni
a komplement jsou realizovany po fadé mnozinovymi operacemi prunik, sjedno-
ceni a komplement. Uspotddani mnoziny P(M) je ddno relaci ,,byt podmnozinou®.
Nulou je mnozina prazdnd, jednotkou je mnoZina M. Booleova algebra P(M) je
téleso mnozin, v némz je atomem, tj. hornim sousedem nuly, kazda jednoprvkova
mnozina {x}, kde x ¢ M. Algebra P(M) mad celkem 2" atomi.

Pro n = 1 an = 2 obdrzime algebry majici 4 a 16 prvki. Hasseovy diagramy
téchto algeber jsou na obr. 62a, b.

Obr. 62
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Priklad 10.9. Necht 2, 3, 5, 7, ..., p je prvnich 2" prvocisel. Sestrojime Cislo m,
kter€ je jejich sou¢inem, tzn. m=2.3.5.7.....p. Utvofme mnozinu K viech
délitelt éisla m v N, tzn. K = {x e N; x| m}. Booleovské operace prusek a spojeni
jsou realizovany po fadé operacemi ,,nejvétsi spoleény délitel” a ,nejmensi spolec-

5 s . g L eom G2 1
ny nasobek®. Booleovskym komplementem ¢isla x € K je &islo — . Uspofadani
x

mnoziny K je ddno relaci ,délit“. Nulou algebry je &islo 1, jednotkou je
¢islo m. Atomem je kazdé z prvoéisel 2, 3, 5, 7, ..., p. Tato algebra ma opét 2"
atomu.

Pron =1 an =2 obdrzime algebry majici 4 a 16 prvki. Hasseovy diagramy
téchto algeber jsou opét na obr. 62.

Piiklad 10.10. Nejprve zavedeme Booleovy algebry, o nichZ jsme prozatim
nehovorili, a pak je ddme do souvislosti s ostatnimi piiklady.

Uvazujme mnoZinu K v$ech vrcholii n-dimenziondlni krychle v euklidovském
prostoru £, dimenze n. UkaZme, jak vytvofime grafické znazornéni mnoziny K,
¢imZ zdroven obdrzime Hasseiv diagram niZe uvedené algebry. Necht je dan
systém n orientovanych os prostoru dimenze n. V jednotkovych bodech téchto os
umistime urcité vrcholy krychle (soufadnice bodu na i-té ose bude tvofit uspora-
dana n-tice majici pouze na i-tém misté éislo 1 a na viech ostatnich mistech
¢islo 0). Tyto vrcholy &i jejich soufadnice budou tvofit atomy algebry K. Z mnozi-
ny A viech téchto atomu vytvoiime potenci P(A). Kazdou mnozinu X < P(A)
nahradime jednou uspofadanou n-tici, v niZ je na i-tém misté &islo 1, prave kdyz
v nekteré n-tici z X je na témze misté éislo 1. Na ostatnich mistech budou nuly.
Napt.pron = 4aX ={(1,0,0,0),(0,0, 1,0),(0, 0, 0, 1)} obdrzime uspofddanou
¢tvefici (1, 0, 1, 1), kterd zastupuje mnozinu X a kterd navic pfedstavuje souradni-
ce jednoho z vrcholi Ctyfdimenziondlni krychle. Uvedenym postupem ziskdme
souradnice viech vrcholi krychle o hrané 1 (pro prazdnou mnozinu § < A obdri-
me n-tici (0, O, ..., 0)). Naértnutim hran spojujicich sousedni vrcholy ziskdme
Hasseiv diagram algebry K. Nulou algebry K je vrchol o soufadnicich (0, 0, .., 0),
jednotkou je vrchol o soufadnicich (1, 1, ..., 1).

Je ziejmé, jak se v uvedeném grafickém zndzornéni sestrojuje priisek a spojeni
vrcholi krychle. Komplementem vrcholu X je protilehly vrchol krychle, tj. vrchol,
ktery lezi na spojnici vrcholu X se stfedem krychle. Pro n = 3 obdrzime trojroz-
mérnou krychli (viz obr. 61a), pro n = 4 obdrzime ¢tyfrozmérnou krychli (viz
obr. 62b), pro n = 2 obdrzime dvojrozmérnou krychli (viz obr. 62a).

Zatadme pravé uvedeny druh Booleovych algeber do naseho souboru piikla-
du: Sestrojme mnozinu K vrcholi 2"-dimenziondlni krychle. Mnozina K ma 22"
prvki. Atomem je kazdy vrchol majici pravé jednu soufadnici 1. Algebra K ma
proto 2" atomi. Pron = 1 an = 2 obdrzime algebry majici 4 a 16 prvki. Hasseovy
diagramy téchto algeber jsou na obr. 62.
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Priklad 10.1 1. Necht je ddano n jednoduchych navzijem nezavislych vyroku
a,,a,, ..., a,. Uvazujme mnozinu ¥ vSech vypovédi, které Ize z danych n vyroku
vytvorit pomoc1 spojek A, v a 7. Kazda vypoved predstavuje mnozinu navzajem
logicky ekvivalentnich vyroku. MnoZina V' ma celkem 21 prvki. Booleovsky
prisek dvou vypovédi je realizovan pomoci spojky A, spojeni pomoci spojky
v a komplement pomoci spojky 1. Jednotkou algebry V' je vypoved vyslovena
pomoci vyroku majictho stavbu tautologie, nulou je vypovéd, kterou lze vyslovit
pomoci vyroku majictho stavbu negace tautologie. Atomem této algebry je kazda
vypovéd, kterou Ize vyslovit ve tvaru

X\ AXy Al AX

kde kazdé x, je bud a;, nebo T1a;. Algebra V ma proto 2" atomu.

Pro n = 1 an = 2 obdrzime algebry majici 4 a 16 prvki. Hasseovy diagramy
téchto algeber jsou na obr. 62.

Uvedené ¢tyfi priklady jsou pro n = 1 an = 2 navzajem izomorfni. Graficky se
tato skuteénost projevi tim, ze maji stejné Hasseovy diagramy. Ziejmé bude platit
obecné, Ze pro stejné n dostdvame étvefici navzdjem izomorfnich algeber.

O dalsich piikladech Booleovych algeber, které jsou izomorfni s uvedenymi
piiklady, budeme hovofit v ndsledujicich kapitoldch. Je to pfedevsim algebra A,
vech booleovskych funkci n-proménnych definovanych v algebte 2 = {0, 1}, al-
gebra P, viech tplnych disjunktivnich normalnich forem n-proménnych definova-
nych také v algebie 2, algebra Q, vSech tplnych konjunktivnich normalnich forem
n-proménnych definovanych v algebie 2. Ddle to budou algebry predstavujici
fyzikdlni realizaci Booleovych funkei v algebfe 2, tj. algebry logickych obvodu.

Pfistupme k pojedndni o mnozinové reprezentaci konecnych Booleovych alge-
ber. Specifi¢nost feseni tohoto problému v Booleovych algebréch se proti feseni
v libovolnych distributivnich svazech projevi v ndsledujicim lemmatu.

Lemma 10.5. Nech? B je Booleova algebra, pak prvek p € B je zdola ireducibil-
ni, pravé kdyz p je nula nebo p je atom.

Z lemmatu 10.5 vyplyvd, Ze v Booleové algebie B jsou kazd€ dva rizné, nenu-
lové a zdola ireducibilni prvky p, ¢ navzajem disjunktni, tzn. p m g = 0. NemiiZe
proto nastat piipad znazornény na obr. 49b. V distributivnim svazu D existuje
zdola ireducibilni prvek p, ktery neni sousedem nuly a neni disjunktni se svym
predchidcem, ktery je také ireducibilni.

Piiklad 10.12. V libovolné Booleové algebie P(M) jsou nenulovymi zdola
ireducibilnimi prvky, tzn. atomy, pravé vSechny jednoprvkové mnoziny {x}, kde

x € M. Ctendf si mize vyznadit atomy napf. v diagramech na obr. 61 a 62.
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Duikaz lemmatu 10.5. Necht p je libovolny atom z B, pak z rovnosti p = a u b
vyplyvd a = pnebo a = 0. Pokud a = 0, pakp = 0 u b = b. V obou ptipadech tak
dochdzime k zavéru (viz formule (6.5)), ze prvek p je zdola ireducibilni.

Obrdcené: necht x je libovolny prvek z B, ktery neni nula ani atom, pak existuje
takovy prvek a € B, Ze plati

0<a=zx, (10.18)
a proto

x=xnl=xm(aud)=(xrmau(xnd)=au(xna). (10.19)
Posledni term jsme ziskali z pfedposledniho pomoci formule (10.18) a formule
(8.18). Z formule x = a L (x = ') vyplyvd podle (2.13'), Ze x m @’ = x. Ukdzeme,
ze dokonce musi platit x - a’ < x. Pfedpokladejme, 7e x ~ @’ = x. Z tohoto pred-
pokladu vyplyvd, ze

a=xma=(xmd)na=xn0=0,
coz je spor s formuli (10.18). Proto skute¢né plati x m @' < x. Z rovnosti prvniho
a posledniho termu v (10.19) proto vyplyvé, ze prvek x neni zdola ireducibilni.

Vyslovme lemma 6.6 pro Booleovy algebry.

Lemma 10.6. Necht B je konecnd Booleova algebra, pak kazdy jeji prvek x Ize
zapsat jako spojeni urcitych atomui.

Poznamenejme, Ze nulu algebry B lze zapsat jako spojeni prazdné mnoziny
atom, tzn. 0 = | |@. Oznacime-li A(x) mnoZinu viech atom p algebry B piedcha-
zejicich pred prvkem x e B, pak Ize lemma 10.6 pfepsat v silnéjsi podobé (viz
lemma 6.7).

Lemma 10.7. Nechf B je konecnd Booleova algebra, pak kazdy jeji proek Ize
zapsat ve tvaru

x = JA(x).
Misto zobrazeni F definovaného u distributivnich svazi formuli (6.6) zavede-
me nyni zobrazeni G, které kazdému prvku x e B piifadi mnozinu A(x), kterd je
podmnoZinou mnoZiny A vsech atomi z B, tzn.

G:xe B A(x) e P(A). (10.20)
Protoze pro libovolny prvek x e B plati
A(x) = I(x) - {0}

a protoZe nula je obsazena ve v§ech mnoZinach I(x), md zobrazeni G tytéZ pro nds
dulezité vlastnosti, jako mélo zobrazeni F, tzn. G je prosté, pievadi priisek na
mnozinovy prinik

Alx my) = A(x) n Ay)
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a ddle prevadi spojeni na mnozinové sjednoceni
Alx L y) = Alx) U Aly).

Také plati A(0) = 0 A A(1) = A.
Ukazme jesté, ze kazdd mnozina X e P(A) je obrazem néjakého prvku Booleo-
vy algebry B, tzn. Ze -
G: B3 P(A). _ (10.21)

Stac¢i ukdzat, Ze riznym mnozindm atomu X, Y pfifazuje operace u rizné prvky
z B. Postupujme takto: Necht p je atom, pro néjz plati p = | |X,kde X ¢ P(A), pak
podle formule (8.10) plati:

p=pr|X=],.xPrq)

Protoze p je ireducibilni prvek, musi existovat atom g; € X takovy, ze p = p m gq;,
coz znamena 0 < p = g,. ProtozZe ¢, je atom, dostavame p = g;, a proto p € X.

Disledkem pravé provedené tuvahy je nasledujici tvrzeni:

Lemma 10.8. Nechf X, Y jsou riizné podmnoziny mnoZiny A atomu konecné
Booleovy algebry B, pak plati

X #[]Y.

Z lemmatu 10.8 jiz bezprostiedné vyplyva formule (10.21). V§imnéme si, Ze
podle véty 10.5 zachovava zobrazeni G i operaci komplement. Lemma 6.8 muize-
me proto pro Booleovy algebry vyslovit takto:

Lemma 10.9. Necht B je konecnd Booleova algebra a necht A je mnoZina atomu
této algebry, pak zobrazeni G definované formuli (10.20) je izomorfismus
algebry B na téleso mnozin P(A).

Na z4vér naseho teoretického pojednani vyslovme lemma 10.9 ve zjednoduse-
né formé. Obdrzime vétu, kterd se nazyva véta o mnozinové reprezentaci konec-
nych Booleovych algeber.

Véta 10.12. Ke kazdé konecné Booleové algebre B existuje téleso mnozin P(M),
které je s algebrou B izomorfni.

Vétu 10.12 mizeme vyslovit také takto: V kazdém bloku navzajem izomorfnich
koneénych Booleovych algeber existuje alespon jedno téleso mnozin P(M).

Z véty 10.12 vyplyva, ze konecné Booleovy algebry miZeme povazovat za
abstraktni analogie kone¢nych mnozinovych téles P(M). Dalii dusledky:

1. Kazdd koneéna Booleova algebra ma 2" prvki, kde n je urcité pfirozené
¢islo, nebof jestlize mnozina M ma n prvki, pak jeji potence P(M) md 2" prvki.
Booleovy algebry proto maji 1, 2, 4, 8, 16 atd. prvki. Neexistuje tedy Booleova
algebra majici napf. 7 nebo 11 prvk.
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2. Kazdé dvé Booleovy algebry o stejném poétu prvki jsou navzdjem izo-
morfni.

Na zaklad¢ vyse provedenych uvah mizeme nyni popsat konstrukci mnozino-
vého télesa, které je izomorfni se zadanou koneénou Booleovou algebrou.

Konstrukce:

0. Necht B je kone¢na Booleova algebra.

1. Ur¢ime mnozinu A vSech atomu algebry B.

2. Sestrojime potenci P(A). Uspofadame-li mnoZinu P(A) relaci <, obdrzime
téleso mnoZin izomorfni s algebrou B. Izomorfismem je zobrazeni G zadané
formuli (10.20).

Priklad 10.13. Uvazujme Booleovu algebru B viech délitela ¢isla 30 v N. Kon-
strukci odpovidajiciho télesa mnozin, které je izomorfni s B, popiseme pomoci
obr. 63. Znaceni je zde stejné jako ve vySe popsané konstrukci. Na obr. 63a je
zadana algebra B, v niZ je vyznacena mnozina atomu A. Na obr. 63b je potence
P(A).

Obr. 63

Poznamka. Vétu o mnozinové reprezentaci lze formulovat i pro libovolnou tplnou atomdrni
algebru, pricem? Booleova algebra B se nazjvd atomarni, pravé kdyz pro libovolny nenulovy prvek
x € B existuje aspori jeden atom p, pro ktery plati p = x. Kazdd koneéna Booleova algebra je atomadrni.
Nekonecnou atomdrni Booleovu algebru B obdrzime napt. takto: UvaZujme nekonefnou mnozi-
nu M. Mnozina B obsahuje viechny kone¢né podmnoziny mnoziny M a jejich (nekoneéné) komple-
menty.

Ozna¢me A mnoZinu viech atomu dplné atomdrni algebry B, pak zobrazeni G definované formul{
(10.20) predstavuje izomorfni vnofeni algebry B do potence P(A). Téleso mnozin, které je obrazem
algebry B a které€ je v pfipadé nekone¢né atomarni algebry B vlastnim podtélesem potence P(A), je
mnozinovym reprezentantem algebry B.

Pro Booleovy algebry B, které nejsou atomarn, je tfeba nalézt objekty, které budou hrit roli atomu,
tzn. které budou hrat roli prvki vychozi mnoZiny mnozinového télesa. Protoze existuje vzdjemné
jednoznacny vztah mezi atomy a hlavnimi ultrafiltry, lze mnozinu U viech ultrafiltra povazovat za
rozsifeni mnoziny vsech atomi. Mnozina U je vychozi mnozinou pro hledané mnozinové téleso.
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Necht B je libovolnd (i neatomdrni) Booleova algebra a necht U je mnoZina vSech ultrafiltri v B,
pak zobrazeni

G:xe B~ {FeU;xe Fje P(U)

piedstavuje izomorfni vnofeni B do télesa mnozin P(U). Téleso mnozin, které je obrazem algebry
B a které je v piipadé neatomdrni algebry B vlastnim podtélesem potencni algebry P(U), je mnozino- 1
vym reprezentantem algebry B.

CVICENI 10

1 Pokud pro idedl I Booleovy algebry B plati formule (10.4), pak I je prvoidedl.
Dokazte.

2 Dokaizte, ze pokud B je Booletv okruh a I je jeho idedl, pak plati:
(Vxye)(x@y)@(xmy) =xuy

3 Dokazte, ze Booleiv homomorfismus F Booleovy algebry B na Booléovu -
algebru A zachovava operace —, @, 1 a |.

4 Dokazte, ze zobrazeni F Booleovy algebry B na algebru A je izomorfismus,
pravé kdyz
(Vx,ye B)x=y & F(x) = F(y).

5 Dokazte, ze relace K zavedena formuli (10.17) v dikazu véty 10.9 je ekviva-
lence.

6 Uvazujte Booleovu algebru P({a, b, c, d}). Vypiste viechny jeji idedly a sestroj-
te Hasseovy diagramy vSech homomorfnich obrazu této algebry.

7 Definujte izomorfismus mezi Booleovymi algebrami uvedenymi v piikladech
10.8,10.9, 10.10 a 10.11 pro n= 1, n = 2 a pro libovolné n.

8 Necht K je kongruence v Booleové algebie B, pak mnoZina vSech prvku, které
jsou kongruentni s nulou, tvoii idedl v B. Dokazte.
9 Nechf F je homomorfni zobrazeni Booleovy algebry B na Booleovu algeb-
ru A, pak mnozina I = {x e B: F(x) = 0} je idedl v B. DokaZte.
10 Necht B je Booleova algebra a [ je idedl v B, pak zobrazeni
F:xeBrT,e B/l
je homomorfni zobrazeni algebry B na faktorovou algebru B/I. Dokazte.
11 Dokazte, ze formule (10.15), (10.15') a (10.16) definuji skute¢né operace ve
faktorové algebfe B/K, tzn. Ze vysledek nezavisi na volbé reprezentantu.
12 Popiste konstrukci faktorové algebry B/F Booleovy algebry B podle jejtho
filtru F.

13 Sestrojte mnozinového reprezentanta nasledujicich Booleovych algeber:
a) algebra viech délitela &isla 7 v N, b) algebra viech délitelt ¢isla 6 v N a : L
c) algebra viech délitelu ¢isla 210 v N.
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11 BOOLEOVY FUNKCE

Studium Booleovych funkei je matematicky zajimavé a piitom dilezité
vzhledem k aplikacim. Z tohoto hlediska maji mimofddné postaveni funkce
v dvouprvkové Booleové algebie 2 = {0, 1}. Jim také budeme vénovat hlavni
pozornost. Nejprve ukdzeme, jak Booleovy funkce zadavat. Pijde jednak o zada-
vani pomoci tabulek, jednak také pomoci termi, kterym budeme v této souvislosti
fikat polynomy. Z tohoto hlediska jsou dilezité polynomy, kterym fikdme dplnd
disjunktivni normadlni forma a tplnd konjunktivni normalni forma. V druhé &dsti
se budeme zabyvat problémem co nejjednodussiho vyjadieni funkce pomoci poly-
nomu. Pfedevsim pro aplikace md tato problematika minimalizace mimofadnou
dulezitost. Podrobné popiSeme metodu Quineovu—Mec Cluskeiovu.

11.1  Booleovy funkce, Booleovy polynomy

Zavedme nejprve pojem Booleovy funkce v libovolné algebie B.

Definice 11.1. Booleovou funkci n proménnych v Booleové algebre B se nazyvd
libovolné zobrazeni F mnoziny B" do mnoZiny B, tzn.

F:B"- B, (11.1)

Specidlné: Booleovou funkci n proménnych v Booleové algebre 2 je libovolné
zobrazeni

F:2" 2. (11.2)

Pfiklady 11.1. V kazdé Booleové algebte B jsou podle definice 8.1 zavedeny
dveé Booleovy funkce dvou proménnych, tj. priisek m a spojeni L, jedna Booleova
funkce jedné proménné, tj. komplement ’, a dvé nuldrni Booleovy funkee, tj. prvek
0 a prvek 1. V libovolné Booleové algebie vsak muZeme zavést fadu daliich
Booleovych funkei. Jednou z funkei dvou proménnych je napf. symetricka dife-
rence @, pro niz plati:

(Vx,yeB)x@y=(xrmy)u (¥ ny) (11.3)

Dalsi priklady Booleovych funkei dvou proménnych jsme zavedli pomoci formuli
(8.26) az (8.28").
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Protoze v ndsledujicim textu budeme pojednavat vyhradné o Booleovych funk-
cich, pfijméme imluvu, Ze piiviastek ,,Booleova® budeme casto vynechavat.

Na mnoziné A, viech Booleovych funkci n proménnych x,, X, ..., X, V Booleo-
vé algebie B lze definovat operace m, 1 a’ nasledujicim zpisobem:

(Fm G)(x,,., %) =g Flxy, ... x,) m Glxy, .0, X,) (11.4)

(F 0 G) (xy5 wees %) =gt Fl3x15 ooes %) 1 Glxys e, X,) (11.4))

F'(xy5 s %) =ae [Fx1, e, %)) (11.5)

Vidime, 7e prisek funkci F a G definujeme pomoct priseku funkénich hodnot
funkci F a G, coZ jsou prvky Booleovy algebry B. Obdobné je tomu pro spojeni
a komplement. Proto je ihned ziejmé, Ze operace r, L a’ jsou booleovské operace
v mnoziné A,. Lze vyslovit nasledujici vétu.

Véta 11.1. Nechi A, je mnozina vSech Booleovych funkci n proménnych v Boo-
leové algebre B, pak struktura (A,, m, u,’), kde operace m, L a ' jsou definovdny
formulemi(11.4),(11 4")a(11.5), je Booleova algebra,v niz nulou je nulovd funkce
F(x,, ..., x,) = 0 a jednotkou je jednotkovd funkce Flx;, .., x,) = 1.

Usporadani = mizeme v mnoZiné A, definovat bud pomoci nékteré z formuli:
F=Gey4FnG=F F=2GesFuG=0, (11.6)
nebo nasledujicim ekvivalentnim zpusobem:
F=Geo (¥x,,.., X, € B) Flx,, ..., x,) = Glx;, ..., x,) (11.7)
Piedevsim formule (11.7) zietelné ukazuje, Ze uspoiadani v A, velmi tzce souvisi
s uspoiadanim v algebre B.

Piiklad 11.2. V mnoziné A, viech Booleovych funkci dvou proménnych
v algebie 2 = {0, 1} uvazujme funkce F 2 a F? definované tabulkami 9 a 10
v piikladé 11.4. Pro jejich prusek a spojeni plati:

FFrnF:=F a FiuF=F

Pro funkce F2 a F2 z téhoz piikladu plati F; = F7. Budeme-li uvaZovat funkce F;
a F?,, pak zjistime, Ze jsou neporovnatelné. Nulou v algebfe A, je funkce T
a jednotkou je funkce Fis.

Poznamka. Uvazujme mnozinu A, viech Booleovych funkci n proménnych v algebfe 2. Z formule
(11.7) vyplyvd, ze Hassetiv diagram usporadani = v mnoZiné A, bude vypadat takto: nejniZe je umisté-
na nulova funkce. V prvnim patfe diagramu jsou viechny funkce, které nabyvaji pravé pro jeden vektor
(%1, X;, -, X,) € 2" hodnoty 1. V druhém patie jsou vSechny funkce, které nabyvaji pravé dvakrat
hodnoty 1 atd. Nejvyie bude jednotkova funkce. Atomy algebry A, by podle této predstavy mély byt
viechny ty funkce, které nabyvaji pravé jednou hodnoty 1. Koatomy by mély byt vechny ty funkce,
které nabyvaji pravé jednou hodnoty 0.
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Poznamenejme jesté, Ze misto o mnoziné viech Booleovych funkei n promén-
nych muzeme stejné tak dobie hovofit o mnoziné vsech Booleovych funkcf s nej-
vySe n proménnymi. Jestlize md totiz funkce F(x,, x,, ..., x,) r proménnych, kde
r < n, pak ji miZeme povazovat za funkci n proménnych, pokud udéldme tuto
umluvu: pfi danych hodnotdch x,, ..., x, jsou hodnoty funkce F(xy, ..., x,) pro
libovolné hodnoty proménnych x,, |, ..., x, stile stejné a rovny hodnoté funkce
F(x,, ..., x,). Po této imluvé muzeme napf. funkci jedné proménné F» (viz pt. 11.3)
povazovat za funkci dvou proménnych F3, (viz pt. 11.4).

Polozme si otdzku, jaky nejvétsi pocet prvki md algebra A, viech Booleovych
funkei v konecné algebte B. Pocet nezavisle proménnych v uvazovanych funkcich
F je tak omezen shora Cislem n. Necht pro algebru B plati, Ze B je izomorfni
s algebrou P(M) (viz véta 10.12), kde mnozina M ma r prvku. Z prave vyslovenych
predpokladii vyplyvd, ze algebra P(M), a tedy i algebra B maji celkem 2" prvku.
Kazda funkce F € A, ma defini¢ni obor slozen z uspofddanych n-tic (v, , ..., v,), 4.
z vektoru v € B". Téchto vektoru v lze sestrojit celkem

.. Y = (2).
\—*/——/
n

Kazda funkce F pfifazuje kazdému takovémuto vektoru néjaky prvek z B, neboft
F: B" - B (viz formule (11.1)). Viech moznych funkci F majicich n proménnych je
proto
20202 =2,
%ﬁ/—.—/
2”1

Specidlné, pocet funkci n proménnych v algebie 2 je 2%, Na zakladé pravé prove-
denych dvah mizeme vyslovit ndsledujici lemma.

Lemma 11.1. MnoZina A, vSech Booleovych funkci n proménnych v konecné
Booleové algebre B tvori konecnou Booleovu algebru.

Jestlize chceme s Booleovymi funkcemi pracovat, pak je musime uréitym zpi-
sobem zadat. My se budeme zabyvat zaddvanim pomoci tabulek a pomoci formuli.
V technicke praxi se vSak v algebfe 2 ¢asto pouzivé i zaddvani pomoci map (napf.
Karnaughova a Svobodova mapa), jejichz podstatu tvoif Vennovy diagramy, a da-
le zaddvani pomoci n-rozmérnych krychli (viz [5] nebo [14]).

Nyni se budeme zabyvat zaddvanim funkei pomoci tabulek, a to pouze
v algebre 2.

Pfiklad 11.3. Uvazujme v dvouprvkové algebfe 2 funkce jedné proménné,
kter¢ budeme znacit FF). Témto funkcim odpovidd tabulka 5.
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Tab. 5

Algebra A, v algebfe 2 ma tedy 2@ = 4 prvky. Tabulky 6, 7, 8 ukazuji, jak se mezi
témito funkcemi provadi booleovské operace m, L a’. Oznaéfme-li napt. funkci F;
znakem F, pak uvedené Ctyfi funkce jsou oznaceny po fadé symboly 0, F, F'a 1.

Tab. 6 Tab. 7 Tab. 8
' = 0 F F 1 U 0 F F 1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 F F 1
F F' F 0 F 0 F F F F 1 1
F F F 0 0 F F F F 1 F 1
1 0 1 0 F F 1 1 1 1 1 1

Protoze pomoci funkce F mazeme vyjadfit vSechny tfi zbylé funkce z A,
(FrF=0aFuF = 1), plati:

Lemma 11.2. Existuje jednoprvkovd mnoZina generdtorii algebry A,
v algebre 2.

Piklad 11.4. Uvazujme v dvouprvkoveé algebie 2 funkce dvou proménnych,
které budeme znadit F? . Sestrojme jejich tabulky 9, 10. Dfive vSak poznamenejme,
se kombinace hodnot nezavisle proménnych usporaddme lexikograficky (shora
dolti) a Ze index i bude vlastné desitkovym vyjddienim Cisla zapsaného ve dvojko-
vé soustavé v tabulce pod symbolem F; (¢islo ¢teme shora dolii). Obdobné tomu
bylo i v tabulkéch z piikladu 11.3 a obdobné tomu bude i u libovolné funkce F;
n proménnych v algebie 2.

Tab. 9
x y | F F FF F F F F2 F
0 o olo o o o o 0 O 0
1 0o 1 o 0 0 O 1 1 1 1
2 1 0|0 O 1 1 0o 0 1 1
3 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1
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Tab. 10

X y | F§ F F, Fi, F Fl, F, Fis

W= O
_—_=0 O
_—0 = O
SO O =
-0 O -
— O
=
O =

S =

O et
e e

Upozornéme jesté na jednu zajimavou skute¢nost. Oznac¢ime-li fadky v tabulce
po fadé ¢isly 0, 1, 2, 3, pak vektor (x, y) € 2% naj-tém fadku piedstavuje dvojkové
vyjadreni ¢isla tohoto fadku. Obdobné tomu bude i u tabulek funkei 7 promén-
nych. Napf. vektor (0101) funkce F étyf proménnych lezi v fadku s &islem 5.

Algebra A, v algebfe 2 ma 2%) = 16 prvki. Ukazme, Ze libovolnou z téchto
Sestndcti funkef 1ze vyjadfit pomoci dvou z nich. Oznaéime-li funkci F3 pismenem
G a funkci F2 pismenem H, pak plati:

Fi=0=GnG F:=GrH F=GnH F,=G

5

FP=GnH F=H FF=G@®H F,=GuH
Fi=GrnH F=GoH F,-H 2 =G uH
P i FF=GuH F,=GuH F,=1=GudG

Proto lze vyslovit nasledujici lemma.
Lemma 11.3. Existuje dvouprvkovd mnozina generdtoru algebry A ,v algebre 2.

V nasledujici kapitole dokonce ukazeme, Ze existuji dvé jednoprvkové mnoziny
generatoru algebry A, v algebfe 2. Jednu z téchto mnozin tvoii Shefferova funkce
Fi, a druhou Peirceova funkce F3.

Nez budeme pokracovat ve studiu funkci, zavedeme pojem Booletv polynom.
Na zakladé toho, co jsme fekli o termech pii budovani jazyka teorie svazi, mize-
me nyni vyslovit definici termu v Booleové algebie (B, m, u,’, 0, 1).

Definice termu Booleovy algebry B.

1. Kazdd proménnd x, y, ... (pro prvky z B) i konstanty 0, 1 jsou termy.

2. JestliZe jsou slova t,, T, termy, pak jsou i slova (t,) m (z,), () u (z,) a (z,)
termy.
3. Jinak utvorend slova nejsou termy.

K umluvam o vypousténi zdvorek v termech feknéme pouze toto: Proménné
a konstanty nepiSeme do zdvorek a déle, v posloupnosti znaki ', -, L ma znak vice
nalevo prednost pred znakem vice napravo. Tzn. napf. term x m y u z chdpeme
takto: (x m y) L z nebo term x m ¥’ L z chapeme takto: [x r (y')] w z. Zavorky mu-
Zeme vypoustét také na zakladé asociativnosti operaci m a L.
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V teorii Booleovych algeber byva zvykem pouZzivat piredevsim v souvislosti se
studiem Booleovych funkci misto nazvu term jazyka algebry B nazev Booletv
polynom algebry B. Booletiv polynom, ¢i pouze polynom algebry B je proto kazdé
slovo, které je vytvofeno na zakladé definice termu. Specidlné, podle poctu riz-
nych proménnych, které jsme pii vytvateni termu pouZili, mluvime o polynomech
jedné proménné, dvou proménnych a obecné o polynomech n proménnych. Poly-
nomy n proménnych x,, x, az x, budeme znadit f(x,, X5, ..., x,)-

Piiklad. V Booleové algebie B jsou polynomy nap. slova: x, (x u 1) = x (poly-
nomy jedné proménné), x m y,(x m y),(x m 2) u (x m Z) (polynomy dvou promén-
nych), (x m y m Z) u 0 (polynom tif proménnych).

V nasledujici ¢4sti se budeme zabyvat vztahem mezi Booleovymi funkcemiz A,
v algebie B a Booleovymi polynomy v B. Je ziejmé, Ze kazdy Booleuv polynom

n proménnych f(x, , ..., x,) definuje v algebte B funkci n proménnych, tzn. polyno-
mu f(x,, ..., x,) odpovida funkce F: B" - B. Funkéni hodnotu funkce F pro urcity
konkrétni vektor (v1 S eees v,,) ¢ B" obdrzime tak, Ze jeho slozky prosté dosadime do

polynomu F a vznikly term ,,spocitame®.

Piiklad 11.5. Uvazujme polynom dvou proménnych (x m y) u (¥’ 1 y) v algeb-
fe 2. Tento polynom definuje funkci F, pro niz plati F: (0, 1) — 1, nebot

0m1)u(0nl)=0u(lnl)=0ul=1

Jestlize spo¢itime hodnoty funkce F pro vSechny vektory (x, y) e 2%, pak obdrzime
tabulku funkce F3 z piikladu 11.4.

Poznamenejme, Ze rovnost dvou polynomi Ize zavést ruzné. Pro nase ucely se
dobie hodi tzv. funkéni definice rovnosti polynomu.

Definice 11.2. Rikdme, Ze polynomy f(x,, ..., x,) a gx, .., x,) Booleovy
algebry B jsou si rovny, prdvé kdyz oba urcéuji stejnou Booleovu funkci n promén-
nych, a zapisujeme:

flxy, s X,) = glx, s x,)

Nyni pfistoupime k popisovani funkei pomoci polynomu. Nejprve zopakujme,
7e libovolny polynom f(x,, ..., x,) definuje pro libovolnou Booleovu algebru
B funkci F: B" — B. Toto tvrzeni lze &dsteéné obratit. Cdsteénym obrdcenim mysli-
me to, e se novy vyrok nebude tykat libovolné Booleovy algebry, ale pouze
algebry 2. V dalsi ¢asti kapitoly proto budeme pojedndvat uz jenom o dvouprvko-
vych algebrach {0, 1}.

Véta 11.2. Kazdou Booleovu funkci F: 2" — 2 Ize vyjddrit néjakym Booleovym
polynomem.
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Abychom Iépe rozuméli nasledujicimu konstruktivnimu dikazu, zavedeme
v algebfe 2 polynomy specidlniho druhu.

Definice 11.3. Polynomy tvaru [|/_\y;=y, my, m ... y,, kde y, je bud’ x,,
nebo x;, se nazyvaji minimalni prisekové polynomy proménnych x, az x,,. O poly-
nomu, ktery je spojenim minimdlnich prisekovych polynomii proménnych x, az
Xx,, Fikdme, Ze je zapsdn v uplné disjunktivni (spojové) normalni formé.

Definice 11.3". Polynomy tvaru | |'_\y;=y, uy, u ... uy,, kde y, je bud’ x,,
nebo x;, se nazyvaji maximalni spojové polynomy proménnych x, az x, . O polyno-
mu, ktery je priisekem maximdlnich spojovych polynomii proménnych x, a? x,,,
Fikame. Ze je zapsdn v Gplné konjunktivni (priisekové) normalni formé.

V minimdlnim prisekovém polynomu m(x,, ..., x,) se kazdd proménna vysky-
tuje pravé jednou, a to bud ve formé x;, nebo x.. Uplnd disjunktivni normdlni
forma je spojenim nékolika minimalnich polynomi. Protoze minimdlnich polyno-
mi m(x,, ..., x,) lze zkonstruovat 2", je uplnd disjunktivni normadlni forma
f(x;, ..., x,) spojenim nejvyse 2" ruznych minimdlnich polynomu. Z praktickych
divodi je vhodné dodrzovat v jednotlivych minimalnich polynomech stejné po-
fadi proménnych. Analogické pozndmky lze vyslovit i o dplné konjunktivni
normalni formé.

Priklad 11.6. Nasledujici polynomy f(x, y) a g(x,, x,, x;) jsou zapsany v uplné
disjunktivni normdlni formé¢, polynom A(x, , x,, x;) je zapsan v tipIné konjunktivni
normalni formé:

fley)=xmy)u@my)uny)
g(xl,xz,x3)=(x'1 M X M Xs) (X m g n oY)
hlxy, Xy, x5) = (3 L X Loxs) M (% L X u ) M (X L X LX)

Duikaz véty 11.2. Podstata dikazu spo¢ivd v tom, Ze popiSeme, jak k Booleové
funkci F sestrojime jeji dplnou disjunktivni normalni formu. Necht F je libovolnd
Booleova funkce 2" - 2. Pak ke kazdému vektoru v = (v, ..., v,) € 2" miizeme
sestrojit ndsledujicim zpisobem minimdlni polynom 1, :

m,(x;, ..., %)=y ym.ny, kdey=— il’,’];:?llé: 11)1, _ 2)
Z konstrukce minimdlniho polynomu m, vyplyva, ze m, nabyva hodnoty 1 presné
jenom pro vektor v. Pro jakykoli jiny vektor u € 2” obdrzime 0. Oznaéme mnozinu
vSech vektort, pro néz nabyva funkce F hodnoty 1, symbolem 7(F) a sestrojme ke
kazdému vektoru v e T(F) odpovidajici minimdlni polynom , . Sestrojime-li ddle
spojeni vSech téchto minimalnich polynomu m,, pro v € T(F), obdrzime tiplnou
disjunktivni normélni formu:

S x) = inm(x .l x)
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Na zdkladé toho, co jsme fekli o vlastnostech minimalnich polynomd, a protoze

jsou tyto polynomy spojeny znaky u, miZeme o polynomu f(x,, ..., x,) fici toto:
1 =
(Vv € 2°) Fv) = - flv)=1
0 flv)=0
Zkonstruovany polynom f(x, , ..., x,) proto definuje zadanou Booleovu funkei F.

Diikaz véty 11.2 je cenny pfedevsim proto, Ze ddva ndvod, jak k dané funkci
F sestrojit odpovidajici polynom. Tento polynom ma uplnou disjunktivni normalni
formu. Uvedenou konstrukci budeme demonstrovat v piikladé 11.7. Zopakujme
jesté, ze kazdy vektor v e 2" predstavuje dvojkové vyjadieni néjakého desitkoveho
&isla j. Odpovidajici minimalni polynom se znaci m;. Dikaz véty 11.2 bychom
mohli podat také tak, aby vedl k zaddni funkce F pomoci dplné konjunktivni
normalni formy. Maximalni polynom odpovidajici vySe uvedenému vektoru v pak
znacime M;.

Priklad 11.7. Uvazujme funkci F(x, y, z) v algebfe 2, kterd je zadana
tabulkou 11.

Tab. 11
x y z Flx, y,2)
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1
2 0 1 0 0
3 0 1 1 0
4 1 0 0 0
5 1 0 1 1
6 1 1 0 0
7 1 1 1 1

Sestrojme tplnou disjunktivni normdlni formu odpovidajici funkci F. Minimalni
polynomy odpovidajici tfem fadkum s jednotkami (v poslednim sloupci) jsou:

m=xnynz ms=xmynmz M,=XmymzZ
Hledana ipInd disjunktivni normdlni forma definujici funkci F proto vypada takto:
f(x,y,z)=(x’ny’nz)u(xmy’nz)u(xmymz)=m1um5um7

Uplnou konjunktivni normdlni formu funkce F sestrojime takto: Maximdlni
polynomy odpovidajici fadkium s nulami jsou

My=xuyuz My,=xu)y vz My=xuyuZ,

M4=x'uyu2, M6=X'L_|y'l_|2.
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Uplnd konjunktivni normdln{ forma funkce F:
g(x,y,z) =M0mM2mM3|—|M4|—|M6

Ukazme jesté prechod od tpIné disjunktivni normdlni formy ffunkce F k jeji
uplné konjunktivni normadlni formé:

a) Sestrojime tplnou disjunktivni normalni formu funkce F’ (tzn. sestrojime
spojeni minimalnich polynomi pro fadky s nulami v poslednim sloupci tabulky F)

(% p,2)=myum, omyum,oom.

b) Pomoci de Morganovych pravidel sestrojime k polynomu f’ jeho komple-
ment f”

g(x,y,Z)=M0r1M2r1M3nM4mM6.

Z predchozich uvah vyplyva, ze pokud zadame dvé dplné disjunktivni normaln{
formy, které budou vytvofeny z riiznych minimdlnich priseku, pak budou tyto
formy definovat rizné Booleovy funkce. Zdivodnéni mizeme podat jesté takto:
Necht existuji dvé ruzn€ tplné disjunktivni normalni formy f,, f,, které uréuji
stejnou Booleovu funkci F, tzn.

filxy, e x) = f(x, 0 ) x,) (11.8)
Protoze f,, f, jsou rizné disjunktivni normalni polynomy, musi existovat alespon
jeden minimdlni polynom m(x,, ..., x,), ktery se vyskytuje napi. v f, a nevyskytuje

se V f, . Pokud sestrojime prisek rovnosti (11.8) s timto minimalnim polynomem
m(x,, ..., x,), obdrzime rovnost:

m(x,, ..., x,) =0

R R

(pouzili jsme zobecnény distributivni zdkon, formuli (8.3), a dile to, Ze libovolné
dva rizné minimdlni polynomy jsou disjunktni — viz cv. 11.7). Minimdlni poly-
nom vsak nemiZe urcovat nulovou funkci, protoZe nabyva pravé pro jeden vektor
v € 2" hodnoty 1. Tim jsme obdrzeli spor.

Uvahy o zobrazeni, které kazdé Booleové funkci pfifazuje jeji uplnou
disjunktivni normdlni formu, nds vedou k vysloveni nasledujiciho lemmatu.

Lemma 11.4. MnoZina A, vsech Booleovych funkcin proménnych a mnozina P,
vSech Booleovych polynomu n proménnych majicich vuplnou disjunktivni normdl-
ni formu v Booleové algebre 2 jsou navzdjem ekvivalentni.

Mnozina P, vSech polynomii n proménnych majicich dplnou disjunktivni nor-
malni formu je uzaviend vzhledem k operacim m, L, ' (viz cv. 11.8), a tvoii proto

Booleovu algebru. Poznamenejme, Ze toto tvrzeni také bezprostfedné vyplyva
z nize uvedené véty 11.4. Nulou této algebry je nulovy polynom, ktery vznikne
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jako spojeni prazdné mnoziny minimdlnich polynomu, jednotkou je polynom,
ktery vznikne spojenim véech 2" minimalnich polynomd, a atomem je prave kazdy
minimdlni polynom. Zobrazeni, které jsme zavedli v dikazu véty 11.2 urcuje
izomorfismus algeber A, a P,.

Hassetiv diagram Booleovy algebry P, md nejniZe nulu, v prvnim patie vSechny
minimélni polynomy, v druhém patie vSechna spojeni pravé dvou minimdlnich
polynomi atd. Nejvyse je jednotka, kterd vznikne spojenim vSech minimalnich
polynomit. Hassetiv diagram algebry P, 1ze proto nacrtnout tak, aby vypadal stejné
jako diagram algebry A, (viz poznamka na str. 194). Nase tvahy shrneme do
nasledujici véty.

Véta 11.3. Nechi' P, je mnoZina vsech polynomui n proménnych majicich uplnou
disjunktivni normdlni formu v Booleové algebre 2. Pak P, tvofi Booleovu algebru,
jejimiz atomy jsou prdvé vsechny minimdlni polynomy m(x,, ..., x,). Algebra P, je
izomorfni s algebrou A, vSech Booleovych funkci F: 2" — 2.

Véta 11.3". Necht Q, je mnozina vSech polynomiu n proménnych majicich
tiplnou konjunktivni normdlni formu v Booleové algebre 2. Pak Q,, tvofi Booleovu
algebru, jejimiz atomy jsou prdvé vsechny maximalni polynomy M(x,, ..., x,).
Algebra Q, je izomorfni s algebrou A, vsech Booleovych funkci F: 2" — 2.

Poznamka. V kapitole 10 jsme ukazali ¢tyfi piiklady navzajem izomorfnich Booleovych algeber
majicich 2" prvki, kde n je uréité prirozené &islo. Tyto algebry jsou uvedeny v pitkladech 10.8, 10.9,
10.10 a 10.11. Nyni k nim muiZeme pfidat daldi tfi druhy. Jsou to:

— algebra A, viech Booleovych funkci n proménnych definovanych v algebre 2. Atomy této
algebry jsou vSechny funkce, které nabyvaji pravé jednou hodnoty 1;

— algebra P, viech dplnych disjunktivnich normélnich forem n proménnych v algebre 2. Atomy

této algebry jsou pravé véechny minimdlni polynomy m(x, ..., X,);
— algebra Q, véech tplnych konjunktivnich normdlnich forem n proménnych v algebfe 2. Atomy
této algebry jsou pravé viechny maximdln{ polynomy M(x,, ..., x,).

Uvedené druhy algeber maji 2" atomii a 2@ prvki. Pron = 1 a n= 2 jsou jejich Hasseovy diagramy
znazornény na obr. 62a, b.

V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat upravou libovolného polynomu
flx,. ..., x,) z algebry 2 na tplnou disjunktivni normalni formu. Popis konstrukce:

Konstrukce uplné disjunktivni normalni formy polynomu f:

0. Necht f(x,, ..., x,) je polynom n proménnych v algebie 2.

1. Pokud f(x,, ..., x,) obsahuje ¢arkované zavorky, pak lze pomoci de Morga-
novych pravidel (viz formule (8.13) a (8.13')) pfemistit tyto ¢arky k jednotlivym
proménnym, popf. pouzit jesté formuli x” = x (viz formule (8.12)).

2. Pokud se v polynomu f(x, , ..., x,) vyskytuje symbol m mimo zavorku, v niZ je
néjaky symbol L, pak mizeme tento symbol premistit dovnitf pomoci zobecnéné-
ho distributivniho zdkona (viz formule (8.10)).
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Zmotxou je polynom,
mem je prave kazdy

@zu vety 11.2 urCuje

prvmim patre vSechny
Zvou minimalnich
vsech minimalnich
2bv vypadal stejné
sz uvahy shrneme do

1 majicich uplnou
1 Booleovu algebru,
. Algebra P, je

ménnych majicich

0. rroFi Booleovu

my M(x, ..., x,).
1F27 -2,

:ch Booleovych algeber
prikladech 10.8, 10.9,

3. Polynom f(x,, ..., x,) Ize ddle upravit napt. na zakladé nasledujicich formuli:

XmXx=Xx Xux=x
xmx =0 xm0=0
xul0=x

4. Pokud je polynom f(x,, ..., x,) vyjadfen jako spojeni prisekii a pfitom v né-
kterém priseku p chybi urcita proménna x;, sestrojime prusek tohoto p s jednot-
kou ve formé x; u x;. Tim z priseku p obdrzime spojeni dvou novych prusekd,
z nichZ jeden bude obsahovat navic proménnou x; a druhy x;:

p=prnl=pr(xux)=pPrnx)ulpnx)
5. Ve vSech minimalnich polynomech, jejichZ spojenim je vysledny polynom
glx,, ..., x,), vypiseme proménné ve stejném poiadi. Ziskany polynom g ma dplnou
disjunktivni normalni formu a pfitom je roven zadanému polynomu f.

Z predchoziho vyplyva, Ze uvedené kroky jsou postacujici k sestrojeni plné
normalni disjunktivni formy. Ukazme pravé popsanou konstrukci na piikladé.

Priklad 11.8. Uprava polynomu na tiplnou disjunktivni normdlni formu.

0. Uvazujme polynom f(x,y) = [(x my) n x]uy =

Upravy polynomu f(x, y) budeme &islovat stejné, jako tomu bylo v uvedené
konstrukei.

algebre 2. Atomy této 1

_ 2
algebfe 2. Atomy 3.=0u ( ! x’) uy= (y’
smoich v zlgebfe 2. Atomy 4 " x’)] - (y/ B Xl) - (y A X) - (y " XI) B
& 5=(x’,-,y’)u(x’ny)u(me)=m(,umluYH3

= rench Hasseovy diagra . P < < v : o v
B e Na zdkladé vySe popsané konstrukce nebo na zakladé lemmatu 11.4 miZeme

o vyslovit nasledujici vétu.
ovolncho polynomu

»u. Popis konstrukee: Véta 11.4. Kazdy Booleiv polynom f(x,, ..., x,) v Booleové algebrie 2 Ize vy-

jadrit pravé jednim zpiisobem v tiplné disjunktivni normdlni formé.

Véta 11.4'. Kazdy Booleiiv polynom f(x,, ..., x,) v Booleové algebre 2 Ize vy-
4 jadrit prdavé jednim zpusobem v uplné konjunktivni normdlni formé.

Poznamka. Uvazujme Booleovu algebru ¥, viech polynomd f(x, , ..., x,) v algebfe 2. Zobrazeni H,
které kazdému polynomu f pfifadi funkci F definovanou polynomem f, je homomorfismem algebry V,
na algebru A, vSech funkci n proménnych v algebfe 2. Jadrem J homomorfismu H je idedl vsech
polynomu urcujicich nulovou funkci. Sestrojime-li faktorovou Booleovu algebru V,/J, pak je tato
algebra izomorfni s algebrou A, a na zdkladé véty 11.3 a 11.3" s algebrou P, a Q,. To souvisi se
skutecnosti, Ze kazdy blok rozkladu V,/J 1ze charakterizovat ur¢itou iplnou disjunktivni ¢i konjunktiv-
ni normalni formou. na niz 1ze polynomy tohoto bloku upravit.

= pomoci de Morga-
carky k jednotlivym
8.12)).

umo zavorku, v niz je

T pomoci zobecnéné-
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Na ptedchozich strankach jsme se sezndmili se dvéma zpusoby, jak upravit
libovolny Booletiv polynom f(x,, ..., x,) na uplnou disjunktivni normalni formu.
Piipomenime oba tyto postupy. Jeden z nich oznac¢ime jako piimy a druhy jako
nepiimy.

Piima metoda:

Pfi této metodé upravujeme zadany polynom tak, jak jsme vypsali v konstrukci
pied piikladem 11.8 a jak jsme konkrétné ukdzali v piikladu 11.8. Podstatou je
tedy pfima uprava zadaného polynomu na tuplnou disjunktivni normalni formu.

Nepfima metoda:
Pfi této metodé nejprve k zadanému polynomu sestrojime tabulku odpovidajici
Booleovy funkce a potom pomoci této tabulky zkonstruujeme dplnou disjunktivni

normalni formu. Postup pii konstrukci této formy je popsan v dikaze véty 11.2
a konkrétni ukazku predstavuje piiklad 11.7.

Obdobné lze vyslovit obé metody i pro upravu libovolného Booleova polyno-
mu na uplnou konjunktivni normalni formu.

Na zavér ¢lanku poznamenejme, Ze jsme ziskali metodu dovolujici rozhod-
nout o rovnosti dvou Booleovych polynomit f(x;,---, x,) a g(xy, -+, x,,). Staci
kdyZ napi. pfimou metodou upravime polynomy f a g na uplnou disjunktivni
normalni formu. Pokud z obou polynomu ziskame tutéz formu, pak jsou si oba
uvazované polynomy f a g skutecné rovny.

11.2  Minimalizace Booleovych funkci

Cela tato problematika je podstatné ovlivnéna pfedevsim pouZzivanim
teorie Booleovych algeber pii konstrukcich logickych obvodd, které se vyskytuji
v Cislicovych poéitacich. Problematice téchto obvodi se vSak budeme vénovat az
v nasledujici kapitole. Nyni tuto souvislost pfipomindme predevsim proto, Ze od
symboliky a terminologie, které jsme pouzivali v pfedchozim textu, piejdeme
k symbolice a terminologii, kterd se pouziva pravé v aplikacich. Podrobné rozebe-
reme Quineovu—Mec Cluskeiovu metodu minimalizace Booleovych polynomu,
ktera se stala vychodiskem pro celou fadu dalSich metod, pfi jejichZ realizaci se
vyuzivaji pocitace.

Umluvy o nové symbolice a terminologii

Operaci prisek za¢neme nazyvat nasobeni a misto symbolu - budeme pouzi-
vat obvykly symbol . Misto prisek x m y budeme tedy psat x . y nebo pouze xy.
Operaci spojeni zaéneme nazyvat séitani a misto symbolu u budeme pouzivat
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symbol +. Operaci komplement budeme nazyvat negace a znacit pruhem ~. Ta-
bulky 12a, b predstavuji booleovské operace - a + v algebfe 2. Pozor! Nesmime
zaménit operaci + s operaci symetrické odéitdni @ (viz tabulka 12c)), kterd je
totozna s operaci s¢itani modulo 2.

Tab. 12a Tab. 12b Tab. 12¢
0 1 +]10 1 @10 1
010 O 0j0 1 010 1
110 1 111 1 111 0

Protoze se v dalsich vyrazech budou vyskytovat jak proménné, tak i jejich
negace, budeme pro jejich oznaceni pouZzivat slovo literdl. Literal proto znaci jak
promeénnou, tak i jeji negaci. Priklady ¢tyf rdznych literdld jsou x, X, y, z.

Soucinovym ¢lenem nebo pouze souc¢inem nazveme prusek nékolika literalt.
Souétovym ¢lenem nebo pouze soué¢tem nazveme spojeni nékolika literali. Souci-
novymi Cleny jsou napf. x m ym z nebo x' my. SouCtovymi ¢leny jsou napf.
X uyuwznebo X' uyuw 7. Tyto termy vSak budeme zapisovat po fadé xyz, xy,
X+y+zax+y+z

Souctem soucinovych ¢lenti rozumime spojeni nékolika soucinovych élend.
Piikladem souétu soucéinovych ¢&lent jsou napf. termy (xmymz)u (X' A
nymz)u (¥ my Z)nebo (¥ mymz)uz u(xmy), které budeme zapisovat:
Xyz + Xyz + 02 nebo Xyz + 2 + xy. Soudinem souctovych ¢leni rozumime prasek
nékolika souctovych ¢lenu. Piikladem soucinu souctovych clent jsou termy
(xuyuZ)m(xuy u?)m (¥ wy) nebo x m (v u x w ), které budeme zapiso-
vat (x + y+2).(x + y + 2) . (x + y) nebo Xy + x + 2).

Misto uplna disjunktivni normalni forma budeme fikat aplna souctova normal-
ni forma a misto uplna konjunktivni normalni forma budeme rikat aplna soucinova
normalni forma.

Vzhledem k uplné souctové normadlni formé f, kterou budeme v dal§im textu
neustdle pouzivat, zavedeme nasledujici nazvy: Kazdy soucin (minimdlni poly-
nom) v této formé budeme nazyvat mintermem nebo termem fadu 0. Odstranime-
-li z mintermu # literdld, pak obdrzime term fadu n. Napf. v uplné souctové
normalni formée

flx, y,2) = XyZ + xyz + xyz

jsou mintermy xyz, xyz a xyz. Z mintermu xyz lze vytvofit tfi termy prvniho fadu xy,
xZ a yz a tfi termy druhého fadu x, y, z. Pojmu minterm v iplné soucinové formé
odpovida maxterm.

Zde imluvy a zavadéni novych pojmi prozatim konci.
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Vyslovme zékladni problém tohoto clanku: Je zaddna urcita Booleova funkce
F majici n proménnych (napf. tabulkou nebo polynomem) a my mame sestrojit
polynom f, ktery by definoval funkci F a pfitom byl mezi véemi takovymi polyno-
my co nejjednodussi. Chceme-li se touto problematikou zabyvat hloubgji, musime
v prvni fadé vymezit pojem ,,byt jednodussi* mezi polynomy. Existuje celd fada
i neekvivalentnich definic tohoto pojmu. Zalezi vzdy na tom, kterou vlastnost
polynomu preferujeme. Uvedeme zde na ukazku dvé takové definice. Vzhledem
k tomu, Ze se v celém &lanku budeme zabyvat pouze polynomy majicimi tvar
souétu soucinovych ¢lend, budou se i tato dvé kritéria vztahovat pouze k polyno-
mum uvedencho tvaru.

Kritérium 1. Soucet souéinovych ¢lent f je minimalni vzhledem k poctu literali,
pravé kdyz zadny Booletiv polynom g, pro néjz plati g = f, neobsahuje mensi pocet
literald nez f, pficemz po&itdme i vicendsobné vyskyty literala.

Nap#. v polynomu xyz + xyZ je 6 literald, a pfitom vyskyt literalu x, Z je dvojna-
sobny.

Kritérium 2. Soucet soucinovych ¢lent fje minimalni vzhledem k po¢tu souci-
novych ¢leni, pravé kdyz zadny Booleuv polynom g, pro néjz plati g = f, neobsa-
huje mensi pocet ¢lent a pokud jich obsahuje stejné, pak neobsahuje mensi pocet
literdlil nez f, pricemz pocitime i vicendsobné vyskyty literalu.

Priklad: Lze dokdzat napt. pomoci tabulky, Ze polynom

XyzZ + Xyz + Xyz + xyz (11.9)
je roven polynomu

Xy + yz + xz. (11.10)

Je ziejmé, ze polynom (1 1.10) je jednodussi nez polynom (11.9), a to jak vzhledem
k poétu literald, tak i vzhledem k poctu ¢lenu. Poznamenejme, Ze postup zjednodu-
Seni polynomu (11.9) na polynom (11.10) ukdzeme v piikladé 11.9.

Zduiraznéme, Ze pod pojmem minimdlni polynom rozumime maximalni prvek
v piislusném uspofdddni polynomi. Dudlni kritéria pro polynomy majici tvar
soudinu souctovych ¢lent si mize ctendf vyslovit sam. Poznamenejme jesté, ze jiné
kritérium by se napt. mohlo tykat poctu vyskytu negovanych proménnych.

Piistupme k problematice minimalizace. Existuje vice metod, pomoci nichz
mizeme dany nepiili§ slozity polynom minimalizovat. Vyjmenujme na tomto
misté alespon tfi nejznaméjsi:

— minimalizace algebraickd neboli piima,

— minimalizace pomoci Karnaughovy mapy,

— metoda Quineova—Mec Cluskeiova.
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Metoda pomoci Karnaughovy mapy je pravdépodobné ze viech nejznaméjsi
a uziva se s Uspéchem piedevsim u polynomi obsahujicich maximalné ¢tyfi pro-
ménné. D4 se vSak pouzit i pro vétsi pocet proménnych. Touto metodou se zde
zabyvat nebudeme. Odkazujeme Ctendfe napf. na knihu [5].

Minimalizace pfima je nejjednodussi prostfedek pro tpravu polynomi. Tento
zpusob vyuziva pravidla pro pocitdni v Booleové algebte. Ukazme si piiklad:

Priklad 11.9. Zjednodusme co nejvice nésledujici polynom:
XYz + XyZ + Xyz + Xyz

Reseni. xyz + xyz + xyz + Xyz = zadany polynom
= (xyz + xy2) + (xyz + xy2) + (¥yz + xyz) = Podle (8.3').
=xy(z+2) +xz(y +y) + yz(x + %) = Podle (8.5).
=xy.l+xz.1+yz. 1=xy+xz2+yz Podle (8.7) a (8.6).

Uvedena metoda je vhodna ve velmi jednoduchych pfipadech. Jinak je dosti
riskantni a upravy nejsou vidy jednoduché. Pro vice neZ tfi proménné se vSak
prakticky neda pouzit.

Zduraznéme, Ze podstatu této metody vyjadfuje nasledujici fetézec rovnosti,
kde 7 je soucin neobsahujici proménnou x ani jeji negaci:

tx+ti=t(x+%)=1.1=t (11.11)

Souciny tx a tX¥ nazyvame sousedni soudiny (termy) a déle fikdme, e sou-
¢in ¢ vznikl z jejich souctu vykracenim proménné x. Z (11.11) vyplyv4, ze funkéni
hodnota souctu 7x + tx vibec nezavisi na hodnoté proménné x. Toto zji§téni
budeme vyuZivat i v ndsledujici metodé.

Hlavni pozornost budeme vénovat metodé Quineové—Mec Cluskeiové, kterd je
z hlediska algebry velmi zajimava. Pfi jejim popisu budeme pouZivat bindrni relaci
~implikovat* mezi polynomy.

Definice 11.4. Rikdme, Ze polynom f, implikuje polynom f, prdvé kdyz neexistu-
Je takovd kombinace hodnot proménnych, pro kterou nabyvd polynom f, hod-
noty 1 a soucasné polynom f, hodnoty 0.

Definici 11.4 Ize formulovat také takto: polynom f; implikuje polynom f, , pravé
kdyz funkce F; definovand polynomem f; pfedchdzi pied funkci F, definovanou
polynomem f,, tzn.

fi implikuje , < F,=F,.

Priklady 11.10. Polynom xy + xy implikuje polynom xy + xy + xy. Diivodem je
to, Ze prvni polynom urcuje funkci F3, zatimco druhy polynom uréuje funkci F2
(viz tabulka v piikladu 11.4) a pfitom F2? = F2. Také minterm xy implikuje poly-
nom v + xy + 1y, Obdobnd i mintermy xv a xv implikuji tento polynom.
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Zavedme jesté tfi nové pojmy a ukazme jejich dulezité vlastnosti. Tyto pojmy
budou prakticky ukazovat cestu, jak se od iplné souctové normdlni formy néjaké
funkce F dostaneme k jejimu minimdlnimu polynomu.

Definice 11.5. Implikantem Booleovy funkce F se nazyvd kaZdy soucin, ktery
implikuje funkci F &i pfesnéji, ktery implikuje vuplnou souctovou normdlni formu
funkce F.

Poznamenejme, Ze existuje jednoduchy zptisob dovolujicf zjistit, zda dany sou-
&in p je implikantem funkce F. Staci, kdyZ proménnym bez pruhi prifadime
hodnotu 1 a proménnym s pruhem hodnotu 0. Soucin p pro tuto (a jenom tuto)
kombinaci hodnot proménnych nabyva hodnoty 1. Pokud pro uvedenou kombi-
naci hodnot proménnych nabyva i funkce F hodnoty 1, pak p je implikantem
funkce F.

V piikladu 11.10 jsme uvedli, Ze mintermy Xy, xy a xy jsou implikanty polynomu
Xy + xy + xy. Ziejmé plati obecné, Ze kazdy minterm obsaZeny v uplné souctove
normalni formé f je implikantem f (viz lemma 11.%).

Piiklad 11.11. Uvazujme polynom
f(x, y, u, v) = Xyuv + Xyuv + Xyuv + Xy .
pak implikantem tohoto polynomu je napf. minterm Xyuv, ale take term prvniho
fadu Xyv a také dokonce term druhého fadu Xy. Dokazme toto posledni tvrzeni.
Term Xy nabyva hodnoty 1, pravé kdyz x = 0 ay = 1. Dosadime-li tyto hodnoty
do polynomu f, pak obdrzime:

fO,L,u,v)=1.1.uv+1.1.uv+1.1.0v+1.1.40=
=ulp+0)+ulv+0)=ul+u.l=u+u=1

Mezi viemi implikanty dané funkce F nds budou zajimat pfedevsim ty nejkratsi.

Definice 11.6. Implikant p funkce F se nazyvd prosty, prdvé kdyz p prestane byt
implikantem funkce F, pokud z ného odstranime libovolny literdl neboli pokud
zvysSime jeho rad.

Piiklad 11.11 (pokracovani). Uvedli jsme, Ze souciny Xyuv, Xyv a Xy jsou impli-
kanty funkce F zadané polynomem f. Dokazme, Ze Xy je prostym implikantem.

Z termu druhého fadu Xy lze vytvofit dva termy tfettho fadu x a y. UkdZeme, Ze
zadny z nich uz neni implikantem. Plati x = 1, pravé kdyz x = 0. Proto

fO,y,u,v)=1.yuv+1.yuo + 1. yuv+ 1. yuv =
=yu(v+ ) + yu(v+0) = y(u + a) = y.
Protoze y miize nabyvat jak hodnoty 0, tak i hodnoty 1, mitze i polynom f urcujici
funkci F nabyvat jak hodnoty 0, tak i hodnoty 1. Zavér: Pro x = 1 miiZe f nabyvat
hodnoty 0. Obdobn¢ je tomu pro term y.
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Mezi v§emi soucty prostych implikanti urcujicimi funkci F nds budou zajimat
ty soucty, které maji nejmensi pocet ¢len.

Definice 11.7. Soucet soutinovych ¢lenii f urcujici funkci F se nazyvd nezkrati-
telny, pravé kdyz plati soucasné:

1. kazZdy soucinovy clen z f je prosty implikant funkce F;

2. vynechame-li v polynomu f libovolny ¢len, pak vznikly polynom nedefinuje
funkci F.

Nyni uvedeme nékolik pro nas dilezitych vlastnosti pravé zavedenych pojmu.
Necht je nenulova Booleova funkce F n proménnych vyjadiena pomoci polyno-
mu f ve tvaru souctu soucinovych ¢lend. Jestlize je p libovolny soucin z f, pak pro
kazdy vektor (v1 , Dy, ey U,), Pro néjz p = 1, plati, Ze i f=1, atedy i funkce F ma
hodnotu 1. Proto lze vyslovit:

Lemma 11.5. Nechf je Booleova funkce F vyjadrena pomoci polynomu f majici-
ho tvar souctu soucinovych clenu a necht p je jednim z téchto soucinovych cleni,
pak p je implikantem funkce F.

Dusledkem lemmatu 11.5 je ndsledujici tvrzeni: Jestlize je Booleova
funkce F vyjadiena pomoci minimalniho polynomu f majiciho tvar souctu souéi-
novych clent, pak kazdy soucin z fje implikantem funkce F.

Jestlize funkci F vyjadiime pomoci uplné souétové normalni formy f a jestlize
z kazdého mintermu polynomu f vytvoiime zvySovanim fadu prosty implikant, pak
obdrzime vyjadreni funkce F pomoci souctu prostych implikanti. Proto plati:

Lemma 11.6. Libovolnou nenulovou Booleovu funkci F Ize zadat alespon jed-
nim polynomem f, ktery je souctem prostych implikantii.

Necht p(x,, ..., x,) je implikantem Booleovy funkce F majici uplnou souctovou
normadlni formu f(x, ..., x,). Je zfejmé, e plati r < n. Proménné x, +14ZXx, se proto
vyskytuji ve formé fa nevyskytuji se v implikantu p. Jestlize z implikantu p vytvofi-
me soucin

S0y s ) =Py, s %) Vst Vs (11.12)
kde literdly y, , , aZ y, jsou vytvofeny po fadé z proménnych x, , | az x,, pak souéin
(11.12) je s¢itancem ve formé f.

Zduvodnéni. Necht doplnény soucinovy ¢len s neni obsazen ve formé f. Pfifadi-
me-li proménnym x, az x, takové hodnoty, aby s = 1 (to lze pravé jednim zpiiso-
bem), pak i implikant p = 1. ProtoZe forma f neobsahuje souéin s, nabyva pro tuto
kombinaci hodnoty 0. To je vSak spor s pfedpokladem, Ze p je implikant funkce F,
kterd md uplnou souctovou normalni formu f. Zavér vyslovime takto:

Lemma 11.7. JestliZe je p implikantem Booleovy funkce F majici iiplnou sou-
ctovou normdlni formu f, pak forma f obsahuje vsechna moznd doplnéni (11.12)
implikantu p.
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Piiklad 11.12. Necht p = xu je implikantem funkce F, kterda ma tiplnou soucto-
vou normdlni formu f(x, y, z, u). Pak musi forma f obsahovat v§echna mozna dopl-
néni soudinu p. tj.

xuyz, xuyz, xuyz, Xuyz. (11.13).

Poznamenejme jesté, ze pravé z téchto Ctyf soucini obsazenych v fziskame pomo-
of trojiho pouziti formule (11.11), tj. pomoci trojiho kraceni, implikant p.

Zavedme jesté nasledujici relaci mezi soucinovymi Cleny.

Definice 11.8. Rikdme, Ze souéin s, pokryva souéin s, , pravé kdyz kaZdy literal,
ktery se vyskytuje v s, vyskytuje se i v's, .

Poznamenejme, Ze relace ,,pokryvat“ zavedena definici 11.8 je reflexivni, anti-
symetrickd a tranzitivni*). Je to tedy uspofddani na mnoziné soucini. Budeme-li
tuto relaci uvazovat pouze na mnoziné sou¢ini, pomoci nichz mize byt vyjadrena
dand funkce F (ve tvaru souctu souini), pak minimalnimi prvky zavedeného
posetu jsou mintermy a maximdlnimi prvky jsou prosté implikanty.

Priklad 11.12 (pokracovani). Soucin p = ¥u pokryva kazdy z mintermu (11.13).

Vratme se k definici 11.6. Je zfejmé, Ze pokud je polynom minimalni (podle
kteréhokoli z uvedenych kritérii), pak je nezkratitelny. Obrdcené tvrzeni vsak
neplati. Miizeme fici pouze toto: JestliZe je zkonstruovand mnozina vsech nezkra-
titelnych polynomti dané funkce F, pak jsou v této mnoziné obsazeny vSechny
minimdlni polynomy. Jestlize chceme sestrojit libovolny nezkratitelny polynom
funkce F, pak musime v prvni fadé sestrojit mnozinu vech prostych implikantu
a potom z ni vybrat takovou podmnozinu, aby jejim souctem vznikl nezkratitelny
polynom.

Nyni mame pfipraveno vie k tomu, abychom popsali konstrukci minimalnich
polynomii funkce F.

Konstrukce minimalniho polynomu Booleovy funkce F.

0. Necht F je Booleova funkce (zadand napf. pomoci tabulky nebo pomoci
formule).

1. Sestrojime uplnou sou¢tovou normdlni formu f odpovidajici funkci F.

2. Sestrojime mnozinu vSech prostych implikanti funkce F.

3. Sestrojime mnozinu M vsech nezkratitelnych polynomu funkce F.

4.7 mnoziny M vybereme vSechny polynomy spliujici dané krit<rium mini-
malnosti.

*) Uvazovanou relaci nazyvame tak, jak je to v technicke literatufe zvykem. Jde vsak o relaci riznou
od relace zavedené v definici 1.8.
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Necht je zaddna Booleova funkce F, pak podle bodu 1. konstrukce sestrojime
nejprve jeji dplnou souctovou normdlni formu f. Pouzit k tomu muZeme bud
piimou, nebo nepfimou metodu uvedenou na konci ¢lanku 11.1.

Nyni pfistoupime k bodu 2. konstrukce a popiSeme, jak z formy f ziskame
vSechny prosté implikanty funkce F. Podstatou postupu je neustdlé kraceni sou-
sednich souéinu, tj. pouzivdni formule

[.X+1.X=t (11.14)

Nejprve vykratime vSechny mozné dvojice sousednich mintermi (lisf se v praveé
jednom literalu). Tim ziskdme termy 1. fddu. Potom vykrdtime vSechny mozn¢
dvojice sousednich termi 1. fadu. Tim obdrzime termy 2. fadu atd. Souéin p, ktery
pfi tomto postupu pokryjeme krat§im sou¢inem, nemuze byt prostym implikan-
tem. Prostym implikantem je proto kazdy takovy soudin, ktery uz nelze pokryt
dalsim soucinem. Abychom ziskali dobry prehled, miZeme oba kracené sousedni
souciny oznacit hvézdickou. Prostymi implikanty jsou pak neoznacené souéiny.
Popsany postup nejlépe osvétli konkrétni ptiklad.

Priklad 11.13. Urceme vSechny prosté implikanty funkce F, majici ndsledujici
uplnou souctovou normalni formu:

f= Xyzu + Xyzu + Xyzu + xXyzu + Xyzu + xyzu =
=My + My + My + my, + m; + m;
Vykracenim mg a m; obdrzime xyz, m, a m,s obdrzime yzu, my a m,, obdrzime xyu
atd. Zapiseme-li mintermy do prvniho sloupce, termy 1. fadu ziskané kracenim do
druhého sloupce a termy 2. fadu ziskané krdcenim termu druhého sloupce do
tiettho sloupce, obdrzime:

Xyzu % xyz xu
Xyzu * yzu xu
XyZu % Xyu *
Xyzu % XZu %
XyZu % XzZu *
Xyzu % XyUx

Neoznacené zistaly pouze soudiny Xyz, yzu a xu, a proto jsou tyto souciny prostymi
implikanty funkce F.

Postup, ktery jsme demonstrovali v pfikladé 11.13, je mozné zdokonalit tak, ze
nebudeme pracovat pifmo se souciny z polynomu f, ale s dvojkovymi éisly, kterd
témto soucinim odpovidaji. Pivodni metodu vymyslel Quine a jeji zdokonaleni
(vzhledem k pouziti poéitaci) navrhl Mc Cluskei. Postup rozdélime do nékolika
kroku.
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2a) Ve viech mintermech uspofadame proménné stejné a potom kazdému
souéinu piifadime dvojkové Cislo (misto x; piSeme 1 a misto x; piSeme 0). Kazdému
tomuto &islu dale pfifadime jednak index termu, coZ je pocet jednicek v dvojko-
vém zdpisu, a ddle stavovy index, coZ je desitkovy zapis tohoto dvojkového cisla
(tzn. index i v zdpise m,). Poznamenejme, Ze stavovy index pro minterm 7 promeén-
nych mizZe byt nejvyse roven Cislu 2" — 1.

Piiklad 11.13 (pokrac¢ovani). Ukazme pomoci tabulky 13, jak bude vypadat
krok 2a) v pfipadé formy f:

Minterm | Dvojkové &islo | Index termu Stavovy index
xXyzu 0110 2 6
Xyzu 0111 3 7
Xyzu 1001 2 9
xyzu 1011 3 11
Xyzu 1101 3 13
Xyzu 1111 4 15
Tab. 13

2b) Zapis pomoci dvojkovych &isel upravime takto: Vytvofime skupiny dvojko-
vych Cisel se stejnym indexem termu, tzn. se stejnym poétem jednicek. Tyto skupi-
ny mezi sebou usporadame (shora dolit) podle vzrustajiciho indexu termu. Jednot-
livé skupiny od sebe oddélime vodorovnou ¢arou (viz prvni sloupec tabulky 14).

2c) Nyni pfistoupime ke kracent dvojkovych &isel. Abychom toto kraceni mohli
1épe popsat, piipiSeme pred kazdé dvojkové &islo i jeho stavovy index. Porovnavat
Ize pouze Cisla ze sousednich skupin. Jestlize se porovndvana Cisla lisi prave
v jedné dvojkové &islici (na stejném misté), zkrdtime je, ozna¢ime a nahradime
&islem novym, které zapiSeme do dalstho sloupce i se stavovymi indexy obou
kracenych &isel. Zkracenou Cislici nahradime pomickou (-), aby i naddle zistalo
zachovano puvodni pfitazeni dvojkovych ¢islic a literala

Priklad 11.13 (pokradovani). Abychom pfi porovndvani dvojkovych cisel na
7adnou dvojici nezapomnéli, vypiSeme je pomoci stavovych indexa:
6,7, 6,11; 6,13; 9,7; 9,11; 9,13; 7,15; 11,15; 13,15
Kraceni zapiseme pomoci tabulky 14.

Mintermy Termy 1. fadu Termy 2. fadu

6 0110 =* 6,7 011- 9,11,13,15 1--1

9 1001 = 911 10-1 % |9,13,11,15 1--1

7 0111 = 9,13 1-01
11 1011 = 7,15 -111
13 1101 % | 11,15 1-11 =
15 1111 = | 13,15 11-1 =

Tab. 14
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Neoznacena zustala ¢isla 011-, -111 a 1--1. Tém odpovidaji prosté implikanty
Xyz, yzu a Xu.

Zduraznéme, ze kratit miZzeme pouze takova éisla, kterd maji stejny pocet
pomicek na stejnych mistech a jejichz dvojkové &islice se 1isf pravé na jednom
misté. Tim je konstrukce prostych implikantii ukoncena.

3. Pristupme ke konstrukci nezkratitelnych polynomu. Z mnoziny prostych
implikanti zkonstruované v bodé 2 c) je tieba vybrat takové podmnoziny, aby
jejich soucet definoval pivodni funkci F a pfitom aby byl nezkratitelny. Tuto
problematiku budeme fesit pomoci mfizky prostych implikantt.

3a) Miizku prostych implikanta sestrojime tak, e do vodorovného zahlavi
vypisSeme stavové indexy odpovidajici viem mintermim a do svislého zahlavi
vypiSeme dvojkovd ¢isla odpovidajici prostym implikantiim ziskanym v bodé 2¢).
Skutecnost, Ze prosty implikant p pokryvd uréity minterm, vyznatime kiizkem
v pfislusném policku.

Priklad 11.13 (pokradovani). Vyznaéme pro porovnani miizku prostych impli-
kantli dvojim zpisobem:

a) pomoc{ soucinii v tabulce 15

Tab. 15
i
xyz X X
yzu X
xu X X X X

b) pomoci dvojkovych &isel a stavovych indexit v tabulce 16

Tab. 16

011-§ x X
-111 X X
1--1 X X X X

3b) Nyni je tfeba nalézt takové co nejmensi mnoziny prostych implikanti, aby
kazdy minterm z f byl pokryty nékterym z téchto implikanti. Z hlediska miizky to
znamena, Ze musime nalézt vzdy takovou co nejmensi mnoZinu fadki, aby v kaz-
dém sloupci byl alespon jeden kfizek.

Je zfejmé, Ze pokud néktery sloupec obsahuje jen jeden kiizek, pak prosty
implikant oznacujici fadek tohoto kfizku musi patfit do kazdého vybéru prostych
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implikantd. Témto prostym implikantim fikdme podstatné implikanty a mnoZina
viech podstatnych implikantl tvofi tzv. jadro.

V ptipadé, Ze podstatné implikanty z jadra pokryvaji véechny mintermy z f, je
jejich sou¢tem minimdlni polynom (podle obou kritérii), ¢imz je vyfeSen i bod
4 konstrukce.

Piiklad 11.13 (pokracovani). Jadro tvoii dvojkova &isla 011 - (v prvnim sloupci
je jediny kiizek) a 1-- 1 (ve tfetim, étvrtém a patém sloupci je jediny kfizek). Témto
&islam odpovidaji prosté implikanty xyz a xu. Protoze tyto dva podstatné implikan-
ty pokryvaji v§echny mintermy z f, plati, ze minimalnim polynomem funkce F je
polynom -
xyz + xu.

Obecné viak prvky z jadra nemusi pokryvat vSechny mintermy z f. V tom
piipadé je tieba pii konstrukci nezkratitelnych polynomi pfidat k jadru jesté dalsi
prosté implikanty a to tak, abychom vzdy ,,co nejuspornéji“ pokryli vsechny min-
termy z f.

Priklad 11.14. Sestrojme viechny nezkratitelné polynomy funkce F, jejiz miiz-
ka prostych implikantu je v tabulce 17.

Tab. 17

011- X X

-110 X X
101- X X
1-10 X X

Do jadra nalezi zfejmé souciny odpovidajici dvojkovym ¢islum 011 -a 101-, tzn.
Xyz a xyz. Abychom vsak pokryli vSechny mintermy formy f, musime k jadru pridat
bud prosty implikant yzu (odpovida ¢islu -1 10), nebo prosty implikant xzu (odpo-
vida &slu 1-10). Nezkratitelnymi polynomy funkce F jsou v tomto piipadé
Xyz+xyz+yma  Xyz+ xyz + Xzu. (11.15)
4., Jestlize porovname nezkratitelné polynomy ziskané v bodé 3c) konstrukce
pomoci ptisluiného kritéria minimalnosti, pak ziskame hledané minimalni polyno-
my spliujici dané kritérium. ‘
Priklad 11.14 (pokracovani). Booleova funkce F md dva nezkratitelné polyno-
my (viz (11.15)), pfi¢emz jsou oba minimdlni podle obou vyse uvedenych kritérii.

V zdvéru tohoto &ldnku naértneme ve formé pozndmek nékteré dalsi problémy
minimalizace ve spojeni s technickou praxi, i kdyZ o logickych obvodech budeme
pojednavat az v dalsi kapitole.
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Poznimka o neuréenych stavech funkce. V praxi se setkdvame s tim, Ze pro nékteré vektory
z defini¢niho oboru Booleovy funkce neni uréena funkéni hodnota, Témto staviim fikdme neurdité
stavy a budeme je oznacovat symbolem ,,x*. V technické realizaci to znamend, Ze se bud pfislusny
vektor z defini¢niho oboru viibec nevyskytuje, nebo ze jeho pfitomnost nikterak neovlivni funkéni
spravnost obvodu. Jinymi slovy: neur¢ity stav x je mozné nahradit podle potfeby bud hodnotou 1, nebo
hodnotou 0. Tuto skutetnost lze dobfe vyuzit pravé pfi minimalizaci, coz ukdZeme na piikladé.
Z matematického hlediska to znamend, %e zaéindme uvazovat ,ne upIné“ zadané Booleovy funkce.
Tyto funkce v§ak miZeme vzhledem k na$i problematice vhodné dodefinovat na ,»uplné“ zadané
Booleovy funkce.

Pfi minimalizaci jsme vychdzeli z mintermii obsazenych v tipIné souétové normalni formé. Nahradi-
me-li neurcity stav ,,x“ hodnotou 1, pak se zvyii pocet vychozich mintermi. Tim se ale rozsiruje
i mozZnost zvySeni fddu prostych implikanti a sou¢asné snizeni poctu téchto implikanti potfebnych
k pokryti v§ech mintermt. Zdiraznéme, ze dodate¢né piibrané mintermy (tj. mintermy ziskané nahra-
zenim stavu x hodnotou 1) nemusime pokryvat. Ukazme problematiku na prikladé.

Priklad 11.15. UvaZujme funkci F tii proménnych zadanou tabulkou 18.

Tab. 18
x y z F(xyz)
0 0 0 0 0
1 0 0 1 X
2 0 1 0 1
3 0 1 1 1
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1
6 1 1 0 1
7 1 1 1 x

Sestrojime minimdlni polynom tak, jak jsme uvedli pfi popisu Quineovy—
Mc Cluskeiovi metody:
L. f=Xyz 4+ Xyz + xyz + xyz + xyz =
=m2+m3+m4+m5+m6

Tab. 19 Tab. 20
2. Mintermy |Termy 1. fadu 3. 2 3 4 5 6
2 010 =x 2,3 01- 01- X X
4 100 =« 2,6 -10 -10 X X
3 011 =« 45 10- 10- X X
5 101 =% 4,6 1-0 1-0 X X
6 110 «x
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4. Minimalnimi polynomy funkce F jsou:
fi=xXy+xy+yz nebo fo=Xy+xv+xz

Provedeme-li minimalizaci tak, jak jsme uvedli v pfedchozi poznamce, tzn.
nahradime-li neur¢ité stavy x v druhém a osmém fadku tabulky hodnotou 1,
obdrzime:

1. f = Xyz + XyZ + Xyz + XyZ + XYz + XyZ + Xyz =

=m; + m, + my + my + ms + mg + ny

Tab. 21
2. Mintermy | Termy 1. fddu | Termy 2. fidu
1 001 »| 1,3 0-1 % |1,53,7 --1
2 010 x| 1,5 -01 % |2,6,3,7 -1-
4 100 | 23 01- x |1,3,57 --1
3 011 % | 26 -10 % |4,6,57 1--
5 101 = | 45 10- % |2,3,6,7 -1-
6 110 x| 46 1-0 x |4,56,7 1--
7 111 % | 3,7 -11 =
57 1-1 =
6,7 11- =x
Tab. 22
3 1 2 3 4 5 6 7
-1 X X X X
-1- X X X X
1-- X X X X

4. Minimalnim polynomem funkce F je f; = y + x (neni tfeba pokryt m).

Pokud jsme pii minimalizaci vyuzili i stavy x, pak jsme ziskali minimdlni poly-
nom, ktery je jednodussi (podle obou kritérii) nez polynomy f;, f, sestrojené
obvyklou metodou minimalizace.

Poznamka o minimalizaci souboru Booleovych funkei, Dosud jsme se zabyvali minimalizaci jedné
Booleovy funkce. V praxi viak existuji logické obvody majici vice vystupi, pfi¢emz mnoZina vstupt je
stejnd. Necht je vstupl 7 a vystupti m, pak z matematického hlediska studujeme zobrazeni Z: 2" - 2",
Toto zobrazeni viak mizeme povazovat za m samostatnych Booleovych funkei F: 2" — 2.

Minimalizaci uvedeného souboru funkci Ize provést tak, Ze minimalizujeme kazdou z téchto funkei
zvlat. Vysledné feseni viak miZe byt znaéné neekonomické, nebot v mnozindch prostych implikantd
jednotlivych funkci se mohou nékteré implikanty opakovat. Takovymto implikantim fikdme skupino-
vé implikanty.
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prostych implikantd

kzntum fikdme skupino-

Zakladni princip metody minimalizace souboru logickych funkecf spocivd v tom, Ze zkonstruujeme
nejen mnoziny prostych implikantd jednotlivych funkci, ale také prosté skupinové implikanty vsech
dvojic, trojic atd. funkei. Z téchto viech implikantd se pak vyhledd minimdlni mnozina. Je ziejmé, ze
pfi pokryvani mnoZiny mintermu vychozich funkci maji pfednost skupinové implikanty.

Poznamka o dalSich metodach minimalizace. Quineovou—Mec Cluskeiovou metodou Ize pfi ruc-
nim zpracovani minimalizovat Gplné souétové normaln{ formy majici osm aZ deset proménnych. Pii
pouziti poéitacli lze podet proménnych zvysit az na nékolik desitek. Presto se viak od poloviny
sedmdesdtych let a zvlasté pak v osmdesdtych letech objevuji snahy vytvofit nové metody minimaliza-
ce. Slo ptedevsim o to, aby zjednodusenim algoritmu obsazeného v Quineové—Mec Cluskeiové meto-
dé byla sniZena ndro¢nost na ¢as a ‘paméf politate. A tak se objevily dal§i metody, které ddvaji
prakticky stejn¢ dobré vysledky jako uvedend metoda a které jsou ¢asové i pamétoveé méné ndroéné.
Jmenujme zde pro zajimavost tyto metody: MINI, PRESTO, PRONTO a CAMP.

CVICENI 11

1 Uvazujme mnozinu A, viech Booleovych funkci F ! jedné proménné
v Booleové algebfe 2. Sestrojte tabulky operaci , L a ' v mnoziné A, adale
Hasseuv diagram uspofadani = v této mnoZiné.

2 Urcete pocet vSech funkei jedné proménné, dvou proménnych, tfi promén-
nych a n proménnych v algebfe 2.

3 Sestrojte uplnou disjunktivni normdlni formu funkci F2, F2, F2, a Fis (viz
pf. 11.4). Jak vypada tato forma pro funkei F3? K témto funkcim sestrojte také
uplnou konjunktivni normalni formu.

4 Sestrojte tabulky Booleovych funkef tif proménnych x, ¥, z zadanych ndsledu-
jicimi dplnymi disjunktivnimi normdlnimi formami:
(xrymzu(@rnynz)
(xmyr—lz’)u(xmy’mz)u(xr—uy’nz’)u(x’r-lyr—nz')n_.(x'r—ly'mi)
(xrmymzumym2u(®@nynz)

5 K funkeim ze cv. 4 sestrojte dplné konjunktivni normalni formy.

6 Sestrojte uplnou disjunktivni normalni formu funkei ti{ proménnych zada-
nych nasledujicimi polynomy:
Xu(Xrﬁy')’uXrﬂyﬁZ’
(xmymz)m(xuy)n(xuzfuz
(o) ol olruz) (xoy)

7 Dokaite, ze libovolné dva rizné minimalni polynomy p,, p, proménnych
Xy, ..., X, Jsou disjunktni, tzn. p, - p, = 0. Ndvod: riizné minimalni polynomy
se must lisit alesponi v jedné proménné x; (v jednom je x, a v druhém x)).
Sestrojte prusek p, m p, a pfitom vyuzijte vySe uvedené zjisténi.

8 Dokaite, Ze mnozina P, vech polynomi n proménnych majicich dplnou
disjunktivni normalni formu je uzaviend vzhledem k operacim rm, 1 a .
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9 Oduvodnéte, pro¢ lze libovolnou Booleovu funkci jedné promeénné F !

v algebie 2 vyjadfit formuli
y= (F,‘1 (0) m x’) (] (F,-l (1) m x).

10 Oduvodnéte, pro¢ lze libovolnou Booleovu funkci dvou proménnych F y
v algebfe 2 vyjadfit formuli 1 2
z= (F,?(OO) X . y’) [ (F?(Ol) X m y) (] (F,Z(l()) mXxXm y’) (]
(] (F,-z(ll) mXxXm y).

11 Na zdkladé cviceni 9 a 10 napiste formuli pro vyjadieni libovolné funkce
n proménnych F7 v algebie 2.

12 Sestrojte ditkaz véty 11.2 tak, aby vedl k dpIné konjunktivni normdlnf formé. konst
13 Zduvodnéte piimou konstrukei uplné disjunktivni normalni formy polynomu obvo
X,,....x,) v algebte 2. oo
flx, ) g . o 3 o o
14 Vyslovte kritéria minimdlnosti pro polynomy majict tvar soucinu souctovych hodn
clentl. ' neso’
15 Popiste konstrukci minimalnich polynomt majicich tvar soucinu souctovych kych
¢lend. jedn
16 Sestrojte viechny minimalni polynomy pro funkce tif proménnych, které jsou obv
uvedeny v tabulce 23.
Tab. 23.
X y z | F, F, F;
0 o 0 0 1 1 0
1 0o o0 1 o 1 0
2 0 1 0 0 0 1
3 0 1 1 0 0 1 .
411 o o1 1 0 -
s {1 o0 11 1 0 LS
6 1 1 o1 O 1 olo
7 1 1 1 1 1 0 cnaj
text
17 Sestrojte minimalni polynomy pro funkce ¢tyf proménnych zadané nasleduji- , ' 2’
cimi formulemi: .
a) fi = (xy + zux) (x + u) :
b) fo = (x + yu + yo) (y + u + %) y
¢) fs = xy + Xyii + xyu + (xy + Xyzi) 12.
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12 LOGICKE OBVODY

V této kapitole se budeme zabyvat pouzitim Booleovych algeber pii
konstrukci urcitych logickych obvoda.
obvod. Logicky obvod pfetvaii vstupni signdly ve vystupni signdly podle zadané
¢innosti zafizeni (viz obr. 64). Vsechny uvedené signdly nabyvaji pouze dvou
hodnot, které budeme oznacovat 0 a 1. Tyto hodnoty signdlu vSak nijak piimo
nesouvisi se skute¢nou fyzikalni hodnotou signalu. Specidlnim pripadem logic-
kych obvodu jsou tzv. kombinaé¢ni logické obvody, jejichz vystupni signaly jsou
jednoznac¢né urCeny kombinaci soucasné pusobicich vstupnich signali. Témito
obvody se budeme v dalsi ¢asti zabyvat.

X—— = logicky L g
—_— S
y obvod 6
Vstupni signdly Vystupni signaly
Obr. 64

Obvod majici n vstupti a m vystupu predstavuje zobrazeni Z: 2" - 2". V dalsi
¢asti pojedname pouze o obvodech s n vstupy a jednim vystupem. Kazdy takovy
obvod predstavuje Booleovu funkci F: 2" — 2. Vyse uvedené zobrazeni Z lze pak
chdpat jako m samostatnych Booleovych funkci » proménnych. Z predchoziho
textu vime, Ze pfi n vstupech mizZeme vytvorit celkem 2" rdznych kombinaci
vstupnich signali, a proto existuje presné 2?7 riznych Booleovych funkci
F:2" - 2. Také vime, ze vsechny tyto funkce lze popsat pomoci Booleovych
polynomu.

12.1  Systém logicky soucdin, logicky soucet, negace
Logické obvody, o nichz budeme pojednavat, jsou vlastné fyzikalni

realizaci Booleovych funkci. Tyto funkce, jak jsme jiz uvedli, lze definovat pomoci
polynomu, v nichz se vyskytuji pouze symboly zakladnich Booleovych operaci
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soudin, soucet a negace*). Abychom mohli sestavit libovolny logicky obvod, bude-
me muset zvladnout realizaci téchto zdkladnich booleovskych operaci. Proto mu-
sime mit k dispozici zdkladni stavebni prvky (viz obr. 65), které realizuji po radé
logicky soucin, logicky soucet a negaci. Fyzikalni podstatou téchto stavebnich
¢dsti, kterym se iikd logické ¢leny nebo také hradla, se nebudeme zabyvat.

X & xy x— 1 x4y . 1 5

Yy Yy /1

Obr. 65

Schématum, ktera zndzorfiuji logické obvody, budeme fikat logické sité (viz
napf. obr. 66). Jsou to vlastné ohodnocené grafy, jejichz hrany reprezentuji elek-
trické vodice a jejichz uzly jsou logické cleny.

Dva logické obvody nazveme funkéné ekvivalentni, pravé kdyz realizuji stejnou
Booleovu funkci. Protoze Booleovy algebry jsou distributivni, jsou napf. obvody
zndzornéné na obr. 66 funkéné ekvivalentni. Obvod na obr. 66a realizuje funkei
zadanou polynomem x . (y + z), zatimco obvod na obr. 66b realizuje tutéz funkci,
ale tentokrate zadanou polynomem x.y + X . Z.

f— & 4 €

X { !92)
1
1

e . Xy + X2
“ L

)I__.._.

z

qa)

z

b)

Obr. 66

Obratme pozornost k analyze nebo jinak feceno k logické simulaci logickych
obvodi. Necht je z logickych ¢lenu sestaven urcity logicky obvod. Uloha zni:
Uréete Booleovu funkci F, kterou tento obvod realizuje.

Jeden mozny zptsob uréeni funkce F spocivd v tom, ze budeme postupné volit
viechny mozné kombinace hodnot na vstupech a podle vlastnosti logickych ¢lend
doplnime hodnoty na jejich vystupech aZ k vysledné hodnoté vystupu z logického
obvodu. Tak mizeme sestrojit tabulku funkce F.

*) Protoze Booleovy algebry tizce souvisi s logikou, nazyvé se nékdy navrhovani logického obvodu
pro poéitaé navrhovanim logiky poéitaCe. Proto se pouZivd i terminologie uzivand v logice. Logické
&leny zndzornéné na obr. 65 se napf. asto nazyvaji: len a, ¢len nebo a Clen ne (anglicky: and, or, not).
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nv logicky obvod, bude- Priklad 12.1. Na obr. 67a je znazornén urcity logicky obvod se tfemi vstupy.

o peraci. Proto mu- Jestlize na vstupech x, y, z budou po fadé hodnoty 1, 0, 1, pak na vystupu z logické-

realizuji po fadé ho obvodu bude hodnota 0. Booleova funkce, kterou tento logicky obvod realizu-
iztou techto stavebnich Je, proto pfifazuje vektoru (1, 0, 1) funkéni hodnotu 0. Obdobné bychom mohli
zbudeme zabyvat. urcit funk¢ni hodnoty i v sedmi zbylych pfipadech, a tak sestrojit tabulku funkce F,

kterou obvod realizuje.

"= P —z

y — p—d 0 X x.y
; __1__ LY xXy+z | Xy+Z
z z
e fikat logické sité (viz
nrany reprezentuji elek- a) b)
: Obr. 67
¢ kdyZ realizuji stejnou Druhd metoda urceni Booleovy funkce F je mnohem efektivnéjsi. Pfi postup-

svni, jsou napf. obvody ném prochazeni obvodem od vstupt k vystupu nebudeme pracovat s konkrétnimi
br. 66a realizuje funkci hodnotami proménnych, ale pfimo s proménnymi nebo s termy, které jsou z téchto
b realizuje tutéz funkei, proménnych vytvoreny. U vystupu z obvodu pak obdrzime polynom odpovidajici

hledané Booleové funkci. Tento polynom miZeme jesté upravit a bude-li to potte-
ba, sestrojit na jeho zaklade tabulku funkce F.

Piiklad 12.1 (pokracovani). Uréeme Booleovu funkci F, kterd je realizovana
— logickym obvodem znazornénym na obr. 67b. Postup uréeni polynomu pro
funkci F jsme vepsali piimo do logicke sité. Je vidét, ze uvazovany logicky obvod
— Ize popsat formuli f(x, y, z) = xy + z.

Nyni se budeme zabyvat problematikou syntézy logickych obvodu. Jde o ulohu
’ opacnou k té, kterou jsme fesili v predchozi Casti. Necht je zaddna Booleova
funkce F. Mdme sestrojit logicky obvod, ktery funkci F realizuje.

Postupovat mizeme napf. takto: Pokud neni funkce F zaddna tabulkou, pak
tuto tabulku sestavime. Pomoci tabulky vytvofime uplnou souc¢tovou normalni
formu funkce F (viz nepfima metoda uvedena na konci kap. 10). K této formé pak
sestrojime logickou sit. Problematiku ukazeme na piikladé.

scxe simulaci logickych
cky obvod. Uloha zni:

budeme postupné volit
2stnosti logickych ¢lend
ai2 vystupu z logického

Priklad 12.2. Sestrojme logickou sit odpovidajici Booleové funkci F tfi pro-
ménnych zadané tabulkou 24,

Uplnd souétova normalni forma funkce F je

f=Xyz + Xyz + xyZ + xyz = (12.1)
=m1+m3+m6+m7.

wwrhovant logického obvodu
1 v logice. Logické
= ne (anglicky: and, or, not). Logicka sit je znazornéna na obr. 68a.
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Tab. 24

x y oz |Fluy2
0 0 0 0 0
1 0 0 1 1
2 0 1 0 0
3 0 1 1 1
4 1 0 0 0
5 1 0 1 0
6 1 1 0 1
7 1 1 1 1
1 & | xyz
1 & | %z
y o S
L
1 Flx.y.2)
1 \_.L & | xyz
V4 D———I
& | xyz
Obr. 68a

vvvvvv

Logicky obvod uvedeny v piikladé 12.2 zfejmé neni nejekonomicCtéjsi pro
danou funkci F a tak obvykle dfive, nez urcity logicky obvod sestrojime, provede-
me minimalizaci pfislu$né dpIné sou¢tové normalni formy napf. metodou Quineo-
vou—Me Cluskeiovou (viz ¢ldnek 11.2).

Priklad 12.2 (pokradovani). Pokud budeme polynom (12.1) minimalizovat,
obdrzime polynom f; = xy + xz. Logicky obvod odpovidajici tomuto polynomu je

222

Znazor
stejnot
vSak 7

Po:
souctt
sloup
odpon
avpr
obvoc
negac



Flxy.2)

vvvvvv

od sestrojime, provede-
nzpi. metodou Quineo-

12.1) minimalizovat,
it tomuto polynomu je

znazornén na obr. 68b. Logické obvody vyznacené na obr. 68a, b tedy realizuji
stejnou Booleovu funkci a jsou proto funkéné ekvivalentni. Obvod na obr. 68b je
vSak zfejmé ekonomictéjsi.

x &
| &
z
Obr. 68b

Poznamenejme, Ze logickou sit libovolné Booleovy funkce zadané ve tvaru
souctu soucinovych ¢lent ,lze nacrtnout® tak, aby logické ¢leny byly ve tiech
sloupcich. V poslednim sloupci je ¢len realizujici souéet a pocet jeho vstupd
odpovida poctu soucint. V prostfednim sloupci jsou ¢leny, které realizuji soucdiny,
a v prvnim sloupci jsou ¢leny realizujici negovani (viz obr. 68). Takovym logickym
obvodiim se iikd dvoustupiiové logické obvody AND—OR (neuvazujeme tvoieni
negaci vstupnich proménnych) *).

12.2  Dalsi logické systémy

Prvni logické systémy odvozené z teorie Booleovych algeber byly sku-
tecné zaloZen€ na trech logickych ¢lenech realizujicich logické ndsobent, logické
scitani a negaci. Na zdkladé formuli (8.15) a (8.15), které jsou bezprostiednimi
dusledky de Morganovych pravidel, v§ak vime, ze pocet zakladnich operaci lze
zredukovat na dvé. Uvedené formule v nasi nové symbolice zapiseme takto:

(Vxy)x.y=%+y (12.2)
(Vi y)x+y=%.y (12.2')

Z libovolného Booleova polynomu, v némz se mohou vyskytovat viechny zakladni
booleovské operace, lze pomoci téchto formuli vytvotit polynomy, které jsou jim
rovny a kter€ obsahuji pouze dvé z téchto operaci: + a — nebo - a —. Tato
skutecnost byla také brzy vyuzita pfi tvorbé dalsich logickych systému.

*) Ve dvoustupiiovém obvodu projde vstupni signdl nejvyse dvéma logickymi ¢leny (neuvazujeme
¢len ne), nez dosahne vystupu. Protoze na kazdém &lenu dojde k ur¢itému zpoZzdéni signalu, je rychlost
obvodu nepfimo Uimérnd poétu stupiii. Dvoustupfiové obvody maji tedy vyhodu, Ze jsou pomérne
rychlé.
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Mame-li pfi konstrukci logického obvodu k dispozici pouze logické cleny
realizujici séitdni a negovani, lze logicky soucin vyjadfit zpusobem, ktery ukazuje
sit na obr. 69a. Mame-li pfi konstrukei logického obvodu k dispozici logické cleny
realizujici nasobeni a negovani, Ize logicky soucet vyjadrit zpusobem, ktery ukazu-
je sit na obr. 69b. Je bezprostfedné vidét, Ze pri konstrukci uvedenych logickych
sitf vyuzivame formule (12.2) a (12.2').

1 1

x|

&

|

+

‘<i
1t
x
~<

T

1
T gvil

a) b)
Obr. 69

Vedle pivodniho logického systému majiciho tfi zéakladni logické ¢leny realizu-
jici logické néasobenti, s¢itani a negovani, kterému se fikd uplny systém logickych
funkei, tak existuji i logické systémy majici pouze dva zékladni ¢leny realizujici
bud ndsobeni a negovani, nebo s¢itdni a negovani. Tyto systémy patfi mezi tzv.
minimalni aplné systémy logickych funkei. Konstruktéii logickych obvodi vsak
pomérné rychle zmensili pocet zdkladnich Clent az na jeden. Tomu se samozfejmé
pfizpusobili i vyrobci.

Vime jiz, Ze existuje dvojice univerzalnich operaci takova (viz formule (8.28)
a (8.28')), ze pomoci kazdé z nich Ize vyjadfit libovolnou Booleovu funkei. Jsou to
operace Shefferova a Pierceova. V nasi soucasné symbolice lze tyto operace po-
psat pomoci ndsledujicich formuli:

(Vx, ) x 1 y=x.y=%+7 Shefferova operace (12.3)
(Vx,y)x |y=x+y=x.y Pierceova operace (12.3’)

Témto operacim odpovidd tabulka 25.

Tab. 25
x oy |xtylxly
0o o 1 1
0 1 1 0
1 0] 1 0
1 1] o0 0
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va (viz formule (8.28)
oleovu funkci. Jsou to
= Ize tyto operace po-

rova operace (12.3)
ova operace (12.3')

Chceme-li dokdzat, Ze tyto operace jsou skutecné univerzalni, sta¢i ukazat, jak
pomoci kazdé z nich zavést negaci a jednu z operaci - nebo +.Zminéné definice
Ize formulovat takto (pro libovolné x, y):

Tx a x+y=xly"’
by a x.y=xly

Logicky clen, ktery realizuje Shefferovu operaci, se nazyvi NAND (spojeni
anglickych slov Not AND — ¢esky: ne a) a logicky ¢len, ktery realizuje Pierceovu
operaci, se nazyvd NOR (spojeni anglickych slov Not OR — &esky: ne nebo).
Formule (12.3) a (12.3') ukazuji opodstatnénost pfijatych nazvi.

Zabyvejme se nejprve logickym clenem NAND. Na obr. 70a je zndzornén
logicky obvod realizujici logicky ¢len NAND pomoci zdkladnich logickych ¢lent
ndsobeni a negace. Tyto dva cleny jsou ve vétsiné pripadd spojeny jiz ve vyrobé
vjeden standardni prvek a tim pravé vznikd ¢len NAND. Symbolicka znacka ¢lenu
NAND je na obr. 70b.

r ________ 1
' &
x—— & 1 | == ]
' X.y X. h—
a |
e il
a) b)
Obr. 70

Ukazme, jak pomoci ¢leni NAND realizovat zdkladni booleovské operace:
negaci, nasobeni a s¢itani. Na obr. 71a, b jsou znazornény dvé moznosti negovani,
pficemz se obé v praxi vyuzivaji, na obr. 71c, d je zndzornéno nasobeni a séitani.
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Obr. 71
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Nyni obratme pozornost k logickému clenu NOR. Na obr. 72a je zndzornén Boole

logicky obvod realizujici logicky clen NOR pomoci zékladnich logickych cleni (popt
s¢itani a negace. Tyto dva Cleny jsou ve vétSing piipadu spojeny jiz ve vyrobé malni
v jeden standardni prvek a tim prave vzniké ¢len NOR. Symbolicka znacka ¢lenu Ziska
NOR je na obr. 72b. Ukaz
i - Pr
I 1 i | zadar
X ———
! A R o 1
y _1_| . || —— Upr
b s e i s d ‘
q) b)
Obr. 72
Ukazme, jak pomoci ¢lentt NOR realizovat zakladni booleovské operace: nega- Tak
ci, ndsobeni a s¢itdni. Na obr. 73a, b jsou zndzornény dvé moznosti negovani, na Logx
obr. 73c a d je znazornéno nasobeni a scitdni.
x T | x0-=x 1| wx=x
hodnota P— X o
0 —
qQ) b)
X 1 7
0_—‘ == X = 1 — 1 —_—
1 xty=Xx.y Xty xty=xty
y_—— —_—
— T 1 i
0— P
c) Obr. 73 d) -5

Poznamenejme, Ze ani Shefferova, ani Pierceova operace nejsou asociativni.
Napf. plati

(k1) 1z#£x1 (12

pokud za proménné€ X, y, z dosadime hodnoty 0, 1, 1. Proto neni obecné mozné
realizovat logické ¢leny tohoto typu s vice vstupy tak, ze vedle sebe zapojime vice
logickych ¢lenti stejného typu se dvéma vstupy.

Ukazme, jak pomoci logickych ¢leni NAND a NOR realizovat libovolnou

Booleovu funkci. Uvazujme nejprve logicky ¢len NAND. Necht F je libovolna

226




. 72a je znazornén
ch logickych ¢lend
yjeny jiz ve vyrobé
licka znacka Clenu

rske operace: nega-

Ty =x+y

nejsou asociativni.

nent obecné mozné
sebe zapojime vice

zlizovat libovolnou
echt F je libovolna

Booleova funkce. K funkci F sestrojme jeji uplnou souctovou normalni formu
(popf. dplnou souginovou normalni formu). Potom formu minimalizujeme. Mini-
malni polynom upravime tak, aby obsahoval pouze negace a negace soudinu.
Ziskany polynom pak jiz snadno realizujeme pomoci logickych ¢leni NAND.
Ukazme postup na konkrétnich ptikladech.
Priklad 12.3. Necht Booleova funkce F tfi proménnych je pro jednoduchost

zaddna pfimo minimalnim polynomem

f=xy+ X2+ )z
Upravme tento polynom nasledujicim zpisobem:

f=xy+xz+yz

f=xy.%z.yz

Takto upraveny polynom jiz miZeme realizovat pomoci logickych ¢leni NAND.
Logicka sit je na obr. 74.

X & X—
&1 %
o A T—
4 & :7; & }F(x,y, ?)
2 L1
wisn
Obr. 74

Piiklad 12.4. Necht Booleova funkce F tfi proménnych je pro jednoduchost
zaddna pfimo minimalnim polynomem (ziskanym z uplné souc¢inové normalni
formy):

=+ E+2)+2)

Upravme tento polynom tak, abychom ho mohli realizovat opét pomoci logickych
¢lend NAND. Uprava bude vypadat nasledovné:

f=x+y.x4+z.y+z

f=x.y.x.Z2.y.z
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Takto upraveny polynom jiz mizeme realizovat pomoci logickych cleni NAND.
Logicka sit jena obr. 75.

e T
x—4 -

&1 v L & | xz & { & | Fixy2)
y b—— @ b b——
Li

o

Obr. 75

Zcela analogicky lze postupovat, pokud chceme vyjadfit libovolnou Booleovu
funkci pomoci logickych ¢leni NOR. Necht F je libovolna Booleova
funkce F. K funkci F sestrojime jeji uplnou souctovou normalni formu (popt.
tiplnou soucinovou normalni formu). Potom tuto formu minimalizujeme. Mini-
malni polynom upravime tak, aby obsahoval pouze negace a negace souctd. Ziska-
ny polynom potom jiz snadno realizujeme pomoci logickych ¢leni NOR. Ukazme
postup na konkrétnich pfikladech.

Piiklad 12.5. Necht Booleova funkce F tif proménnych je pro jednoduchost
zaddna pfimo minimdlnim polynomem

f=2xy+ Xz +yz
Upravme tento polynom nasledujicim zpusobem:

f=xy+x.z2+y.z

f=x+y+x+z+y+12

f=fF+y+x+i+y+2
Konstrukei logické sité funkce F pomoci logickych ¢leni NOR nechdme Ctenafi
jako cviceni.

Piiklad 12.6. Necht Booleova funkce F tif proménnych je pro jednoduchost '

zaddna piimo minimdlnim polynomem (ziskanym z tplné soucinové normalni
formy):

f=l+)E+2)(+2)
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Upravme tento polynom nasledujicim zptisobem:

f=x+y)E+2)(+2)

f=x+y+i+y+y+z

Konstrukci logické sité funkce F pomoci logickych &leniit NOR nechdme ¢tenafi
jako cviceni.

Zduraznéme, Ze pii konstrukei logickych obvodd pomoci ¢lenit NAND postu-
pujeme vétsinou tak, Ze zadanou funkci nejprve vyjadiime ve tvaru iplné souctové
normalni formy. Pak provedeme minimalizaci a teprve minimalni polynom pfeve-
deme do tvaru realizovatelného pomoci ¢leni NAND. Pfi konstrukci logickych
obvodi pomoci cleni NOR vychdzime obvykle z uplné soudinové normalni
formy.

Uvedme jesté konkrétni piiklad konstrukce jednoduchého logického obvodu.

Piiklad 12.7. Sestrojme logicky obvod pro s¢itani tii jednocifernych dvojko-
vych Cisel, mame-li k dispozici ¢leny NAND se dvéma, tfemi a étyfmi vstupy.

Oznacme jednocifernd dvojkova éisla pismeny x, y, z. Je ziejmé, Ze seéteme-li
tfi jednocifernd dvojkova ¢isla, obdrzime maximalné dvojciferné dvojkové Cislo,
které oznacime ab. Proménnd b piedstavuje Cislici nultého faddu a proménnd
a Cislici prvatho fadu nebo jinak feceno proménna a predstavuje prechod do
vyssiho fadu. Uvazujme proto dvé Booleovy funkce, které jsou zaddny
tabulkou 26.

Tab. 26
x y z a b
0 0 o0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Uplné souétové normaini formy ziskané z uvedenych tabulek jsou nasledujici:

a = Xyz + Xyz + Xyz + xyz

b = xyz + Xyz + xyz + xyz
Polynom a Ize minimalizovat, zatimco polynom b nikoli. Minimalni polynom pro
funkci a je nasledujici:

a=xy+xz+yz
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Upravme polynomy a a b tak, aby pfi navrhu logického obvodu bylo mozné pouzit

pouze logické cleny NAND:

Xyz + XyZ + XyzZ + Xyz

a=xy+xz+yz
Xyz . XyZ - Xyz - Xyz

a=xy.xz.yz

b=
b=

Logicka sit je na obr. 76.
Necht si étendi provede analyzu uvedeného obvodu, aby ovéfil, Ze skutecné

realizuje obé uvazované funkce.
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Poznamka. Zdjem pouZivat spis cleny NAND a NOR misto ¢lent logického souétu, soudinu
a negace je dan snahou o zmenseni poctu typu ¢lenu. V souvislosti se vznikem stavebnic integrovanych
obvodu se vsak v praxi pouZivaji v jednom obvodu jak ¢leny NAND, tak i NOR a i negace.

Cesta od predepséni funkce a ndvrhu vysoce integrovaného obvodu k vlastni vyrobé je proces velmi
slozity, ktery vyzaduje spolupraci tymu odborniki. Napf. nejiednodussi zapis polynomu nemusi vidy
vest k nejlepsi realizaci. Ve velkych systémech je asto vyhodnéjsi zapsat nékteré funkce jako funkce
jinych funkci, protoZe je vyhodnéjsi vyuzivat mezivypoéty nez optimalizovat kazdou z nich. Pfi vytvare-
ni ndvrhd optimdlnich integrovanych obvodi se proto vyuZivaji i statistické metody a pouzivaji se
1 samotné pocitace.
overil, ze skute¢né Rychly vyvoj polovodi¢ové techniky dosahl toho, Ze Ize na jediném polovodi¢ovém krystalu vytvd-
fet veliké mnozstvi elektronickych soucdstek spojenych ve slozité elektronické logické obvody. Pravé
v souvislosti s tim se mluvf o integrovanych obvodech Technici ndvrhujl' s rostoucf integrau’ staile

z bylo mozné pouzit

mlkroprocesory a pametove Cipy, které obsahuji az nékolik miliéna tranzistort.

CVICENT{ 12

1 Nacrtnéte logické sité logickych obvodu realizujicich funkce tf proménnych
F,, F,, Fy ze cviceni 11.16 a pfitom pouzijte tyto logické ¢leny: a) soudet,
soucin, negace; b) soucet, negace; c) soucin, negace; d) NAND; e) NOR. Logic-
kou sit zkonstruujte pted provedenim minimalizace pfislusného polynomu i po
provedeni minimalizace.
2 Nacrtnéte logické sité logickych obvodu realizujicich funkce ¢tyf proménnych
ze cviceni 11.17. Pied konstrukei proved'te minimalizaci. Pouzijte logické ¢leny
a) soucet, soucin, negace; b) soudet, negace; c) souéin, negace; d) NAND;
e) NOR.
3 Nacrtnéte logickou sit logického obvodu pro automat na napoje. Tento auto-
r mat ma pracovat tak, aby si zdkaznik po vhozeni piisluiné mince a stisknuti
L b jednoho z tlacitek ,,¢aj" nebo ,,kava“ mohl vybrat ndpoj, ktery si pieje. K dispo-
zici méte a) logické ¢leny pro séitani, nasobeni a negovdni; b) logické ¢leny
NAND s potfebnym poctem vstupu.

Navod.

1. Formulujte jasné tlohu a oznacte vstupni i vystupni proménné.
Vstupni proménné: Vystupni proménné:
x: zadame Caj F: pridava se Cajovy extrakt
y: Zadame kavu G: pridava se kavovy extrakt
z: vhodili jsme minci H: vytéka horka voda

2. Sestavte tabulky Booleovych funkci.
3. Urcete uplné souctové normalni formy funkci a minimalizuite je.
4. Nacrtnéte logickou sif.
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13 DODATEK.
BOOLEOVY ALGEBRY
V LOGICE

Vzhledem k zjednoduseni vyslovime umluvu, Ze v ramci vyrokove logi-
ky budeme uvazovat pouze logické spojky A, v a .

Necht V je tfida vSech formuli vyrokové logiky, pak V' spolu s operacemi
A, v a7 tvoii algebraickou strukturu, kterou nazyvame algebra formuli vyrokové
logiky. V tiidé V' zavedeme relaci ,,byt ekvivalentni“:

Formule ¢ a v z F se nazyvaji ekvivalentni, pravé kdyz formule
((@ v ) A (Y v @) je tautologie*). Ekvivalenci formuli ¢, ¢ oznaéime ¢ = y.

Relace ,,byt ekvivalentni* je ekvivalence v tfidé V' a dokonce kongruence
v ramci algebry formuli. Sestrojme faktorovou mnoZinu V/=. Bloky rozkladu
budeme znadit T, kde @ je néktera z formuli tohoto bloku. Na faktorove mnoziné
muzZeme zavést operace A, v a 71 takto:

ToATy=4Tpny (13.1)
T(p \' T!/J =df T(/’VV’ (]3.2)
T, =4 T-,p . (13.3)

Vyrazy (13.1) az (13.3) skuteéné definuji operace, nebof relace = je kongruen-
ce. Ctvetice (V/=, , v, 71) je proto algebraicka struktura. Lze snadno dokdzat, ze
je dokonce Booleovou algebrou. Tuto algebru nazyvame Booleova algebra formuli
vjrokové logiky. Jednotkou této algebry je blok vsech tautologii, nulou je blok
viech vyvratitelnych formuli (tj. formuli, jejichZ negace je tautologie).

Poznamka. Pokud uvaZujeme pfi konstrukci mnoZiny V pouze n proménnycha,, a,, ..., a,, pak ma
algebra V/= celkem 2@ prvki. Atomy této algebry jsou bloky, které obsahuji formule tvaru
Xy A Xy A e A Xy, kde x; je bud a;, nebo 14;.
Téchto atomi je 2" (viz pt. 10.11).
Obdobné mizeme uvazovat tfidu P vSech formuli predikatové logiky a algebru
formuli predikatové logiky (P, A, v, 7). Zavedeme-li v tfidé P relaci ,,byt ekviva-
lentni“, kterou ozna¢ime opét =, pak struktura (P/=, A, v, 71) je Booleova algebra,

*) Za pouziti spojky < bychom mohli psit ¢ « .

232

———— e ——————
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spolu s operacemi
2 formuli vyrokové

we kdvz formule
znacime @ = Y.
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(13.1)
(13.2)
(13.3)
zce = je kongruen-
snadno dokazat, Ze
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1y

ghe,.a......a,, pakmd

D fvaru

we logiky a algebru
relaci byt ekviva-
Booleova algebra,

kterou nazyvame Booleova algebra predikatové logiky. Jednotkou a nulou této
algebry je po fadé blok tautologii a blok ,,vyvratitelnych* formuli.

Na operace V a 3 mizZeme v rémci Booleovy algebry P/= pohliZet jako na
zobecnéné operace A a v. Algebra P /= ma dvé vyznamné podalgebry. Jsou jimi:
algebra otevienych formuli a algebra uzavienych formuli.
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SEZNAM UZITYCH SYMBOLU

Vyznam

formule (daného jazyka)

pay

@ nebo (nevylucovaci) ¥

@ nebo (vylu¢ovaci) ¥

jestlize ¢ pak ¥

@ pravé kdyz y

pro vSechna x

existuje aspon jedno x

existuje praveé jedno x

@ je ekvivalentni s ¢ na zaklade definice
mnozina vSech pfirozenych Cisel
mnozina vsech celych Cisel
mnozina vSech raciondlnich cisel
mnozina vSech redlnych cisel
mnozina vSech komplexnich cisel
x je prvkem mnoziny M

x neni prvkem mnoZiny M
mnozina A je podmnozinou mnoziny M
mnozina A je vlastni podmnozinou mnoziny M
sjednoceni mnozin A, B

prunik mnozin A, B

komplement mnoziny A

potence mnoziny M

soubor mnozin M,

sjednoceni souboru mnoZzin M,
prunik souboru mnozin M,
kartézsky sou¢in mnozin A, B

n-ta kartézskd mocnina mnoziny A
prvek x je v relaci R s prvkem y
prvni obor relace R

druhy obor relace R

obor relace R

SIS

o A



MBOLU

aRb
aRo

Fixey
F:A-B
F:A3SB
F:A~ B

prvni obor relace R pfislusny prvku b

druhy obor relace R pfislusny prvku a
inverzni relace k relaci R

slozena relace z relaci R a Q

defini¢ni obor zobrazeni F

obor hodnot zobrazeni F

zobrazeni F pfifazuje prvku x prvek y

F je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B

F je zobrazeni mnoziny A na mnozinu B

F je vzajemné jednoznaéné zobrazeni mnoziny A na mnozinu B
inverzni zobrazeni k zobrazeni F

prvek inverzni k prvku x

x déli y

x je ekvivalentni (kongruentni) s y modulo E
rozklad mnoziny M indukovany ekvivalenci E
ekvivalence indukovand v mnoziné M rozkladem S
x pfedchadzi pred y

x ostfe predchazi pred y

x bezprostfedné predchdzi pred y

x nasleduje za y

x ostfe nasleduje za y

x bezprostfedné nasleduje za y

X je neporovnatelné s y

uspofaddni = v mnoziné P

relacni struktura, kde M je mnozina a R je usporaddni v této
mnoziné

poset s nosicem P a uspofadanim =

nula posetu (svazu, Booleovy algebry)
jednotka posetu (svazu, Booleovy algebry)
fetézec, kde a,, , bezprostfedné nasleduje za a;
infimum mnoziny M

supremum mnoziny M

usporddana dvojice nebo uzavfeny interval
otevieny interval

polouzavieny interval

polouzavreny interval

otevieny pocatecni interval piislusny prvku a
otevieny koncovy interval pfislusny prvku a
x prusek y

X spojeno s y

prisek mnoziny X
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spojeni mnoziny X

prusek prvki x, az x,

spojeni prvki x, az x,

svaz s nosi¢em S a uspofddanim =

nejvétsi spolecny délitel prvka x, y

nejmensi spole¢ny nasobek prvku x, y

linearni obal mnoziny p; U p,

dolni kuZel pfislusny k mnoziné X

horni kuZel pfislusny k mnoZiné X

svaz s nosi¢em S a operacemi r, u

podsvaz generovany mnoZzinou M

ideal generovany mnozinou M

filtr generovany mnoZinou M

hlavni idedl generovany prvkem a

hlavni filtr generovany prvkem a

direktni soucin svazi A, B

mnozina v§ech dolnich podmnoZin posetu P
mnozina zdola ireducibilnich prvkd predchdzejicich pred
prvkem x

dolni jadro homomorfismu F

horni jadro homomorfismu F

pseudokomplement prvku x

Booleova algebra s nosicem B a operacemi m, u, '
uzavér mnoziny X

vnitfek mnoziny X

regularizace mnoziny X

diference prvku x, y

symetrickd diference prvki x, y

ekvivalence prvki x, y

relativni pseudokomplement prvku x vzhledem k prvku y
Schefferova operace

Pierceova operace

minimélni polynom proménnych x, az x,
maximalni polynom proménnych x; az x,
komplement prvku x

blok ekvivalentnich formuli vyrokové (predikatové) logiky
obsahujici formuli ¢

dvouprvkova Booleova algebra {0, 1}

i-t4 Booleova funkce F majici n proménnych

analyz
antiref
asocia
atom
axiom

B

blok r
Boolec
— funk
Boolet
— term

C
Canto
C
Castec
Clen sc
— sou

D

Dedek
definic
S

defini¢
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B’ ’ asociativnost 15 ekvivalence 21, 160
atom 31 — indukovana rozkladem 22
axiéom vybéru 32
F
B faktorova Booleova algebra 181, 183
blok rozkladu mnoziny 22 — grupa 108
Booleova algebra 149 — mnoZina 22
— funkce 193 faktorovy svaz 109
- Booletiv polynom 198 filtr dualni 172
edem k prvku y - term 197 — generovany mnozinou 41, 93
— hlavni 41, 91
C — jednotkovy 91
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— v Booleove algebie 171
C — v posetu 41
casteCné uspotradani 23 — ve svazu 91
¢len soucinovy 205 — vlastni 91
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algebra abstraktni 112

— Booleova 149

— — atomarni 191

— — faktorova 181

formuli 232
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— — nejvetsi 56
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diamant 68
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— — svazu 97
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— pfimy 52
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— usporadana 12

formule 52, 62
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funkce Booleova 193

G
graf kartézsky 18
— uzlovy 18
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— faktorova 120
— Kleinova 107
— komutativni 16
— maximalni 123
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Hassetiv diagram 27
homomorfismus Booletv 174
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— piirozeny 108, 110

— svazovy 104

— struktur 16

homomorfni zobrazeni 16, 104, 175
hradlo 220

I

ideal dualni 172
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— hlavni 91

— maximalni 95

— nulovy 91
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— posetu 31

— svazu 74
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logicky obvod 219
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— regularni
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— uzaviena
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monoid 16
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mfizka pro

N

NAND 223
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— — nejmer
negace 205
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— distribut;
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NOR 225
normdlni p
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— posetu 2.
— relaéni st
— svazu 55
nula Boole:
— posetu 3
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(0]

obor defini
— hodnot 1
relace 14
— — druhy

— — — piisl
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nkins ekvivalentni 220

M-modul 17
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— dobfe uspofadana 32

— dolni 40

— faktorova 22

— generatorua 89, 165

— horni 40
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— obojetna 61

— ohraniéena 37

— — shora 37

— — zdola 37

— oteviena 17

— potenéni 12

— regularni oteviena 158

— stabilni 79

— usmérnéna 37

— — dolu 37

— — nahoru 37

— uzaviena 17

— uplné uspotfadana 29
mnozZinové téleso 137

monoid 16

— komutativni 16

mfiZka prostych implikantt 213

N
NAND 225

nasobeni 15, 204

nasobek spoleény 56

— — nejmensi 56

negace 205

nerovnost 63

— distributivni 67

— modularni 67

neurcené stavy funkce 215
NOR 225

normalni podgrupa 17

nosi¢ algebraické struktury 15
— polosvazu 50, 51

— posetu 23

— relaéni struktury 15

— svazu 55

nula Booleovy algebry 150

— posetu 31

— svazu 74

(0]

obor definiéni 14

hodnot 14

— relace 14

— — druhy 14

— — — piislusny k prvku 14

|

— — prvni 14

— — — pfislusny k prvku 14
obraz Bool. algebry izomorfni 175
- prvku 14

— svazu izomorfni 69
okruh 16

— Booleuv 168

— komutativni 16

— mnozinovy 58

operace 15

— binarni 15

— nularni 15

Pierceova 160, 224

— Shefferova 160, 224

— unarni 15

zakladni Booleova 149
zuzena 16

P

pentagon 68

podalgebra Booleova 162

— — generovana prvkem 164
— — — mnozZinou 164

— — nevlastni 163

— — trivialni 163

podgrupa 16

- normalni 17

podminka klesajicich fetézct 35
podmnozina 12

podposet 38

podstruktura 16

podsvaz 86

— distributivni 128

— generovany mnozinou 89
- vlastni 86

pokryti 27, 210
polodistributivnost 67
pologrupa 16
polomodularnost 68
polosvaz prusekovy 50, 84
- — uplny 73

- spojovy 51

— — uplny 51, 85

polynom Booletv 198

— — maximalni spojovy 199
— — minimalni prusekovy 199
poset 23

— dualni 28

— koneény 23

— usmérnény dold 37

— — nahoru 37

potence 12

pravidlo de Morganovo 140, 154
— trojuhelnikové 18
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— tvorby komplementu 154
princip duality 29, 64
prostor topologicky 17, 61
— — diskrétni 152

— — souvisly 152

— — totaln& nesouvisly 152
— vektorovy 17

prunik 12

prasek 50, 55

— zobecnény 72

prvek idempotentni 83

— inverzni 15

— jednotkovy 15

— posetu maximalni 33

— — minimalni 33

— — nejmensi 31

— — nejvetsi 31

— zdola ireducibilni 130
prvky disjunktni 143

— neporovnatelné 29
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pseudokomplement 143

— relativni 145

R
reflexivnost 17
regularizace mnoziny 158

regularni oteviena mnozina 158

relace 13

— antireflexivni 17

— antisymetricka 18
— binarni 13
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— inverzni 14
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— souvisla 18
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— zUzena 14
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rovina projektivni 139
rovnost 63
— izomorficka 81

242

R

fetézec 29

— kompoziéni 122, 123
fetézce ekvivalentni 120
tez Dedekindiv 82

S

scitani 204

— disjunktni 159

sjednoceni 12

skalar 17

smycka 18

soubor mnozin 12

soudet souc¢inovych ¢lenu 205
— — nezkratitelny 209
soucinovy clen 205

souctovy ¢len 205

souvislost 18

soused dolni 27

— horni 28

spojeni 51, 55
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stav neurcity 215

struktura algebraicka 15
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— — distributivni 16
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suprémum mnoziny 36

svaz 55
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— distributivni 125

— dualni 64

— faktorovy 109

— komplementarni 135

— koneéné délky 123

— modularni 114

— pseudokomplementarni 143
— — relativné 143

— Stoneuv 144

— uplny 73

symetrické kvaziuspofadani 21
symetri¢nost 18

syntéza logickych obvodii 221
systém axiomu Gplny 150
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Sipka 18
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— Schroderova !
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— Booleovy algz
— fadu n 205

— fadu 0 205

— svazu 62
téleso 16

— komutativni 1
— mnozin 136
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— — souvisly 132
— — totalné nesc
topologie 17

— standardni 62
tranzitivnost 18
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tfida 12 )
— univerzalni 12
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ultrafiltr 95
uplna forma dis
— — konjunktiy
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— — dualni 26

— polosvazové 3
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T

tabulka Cayleyho 151

— Schroderova 151
term 52, 62, 205

— Booleovy algebry 197
— fadu n 205

— fadu 0 205

— svazu 62

téleso 16

— komutativni 16

— mnoZin 136
topologicky prostor 17
— — diskrétni 152

— — souvisly 152

— — totalné nesouvisly 152
topologie 17

— standardni 62
tranzitivnost 18
trojihelnik degenerovany 18
tiida 12

— univerzalni 12

U

ultrafiltr 95

uplna forma disjunktivni 199
— — konjunktivni 199

— — soucinova 205

— — souctova 205

uplny systém axiomi 150
~ — logickych funkci 224
uspofadani ¢aste¢né 23

— dualni 28

— lexikografické 30

— linearni 29

— ostré 29

— — dualni 26

— polosvazové 50
svazové 55, 167

— uplné 26

uzaveér mnoziny 158

v

vektor 17

vektorovy prostor 17

Vennovy diagramy 140

véta autodudlni 68

— Cayleyho 103

— Jordan Holderova 122

— Mac Neillova 80

— 0 homomorf. Bool. algeber 185
~ o homomorf. grup 185

— o homomorf. svazti 110

— 0 mnozin. reprezentaci 133, 190
— Schreierova 120

— Zermelova 32

vlastnost elementarni 18

— dédicna 18

— uzavérova 77

vnitfek mnoziny 158

vnofeni posetové izomorfni 44

z

zavora dolni 35
— — nejveétsi 36
— horni 31

— — nejmensi 36
zjemnéni normalni fady 120
— fetézce 120

zobecnéné spojeni 73
zobecnény prusek 73
zobrazeni 14

— homomorfni 16, 104, 175

— — posetove 42

— — prusekové 99
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