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Uvod s nédechem historie

: Zékladnim pojmem teorie grafu je pojem graf. V matematice se nejcastéji pojem graf pouziva
v souvislosti s grafickym zndzornénim funkce. Pojem graf pouzivame také pro vyjadieni grafického
znazornéni dat, apod. Musime ale hned na za¢dtku upozornit, Zze dany pojem, jak ho my budeme
chépat, je svou podstatou hodné vzdélen tomuto pojeti pojmu graf.
. Mnoho uloh z matematiky, ale i také informatiky, lze interpretovat tak, Ze muZeme uvazovat
o mnoziné bodit a o mnoziné spojnic mezi nékterymi dvojicemi bodi. Body mohou piedstavovat
> meésta, kiizovatky, osoby, uzly v obvodech atd., spojnice mohou reprezentovat cesty, spojnice mezi
mésty, kiizovatkami, vzdjemnou znalost osob, spojeni uzli v obvodech, atd.
Podivejme se nejdiive trochu do historie teo-
rie grafi. Mezi prikopniky v teorii grafi muzeme
zafadit Leonharda Eulera (na obrézku 1), ktery v 18.
stoleti TeSil problém sedmi mostu v Konigsbergu
(¢esky Kralovec, dnesni Kaliningrad). Mapu mésta
s vyznacenymi mosty vidime na obrazku 2.
Méstem protéké feka Pregel. Reka vytvari dva
ostrovy, které byly spojeny s pevninou a vzdjemné
propojeny sedmi mosty. Ukolem bylo zjistit, zda je
mozné vyjit z jednoho mista, projit po kazdém mosté
pravé jednou a skoncéit ve vychozim bodé. V teo-
rii grafu to koresponduje s pojmem eulerovsky graf.
Uloha nem4 feSeni, protoze graf, ktery vyjadiuje da-
nou situaci, nelze nakreslit jednim tahem.
S Eulerovym jménem je taka spjata tiloha jezdce
v Sachu, kterd v grafové intrepretaci vede k nale-

zeni hamiltonovského cyklu v grafu. Zadani tlohy je
nésledujici. Muze jezdec projit sachovnici, ktéré ma Obrézek 1: Teonhard Euler [9]
64 poli tak, aby kazdym polem prosel pravé jednou
a poslednim tahem se vratil na vychozi pole? V gra-
fové intrepretaci uvazujeme graf, jehoz uzly jsou dand pole na Sachovnici. Dva body (uzly) jsou
spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jezdec muze skocit z jednoho pole na druhé. Jezdec v $achu se

muze pohybovat pouze do pismene L. Dany hamiltonovsky cyklus existuje.
1
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Obréazek 2: Problém sedmi mostit v Kénigsbergu [17]

Dalsf osobu, kterou zde muzeme zminit, je Gustav Kirchhoff (obrazek 3), ktery v 19. stoleti
skoumal elektrické sité. V roce 1945 publikoval zdkony, které plati v elektrickych obvodech a slouzi
k vypoctu napéti a proudu v jednotlivych vétvich obvodu. Dané zékony se dodnes uci ve fyzice
na nékterych stiednich gkoldch. Dand teorie nasla uplatnéni pii studiu tzv. toki v sitich.

Obréazek 3: Gustav Kirchhof [5] Obrazek 4: Johann Benedict Listing [6]

V roce 1857 se anglicky matematik Arthur Cayley (obrézek 5) zabyval otdzkou, kolik existuje
izomertl uhlovodiku Cj,Honto. Jednotlivé atomy si zndzornil jako uzly v roviné a spojil carou ty
uzly, mezi nimiz je chemickd vazba, coz nen{ nic jiného nez grafické znazornéni chemickych vzort.

Johan Benedict Listing (obrazek 4) v 19. stoleti se zabyval kreslenfm obrazki nejmensim poctem
taht.

Sir William Hamilton (obréazek 6) v roce 1859 vymyslel hru, kterou nazval ,Icosian Game*. Jde
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Obrazek 5: Arthur Cayley [1] Obrazek 6: Wiliam Rowan Hamilton [18]

v nf o hleddn{ hamiltonovskych cykli v grafu, ktery odpovid4 pravidelnému dvanéctisténu. Ukolem
je cestovat z vrcholu do vrcholu po hrandch dvanictisténu za piedepsanych podminek. Hamilton
rozvinul povrch dvanéctisténu do roviny a pfipojil ke kazdému z 20 vrcholtt jméno jednoho svétového
velkomésta. Nabidl jednomu vyrobci hracek vyrobu hlavolamu, jehoz feSenim je cesta kolem svéta
po hrandch daného dvanictisténu, béhem niz se vyjde z nékterého mésta a kazdym z dalsich mést
se projde pravé jednou a nakonec se vrati do vychoziho mésta. V grafové interpretaci odpovid4
tloze graf o 20 uzlech (vrcholy dvandctisténu), hrany grafu predstavuji hrany dvanictisténu (viz
obrazek 7). Ukolem je najit cyklus prochézejici véemi uzly.

Obrazek 7: Grafova interpretace hry ,Icosian Game“

V roce 1852 piedlozil Francis Guthrie tzv. problém ¢tyf barev. Polozil otdzku, zda je mozné
obarvit libovolnou mapu pomoci nejvyse ¢tyi barev tak, aby kazdé dvé sousedn{ zemé (které maji
spoletnou hranici delsf nez jediny bod) mély odlisnou barvu. Problém byl vyfesen az o vice nez sto
let pozdéji, pficemz pro jeho feSeni bylo zavedeno mnoho zésadnich konceptt teorie grafii (rovinny
graf). Od pocdtku existence tohoto problému se matematici snazili dokézat, Ze ndm staci 4 barvy.
Vétu dokézali az roku 1976 americti matematici Kenneth Appel (obrézek 8) a Wolfgang Haken

tim, Ze pomoci pocitacového programu vymodelovali 1936 moznych konfiguraci, dokazali, Ze tyto
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Obrézek 8: Kenneth Appel [10]

konfigurace pokryvaji vechny moznosti, a u kazdé z nich ukdzali, Ze pro jeji obarveni staci Ctyfi
barvy (k tomu potieboval pocitac 1200 hodin procesorového ¢asu). Tento dikaz vsak velkd Ccast
matematiki odmita akceptovat, protoze ho zadny matematik neni schopen pfimo zkontrolovat.
Od té doby byl ditkaz mnohokrét nezévisle zopakovan a zjednodusen dalsimi matematiky pomoci
jinych programu, ale ,hezky* dukaz tak, aby ho mohl udélat ¢lovék, nebyl nalezen.

Obrézek 9: Otakar Boravka [15] Obrézek 10: Vojtech Jarnik [14]

Prvn{ ,grafovou® praci v Ceské matematickeé literature publikoval v roce 1926 Otakar Boruvka
(obrazek 9). Prace nazvand ,O jistém problému minim4lnim* se zabyvala problémem nalezeni mi-
nimaln{ kostry grafu. Bortivka vytvofil prvni algoritmus nalezeni minimalni kostry. K feseni tohoto
problému ptivedly Boruvku praktické otazky ekonomické vystavby elektrovodnich siti. Kratce na to
v roce 1930 stejny problém vyfesil zcela jinym zpusobem Vojtéch Jarnik (obrdzek 10) v préci, kterd

méla stejny nézev jako prace O. Borivky. Tyto dvé prace oviem zistdvaji v obdobi pred druhou
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svétovou vélkou jedinymi piispévky ¢eské matematiky v teorii grafi.

Muzeme fici, ze prudky rozvoj teorie grafii nastal az ve druhé poloviné 20. stoleti.

Kde nachéz{ poznatky ziskané v teorii grafti uplatnéni? Poznatky jsou pouzitelné v silniénich
sitich, dopravé, rozvodnych sitich, ve sportu — turnaje, losovani, pfi tvorbé rozvrhu, pridélovani
tkolt, v programovani, v hrach apod.

Intuitivné zac¢indme tusit, ¢im se v teorii graf zaobirdme. Nase predstava o grafu zatim je, Ze
graf bude tvofen dvéma mnozinami, mnozinou vrcholi a mnozinou hran. V grafické reperezentaci
grafu budeme vrchol znazoriiovat pomoci prézdného kolecka a hranu bude pfedstavovat kiivka
spojujict prislusné vrcholy. V dalsf kapitole se tedy muZeme pustit do definovani zakladnich po jmu.
Vétsinou bude platit, Ze pochopit zékladni pojmy v teorii grafi neni tézké, ale mnohem obtiznéjsi

je, jak lze poznatky pouZivat.




Kapitola

Graf a zakladni pojmy

V této kapitole uvedeme zakladni pojmy a definice v teorii grafii, zékladni typy grafu.

1.1 Graf a zéakladni typy grafa

I Definice 1.1

Graf G je uspofadand dvojice (V, E), kde V' je neprazdna koneénd mnozina vrcholu a E je konecna

mnozina dvouprvkovych podmnozin mnoziny V, které nazyvame hrany.

Pokud bychom chtéli zduraznit, ze vrcholové mmnozina V' je vrcholovou mnozinou grafu G,
miizeme psat V(G), obdobné tak i u mnoziny hran E(G).

Obrazek 1.1: Graf

Grafy lze reprezentovat i graficky, a to tak, ze vrcholy zndzornujeme krouzky a hrany zné-
zorfiujeme kfivkami spojujicimi dvojici vrcholtl. Dané ktivky nejcastéji predstavuji isecky nebo
oblouky. Piiklad grafického znézornén{ grafu vidime na obrazku 1.1. V grafu predstavuje hrana
dvojici vrcholii, pfitemz v diagramu je hrana reprezentovéna kfivkou spojujici piislugné vrcholy
této hrany. Proto také dané vrcholy budeme nazyvat koncovymi vrcholy dané hrany. O koncovych
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vrcholech dané hrany fikame, Ze jsou s danou hranou incidentni nebo inciduji s danou hranou.

Ze dvou zndzornéni grafu volime ten, kde jsou hrany nakresleny jako tsecky s co nejmensim
poc¢tem prusecikl. Zndzornéni, v némz se vyhybdme prise¢ikim hran, ma uplatnéni napi. pfi navr-
hovéani tisténych spoji. Rovinngm zndzornénim nazveme zobrazeni grafu, kde libovolné dvé kiivky
(odpovidajici hrandm grafu) maji spolecné nejvyse své koncové body.

Zopakujeme nejdifve, co nazyvame zobrazenim. Zobrazeni mnoziny X do mnoziny Y je pravidlo,
které kazdému prvku z € X pfifazuje pravé jeden prvek f(z) z mnoziny Y.

Znézornéni grafu muzeme definovat i formalnéji, a to jako dvojici zobrazeni ¢ a 1. Zobrazeni ¢
pfifazuje vrcholim z vrcholové mnoziny V grafu rizné body roviny a zobrazeni ¢ pfifazuje kazdé
hrané z hranové mnoziny E s koncovymi vrcholy u a v kiivku s krajnimi body ¢(u) a ¢(v).

I= Definice 1.2

Sousednimi vrcholy nazyvame vrcholy, které jsou koncovymi vrcholy téze hrany.

Vrcholy, které nejsou spojeny hranou, budeme nazyvat nesousednimi nebo také nezdvislymi.

1=| Definice 1.3

Nezéavislou mnozinou vrcholi nazyvdme mnozinu vrchola, kde zadné dva vrcholy v dané mnoziné

nejsou sousedni.

= Definice 1.4

Dvé hrany jsou sousedni, maji-li spole¢ny koncovy vrchol.

Hrany nemajici spole¢ny vrchol oznacujeme za nesousedni nebo také nezdvislé.

Nyni se podivame na obvyklé znaceni v teorii grafi. Graf ozna¢ujeme jedinym pismenem napf.
G, ptipadné pismenem s indexem napi. G1, pismenem s ¢drkou napi. G’, pismenem s jinou znackou
napi. G*. Checeme-li vyjadfit, Ze graf G ma vrcholovou mnozinu V' a hranovou mnozinu E, piSeme
G(V, E). Prvky mnoziny V', tzn. vrcholy, zna¢ime zpravidla malymi pismeny z konce latinské abe-
cedy, napf. u,v, ..., nebo pismeny s indexy, napf. uy,u2,us,... Pro hrany pouzivime pismena ze
zacatku abecedy, nejcastéji se jedna o pismenace, f, g, ..., nebo pismena s indexy ey, es, e3, ... Piiklad
diagramu grafu s oznacenymi vrcholy a hranami vidime na obrazku 1.2. Hranu, kterd mé dva kon-
cové vrcholy u a v, bychom méli spravné zapisovat {u,v}. V teorii grafu se v8ak pouzivd pro oznaceni
hrany wv. Pokud méa hrana e koncové vrcholy u a v, piSeme e = uv.

Grafy muzeme rozdélit do typu podle ruznych hledisek. Kone¢nost ¢i nekone¢nost grafu zévisi
na tom, zdali je vrcholovd mnozina kone¢na ¢i nekone¢nd. Dale budeme uvazovat pouze konecné

grafy. Nejmensim grafem je graf o jednom vrcholu, nazyvame ho trividinim grafem.
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Obrazek 1.2: Graf s oznacenymi vrcholy a hranami

&= Definice 1.5

Trivilnfm grafem nazveme graf, ktery ma jediny vrchol a zadnou hranu.

Kazdy graf s alesponi dvéma vrcholy a tfeba i bez hran uZ neni trividlnim grafem a nazyvdme
ho netrividlnim.

Zatim jsme uvazovali pouze piipady, kdy dva vrcholy mohly byt spojeny pouze jednou hranou,
pokud bychom uvazovali, ze danych hran miize byt vice, pak dané hrany nazyvéme ndsobnyms
hranami. Pokud ma hrana oba dva koncové vrcholy stejné, tak hranu nazyvame smyckou. Podle
toho, zdali v grafu jsou nebo nejsou ndsobné hrany a smycky, zavadime typy grafu jednoduchy graf
a multigraf. Pifklad grafu s nisobnou hranou a smy¢kou je na obrazku 1.3.

Obrézek 1.3: Graf s nasobnou hranou a smyckou

1=| Definice 1.6

Jednoduchym grafem nazyvame graf, ve kterém nejsou nasobné hrany a smycky.
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I Definice 1.7

Multigrafem nazveme graf neobsahujici ndsobné hrany.

Jednoduchy graf, ktery obsahuje maximélni pocet hran, nazyvame 1iplny graf. Piiklad dplného
grafu vidime na obrdzku 1.4. V daném grafu jsou kazdé dvé hrany sousedni.

Q 0O

© O

Obrézek 1.4: Uplny graf

=] Definice 1.8

Uplnym grafem nazveme graf, kde kazdé dva vrcholy grafu odpovidaji koncovym vrcholium hrany
daného grafu.

V této casti uvedeme nékteré dalsi typy grafti. Jejich definice a vlastnosti budou popséany
v dalsich kapitolach skripta.

Pokud uvazujeme, ze hranové mnozina je tvofena hranami, které predstavuji usporddané dvo jice
vrcholt, tzn. Ze zalezi na poradi, tak potom dané hrany nazyvame orientované a také ptislusny graf
nazyvame orientovany. Formalné orientovany graf zavedeme v jedné ze zavéreénych kapitol tohoto
skripta. V nékterych piipadech je orientace hran nepodstatna, ale nékde hraje dilezitou roli, napf.
v silnicni siti existuji jednosmérky a také v elektrickych obvodech se stejnosmérnym proudem je
dohodnuty smér proudu od kladného pélu zdroje k zédpornému, apod.

Orientovany dplny graf se nazyva turnajem. O turnajich pojednéva také jedna z kapitol. Moti-
vace nézvu toho typu grafu pochazf ze sportovnich turnaji, kde se hraje systémem kazdy s kazdym,
a pomoci orientace hrany zaznamendvame do grafu vitéze zapasu.

U nékterych grafii bude existovat rovinné nakresleni a u nékterych ne. Grafy, u kterych bude

existovat rovinné nakresleni, budeme nazgvat plandrnimi grafy. Danym typem grafu se budeme
zaobirat pozdéji.

e
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1.2 Stupen vrcholu a stupniové posloupnosti

Ve skriptu budeme uvazovat pouze jednoduché grafy.
Pocet hran, kterym je dany vrchol koncovym vrcholem, ndm umozni definovat tzv. stupen

vrcholu.

(& Definice 1.9

Stupeii vrcholu grafu je uréen poctem hran, se kterymi je dany vrchol incidentni.

Stupeni vrcholu v oznacujeme deg(v), pokud bychom chtéli zduraznit, Ze vrchol v je vrcholem
grafu G, tak potom degg(v). Na obrazku 1.5 vidime stupné jednotlivych vrcholu v grafu.

deg(uy) = 2. degluz) = 3, deg(uz) = 3,
deg(uy) = 1, deglus) = 3

Obréazek 1.5: Graf — stupné vrcholu

Nejmensi a nejvétsi stupen vrcholu v daném grafu budeme oznacovat feckym malym pismenem
§ a velkym pismenem A. Nejvétsi a nejmensi stupeil grafu z obrazku 1.5 jed =1a A =3.

=] Definice 1.10

r-pravidelnym grafem nazveme graf, ktery ma vSechny vrcholy r-tého stupne.

Mizeme ho také nazyvat pravidelnym r-tého stupné, reguldrnim, r-regularnim. Ptiklady -
pravidelnych grafu jsou na obrazku 1.6.

Nyn{ mizeme uvést prvni vétu v tomto skriptu. Bude to véta o souctu stupiu vsech vrchold
v grafu.




KaPiTOLA 1 GRAF A ZAKLADN{ POIMY 11

Oo0——-0

Obrazek 1.6: Pravidelné grafy

V| Veétal.l

Pro kazdy graf G s n vrcholy vy, v2,...vp, kde n > 1 a h(G) oznaéime poéet hran daného grafu,
plati 37 | deg(v;) = 2 - h(G).

\%

Dikaz: Provedeme dvéma zpusoby.

Nejdiive provedeme tivahu a pouzijeme tzv. selsky rozum. Kazd4 hrana je incidentni se dvéma
vrcholy, a protoze prispiva jednickou ke stupni kazdého svého koncového vrcholu, pfispiva do souctu
stupiitt vSech vrcholi dvojkou. Z tohoto divodu je tento soucet roven dvojnasobku poétu hran grafu.

O

Danou vétu muzZeme dokézat i matematickou indukef. Matematickou indukci provedeme vzhle-
dem k poctu vrcholi. Nejdifve ukdzeme, Ze véta plat{ pro graf o jednom vrcholu a za4dné hrané, tzn.
pro trivialni graf.
> deglv)) = 2h(C)
=1

(]
0 =0

Budeme piedpoklddat, Ze véta plati pro kazdy graf s nejvyse n vrcholy, kde n € N (tzv. indukéni
piedpoklad), a budeme chtit dokazat, ze dand véta plat{ i pro vSechny grafy s n+ 1 vrcholy. Protoze
n bylo libovolné piirozené ¢islo, pak nase tvrzeni plati pro libovolny koneény graf.

Indukéni predpoklad: Pro libovolny graf s n vrcholy plati 7 ; deg(v;) = 2h(G).

Budeme chtit dokazat: Pro libovolny graf G’ s n+ 1 vrcholy plati 32" deg(v;) = 2h(G).

Napiseme tedy levou stranu rovnice a pomoci indukéntho predpokladu a tprav budeme chtit
dokdzat, ze i pro graf s n + 1 vrcholy dostaneme vyraz 2h(Gj41).

n+1 n
deQGn+1 (Ul) = Z dean-H (Ul) + 2dean+1 (Un + 1) =
=1 =1

= 2h(Gn) + 2degg,,, (vp + 1) =
2(h(Gy) + 2degg,, ., (vp + 1)) =
Qh(Gn-i—l)

(2

Tedy jsme ukdzali, ze dand véta plati i pro graf G’ s n + 1 vrcholy a diikaz je hotovy. O
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A% Véta 1.2

Pocet vrcholi lichého stupné v libovolném grafu je sudy.

A%

Dukaz: provedeme sporem.

Budeme piedpokladat, ze pocet vrcholi lichého stupné v néjakém grafu je lichy. Potom soucet
stupiiit viech vrcholi lichého stupné v daném gratu je lichy, nebof soucet lichého poctu lichych ¢isel
je lichy. Ostatn{ vrcholy mohou byt sudého stupné nebo stupné nula, tzn. Ze soucet jejich stupiiu je
bud éislo sudé, nebo nula. Potom ale soucet stupiit vsech vrcholtt v daném grafu je lichy, protoze
soucet lichého ¢isla a sudého nebo lichého é&isla a nuly je éislo liché. Dostdvame se tedy do sporu
s pfedchozi dokdzanou vétou. O

I Definice 1.11

Stupiiovou posloupnosti grafu G s vrcholy vy, v2, ..., v3 nazveme posloupnost

(deg(v1),deg(va), .., deg(vp)) .

1.3 Podgrafy

=] Definice 1.12
Podgrafem grafu G(V, E) nazveme graf H(V',E'), pro ngjz plati V' CV a E' C E.

Chceme-li zdfiraznit, 7e néjaky podgraf H grafu G neni s grafem G shodny, tedy ze vznikl
skute¢né vynechanim nékterych hran nebo vrcholii, budeme ffkat, ze H je vlastnim podgrafem
grafu G. Graf, ktery vznikne vynechdnim vrcholu v, budeme zapisovat G — v. Z matematického
hlediska bychom méli zapisovat G(V', E), kde V! =V — {v}. Graf, ktery vznikne vynechdnim hrany
wv, budeme zapisovat G — uv. Z matematického hlediska bychom méli zapisovat G(V, E'), kde
E' = F — {w}.

1=| Definice 1.13

Graf G nazyvame nadgrafem nebo téz supergrafem grafu H, je-li H podgrafem grafu G.

1=] Definice 1.14
Faktorem grafu G(V, E) nazveme podgraf F(V', E') grafu G, pro ktery plati V! =V, tzn. F(V, E').
=




KAPITOLA 1 GRAF A ZAKLADNI POJMY 13

Faktor je podgraf, ktery vznikne z daného grafu G vynechdnim nékterych hran (nebo zadnych),
pficemZ jeho vrcholovd mnozina je shodnd s vrcholovou mnozinou puvodniho grafu. Musime si
uvédomit, ze graf sdm je svym podgrafem.

=] Definice 1.15

Indukovany podgraf grafu G je podgraf I(V', E’), ktery vznikne vynechanim nékterych vrcholu a
vech hran incidentnich s témito vynechanymi vrcholy v grafu G, avsak zadnych dalsich hran.

Piedstavme si graf, kde vrcholy odpovidaji méstim, kiizovatkdm a hrany cestdm mezi nimi.
Uvazujme na zacatku, Ze jsme takto reprezentovali v teorii grafu celou Moravu. Pokud se omezime
pouze na kiizovatky, mésta a silnice Severni Moravy, tak odpovidajici graf je indukovanym podgra-
fem. Pokud si naopak fekneme, ze budeme uvazovat v grafu reprezentujicim celou Moravu pouze
silnice prvn{ t¥{dy, pak dany podgraf je faktorem.

1.4 Reprezentace grafii pomoci matic

M4-1i graf neprilis velky pocet vrcholu a zejména hran, je vhodné graf pro ndzornost reprezentovat
diagramem. Ale tato reprezentace neni vhodnd jako vstup pro pocitac. Pfi nevhodném nakresleni
muZzou byt zamaskovdny nékteré vlastnosti daného grafu. Napiiklad na obrazku 1.7 neni piilis
patrné, ze se graf sklddd ze dvou ¢ésti. Na dalsim obrdzku 1.8 nenf na prvni pohled vidét, zZe se
jednd o dva ruzné diagramy téhoz grafu.

Obrazek 1.7: Nesouvisly graf

Nékoho by napadlo pouzivat pro reprezentaci grafu seznam vrcholu a seznam hran, kde by se
u kazdé hrany uvadély koncové vrcholy. Pokud bychom takovy seznam vytvofili a nebyl by néjak
vhodné uspotradan, pak by se v ném Spatné hledalo.

Dalsf moznost je pouZiti seznamu vrcholu a hran, kde nejdiive uvedeme pocet vrcholu a pocet

hran, a nakonec vypiSeme vSechny hrany.
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Q 0O

G O

Obrézek 1.8: Dva riizné diagramy téhoz grafu

Nebo miizeme pouzit seznam okoli vrcholi, kde nejdrive uvedeme pocet vrcholu a hran, pak
vidy stupet daného vrcholu a vrcholy, které jsou s nfm sousedni, a to pro kazdy vrchol daného

grafu.
Grafy muZeme reprezentovat i pomoci matic. V tomto skriptu uvedeme dvé maticové repre-

zentace, a to pomoci incidencni matice a pomoci matice sousednosti. Existuji i dalsi, a to napf.

znaménkova matice, Laplaceova matice sousednosti, matice vzdélenosti.

1=| Definice 1.16

Incidenén{ matice B(G) grafu G s n vrcholy vi, v2,...vn am hranami e, s, . .., em je matice typu
nxmsprvky bij, i =1,2,...n; j =1,2,...,m; kde b;; = 1, je-li vrchol v; incidentni s hranou e;,

bij = 0, jestlize v; neni incidentni s hranou e;.

Vlastnosti incidenéni matice:

e Soucet prvkil i-tého fadku davé stupei vrcholu v;.
e Soucet prvki j-tého sloupce je vidy 2.

e Matice je velmi ¥idkd a rozsahld, zvlaste u grafii s vysokym poctem hran.

Piiklad incidenén{ matice grafu je na obrazku 1.9.

u U Uz
1 & rg\ o ‘ €] € €3 €4 €5 € €7
w 1 0 1 0 0 0 O
w1l 1 0 1 1 0 O
us |0 1 0 0 0 1 0
uy {0 0 1 1 0 0 1
us \O 0 0 0 1 1 1

Uy €7 Uus,

Obrazek 1.9: Incidencéni matice grafu
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1=| Definice 1.17

Matice sousednosti A(G) je ¢tvercovd matice n x n, kde n je pocet vrcholi grafu G, kde je a;; = 1,
jsou-li vrcholy v; a v; sousedni, a;; = 0, pokud jsou nesousedni.

Vlastnosti matice sousednosti:
e Matice je uspornéjsi.
e Matice je symetricka.

e Soucet prvki i-tého fadku (i-tého sloupce) ddva opét stupeinn vrcholu v;.

Priklad matice sousednosti grafu je na obrazku 1.10.

Uy e }l_{ €9 us

Uy Uz U3 Ug Us
v (0 1 0 1 0
uy |1 0 1 1 1
uz {0 1 0 0 1
uyl1 1 0 0 1
us; \0 1 1 1 0

Obrazek 1.10: Matice sousednosti grafu

1.5 Priklady a tikoly ke kapitole

A Reseny piiklad 1.1

Sedm prétel si pied odjezdem na dovolenou slibilo, Ze kazdy z nich posle pohledy tfem z ostatnich.

Muze se stat, Ze kazdy z nich dostane pohledy pravé jen od téch, kterym sam pohledy poslal?

Nejdrive tlohu interpretujeme v teorii grafu. Kazdy z pfdtel predstavuje vrchol. Skuteénost, ze
si navzdjem poslali dva pidtelé pohled, budeme reprezentovat hranou. Tzn. pokud graf k dané tloze
existuje, bude mit 7 vrcholu a kazdy vrchol bude 3. stupné.

K feseni prikladu pouzijeme predchozi vétu.

Pro kazdy graf G s n vrcholy vi, v, ... v,, kde n > 1 a h(G) oznacime pocet hran daného grafu,
plati Y | deg(v;) = 2h(G).

Skutecnost, ze kazdy vrchol je ttettho stupné, zapiSeme: Vi deg(v;) = 3, kde i = {1,2,3,4,5,6,7}.
Potom plat{ Zzzl deg(v;)) =3-7=21

Z véty vyplyvd 21 = 2h(G), h(g) = 21/2, coz neni mozné, protoze pocet hran je z mnoziny Z7.
Takovy graf neexistuje a dand situace nemuze nastat.

A
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A Reseny piiklad 1.2

Probih4 turnaj mezi n muzstvy systémem ,kazdy s kazdym®. Bylo odehrdno n+ 1 zapast. Dokazte,

7e existuje muzstvo, které sehrélo alespoil 3 zapasy.

Muzstva budou predstavovat v grafu vrcholy, a ze muZstva spolu odehrala zépas, vyjadiime
tak, ze vrcholy, které predstavuji muzstva, spojime hranou. Uloha v grafové interpretaci zni: Mame
dokézat, ze v grafu o n vrcholech a (n + 1) hrandch existuje alesponl jeden vrchol tfetiho stupneé.

Budeme dokazovat sporem. Pfedpoklddejme, Ze kazdé muzstvo odehrélo nejvyge dva zéapasy,
tzn. Ze stupen kazdého vrcholu v daném grafu je nevyse 2.

Pouzijeme opét vétu: Pro kazdy graf G s n vrcholy vi,v2, ... Un, kde n > 1 a h(G) oznacime
pocet hran daného grafu, plati > ;_; deg(vi) = 2h(G).

Potom tedy pro soucet stupii v daném grafu plati, ze je nejvyse 2n. Bylo vsak odehréno n+1
zépast, tzn. pouZitim stejné véty dostavame, ze soucet stupit véech vrcholu v daném grafu je 2n+2.
Dostavame tim spor a nas piedpoklad, ze kazdé muZstvo odehralo nejvyse dva zépasy, je Spatny.
Musi existovat alesponi jeden vrchol 3. stupné, tzn. muzstvo, které odehralo alespoinl 3 zapasy.

A

m| NefeSené priklady

1. Ukazte, 7e neni mozné, aby ve skupiné deviti lidi kazdy znal prave pét dalsich z této skupiny.

2. Ucastnici obchodniho jednani si vzajemné vyménili navitivenky. DokaZte, Ze byl celkem vy-
ménén sudy pocet navstivenek.

3. Ukazte, ze v kazdém grafu plati §(G) <
v grafu G.

20(G)
v(G)

< A(G), kde v(G) oznacuje pocet vrcholu

4. Ve fotbalovém turnaji hraje jedendct muzstev. Je mozné, aby v urcitém cCase Sest muzstev
2z nich mélo odehrany ¢tyii zépasy, tfi muzstva po tfech zépasech a dvé muzstva jen dva
zapasy”?

5. Na obchodni poradu pfisel American, Svycar, Kanad'an, Brazilec a Francouz. American (A)
ovlada angli¢tinu a SpanélStinu. Svycar (S) francouzstinu, néméinu, italstinu, Kanad'an (K)
angliétinu a francouzstinu, Brazilec (B) se dohovoi{ Spanélsky a portugalsky, Francouz (F) jen
svou mateigtinou. Dvojice, které se nedohovofi piimo, maji pridéleny tlumoc¢niky t1, t2, t3, t4, ts,
atot; proKaB,taoproBaF, t3proFaA, typroAa S, t5 pro S a B. Zndzornéte piifazen{
tlumoé¢niku Gcéastnikim.

6. Dokazte, ze v kazdé skupiné dvou nebo vice lidf jsou vzdy nejméné dva lidé, kteff maji v této
skupiné stejny pocet zndmych.

7. Nechf G je k-pravidelny graf, kde k je liché ¢islo. Dokazte, ze pocet hran grafu h(G) je
nasobkem k. Plat{ to i v pfipadé, ze k je sudé?

8. Existuje obycejny graf o péti vrcholech, ktery ma jeden vrchol stupné étyfi a druhy vrchol
izolovany? Existuje obycejny graf o péti vrcholech, jehoz kazdy vrchol je jiného stupné?

9. Jeslize existuji v grafu G o péti vrcholech pravé dva vrcholy stejného stupné, mohou mit

stupen 0 nebo 47
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F 10. Kolik hran m4 dplny graf na n vrcholech?
11. Dokazte, Ze pocet vrcholt pravidelného grafu lichého stupné je vzdy ¢islo sudé.

12. Nechf G m4 n vrcholi a n— 1 hran. Ukazte, ze G ma bud vrchol stupné jedna, nebo izolovany
vrchol.

hvic 13. Dokazte, Ze pro kazdy graf G existuje graf NV takovy, ze N je pravidelny stupné A(G) a G je

3 indukovany podgraf grafu N.

RSV 14. Dokazte matematickou indukeci vzhledem k poc¢tu hran: Pro kazdy graf G s n vrcholy
U1,V2,...Upn, kde n > 1 a h(G) oznac¢ime pocet hran daného grafu, plati

Z deg(vi) = 2h(Q).

i=1

15. Pro nésledujici graf na obrdzku 1.11 sestavte inciden¢ni matici a matici sousednosti.

Obrazek 1.11: Diagram grafu k pifkladu 15

A 16. Zamyslete se nad definici matice sousednosti a incidenéni matice obecného grafu.
= 17. Cemu se rovnd soucet prvki fadku, resp. sloupce v incidenéni matici obecného grafu?
18. Cemu se rovnd soucet prvku fadku, resp. sloupce v matici sousednosti obecného grafu?

19. Muze mit inciden¢ni matice jednoduchého grafu dva shodné f4dky nebo sloupce? Jak je tomu
u obecného grafu?

%
to m
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Kapitola

Cesty, cykly a souvislost

2.1 Sled, tah, cesta a cyklus

V tivodu tohoto skripta jsme hovorili o moznosti reprezentace mest, kiizovatek jako vrchold a spoj-
nic mezi mésty a kiizovatkami pomoci hran v grafu. Pokud ve skuteéném zivoté budeme projizzdet,
prochézet mésty, kiizovatkami z mésta A do mésta B, hovoifme o tom, 7Ze jsme zvolili cestu, respek-
tive trasu. V této kapitole zavedeme pojmy, které se budou tykat néceho podobného, ale tentokrat
se budeme ,,pohybovat® grafem.

1=| Definice 2.1
Sledem bude nazyvat posloupnost vg,e1,vi,€2,...,€n,Vn, kde n > 1 a e; je hrana s koncovymi
vrcholy v;—1 a v;, kdei=1,2,...,n.

7 definice vyplyva, ze ve sledu se mohou nékteré hrany, tzn. i vrcholy opakovat. Protoze
v tomto skriptu uvazujeme pouze jednoduché grafy, muzeme zjednodusit zdpis posloupnosti ze
ZApisu vg, €1,V1, €2, - . ., €n, Up NA V0, V1, - -, Un- Jinymi slovy, nemusime psét hrany, postaci ndm za-
pisovat vrcholy, a protoze v grafu neuvazujeme nasobné hrany, miizeme vybrat mezi dvéma vrcholy
jen jednu hranu. Sled je v jednoduchém grafu jednoznacné urcen i posloupnosti hran. Na obrazku
2.1 je pifklad jednoho ze sledi daného grafu.

Pro sled vg, v1, . . . , v, miZzeme pouzit oznaceni (vo, v,)-sled. Takové oznaceni neni jednoznacné,
muze existovat vice (v, vp)-sledu.

Dalsim pojmem je tah. U definice tahu budeme vychdzet z pojmu sled.

& Definice 2.2

Tah je sled, ve kterém se zadna hrana neopakuje.

U tahu muzeme tedy ,projit* nékterym vrcholem vicekrat, ale pokazdé k tomu musime pouZit
jiné hrany. Mizeme si predstavit, ze termin tah je spojen s tlohou nakreslit néjaky obrézek jednim

18
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Vg vt

Sled: vy, vs, vg, U7, V4, Vs, VT, Vg, U2
Oznageni (vy,v2)-sled (v1, v2)-tah: vi, v3,v4,v7,v5, V4, V2

Obrazek 2.1: Sled grafu Obrézek 2.2: Tah grafu

tahem, napi. domecek. Tentokréte ale uvazujeme, ze nakreslime (projdeme) kazdou hranu pravé
jednou. Obecné tah nemusi obsahovat vSechny hrany grafu. Piiklad tahu je na obrazku 2.2.

Pro tah jsme pouzili omezeni, 7e se nesmi{ opakovat hrany. Nyni jesté podminku zpiisnime,
nebudou se moci opakovat ani vrcholy a tim definujeme cestu.

= Definice 2.3

Cesta je tah, ve kterém se neopakuje zadny vrchol.

V cesté se neopakuji vrcholy, z toho vyplyva, ze se také neopakuji hrany. Kazd4 cesta je tedy
tahem i sledem. Tah je vzdy sledem, ale ne cestou. Piiklad cesty je na obrazku 2.3.

Cestu na n vrcholech budeme oznacovat P,. Je-li P, né&jaka (vy, Uy )-cesta, potom vrcholy v; a
un nazyvdme koncovymi vrcholy a vSechny jeji ostatni vrcholy vnitrnimi vrcholy této cesty.

= Definice 2.4

Uzavienym sledem resp. tahem nazyvame sled resp. tah, jehoz prvni a posledn{ vrchol splyvaji.

Z kazdého sledu z vrcholu u do vrcholu v lze vybrat cestu z « do v. Pokud se ve sledu vysky-
tuje vrchol, ktery si oznacme jako w, vicekrat, odstranfme ze sledu vSe mezi prvnim a poslednim
vyskytem vrcholu w. Timto zptisobem zkracujeme sled pro kazdy opakujici se vrchol. Ve vysledku
se zadny vrchol neopakuje, tzn. Ze jsme ziskali cestu.
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(251 (2]

vz

U U7

(1’1-, ’L"z)-C’GSt‘cii U1, Vg, Us, U7, U4, U2

Obrazek 2.3: Cesta grafu

1= Definice 2.5

Predpoklddejme, ze mezi sousednimi vrcholy u a v existuje (u,v)-cesta, kterd ma vice nez jednu

hranu. Pak (u,v)-cesta spolu s hranou uv tvoif cyklus.

Jestlize P, je (u,v)-cesta s vice nez jednou hranou, pak cyklus na n vrcholech oznacujeme Ch.

& Definice 2.6

Délkou tahu, cesty nebo cyklu rozumime pocet jeho hran.

Cyklus C,, mé tedy délku n, zatimco cesta P, ma délku n — 1. Nejkrats{ cesta je P, a nejkratsi
cyklus Cjs.

2.2 Dosazitelnost, souvislost, vzdalenost v grafu, excentricita,
pramér a polomér
Vzdélenosti vétsinou chceme neformalné vyjadfit vzédjemnou polohu mist, bodu, vrcholi. 'V teorii

grafil zavedeme také pojem vzdalenost. Fakt, zda mezi dvéma misty existuje cesta, souvisi s pojmem
dosazitelnost. Na zdkladé dosazitelnosti muzeme definovat souvisly graf.

& Definice 2.7

Vzdalenost vrcholu u od jiného vrcholu v je délka nejkratsi cesty z vrcholu u do vrcholu v.

Vzdélenost vrcholu u od jiného vrcholu v oznaéujeme dist(u, v), pokud bychom chtéli zduraznit,
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ze dané vrcholy patii grafu G, potom pouzijeme dists(u,v). Pro vzdalenost vrcholu u od vrecholu u
plati dist(u,u) = 0 a to plati pro kazdy vrchol u libovolného grafu G.
Déle pro libovolné vrcholy u, v, w platf

dist(u,v) < dist(u,w) + dist(w,v)
a je-li dist(u,v) > 1, pak existuje vrchol grafu w takovy, Ze je rtizny od vrchold u, v a plat
dist(u,v) = dist(u, w) + dist(w,v).

V jednoduchych grafech bez ohodnoceni hran je délka mezi sousednimi vrcholy jednotkov4, tzn.
pokud by vrcholy reprezentovaly mésta Opava, Ostrava, Brno, Praha a byly by to vrcholy, které
Jsou spojeny hranou, tak bychom zanedbali, Ze skute¢né vzddlenosti téchto mést navzijem nejsou

stejné.

= Definice 2.8

Vrchol v je v grafu G dosazitelny z vrcholu u grafu G, jestlize v grafu G bui existuje cesta z vrcholu

u do vrcholu v, nebo je u = v.

Funkce vzdalenosti i dosazitelnosti je symetrickd. Pro vzdalenost kazdych dvou vrcholi u a v li-
bovolného grafu G plati dist(u,v) = dist(v,u). Nenf-li vrchol u dosazitelny z vrcholu v, pak definu-
jeme dist(u,v) = oco.

& Definice 2.9

Souvisly graf je graf, ve kterém jsou z libovolného vrcholu dosazitelné vSechny ostatni vrcholy.

Souvisly graf bychom mohli definovat i tak, ze graf je souvisly, pokud existuje cesta mezi
libovolnymi dvéma vrcholy. U souvislého grafu vzdalenost piedstavuje celé nezdporné &islo.
Zamysleme se, kolik hran mé4 souvisly graf nejméné a kolik nejvice.

\% Véta 2.1
Je-li G souvisly graf, potom plati |E(G)| > |[V(G)| — 1.

v

Vétu a ditkaz véty matematickou indukef je mozné najit v [7].

Tato véta urcuje dolni mez pro pocet hran souvislého grafu. Maximalni pocet hran bude mit graf,
ve kterém bude platit, Ze kazdé dva vrcholy jsou koncovymi vrcholy jedné hrany. Grafy s maximalnim
poctem hran nazyvame wplnymi grafy. Pokud bychom si polozili otdzku, kdy v dané vété nastava
rovnost, tak nastdva pro specidlni typ grafu, ktery nazyvame strom. Stromy popiSeme hned v dals{
kapitole.

& Definice 2.10

Nesouvisly graf je graf, ve kterém existuje dvojice navzajem nedosazitelnych vrcholi.




KapitoLAa 2 CESTY, CYKLY A SOUVISLOST 22

Diagram nesouvislého grafu vypada tak, ze se sklads z nekolika ¢asti. Tyto ¢asti nazyvame
komponentami grafu.

I Definice 2.11

Komponenta grafu je maximélni souvisly podgraf daného grafu G.

=B |

Komponenta grafu je tedy souvisly podgraf, ktery neni vlastnim podgrafem zadného souvislého
podgrafu grafu G. Pocet komponent grafu G oznacujeme w(G). Pokud je graf souvisly, obsahuje
jednu komponentu, pokud je nesouvisly, obsahuje vice komponent. Nesouvisly graf ma minimalné
dvé komponenty.

Se vzdélenosti souvisi i pojem excentricita, primér a polomeér grafu.

& Definice 2.12

Excentricita vrcholu u je rovna vzdélenosti vrcholu u od takoveho vrcholu v, ktery je v daném grafu

G od u nejvzdalenéjsi.

Excentricitu oznacujeme ecc(u). Z matematického hlediska mizeme excentricitu definovat
ecc(u) = maxyey () dist(u,v).

s Definice 2.13

Pritmér nebo také diametr grafu je maximéln{ excentricita vrcholi v grafu.

Primmér oznaéujeme diam(G). Co se tyce matematického zépisu, tak prumér vypocteme podle
vzorce diam(G) = max,ey (¢ ecc(v). To znamend, ze uréime excentricitu kazdého vrcholu v daném
grafu a maximum z danych excentricit je rovno pruméru grafu.

(& Definice 2.14

Polomér nebo také radius grafu je nejmensi excentricita vrcholu v grafu.

Polomér oznacujeme rad(G). Uréime excentricitu kazdého vrcholu v daném grafu a minimum
z danych excentricit je rovno poloméru, plati tedy rad(G) = min,ecy () ecc(v).

Piiklady uréeni priméru a poloméru grafu jsou na obrazku 2.4.

V nesouvislém grafu G plati ecc(u) = oo pro kazdy vrchol u gratu G, to znamena, 7Ze
diam(G) = rad(G) = oo.

Pojmy polomér a prumér mame spojené s kruznici nebo kouli a vime, ze prumér je roven

dvojnasobku priméru. V dalsi vété uvedeme, jaké vztahy plat{ pro polomér a prumeér v teorii grafu.
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ame
I
; mazr ecc = 2 mazx ecc = 3
= max ecc = 2 . .
<ho . . main ecc = 1 min ecc = 2
min ecc = 2 . . . .
. . diam = 2 diam = 3
diam = rad = 2 ;
rad =1 rad = 2

Obrazek 2.4: Prumér a polomér grafu

\% Véta 2.2
V kazdém grafu G je rad(G) < diam(G) < 2 - rad(G).

\%

Dukaz dané véty nalezneme v [4].
Pokud si polozime otézku, jestli muze i v teorii grafu platit, ze diam(G) = 2 - rad(G), tak
odpovime ano a piiklad takového grafu muzete vidét na druhém grafu zleva na obrézku 2.4.

A| Reseny piiklad 2.1

Silni¢n{ sit zahrnuje 2n mést, z nichZ z kazdého mésta vede n silnic do ostatnich mést. Existuje

silniéni trasa mezi libovolnymi dvéma mésty?

Nejdrive danou ilohu preformulujeme do teorie grafu. Mame dokdzat, ze graf o 2n vrcholech,

z nichz kazdy je stupné alespon n, je souvisly.

Provedeme dikaz sporem. Budeme predpokladat, ze graf neni souvisly a ze tedy existuje vice
b nez jedna komponenta. Potom existuje komponenta, kterd mé nejvyse n vrcholu. Kazdy vrchol v
této komponenty muze byt spojen jen s vrcholy stejné komponenty, tzn. ze muize byt stupné nejvyse
n—1. To ale odporuje pfedpokladu. Vrchol v musi byt tedy spojen alespon s jednim vrcholem druhé

! komponenty, ale to potom je dany graf souvisly. Coz jsme méli dokazat.

mum ,8<

m | NereSené priklady

1. U 4-pravidelného grafu naleznéte uzaviené tahy, které obsahuji:

e 4 hrany,

e 5 hran,

e 6 hran,

e 10 hran.
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. Dokaite, ze plati-li v jednoduchém grafu o n vrcholech (n > 3), ze soucet stupiiu libovolnych

dvou nesousednich vrcholi je nejméné n, potom je graf souvisly.

. Dokazte, ze v kazdém grafu G se stupiiovou posloupnostf (2,2,2,2,2,2,2,2,1, 1) existuje cesta

spojujici oba vrcholy stupné 1.
Ukazte, ze existuje-li v G (u,v)-sled pro dva rizné vrcholy u, v, potom tam existuje také
(u,v)-cesta.

Dokazte, ze kazdé dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu maji spole¢ny vrchol.

6. Necht u je vrchol lichého stupné v grafu G. Ukazte, ze potom v grafu G existuje (u,v)-cesta

do vrcholu v, ktery je také lichého stupne.

7. Dokazte, 7e je-li & > 2, potom G obsahuje cyklus.

8. Dokazte, ze G(V, E) je souvisly prave tehdy, kdyz pro libovolny rozklad vrcholové mnoziny V'

a dvé mnoziny U a W existuje hrana e = uw € E takové, ze w € W. Mnoziny U a W tvori
rozklad V, jestlize UUW =V aUNW =0.

. Urcete prameér tplného grafu K.
10.

Dokazte, ze pro libovolnd pfirozend ¢isla n, m, spliiujici podminku n < m < 2n, existuje graf
G takovy, ze rad(G) = n a diam(G) = m.
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Kapitola

Stromy a kostry

3.1 Strom

S grafem nazgyvanym strom se kazdy z nds uz setkal. Minimalné v okamziku, kdy mél za tkol
na zakladni skole sestavit rodokmen. Se stromy se muZeme potkat i v genetice, kde se zkoumaji
deédicné vlastnosti zivych organismi. Se stromem se mizeme setkat pii sestavovéani algoritmil, kde
se pouzivaji tzv. rozhodovaci stromy, pomoci nichz lze velmi piehledné znézornit viechny mozné
odpovédi na urcitou skupinu otézek s pfedem vymezenymi volbami odpovéd{ na jednotlivé otazky.
I v programovéni jsou stromy velmi dulezity druh datovych struktur a mohou byt vyuzity napiiklad
pii prekladu z programovacich jazyki, potom se dané stromy nazyvaji syntaktické stromy, nebo tzv.
vyhledédvaci stromy, atd.

V minulém stoleti studovali stromy zejména A. Cayley, G. Kirchhof a G. K. Chr. Staudt.
Kirchhof a Staudt k nim dospéli r. 1847 soucasné a kazdy z jiného podnétu: prvni pti fyzikdlnim
vysetfovani a vedeni elektrického proudu, druhy pti matematickych tvahdch v souvislosti s tzv.
Eulerovou vétou o mnohosténech. A. Cayley vénoval stromiim pozornost pro jejich uzky vztah
k nekterym strukturnim vzorcum v organické chemii. [16]

Stromy pati{ mezi nejjednodussi typy ze vsech grafi. V teorii grafii se stromem rozumi graf,
Jehoz pifklady je mozno vidét na obrazku 3.1. Vlevo dany strom skutec¢né pfipomind strom v piirodé,
uprostred se dany graf nazyva hadem a tiplné vpravo hvézdou.

Obrézek 3.1: Piiklady stromu

25
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Pokud bychom se podivali na molekuly uhlovodikt C,Hap 2, tak skutecné lze pouzit reprezen-
taci pomoci grafi nazyvanych stromy.

H H H H H H

l | ]

H—C—H H—C—C—H H v Qo G — O = H

| | L

H H H H H H

Obréazek 3.2: Molekuly uhlovodikt CpHap 2

& Definice 3.1

Acyklicky graf je graf, ve kterém zddny jeho podgraf neni cyklem.

Strom muzeme definovat vice zpiisoby. Asi nejbéznéjsi definice je definovan{ stromu na zaklade
vlastnosti acykli¢nosti a souvislosti.

1=] Definice 3.2

Strom je graf, ktery je acyklicky a souvisly.

Tato definice ndm ale moc nepomuze zjistit, jestli je dany graf stromem. Souvislost lze overit
snadno, s neexistenci cyklu je to ovSem horsi. Proto pouzijeme i dalsi charakteristiky stromi, které
uvedeme pozdéji.

Strom na n vrcholech oznacujeme T,.

i1=| Definice 3.3

Les je graf, ktery je acyklicky.

Les je tedy graf, jehoz kazda komponenta je stromem a neobsahuje cyklus. Strom je oproti lesu
navic souvisly. Pifklad grafu, ktery je lesem, je na obrazku 3.3. Les tedy nemusi byt souvisly a
samoziejmé kazdy strom je také les.

s

Obréazek 3.3: Les
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V| Véta3.l

Kazdy souvisly graf ma faktor, ktery je stromem.

A%

Diikaz: Pokud bude graf obsahovat cyklus, odstranime libovolnou hranu tohoto cyklu. Souvislost
grafu ziistane zachovana. Odebirani hrany z cyklu opakujeme tak dlouho, pokud v grafu existuje
alespori jeden cyklus. Ziskame tim graf, ktery bude acyklicky a souvisly, tzn. bude stromem. O

V dalsf vété stanovime postacujici podminku, aby v grafu existoval vrchol stupné 1. Je ziejmé,
7e strom s jedingm vrcholem stupné 1 neexistuje, stupné 1 jsou vzdy nejméné dva vrcholy. Pro
diikaz véty 3.1 ndm postaci dokdzat existenci jednoho vrcholu stupné 1.

V| Véta3.2

Kazdy strom s alespori dvéma vrcholy mé nejméné jeden vrchol stupné 1.

\%

Diikaz: Dukaz provedeme nepifmo. UkdZeme, Ze z neplatnosti tvrzeni by vyplyvala neplatnost
predpokladu. Pro strom se dvéma vrcholy je tvrzeni ziejmé, oba jeho vrcholy jsou stupné 1.
Predpoklddejme, ze pocet vrcholu je n, kde n > 3, a kazdy z téchto n vrchold je stupné alespon 2.

Necht v; je libovolny vrchol a vs je jeden z jeho nejméné dvou sousedt, protoze kazdy vrchol je
stupné alespoii 2. Vrchol vy mé tedy nejméné jednoho dalsiho souseda, necht je to vrchol v3. Protoze
i vrchol v3 je stupné alespoit 2, musi mit dalstho souseda, rizného od vrcholu ve. Timto sousedem
nemuze byt vrchol vy, nebof v tomto piipadé by T,, obsahoval cyklus C3 = v1,v2,v3,v1, coZ neni
podle definice stromu mozné.

Obecné v i-tém kroku vrchol v; sousedi kromé vrcholu v;—; jesté s néjakym dalsim vrcholem.
Tim nemuze byt zadny z vrcholu vy, ve,. .., v;_2, protoze potom by graf T, obsahoval cyklus.

V n-tém kroku piiddme vrchol vy, ten vSak kromé vrcholu v,—; musi byt sousedni s nékterym
dalsim vrcholem, tedy s jednim z vrcholu vy, vs,...,v,—2, pak ale graf T;, obsahuje cyklus, coz je
spor s predpokladem, ze graf T), je strom. Situace vidime na obrazku 3.4, kde je dobife patrna
sousednost vrcholu.

Z uvedeného vyplyva, Ze alespon jeden vrchol musf byt stupné mensiho nez 2. Protoze strom je
souvisly, tento vrchol nenf stupné 0, ale Ze je stupné 1, coz jsme méli dokazat. Tim je dikaz hotov.

O

V| Véta3.3

Necht T}, je graf na n vrcholech. Potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. T, je strom;
2. T, je acyklicky a souvisly;
3. T, je acyklicky a ma n — 1 hran;

4. T, je souvisly a ma n — 1 hran.
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Obrézek 3.4: Tlustrace k ditkazu véty 3.1 — existuje vrchol stupné 1

Vidfme, ze bychom méli provést dikaz ekvivalence vice nez dvou tvrzeni. Vyuzijeme nésledujici
zjednoduseni a to, ze pro provedeni dukazu ekvivalence p tvrzeni stacf ukdzat pouze p+ 1 implikact:
)=>2)=3)=4)=...p)=1).

Diikaz: Tvrzeni 1) a 2) jsou ekvivalentni, nebot 2) je definici stromu.

2) = 3) Graf T}, je acyklicky a souvisly = graf T, je acyklicky a ma n — 1 hran.

Stac¢l nam ukézat, Zze strom ma n — 1 hran. Pouzijeme ditkaz matematickou indukci vzhle-
dem k poétu vrcholi. Dané tvrzeni plat{ pro strom s jedinym vrcholem, coz je graf, ktery nema
74dné hrany. Predpokldddme, ze tvrzeni plati pro libovolny strom s n vrcholy, a na zdkladé tohoto
predpokladu ukézeme, zZe tvrzeni plati pro libovolny strom s n + 1 vrcholy.

Necht Ty 41 je libovolny strom s n + 1 vrcholy. Podle predchozi véty obsahuje vrchol stupné 1,
oznaéme ho jako vrchol v. Pokud vynechdme vrchol v z grafu, dostaneme graf, ktery je souvisly
a acyklicky, to znamend, ze dany graf je tedy strom s n vrcholy a podle indukéniho piedpokladu
mé4 pravé n — 1 hran. Protoze puvodni graf T),+1 obsahoval navic pouze jedinou hranu, je tvrzeni
dokézano.

3) = 4) Graf T, je acyklicky a mé n —1 hran = graf T}, je souvisly a md n — 1 hran.

Staci ukéazat, 7e acyklicky graf na n vrcholech s n — 1 hranami je souvisly. Budeme dokazovat
sporemn.

Piedpoklddejme, ze graf T, neni souvisly a sklddd se z k komponent S1,89,...,Sk. Kazda
z téchto komponent je acyklickd, tedy je stromem a dany graf je vlastné lesem. Oznaéime-1i n;
pocet vrcholit komponenty S;, potom pocet hran grafu je rovny souctu poctu hran jednotlivych
komponent a plati tedy Zle(m — 1). Podle predpokladu ma tento graf n — 1 hran, plat{ tedy
Zle(ni -1) = Zle n; —k = n — 1. Z toho vyplyvé, ze k = 1. Pokud k£ = 1, ma T}, jednu
komponentu, tedy dany graf neni nesouvisly, ale souvisly, coz jsme chtéli dokazat.

4) = 2) Graf T, je souvisly a mé n — 1 hran = graf T}, je acyklicky a souvisly.

Budeme dokazovat opét sporem.
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Necht T;, je souvisly graf na n vrcholech s n — 1 hranami. Budeme pfedpokladat, ze dany graf
neni acyklicky, tedy obsahuje cyklus, napfiklad cyklus vy, ve,...,vm,v1, & ukdZeme, Ze toto tvrzeni
je ve sporu s nasim predpokladem.

Vynechame-li z grafu T, hranu v,,v;, dostaneme graf s n — 2 hranami, ktery je stdle souvisly.

Jestlize totiz vrchol v; je dosazitelny z vrcholu v1 v grafu T;, po cesté vi,vj,...,v;, kde j # m,
potom je po této cesté dosazitelny i v gratu T}, — vivy,. Pokud je dosazitelny po cesté vy, vm, .. ., s,
potom je v T, — viv,, nadale dosazitelny po cesté vi,va, ..., Vm—1,Um,...,;.

K tomu, aby graf G byl souvisly, jisté staci, aby kazdy vrchol v; byl dosazitelny z néjakého
pevné zvoleného vrcholu, napiiklad v;.

Jestlize graf T, — vj vy, obsahuje cyklus, opakujeme ptredchozi krok tak dlouho, dokud nedosta-
neme acyklicky souvisly graf. Ten vSak v kazdém ptipadé obsahuje nejvyse n — 2 hran, protoze jsme
vynechali nejméné jednu z ptuvodnich n — 1 hran.

To je spor s predpokladem. Proto T}, neobsahuje cyklus, a tim je dikaz hotov. O

Vztah mezi po¢tem hran a po¢tem vrcholi u stromu méd pojmenovani, a to Euleriv vzorec
(h=n-1).

V dalsf vété stanovime nutnou a postacujici podminku, aby graf byl stromem. Stanoveni ne-
trivialnf nutné a postacujici podminky umozinuje charakterizovat grafy s danou vlastnosti pomoci
odlisné vlastnosti nebo vice vlastnosti.

A% Veéta 3.4

Graf je stromem pravé tehdy, kdyz kazdé dva jeho ruzné vrcholy jsou spojeny jedinou cestou.

\%

Diikaz: Véta ma tvar ekvivalence. Dikaz tedy bude mit dvé ¢dsti, budeme dokazovat dvé implikace.
Nejdiive dikaz zleva doprava (=).
Danou implikaci budeme dokazovat sporem. Je-li graf stromem, potom je graf souvisly a tedy
kazdé dva vrcholy jsou spojeny aspon jednou cestou.
Predpokladejme, Ze dva rizné vrcholy vy a v, jsou spojeny dvéma riznymi cestami:

P = Vo, U1y - -+, Up—1,Up, Q = V0, ULy ..., Us—1,Us = VUp.

Kazda z téch cest muze mit riznou délku, dulezité je, ze maji nejméné dva spoleéné vrcholy
a to vrcholy wg,v,. Spole¢nych vrcholu vSak muze byt i vice. Necht je vrchol v; posledni takovy
spole¢ny vrchol pted rozdélenim cest P a Q, tzn. v1 = uy,...,v; = uj, viy1 # uit1. Mlze tedy platit
také, zZe vrchol v; = vg, ale pro indexy musi platit ¢ < s.

Necht v; je nejblizsi vrchol k vrcholu v; na cesté P takovy, Ze j > 4 a pfitom vj zarovei
lezi na cesté @ a dalsi vrcholy pted vrcholem v; az po vrchol v;4; na cesté @ uz nelezi, tzn.
Vitly .-, Vj—1 & Q, vrchol v; = v (i < k < s, pfiCemz muze byt i vj = viyq).

Potom vrcholy v;, viy1,...,vj-1,vj = Uk, Ug—1, Uk—2, - - ., Ui+1,U; = v; tvori cyklus, tim dosté-
vame spor s definici stromu, protoze strom je acyklicky, tzn. neobsahuje cyklus. Kazdé dva vrcholy
jsou tedy spojeny jedinou cestou. Pro snadnéjsi pochopenf dukazu je situace zndzirnéna na obréazku

3.5, kde je ¢ast grafu pro demonstraci cest P a Q.
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Q Uz U3 Uy Us
Obrazek 3.5: Dukaz — jedina cesta

Nyni dikaz zprava doleva (<).

Jsou-li dva kterékoliv vrcholy spojeny cestou, je graf souvisly. Zbyva ukézat, Ze z toho, ze
takové cesta je pro libovolnou dvojici vrcholu jedind, vyplyvd, Ze graf je acyklicky. Ukdzeme tedy
opét neprimo.

Piedpoklédejme, ze graf obsahuje cyklus vy, v2, . .., vg, v1. Potom ale z vrcholu v1 do vrcholu vy,
vedou dvé ruzné cesty, totiz vi,ve,...,vx a hrana vivg, oz je spor s piedpokladem, ze dand cesta
je jedina. O
3.2 Kostra

Kazdy souvisly graf G obsahuje podgraf, ktery je stromem a nazyva se kostra grafu G. Z této véty
je zFejmé, 7ze kostra miiZe existovat pouze tehdy, je-li graf G souvisly.

1=| Definice 3.4

Kostra je libovolny souvisly acyklicky faktor grafu G.

Kostra grafu je jeho nejmensi souvisly faktor, majici nejméné hran pfi daném poctu vrcholti.
V grafu, ktery ma n vrcholi, ma jeho kostra n — 1 hran. Kostra grafu neni urcena jednoznadéné.

Hled4ni koster souvislych grafi m4 mnoho aplikaci. Je zajimavé hledat kostru v komunikacénich
sitich, dopravnich sitich apod. Samoziejmé dané tlohy jsou spojeny predevsim s néklady na udrzbu
dané sité. Praktické vyuzit nalezeni kostry daného grafu ukazeme v jedné z dalsich kapitol. Algo-
ritmus nalezenf minimaln{ kostry aplikujeme na tlohu tykajici se udrzovani sjizdnosti komunikaci
ve snéhové kalamité a abychom uréitym zpiisobem zohlednili ndro¢nost a délku cest mezi jednot-
livymi mésty, kiizovatkami, budeme muset hrandm piifadit ¢islo, které bude délku a narocnost na
udrzeni sjizdnosti reprezentovat.

= Definice 3.5

Hvézda je strom, ktery obsahuje nejvyse jeden vrchol stupné vyssiho nez 1.

Autorem dalif véty je Cayley a ifkd ndm, kolik existuje stromt na dané mnozineé vrcholt.
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\'%

Véta 3.5

Pocet navzajem riznych stromi na pevné dané mnoziné n vrcholi, kde n < 2, je n™ 2, [4]

A

Reseny priklad 3.1

Dokazte, Ze graf o n vrcholech a n hranich obsahuje cyklus.

Budeme predpoklddat, Ze se jedna o souvisly graf. Jinak by v daném grafu musela existovat

alespon jedna komponenta, kterd m4 alespoii tolik hran, jako je vrcholi. Kdyby se jednalo o strom,

platilo by pro pocet hran h = n — 1. Souvisly graf, ktery nenf stromem, tedy nenf acyklicky, mus{

obsahovat alespofi jeden cyklus.

% |

m

1.

e e e
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A

Neresené priiklady

Mys hledd potravu v bludisti podle obrdzku 3.6. Piedpoklddejme, e ze slepé chodby se
vrati na nejblizsi kizovatku a vyda se dosud nevyzkouSenym smérem. Nakreslete strom viech
moznych tras, které muze obéhnout. Naleznéte nejdelsi a nejkratsf trasu.

wil

1= start 1 3 b i

Obrazek 3.6: Bludisté — mys

Dokazte, Ze graf je stromem pravé tehdy, je-li souvisly, ale odstranénim libovolné hrany
prestane byt souvisly.

Dokazte, ze kazdy netrividlni strom 7' m4 nejméné dva vrcholy stupné 1. (Népovéda: Ukazte,
ze je-li dist(u,v) = diam(T'), potom deg(u) = deg(v) = 1).

Dokazte, ze T;, na alespori tfech vrcholech je cesta pravé tehdy, kdyz A(T,) = 2.

Dokazte, Ze Tp, je cesta pravé tehdy, kdyz obsahuje pesné dva vrcholy stupné 1.

Dokazte, ze v grafu G existuje kostra pravé tehdy, je-li souvisly.

Nakreslete graf o sedmi vrcholech, ve kterém existuje pro kazdé dva vrcholy pravé jedna cesta,
kterd je spojuje.

Kolik vrcholii stupné 1 muze mit strom o dvou a vice vrcholech maximalné a kolik minimalné?

9. Dokazte, ze kazdy netrividln{ strom m4 nejméné dva vrcholy stupné 1.

10.

11.

Dokazte, ze grat G(V, E), ktery je acyklicky a pro néjz plati n = h + 1, je strom. n je podet
vrchold a h je pocet hran grafu.

Dokazte, ze graf na n vrcholech s ¢ komponentami mé alespoii n — ¢ hran.
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12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.
24.

25.

Dokazte, ze T, je hvézdou praveé tehdy, kdyz A(T,) =n — 1.

Nechf A(T,) = k. Dokazte, Ze potom T}, obsahuje alespoii & vrcholu stupneé 1.

Nechf F, je les s k komponentami. Dokazte, ze h(Fy,) =n — k.

Dokazte, ze ma-li graf G s alesponi jednou hranou viechny vrcholy sudého stupné, potom G
obsahuje cyklus.

Dokazte, ze je-li § > 2, potom G obsahuje cyklus délky alespoii 6(G) + 1.

Je dano k krabic. V nékterych je opét k krabic. Plnych krabic (tj. krabic obsahujicich dalsi
krabice) je m. KdyZ otevieme vSechny plné krabice, kolik bude prézdnych (tj. zavienych)
krabic? Nezapomeiite na grafovou interpretaci.

Jsou dény 3 listy papiru. Nékteré z nich rozstfihneme na 3 kusy atd. Kolik kust papiru celkem
vznikne, jestlize bylo rozstithano k kusu papiru? Ulohu déle zobecnime tak, Ze listu papiru je
puvodné m a stifhdme na 4 kusy. Ulohu zobecnime tak, Ze stithdme m listu papiru, z nichz
kazdy stifhdme na n dili. Ulohu provedeme pro m =5 a n = 5. Muzeme po nékolika stopach
stithani dostat 71 kust? Nezapomeiite na grafovou interpretaci dané tlohy.

Ukate, 7e strukturni vzorec alkanit C,,Hapqo je (pro kazdé n) strom. Atom vodiku je jedno-
mocny, atom uhliku ¢tyfmocny.

Kolik koster mé kompletni graf K, Ko, K3 a K47

Za jakych podminek mtiZe mit souvisly graf nékolik riznych koster?

Je mozné, aby v souvislém grafu existovaly dvé ruzné kostry, jez nemaji Zadnou spolecnou
hranu?

Nakreslete véechny stromy s méné nez osmi vrcholy.

Z grafu G na obrézku 3.7 odstrante nékteré hrany tak, aby vznikla kostra gratu G. Kolik hran
je tFeba odstranit ze souvislého grafu G, ktery ma m hran a k vrcholu, abychom dostali kostru
grafu G?

Obréazek 3.7: Vytvoren{ kostry grafu

Je zadén graf podle obrazku 3.8. Jaky nejvétsi pocet hran muzeme v grafu odstranit, aby
zustal souvisly?

Obrézek 3.8: Kostra grafu — pocet odstranénych hran
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Kapitola
 / /

Specialni grafy

V této kapitole definujeme uplny graf, tplny bipartitni graf, bipartitni graf, dplny r-partitni graf,

multipartitni graf.

4.1 U’plné grafy

= Definice 4.1

Uplny neboli kompletni graf na n vrcholech je graf, ve kterém je kazdy vrchol sousedni se viemi
ostatnimi vrcholy.

Danou definici bychom mohli napsat i tak, ze tplny graf je takovy graf, jehoz kazdé dva ruzné
vrcholy jsou spojeny hranou. Kazdy tiplny graf o n vrcholech je tedy pravidelnym grafem (n — 1)-
stupné. [7] Uplny graf na n vrcholech oznacujeme K,. Na obrdzku 4.1 vidime pifklady tplnych
grafu.

Obrazek 4.1: Piiklady kompletnich grafu
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4.2 Bipartitni grafy

& Definice 4.2

ijlrly bipartitn{ nebo také kompletn{ bipartitn{ graf na n + m vrcholech je graf, jehoz vrcholova

mnozina je sjednocenim dvou disjunktnich podmnozin A a B, hranova mnozina E obsahuje vSechny
mozné hrany, jejichz jeden koncovy vrchol patii do mnoziny A a druhy do mnoziny B, a Zddné dva
vrcholy mnoziny A resp. B nejsou navzajem spojeny hranou.

Mnoziny vrcholtt A a B bipartitnfho grafu nazyvame partitami daného grafu. Upln}'f bipartitni
graf oznac¢ujeme K, ,,. Pifklad tiplného bipartitniho grafu K45 vidime na obrazku 4.2.

Obréazek 4.2: Uplny bipartitni graf Ky 5 Obrazek 4.3: Bipartitni graf Lag

Formélnéjsi definice tiplného bipartitntho grafu je: Ky m: |A| = n, |B| = m, V(K m) = AU B,
ANB=0, E(Knm)={abla€ Abe B}.

7 daného matematického zapisu mizeme &ist, ze uplny bipartitni graf je definovany nésledovneé:
pocet prvki mnoziny A je n (miZeme to interpretovat i tak, Ze mohutnost mnoziny A je n) a pocet
prvkt mnoziny B je m, vrcholovad mnoZzina V (K, ) je sjednocenim mnoziny A a mnoziny B, které
nemaji zadny spolecny prvek, tedy jejich prunik je prazdnd mnozina, hranovd mnozina tplného
bipartitnfho grafu je mnozina vsech hran ab o koncovych vrcholech a a b, kde vrchol a je prvkem
mnoziny A a vrchol b je prvkem mnoziny B.

U dplného bipartitniho grafu spojujeme hranou kazdy vrchol jedné partity s kazdym vrcholem
druhé partity. Pokud by néjaks hrana pti zachovani vSech ostatnich podminek chybéla, uz se nejedna
o dplny bipartitni graf, ale o graf bipartitni, jehoz definici nyni uvedeme.
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1 Definice 4.3

Bipartitni graf na n+m vrcholech je graf, jehoz vrcholovd mnozina je sjednocenfm dvou disjunktnich
podmnozin A a B, a hranovd mnozina E obsahuje hrany, jejichZ jeden koncovy vrchol lezi v mnoziné
A a druhy v mnoziné B, a zadné dva vrcholy mnoziny A resp. B nejsou navzéjem spojeny hranou.

Formalnéjsi definice bipartitniho grafu je: Ly n,: |A| = n, [B| = m, V(Kpm) = AUB, ANB = (),
E(Kym) C{abla€ A, be B}.

V definici je oproti definici iplného bipartitniho grafu pouzita u hranové mnoziny misto operace
= mnozinova operace C. Z ¢ehoz je ziejmé, ze kazdy dplny bipartitni graf je bipartitnim grafem.
Diagram bipartitniho grafu Ly vidime na obrdzku 4.3. Dany graf neni ale tplnym bipartitnim
grafem.

Nyni definici bipartitniho grafu zobecnime. Vrcholovd mnozina nebude rozdélena na dvé dis-
junktni mnoziny, ale obecné na r disjunktnich mnozin.

= Definice 4.4

Uplny r-partitni graf (iplny multipartitni graf) Ky, n, n, je graf, jehoz vrcholovd mnozina V se
skladd ze r navzajem disjunktnich podmnozin V;, i = 1,2,...,r, kde |Vi| =n; proi =1,2,...,r, a
hranovd mnozina E obsahuje vechny mozné hrany, jejichz koncové vrcholy lezi v riznych mnozinach
ViaVj, kdei# j.

U dplného r-partitniho grafu Ky, 5, .n, Zddné dva vrcholy mnoziny V; proi =1,2,...,r nejsou
navzajem spojeny hranou. Pokud neni blize ur¢eno éislo r, hovoifme o multipartitnim grafu.

I Definice 4.5

Multipartitnim grafem nazveme podgraf tiplného multipartitniho grafu.

Pokud bipartitni graf nenf acyklicky, potom obsahuje pouze cykly sudé délky. [4] Coz vyjadifme
nésledujici vétou.

A% Véta 4.1

Graf je bipartitni pravé tehdy, kdyz neobsahuje cykly liché délky.

\'%

Dikaz této véty je mozné najit v [4].

S bipartitnimi a obecné r-partitnimi grafy se muzeme setkat v tlohach, kde je zapotiebi rozdélit
vrcholy do navzajem disjunktnich podmnozin. Napiiklad v situaci, kde jedna mnozina je mnozina
divek urcité skolni tiidy a druhd mnozina je mnozina chlapcii stejné tiidy. Pak hranou miZeme
reprezentovat, ze divka a chlapec spolu tané¢f na hodindch tance. Potom se urcité bude jednat
o bipartitn{ graf, protoze nepfedpokldddme, ze by tancila divka s divkou nebo chlapec s chlapcem.
Nebo prvky jedné mnoziny jsou vyucujici a druhd mnoZina vyuované predméty na néjaké gkole.
Hrana predstavuje, ze dany vyucujici uéi dany predmét. Takovych pifkladi bychom mohli najit

mnohem vice.
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A Reseny piiklad 4.1
Dokazte, ze kazdy podgraf bipartitniho grafu je bipartitni.

Méjme bipartitni graf Ly, ,, kde prvni partitu tvoii vrcholy patiici do mnoziny A, Al = m
a druh4 partita je tvofena vrcholy patifcimi do mnoziny B, kde | B| = n, podle definice bipartitniho
grafu plat{ V(Ly,,) = AUB, ANB =0, E(Lmy,) C {ab|a € Abe B}.

Pro kazdy podgraf grafu Ly, , plati V/(Lm/,n/) C V(Lm,n). Potom existuje mnozina
A cV'(L,y ) amnozina B C V(L ), pro které plati A CAaB CBataké ANB =0,
Protoze jsme zadny vrchol nepfiddvali, nebudou existovat vrcholy, které by nepattily do mnoziny
A nebo do mnoziny B.

Pro kazdy podgraf grafu L, , plati E,(Lm/’n/) C E(Lyp). Pro mnozinu E(Ly, ) plati
E(Lmn) C{ablac Abe B} a také A cAaB C B, potom tedy
E(L,, )< {a'b |a € A, b e B'}. Protoze do grafu neptiddviame zadnou hranu, nebude existovat
z4dné hrana, jejiz oba koncové vrcholy by lezely pouze v mnoziné A nebo v mnozZiné B.

A

m | Neresené priklady

1. Dokazte, ze kazdy strom je bipartitni graf.

2. Necht G je pravidelny bipartitni graf s partitami U a W a alesponi jednou hranou. Ukazte, Ze
potom |U| = |W]|.

3. Urcete, kolik m4 graf G, uréeny matic{ sousednosti na obrazku 4.4, cyklu liché délky.

00000010101
00000011101
00000010011
00000000111
00000011001
00000011100
11101100000
01001100000
11010100000
00110000000

(1111100000 0|

Obréazek 4.4: Pocet cyklu liché délky

3 é




Kapitola

Izomorfizmus a automorfizmus grafu

5.1 Izomorfizmus grafu

Na obrazku 5.1 mame tii diagramy. Polozme otédzku: Které z téchto diagrami patif témuz grafu? Je
to diagram prostiedn{ a diagram vpravo. U danych diagramii grafi lze snadno poznat, Ze se jedn4
pouze o jiné nakresleni. Na obrazku 5.2 uz je rozpoznéni, ze se jedna o jiné nakresleni diagramu

Prvni dva diagramy zleva nemohou byt diagramy téhoz grafu, protoze na kazdém z téchto
diagrami vidime jinou mnozinu vrchold, ale mezi danymi grafy existuje jisty vztah. Dané grafy

jsou izomorfni.

Uz Uy Ug Uy

Obrazek 5.1: Grafy

1=| Definice 5.1

Graty G(V, E) a H(U, F) nazveme izomorfni (G = H), jestlize existuje takové prosté zobrazeni ®
mnoziny V' na mnozinu U, ze pro kazdé dva vrcholy v;, v; € V existujf vrcholy u,,us € U takové,
ze up = ®(v;), us = ®(vj), a hrana u,us = ®(v;)®(vj) patif do mnoziny F pravé tehdy, kdyz hrana

v;v; patii do mnoziny E.
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Obrazek 5.2: Rizné diagramy téhoz grafu

7 uvedené definice vidime, ze izomorfizmus zachovava sousednost i nesousednost vrcholi. Ob-
razy vrcholi, které jsou v G sousedni, budou v H také sousedni, zatimco obrazy nesousednich

vrcholit budou nezavislé. Pii zjistovani izomorfizmu se pouzivaji nasledujici porovnani:
e izomorfn{ grafy musf mit stejny pocet vrcholi a hran,
e vrcholu stupné k& muze byt izomorfizmem prifazen opeét jen vrchol stupné k,

e dvojici sousednich vrcholi muze byt izomorfizmem prifazena opét jen dvojice sousednich vr-

cholu,

e nékteré vlastnosti grafii se izomorfizmem zachovavaji (existence cest, cykly jisté délky, ...).
Dva grafy nemohou byt izomorfni, jestlize jeden z nich takovou vlastnost mé a druhy nikoliv.

Na obrézku 5.3 vidime p¥iklad izomorfniho zobrazeni. Samoziejmé, Ze danych izomorfizmu muze

existovat vice.

uy (20]
Un
Uy Uz
uz
U4
Us Uy Us

Uy —* V4 Ug — U2 U — Uy
Ug —> U3 Uy —* Us

Obrizek 5.3: Piiklad izomorfniho zobrazeni
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Stuptiovd posloupnost grafu muze izomorfizmus grafi vyloucit. Grafy s riznymi stupiiovymi
posloupnostmi nebudou izomorfni. Muzou vsak byt neizomorfni grafy se stejnymi stupriovymi po-
sloupnostmi. Na obrazku 5.4 jsou diagramy grafl, které maji stejné stupiiové posloupnosti a nejsou
izomorfni. U vrcholu jsou uvedeny stupné danych vrcholu a nikoliv oznaceni. Napiiklad prvni dva
grafy reprezentované diagramem nemohou byt izomorfni, protoze je v prvnim diagramu grafu vrchol
stupné 1 je sousedni s vrcholem stupné 3 a ve druhém diagramu grafu je vrchol stupné 1 sousedni
s vrcholem stupné 2. Nezachovavd se tady sousednost vrcholi. U nésledujici trojice grafi prvni
dvojice nemuze byt izomorfni ze stejného duvodu a posledni dva grafy nemohou byt izomorfni,

D protoze v jednom z grafi jsou vSechny tfi vrcholy tfetiho stupné navzdjem sousedni a u druhého
grafu sousedni nejsou.

[

- 3 2 1
h S ©
2

(1.2.2,2.3) (1,2,2,2.3)

g 3 2 )
1 1
1 3 2 2

Ze ] : 3 3 3

(1,2,2,3,3,3) (1,2,2,3,3,3) (1,2,2,3.3,3)

Obréazek 5.4: Neizomorfni grafy se stejnymi stupiiovymi posloupnostmi

Obecné zjistovani, zda dané grafy jsou izomorfni, je velmi obtizné. Pro stromy jsou znamy po-
lynomidln{ algoritmy pro uréeni izomorfismu. Polynomidln{ znamen4, 7Ze ¢as potfebny k rozhodnuti,
zda jsou libovolné dva grafy dané tiidy izomorfni, je polynomidlni funkei poétu vrchola téchto grafu.
Neni zndm zadny polynomiélni algoritmus, ktery by dokédzal rozhodnout, zda dva obecné grafy jsou
izomorfni.

Jak jsme jiz napsali, zjistovéni, zda dané stromy jsou izomorfni, nenf slozité. Naptiklad v [11] je
mozné najit rychly a snadny postup pro dané rozhodnuti. Kazdému stromu pfifadime posloupnost
nul a jednicek délky 2n, kde n je pocet vrcholi daného grafu. Tuto posloupnost nazyvime kéd.
Izomorfnim stromum se pfifadi stejny kdd, neizomorfni budou mit ruzné kédy. To znamend, Ze
budeme porovnévat pouze dané posloupnosti nul a jedni¢ek. Vice je mozné se dozvédét o daném

zpusobu vySetfovani v [11].
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A% Véta 5.1

Dva grafy jsou izomorfnf{ pravé tehdy, kdyz jsou jejich matice incidence stejné az na piipadnou
permutaci fadku a sloupcu.

A%

Piedchozi véta nam urcuje nutnou a postacujici podminku pro izomorfni grafy, ale je prakticky
nepouzitelnd, bylo by nutno provéfit m!n! moznych permutaci fadkil o m hrandch a n vrcholech.

Pokud bychom si polozili otdzku: Kolik je navzajem neizomorfnich grafu na n vrcholech pro
obecné n? Uréit to presné je pomérné tézké. Jednoduchou tvahou muzeme dostat alespon dobré
odhady. Navzajem neizomorfnich grafii urcité nenf vice nez vsech grafti na dané konkrétni n-prvkové
mnozing, tj. 2(3). Uvazujme jeden graf G na mnoziné V = 1,2,...,n. Kolik ruznych grafi na této
mnoziné je s grafem G izomorfnich? G je izomorfni s nejvyse n! grafy na mnoziné V, a proto
jich existuje minimdlné 2512,) [11] Kdybychom to chtéli vycislit, tak na 4 vrcholech existuje 64
jednoduchych grafti, na 5 uz 1024, na 6 vrcholech 32768 no ana 7 vrcholech uz je to 2097 152. [13]

Pokud bychom chtéli uréit pocet neizomorfnich stromi s n vrcholy, tak by to bylo: n =1 jeden

graf, n = 2 jeden graf, n = 3 jeden graf, n = 4 dva grafy, n = 5 tii grafy, n = 6 Sest grafu, n =7
jedenéct grafii, n = 8 dvacet tfi grafi, n = 9 Ctyficet sedm grafii, n = 10 sto Sest grafu. [13]

Vedle izomorfismu miizeme zavést pro srovnani grafi mnohem obecnéjsi vztah, tak, Ze na zob-
razen{ nebudeme pozadovat bijektivnost, ale pouze pievod vrchol na vrcholy, hran na hrany a
zachovan{ incidenéni relace. Takové zobrazeni pak nazyvame homomorfizmem. Kromé izomorfizmu
lze zavést jesté dalsi specidlni druhy morfizmi, napf. monomorfizmus (injektivn{ zobrazeni grafi),
epimorfizmus (surjektivni zobrazeni grafi1), vnofeni (injektivni zobrazeni). [7]

A% Véta 5.2

Jestlize jsou dva grafy izomorfni, pak maji totoznou stupnovou posloupnost, to znamend, Ze stupnova
posloupnost je vzhledem k izomorfizmu invariantni. [12]

A%

Diikaz:[12] Necht G(V, E) a F(U, F) jsou dva izomorfni grafy. Jestlize u € V, pak dege(u) = o({v |
uv € E}), stupeit vrcholu u je roven mohutnosti mnoziny sousednich vrcholu (vrcholt spojenych s u

hranou). Piedpoklddejme, ze ® : V' — U je izomorfizmus. Pak ® je bijektivni zobrazeni a uv € E
pravé tehdy, kdyz @ (u)®(v) € U.

dego(u) = o({v|uv e E})
o({2(v) | 2(u)®(v) € F})
= degu(®(u)).

7 uvedeného vyplyva, ze ® zachovavd stupen odpovidajicich si vrcholu a tedy i stupniovou

posloupnost. O

Poznamka: Véta plati pouze jednim smérem, neni pravda, ze kazdé dva grafy se stejnou stupfiovou

posloupnosti jsou izomorfni.
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5.2 Automorfizmus grafu

Zatim jsme zjistovali, zdali existuje mezi dvéma riiznymi grafy izomorfni zobrazen{. Miizeme vsak
uvazovat i pouze o jediném grafu a nadefinovat zobrazeni, kde se vrchol grafu bude zobrazovat
na vrchol téhoz grafu. Potom nehovoiime o izomorfizmu, ale o automorfizmu.

I s Definice 5.2
Prosté zobrazeni ¥ vrcholové mnoziny V' grafu G(V, E) na sebe nazveme automorfizmenn, jestlize
pro kazdou dvojici vrcholi v;,v; € V(G) plati, ze hrana v,vs = U(v;)¥(v;) patii do mnoziny E
pravé tehdy, kdyz hrana v;v; patfi do mnoziny F.

Pro kazdy graf existuje alesponl jeden automorfizmus, a to trivialni, kdy kazdy vrchol se zobraz{
sam na sebe, tzn. ¥(v) = v pro kazdy vrchol v € V.
Na obréazku 5.5 je priklad automorfizmu.

Vg Us

vy —* U
Vg —> U3
vy —F Uy
Uy —> Uy
U5 —* Ug
Vg —* Us

Uy U2 vy

Obréazek 5.5: Automorfizmus

A Reseny priklad 5.1

Nakreslete vSechny neizomorfn{ oby¢ejné grafy s péti vrcholy a se tfemi hranami.

Graf se tfemi hranami musi mit soucet stupnu vsech vrcholt 6. Ma-li byt pocet hran 3, pak
muze byt stupen vrcholu nejvyse 3. Uréime tedy vlastné mozné kombinace stupiiit vreholti a to:

(0,1,1,1,3),

(0,0,2,2,2),

(0,1,1,2,2),

(1,1,1,1,2).

Na obrdzku 5.6 jsou diagramy grafa odpovidajici danym stupiiovym posloupnostem.
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= W

o O//O\’J Q ’ o/a\o
o o o u o—O0

Obrézek 5.6: Neizomorfni grafy na péti vrcholech

Neresené priklady
Ukazte, zda grafy na obrdzku 5.7 na strané 43 jsou izomorfni po dvojicich.
Vysvétlete, pro¢ grafy na obrdzku 5.8 na strané 44 nejsou po dvojicich izomorfni.
Vytvoite véechny mozné neizomorfni stromy s péti vrcholy.
Nechf T, a T}, jsou dva stromy na n vrcholech, pro které plati A(Ty,) = A(T,) = n—2. Ukaite,
ze potom plati T, = T;l.

Dokazte, ze pro libovolné n > 6 existuji vzdy pfesné tii neizomorfni stromy 7T, takové, Ze

A(T,) =n—3.

. Ukaite, 7e existuje 11 navzdjem neizomorfnich grafti na 4 vrcholech.

Ukazte, 7e kazdy graf na n vrcholech je izomorfni néjakému grafu Kp.

8. Necht T), je libovolny strom na n vrcholech a G je libovolny graf takovy, ze 0(G) > n — 1.

Ukazte, 7e potom G mé podgraf izomorfni s Th,.

% ]
m
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Obrézek 5.7: Jsou grafy po dvojicich izomorfni?




KAPITOLA 5 IZOMORFIZMUS A AUTOMORFIZMUS GRAFU 44

K <>

]

K%Y 1)

4

Obréazek 5.8: Pro¢ nejsou grafy po dvojicich izomorfni?




Kapitola

Vrcholova a hranova souvislost

Odpovida-li néjaky graf napfiklad schématu méstské dopravy, zeleznicnf sité, elektrického rozvodu,
Je urcite dobré si v takovém piifpadé polozit otdzku fungovani{ piislusné sité i za krizovych podminek,
kdy neékolik kiizovatek, silnic, spojnic nemuzeme pouzit. Pfi grafové reprezentaci takovych problému
se setkdvdme s velmi dilezitym pojmem teorie grafii, se souvislosti.

6.1 Vrcholova souvislost

Na obrédzku 6.1 jsou tfi grafy. Polozme otdzku: Kolik nejméné vrcholt musime z grafu odstranit, aby
se dany graf stal nesouvisly nebo trividlni? Zjistime, Zze u prvniho grafu musime odstranit celkem
ctyfi vrcholy a ziskdme trividlni graf. Pro ziskdn{ nesouvislého grafu z druhého grafu musime ostranit
dva vrcholy a u posledniho jeden vrchol. Co znamend nesouvislost? Napriklad nemoznost komunikace
mezi jednotlivymi uzly sité pfi nefunkénosti nékterych uzli.

Obréazek 6.1: Vrcholovd souvislost u riznych grafi

= Definice 6.1

Vrcholovd souvislost x(G) (souvislost grafu) je minimaln{ pocet vrcholi, jejichZ vynechdnim dosta-
neme bud nesouvisly graf, nebo izolovany vrchol.

45
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Zduraznéme, Ze vrcholovd souvislost je pocet vrcholi, tedy piedstavuje ¢islo. Pokud je vrcholové
souvislost rovna napiiklad 2, fikdme, ze graf je 2-vrcholové souvislj nebo také 2-souvisly.

Formalné muzeme odebirdni vrcholu v a vSech hran, které maji vrchol v jako jeden ze svych
koncovych vrchold, definovat takto.

I= Definice 6.2

Necht G = (V, E) je graf. Definujme odebran{ vrcholu jako grafovou operaci

G-v=(V\{v}{e€Ev¢e}),kdeveV.

I Definice 6.3

Vrcholovy fez je mnozina vrcholu, jejichZ vynechdnim se graf G stane nesouvislym nebo trividlnim.

1=|] Definice 6.4

Artikulace je fez v grafu s vice nez dvéma vrcholy, obsahujici jediny vrchol.

To znamend, ze artikulace je vzdy jednoprvkovd mnozina obsahujici vrchol, po jehoz odebrani
se graf stane netrividlni.

6.2 Hranova souvislost

V predchozi podkapitole jsme se zabyvali pripadem, kdy jsme odebirali vrcholy. Nyni se podivejme
na stejny obrazek 6.1 s tim rozdilem, Ze si polozime otdzku: Kolik hran musime odebrat, aby se dany
graf stal nesouvislym nebo trividlnim? U prvniho grafu je pocet hran, které musime odebrat, ¢tyfi,
u druhého dvé a u grafu tetiho v pofadi jedna. Vidime, 7e si hrajeme na ziskodniky, a klademe
si otazku, kdy nebude mozna komunikace mezi jednotlivymi uzly, kdyz budeme odebirat ,spojen{®
mezi uzly. V praxi se budeme spiSe zaobirat otdzkou, kdy bude jesté napiiklad néjaka komunikaéni
sit nebo dopravnf sit pouzitelnd, funkén.

1 Definice 6.5

, o ’ - . & , , “ P v s s . ,
Hranova souvislost # (G) grafu G je minimdln{ po¢et hran, jejichz vynechdnim dostaneme nesouvisly
nebo trividln{ graf.

& Definice 6.6

Hranovy fez je mnozina hran, jejichz vynechdnim se graf stane nesouvislym nebo trivialnim.
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Formélné odebirdn{ hrany e miizeme definovat takto.

1=] Definice 6.7
Necht G = (V, E) je graf. Definujme odebran{ hrany jako grafovou operaci

G —e=(V, E\{e}), kde e € E je hrana grafu G.

Nyni se budeme zaobirat hranami, jez nepati{ do z4ddného cyklu.

= Definice 6.8

Most je fez, ktery obsahuje jedinou hranu.

Hrana uv grafu G se nazyva most grafu G, jestlize v grafu neexistuje zadny cyklus, ktery by ji
obsahoval.

Slovicko most se pouziva i v bézném Zivoté, a to vétsinou pro piipad, Ze mdme tok a chceme
prejit z jednoho bfehu na druhy. Ve skuteénosti to tedy znamen4, ze most spojuje dvé ¢asti oddélené
tokem. I tady to muzeme chdpat podobné, most spojuje dvé éasti grafu.

Pokud mame graf, ktery je strom s alespoii dvéma vrcholy, potom kazd4 jeho hrana je most.

Nyni se podivame na pripad, jak to vypad4 s mosty, kdy vytvaifme kostru souvislého grafu.

\% Véta 6.1
Kazd4 kostra souvislého grafu G obsahuje viechny mosty v grafu G.
vV
Diukaz této véty je mozné nastudovat v [16].
V| Véta 6.2
Necht G je pravidelny graf sudého stupné, potom v grafu G neexistuje Zddny most.
A%

Tuto vétu a jeji dikaz je mozné najit v [16].
Polozme si otdzku, jak to vypad4 u pravidelného grafu lichého stupné. Odpovéd je jednoduchd,
dané grafy existuji a obsahuji most.

V| Veéta 6.3
V libovolném grafu G plati #(G) < £'(G) < 6(G).

\%

Tato véta dava do vztahu vrcholovou a hranovou souvislost a navic vidime, Zze obé souvislosti
maji hornf mez, coz je nejmensi stupeni daného grafu. Ditkaz dané véty je v [4].
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I Definice 6.9

Blok je souvisly graf, ktery nem4 artikulaci.

Blok je tedy bud tplny graf Ko, nebo je 2-souvisly. Blokem grafu nazyvame kazdy jeho podgraf,
ktery je maximaln{ s touto vlastnosti.

I Definice 6.10

Dvé (u,v)-cesty v grafu G nazveme interné disjunktnimi, jestlize nemaji Zadny spoleény vnitin{
vrchol, tj. zddny vrchol rizny od vrchold u a v.

Priklad dvou interné disjunktnich cest najdeme na obrdzku 3.5 na strané 30, jedna se o dvé
cesty mezi vrcholy v; a vg.

Vv Véta 6.4

Graf s alespoil tfemi vrcholy je 2-souvisly pravé tehdy, kdyz kazdé dva jeho razné vrcholy jsou

spojeny dvéma interné disjunktnimi cestami.

A\

Pokud v grafu existuji ke kazdym dvéma rozdilnym vrcholiim dvé disjunktni cesty, potom aby
se graf stal nesouvislym, je tfeba odebrat z kazdé z téchto dvou cest po jedom vrcholu nebo po
jedné hrané.

Také plati, Ze dve disjunktni cesty se spole¢nymi koncovymi vrcholy tvori cyklus. Z tohoto faktu
vyplyvaji nasledujici dusledky.

D Dusledek 6.1

Kazdé dva vrcholy libovolného 2-souvislého grafu lez{ na spoleéném cyklu.

D Dusledek 6.2

Kazdé dvé hrany libovolného 2-souvislého grafu lezf na spole¢ném cyklu.

A Reseny piiklad 6.1

Dokazte nasledujici tvrzeni: Plati-li v grafu G nerovnost k(G) > 2, potom kazd4 hrana grafu G lezi

v cyklu.

Vime, Ze plat{ véta: V libovolném grafu G plati x(G) < £'(G) < §(G). K ditkazu postaci prvni
¢ast nerovnosti, tzn. x(G) < £'(G). M4-li byt (@) > 2, pak podle této véty musf platit & (G) > 2.
Je-li graf G hranové dva a vice souvisly, pak plati, ze kazd4 hrana lezf v cyklu. Kdyby tomu tak
nebylo, pak by graf byl hranové 1-souvisly a tudiz by nemusel byt i podle dané nerovnosti i vrcholové

A

L-souvisly. To je vSak spor s tim, Ze graf m4 byt vrcholové 2-souvisly.
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Neresené priklady

- Dokazte, ze je-li graf G souvisly a hrana zy jeho most, pak graf G — xy, vznikly odstranénim

hrany zy z G, je nesouvisly.

. Necht graf G m4 nejméné 3 vrcholy a obsahuje most. Dokazte, ze graf G m4 alespon jednu

artikulaci.

3. Sestrojte piiklad pravidelného grafu stupné 4 s jednou artikulaci.

4. Méjme grafovou stupiiovou posloupnost (4,4,4,3,3,3,3,2,2). Sestrojte souvisly graf, ktery

odpovida dané stupniové posloupnosti a nem4 z4dnou artikulaci. Potom graf's danou stupiiovou
posloupnosti, kterd m4 jedinou artikulaci a posledni piipad, kdy m4 jediny most.

5. Dokazte, ze ma-li souvisly graf G most, pak mé alespon dva uzly lichého stupné.

6. Ukazte, Ze v kazdém 3-pravidelném grafu G plati K(G) =K' (Q).

7. Ukazte, ze graf je strom pravé tehdy, kdyz kazdé jeho hrana je most. Plati, ze graf je strom

pravé tehdy, kdyz kazdy jeho vrchol je artikulace?

8. Dokazte, ze hrana souvislého grafu je most prave tehdy, kdyz nelezi v zddném cyklu.

9. Dokazte, ze kazdé dvé hrany bloku lezi na spoleéném cyklu.

10.

11.

12.

Nechf souvisly graf G neobsahuje sudé cykly. Dokazte, ze potom kazdy blok G je bud Ky
nebo lichy cyklus.

Ukazte, Ze kazdy souvisly graf G, ktery nenf blokem, m4 alesponi dva bloky takové, 7e kazdy
z nich obsahuje presné jednu artikulaci G.

Urcete nejveétsi mnozstvi artikulaci, které mohou lezet v jediném bloku koneéného grafu na n
vrcholech.

®




Kapitola

Parovani a pokryti grafu

7.1 Parovani grafu

V této kapitole popiSeme parovéni grafu. Parovdnim budeme nazjvat mnozinu, kde prvky této
mnoziny jsou hrany, které nemaji zadny spole¢ny koncovy vrchol. Na obrazku 7.1 jsou v grafech
tucneé vyznaceny hrany, které mohou tvofit parovani. Mnozinu, kterd bude tvorit parovani, oznac¢ime
M. 7 toho vyplyva, ze u prvniho grafu tvoif{ parovdni M = {e1,e2}, ale neni to samoziejmé je-
diné parovéani, dalsi je napiiklad M = {es, e} . Mzeme klidné uvazovat i jednoprvkové mnoziny.
U prvniho grafu neexistuje parovani, které by obsahovalo tfi hrany. U druhého grafu je parovéni
napitklad M = {e1, e3}. Tady také nenalezneme parovani, které by obsahovalo tii hrany.

Obrazek 7.1: Parovani grafu

1| Definice 7.1

Pérovdnim nazyvame nezdvislou mnozinu hran grafu G.

Vidime, Ze pdrovdni ndm jakoby pfifazuje vrcholy k sobé, ze dané vrcholy spolu souvisi, patii
k sobé. My budeme v teorii grafu fikat, Ze vrcholy jsou sparovény. Koncové vrcholy u,v jsou
sparovany, jestlize hrana patii do mnoziny M, tedy uv = e € M. Zadné dvé hrany patfici do
parovani nemaji spolecny vrchol. Pokud je M péarovani, tak M C M je také parovani.

50
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= Definice 7.2

M-saturovany vrchol nazgvdme vrchol, ktery je koncovym vrcholem nékteré hrany parovani M.

Pokud vrchol nenf saturovany, tak ho nazyvame M -nesaturovany.

| Definice 7.3

Uplnym parovanim (perfektnim parovdnim) nazyvéme takové parovéani, kdy je kazdy vrchol grafu
M-saturovany.

To znamena, ze parovani je perfektni, pokud neexistuje vrchol, ktery by nebyl koncovym vr-
cholem nékteré hrany nepatifci do mnoziny M.

Parovani v grafech na obrdzku 7.1 M = {e1,e2} u prvniho grafu a také M = {e1, e3} u druhého
grafu jsou piiklady perfektniho parovani. Pro prvnf graf bychom mohli najit jesté jedno tplné
parovani M = {es, es}. Pro druhy graf viak existuje jediné, které jsme jiz uvedli.

=] Definice 7.4

Nejvétsim parovanim M* nazveme takové parovani, kdy neexistuje jiné parovani M s vétsim poctem
hran ndez je pocet hran M*.

To znamend, Ze plati pro mohutnosti mnozin, které tvoii parovani, |M*| > |M| pro kazdé
parovani M v grafu G.

I Definice 7.5

. z z ’ o 7’ 7’ A * . 3 ~ Fa z ! pd z * »
Maximalnim parovanim nazveme parovani M » kdy neexistuje parovani M , které by parovani M
obsahovalo jako svou vlastnf podmnozinu.

To znamend, je-li M C M, potom M = M.

1= Definice 7.6

Alternujici cestou vzhledem k parovani M (M-alternujici cestou) nazgvame cestu, jejiz hrany
sttidavé patif do mnoziny M a do mnoziny E(G) \ M.

Prikladem alternujici cesty u grafu na obrazku 7.1 vlevo vzhledem k parovani M = {ej,es} je
€1, €2, €3.
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I Definice 7.7

M-nesaturovand alternujici cesta (M -nesaturovana cesta) je M-alternujici cesta, jejiz oba koncové

vrcholy jsou M-nesaturované, tedy zadny jeji koncovy vrchol nepatif do mnoziny parovani M.

Piikladem nesaturované alternujici cesty u grafu na obrazku 7.1 vlevo vzhledem k péarovani
M = {e1,e3} je e2,e3,e4.

A% Véta 7.1

Pérovani M v grafu G je nejvétsi pravé tehdy, kdyz graf G neobsahuje zddnou M-nesaturovanou

cestu.

\%

Dikaz dané véty nalezneme v [4].

7.2 Parovani a pokryti v bipartitnich grafech

1=| Definice 7.8

Okoli vrcholu v v grafu G definujeme jako mnozinu vSech vrcholt, které jsou sousedni s vrcholem v.

Okoli vrcholu v v grafu G je mnozina a budeme ji oznaéovat Ng(v).

I Definice 7.9

Okoli mnoziny vrcholi S, kde S C V(G), je mnozina vSech vrcholi, které jsou sousedni s alespor
jednim vrcholem mnoziny S, a zdroveri nepatii do mnoziny S.

Mnozinu vrcholi, kterd je okolim mnoziny S, oznacujeme Ng(S).

A% Véta 7.2

Necht G je bipartitni graf s partitami P a K. Potom graf G obsahuje parovani M, které saturuje
vsechny vrcholy K pravé tehdy, kdyz |S| < |Ng(S)| pro kazdou mnozinu S C K.

v

Dikaz dané véty nalezneme v [4].
Nyni uvedeme nutnou a postacujici podminku existence tiplného parovani v obecnych grafech.
Autorem této véty je Tutte. Pouziva se v nif pojem lich4 komponenta. Komponentu grafu nazyvame

lichou, pokud obsahuje lichy pocet vrcholi. Tato véta byla dokdzana v roce 1947.
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vV Véta 7.3

Graf G m4 1iplné parovani pravé tehdy, kdyZ pocet lichych komponent grafu G — S je mens{ nebo

roven poctu vrcholi mnoziny S pro kazdou mnozinu S C V(G).

A\

D Ddsledek 7.1

Kazdy pravidelny graf stupné 3 bez mostit ma tiplné parovani.

D

Toto tvrzeni dokdzal Petersen v roce 1891.

Parovéni, jak jsme dffve uvedli, ddvd do ur¢itého vztahu vrcholy. Tady u bipartitnich grafu je to
jesté evidentnéjsi. Casto se pouziva u tzv. pfifazovacich problému. Vrcholovd mnozina bipartitnich
grafi je tvofena dvéma navzdjem disjunktnimi mnozinami. Jedna mnozina mize v redlné dloze
predstavovat napiiklad lidi, druhd mnoZina tkoly. I v rozvrzich na skoldch pfifazujeme predméty
k vyucujicim. Hrany budou reprezentovat tak, ze dany pfedmét by mohl vyucujici uc¢it. Pomoci na-
lezeni iplného parovani bychom priradili uéiteli konkrétni piedmét, ktery bude uéit. V daném grafu
muze existovat vice iplnych pdrovéni, to znamens., Ze mize existovat vice feseni dané ulohy. Ne-
mus{ vSak existovat zidné. Resen{ existuje, pokud vsechny vrcholy budou saturované, to znamen,
kazdy pedagog bude mit pfifazen pfedmét a u kazdého predmétu bude ziejmé, kdo ho vyucuje.
Zduraznéme, ze takhle bychom priradili vyuéujicimu pouze jeding pfedmét. Dalsim ptikladem apli-
kace muze byt nalezeni taneénich parii ve tiidé, kterd se icastni taneénich. Na tomto prikladu si
ukdZeme algoritmus pro nalezeni iplného parovani.

D Dusledek 7.2

Kazdy pravidelny bipartitni graf s alespoii jednou hranou obsahuje tiplné parovani.

Diikaz daného dusledku nalezneme v [4].

’

Pokryti tzce souvisi s pojmem péarovani.

& Definice 7.10

Pokryti grafu G je takovd podmnozina U vrcholové mnoziny V(G), 7e kazd4 hrana z hranové

mnoziny F(G) je incidentni s alespoii jednim vrcholem mnoziny U.

Pokryti je tedy mnozina vrchola, narozdil od parovéani, které je mnozinou hran. Pokryti ozna-
Cujeme U.

I Definice 7.11

Pokryti U je nejmensi, pokud neexistuje pokryti U' s mensim poétem vrcholi.
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& Definice 7.12

Pokryti U je miniméalni, pokud Zadnéa jeho vlastni podmnozina jiz neni pokrytim.

Pro libovolné parovéani M a pokryti U plati |M| < |U|. Alespoii jeden z koncovych vrcholu
kazdé z hran parovani M totiz musi patfit do pokryti U, a proto je vrcholu v pokryti U alespon
tolik, jako je hran v parovan{ M.

A\Y Véta 7.4

V bipartitnim grafu je pocet hran nejvétsiho parovani roven poctu vrcholu nejmensiho pokryti.

\'%

ﬂlohy 0 parovani muzeme rozdeélit na tii typy. fHohy prvnfho typu, kdy hleddme maximalni
parovani, tedy takové, které obsahuje nejvétsi pocet hran. U druhého typu jsou hrany ohodnoceny
cenami (k hrané je pfifazeno ¢islo) a mame najit nejlevnéjsi maximdlni parovani ze vsech, kterd
jsou maximélni. Poslednim typem jsou tdlohy, kdy mame opét hrany ohodnoceny cenami a méme
najit nejdrazsi parovani, tj. parovani s nejvétsim souctem cen. [3].

Zajimavé tlohy nalezneme v [3]. Je zde piiklad tykajici se Letecké bitvy o Anglii, kdy na strané
Anglie bojovala fada pilotl jinych narodnosti. Kréalovské letectvo mélo letadla, kterd vyzadovala
dva piloty. Néktefi piloti spolu ovSem nemohli letét pro jazykové potiZe nebo pro rozdilnost vycviku.
Kolik letadel (tzn. dvojic piloti) miZe za tohoto omezeni vzlétnout najednou? Tento problém bylo
mozné resit nalezenim maximdalniho parovani v grafu, jehoz vrcholy odpovidaji pilotum a jehoz
hrany spojuji piloty, ktefi mohou letét spolu.

Je zde i piiklad zahradkéafrsky. Piredstavme si ovocnou zahradu, ve které je 2n stromku a jedna
hromada hnoje. Nasim tkolem je pfivést pul kolecka hnoje ke kazdému stromku. Abychom Setiili
casem, chceme vzdy k nékterému stromku vézt plné kolecko, polovinu jeho obsahu slozit a po-
kracovat s poloprazdnym koleckem k jinému stromku. Kromé ¢asu chceme Setiit i silami a chceme,
aby napf. soucet drah vykonanych s plnym koleckem byl co nejmensi. Tuto tlohu lze pievést
na hledan{ nejlevnéjstho tplného parovani v tplném grafu o 2n vrcholech. Kazdy vrchol odpovidd
jednomu stromku. Cena hrany spojujici vrcholy vy, v bude imérna ndmaze spojené s jizdou plného
kolecka k blizsimu z obou stromku, s nésledujici jizdou poloprdzdného kolecka ke druhému z nich
a s navratem prazdného kolecka k hromadé hnoje. Je zfejmé, ze kazdy stromek, tedy vrchol, musi
byt zahrnut do piesné jedné jizdy, hrany odpovidajici témto jizddm musi tvorit iplné parovani.

Nyni si popiSeme algoritmus pro nalezeni tiplného parovani, resp. algoritmus hledajici nesatu-
rované alternujici cesty, na nasledujicim piikladu.

A| Reseny priklad 7.1

Ttida 2. A gymnézia se rozhodla, Ze pary v tanec¢nich vytvoif v rdmci své tiidy. TFidu tvoii deset
chlapctu a deset divek. Nesmime vSak zapomenout, ze i kdyz se takhle dohodli, ne kazd4 divka
¢i chlapec chce tancit s kazdym chlapcem, ¢i divkou. Kazdy md své predstavy o svém tanecnim
partnerovi. Dané podminky mohou vypadat takto. Nékdo je do nékoho zamilovany, nékdo je na

nékoho ¢astens nastvany, nékdo dobfe tanéi, nékomu to je jedno. Uloha zni: Bude mozno sestavit
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tanecéni pary tak, aby kazdy mél tane¢niho partnera dle svych piedstav?

Nejprve si vytvofime grafovou interpretaci. Bude se jednat o bipartitni graf, jednu partitu
budou tvofit chlapci a druhou partitu divky. Vytvofit taneéni pary znamend vytvorit 10 dvojic. To,
ze spolu chlapec a divka budou moci tancit, vyjadiime tak, e v daném grafu bude existovat hrana
mezi vrcholem, ktery predstavuje chlapce a vrcholem, ktery predstavuje divku. Uloha tedy zni najit
10 hran, odpovidajici 10 partm tak, aby z4dn4 hrana neméla spole¢ny koncovy vrchol, tedy budeme
hledat iplné parovani. Graf, ktery odpovidd dané tiidé a podminkdm, je na obrazku 7.2.

Tomas — t O) () Dana — d

Karel ~ k () (O Ivana — i

Lukas - 1 O " Stépanka - §

Simon -~ §

Vasek - v ’. Nela - n

Bediich ~ b () ‘. Bétka - b

David - d O () Sylvie - s

Hynek — £ —() Hanka - h
Jirka -~ j O O Eva - ¢
Robert ~ r Jana - j

Obréazek 7.2: Piiklad tanecni

Nalezneme libovolné parovani. Hrany, které budou patfit do zvolené mnoziny parovani, jsme
oznacili cervené. Nalezené parovani vidime na obrazku 7.3. V grafu je v daném kroku 6 nesaturo-
vanych vrcholi, a to Bedtich — b, David — d, Jirka — J,» Ivana — 4, Sylvie — s, Hanka — h.

Najdeme libovolnou nesaturovanou alternujici cestu, naptiklad: Ivana — 7, Simon — S, Martina —
m, Jirka — j. V dal$fm se uz omezime pouze na oznacenf vrcholt daného grafu pocatecnimi pismeny
danych jmen. Nyni zaménime hrany na této nesaturované cesté, mysleno tak, Ze prehodime hrany,
které patif a nepati{ do parovani, tzn., hranu i, § piiddme, 3, m odebereme, m, j piiddme. Dostaneme
tedy parovani, které m4d o jednu hranu vice nez predchozi nalezené pérovani. To znamena, 7e v grafu
nyni nemame 6 nesaturovanych vrcholil, ale uz 4. Situaci vidime na obrizku 7.4.

Opét zvolime libovolnou nesaturovanou alternujici cestu, napiiklad s, k, d, b. Zaménime hrany
na nesaturované alternujici cesté, které do parovani patif a nepati{: hranu sk pfidame, kd odebereme
a db priddme. Dostaneme nové parovani, které ma o jednu hranu vice. Po zdméné stran patiicich
do parovani je stav na obrazku 7.5.

Méame 2 nesaturované vrcholy: d, h.
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Tomas — t () Dana - d

Karel ~ k (O Ivana ¢

Lukas - 1 () Stépdanka - §

Simon - § Martina — m

Vasek - v () Nela - n

Robert - r Jana - j

Obrazek 7.3: Priklad taneéni — krok 1

Najdeme nesaturovanou alternujici cestu, napitklad h, h, e, v,b,r, 7, d.

Zaménime hrany na cesté, které do parovani patif a nepatf: hranu hh pridame, he odebereme,
ev priddme, vb odebereme, br priddme, rj odebereme a jd pfiddme. Dostaneme nové parovani, které
ma& o jednu hranu vice.

Nyni vSechny vrcholy uz jsou saturované a nasli jsme hledané feSeni, tedy nasli jsme dplné
parovani grafu. Reseni dané tlohy je na obrédzku 7.6.

Musime si uvédomit, ze tiplné parovani nemusi existovat. V daném algoritmu bychom nenasli

vvvvvv

tohoto typu.

A

| N efeSené piiklady
L. Kolo Wy je graf, ktery vznikne z cyklu C, s vrcholy vy, vs, ..., v, pfidanim vrcholu vg
a vSech hran vovi, voug, . .., vovy,. Urcete, pro které hodnoty n ma Wh+1 Uplné parovani.
2. Které tiplné tripartitni grafy maji iplné parovani?
3. Kolik rtznych tplnych parovani maji graf K, a Kpn?
4. Dokazte, ze strom m4 nejvyse jedno tiplné parovani.
9. Pro kazdé k > 1 najdéte priklad k-pravidelného grafu, nemajictho tplné parovani.
6. Dokazte, ze plati: Necht G je bipartitni graf s partitami P a K. Potom graf G obsahuje tiplné

parovani pravé tehdy, kdyz |S| < |[Ng(S)| pro kazdou mnozinu S C PU K.
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Tomas — () Dana - d
Karel - k () Ivana - i
Lukas Stépanka - §
Simon Martina — m
Vasek - v () () Nela - n

Bedrich - b () Bétka - b
David - d (3 ' O Sylvie -
Hynek - h (O Hanka - h
Jirka - j O Eva - ¢

Robert - r Jana ~ j |

Obrazek 7.4: P¥iklad tane¢ni — krok 2

7. Dokazte specidlni pfipad Tutteovy véty: Strom 7' ma Uplné parovani prave tehdy, kdyz pocet
lichych komponent grafu G — v je roven 1 pro kazdy vrchol v € V(T)).

8. Vyuzijte Tutteovy véty k nalezeni charakterizace maximalnich grafi bez tplného parovani.

9. Necht m4 souvisly graf G 4 vrcholy lichého stupné. Dokazte, ze pak existuji nejméné dvé rizna
pokryti.

g
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Tomds - t (O ( ) Dana - d

Lukas - { Q r (O Stépinka -
Simon - § [ ) Martina - m
Vasek - v () F () Nela - n
Bedftich ~ b () Bétka — b
David - d ( ; () Sylvie - s
Hynek - h () —_y Hanka — h

Jirka i@ () Eva - e

Robert - r Jana - j

Obrazek 7.5: Priklad tane¢ni — krok 3

Tomas - ¢ (A () Dana - d

Karel - £ () (O Ivana - ¢

Bedrich —~ b

‘%
David - d Q‘/“A\ ) Sylvie - s

Hynek ~ h ....,“'

Jirka - 7 O

Robert - r

Obrazek 7.6: Priklad tane¢ni — hledané fesenf




Kapitola

Hranové a vrcholové barveni grafu

8.1 Hranové barveni grafu

V této kapitole definujeme hranové barveni grafu a ukazeme, jak hranové barveni vyuZijeme pfi roz-
losovani turnaje, tedy uré¢ime, kdo s kym a kdy bude hrét.

= Definice 8.1

Hranové k-barveni grafu G je zobrazeni hranové mnoziny E(G) do mnoziny {1,2,...,k}, kterou

nazyvame mnozina barev.

Vidime, Ze kazdé hrané je pfifazena jedna z k moznych barev.

1 Definice 8.2

Hranové barveni nazgyvdme dobrym, jestlize z4dné dvé sousedni hrany nejsou obarveny stejnou
barvou.

Hranové barven{ dzce souvisi s parovanim. Mzeme definovat hranové barven{ pomoci rozkladu
mnoziny hran E(G).

I Definice 8.3

Rozkladem hranové mnoziny F(G) rozumime nalezen{ systému podmnozin Ei, Es, ... E; mnoziny
hran E(G) takovych, ze Ey UE>,U...UE, = E(G) a E; N E; =proi #j.

Potom hranové k-barveni muzeme nadefinovat pomoci rozkladu néasledujict definici.

59
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1=| Definice 8.4

Hranovym k-barvenim nazyvéame rozklad mnoziny hran E(G) na mnoziny Eq, Es, ... E}.

Dobré barveni je pak takové, ve kterém kazda mnozina E;, 1 < i < k tvoii parovani. [4]

(& Definice 8.5

Graf nazyvame hranové k-obarvitelny, jestlize existuje jeho dobré hranové barveni k& barvami.

Je zfejmé, ze je-li k-obarvitelny, pak je i l-obarvitelny pro kazdé | > k.

I Definice 8.6

Chromaticky index X,(G) grafu G je nejmensi ¢islo k, pro které je graf G hranové k-obarvitelny.

1 Definice 8.7

Graf se nazjva hranové k-chromaticky, je-li x' (G) = k.

Na dobré hranové obarveni vzdy potiebujeme alespoit A(G) barev, protoze je zfejmé, Ze pfi dob-
rém hranovém barveni grafu musi byt vSechny hrany, které jsou incidentni s néjakym vrcholem,
obarveny jinou barvou, a nejvice barev je zapotiebi u vrcholu, ktery je nejvétsiho stupné. To bychom
meéli uré¢enu dolnf mez chromatického indexu. V roce 1964 Vizin dok4zal, Ze budeme potiebovat
nejvice A(G) + 1 barev.

V| Véta8.1
Pro libovolny graf G plati A(G) < x'(G) < A(G) + 1.

I Definice 8.8

Hranové ¢islo nezdvislosti grafu G' je nejvétsi pocet navzajem nezavislych (nesousednich) hran.

Hranové ¢islo nezdvislosti budeme oznacovat ﬁ/(G). Muzeme napsat, ze je to prevlecend velikost
nejvétsiho parovani. Plati ndsledujici véta, kterou uvedeme bez dikazu, ten je mozno najit v [4].

V| Véta 8.2
Jestlize pro pocet hran grafu G plati |[E(G)| > A(G) - 5(G), potom X' (G) = A(G) + 1.
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Pro bipartitn{ grafy plat{ véta, kterd k4, ze chromaticky index je roven nejvétsimu stupni
bipartitniho grafu.

V| Véta 8.3
Pro kazdy bipartitni graf G plati x' (G) = A(G).

v

Jednou ze zajimavych aplikaci hranového barveni naleznete v [4], kde je pouzito k losovani
sportovnich soutézi. Piestavme si, ze mdme soutés — turnaj, kde se hraje systémem kazdy s kazdym,
kterého se ticastn{ celkem 6 muzstev. Budeme chtit rozdélit zépasy na pét skupin zapast, kdy kazdou
skupinu budou tvofit tii zapasy. Skupina zépasu muze predstavovat napiiklad na dané soutézi
pilden. To by v praxi znamenalo, 7e dany turnaj se bude hrat 2,5 dne. Kdybychom spatné zacali
urcovat zdpasy ve skupindch, tak mohlo by se stdt, 7e nemfzeme urcit, kdo bude hrét v posledn{
skupiné zapasu. Jedno muzstvo by napiiklad v jednom okamziku mélo hrit vice utkani. Musime si
uvédomit, ze muzstev v turnaji je 6 a situace by byla mnohem slozitéjsi, kdyby muzstev bylo daleko
vice.

Méame tedy za tikol sestavit muzstva do 5 soubort (skupin) po tfech zapasech (dvojic muzstev,
kterd budou spolu hrat). Nebudeme hledat nic Jiného nez dobré hranové barven{ grafu Kg a pocet
barev bude 5. Hrany obarvené stejnou barvou budou pfestavovat zapasy jedné skupiny, to znamen4,
ze stejnou barvou budou obarveny celkem tfi hrany. Takze 6. muZstvo budeme povazovat za stied
kruznice a ostatn{ vrcholy umistime na kruznici v pravidelnych vzdédlenostech. Budou tvorfit vrcholy
pravidelného pétithelniku. Prvni barvou potom zabarvime hranu 1-6 a vsechny hrany, které jsou
na ni kolmé. Samozfejmé, ze tyto hrany jsou nezavislé a budeme potiebovat jen jednu barvu. Druhou
barvou obarvime hranu 2-6 a vSechny hrany, které jsou na ni kolmé, a stejné budeme pokracovat
dal. Regen{ dané tlohy muzeme vidét na obrazku 8.1.

ot
(3]

Obréazek 8.1: Losovani sportovni{ soutéze

Vidime, ze danou tlohu jsme fesili pro 6 vrcholi. Obdobné by se dand tloha fesila pro obecné
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sudy pocet vrcholi. Co kdyZ ale mame pocet vrcholi lichy? Potom pouzijeme stejny postup s tim,
e do stfedu kruznice umistime navic vrchol (imagindrni), kde zdpasy s timto vrcholem nebudeme
do feseni zahrnovat. Jingmi slovy upravime graf tak, aby pocet jeho vrcholt byl sudy.

8.2 Vrcholové barveni grafu

V této kapitole nebudeme barvit hrany, ale vrcholy. Pifkladem pouziti vrcholového barveni muze byt
tak zvany skladovaci problém. Skladovaci problém mizeme formulovat takto. Maéme ruzné druhy
zbo7i, z nich nékteré nemohou byt skladovany dohromady. Pro minimalizaci nékladu budeme chtit
stanovit nejmensi pocet oddélenych skladovacich prostor, které budou zapotiebi k uskladnéni vSech
druhti zbozi pii dodrzeni podminky, Ze bude skladovano dohromady jen to zbozi, u kterého je to
v pofddku. V interpretaci v teorii grafti bude kazdé zboz{ reprezentovano vrcholem, a to, ze zbozi
nemiize byt ve stejném skladovacim prostoru, reprezentujeme tak, ze dané zboZi (vrcholy) propojime
hranou.

Skladovaci problém miZzeme preformulovat i na jinou tlohu a to na tlohu tykajici se svatby.
Méame svatebni hostinu, kde svatebéané budou sedét u vice stoli. Vime, ze néktei{ nemohou sedét
u jednoho stolu, t¥eba proto, Ze se dffve pohddali, ze majf jiné nazory na politiku apod. A ptame
se, kolik stolit nejméné budeme potiebovat, abychom eliminovali tuto skutecnost.

& Definice 8.9

Vrcholové k-barven (k-barveni) grafu G je zobrazeni mnoziny V(G) do mnoziny {1,2, ..., k}, kterou
nazyvame mnozinou barev.

Ke kazdému vrcholu je tedy pfifazena jedna z k moznych barev.

I Definice 8.10

Vrcholové barveni nazyvame dobrym, jestlize zddné dva sousedni vrcholy nejsou obarveny stejnou
barvou.

Vrcholové barveni mizeme také definovat pomoci rozkladu vrcholové mnoziny V(G).

& Definice 8.11

Rozkladem vrcholové mnoziny V (G) rozumime nalezeni systému podmnozin Vi, V3, ... Vi mnoziny
hran V(G) takovych, ze ViUVaU... UV, =V (G) a V;NV; =0 pro i # j.

Potom vrcholové k-barveni muzeme nadefinovat pomoci rozkladu nasledujici definici.
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1 Definice 8.12

Vrcholovym k-barvenim nazyvdme rozklad mnoziny hran V(G) na mnoziny Vi, Va, ... V;.

Dobré barveni je takové, ve kterém je kazdd mnozina V; nezdvisld, tedy Zadné dva vrcholy V;,
kde 1 < i < k, nejsou spojeny hranou.

= Definice 8.13

Graf je vrcholové E-obarvitelny nebo prosté k-obarvitelny, jestlize existuje jeho dobré vrcholové
barveni k& barvami.

Pokud je graf G k-obarvitelny, potom je i l-obarvitelny pro kazdé [ > k.

I Definice 8.14

Chromatické cislo x(G) grafu G je nejmensi ¢&islo k, pro které je graf G k-obarvitelny.

i =] Definice 8.15

Graf se nazyvé k-chromaticky, je-li x(G) = k.

U chromatického indexu jsme urcili dolnf mez A < x'(G). Na rozdil od chromatického indexu,
u chromatického ¢isla takové netrividlni mez neexistuje. Jak to vypad4 pro horn{ mez? Horni mez
Je pro chromatické ¢islo stejnd jako pro chromaticky index, tzn. x(G) < A(G) + 1. A navic mizeme
charakterizovat grafy, pro které plat{ tato hornf mez, jsou to cykly liché délky a 1iplné grafy.

\% Véta 8.4
Necht G = Copmy1 nebo G = K, pak x(G) = A(G) + 1.

\%

Dukaz: Nejdiive ukazeme, ze kazdy lichy cyklus je 3-chromaticky. Nechf vrcholovéd mnozina je
V(Coms1) = {v1,v2,...,v2m+1} a vrchol v je obarven modre, vrchol vy bude obarven jinou barvou,
napt. ¢ervenou, vrchol vs mize byt obarven opét modrou atd. Vrchol U241 Nemuzeme obarvit ani
modrou ani ¢ervenou. Musfme pouzit tfeti barvu, protoze dany vrchol je sousedni s vrcholem, ktery
je obarven barvou cervenou, ale také s vrcholem, ktery je obarven barvou modrou. Z toho vyplyva,
ze chromatické ¢fslo je rovno 3 a plati x(Com+1) = 3 = A(Capr1). Na obrazku 8.2 vidime pifpad
pro pét vrcholu. O

Jak to vypada u tplného grafu K,? U grafu K, jsou kazdé dva vrcholy sousedni, proto musf
byt vrcholy zabarveny n ruznymi barvami a plati tedy x(K,) = n = x(K,) + 1. O

Brooksova véta ndm iika, ze kazdy graf ruzny od lichého cyklu nebo tplného grafu je dobre
obarvitelny A(G) barvami.
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Vi = Vit v

Vi 5

Obrazek 8.2: Cyklus Coppqq

V| Véta8.5
Necht G je graf rizny od tplného grafu a nechf A(G) > 3, potom x(G) < A(G).

v

Uvedeme jen myslenku dikazu. Dikaz dané véty je mozné najit v [4].

Predpokldddme, Ze tvrzeni neni pravdivé, tedy ze existuji grafy ruzné od lichych cykli nebo
tplnych graft, pro které je tieba vice nez A(G) barev.

Oznac¢ime mnozinu vSech grafii s touto nevyhovujici vlastnosti. Tato mnozina jisté obsahuje graf,
ktery md ze vSech grafii dané mnoziny nejmensi pocet vrcholi, protoze je podmnoZinou mnoziny
vSech grafli, a ta ma nejmensi prvek, totiz graf K;. Pfitom takovych nejmensich grafii (vzhledem
k poctu vrcholli) miize byt vice nez jeden, avsak vSechny budou mit stejny pocet vrcholl. Vybereme
z téchto nejmensich grafi jeden a oznacime jej G. Cilem je ukézat, Ze z jeho existence by vyplyval
spor. Tento spor bude zalozen pravé na minimalité poc¢tu vrcholi grafu G vzhledem k vlastnosti
nemoznosti zabarvit graf G dobfe A(G) barvami.

Vynechdnim vrcholu v stupné A(G) dostaneme graf H s |[V(G)| — 1 vrcholy. Ten uz je dobie
obarvitelny A(G) barvami, protoze G byl nejmensi graf, pro ktery to neplatilo. Ukdzeme, Zze muizeme
barvy v H navzdjem mezi sebou vymeénit tak, ze na zabarveni vrcholi, které byly v G sousednf s v,
staci A(G)—1 barev. Nyni muzeme zbyvajici barvou zabarvit vrchol v. Tak dostaneme A(G)-barveni
grafu G, coz je spor s predpokladem, ze G neni A(G)-chromaticky. O

D | Dadsledek 8.1
Pro kazdy graf G plati x(G) < A(G) + 1.

V| Véta 8.6

Kazdy strom o nejméné jedné hrané mé chromatické ¢islo 2.
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Jak to bude vypadat s chromatickym ¢islem u bipartitnich grafa? Chromatické ¢islo bude
rovno 2, protoze mnozinu vrcholi rozlozime obarvenim na dvé podmnoziny, kde kazd4 hrana m4
jeden krajn{ vrchol v jedné a druhy vrchol ve druhé z téchto podmmnozin. Dané mnoziny jsou
totozné s partitami bipartitniho grafu.

Nyni uvedeme dalsi meze chromatického ¢isla.

V| Véta 8.7

Pro kazdy graf G plati x(G) < max 6(H), kde maximum bereme pies viechny indukované podgrafy
H grafu G.

A%

Vidime, ze tato véta vyjadiuje zavislost chromatického ¢isla grafu na minimalnim stupni indu-
kovanych podgrafu grafu G.
Dalsi véta ndm vyjadiuje mez pomoci poctu vrcholi a hran daného grafu.

\% Véta 8.8
Necht G mé p vrcholi a g hran, potom plati x(G) < 1+ \/m
-
Dalsf vétu uvedeme také bez dikazu. Ten je mozno najit [4].
VvV Véta 8.9
Necht m(G) oznacuje délku nejdelsi cesty v grafu G. Potom x(G) < m(G) + 1.
\"%

Na zévér této kapitoly uvedeme nékolik piikladu aplikac{ vrcholového barveni. Skladovaci prob-
1ém jsme popsali v tivodu této podkapitoly. Dany problém miizeme modifikovat na pocty mistnosti,
skiini, polic nebo pocet aut pii prepravé daného zbozi, latek.

Dalsi aplikaci je pldnovani procesti, kdy nékteré procesy nemohou probéhnout sou¢asné, napii-
klad proto, Ze probihaji na stejnych zafizenich. Potom tlohy spo¢ivaji ve stanoveni, kolik potie-
bujeme ¢asovych jednotek k tomu, aby probéhly vSechny procesy. Nebo tlohy typu, kolik danych
procesu muze probihat souc¢asné.

Miuzeme Tesit i problémy tykajici se rozvrhu, kolik hodin je zapotfebi, kdyz mam k sobé prifazeny
predmeéty, studijni skupiny a ucitele, kdy chceme splnit podminky tohoto pfifazeni. Je zde zakom-

ponovéno, ze ucitel najednou nemuze ucit dvé skupiny atd.
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A Reseny priklad 8.1

[2] Studenti jedné zahrani¢n{ skoly maji zkousky na konci roku z kazdého kurzu, ktery si zapsali.

Nékteré zkousky mohou probihat paralelné. Ukolem tedy je vypsat co nejméné terminu zkousek
pro vsechny kurzy. Samozfejmé nemohou probihat paralelné zkousky z takovych kurzl, které m4
soucasné zapsany jeden student.

Abychom nasli takové terminy, uspordddme kurzy do vrcholii grafu a spojime hranou takové
kurzy, jejichz zkousky nemohou probihat v jednom terminu. Minim4aln{ po¢et vypsanych paralelnich
termint pak odpovid4 chromatickému ¢islu tohoto grafu.

A

A Reseny piiklad 8.2

[2] Spolecnost vyrabi n chemikalii C1,...,C,. Nékteré dvojice chemikali{ spolu mohou reagovat

a zpusobit tak explozi. Spolecnost vybudovala novy sklad chemikalii a potiebuje ho rozdélit do
jednotlivych navzajem nepropustnych ¢asti. Vzhledem k tomu, ze budovani takovychto mistnosti je
velmi nakladné, je zapotfebi vytvofit jich co nejméné. Ukolem tedy je urcit, kolik nejméné mistnosti
musi sklad obsahovat, aby nemohlo dojit k explozi.

Problém je opét mozné vyfesit pomoci grafu, jehoz vrcholy tvoif jednotlivé chemikdlie. Dva vr-
choly jsou spojeny hranou, pokud spolu odpovidajici chemikélie mohou reagovat a zpusobit vybuch.
MinimdIn{ pocet mistnosti pak opét odpovidd chromatickému ¢islu tohoto grafu.

A

A Reseny priklad 8.3

Dokazte, ze kazdy strom o nejméné 1 hrané m4 chromatické éislo 2.

Dikaz provedeme matematickou indkukef vzhledem k poétu hran n.

Pro n =1 dostdvdme strom o jedné hrané a dvou vrcholech, ktery ma chromatické ¢islo 2.

Vyslovime indukéni predpoklad. Necht libovolny strom o n hranich mé chromatické &islo 2.
Méjme strom o n + 1 hrandch. Vypustime-li z tohoto grafu vrchol stupné 1 (takovy vrchol existuje
- drive dokdzéno), dostaneme strom o n hranédch a ten obarvime 2 barvami. Vypustény vrchol a
samoziejmé i hranu opét piiddme a obarvime ho jinou barvou ne# je obarven jeho jediny soused.
Opét jsme vystacili se 2 barvami. I kdyz jsme vypoustéli vrchol a tak jsme ménili pocet hran,
neporusili jsme fakt, Ze jsme vedli dukaz vzhledem k poétu hran.

A

M| Nefesené priklady

1. Dokazte, ze Xl(Kn,m) = A(Kpm)-

2. Ukazte, Ze v souvislém bipartitnim grafu G vzdy existuje hranové §(G)-barveni (ne nutné

dobré) takové, Ze kazdy vrchol je incidentni s hranami viech §(G) barev.
3. Dokazte, ze X/(Kgn_l) = X,(Kgn) =2n—1.
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4. Ukazte, ze v kazdém pravidelném grafu G s lichym pocétem vrcholil a alesponi jednou hranou
je X (G) = A(G) + 1.
5. Urcete x(Wp,).

6. Urcete chromatické ¢fslo danych graf na obrdzku 8.3.

a)
©)
)
G/
£
./

Y
—/
o
&
Y
)
e
Ay

Obréazek 8.3: Urceni chromatického éfsla

7. Ukazte, ze jestlize libovolné dva liché cykly grafu G maji spoleény vrchol, potom x(G) < 5.

8. Najdéte chromatické ¢islo a chromaticky index kompletniho grafu a sudobipartitniho iplného
grafu.

9. Jaké chromatické ¢islo bude mit graf s jednotkovym priimérem?

10. Jaky maximélni pocet hran muze obsahovat obycejny graf o 4 vrcholech (resp. 5, 6, 7 vrcho-
lech), ma-li byt jeho chromatické ¢islo rovno 37

¢




Kapitola

Planarni a neplanarni grafy

9.1 Planarni grafy

Podivejme se na obrazek 9.1. Vidime, Ze na ném jsou diagramy stejného grafu, ale na obrazku
vpravo je nakreslen tak, aby se jeho hrany neprotinaly. Grafy, které lze nakreslit tak, aby se jejich
hrany neprotinaly, hraji dulezitou roli v teorii grafi a v jejich aplikacich.

Obrazek 9.1: Plandrni grafy

= Definice 9.1

Rovinny graf je graf, jehoz hrany se v diagramu grafu navzajem neprotinaji.

i1=] Definice 9.2

Graf, ktery lze nakreslit tak, ze se jeho hrany navzéjem neprotinaji (to znamend, ze existuje rovinny
diagram), se nazyva planirni.

Samoziejmeé, zZe kazdy rovinny graf je grafem plandrnim. Vratime-li se k danému obrézku 9.1,
tak oba diagramy patif grafum, které jsou plandrni. Vlevo je graf planarni, nikoliv rovinny. Vpravo
je graf rovinny a samozfejmé tedy plandrni.

Rovinné nakreslen{ je vyhodné pro znazornéni grafu, napiiklad pfi nerovinném nakresleni by se
pruseciky mohly plést s vrcholy. Pii aplikaci napiiklad pfi névrhu jednovrstevnych integrovanych

68
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obvodu je kiiZzen{ ¢asti obvodu piimo nezidouci.

s Definice 9.3

Neplanarni graf je graf takovy, Ze pfi jeho libovolném nakresleni se alespont dvé hrany navzijem
protinaji.

To znamend, ze k takovému grafu nemtizeme najit diagram, ktery predstavuje jeho rovinny
graf.
Prikladem nejmensiho neplandrniho grafu je graf K (obrézek 9.2).

Obrézek 9.2: K

Jeden ze zptisobu, jak dokdzat, Ze graf K je neplandrni, je pomoci Jordanovskych kiivek.
Uvedeme tedy potfebné definice.

1= Definice 9.4

Uzaviend Jordanovskd kiivka (Jordanovska krivka) je kiivka, kterd ma pocatek totozny s koncem
a neprotind sebe sama.

Prikladem takové kiivky muze byt kruznice nebo elipsa.

Kazd4 Jordanovské kiivka J déli rovinu na dvé ésti: vnitiek (interiér), ktery budeme oznacovat
intJ, a vnéjsek (exteriér), ktery budeme oznacovat extJ. J ejich uzavéry, tj. uzaviené mnoziny ob-
sahujici i kiivku J, oznacujeme IntJ a ExtJ. Plati IntJ N ExtJ = J.

A% Véta 9.1

Necht J je Jordanovska kiivka v roviné a nechf a a b Jsou body roviny takové, ze a € intJ a

b € extJ, potom kazd4 kiivka, spojujici v roviné body a a b, protind J alespoii v jednom bodé.

A%
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A% Véta 9.2

Graf K5 neni planérni.

v

Dikaz: Vrcholovd mnozina grafu K je V(K5) = {v1,v2,v3,v4,v5}. Protoze v uplném grafu jsou
vSechny vrcholy navzdjem sousedni, Kj obsahuje cyklus vy, va, v3,v;. Budeme predpokladat, ze dvé

sousedni hrany tvofi spolu jedinou spojitou kiivku. Hrany cyklu tvoii Jordanovskou kfivku, kterou
oznacime J. (obrézek 9.3 a))

vy
U3
U5 vy ()
) Jy
v Us U]

a) b)

Obrézek 9.3: Ditkaz neplandrnosti grafu Ks

Vrchol vy potom lezi bud v int.J nebo v extl. (v4 € intJ nebo vy € extl).
Uvazujme pripad, kdy vrchol vg € intJ. Hrany vqvy, vive, vevg déli intJ na tii casti IntJp,
IntJy, IntJs. (obrazek 9.3 b))

Predpokladejme, ze vrchol vs nyni lezi v ext.J. (obrézek 9.4 a)) Potom ale hrana vsv, musi podle |
predchozi véty protinat kiivku J a tudiz K nenf plandrni.

a) b)
Obrézek 9.4: Ditkaz neplanarnosti grafu Ks

Lezi-1i vrchol vs v nékteré z oblast{ intJ;, i = 1,2,3, napf. intJy, potom hrana vsvg proting

krivku Ji, coz dokazuje nasi vétu. (obrézek 9.4 b))
Podobné bychom postupovali i pro ostatni oblasti.
Stejné i v piipadé, kdy na zacstku vrchol U4 € extJ. (obrézek 9.5) |
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Vs U3

(5] Us

Obrazek 9.5: Dukaz neplandrnosti grafu Kj

V| Véta9.3
Graf K33 neni planédrni.
v
Graf, ktery obsahuje K5 nebo K33 nen{ planérni.
V| Véta 9.4
Graf G je planarni préavé tehdy, kdyZ neobsahuje jako podgraf zddnou subdivizi grafu K5 nebo K3 3.
Vv

Jinymi slovy, kdybychom chtéli nakreslit diagram uréité neplanarniho grafu, nakreslime jeden
z téchto grafu a poté treba dals{ vrcholy a hrany.

1'=] Definice 9.5

Oblast rovinného grafu G je ¢dst roviny, jejiz libovolné dva body mizeme spojit néjakou kiivkou,

ktera neprotind zddnou hranu grafu G.

intJy, intJy, intJ3 nazyvame vnitinimi oblastmi a ext.J vnéjsi oblasti. (obrazek 9.6)

Obrazek 9.6: Oblasti
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Plocha vnitinich oblasti je vzdy kone¢nd. Plocha vngjsf oblasti je v roviné vzdy nekonecna.

Zékladni kvantitativni vztah pro rovinné grafy vyjadiuje Euleriiv vzorec. Je to také nejstars{
vztah tohoto typu, Euler ho znal v roce 1752. Euleruv vzorec dava do vztahu pocet vrcholi, hran
a oblasti souvislého rovinného grafu.

A% Véta 9.5
Pro libovolny souvisly rovinny graf G plati v(G) — h(G) + o(G) = 2.

A%

Diikaz: Dikaz provedeme indukei vzhledem k poétu oblasti grafu G.

Pro pocet oblasti o(G) = 1 plati, Ze jedind oblast je vnéjsi oblast, kterd je nekonecné velka.
Graf G tedy nemd zadnou vnitin{ oblast, proto neobsahuje cyklus, dany graf je strom. Plat{ h(G) =
v(G) —1av(G)—h(G)+0o(G) =v(G) - (v(G)—-1)+1=2.

Budeme predpokladat, ze dokazovany vztah plati pro vsechny grafy s o(G) < k oblastmi.
Ukézeme, Ze z toho plyne platnost tohoto vztahu pro libovolny graf s k& + 1 oblastmi.

Necht tedy graf G ma k + 1 > 2 oblasti. Potom v ném urcité existuje hrana, oddélujici dveé
oblasti. Ozna¢me tuto hranu e a zkoumejme graf G — e. Tento graf m4 o jednu oblast méné, nez
graf G, protoze dvé oblasti grafu G oddélené hranou e, v grafu G — e splynou v jedinou.

olG—e)=0(G)—1=k
Podle indukéniho piedpokladu v grafu G — e plati Eulertv vzorec. Je tedy
v(G—e)—h(G—e)+0o(G—e)=2

Protoze graf G' — e vznikl z G vynechdnim jediné hrany, m4 stejny pocet vrchold.

Dosadime
v(G) —h(G)+0(G) = v(G—e) = (MG —e)+1)+ (o(G—e)+1) = v(G—e)—h(G—e)+0o(G—¢) = 2.

Dukaz je hotov. O

Pokud vyjadiime z Eulerova vzorce pocet oblasti o(G) = 2 — v(G — e) + h(G — e), zjistujeme
nasledujici: 2 je konstanta, v(G) a ani h(G) se pfi rizném nakresleni grafu neméni, je konstantni, z
toho plyne, Ze i pocet oblast{ musi byt pro riizné nakreslen stejny, coz nim vlastné ¥ika nasledujici
dtsledek Eulerova vzorce.

D Diusledek 9.1

Vsechna nakresleni plandrniho grafu v roviné majf stejny pocet oblasti.
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D | Daisledek 9.2
Pro kazdy plandrni graf G s vice nez dvéma vrcholy plat h(G) < 3v(G) — 6.

D

Diikaz: Necht G je souvisly plandrni graf. Hranici kazdé oblasti je cyklus délky alespon 3, proto
secteme-li hrany lezici na hranicich oblasti, pres vSechny oblasti, dostaneme ¢islo alespoii 30(@G).

Kazd4 hrana, lezici na hranici néjaké oblasti, je viak v tomto sou¢tu zapocitdna dvakrat - jednou
pro kazdou z obou oblasti, které od sebe oddéluje, proto pro pocet hran v grafu G plati

h(G) > 30(G) /2.

Upravime dany vztah na tvar
2h(G)/3 > o(G).
Plati Euleriv vzorec v(G) — h(G) + o(G) = 2.
Nynf ke kazdé strané predchozi nerovnice pricteme a ode¢teme v(G) a h(G).

v(G) = h(G) + 2h(G) /3 > v(G) — h(G) + o(G)

Na pravé strané nerovnice jsme ziskali levou stranu rovnice Eulerova vzorce a muzeme tedy
misto tohoto trojclenu psat 2.
v(G) — h(G)/3>2

Nyni uz jen danou nerovnici vyndsobime éfslem 3 a dostdvame vztah, ktery jsme méli dokézat.

h(G) > 3v(G) — 6

D | Ddisledek 9.3
Pro kazdy planérni graf G plat{ §(G) < 5.

Diikaz: Pro grafy s jednim nebo dvéma vrcholy je zfejmé, Ze tvrzeni plati.

Predpokladejme, ze v(G) > 3.

Kdyby kazdy vrchol byl nejmensiho stupné, tak uréité dostaneme minimum pro soucet viech
stupnt v daném grafu a platf nize uvedend nerovnice. Kromé toho plati véta o souctu stupiit viech
vrcholi v daném grafu.

3(G)o(G) <) deg(v;)
i=1

3" degl) = 24(6)
i=1

To znamens, Ze

5(G)w(G) < 2h(G).




KAPITOLA 9 PLANARNi A NEPLANARNI GRAFY 74

Plati predchozi disledek h(G) > 3v(G) — 6, kde danou nerovnici vyndsobime 2, abychom ziskali
na levé strané nerovnice vyraz 2h(G).

2h(G) > 6v(G) — 12
Jestlize plati 6(G)v(G) < 2h(G) a také 2h(G) > 6v(G) — 12, potom muZeme psat:
I(G)v(G) < 6v(G) — 12.

Vydélime danou nerovnici v(G) (muzeme, protoze v(G) je nenulové, trividlni graf obsahuje jeden
vrchol).

I(G) <6—12/v(G)
Vyraz na pravé strané nerovnice nabyvé nejleps{ meze pro v(G) = 12, proto plati:

5(G) < 5.

\% Véta 9.6
Pro libovolny rovinny graf G's w(G) komponentami plati v(G) — h(G) + o(G) = 1 + w(G).

Vv

Kde se napiiklad Eulertiiv vzorec pouziva? PopiSeme si piiklad vyuziti v pocitacové grafice.
V systémech CAD si miizeme vymodelovat, popsat takové objekty, které ve skuteéném svété nelze
vyrobit, tyto objekty nazyvdme nonmanifoldy. (Vyrobitelné = manifoldy). Co to znamena ,nelze
vyrobit“? Dokdzeme si predstavit, Ze pifmka je nekonecéné tenkd nebo 7e se dva objekty dotykaji
v jednom bodé. Ve skutecném svété vsak nejsme schopni vyrobit nekoneéné tenké vldkno, stejné tak
nedokdzeme spojit dvé télesa idedlné bodovym svarem. Manifold z praktického hlediska je téleso,
Jjehoz kazd4 hrana inciduje pravé se dvéma plochami a jehoz hrany neprotinajf jiné plochy. Obdobné
plati, Ze vrchol nesmi spojovat dvé ¢asti télesa.

Velkd tifda prakticky pouzivanych téles se nazgyvd mnohostény. Mnohostén je téleso, které je
ohrani¢eno mnozinou mnohothelnikovych stén, kazdou hranu sdili vzdy sudy pocet stén a spliiuje
dalsi podminky. Jednoduchy mnohostén je téleso, které lze volnou plastickou deformaci prevést na
kouli, je to téleso bez dér.

Tim se dostdvdme k danému vzorci. Hrani¢ni reprezentace jednoduchého mnohosténu spliiuje
Euleriiv vzorec, pricemz udavéd vztah mezi poctem vrcholi v(G), hran h(G) a stén o(G) (pocet
oblast{) a plati: v(G) — h(G) + o(G) = 2. Platnost Eulerovy rovnosti sama o sobé neprokazuje, ze
Jistd mmozina vrcholi, stén a hran tvoif jednoduchy mnohostén, ktery je hranicf uzavieného objemu.
Navic musi platit, Ze kazdd hrana propojuje dva vrcholy, a stény a hrany se nesméji protinat.

Pro manifoldy, které maji otvory, plati zobecnénd Eulerova rovnost, kde jesté musime brat
v Gvahu pocet vnitfnich smycek hran r, pocet oblasti neboli samostatnych komponent télesa ¢ a
pocet otvoru prochazejicich télesem d. Vnitini smycky vymezuji otvory ve sténach, nikoliv otvory
v télese. Dany vztah potom m4 tvar:

o+v=h+2(c—d)+r.
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V [11] se muzeme docist o aplikaci Eulerova vzorce pro dikaz neexistence dalsich pravidelnych
mnohosténu nez jsou: pravidelny ¢tyfstén, krychle, pravidelny osmistén, dvanactistén a dvacetistén,
tzv. platénské télesa.

Jednim ze zndmych problému v teorii grafu je problém ¢ty barev. Tento problém zistaval
dlouhou dobu nevyieSen. Prvni zminka o tomto problému je v roce 1852 a fedeni, jak jsme v Givodu
tohoto skripta napsali, pochdzi z roku 1976 a je spojeno s jmény Appel a Haken.

Pivodni formulace problému ctyi barev zni: Jaky je nejmensi pocet barev, kterymi je mozno
zabarvit libovolnou geografickou mapu tak, aby zadné dva staty majici spole¢nou hranici (ve vice nez
k koneéném poéctu izolovanych bodu - piipady stdtu, hraniéicich v jednom bodgé, muzeme skutetné
na svété nalézt - nékteré staty USA) nebyly zabarveny stejnou barvou?

Takové mapy byvaji oznacovany Casto za politické mapy, kde sousedni staty jsou obarveny
riznou barvou. V roce 1890 Heawod dokézal, Ze 5 barev bude stacit, ale dva panové Appel a Haken
dokézali, Ze skutecné postacuji 4 barvy. Pro dukaz této véty byl pouzit pocitac.

Formulace daného problému do teorie grafu je: najdéte barveni oblast{ rovinného grafu tak,
aby zadné dvé oblasti, majici spoletnou hranu, nemély stejnou barvu. My dany problém muzeme
pieformulovat takto: Jaké je nejvétsi chromatické ¢islo rovinného grafu? Dalsi véta ndm dava od-
povéd a nazyva se véta o ctyfech barvéach.

V| Véta 9.7
Necht G je planarni graf, potom x(G) < 4.
\%
Co plat{ pro chromaticky index plandrnich grafi, nam #ik4 dalsi véta.
AY Véta 9.8
Je-li G planérni graf a A(G) > 8, potom je x (G) = A(G).
\%

Pro rovinné nakreslen{ a rovinné grafy lze formulovat tyto zékladni typy uloh [3]:
1. Zjistit, zda dany graf je rovinny.
2. Je-li graf rovinny, najit jeho rovinné nakresleni.
3. Pro dany graf najit nakresleni s co nejmensim poc¢tem kiiZeni stran.
4. Rozlozit dany graf na co nejmensi pocet hranové disjunktnich rovinnych faktort.

Takové tlohy hraji dulezitou roli napiiklad v elektrotechnice pfi navrhu tisténych spoju a pii

navrhu integrovanych obvodu.
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9.2 Neplanarni grafy

Polozme si otézku: Jak je néjaky neplansrni graf vzdalen od plangrniho? Nékoho by napadlo: pojdme
dany graf ,co nejlépe” nakreslit a méfit miru neplanarity pomoci po¢tu priseciki jeho hran pii
nejlepsim nakresleni. Musime si ale stanovit pravidla pro nejlepsi nakresleni.

Pravidla pro kresleni grafu jsou:

1. Sousedni hrany se neprotinaji.
2. Dvé nesousedni hrany se protinaji nejvyse jednou.
3. Zadna hrana neprotind sama sebe.

4. V jednom bodé roviny se protinaji nejvyse dvé hrany.

I Definice 9.6

Prusecikové ¢islo v(G) grafu G je nejmensi pocet priseciki jeho hran ze vSech moZnych nakreslen{

grafu G, vyhovujicich predeslym podminkdm.

Graf G je tedy plandrni pravé tehdy, je-li v(G) = 0. Je-li graf G podgrafem H, potom pro
prusecikova ¢isla plati v(G) < v(H).

A% Véta 9.9

L%J ["T_IJ L”T_QJ L%J pficemz pro 1 < n < 10 nastiavi

=

Pro tplné grafy K, plati: v(K,) <
rovnost.

\%

Pro tplné bipartitni grafy v obecnosti nenf znam ani rozumny netrividlni odhad pruseéikového
Cisla. Pouze v piipadé, e jedna z partit nem4 vice nez Sest vrcholii, plati nédsledujic véta. [4]

A\ Véta 9.10
Necht 1 <n <m a n <6, potom (B ) = L%J [%J [%J LmT_IJ

v

Jinou moznostf, jak méfit neplanaritu grafu, je hledat nejmensi mozny pocet planarnich faktort,
na které ho lze rozlozit. Dané &islo se nazyva tloustkou grafu G a jeho oznaceni je 6'(G).

\% Véta 9.11
Pro 1plné grafy K, kde n # 9, 10 plati QI(K,L) = L"T”J, pro grafy Ko a K9 plati

’

0 (Kg) = 6/ (K1) = 3.
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Nakresleni planarnfho grafu v roviné je ekvivalentni jeho nakresleni na kulovou plochu neboli
sféru. Graf G nazveme vnofitelnym do plochy R, jestlize ho miZzeme nakreslit v plose R, aby se
Jeho hrany neprotinaly. Graf, vnofitelny do roviny, je tedy plandrni graf.

V| Veéta9.12

Graf G je vnotitelny do roviny pravé tehdy, je-li vnofitelny do sféry.

A Reseny priklad 9.1
Naleznéte alternativni diukaz neplandrnosti grafu Kj.
Pro kazdy plandrni graf G' s vice nez dvéma vrcholy plati A(G) < 3v(G) — 6. To znamen4, 7e

10
10

IN A

3,5—6
9

Coz neplati, tim padem je dokézano, 7e graf K5 je neplanarni.
Pro dikaz neplandrnosti grafu muzeme pouzit priisecikové éislo.
_ 1 -1 —2 -3
v(Ks) = 313 (%5 1252 (%52
K 3

) = 1B 1% 15

[l S LgtN |

To znamend, ze pii nakresleni graf K5 bude existovat jeden priisecik (za splnéni podminek pro
nejlepsi nakreslen{ diagramu daného grafu).

Déle muzeme pouzit pro dikaz neplanarnosti vétu o étyfech barvach. Necht G je planarni graf,
potom x(G) < 4. Pro graf K; plati x(K5) = 5, protoze kazdy vrchol je étvrtého stupné a pro

A

obarven{ budeme potfebovat pét barvicek. Tim jsme dokazali, ze grat K5 je neplandrni.

30

Neresené priklady

Dokazte, Ze kazda subdivize neplanarniho grafu je neplanarni.

Dokazte, Ze kazdy podgraf plandrniho grafu je planarni.

Ukazte, ze graf K33 — e je planarni.

Urcete vSechny plandrn{ dplné tripartitni grafy.

Urcete vSechny plandrn{ iplné r-partitni grafy pro r > 3.

Pét domu je tfeba spojit (kazdy s kazdym) cestami, které se neprotinaji. Je to mozné?

Naleznéte alternativni diukaz neplanarnosti grafu K. 3,3

e R

Sestrojte planarni grafy G, H, J, pro které plati: graf G je pravidelny stupné 6, graf H je
pravidelny stupné 3 a pfitom pocet vrcholu je 5, a pro graf J plati §(J) =2 a A(J) = 6.

9. Dokazte Eulertiv vzorec indukei vzhledem k poétu hran.
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10.

11.
12.

Dokazte, ze planarni graf G s vice nez tiemi vrcholy a § > 3 m4 alesponl 4 vrcholy stupné 5
nebo mensiho.

Je mozno vyslovit néjaké tvrzeni o planarité stromu?

Nésledujici hru vynalezli J. H. Conway a M. S. Paterson. Anglicky se nazjv4 sprouts (vyhonky).
Na papiie je na zacdtku nakresleno n puntiki (hra je zajimava uz pro mald n, tieba 5). Hraci
se stridaji v tazich, kdo nema tah, prohraje. V kazdém tahu hra¢ spoji dva puntiky obloukem,
a nékam na tento oblouk se nakresli novy puntik. Puntik se smi pouzit jako konec nového
oblouku jen tehdy, pokud z néj vychazeji nanejvys 2 jiz nakreslené ¢ary, a novy oblouk nesmf{
protnout jiz nakreslené oblouky (v kazdém okamZiku mame tedy rovinné nakreslenf grafu s
maximalnim stupném 3, puntik na nové pridaném oblouku m4 uz stupef 2). Piiklad vidime
na obrizku 9.7. Dokazte, ze pro n po¢dtecnich puntikii ma hra nanejvys 3n — 1 taht (pFi
jakékoliv strategii hracn). Dokazte, Ze pro n pocateénich puntikti ma hra nejméné 2n tahu
(pfi jakékoliv strategii hraci).

Modifikujme hru néasledovné: Misto puntiki se kresli kifzky, a nové oblouky se pfipojuji
k ramentm kiizk (vrcholy mohou tentokrat mit maximalné stupen 4). Na novy oblouk se
piikresluje kifzek preskrtnutim, viz obrazek 9.8. Dokazte, 7e tato hra ma vzdy presné 5n — 2
tahu (takze se d4 snadno predem uréit, kdo vyhraje). [11]

oom@@@

0 1

Obrézek 9.7: Hra Sprouti

S oA @
@@@

Obrézek 9.8: Hra podvodni $prouti
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FEulerovské grafy

Kazdy z nds v détstvi resil tlohy, kdy se snazil nakreslit Jednim tahem urcity obréazek za podminek
bez zvednuti tuzky z papfru a Z4dnou hranu neobtahovat dvakrat. Asi nejznaméjsi priklad je na-
kreslen{ domecku jednfm tahem. (obrazek 10.1) V teorii grafi fesfme tlohu, kde hleddme otevieny
tah daného grafu prochdzejici véemi hranami tohoto grafu. Otevfeny je proto, Ze pocdteéni vrchol
je ruzny od koncového vrcholu. Takovy tah nazyvdme otevieny eulerovsky tah.

/O

Obrézek 10.1: Domecek

1= Definice 10.1

Otevieny eulerovsky tah je tah, ktery prochazi véemi hranami grafu pravé jednou a pocitecni a
koncovy vrchol jsou navzajem rizné.

Casto ale budeme chtit navic splnit podminku, ze poc¢dteéni vrchol byl totozny s koncovym
vrcholem. V teorii grafi lze tuto lohu interpretovat tak, Ze mame nakreslit graf jednim uzavienym
tahem. Kazd4 hrana se zde bude vyskytovat jednou a kazdy vrchol alespoil jednou. Dany tah se
nazyva uzavieny eulerovsky tah nebo eulerovsky tah.

79
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= Definice 10.2

Uzavteny eulerovsky tah (eulerovsky tah) je tah, ktery prochdzi véem hranami grafu praveé jednou
a pocatecni vrchol je totozny s koncovym vrcholem daného tahu.

Nékdy byva uzavieny eulerovsky tah nazyvan eulerovskou kruznici.

& Definice 10.3

Graf, ve kterém existuje uzavieny eulerovsky tah, pak nazyvame eulerovskym grafem.

Vratme se k nasemu domeéku. Graf odpovidajici domecku nelze nakreslit uzavienym eule-
rovskym tahem. Zjistujeme, Ze kazdy otevieny eulerovsky tah zac¢ina v jednom a koné¢i ve druhém
z obou vrchold stupné tii. Ostatni vrcholy grafu jsou sudého stupné. Prochdzime-li totiz grafem
po eulerovském tahu, pii kazdém pruchodu vrcholem pouzijeme ke vstupu do vrcholu jednu hranu
a k vystupu z né&j hranu jinou. Jisté tedy vSechny vrcholy s vyjimkou pocatecniho a koncového vr-
cholu naseho eulerovského tahu jsou sudého stupné. Pokud jde o otevieny tah, potom u pocétecniho
vrcholu pfi prvnim vystupu pouzijeme jednu hranu a pii kazdém dalsim prichodu dvé. Podobné
u koncového vrcholu pouzijeme pii kazdém prichodu dvé hrany a jednu pii poslednim vstupu. Tyto
dva vrcholy tedy jsou nutné lichého stupné.

Pokud jde o uzavieny tah, je koncovy vrchol totozny s poc¢ateénim a jeho stupen je urcité
sudy, nebot pii kazdém pruchodu pouzijeme dvé hrany a po jedné pii prvnim vystupu a poslednim
vstupu.

Obsahuje-li graf G uzavieny eulerovsky tah, potom ma vSechny vrcholy sudého stupné. Obsahuje-
li otevieny eulerovsky tah, potom mé pravé dva vrcholy lichého stupné.

Nyni formulujeme nutnou a postacujici podminku, aby graf byl eulerovsky.

A% Véta 10.1

Souvisly graf G je eulerovsky pravé tehdy, ma-li vsechny vrcholy sudého stupné.

Y

Dukaz: ([4]) Staci ukdzat, ze ze sudosti stupiiti vSech vrcholt plyne existence eulerovského uzavieného
tahu. Opac¢nd implikace vyplyva z predeslych odstaveu.

Necht je tedy G libovolny souvisly graf, majici m hran a vSechny vrcholy sudého stupné.
Predpoklddame, ze kazdy souvisly graf s méné nez m hranami, majici vSechny vrcholy sudého
stupné, je eulerovsky, chceme ukézat, ze pak je eulerovsky i nas graf G. Tento graf jisté obsahuje
cyklus. Plati tvrzeni: ma-li graf G s alespon 1 hranou vSechny vrcholy sudého stupné, potom obsa-
huje cyklus. Dukaz nechdme ¢tendii jako cviceni. Pokud G kromé tohoto cyklu neobsahuje zadné
dalsf hrany, je ditkaz ukoncen, nebof tento cyklus je hledanou eulerovskou kruznici.

Piedpokléddejme tedy, ze kromé cyklu C graf G obsahuje dalsi hrany. Vynechdme-li hrany patiici
do C z grafu G, dostaneme graf G, jehoi viechny vrcholy jsou bud opét sudého stupné, nebo stupné

nula.
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V pripadé kdy cyklus prochazel vrcholem v, plati deg (v) = degg(v) — 2.

Pokud vrchol v nepatfil do cyklu C, pak deg,G(v) = degg(v).

Graf G m4 méné nez m hran. Pokud je G souvisly, obsahuje podle indukéniho predpokladu
uzavieny eulerovsky tah U’. Zvolime libovolny vrchol vg lezici na cyklu C' a projdeme nejprve po
uzavieném tahu U’ véechny hrany grafu G'. Poté pokracujeme po hrandch cyklu C, az se vratime
zpét do vrcholu vg. Prosli jsme kazdou hranou grafu G pravé jednou a nalezli jsme hledany uzavieny
eulerovsky tah grafu G.

Pokud je graf G nesouvisly, postupujeme podobné. Oznac¢ime Hy, Ho, ..., H, netrivialni kom-
ponenty grafu G'. Kazd4 komponenta obsahuje vrchol lezici v ptivodnim grafu G na cyklu. Nechf
tedy pro kazdou komponentu H;, i = 1,2,...,r, je v; takovym vrcholem.

Obsahuje-li nékterd komponenta H; vice vrcholi z C, potom zvolime kterykoliv z nich. Protoze
kazdd komponenta H; je souvislym grafem se vSemi vrcholy sudého stupné a ma méné nez m hran,
obsahuje uzavieny eulerovsky tah Us;.

Konstrukei eulerovského tahu U grafu G zahajime tim, Ze projdeme komponentu H; po tahu
U, tak, ze zacneme a skon¢ime ve vrcholu v;. Nyni pokrac¢ujme po hrandch cyklu C do té doby,
nez narazime na néktery z vrchol vy, . .., v,. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat, zZe je to
vrchol va. Vstoupime tedy do komponenty Hs a opét ji projdeme po uzavieném eulerovském tahu
Uz, az se vratime do vrcholu vo. Opét pokracujeme po hranach cyklu C, dokud nenarazime na dals{
z vrcholu v;.

Cely proces opakujeme do té doby, dokud podobné nepro jdeme posledni komponentu H,.. Potom
pokracujeme po hrandch cyklu C' az do vrcholu vy. Tak jsme progli prave jednou vsechny hrany
netrivialnich komponent Hy, Hs, ..., H,, jakoZ i viechny hrany cyklu C, a tedy vSechny hrany
grafu G uzavienym tahem U. To je hledany eulerovsky uzavieny tah grafu G, ¢imz je dukaz véty
ukoncen. |

Kde najdou Eulerovské grafy uplatnéni? Mtzeme se pfedstavit ulohy typu, kdy chceme projet
néjakou siti ulic ve mésté, napf. by takhle mohl projizdét kropici viiz. Nemusime se omezit pouze
na mesto.

Obecné v souvislosti s eulerovskymi tahy mizeme fesit nasledujici tulohy [3]:

1. Médme rozhodnout, zda v daném grafu existuje eulerovsky tah (popf. uzavieny eulerovsky
tah).

2. V daném grafu mame sestrojit eulerovsky tah (popf. uzavieny eulerovsky tah), jestlize existuje.

3. V daném grafu mame najit nejmensi pocet taht (nikoli eulerovskych), které pokryvaji hrany
grafu.

4.V daném souvislém grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi ¢isly, mame najit nejkratsi

uzavieny sled, ktery obsahuje (alespon jednou) kazdou hranu grafu.
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Uvedeme vétu, kterd je podminkou pro to, aby dany graf neobsahoval most.

V| Véta 10.2

Necht G je graf, jehoz viechny stupné jsou sudé. Potom graf G' neobsahuje most.

Ditkaz této véty je mozno najit v [11].
Vratime se nyni k pokryti grafu a uvedeme nésledujici vétu z [7].

V| Véta10.3

Necht G je souvisly graf, ktery md pravé 2n vrcholu lichého stupné, n > 1. Pak kazdé minimalni

pokryti grafu G se sklddd z n (otevienych) tahu, z nichz kazdy spojuje dvojici vrcholu lichého
stupné.

\'%

Diikaz: Dopliime graf G o n hran, které je budou spojovat dvojice vrcholu lichého stupné. Kazdy
7z téchto vrchola bude incidovat s pravé jednou z téchto hran. Takto vznikly graf bude ziejmeé
opét souvisly a navic Euleritv, takze lze pokryt jedingm uzavienym tahem. Nyn{ opét odebereme
z tahu difve pfidanych n hran, tah se tim rozpadne na n otevienych taht, jez reprezentuji pokryti
pavodniho grafu G. Méjme nynf libovolné pokryt{ grafu G. Potom tento graf musi obsahovat alespori
n otevienych tahtl, aby pokrylo 2n vrcholi lichého stupné. Obsahuje-li vice nez n otevienych nebo
uzavienych tahtl, pak uz neni minimalni. Obsahuje-li pravé n otevienych taht, musi to byt tahy
pozadované vlastnosti. [7]

Uvedeme zde algoritmus pro hledan{ uzavieného tahu. Algoritmus je jednoduchy, problém
nastava v okamziku, pokud bychom chtéli dany algoritmus naprogramovat.

P#i hleddni uzavieného tahu zaéneme v libovolném vrcholu a po hrané s nim incidujici pfijdeme
do nékterého sousedniho vrcholu. Pouzitou hranu z grafu odebereme a postupujeme stejnym zpuso-
bem dile, aZ se vratime do vychoziho vrcholu. Vybér hrany je vazén pouze tou podminkou, aby jejim
vypusténim nevznikl nesouvisly graf (izolované vrcholy pfipoustime) a rovnéz navrat do vychoziho
vrcholu po jediné hrané je mozny az v poslednim kroku. [7]

V piipadé otevieného tahu musime zacit v jednom z vrcholu lichého stupné a skon¢ime v druhém.
Pii odebirani hran sledujeme pouze souvislost vznikajiciho grafu. U

Existuje fada tiloh piibuznych s hleddnim minimalniho pokryti grafu. Pifkladem muze byt tzv.
problém ¢inského listonose.

10.1 Ulohy typu bludisté

Sestavovani labyrintt a bludist pati{ k oblibenym hfickdm uz od starovéku. K nejstarsim patti
zndmy fecky Labyrint. V soucasné dobé mezi mistry v tvorbé bludist Anglican Greg Bright (vy-
dal nékolik knih, podle jeho navrhi byla fada bludist realizovana). Existuji i ¢asopisy obsahujici
bludisté, napi. francouzsky ¢asopis ,,Jeux et stratégie® (Hry a strategie) a samozfejmé pocitacové

hry.
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Jak bloudit v bludisti? Motoristé pravdépodobné znaji pravidlo pravé ruky: PTi postupu bludis-
tém drzime stédle pravou ruku na sténé. Formulace tohoto pravidla je velmi jednoduchd. Mezi jeho
vyhody patii fakt, Ze se podle ného lze ¥idit i ve tmé. Bohuzel obecné ve slozitéjsim bludisti (kde
nevede ven jedind cesta) viibec nemusi vést k cili.

Muzeme formulovat dvé zdkladni tlohy:

1. Mdme plének bludisté. Casto se dané tlohy vyskytuji v ¢asopisech a souvisf s prohled4vanim
grafu.

vevs

2. Jsme v bludisti a planek nezndme. Tyto tlohy jsou dobrodruznéjsi. Mame za kol uniknout

z labyrintu.

Grafova interpretace je nédsledujici. Nezndme-li planek bludisté, nezndme ani odpovidajici graf.
Vrcholy grafu odpovidaji kfizovatkdm a vétveni. Chodby predstavuji hrany v grafu. Na obrizku
10.2 vidime ptiklad bludisté a vpravo odpovidajici diagram grafu.

*—79|
- |
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Obrézek 10.2: Bludisteé

Algoritmy fesici tlohy typu bludisté uvedeme dva.
1. Tarryho algoritmus z roku 1895, ktery je zalozen na dvou axiomech:

(a) Kazdou hranou mizeme v jednom sméru projit nejvyse jednou.
(b) Po té hrang, po které jsme do né&jakého vrcholu prisli poprvé, smime jit zpét jediné tehdy,

pokud nenf jind mozZnost.

2. Trémauxuv algoritmus z roku 1882, kde se jedn4 ve své podstaté o Tarryho algoritmus do-

plnény o tfeti pravidlo

(c) Pokud prijdeme poprvé prochdzenou hranou do znadmého uzlu, vracime se ihned v nés-

ledujicim kroku stejnou hranou zpét.
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V ramci tohoto skripta nebudeme fesit uvedené bludisté pomoci téchto algoritmi. U daného
bludi§té by se jednalo o 53 krokti. Ponechdvdme to na Ctenafi, ktery si muze vyzkouset pruchod
danym bludistém pomoci téchto algoritmu.

A Reseny piiklad 10.1

Dokazte: Graf lze nakreslit otevienym eulerovskym tahem pravé tehdy, kdyz graf obsahuje prave

2 vrcholy lichého stupné.

Véta mé tvar ekvivalence, to znamena, ze ditkaz bude obsahovat dvé ¢asti, dikaz zleva doprava
a naopak.

(=)

Pii priichodu kazdym vrcholem potfebujeme dveé hrany, pouze v po¢atecnim vrcholu z néj jednou
jen vystupujeme (bude lichého stupné) a v koncovém vrcholu do néj pouze vstupujeme (tzn., opét
bude lichého stupné). Nemusi byt stejného stupné jako je pocatecni vrchol. Vidime, ze v grafu mame
dva vrcholy lichého stupneé.

(<)

Necht v grafu existuji pravé dva vrcholy lichého stupné. Oznacme tyto vrcholy u a v. Pfidanim
hrany uv do grafu G vznikne graf G, ve kterém maji viechny vrcholy sudy stupen. Tedy podle
véty: Souvisly graf G je eulerovsky pravé tehdy, ma-li vSechny vrcholy sudého stupné, coz znamena,
%e obsahuje uzavieny eulerovsky tah. Vynechdnim hrany uv dostaneme z uzavien¢ho eulerovského
tahu tah otevieny eulerovsky. Dokazali jsme tedy, Ze graf obsahuje otevieny eulerovsky tah.

A

m| Nefesené piiklady

1. Dokazte, 7e m4-li graf G s alespoii 1 hranou vSechny vrcholy sudého stupné, potom obsahuje
cyklus.

2. Lze nakreslit tplny graf o sedmi vrcholech jednim tahem?

3. Dokazte: Nechf G je souvisly graf a C' je jeho hranovy fez. Potom kazdd komponenta grafu
G' = G — C obsahuje vrchol, ktery je koncovym vrcholem nékteré hrany z C.

4. Dokazte: Graf G lze nakreslit k& hranové disjunktnimi otevienymi eulerovskymi tahy, pricemz
pocatecni a koncové vrcholy kazdych dvou tahu jsou navzdjem rizné pravé tehdy, obsahuje-li
2k vrcholu lichého stupné.

5. Nakreslete eulerovsky graf se sudym pocétem vrcholt a lichym poctem hran. Pokud to neni
mozné, zduvodnéte to.

6. Je dano deset kostek domina s ndsledujicimi poéty bodi na jednotlivych kostkach: (1, 2), (1,
3), (1,4), (1, 5), (2, 3), (2,4), (2,5), (3, 4), (3,5), (4, 5). Je mozné sefadit vSechny tyto kostky
za sebou podle pravidel domina (kostky se dotykaji ¢astmi se stejnym poctem bodu)?

7. Pro které piirozené ¢islo n ma kompletn{ graf K, uzavieny a otevieny eulerovsky tah?

8. Ukaite, 7e dva uzaviené tahy v grafu, které maji spoleény alespoii jeden vrchol, lze spojit

v jediny uzavieny tah.
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9. Kolik tahti je nutné potfeba k pokryt{ vSech hran grafu, o kterém vime, 7e m4 3 komponenty,
2 vrcholy lichého stupné a Zadny izolovany vrchol? Mohli byste urcit potfebny pocet taht,
kdyby pocet vrcholu lichého stupné nebyl 2, ale 47

10. Nakreslete jednim tahem grafy na obrazku 10.3.

Obréazek 10.3: Jednim tahem

30




e 11

Hamiltonovské grafy

V predchozi kapitole jsme se zabyvali otdzkou, kdy je mozno projit grafem tak, abychom kazdou
hranou prosli pravé jednou. Nyni budeme Fesit tlohy typu, kdy jednotlivymi mésty (vrcholy) budeme
chtit prochazet pravé jednou, tedy, Ze zddnou obci nebude projizdét dvakrat. Obecné se dany
problém nazyva problém obchodniho cestujiciho. Jeho piesnd formulace je tato: cestujici m4a projit
viechny obce své piidélené oblasti a vratit se zpét domt, a to tak, aby celkové projetd vzdalenost
byla co nejmensi.

Ve formulaci se nachaz{ podminka, aby celkové projeta vzdalenost byla co nejmensi. Momentalné
pracujeme s grafy, které nemaji ohodnocené hrany, nereprezentuji vzdalenost mezi jednotlivymi
misty. Proto budeme pfedpokléddat ze vzdalenosti véech vrcholi jsou jednotkové. Zni to sice zvlastne,
ze uvazujeme, ze vzdalenost mezi Ostravou a Opavou je stejnd jako vzdalenost mezi Opavou a
Prahou, ale pro nastinén{ problému ndm to bude stacit. Omezime se tedy na pozadavek, abychom
proéli kazdym vrcholem pravé jednou a vratili se zpét do mista, odkud jsme vysli.

U eulerovskych grafii existuje nutné a postacujici podminka pro to, aby graf byl eulerovsky. Tady
u hamiltonovskych grafii se s takovou podminkou nesetkéme. Véty budou mit tvar postacujicich
podminek, coz znamend, ze pokud je néco splnéno, pak dany graf je hamiltonovsky. Pokud dana
podminka splnéna neni, znamend to, ze dany graf muze, ale taky nemusi byt hamiltonovsky. Je
nejvyssi ¢as nadefinovat hamiltonovsky cyklus, cestu a graf.

1= Definice 11.1

Hamiltonovsky cyklus je cyklus prochézejici véemi vrcholy grafu.

(& Definice 11.2

Hamiltonovsk4 cesta je cesta obsahujic{ véechny vrcholy grafu.

86
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I Definice 11.3
Hamiltonovsky graf je graf, ktery obsahuje hamiltonovsky cyklus.

Iz Definice 11.4

Nehamiltonovsky graf je graf, ktery neobsahuje hamiltonovsky cyklus.

Na prvni pohled se skuteéné zd4, ze hamiltonovsky cyklus (prochézi bez opakovani vsemi vr-
choly) je pojem podobny uzavienému eulerovskému tahu (prochéz{ véemi hranami bez opakovani).
Ale musime upozornit, ze matematick a algoritmicka obtiznost obou pojmi je tplné jina. Problém
hamiltonovské kruznice je matematicky i algoritmicky obtizny.

Hamiltonovsky graf je nazvany podle irského matematika W. R. Hamiltona, ktery v poloviné
minulého stoleti zverejnil a vyfesil tuto hadanku: Lze po hrandch pravidelného dvanactisténu pro jit
vsemi jeho dvaceti vrcholy a vratit se do vychoziho bodu, aniz bychom nékterym vrcholem prosli
vicekrat? (Stény pravidelného dvanictisténu jsou pravidelné pétithelniky — viz obrazek 11.1). [3]

Obréazek 11.1: Hamiltonova hidanka,

Déle uvedeme Oreho vétu.
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V| Vétall.l

Necht G je graf s n vrcholy, kde n > 3, a nechf pro kazdé dva rizné nesousedni vrcholy u, v plati

deg(u) + deg(v) > n. Potom G je hamiltonovsky.

A%

Dikaz: [4]

Pouzijeme dukaz sporem.

Piedpokléddejme, ze véta neplati, tedy, Ze existuje nehamiltonovsky graf G s n vrcholy, n > 3, ve
kterém pro kazdé dva rizné nesousednf vrcholy u, v plati deg(u) + deg(v) > n. Existuje maximaln{
graf Gy s touto vlastnost{, to znamend, ze piidanim hrany uv mezi libovolné dva nesousedni vrcholy,
pro které plati deg(u) + deg(v) > n, dostaneme graf Go + wv, ktery je jiz hamiltonovsky.

Protoze Go nebyl hamiltonovsky, kazdy hamiltonovsky cyklus v Go + uv obsahuje hranu wwv.
Potom ale v grafu Gy existuje hamiltonovské cesta P z vrcholu u do vrcholu v s vrcholy
U= ul,ug,...,Uy_1,U, = v. Nasim cilem je ukazat, ze na této cesté existuji dva sousedni vrcholy
Um & Um41 takové, Ze u, je sousedni s vrcholem v a um+1 je sousedni s u, a v dusledku toho graf Go
obsahuje hamiltonovsky cyklus u = ui,ug, ..., Um,V = Un, Un—1,Un—2; - - -, Um+1, U- (obrazek 11.2)
Pokud se nam to podaif, dostaneme se do sporu s predpokladem, Ze Gy neni hamiltonovsky.

U=UL, U e er s Uy U= Up, U1, Up—2y -+ s Um41: U

U =v

u = u

Uy = Upp41

Uz = Uy

Obrazek 11.2: Hamiltonovsky cyklus

Necht vrchol u stupné k je sousedni s vrcholy w;,, Uiy, . . ., uj, - Pro kazdé j =1, 2,...,k nazveme
vrchol lezici na cesté P bezprostiedné pied vrcholem wu;, tedy vrchol u;;—1, zakdzanym vrcholem.
Pochopitelné, 7e zakdzanym vrcholem muze byt i néktery z vrcholi u;, tedy sousedu vrcholu u,
a to v pifpadé, kdyz dva nebo vice sousedil vrcholu u lezi na cesté P bezprostiedné za sebou.
Zakédzanym je také samotny vrchol u = uy, nebot predchdzi vrchol us.
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Zakazanych vrcholu je zfejmé pravé tolik, kolik je sousedi vrcholii u, tedy k.

Nyni chceme ukazat, Ze vrchol v je sousedni s alespoii jednim zakdzanym vrcholem. Pokud by
tomu tak nebylo, vrchol v by mohl byt sousedni s nejvyse s n—k-1 vrcholy (nebot Gy obsahuje n—k
vrcholt, které nejsou zakézané, ale jednim z nich je samotny vrchol v).

To by znamenalo, ze je deg(v) < n—k-1, a tedy by muselo platit
deg(u) + deg(v) < k + (n—k-1) = n-1, coz je spor s piedpokladem, Ze deg(u) + deg(v) > n.

Je tedy vrchol v sousedni s jednim ze zakdzanych vrcholi, tieba uy, a vrchol umy je sousedni
S Uu.

Urciteé platf u,, # u, nebot Gy neobsahuje hranu uv. Potom ale graf G obsahuje hamiltonovsky
cyklus u = uy,u2,. .., Um, v = Up, Un—1,Un—2, ..., Um+1,U, COZ je spor s predpokladem, Ze Gy nenf
hamiltonovsky. Tim je dikaz hotov. O

Nasledujici véta je véta Diracova a je specidlnim pifpadem Oreho véty.

V| Véta1l.2
Necht G je graf s n vrcholy, n > 3, a nechf 6(G) > n/2. Potom G je hamiltonovsky.

Ve véku pouhych 17 let dokézal Pés nasledujici vétu.

V| Véta11l.3

Necht G je graf s n > 3 vrcholy takovy, ze pro kazdé prirozené &islo J < n/2 obsahuje méné nez j
vrcholi stupné mensiho nebo rovného j. Potom G je hamiltonovsky.

\%

Nutné a postacujici podminka pro to, aby graf byl hamiltonovsky, neexistuje, mohli bychom
napsat, ze neexistuje pfimo, protoze takovd podminka existuje pro graf, ktery se nazyvé uzdveér
daného grafu.

I Definice 11.5

Uzavér grafu G, ktery oznacujeme C(G), nazyvédme graf, ktery vznikne z grafu G postupnym
pridavanim hran tak, ze vzdy spojime dva nesousedn{ vrcholy, jejichz soucet stupiiii je alespoi

v(G).

Uzévér G s n vrcholy tedy zkonstruujeme tak, Ze vyhleddme dva nesousedni vrcholy majici
soucet stupiit alespoii n (pokud takové vrcholy existujf), a spojime je hranou. Opét vyhleddme dva
nesousedn{ vrcholy se sou¢tem stupiitt nejméné n a spojime je hranou. Tak pokracujeme, dokud
muZeme najit dvojici vrcholu spliujici shora uvedené piedpoklady. Takto vznikly graf je uzédvérem
grafu G.

Nezélezi na tom, v jakém pofadi hrany priddvame, dostaneme vidy stejny graf.
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A% Véta 11.4
Necht C(G) a C'(G) jsou libovolné uzavéry grafu G, potom C(G) = C

/

(@).

Dukaz dané véty muze ¢tendf najit v [4].
Nyni uvedeme nutnou a postacujici podminku tykajici se uzavéru grafu.

A% Véta 11.5

Graf G je hamiltonovsky pravé tehdy, kdyz je hamiltonovsky jeho uzavér C(G).

Dikaz této véty je v [4].

A% Véta 11.6

Je-li uzdvérem grafu G s vice nez dvéma vrcholy dplny graf, potom je graf G hamiltonovsky.

\% Véta 11.7
Necht |V(G)| > 3. Jestlize (G) > B(G), potom G je hamiltonovsky.

k(G) je souvislost grafu a 8(G) je ¢islo nezavislosti grafu.
Daéle plati tyto dalsi véty.

V| Vétall.8

Necht G je souvisly graf s nejméné tiemi vrcholy. Jestlize pro kazdé dva rtizné nesousedni vrcholy

u, v plati deg(u) + deg(v) > m, kde m je pfirozené ¢islo, potom G obsahuje cestu délky m.

v

& Definice 11.6

Hamiltonovsky souvisly graf je graf, ve kterém kazdé dva jeho vrcholy jsou spojeny hamiltonovskou

cestou.

V| Vétall.9

Necht G je graf s m vrcholy, n > 3, a necht pro kazdé dva rtizné nesousedni vrcholy u, v plati

deg(u) + deg(v) > n+ 1, potom G je hamiltonovsky souvisly.

\%
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= Definice 11.7
Graf G* nazyvame k-tou mocninou grafu G, jestlize V(G¥) = V(G), E(G) € E(G*), a hrana
wv € E(GF) — E(G) patif do E(G*) pravé tehdy, kdyz 1 < distg(u,v) < k.

Graf G* sestrojime z grafu G tak, ze do néj priddme hrany, které z kazdého vrcholu u vedeme
do vSech vrcholu G, majici v G od u vzdéalenost nejvyse k.

V| Véta 11l.10

Nechf G je souvisly graf, potom G® je hamiltonovsky souvisly.

A%

Protoze kazdy hamiltonovsky souvisly graf je souc¢asné hamiltonovsky, je samoziejmé tiet{ moc-
nina kazdého grafu hamiltonovska.

A% Véta 11.11

Necht G je 2-souvisly graf, potom G? je hamiltonovsky souvisly.

V| Veétal1ll.12

Kazdy 4-souvisly plandrni graf je hamiltonovsky.

Zakladni typy tloh u hamiltonovskych grafu jsou [3]:
1. Najit hamiltonovsky cyklus.
2. Najit hamiltonovskou cestu (mezi libovolnymi dvéma vrcholy).
3. Najit hamiltonovskou cestu, jejiz jeden krajni vrchol je fixovan.
4. Najit hamiltonovskou cestu, jejiz oba krajni vrcholy jsou fixovany.

Na zacatku kapitoly jsme napsali, Ze problém obchodniho cestujiciho tizce souvisi pravé s ha-
miltonovskymi grafy. Problém obchodniho cestujictho ma mnohé aplikace, naptiklad rozvoz zbozi ze
skladu do jednotlivych prodejen nebo napiiklad vrtdni dér pomoci ur¢itého stroje, kde chceme mini-
malizovat presuny. Postup muzeme také vyuzit pro pldnovani procesi, kdy mame vyrobni zafizeni,
pomoci kterého se maji opakované vyrabét néjaké produkty. Ma-li néjaky produkt nasledovat bez-
prostfedné po vyrobé urcitého produktu, nékdy je tfeba vyrobni zafizeni vycistit, nastavit, seridit.
Nasim tkolem by potom bylo najit plan vyroby (tzn. poradi produktu), aby ¢asové ztraty (¢isténi,

nastaveni, apod.) nebyly, nebo ukédzat, ze takovy plan neexistuje.
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A Reseny piiklad 11.1

Kun na Sachovnici 8 x 8 mé vyjit z uréitého pole, navstivit postupné vsechna pole a vratit se

na puvodn{ policko. Je to mozné? Interpretujte tlohu v teorii grafu.
Vytvorime graf, kde vrcholy jsou 64 poli sachovnice. Hranami jsou mozné skoky jezdce. Zjistime,
ze dany graf je hamiltonovsky, tedy, Ze dand 1loha je FeSitelna.

A

m| NeresSené piriklady

1. Dokazte, ze kazdy hamiltonovsky graf je nejméné 2-souvisly.
2. Dokazte, ze kazdy bipartitni hamiltonovsky graf mé partity stejné velikosti.

3. Jednéni u kulatého stolu je ptitomno n osob, pficemz kazdé dvé z nich dohromady znaji vSech
n — 2 ostatnich. Ukazte, ze mohou okolo stolu sedét tak, ze kazda osoba sedi mezi dvéma lidmi,

které zna.

4. Ukazte, ze kazdy k-pravidelny graf na 2k — 1 vrcholech je hamiltonovsky.

5. Dokazte, ze kolo W,, je hamiltonovsky graf pro libovolné n.

6. Ukazte, Ze hamiltonovsky souvisly graf na vice nez tfech vrcholech m4 vSechny vrcholy stupné
nejméné 3.

7. Naleznéte pitklad 2-souvislého grafu, ktery neni hamiltonovsky, a ukazte, Ze jeho druha moc-
nina je hamiltonovska.




s 12

Orientované grafy

V predchozich kapitoldch jsme uvazovali grafy, kde hrany nebyly orientované. Znamenalo to, Ze
hrana uv byla totozna s hranou vu. Pokud pfipustime, zZe dané hrany jsou ruzné, potom hrany jsou
usporddané dvojice vrcholt.

Nez uvedeme definici orientovaného grafu, zkusme se zamyslet nad orientovanymi a neoriento-
vanymi grafy. Orientované grafy ndm budou predevsim slouzit k reprezentaci procesu, déje, ktery
probih4 od pocéteéniho do koncového vrcholu $ipky. Vrcholy orientovaného grafu predstavuji stavy,
mezi kterymi orientace znézoriiuje volbu, postupy nebo pochody. Orientovanym grafem lze znazornit
prubéh hry, vyrobni proces, vypocetni proces pocitace, vyvojovy diagram algoritmu, cestu automo-
bilu, feseni hadanky, prutok soustavou potrubi, vztahy podfizenosti a nadfizenosti apod. [13]

Neorientovany graf zpravidla zndzornuje stav néjakého systému, pozici jednotlivych vrcholu, je-
jich blizkost nebo vzdalenost, jejich porovnatelnost nebo nesouméfitelnost. Neorientovanym grafem
lze znézornit dopravni schéma, schéma propojeni elektrického zafizeni, vztah nezavislosti. [13]

Obecné feceno, neorientovany graf piedstavuje vétSinou staticky model, zatimco orientovany
graf predstavuje vétsinou model dynamicky. [13]

1= Definice 12.1

Orientovanym grafem D nazyvame dvojici (V, A) = D(V, A), kde V je mnozina vrcholu a A mnozina

usporddanych dvojic vrcholu (dvouprvkovych usporddanych podmnozin mnoziny V') zvanych orien-
tované hrany.

O orientované hrané a = uv fikdme, ze ma pocatecni vrchol u a koncovy vrchol v.

1= Definice 12.2

Opacné hrany jsou dvé hrany uwv a vu se stejnymi vrcholy, avSak opacné orientované.

Budeme uvazovat orientovany graf bez smycek a ndsobnych hran, tedy jednoduchy orientovany
graf.

93
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1= Definice 12.3

SmiSeny graf je graf, ve kterém se mohou vyskytovat soucasné jak orientované, tak neorientované

hrany.

Pifklad diagramu smigeného grafu vidime na obrdzku 12.1.

I

Obréazek 12.1: SmiSeny graf

Smiseny graf pievedeme na orientovany graf tak, ze kazdou neorientovanou hranu nahradime
dvojici opaéné orientovanych hran. Orientovany graf k obrazku 12.1 vidime na obrazku 12.2.

I
3

Obrazek 12.2: Orientovany graf

1= Definice 12.4

Stupeii vrcholu v je pocet hran, se kterymi je dany vrchol v incidentni.

Stupeii vrcholu budeme oznacovat deg(v) a pokud budeme chtit zdtraznit, Ze vrchol v je vr-

cholem grafu D tak degp(v).

= Definice 12.5

Vnéjsim stupném (odchézejicim stupném) vrcholu v budeme nazyvat pocet hran odchézejicich z v.

Vnéjsi stupein budeme oznacovat odeg(v).

& Definice 12.6

Vnitinim (pfichdzejicim) stupném vrcholu v budeme nazyvat pocet hran pfichézejicich do v.
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Vnitin{ stupenn budeme oznacovat ideg(v).
Symboly 6%(D) (67(D)) a AT(G) (A~(G)) oznacuji nejmensf a nejveétsi vnejst (vnitFn{) stupen
vrcholu v orientovaném grafu D.

V| Veétal2.1

Necht D je orientovany graf s n vrcholy vy, vs,,..., v, a h(D) necht je pocet jeho hran, potom
Y1 odeg(vy) = S0 ideg(v;) = h(G).

A%

Diikaz je trividlni, kazd4 orientovana hrana pfispiv4 jednickou do souétu viech vnéjsich stupiit
a jednickou do souc¢tu vSech vnitfnich stupiili, to znamens, 7e se dané soucty rovnaji poctu orien-
tovanych hran v daném grafu. [

I Definice 12.7

Orientovana cesta délky k v orientovaném grafu D Je posloupnost vg, aj,v1,az,ve,...,ax, v, kde

k > 0 a vo,v1,...,v jsou navzdjem ruzné vrcholy a ai,...,ax jsou hrany, pficemz pro kazdé
t=1,2,...,k je a; hrana s pocdtecnim vrcholem v;_; a koncovym vrcholem v;, tedy a; = v;_1v;.

Orientovand cesta je jednoznaéné uréena posloupnosti svych vrcholll, tj. v, v1,vs,..., v, ze
stejného duvodu jako u neorientovaného grafu, neuvazujeme nésobné hrany, to znameni, ze mizeme
zvolit pouze jedinou hranu s pifslusnym poc¢éteénim a koncovym vrcholem.

& Definice 12.8

Neorientovana cesta (polocesta) je posloupnost v, aj, v1,0Q2,V2,...,a4, Uk, ve které orientace hran
je libovoln4.

Neorientovana cesta neni jednozna¢né uréena svymi vrcholy. Na neorientované cesté tedy nebe-
reme ohled na orientaci hran.

= Definice 12.9

Orientovany cyklus je posloupnost Vo, a1,v1,02,V2, ..., Qk, Vg, a1,v1, kde kK > 201, v9,...,0; jsou
navzajem ruzné vrcholy a ay, ap,...,ay jsou hrany, pricemz pro kazdé i = 2,3,...,k je a; hrana
s pocatectnim vrcholem v;_; a koncovym vrcholem v, tedy a; = vi—1v; a a1 = vivy.

V neorientovaném cyklu je hrana a; kteroukoliv z dvojice hran v;_1v;, v;v;_1.

I Definice 12.10

Vrchol v je dosazitelny z vrcholu u, jestlize existuje orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu v.
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Vrcholy u a v jsou navzéjem dosazitelné, existuje-li v orientovaném grafu D soucasné orientovand
(u,v)-cesta i (v, u)-cesta.

Na obrdzku 12.3 vidime dvojici vrcholu, které jsou navzajem dosazitelné.

Y

i
|
s Definice 12.11
:
)
\
:
|
|
|
\
|
:
\
|

Obrézek 12.3: Navzijem dosazitelné vrcholy

| = Definice 12.12

Vzdélenost vrcholu v od vrcholu u je délka nejkratsf orientované cesty z u do v.

Budeme ji oznacovat dist(u,v) a obecné to neni symetricka funkce. U neorientovanych grafi je
vzdalenost symetricka.

1] Definice 12.13

Silné souvisly graf je orientovany graf, ve kterém pro kazdé dva jeho vrcholy u a v je vrchol u
dosazitelny z v.

Na obrézku 12.3 vidime piiklad silné souvislého grafu. V silné souvislém orientovaném grafu je
pro kazdou dvojici u, v dosazitelny nejen vrchol u z vrcholu v, ale také v je dosazitelny z .

& Definice 12.14

Orientovany graf D nazveme jednostranné souvisly, jestlize pro kazdé dva jeho vrcholy u a v je bud
vrchol u dosazitelny z vrcholu v, nebo vrchol v je dosazitelny z vrcholu u, ale mohou nastat i obé
moznosti zarove.
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Kazdy silné souvisly graf je jednostranné souvisly.

1 Definice 12.15

Orientovany graf D nazveme slabé souvislym, jestlize pro kazdé dva jeho vrcholy u a v existuje v D
neorientovana cesta z u do v.

1| Definice 12.16

Symetrizaci orientovaného grafu D nazveme neorientovany multigraf U(D), ktery vznikne z D za-
nedbdnim orientace jeho hran.

Je také mozné definovat symetrizaci jako jednoduchy graf, kde se dvojice opa¢nych hran uv a
vu zobrazi na jedinou hranu.

Slabé souvisly graf je pak kazdy orientovany graf, jehoz symetrizace Jje souvisly graf. Libovolny
graf G muzeme orientovat, kazdé jeho hrané piifadime jednu ze dvou moznych orientaci. Vznikly
orientovany graf D(G) pak nazyvame orientaci grafu G.

(6= Definice 12.17

Asociovany orientovany graf B(G) je graf, ktery vznikne z grafu G nahrazenim kazdé hrany dvojici
opacné orientovanych hran.

V| Véta 12.2
Necht D je silné souvisly orientovany graf, potom jeho symetrizace U (D) je hranové 2-souvisly graf.
\%

Diikaz: Pouzijeme dikaz sporem.

Predpoklddejme, ze U(D) neni hranové 2 souvisly. Potom je bud nesouvisly (tedy i graf D je
nesouvisly, coz nenf podle pfedpokladu mozné), nebo obsahuje most. Nechf tento most m4 koncové
vrcholy w a v. Tento most odpovida v D jedné z hran uv, vu. Predpokladejme, Ze se jednd o hranu
uv. Vynechanim mostu uv dostaneme nesouvisly graf U (D) —wuw, ktery je symetrizac{ orientovaného
grafu D — uv. Vrcholy u a v lez{ v riznych komponentéch grafu U (D) — uv.

Podle naseho piedpokladu je oviem D silné souvisly, a proto v ném existuje orientovang cesta
z v do u. Ta zajisté neobsahuje hranu uv, a tedy existuje i v orientovaném grafu D — wv. Potom ale
existuje cesta z v do u i v grafu U(D — uv). To je viak spor, protoze U(D — wv) = U(D) — uv, ale
vrcholy u a v lezi v ruznych komponentach U(D) — uv, coz jsme jiz ukézali. O
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1=| Definice 12.18

Graf G nazveme silné orientovatelnym, jestlize existuje takovd jeho orientace D(G), ktera je silné
souvisla.

V| Véta12.3

Kazdy hranové 2-souvisly graf je silné orientovatelny.

\%

Diikaz: Necht G je hranové 2-souvisly s vrcholovou mnozinou V. Protoze je hranové 2-souvisly,
obsahuje cyklus, feknéme v1,va, . . ., v, ktery muzeme orientovat tak, ze kazdé jeho hrané priradime
orientaci v;v;i4+1 (piipadné vivy), tedy vrchol v; je pocatecni a v;1 koncovy.

Ostatni hrany mezi vrcholy lezicimi v tomto cyklu orientujeme libovolné.

Jsou-li nynf v; a vj dva vrcholy cyklu takové, Ze i < j, potom v; je z v; dosazitelny po cesté
Vi, Vigl, - - -, Vj—1,Vj, zatimco v; je z vj dosazitelny po cesté vj, vjy1, ..., Vi—1, Vi

Vrcholy v1,ve, ..., v, zafadime do mnoziny M, kterd indukuje silné orientovany podgraf grafu
G. Pokud se mnozina M rovna vrcholové mnoziné V(G), je dukaz ukoncen. Pokud ne, zvolime
libovolny vrchol wy z mnoziny V — M, ktery je sousedni s nékterym vrcholem mnoziny M. Takovy
vrchol v; vidy existuje, nebot graf G je souvisly. Hranu v;wy orientujeme z v; do wy. Protoze G
je hranové 2-souvisly, ur¢ité existuje cesta wi,wo,...,w; = v; z wi do v;, kterd neobsahuje hranu
viwyg .

Necht vj; = wy, je prvai vrchol této cesty, ktery nepatif do mnoziny M. Hrany cesty
wi, W, ..., Wy, nyni orientujeme opét ve sméru wywpr41 pror =1,2,...,m— 1.

Nyni potfebujeme ukédzat, ze mlizeme rozsifit mnozinu M o vrcholy wi,wa, ..., wn, tedy, Ze
kazdy vrchol mnoziny M je dosazitelny z kazdého z vrcholt wy, ws,. .., wy, a naopak, a ze vSechny
dvojice vrcholu w,., w, jsou navzdjem dosazitelné.

Protoze vrchol wy, = v; je dosazitelny z kazdého vrcholu w,, 1 < r < m — 1 (po cesté
Wey Wpit1, - - - W) @ viechny vrcholy mnoZiny M jsou dosazZitelné z kazdého vrcholu z m, tedy i z vr-
cholu v;, jsou vsechny vrcholy z M dosazitelné z kazdého z vrcholu wy, we, ..., wp.

Naopak, vrchol v; je dosazitelny z kazdého vrcholu z M a kazdy z vrcholu wi,ws, ..., wn je
dosazitelny z v; po cesté v;, w1, wa, ..., w, a tedy je kazdy w, dosazitelny ze viech vrcholi mnoziny
M. Protoze soucasné je kazdy vrchol z M dosazitelny i ze vSech vrcholu wg, s < m, je vrchol w,
pro r < s dosazitelny z w;.

Vrchol wg je dosazitelny z w, po cesté wp, Wpy1,...,ws, je-li r < s. Nyni muZeme rozsitit
mnozinu M o vrcholy wi,ws,...,wy, a vSechny hrany mezi vrcholy této mnoziny, které dosud
nemaji urc¢enu orientaci, muzeme orientovat libovolné.

Je-li nyni M = V(G), je dukaz ukoncen, v opa¢ném piipadé opét vybereme vrchol z V' — M a
opakujeme cely postup tak dlouho, dokud do mnoziny M nepatii vSechny vrcholy grafu G. O

V| Vétal2.4

Kazdy 2-souvisly graf je silné orientovatelny.
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12.1 Turnaje

V této sekci se budeme zabyvat typem grafil, ktery mizeme pouzit napfiiklad pro reprezentaci
situace na soutézich a turnajich.

& Definice 12.19

Turnaj je orientovany graf, ve kterém pro kazdou dvojici vrcholi u, v existuje pravé jedna z hran
uv, vU.

\% Véta 12.5
D je turnaj pravé tehdy, kdyz jeho symetrizace U(D) je tplny graf.

Situaci, ze druzstvo u zvitézilo nad druzstvem v reprezentujeme orientovanou hranou wwv.

I = Definice 12.20

Turnaj nazyvdme acyklickym, neobsahuje-li zadny orientovany cyklus.

Iz Definice 12.21

Turnaj nazyvame tranzitivnim, jestlize z existence hran wv a vw vyplyvé existence hrany uw.

Vlastnost acykli¢nost a tranzitivnost u turnaji jsou ekvivalentni, coz vyjadfuje ndsledujici véta.

V| Véta 12.6

Turnaj D je tranzitivni pravé tehdy, kdyz je acyklicky.

A\

Dikaz: Predpoklddejme, Ze graf D je acyklicky a uv a vw jsou jeho libovolné hrany. Protoze graf
D je acyklicky, nemuze obsahovat hranu wu, nebof tato by spolu s hranami uv a vw tvorila cyklus.
Proto v grafu D existuje hrana uw a graf D je tranzitivni (obrazek 12.4, kde pieskrtnuti hrany
znamend, Ze takto hrana nemuze byt orientovand).

Pro opacnou implikaci pouzijeme diikaz sporem.

Predpokladejme, ze graf D je tranzitivn{ a sou¢asné obsahuje orientovany cyklus vy, v, . . ., vy, vy.
Z tranzitivity grafu D vyplyvd, 7e hrana vivs patii do mnoziny orientovanych hran A(D). Potom
ale z existence hran vivs a v3vy vyplyvé, Ze také vivy € A(D) (obrazek 12.5).

V této vaze pokracujeme, a7z dospéjeme k zavéru, Ze z existence hran v1vy,_1 a vy_qvy vyplyva,
ze také hrana vivy € A(D), coz je spor. Na zacatku jsme predpokladali, ze graf obsahuje cyklus
U1,v2, ..., v1. Tedy graf D je acyklicky. O
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Obréazek 12.4: Acykli¢nost a tranzitivnost turnaje

UQC“)

(2¥]

v ( =b

Obréazek 12.5: Acykli¢nost a tranzitivnost turnaje — existence hrany vjva

V| Véta12.7

Pro kazdé prirozené ¢islo n existuje jediny tranzitivni turnaj na n vrcholech (az na izomorfizmus).

v

V| Véta12.8

Kazdy turnaj obsahuje orientovanou hamiltonovskou cestu.

v

Dikaz: Dany dukaz provedeme sporem.

Budeme piedpokladat, ze nejdelsi cesta v turnaji D na n vrcholech mé délku & < n — 1 a necht
jsou vrcholy této cesty oznaceny vg,v1, ..., Vk.

Protoze k < n — 1, existuje nejméné jeden vrchol u, ktery nelezi na této cesté. Graf D je vSak
turnaj, a proto vrchol u musi byt sousedn{ se vSemi vrcholy wvg,v1,...,v;. Hrana mezi vrcholy u
a vg musi byt pravé vou, nebot v opac¢ném piipadé by v grafu D existovala cesta u,vg,v1,. .., Uk
délky k + 1, coz je spor s tim, Ze maximalni délka cesty v grafu D je podle naseho predpokladu k.

Podobné nemtZe v grafu D existovat hrana uvy, nebot potom by graf D obsahoval opét cestu
VO, ULy -+« 5 Vim1, U, Vg« . ., Vg délky k+1. Tak po i41 krocich ukdzeme, Ze v grafu D nemuze existovat
hrana uwv;, nebot potom by graf D obsahoval opét cestu vg, v1,...,vi—1,u,v;, ..., v, délky k+ 1.

Protoze vak z toho plyne, Ze graf D obsahuje (pro i = k) hranu vgu, dostdvdme spor, nebot
jsme v grafu D nalezli cestu vg,vy,...,vg,u délky k + 1, coz je spor s nasim piedpokladem, Ze
nejdelsi cesta obsahuje k + 1 < n vrcholu, a tedy graf D obsahuje hamiltonovskou cestu. O
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12.2  Siteé

Jednim z pifkladi vyuziti teorie grafa v praxi, které jsme uvedli, je idrzba sjizdnosti komunikaci.
Potfebujeme urcitym zptusobem vyjadfit napf. naro¢nost tdrzby piislusné komunikace. K tomu nam
v teorii grafu bude slouzit ohodnoceni hran grafu, kde danou naro¢nost bude pravé vyjadrovat dané
ohodnoceni. V teorii grafu muzeme pouzit i ohodnoceni vrcholi.

[ Definice 12.22

Hranové ohodnocené orientované grafy jsou orientované grafy, ve kterych je kazdé hrané piifazeno
redlné cislo.

I Definice 12.23

Vrcholové ohodnocené jsou grafy, kde je ur¢ité realné éislo pfifazeno kazdému vrcholu daného grafu.

I Definice 12.24

Totalné ohodnocené grafy jsou grafy, které jsou jak hranové, také vrcholové ohodnocené.

Grafy, kterymi jsme se zabyvali doposud, mtiZzeme povazovat za specidln{ pripad ohodnocenych
grafi, kde ohodnoceni kazdé hrany i vrcholu je rovno jedné.

I Definice 12.25

Sit je hranové ohodnoceny graf N, jehoz vrcholovd mnozina V(N) se skldda ze t¥{ disjunktnich
podmnozin: mnoziny zdrojui S, mnoziny tdsti T' a mnoziny prichozich vrcholi X.

Pro kazdy vrchol s € S platf ideg(s) = 0. Pro kazdy vrchol ¢t € T plat{ odeg(t) = 0. To znamen,
ze pro kazdy vrchol patiici do mnoziny zdroju plati, Ze hrany z daného vrcholu »Vystupuji“ a pro
kazdy vrchol patiici do mnoziny usti hrany pouze ,vstupuji“.

1] Definice 12.26

Kapacitou hrany a nazgvdme ohodnocen{ kazdé této hrany, vidy jde o kladné redlné éislo.

Kapacitu hrany budeme oznacovat c(a).

Totalné ohodnocené grafy lze snadno transformovat na hranové ohodnocené. Hranové ohodno-
cené jsou z hlediska tvorby algoritmu hleddnf optimalnich toki v sitich vyhodnéjsi.

Dany prevod provedeme tak, ze kazdy vrchol v sité N muzeme nahradit dvojici vrcholit v a
v™, spojenych hranou v~ o™, pfi¢emz vSechny hrany vstupujici do ptivodniho vrcholu v, budou nyni
vstupovat do vrcholu v, a vSechny hrany vystupujici z puvodntho vrcholu v budou nyni vystupovat
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z vrcholu v~. Ohodnoceni vrcholu v se pak stane kapacitou nové hrany v vt.

V teorii grafii je vyhodné, aby kapacity hran byly celo¢iselné a mnoziny zdroju a usti byly
jednoprvkové.

Teorie toki patif k ¢asto aplikovanym oblastem. Pomoci tokt v sitich muzeme modelovat velké
mnozstvi praktickych situaci, iloh. Déle proto definujeme tok v siti.

1| Definice 12.27

Tok v siti N je celoéiselnd funkce f definovana na mnoziné hran A(N), spliiujici nasledujici podminky

(X je mnozina pruchozich vrcholi)
1. 0 < f(a) < c(a) pro véechny a € A,
2. f~(v) = fT(v) pro véechny v € X,
3. f7(t) = f*(s),

kde funkce f~(v) je definovéna jako soucet f(zv) pres vechny hrany vstupujici do vrcholu v, f(v)
je definovéna jakou soucet f(vy) pfes vSechny hrany vystupujici z vrcholu v.

Hodnota toku f(a) vyjadfuje mnozstvi produktu, které za casovou jednotku protece hranou a.
Prvni podminka ndm 1ik4, Ze za ¢asovou jednotku hranou a muze protéci nejvice tolik produktu,
jaka je jeji kapacita. Druhd podminka stanovuje, ze mnozstvi pfitékajictho produktu se musi rovnat
mnozstvi produktu odtékajiciho. Posledni podminka fikd, ze do tusti pritece tolik produktu, kolik
ho odteklo ze zdroje.

Je-li Z libovolnd podmnozina V(N), potom symbolem Z oznaéfme jeji doplnék vzhledem
k mnoziné V(N), tedy mnozinu V(N) — Z.

1 Definice 12.28

Rezem K v siti N nazveme mnozinu hran wv, u € Z, v € Z, jejimz vynechanim se Usti ¢ stane
nedosazitelnym ze zdroje s, piicemz s€ Z at € Z .

1] Definice 12.29

Kapacitou fezu K nazveme soucet kapacit vSech hran obsazenych v fezu K.

Kapacitu fezu budeme oznacovat cap(K).
Urcité si pfedstavime, ze pokud budeme mit potrubi, kterym proudi néjakéd kapalina, budeme
omezeni kapacitou daného potrubi, kapacitou hrany.

V| Véta12.9
Pro libovolny tok f a libovolny fez K v siti N plati val(f) < cap(K).
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1] Definice 12.30
Tok f* nazveme nejvétsi, plati-li val(fx) > val(f) pro kazdy tok f v N.

I Definice 12.31

Rez K nazveme nejmensim, jestlize pro kazdy fez K v siti N plati cap(I?) < cap(K).

V| Véta 12.10

V kazdé siti je hodnota nejvétsiho toku rovna kapacité nejmenstho fezu.

v

Je zfejmé, ze zédny tok, kde je splnéna podminka 0 < f(a) < ¢(a) pro vSechny hrany a € A,
nemuze byt vétsi nez kapacita kteréhokoliv fezu oddélujictho zdroj a tsti. Vyznam nalezenf fezu
s nejmensi kapacitou vyplyvé z faktu, Ze nejmensi kapacita Fezu oddélujiciho zdroj a tsti je rovna
velikosti nejvétstho toku od zdroje k sti.

Ulohy o tocich lze fesit i v neorientovanych grafech. Smér toku neorientovanou hranou je li-
bovolny, ale musime ho uré¢it. Jednou z moznost{ je nahradit orientovanou hranu dvojici opacné
orientovanych hran.

Prikladem aplikace toku v sitich mtize byt propustnost silnién{ sité mezi dvéma misty. Na tilohu
o tocich siti 1ze pfevézt i tlohy o parovén{ v bipartitnich grafech. Vice je mozno se docist v [3].

¢ Neresené priklady

1. Definujte pro orientované grafy dalsi pojmy, které jsme definovali pro neorientované grafy:
podgraf, faktor, indukovany podgraf, vnéjsi a vnitini stupiiova posloupnost orientovaného
grafu. [4]

2. Definujte incidenéni matici a matici sousednosti orientovaného grafu. V ¢em se lisf od téchto
matic pro neorientované grafy? [4]

3. Necht D je orientovany graf, neobsahujici zddny orientovany cyklus. Ukazte, ze potom
dt(D) = 0.

4. Odvod'te a dokazte nutnou a postacujici podminku pro existenci uzavieného orientovaného
tahu v orientovaném grafu D.

5. Urcete, zda je graf z obrdzku 12.6 silné souvisly.

6. V grafu na obrdzku 12.6 stanovte silné souvislé komponenty.

7.V grafu 12.6 zménte orientaci jediné hrany tak, abychom ziskali silné souvisly graf. Které
hrany je vyhodné zkoumat?

8. Urcete, zda graf na obrdzku 12.7 je silné souvisly.

9. Necht G je kone¢ny orientovany graf, v némsz plat{ 6T (u) > 0 pro kazdy jeho vrchol . Dokazte,
ze G obsahuje alespon jeden cyklus.
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Obréazek 12.7: VysSetfen{ silné souvislosti

10. Necht v kone¢ném orientovaném grafu G plati §T(u) > 1 a soucasné 6(u) > 1 pro kazdy
jeho vrchol w. Je mozné tvrdit, ze kazdym vrcholem pak prochdzi néjaky cyklus orientovaného
grafu G7

2
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Grafové algoritmy

V této kapitole popiSeme nékteré grafové algoritmy.

13.1 Nalezeni minimalni kostry grafu

Problém nalezeni minimélni kostry si ukdzeme na 1loze tykajici se udrzovani sjfzdnosti komunikaci
v situaci snéhové kalamity. [§]

Predstavme si, Ze je hlaSeno silné snézeni v oblasti Severni Moravy. O¢ekavé se, 7e béhem kratké
doby napadne nékolik desitek centimetri nového snéhu. Silni¢4fi se budou snait, aby udrzeli hlavni
tahy sjizdné a aby udrzeli dostupnost jednotlivich mést a obci. Je zfejmé, 7e v obdobi velké snéhové
kalamity se nemuze podafit udrzet sjizdné vechny silnice. Bude rozhodnuto, 7e se budou udrzovat
alespoii silnice uvedené v krizovém planu, aby Zadn4 obec neztstala odiiznuta od svéta. Nebudou
tedy sjizdné vSechny cesty. Do nékterych ¢4sti, obcf se bude muset jezdit oklikou. Krizovy plan mus{
byt vypracovan a zndm dopfedu, aby jej méla k dispozici rychld zachrannd sluzba, hasici, policie a
dals{ instituce.

Pro vypracovani planu tidrzby silnic budeme potiebovat tdaje od silni¢4it, mapu obci a silnic,
které jsou v zimnfm obdobi udrzované. Udaje o nakladech na tdrzbu kazdé silnice. Musfme si
uvedomit, ze ndklady nemusi vidy odpovidat délce. Je vhodné kazdé silnici prifadit naptiklad
obtiznost v rozsahu od 1 do 10.

Pro krizovy plan tedy vybereme pouze nékteré tak, aby vsechny obce byly dostupné a soucet
nékladi na udrzovan{ vybranych silnic byl co nejmensi.

V grafové interpretaci budou piedstavovat mésta, obce a dilezité kfizovatky vrcholy a silnice
hrany grafu. Néklady na tdrzbu vyjddifme ohodnocenfm hran &isly 1 az 10.

Vybereme si ur¢itou ¢dst izemi. Mapu dané oblasti vidime na obrazku 13.1.

Grafova interpretace je na obrazku 13.2.

Dany graf je jednoduchy neorientovany s celo¢iselnym ohodnocenim. Musime upozornit, ze
nekteré vrcholy v grafu odpovidaji kfizovatkdm. Ohodnoceni grafu neodpovid vzdalenosti, ale
predpoklddejme, Ze ndro¢nosti tidrzby dané komunikace.

Vysledkem bude graf, ktery bude mit stejny pocet vrcholi, bude souvisly, acyklicky, coz zna-

105
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Obrazek 13.1: Mapa
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mend, ze nebudou v grafu existovat dvé riizné cesty mezi dvéma vrcholy a také dany graf bude s
minimdlnim ohodnocenim. Dan4 tloha se nazyvé tloha nalezeni minimaln{ kostry grafu.

Kostra vidy u souvislého grafu existuje a ma n — 1 hran.

J. P. Kruskal vypracoval tfi postupy pro hledani minimalni kostry. Své vysledky publikoval
v roce 1956. R. C. Prim vypracoval podobny algoritmus pro hleddn{ minimaln{ kostry. Svou préaci
publikoval v roce 1957. Dané algoritmy se nazyvaji Kruskaliv algoritmus a Primayv algoritmus.

Brnénsky matematik Otakar Bortivka fesil otdzku optimalni vystavby elektrické sité. Jeho algo-
ritmus pochdzi z roku 1926. O. Bortvka jej vSak neformuloval jako tlohu teorie grafi, ale v jazyku
matic. Kruskal na jeho praci navazoval. Jeho postup vylepsil roku 1929 Vojtéch Jarnik. Nezavisle
na ném ke stejnym vysledkim dospél pozdéji Prim a také Dijkstra.

Jeden z algoritmu si vybereme, a to Primiv algoritmus.

Uvedeme zde zjednoduseny popis algoritmu. Minimalni kostru grafu vytvorime v nékolika
krocich. Predpoklddame, Ze graf je kone¢ny a souvisly, tj. ma minimaln{ kostru. Zacneme od grafu,
ktery neobsahuje Zédnou hranu. Zvolfme si libovolny vrchol jako vychozi ,¢ést grafu®. Obsahuje-li
nas graf o jednu hranu méné nez je vrcholi, skonéime. Nagli jsme miniméln{ kostru grafu. Jinak
ke grafu pfiddme dalsi hranu tak, by vedla z jiz ziskaného grafu do nového vrcholu, ktery jsme do
daného grafu jesté nezahrnuli. Ze vSech hran vybereme takovou, kterd ma co nejmensi ohodnocent,
a znovu zkontrolujeme, zdali pocet hran je o jednu mensi nez je pocet vrcholi. Pokud ano, skon¢ime
a nasli jsme hledanou kostru. Pokud ne, pokracujeme tak, Ze opét piidame hranu tak, aby vedla
z jiz ziskaného grafu do nového vrcholu, ktery tam jesté nepatii, s nejnizsim ohodnocenim. Tyto
kroky opakujeme, dokud pocet vrcholil neni o jeden vétsf nez pocet hran.

Vratme se k nasemu piikladu. Na obrazku 13.3 vidime, Ze byla k lesu ptriddna hrana 26 s ohod-
nocenim 1.

V dalsim kroku algoritmu byla pfiddna hrana 27 s ohodnocenim 2, jak vidime na obrézku 13.4.

V dalsim kroku byla pfiddna hrana 78 s ohodnocenim 2, situace je na obrézku 13.5.

Takto bychom pokracovali tak dlouho, dokud pocet hran by nebyl o jednu mensi, nez je pocet
vrcholu.

Vysledny graf, ktery je kostrou, najdeme na obrazku 13.6.

Stejnym zptsobem muzeme najit minimaln{ silnién{ st pro cely region, kraj, komunikace ve més-
hasici, policie, dopravni podniky a v piipadé nutnosti by meély informace padnout i ve sdélovacich
prostiedcich.

Oba algoritmy davaji stejné vysledky (az na pifpadné zdmény hran stejného ohodnocent).
Vysledek je nékdy piizpusoben dalsim faktortm, napiiklad, Ze prednost dostanou cesty do vétsich

vvvvvv

nebudeme vénovat.

13.2 Prohledavani grafu

Dalsimi algoritmy, kterymi se budeme zabyvat, se tykaji prohleddvani grafu, coz patii v teorii grafii
mezi Casto feSené problémy. Prohled4vanim grafu rozumime systematicky postup, ktery umoziiuje

resit nékteré (nebo vsechny) nasledujici tilohy:
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Obrazek 13.5: Primitv algoritmus — krok 3

1. Zjisteéni, zda je vrchol dostupny z daného vrcholu.

2. Nalezeni mnoziny vsech vrcholi dostupnych z daného vrcholu.

3. Nalezenf jakékoliv cesty z jednoho vrcholu do vrcholu jiného, pokud tedy existuje.
4. Nalezeni cesty z vrcholu do viech vrcholi, které jsou z néj dostupné.

5. Pro vsechny vrcholy, které jsou dostupné z vrcholu, provést uréitou operaci, a to na zakladé
lokalnich vlastnost{ grafu, tj. s vyuzitim pouze okolf jednotlivych vrchold.

Uvedeme zde tii zptisoby prohledavani, a to:
1. znackovéni,
2. hledani do hloubky,
3. hledéni do sfiky.

Dané algoritmy uvedeme pro grafy, které budou orientované.

Znackovani vrcholi znamens, 7e vrcholim grafu postupné pfifazujeme znacky. Oznackujeme-li
vrchol, znamens to, Ze do néj vede cesta z daného vychoziho vrcholu.

Nyn{ popiSeme algoritmus znackovan{. Prvni krok je takovy, Zze oznackujeme vrchol 7,-ostatn{
vrcholy jsou beze znaéek. Poté provedeme vybér hrany. Vybereme libovolnou hranu e, jejiz pocateéni

vrchol ma znacku a koncovy vrchol nikoliv. Jestlize takovd hrana neexistuje, algoritmus kon¢i. Nyni
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Obréazek 13.6: Primuv algoritmus — vysledek

provedeme znackovani, tedy oznackujeme koncovy vrchol hrany e a pokracujeme déle krokem, ktery
nazyvame vybér hrany.

\% Véta 13.1

Vypocet algoritmu znackovani{ vrcholu grafu s n vrcholy skonéi nejvyse po n — 1 opakovanich kroki
vybér hrany a a znackovani. Po ukon¢eni vypocétu budou oznackovény pravé ty vrcholy, do nichz
existuje orientovana cesta z vrcholu r.

v

Pii uloze hledani cest je Casto tieba nejen zjistit existenci cesty, ale navic tuto cestu sestrojit.
Pro tento tcel lze znackovaci algoritmus upravit: Kazdému vrcholu v, ktery je v daném kroku
znackovan, pfifadime navic hodnotu Odkud(v) = e, kde e je hrana vybrana v kroku vybér hrany.

Je-li oznackovan vrchol v, ktery je rtzny od vrcholu r, pak hodnota Odkud(v) je jménem
posledni hrany v (nékteré) cesté vedouci z vrcholu r do vrcholu v.

Cestu z vrcholu v rtzného od vrcholu r 1ze po skonéeni znackovaciho algoritmu snadno nalézt
zpétnym postupem pomoci hodnot Odkud: hodnota Odkud(v) je posledni hranou v hledané cesté.
Ozna¢me w pocéatecni vrchol hrany Odkud(v). Je-li vrchol w rizny od vrcholu r, pak hodnota
Odkud(w) je predposledni hranou v cesté z vrcholu r do vrcholu v, atd.

Zajima-li nas pouze cesta z daného vrcholu r do daného vrcholu s, muzeme samoziejmé ukonéit
vypocet znackovaciho algoritmu ihned po oznac¢kovani vrcholu s.

Nyni si popiSeme prohledavani do sifky.
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V prohleddvani grafu do sitky pouzijeme znackovan{ vrchold. Nejdrive oznac¢kujeme vrchol r,
pak vsechny jeho sousedy, pak vsechny dosud neozna¢kované sousedy téchto soused atd. Nejdilezi-
téjsi vlastnosti metody je, ze pomoci tohoto algoritmu hleddme nejkratsf cestu, tj. cestu s nejmensim
poctem hran. Vstupem daného grafu je orientovany graf G a Jeho vrchol 7 a vystupem neboli tkolem
Je najit vechny vrcholy, do nichz vede orientovans cesta z vrcholu 7 a do kazdého z nich najit cestu
0 nejmensim poctu hran.

Vsechny vrcholy, do nichz bude nalezena cesta, budou oznackovany a budou Jim pfirazeny
hodnoty Odkud a Vzdalenost. U proménnych nebudeme pouzivat diakritiku. Dale pouzijeme seznam
Fronta obsahujici ty vrcholy, které jiz byly oznackovany, ale z nichz jsme jesté nezkoumali moznosti
dalstho postupu.

Nyni si popiseme jednotlivé kroky algoritmu formalnéji.

Algoritmus prohled4véni grafu do &irky.

L. Inicializace: oznackujeme vrchol 7, ostatni vrcholy jsou bez znagek. Nynif Vzdalenost(r) =0 a
seznam F'ronta obsahuje jediny vrchol r.

2. Test ukonceni: Je-li seznam Fronta prazdny, vypocet ukongéi.
3. Volba vrcholu: Ze za¢itku seznamu Fronta odebereme vrchol a oznaéime jej v.

4. Postup do siiky: Pro kazdého naslednika w vrcholu v, ktery nenf oznackovan, provedeme tyto
operace: Oznackujeme vrchol w, Odkud(w) = hrana vedouci z v do w,
Vzdalenost(w) = Vzdalenost(v) + 1, vrchol w pfipiSeme na konec seznamu Fronta. Pro zpra-
covani viech néslednikd pokracujeme podle kroku 2.

Pro hledéni do sitky je podstatné, ze ze seznamu Fronta odebirdme vzdy ten vrchol, ktery je
v ném nejdéle. Pravé takovd datova struktura, byva oznatovéna terminem fronta.

V| Véta 13.2

Algoritmus skoné{ préci po kone¢ném poctu kroki. Po zastavent jsou oznackovéany prave ty vrcholy,
do nichZ vede orientovang cesta z vrcholu 7. Je-li oznackovan vrchol v ruzny od vrcholu r, pak
Odkud(v) je posledni hranou v nejkratsi cesté z vrcholu r do vrcholu v a Vzdalenost(v) je délka (tj.
pocet hran) této nejkratsi cesty.

\%

Diikaz: Kazdy vrchol, ktery je oznackovan, je zafazen do seznamu Fronta a poté, co je odtud
odebrén, nemuze do néj byt znovu zafazen, nebot je Jiz oznackovén. Proto kroky 2 a7 4 mohou

byt provedeny nejvyse tolikrat, kolik je vrcholt v mnoziné vrchold, a algoritmus se tedy zastavi.
Zbyvajici ¢ast véty vyplyva z faktu, ze algoritmus oznackuje nejprve viechny vrcholy ve vzddlenosti
1 od r, pak vSechny vrcholy ve vzdéalenosti 2 atd. ]
Dalsf algoritmus, ktery si popiseme, bude prohleddvani grafu do hloubky.
Vstupem algoritmu prohledavan{ grafu do hloubky bude orientovany graf G' a jeho vrchol r.
Ukolem bude znovu najit vSechny vrcholy, do nichz vede orientovana cesta z vrcholu r. Pomocnou

proménnou bude seznam T'rasa obsahujici vzdy posloupnost hran tvoricich cestu z vychoziho vrcholu




oL ok el £t

TR (10 7% P

KApriTOLA 13 GRAFOVE ALGORITMY 112

r do pravé zkoumaného vrcholu v. Kromé toho budeme vrcholy, do nichZ byla nalezena cesta,
znackovat podobné jako v predeslém algoritmu.
Algoritmus prohleddvéni grafu do hloubky

1. Inicializace: v = r, Trasa = 0, oznackujeme vrchol r, ostatni vrcholy jsou bez znacek.

2. Volba hrany e: Vezmeme nékterou dosud nepouzitou hranu e zacinajici ve vrcholu v a po-
kracujeme podle kroku 3. Pokud takovd hrana neexistuje, pokra¢ujeme podle kroku 5.

3. Test vhodnosti hrany e: Ozna¢me w koncovy vrchol hrany e. Je-li vrchol w oznackovan, po-
krac¢ujeme podle kroku 2, v opa¢ném piipadé podle kroku 4.

4. Postup do hloubky: Hranu e pfipiSseme na konec seznamu Trasa, dosadime v = w a oznacku-
jeme vrchol v. Pokra¢ujeme krokem 2.

5. Nédvrat z vrcholu v: Je-li seznam Trasa neprazdny, odebereme z jeho konce hranu e a jeji
pocatecni vrchol oznacime v. Pokrac¢ujeme podle kroku 3. Je-li seznam T'rasa prazdny, vypocet
kon¢i.

Pro algoritmus je podstatné, Ze ze seznamu Trasa hrany odebirdme na témze konci, jako
pridavame, odebirdme tedy vzdy hranu, kterd je v seznamu nejkratsi dobu. Tato datova struk-
tura je oznacovdana jako zdsobnik.

V| Véta13.3

Algoritmus hledani do hloubky skonéi praci po koneéném pocétu kroki. Po jeho zastaveni jsou

oznackovany pravé ty vrcholy, do nichz vede z vrcholu r orientované cesta.

Vv

Orientovand cesta z vrcholu r do vrcholu v je obsazena v seznamu Trasa vidy ve chvili, kdy je
vrchol v znackovan. Obsah seznamu Trasa se véak béhem vypocétu méni. PoZadujeme-li zachovani
informaci o nalezenych cestach i po ukonceni vypoctu, lze algoritmus doplnit o vytvaieni hodnot
Odkud. Po provedent této tipravy je seznam Trasa zbyteény, nebot v kroku 5 lze k névratu z vrcholu
v pouzit hodnotu Odkud(v).

Pro hledani do hloubky v neorientovanych grafech bychom upravili krok 2, v némz volime
libovolnou dosud nepouzitou hranu, jejiz jeden koncovy vrchol je v. Dalsf moznosti je pfevod daného
grafu na symetricky orientovany graf, kde kazd4d hrana puvodniho grafu je nahrazena dvojici opaéné
orientovanych hran, a potom bychom nemuseli na algoritmu nic upravovat.

Metoda prohledavani do hloubky je zdkladem pomérné obecné metody Feseni kombinatorickych
tiloh (tzv. backtrackingu). Metodu lze pouZit v téch pripadech, kdy fesenf tilohy muzeme povazovat
za konecnou posloupnost omezené délky, pricemz kazdy prvek posloupnosti musf byt vybran z piedem
dané kone¢né mnoziny. VSech posloupnosti je tedy kone¢né mnoho. Nékteré posloupnosti poklddame
za tzv. pFipustn4 fesen{. Ukolem je najit néjaké piipustné feseni, popf. takové pripustné feSeni, pro
které pfedem dand, tzv. i¢elovd funkce, nabyva minima nebo maxima. Mnozinu véech posloupnosti
poklddejme za vrcholy orientovaného grafu. Nésledniky posloupnosti (vrcholu) jsou vsechna jeji

prodlouzeni o jeden prvek. Tento graf nazyvame stromem Feseni. Kazdy vrchol je v ném dostupny
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z prazdné posloupnosti po jediné cesté. Nejjednodussi verze backtrackingu spo¢ivé v prohleddvani{
stromu feseni do hloubky, pficemz evidujeme vidy nejlepsi dosud nalezené pifpustné ieseni. M4
smysl prodluzovat jen ty posloupnosti, u nichz Je nadéje, ze mohou byt prodlouzeny na pripustné
feseni. Pokud jsme tedy schopni s jistotou uréit, ze zadné prodlouzeni néjaké posloupnosti nenf
pripustné, mizeme usetfit ¢as tim, ze prohleddvani prislusného podstromu preskocime.

A Reseny priklad 13.1

Ukézeme si prohled4vani grafu do Sifky na orientovaném grafu, jehoz diagram je na obrédzku 13.7.

Obrazek 13.7: Graf — prohled4vani do sitky

Za vychozi vrchol vezmeme 1. Silné jsou vytazené hrany, které jsou po skonéeni algoritmu
obsazeny v hodnotach Odkud a které vytvareji systém nejkratsich cest do viech dostupnych vrcholii.
Vrcholy byly znackovény v pofadi 1, 2,3,5,8,7,4,9,10,11. Vrchol 6 nebyl oznackovan, nebot neni
dostupny po orientované cesté z vrcholu 1.

Déle si ukdzeme prohleddvani grafu do hloubky na orientovaném grafu. Graf s vysledkem k
prohleddvani do hloubky je na obrazku 13.8.

Silné jsou vyznaceny hrany, které byly pouzity k postupu do hloubky. V kroku 2 jsme pfitom
volili hrany vychézejici z vrcholu v vzdy v pofadi, ve kterém jsou uvedeny v seznamu hran E(G).
Vrcholy byly znackovény v pofady: 1,2,3,7,10,8,9,11,5, 4.

A
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Obrazek 13.8: Graf — prohleddvani do hloubky
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