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t]vod s nádechem historie

Záklaďním pojmem teorie grafii je pojem graf. V matematice se nejčastěji pojem graf polžívá
v souvislosti s grafickym znázorněním funkce. Pojem graf používáme také pro vyjád ení grafického
znázornéní dat, apod. Musíme ale hned na zaóátku upozornit, že dan, pojem, jak ho my budeme
chápat, je svou podstatou hodně vzdálen tomuto pojetí pojmu graf.

Mnoho riloh z matematiky, ale i také informatiky, Ize interpretovat tak, že mtňeme uvažovat
o množině bodri a o množině spojnic mezi někter mi dvojicemi bodri. Body mohou p edstavovat
města, križovatky, osoby, uzly v obvodech atd., spojnice mohou reprezentovat cesty, spojnice mezí
městy, k ižovatkami, vzájemnou znalost osob, spojení uzl v obvodech, atd.

Podívejme se nejd íve trochu do historie teo-
rie grafri. Mezi pr kopníky ,, teorii graf mrižeme
zaŤaďit Leonharda Eulera (na obrázku 1), kter;f v 18.

století ešil problém sedmi mostrj, v Kónigsbergu
(česky Královec, dnešní Kaliningrad). Mapu města
s vyznačenymi mosty vidíme na obrázku 2.

Městem protéká eka Preget. Řeka vytvá í dva
ostrovy, které byly spojeny s pevninou a vzájemně
propojeny sedmi mosty. Úkol.- bylo zjistit, zda je
možné vyjít z jednoho místa, projít po každém mostě
právě jednou a skončit ve vychozím bodě. V teo-
rii grafii to koresponduje s pojmem eulerovsky graf.
ÚIohu nemá ešení, protože graf, kter vyjadruje da-
nou situaci, nelze nakreslit jedním tahem.

S Eulerovym jménem je taka spjata riloha jezdce
v šachu, která v grafové intrepretaci vede k nale-
zeníhamiltonovského cyklu v grafu. Zadání ťrlohy je
následující. M že jezdec projít šachovnici, která má
64 polí tak. aby každym polem prošel právě jednou

a posledním tahem se vrátil na v chozí pole? V gra-

Obrázek 1: Leonhard truler [9]

fové intrepretaci uvažujeme graf, jehož uzly jsou daná pole na šachovnici. Dva body (uzly) jsou
spojeny hranou právě tehdy, když jezdec mílže skočit z jednoho pole na druhé. Jezdec v šachu se
m že pohybovat potze do písmene L. Dany hamiltonovsk cyklus existuje.
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obrázek 2: Problém sedmi most v Kónigsbergu [17]

Další osobu, kterou zďe mt eme zmínit, je Gustav Kirchhoff (obrázek 3), kter v 19, století

zkoumal elektrické sítě. V roce 7945 publikovaI zákony, které platí v elektrick ch obvodech a slouŽÍ

k v;,ipočtu napětí a proudu v jednotliv;ích větvích obvodu. Dané zákony se dodnes uČÍ ve fYzíce

na některych stredních školách. Daná teorie našla uplatnění p i studiu tzv, tokri v sítích,

Obrázek 3: Gustav Kirchhof [5] Obrázek 4: Johann Benedict Listing [6]

V roce 1857 se anglick matematik Arthur Cayley (obrázek 5) zablirval otázkou, kolik existuje

izomerrj. uhlovodftt CrH2n12. Jednotlivé atomy si znázotnil jako uzly v rovině a sPojil Čarou tY

tz1y, mezi nimížje chemi cká vazba, což není nic jiného než grafrcké znázornění chemickYch vzorri,

Johan Benedict Listing (obrázek 4) v 19. století se zab val kreslením obrázkri nejmenŠÍm PoČtem

tahli.
Sir William Hamilton (obrázek 6) v roce 1859 vymyslel hru, kterou nazval ,,Icosian Game", Jde
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ÚVOO S XÁOBCHEM HISTORIE

Obrázek 5: Arthur Cayley [1] Obrázek 6: Wiliam Rowan Hamilton [18]

v ní o hledání hamiltonovskych cyklri v grafu, kter; odpovídá pravidelnému dvanáctistěnrr. Úko}"-
je cestovat z vrcholu do vrcholu po hranách dvanáctistěnu za p edepsan;fch podmínek. Hamilton
rozvinul povrch dvanáctistěnu do roviny a pripojil ke každérml z 20 vrchol jméno jednoho světového
velkoměsta. Nabídl jednomu vyrobci hraček vyrobu hlavolamu, jehož ešením je cesta kolem světa
po hranách daného dvanáctistěnu, během níž se vyjde z nékterého města a každ,lrm z dalších měst
se projde právě jednou a nakonec se vrátí do qichozího města. V grafové interpretaci odpovídá

Ioze graf o 20 uzlech (vrcholy dvanáctistěnu), hrany grafu p edstavují hrany dvanáctistěnu (viz
obrázek 7). Úkolem je najít cyklus procházející všemi uzly.

Obrázek 7: Grafová interpretace hry ,,Icosian Game"

V roce 1852 p edložil Francis Guthrie tzv. problém čty barev. Položil otázku,, zda je možné
obarvit libovolnou mapu pomocí nejq še čtyr barev tak, aby každé dvě sousední zemé (které mají
společnou hranici delší než jedin bod) měly odlišnou barvu. Problém byl vy eš en až o více než sto
let později, p ičemž pro jeho ešení bylo zavedeno mnoho zásadních konceptri teorie grafii (rovinny
graf ) . Od počátku existence tohoto problému se matematici snažili dokázat, že nám stačí 4 barvy.
Větu dokázali až roku L976 američtí matematici Kenneth Appe} (obrázek 8) a Wolfgang Haken
tím, že pomocí počítačového programu vymodelovali 1936 možrt,irch konfigurací, dokázali, že tyto

3
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ÚVOO S XÁOBCHEM HISTORIE

Obrázek 8: Kenneth Appel [10]

konfigurace pokr; vají všechny možnosti, a u každ é z ních lkáza\i, že Pro její obarvení staČÍ ČtY i

barvy (k tomu pot eboval počítač 1200 hodin procesorového času). Tento drikaz vŠak velká Část

matematikri odmítá akceptovat, protože ho žádn r matematik není schoPen P Ímo zkontrolovat,

od té doby byl drikaz mnohokrát nezávisle zopakován a zjednodušen dalŠÍmi matematikY Pomocí

jin ch programri, ale ,,hezkr" d kaz tak, aby ho mohl udělat člověk, nebYl nalezen,

Obrázek 9: Otakar Borrivka [15] Obrázek 10: Vojtech Jarník [14]

první ,,grafovou,, práci v české matematické literatu e publikoval v roce 1926 Otakar Borrivka

(obrázek 9). práce tazvarlá,,o jistém problému minimálním" se zab rva\a Problémem nalezení mi-

nimální kostry grafu. Borrivka vytvo il první algoritmus nalezení minimální kostrY. K eŠení tohoto

problému p ivedly Borrivku praktické otázky ekonomické vystavby elektrovodních sítÍ. Krátce na to

v roce 1930 stejn;í problém vyrešil zcelajin m zp sobem Vojtěch Jarník (obrázek 10) v Práci, která

měla stejn;i název jako práce o. Borrivky. Tyto dvě práce ovšem zristávají v období P ed druhou
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světovou válkou jedinl mi p íspěvky české matematiky v teorii grafii.
Mrižeme ííci, že prudk rozvoj teorie grafri nastal až ve druhé polovině 20. století.
Kde nachází poznatky získané v teorii grafii uplatnění? Poznatky jsou použitelné v silničních

sítích, doPravě, rozvodnych sítích, ve sportu - turnaje, losování, p i tvorbě rozvrhu, p idělování
rikolri, v programování, v hrách apod.

Intuitivné začínárne tušit, čím se v teorii grafii zaobíráme. lríaše p edstava o grafu zatím je, že
graf bude tvo en dvěma množinami, množinou vrcholri a množinou hran. V grafick é reperezentaci
grafu budeme vrchol znázot tovat pomocí prázdného kolečka a hranu bude p edstavovat k ivka
sPojující P ÍsluŠné vrcholy. V další kapitole se tedy mrižeme pustit do definování základních pojmri.
VětŠinou bude platit, že pochopit základní pojmy v teorii grafri není téžké,, ale mnohem obtížnější
je, jak lze poznatky používat.

5
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m1
Graf a základní pojmy

V této kapitole uvedeme základnípojmy a definice v teorii grafii, základní tYPY grafii,

1.1 Graf a základní typy grafii

Definice 1.1

Graf G je uspo ádaná dvojice (V,,E),

množina dvouprvkov ch podmnožin
kde V je neprázdná konečná množina vrcholri a

množiny V, které naz váme hrany,

.E je konečná

Pokud bychom

mrj.žeme psát V(G),

tr
ahl G,

Obrázek 1.1: Graf

Grafy lze reprezentovat i graficky, a to tak, že vrcholy znázoritfieme krouŽkY a hranY zná-

zorňujeme k ivkami spojujícími dvojici vrcholri. Dané k ivky nejčastěji Predstavují seČkY nebo

oblouky. p íklad grafickéh o znázornění grafu vidíme na obrázku 1.1. V grafu P edstavuje hrana

dvojici vrchol , pričemž v diagramu je hrana reprezentována k ivkou sPojující P ÍsluŠné vrcholY

této hrany. proto také dané vrcholy budeme nazyvat koncovymi vrcholY dané hranY, O koncovYch

chtěli zd&raznit, že vrcholová

obdobně tak i u množiny hran
množina V ie vrcholovou množinou gr

E(G).



KRpIror,R 1 Gnar l zíwrADNI poJMy

vrcholech dané hrany íkáme, že jsou s danou hranou ,inc,identní nebo incidují s danou hranou.

Ze dvou znázornéní grafu volíme ten, kde jsou hrany nakresleny jako risečky s co nejmenším

počtem pr sečíkri . Znázotnění, v némž se vyhybáme prrisečíkrim hran, má uplatnění nap . p i navr-

hování tištěn; ch spojri. Rou,innym znózorněnímnazveme zobrazení grafu, kde libovolné dvě k ivky
(odpovídající hranám grafu) mají společné nejvyše své koncové body.

Zopakujeme nejd íve, co nazyvámezobrazením. Zobrazenírnnožiny X do množiny Y je pravidlo,

které každému prvku r X p irazuje právě jeden prvek í(") , množiny Y.
Znázornéní grafu mrižeme definovat i formálněji, a to jako dvojici zobrazení ó u lll. Zobrazení Q

p i azuje vrcholrim z vrcholové množi:ny V grafu rizné body roviny a zobrazení t! p i azuje každé
hranězhranovémnožiny,Eskoncovymivrcholyuaukivkuskrajnímibodyó(")aó(u).

tr D"fir.t* 12
Sousedními vrcholy nazyváme vrcholy, které jsou koncovymi vrcholy téže hrany.

Vrcholy, které nejsou spojeny hranou, budeme nazyvat nesousedním,i nebo také nezáu,islym,i.

tr D"fi"t"" 1.s

Nezávislou množinou vrcholri naz,lrváme množinu vrcholri, kde žáďné dva vrcholy v dané množině
nejsou sousední.

]
G.

Definice 1.4

Dvě hrany jsou sousední, mají-li společny koncovy vrchol.

Hrany nemající společny vrchol označujeme za nesousední nebo také nezd,u,islé.

Nyní se podíváme na obvyklé z:načení v teorii grafii. Graf označujeme jedinym písmenem nap .

G, p ípadně písmenem s indexem nap . G1, písmenem s čárkou nap . G', písmenem s jinou značkou
nap . G*. Chceme-li vyjád it, že graf. G má vrcholovou množinu l/ a hranovou množinu,E, píšeme

G(V, ,E). Prvky množiny V , tzn. vtcholy, znaóíme zpravidla malymi písmeny z konce latinské abe-

cedy, nap. u,u,..., nebo písmeny s indexy, nap. lllr,tl2,,u3,... Pro hrany používáme písmena ze
zaóátku abecedy, nejčastěji se jedná o písmend , í,9,..., nebo písmena s indexy 7,e2,e3,... P íklad
diagramu grafu s označen mi vrcholy a hranami vidíme na obrázku 1.2. Hranu, která má dva kon-

cové vrcholy ?,L a 1) ) bychom měli správně zapisovat {u, u}. V teorii grafii se však používá pro označení
hrany u,u. Pokud má hrana e koncové vrcholy LL a u, píšeme e: u"u.

Grafy mrižeme rozdělit do typri podle riznjrch hledisek. Konečnost či nekonečnost grafu závisí
na tom, zdali je vrcholová množina konečná či nekonečná. Dále budeme uvažovat pouze konečné

grafy. I\ejmenším grafem je graf o jednom vrcholu, nazyváme ho tri,ui,álním grafem.I

7
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Gnap a zl.wtnoxí po;uyKlptrolR 1

obrázek 1.2: Graí s označenymi vrcholy a hranami

il3

-1

Definice 1.5

Triviálním grafem nazveme graf, kter;i má jediny vrchol a žádnou hranu,

tr
Kažďy g af s alespoň dvěma vrcholy a t eba i bez hran uŽ není triviálním grafem a nazYváme

ho netriui,átním.

Zatímjsme uvažovali pouze p ípady, kdy dva vrcholy mohlY b;it sPojeny Pouze jednou hranou'

pokud bychom uvažoval í, že danl ch hran mriže byt více, pak dané hranY naz váme nÓ,sobn mi,

hranam,i. pokud má hrana oba dva koncové vrcholy stejné, tak hranu nazYváme smYČkou, Podle

toho, z6aliv grafu jsou nebo nejsou násobné hrany a smyčky, zaváďíme tyPY grafii jednoduchY graf

a multi,graf. P íklad grafu s násobnou hranou a smyčkou je rla obrázku 1,3,

Obrázek 1.3: Graf s násobnou hranou a smyčkou

Definice 1.6

Jednoduch m grafem nazyváme graf, ve kterém neisou násobné hrany a smyčky,

8



KapIrola 1 Gnar l zÁru.aoxí poJMy

Definice 1.7

Multigrafem nazveme graf neobsahující násobné hrany.

tr
lnéhoJednoduch graf, kter; obsahuje maximální počet hran,

grafu vidíme na obrázku 1.4. V daném grafu jsou každé dvě

nazyváme ptny 7raf. Pííklad rip
hrany sousední.

Obrázek 1.4: Úphy graf

Definice 1.8

ÚPln m grafem nazveme graf, kde každé dva vrcholy grafu odpovídají koncovym vrcholrim hrany
daného grafu.

l-]
I -,J

V této části uvedeme některé další typy grafri. Jejich definice a vlastnosti budou popsány
v dalších kapitolách skripta.

Pokud uvaŽujeme, Žehranovámnožina je tvo ena hranami, které p edstavují uspo ádané dvojice
vrcholri, tzn. Že záIeží na po adÍ, tak potom dané hrany nazyváme orientouané a také p íslušn; graf
nazYváme orientovany. Formálně orientovan r graf zavedeme v jedné ze závérečn ch kapitol tohoto
skriPta. V někter ch p ípadech je orientace hran nepodstatná, ale někde hraje driležitou roli, nap .

v silniČní síti existují jednosměrky a také v elektrick;ích obvodech se stejnosměrnym proudem je
dohodnuty směr proudu od kladného pólu zdtoje k zápornému, apod.

Orientovan ripln graf se nazyvá turnajem. O turnajích pojednává také jedna z kapitol. Moti-
vace názvu toho typu grafu pochází ze sportovních turnajri, kde se hraje systémem každ, s každym,
a pomocí orientace hrany zazflamenáváme do grafu vítéze zápasl.

U někter; ch graf bude existovat rovinné nakreslení a u některych ne. Grafy, u kterych bude
existovat rovinné nakreslenÍ, budeme nazyvat planárními grafy. Danym typem grafu se budeme
zaobírat později.

9
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L.2 Stupeň vrcholu a Stupňové posloupnosti

Ve skriptu budeme uvažovat pouze jednoduché grafy,

Počet hran, kter m je dan vrchol koncovym vrcholem, nám

vrcholu.

umožní definovat tzv. stupeň

Stupeň

Definice ]-.9

, vrcholu grafu je určen počtem hran, se kterymi je dan;i vrchol incidentní.

tr
holemStupeň vrcholu u oznaóljeme d,eg(u), pokud bychom chtěli zďťlraznit, Že vrchol t' je vrc

grafu G, tak potom d"gc(o). Na obrázku 1.5 vidíme stupně jednotlivych vrcholri v grafu.

rl*9{ut) : ž, t!r:g|tL.} : 3, ríeg{rl3J : 3.

i!t ultt r) = l. r/l,ťí(ll,-,) = il

Obrázek 1.5: Graf - stupně vrcholri

I\ejmenší a největší stupeň vrcholu v daném grafu budeme oznaČovat eckYm malYm PÍsmenem

óavelklimpísmenemA. I\ejvětšíanejmenšístupeňgrafuzobrázku1.5jeÓ-laA-3,

Definice 1.10

r-pravideln;im grafem nazveme graf, kter;i má všechny vrcholy r_tého stupně.

l{;3

í-l11

tr
Mrižeme ho také naz vat pravideln rm r_tého stupně,

pravidelnych grafii jsou na obrázku 1.6.

Nyní mrižeme uvést první větu v tomto skriptu. Bude

v grafu.

regulárním, r-regulárním. Príklady r-

to věta o součtu stupňri všech vrcholrj_

10
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H

ů

]

Obrázek 1.6: Pravidelné grafy

Věta 1.1

]
r-

Prokažd,graf.Gsnvrcholy?)I,?)2,...un,kden)lah(G)označímepočethrandanéhografu,
platí DT:, d,eg(u1) - 2 . h(G).

Drikaz: Provedeme dvěma zprisoby.
l{ejdríve provedeme vahu a použijerne tzv. selsky tozlm. Každá hrana je incidentní se dvěma

vrcholy, a protože p ispívá jedničkou ke stupni každého svého koncového vrcholu, p ispívá do součtu
stupňri všech vrcholri dvojkou. Z tohoto d vodu je tento součet roven dvojnásobku počtu hran grafu.

l
Danou větu mrižeme dokázat i matematickou indukcí. Matematickou indukci provedeme vzhle-

dem k počtu vrchol . ItTejd íve ukážeme, že véta platí pro graf o jednom vrcholu a žádné hraně, tzn.
pro triviální graf.

i aeg@6) - 2h(G)
i:l 

0-0
Budeme predpokládat, že věta platí pro každy grafs nejvyše n vrcholy, kde n . IY (tzv. indukční

p edpoklad), a budeme chtít dokázat, že daná věta platí i pro všechny grafy s n* 1 vrcholy. Protože
n bylo libovolné p irozené číslo, pak naše tvrzení platí pro libovolny konečny graf.

Indukční p edpoklad: Pro libovolny graf s n vrcholy platí DT:rdeg(u,i) _ 2h(G).
Budeme chtít dokázat: Pro libovolnli graf G| s n* 1 vrcholy platí DT:i d,eg(u) _ 2h(G').
I\apÍšeme tedy levou stranu rovnice a pomocí indukčního p edpokladu a riprav budeme chtít

dokázat, že í pro graf s n l l vrcholy dostaneme vyraz 2h(Gr+).

i O"nr.*r(ro) l 2d,egg,*r(rr+ 1) :
i:I
2h(G") * 2degg,*r(r, + 1) _
2(h(G") * 2degg.*r(r, + 1)) _
2h(G"11)

!

n*l
D
i:I

degg,*r(u,i) 

:

Tedy jsme ukázali, že ďaná věta platí i pro graf. G| s n -| 1 vrcholy a d kaz je hotoqf.
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tr
Počet

Věta 1.2

vrcholri lichého stupně v libovolném grafu je sudy,

Dťrkaz: provedeme sporem.

Budeme p edpokládat, že počet vrchol lichého stupně v nějakém grafu je lichl . Potom souČet

stupň všech vrcholri lichého stupně v daném grafu je lichli, neboť součet tichého PoČtu lich;fch ČÍsel

je tich;f. ostatní vrcholy mohou b; t sudého stupně nebo stupně nula, tzn. Že souČet jejich stuPňri je

buď číslo sudé, nebo nula. potom ale součet stupňri všech vrcholri v daném grafu je lichY, ProtoŽe

součet lichého čísla a sudého nebo lichého čísla a nuly je číslo liché. Dostáváme se tedY do sPoru

s p edchozí dokázanou větou. tr

Definice 1.11

Stupňovou posloupností grafu G s vrcholy u1 ,?)2, . . . ,,l)3 nazveme posloupnost

(deg(u), deg(u2) ) . . . ) deg(u")) .

1.3 Podgrafy

Definice

Podgrafem grafu

t.L2
G(V, E) nazveme graf H (V' ,, El), pro néjž platí V| eV aE'e E.

Chceme-!í zdítaznit, že nějak podgraf ,Ií grafu G rrení s grafem G shodnjr, tedY Že vznikl

skutečně vynecháním některlich hran nebo vrchol , budeme ríkat, Že H je ulastním Podgrafem

graíu G. Graf, ktery vznikne vynecháním vrcholu,u, budeme zapisovat G - u. Z matematického

hlediska bychom měli zapisovat G(V',,E), kde V| : V - {r}. Graf, kter; vznikne vYnecháním hranY

uo, budeme zapisovat G _ uu. Z matematického hlediska bychom měli zaPisovat G(V,,-EI), kde

E' : E - {uu}.

Definice t.13

G naz rváme nadgrafem nebo též supergrafem grafu H , je-Ii -Fl podgrafem grafu G.Graf

Definice t.t4
F(V, E|).

trFaktorem grafu G(V, E) nazveme podgraf. F(V| , El) graft G, pro kter Platí V' = V, tzn,

12
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Faktor je podgraf, kter; vznikne z daného grafu G vynecháním někter ch hran (nebo žáďnych),

p ičemž jeho vrcholová množina je shodná s vrcholovou množinou privodního grafu. Musíme si
uvědomit, že graf sám je svym podgrafem.

Definice 1.15
l

Indukovan podgraf grafu G je podgraf I (V' , El), kter r

všech hran incidentních s těmito vynechanymi vrcholy v
vznikne vynecháním některych
grafu G, avšak žádnych dalších

vrcholri
hran.

J
ikl
9m

ho

n}-

de

P edstavme si graf, kde vrcholy odpovídají městrim, križovatkám a hrany cestám mezi nimi.

Uvažujme na začátku, že jsme takto reprezentovali v teorii grafii celou Moravu. Pokud se omezíme

pouze na k ižovatky, města a silnice Severní Moravy, tak odpovídající graf je indukovan m podgra-

fem. Pokud si naopak ekneme, že budeme uvažovat v grafu reprezentujícím celou Moravu pouze

silnice první t ídy, pak dany podgraf je faktorem.

I.4 Reprezentace grafii pomocí matic

Má-li graf nep íIiš velk počet vrcholri a zejména hran, je vhodné graf pro názornost reprezentovat

diagramem. Ale tato reprezentace není vhodná jako vstup pro počítač. P i nevhodném nakreslení

mrižou b,t zarnaskovány některé vlastnosti daného grafu, I\ap íklad na obrázku 1.7 není p íliš
patrné, že se graf skládá ze dvou částí. Na dalším obrázku 1.8 není na první pohled vidět, že se
jedná o dva r zné diagramy téhož grafu.

Obrázek 1.7: I\esouvisl graf

l{ěkoho by napadlo používat pro reprezentaci grafu seznam vrcholri a seznam hran, kde by se

u každé hrany uváděly koncové vrcholy. Pokud bychom takov seznam vytvo ili a nebyl by nějak

vhodně uspo ádán, pak by se v něm špatně hledalo.
Další možnost je použití seznamu vrcholri a hran, kde nejd íve uvedeme počet vrcholri a počet

hran, a nakonec vypíšeme všechny hrany.

]

]

r
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Obrázek 1.8: Dva rizné diagramy téhož grafu

I{ebo mrižeme potžít seznam okolí vrchol , kde nejd íve uvedeme PoČet vrcholri a hran, Pak

vžďy stupeň daného vrcholu a vrcholy, které jsou s ním sousednÍ, a to Pro kaŽdl vrchol daného

grafu.

Grafy mrižeme reprezentovat i pomocí matic. V tomto skriptu uvedeme dvě maticové rePre-

zentace, a to pomocí incidenční matice a pomocí matice sousednosti. Existují i dalŠÍ, a to naP ,

znaménková matice, Laplaceova matice sousednosti, matice vzdálenostÍ,

Definice 1.16

Incidenční matice B(G) grafu G s n vrcholy ul,,u2, , , ,un

n x m s prvky hj, i: !,2,...n; j : L,,2,, ",,ffil kde bi,

hj 0, jestliže ui IIIrrí incidentní s hrano[ ej,

a mhranami e1 ,, 2,,...,em je matice typu
: 1, je-li vrchol ui incidentní s hranou ej,

vlastnosti incidenční matice:

o Součet prvkri z-tého ádku ďává stupeň vrcholu oi,

o Součet prvkri j-tého sloupce je vžďy 2,

o Matice je velmi ídká a rozsáhl á, zvlášté u grafri s vysok;,im počtem hran,

P íklad incidenční matice grafu je na obrázku 1,9,

U*

lJl
'tll

ti:l

il*
'll;i

2ď3E456
Ci100{}
1il110
10t}01
0tlůů
fi{}011

ť7

l]

ť1

Obrázek 1.9: Incidenční matice grafu

L4
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Definice I.L7
Matice sousednosti Á(G) je čtvercová matice n x n)
jsou-li vrcholy ui a ui sousední, aij :0, pokud jsou

kde n je počet vrcholri grafu G, kde je aii _ I,
nesousední.

vlastnosti matice sousednosti:

. Matice je rispornější.

o Matice je symetrická.

o Součet prvkri z-tého ádku (?-tého sloupce) dává opět stupeň vrcholu,ui.

P íklad matice sousednosti grafu je na obrázku 1.10.

'l], l

"t1,2

tis
,iJ"1

U5

'il+ ti*

ii]

tit

Il

U2 'lí3

1ů
ťl 1

10
1ů
il

Obrázek 1.10: Matice sousednosti grafu

P íklady a rikoly ke kapitole1.5

Řešen;i p íklad 1.1

Sedm prátel si p ed odjezdem na dovolenou slíbilo, že každy z nich pošle pohledy t em z ostatních.
Mtiže se stát, žekaždy z nich dostane pohledy právě jen od těch, kter; m sám pohledy poslal?

l{ejdríve rilohu interpretujeme v teorii grafii. Každy z píátel p edstavuje vrchol. Skutečnost, že
si navzájem poslali dva p átelé pohled, budeme reprezentovat hranou. Tzn. pokud graf k dané iloze
existuje, bude :nrít 7 vrcholri akaždy vrchol bude 3. stupně.

K ešení príkladu použijeme predchozí větu.
ProkaždygrafGsnvrcholy1)7,,l)2,...un,kden)lah(G)označímepočethrandanéhografu,

platí DT:rdeg(u,i) _ 2h(G).
Skutečnost,žekaždy vrchol je t etího stupně, zapíšeme:Yi, deg(ur) : 3, kde z - {7,2,3,4,5,6,7}.

Potom platí D'o:, d,eg (u,i) - 3 . 7 - 2I
Z věty vypl;ivá 2l :2h(C), h(g) - 2Ll2, což ngní možné, protože počet

Takov graf neexistuje a daná situace nemťrže nastat.
7+.

E
hran je z množiny



KRpttole 1 Gnep l zÁNraoxí po.1ltty

Řešen; p íklad 1.2

probíhá turnaj mezin mužstvy systémem ,,každy skažd m". Bylo odehráno nlI záPasri. DokaŽte,

že existuje mužstvo, které sehrálo alespoň 3 zápasy,

Mužstva budou p edstavovat v grafu vrcholy, a že mtžstva spolu odehráIa záPas, vYjácl Íme

tak, ževrcholy, které p edstavují mužstva, spojíme hranoo. Úloha v grafové interPretaci znÍ: Máme

dokázat, že v grahs, o n vrcholech a (n * 1) hranách existuje alespoň jeden vrchol t etího stuPně,

Budeme dokazovat sporem. P edpoktádejme, že kažďé mužstvo odehráIo nejvYŠe dva záPasY,

tzn. že stupeň každého vrcholu v daném grafu je nevyše 2.

použijemeopět větu: Prokažd graf Gsn vrcholy l)L,?J2,...'l)n, kde nŽLah(G) oznaČÍme

počet hran daného grafu, platí DT:rdeg(u1) _ 2h(G),
potom tedy pro součet stupňri v daném grafu platí, že je nejvyše 2n.BYIo vŠak odehráno n*I

zápas ,,, tzn. pollžitím stejné věty dostávám e, že součet stupňri všech vrcholri v daném grafu je 2n*2,

Dostáváme tím spor a náš p edpokl ad,, že každé mužstvo odehrálo nejv;fŠe dva záPasY, je ŠPatnY.

Musí existovat alespoň jeden vrchol 3. stupně , tzn. mužstvo, které odehrálo alesPoň 3 záPasY.

Ne ešené p íklady

1. Ukažte, že není možné,, aby ve skupině devíti lidí každy znal právě pět dalších z této skuPinY.

2. účastníci obchodního jednání si vzájemně vyměnili navštívenky. Dokažte, že bYI celkem vY-

měněn sudy počet navštívenek.

v grafu G.

4. Ve fotbalovém turnaji hraje jedenáct mužstev. Je možné, aby v urČitém Čase Šest muŽstev

z ních mělo odehrány čty i zápasy, t i mužstva po t ech zápasech a dvě muŽstva jen dva

zápasy?

5. I\a obchodní poradu p išel Američan, Šv car, Kanaď an, Btazilec a Francouz. AmeriČan (A)

ovládá angličtinu a španělštinu. Šv car (Š) francouzštinu, němčinu, italŠtinu, Kanaďan (K)

angličtinu a francouzštinu, Brazilec (B) se dohovo í španělsky a portugalskY, Francouz (F) jen

svou mate štinou. Dvojice, které se nedohovo í p ímo, mají p iděleny tlumoČníkY r ,tz,t3,t4,,t5,

a to 1 pro K aB, t2pro B a F, 3 pro F a A,,, t4pro A a Š, ú5 pro Š aB. Znázorněte pŤÍ azení

t lumočníkri ťrčast níkrim.

6. Dokažte, že v každé skupině dvou nebo více lidí jsou vždy nejméně dva lidé, kterí rnají v této

skupině stejny počet znám rch.

7. Nechť G j" k-pravidelny graf, kde k je liché číslo. Dokažte, že počet hran grafu h(G) je

násobkem k. Platí to i v prípadě, že k je sudé?

8. Existuje obyčejn graf o pěti vrcholech, kter má jeden vrchol stupně ČtY i a druhY vrchol

izolovany? trxistuje obyčejny gtaf. o pěti vrcholech, jehožkaždy vrchol je jiného stuPně?

9. Jesliže existují v grafu G o pěti vrcholech právě dva vrcholy stejného stuPně, mohou mít

stupeň 0 nebo 4?

16
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10.

11.

L2.

Kolik hran má riplnl graf na n vrcholech?

Dokažte, že počet vrcholri pravidelného grafu lichého stupně je vždy číslo sudé.

Nechť G má n vrchol a n- 1 hran. IJkažte, že G má buď vrchol stupně jedna, nebo izolovan;
vrchol.

Dokažte, že pro každ graf. G existuje graf l takov , že N je pravidelny stupně A(G) a G je
indukovany podgraf grafu l/.
Dokažte matematickou indukcí vzhledem k počtu hran: Pro každy graf G s n vrcholy
,uI,,u2,. ..un, kde n } I a h(G) oznaóíme počet hran daného grafu, platí

ia"glr) :2h(G).
:-1

15. Pro následující graf na obrázku 1.11 sestavte incidenční matici a matici sousednosti.

Obrázek 1.11: Diagram grafu k p íkladu 15

16. Zamyslete se nad definicí matice sousednosti a incidenční matice obecného grafu.

17. Č"-u se rovná součet prvkri ádku, resp. sloupce v incidenční matici obecného grafu?

18. Č"rnr, se rovná součet prvk ádku, resp. sloupce v matici sousednosti obecného graí'u?

19. Mriže mít incidenční matice jednoduchého grafu dva shodné ádky nebo sloupce? Jak je
u obecného grafu?

13.

14.

,l"J

tomu

n

ff. ílí(}Vť,

-



Cesty, cykly a souvislost

2.L Sled, tah, cesta a cyklus

V vodu tohoto skripta jsme hovorili o možnosti reprezentace měst, k ižovatek jako vrcholri a sPoj-

nic mezi městy ak lžovatkami pomocí hran v grafu. Pokud ve skutečném životě budeme ProjÍŽŽdét,

procházeb městy, križovatkami z města A do města B, hovo íme o tom, Že jsme zvolili cestu, resPek-

tive trasu. V této kapitole zavedeme pojmy, které se budou t kat něčeho podobného, ale tentokrát

se budeme ,,pohybovat" grafem.

tr Definice 2.1

Sledem bude naz vat posloupnost ug, I,,uI,,e2,.

vrcholy ut_t d ui, kde i : L,2,,.. .,T.
..,en,ur, kde n ) ! a ei je hrana s koncov mi

Z definice vyplyvá, že ve sledu se mohou některé hrany, tzn. i vrcholY oPakovat. ProtoŽe

v tomto skriptu uvažujeme pouze jednoduché grafy, m .žeme zjednodušit záPis PoslouPnosti ze

zápisu ,uo, I,,uLr 2)...)en,lJn II& ug,,l)1,1...,un. Jinymi slovy, nemusíme psát hrany, PostaČÍ námza-

pisovat vrcholy, a protože v grafu neuvažujeme násobné hrany, mr3.žeme vYbrat mezí dvěma vrcholY

jen jednu hranu. Sled je v jednoduchém grafu jednoznačně určen i posloupností hran. I\a obrázku

2.I je príklad jednoho ze sledri daného grafu.
pro sled ?.)0,,uI). . .)un mižeme použít oznaóení (ug,un)-sled. Takové označení není jednoznaČné,

mriže existovat více (ug,,urr)-sledri.

Dalším pojmem je tah. U definice tahu budeme vycházet z pojmu sled.

tr
Tah je

Definice 2.2

sled, ve kterém se žádná hrana neopakuje.

U tahu mrižeme tedy ,,projít"
jiné hrany. Mrižeme si p edstavit,

někter m vrcholem vícekrát, ale pokaždé

že tetmín tah je spojen s ťrlohou nakreslit
k tomu musíme použít
nějak; obrázek jedním

18
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Sled: t'l , ť3, 'lJ6, t!7, tJ,1! ť5 . U7, ť4. ť2
(Jzltiičerrí (r.,1 . t,.g}*sletl

Obrázek 2.1: SIed grafu

{t,'1. t:2}-talr: ,t,l1. tJs. t.,jl.,l.i7. ?.l5. ?,j4,1,:2

Obrázek 2,2: Tah graftr
mj-
ilět.
pk-

rát

tahem, naP . domeček. Tentokráte ale uvažujeme, že nakreslíme (projdeme) každou hranu právě
jednou. Obecně tah nemusí obsahovat všechny hrany grafu. P íklad tahu je na obrázku 2.2.

Pro tah jsme použili omezenÍ, že se nesmí opakovat hrany. l{yní ještě podmínku zp ísníme,
nebudou se moci opakovat ani vrcholy a tím definujeme cestu.

Definice 2.3

a je tah, ve kterém se neopakuje žádny vrchol.

l;;llJJ
V cestě Se neopakují vrch oly,, z toho vyplyvá, že se také neopakují hrany. Každ,á cesta je tedy

tahem i sledem. Tah je vžďy sledem, ale ne cestou. P íklad cesty je na obrázku 2.3.
Cestunan vrcholechbudeme označovatPr.Je-IiPn nějaká (ul,un)-cesta,potomvrcholyo1 a

u, naz 'váme koncou mi, urcholy a všechny její ostatní vrcholy uni,trními, urcholy této cesty.

!-|
l l I Defrnice 2.4

Uzav enym sledem resp. tahem nazyváme sled resp. tah, jehož první a poslední vrchol splj;rr"jri_

l---l
Z kaŽdého sledu z vrcholu u do vrcholu u lze vybrat cestu z u d,o o. Pokud se ve sledu vysky-

tuje vrchol, kter si označme jako u, vícekrát, odstraníme ze sledu vše mezi prvním a posledním
v;fskYtem vrcholu to. TÍmto zprisobem zkracujeme sled pro každy opakující se vrchol. Ve vysledku
se žáďny vrchol neopakuj e, tzn. že jsme získali cestu.

tr
Cest

]
ůít
m
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{r,1. rr2)-clestir: |1. {|3. ť]{5. 1.17.,ťl.!.,{,ÝJ

Obrázek 2.3: Cesta graíir

Definice 2.5

P edpokládejme, že mezi sousedními vrcholy u a,u existuj e (u,,u)-cesta,

hranu. Pak (u, o)-cesta spolu s hranou uu tvoíí cyklus.

která má více než jednu

Jestliže Pn je (u,,u)-cesta s více než jednou hranou, pak cyklus fIa n vrcholech označujeme
tr
Cn.

Definice 2.6

Délkou tahu, cesty nebo cyklu rozumíme počet jeho hran.

Cyklus Cn má tedy délku n, zatímco cesta Pn má délku n - L l\ejkratší cesta je Pz a nejkratŠÍ

cyklus C3.

2.2 Dosažitelnost, souvislost , vzdálenost v grafu, excentricita,
prriměr a poloměr

Vzdáleností většinou chceme neformálně vyjádrit vzájemnou polohu míst, bodri, vrcholri. V teorii

grafii zavedeme také pojem vzdálenost. Fakt, zdamezi dvěma místy existuje cesta, souvisí s Pojmem
dosažitelnost. I\a základě dosažitelnosti mrižeme definovat souvisly graf.

Definice 2.7

VzdáIenost vrcholu u od jiného vrcholu u je détka nejkratší cesty z vrcholu u do vrchoiu 'u.

Vzdálenost vrcholu u od jiného vrcholu u označljeme di,st(u,r), pokud bychom chtěli zdiraznit,

20
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že dané vrcholy pat í grafu G, potom použijeme di,st6(u,r). Pro vzdálenost vrcholu u od vrcholu u
platí di,st(u,u):0 a to platí pro každy vrchol u libovolného grafu G.

Dále pro libovolné vrcholy u,u,w platí

di,st(u, u) < di,st(u, u) + di,st(u, u)

a je-li di,st(u,u) > 1, pak existuje vrchol grafu u takov , že je t: Lzrry od vrchol u, u a platí

di,st(u, u) : di,st(u, u) + dist(w, u).

V jednoduch;fch grafech bez ohodnocení hran je délka mezí sousedními vrcholy jednotková, tzn.
Pokud by vrcholy reprezentovaly města Opava, Ostrava, Brno, Praha a byly by to vrcholy, které
jsou spoje.ry hranou, tak bychom zanedbali, že skutečnévzdálenosti těchto měst navzájem nejsou
stejné.

21

tr Definice 2.8

Vrchol u je vgrafu G dosažitelnyz vrcholu u grafu G, jestliže v grafu Gbui existuje cesta z vrcholu
z do vrcholu u, nebo je u - u.

Funkce vzďáIenosti i dosažitelnosti je symetrická. Pro vzdáIenost každych dvou vrcholri u a u li-
bovolného grafu G platí di,st(u,u): di,st(u,,u). I.{ení-li vrchol u d,osažiteln, z vrcholu u,pakdefinu-
jeme di,st(u,u) : oo.

, ___,1

tr

tr Definice 2.9

SouvislY graf je graf, ve kterém jsou z libovolného vrcholu dosažitelné všechny ostatní vrcholrr.

Souvisl graf bychom mohli definovat i tak, že graf je souvisl; , pokud existuje cesta mezi
libovolnl mi dvěma vrcholy. IJ souvislého grafu vzdálenost p edstavuje celé nezáporné čís1o.

Zamysleme se, kolik hran má souvisl;i graf nejméně a kolik nejvíce.

tr
Je-li

Věta 2.1

G souvisl; graf, potom platí lE(G)l > lV(G)l - 1

. :,ii

-_-]t} větu a drikaz věty matematickou indukcí je možné najít " [7].
Tato věta urČuje dolní mez pro počet hran souvislého grafu. Maximální počet hran bude mít graf,

ve kterém bude Platit, žekaždé dva vrcholy jsou koncov mi vrcholy jedné hrany. Grafy s maximálním
PoČtem hran nazyváme tiplnymi, grafy. Pokud bychom si položili otázkt,, kdy v dané větě nastává
rovnost, tak nastává Pro speciální typ grafu, ktery nazyváme strom. Stromy popíšeme hned v další
kapitole.

tr Definice 2.IO

I\esouvisl graf je graf, ve kterém existuje dvojice navzájem nedosažiteln; ch vrcholri.

tr
___i.
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Diagram nesouvislého grafu vypadá tak, že se skládá z několika ČástÍ, TYto

komponentam,i grafu.

,,naZvvame

tr n"n"i"" 2.t1,

Komponenta grafu je maximální souvisly podgraf daného grafir G.

Komponenta grafu je tedy souvisl;f podgraf, kter není vlastním podgrafem Žádného souvislého

podgrafu grafu G. počet komponent grafu G označujeme u(G). Pokud je graf souvislÝ, obsahuie

jednu komponentu, pokud je nesouvisl , obsahuje více komponent. Nesouvisl graf má minimálně

dvě komponenty.
Se vzdáleností souvisí i pojem ercentric,ita, pr měr a poloměr grafl.

tr o.nri* 2.I2

Excentricita vrcholu u je rovna vzdálenosti vrcholu u od takového vrcholu u,kter je v daném grafu

G od u neivzdálenější. tr
Excentricitu označujeme ecc(u). Z matematického hlediska m Žeme excentricittt definovat

ecc(u) - í[.&xr6 vg1 di,st(u,r).

Definice 2.I3
prriměr nebo také diametr grafu je maximální excentricita vrcholri v grafu.

prťrměr označujeme d,i,am(G). Co se tyče matematického zápisu, tak pr měr vYPoČteme Podle

.uzorce d,i,am(G)_ 1T}&xr6 vglecc(u). To znamená, že určíme excentricitu kaŽdého vrcholu v daném

grafu a maximum z d,anych excentricit je rovno prriměru grafu,

tr O"rr"i* 2.1,4

poloměr nebo také rádius grafu je nejmenší excentricita vrcholu v grafu.

poloměr označuje me rad,(G). Určíme excentricitu každého vrcholu v daném grafu a mini

z d,an ch excentricit je rovno poloměru, platí tedy rad(G): minr6y gl ecc(u),

P íklady určení prriměru a poloměru grafu jsou na obrázkl2,4,

V nesouvislém grafu G platí ecc(u) _ oo pro kaŽdr vrchol u grafu G, to znamená' Že

di,am(G)_rad,(G) :-.
pojmy poloměr a pr měr máme spojené s kružnicí nebo koulí a víme, Že Prriměr je roven

dvojnásobku pr měru. V datší větě uvedeme, jaké vztahy platí pro poloměr a prriměr v teorii grafii,

tr
mum
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,,-_ť

tr
,I

.,.'a
:f

í!'lťt;l' ecr: :2
rn,in ecr::2
rjttrrrt : ,rarl.: 2

ITlcjr r:ct: ž
ntin r.rc.: t
diarrt : 2

rad_I

ITl,ú.:t tCt: :3
nttrl r:rc:2
ď,in,nl. - 3
rrtd _ 2

Obrázek 2.4: Ptiměr a poloměr grafu

tr
Y kaž

Yéta 2.2

dém grafu G j" rad(G) < di,am(G) < 2.rad(G).rafu

tr
orat

D kaz dané věty nalezneme v [a].

Pokud si položíme otázku, jestli mriže i v
odpovíme ano a p íklad takového grafu mrižete

teorii grafri platit, že

vidět na druhém grafu
di,am(G) - 2.rad(G), tak
zleva na obrázku 2.4.

tr
.

__- __l

tr
_'___L

Rešen; p íklad 2.1

Sitniční síť zahrnuje 2n měst, z nichž z každého města vede n silnic do ostatních měst. Existuje
silniční trasa mezi libovolnymi dvěma městy?

I{ejdríve danou lohu p eformulujeme do teorie grafii. Máme dokázat, že graf. o 2n vrcholech,
z nichž každy je stupně alespoň n, ie souvisl .

Provedeme drikaz sporem. Budeme predpokládat, že graf není souvislli a že tedy existuje více
než jedna komponenta. Potom existuje komponenta, která rná nejv;fše n vrcholri. Každ; vrchol ,u

této komponenty mflže b;ft spojen jen s vrcholy stejné komponenty, tzn. že mtňe bl t stupně nejvyše
n-1- To ale odporuje p edpokladu. Vrchol o musí b t tedy spojen alespoň s jedním vrcholem druhé
komponenty, ale to potom je dan;i graf souvisl; . Což jsme měli dokázat.

a
1.

Ne ešené p íklady

U 4-pravidelného grafu nalezněte lzavŤené tahy, které obsahují:

o 4 hrany,

o 5 hran,

o 6 hran,

o 10 hran.

:-

,-1i

HH
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2. Dot<ažte, žeplatí-li v jednoduchém grafu o n vrcholech (n > 3), že souČet stuPňťr libovolnYch

dvou nesousedních vrchol je nejméně n, potom je graf souvisl ,

3. Dokažte, že v každem grafu G se stupňovou posloupností (2,2,2,2,2,2,2,2,1, 1) existuje cesta

spojující oba vrcholy stupně 1,

4. Ukažte, že existuje-li v G (u,u)-sled pro dva rÍnné vrcholy U, U, potom tam existuje také

(u, u)-cesta.

5. Dokaž te, že každé dvě nejdelší cesty v souvislém grafu mají společn vrchol,

6. lriechť u je vrchol lichého stupně v grafu G.TJkažte, že potom v grafu G existuje (u,'u)-cesta

do vrcholu ,lr, kter;i, je také lichého stupně,

Dokažte, že je-li 6 >2, potom G obsahuje cyklus,

Dokažte, že G(V, E) ju souvisly právě tehdy, když pro libovolny rozklad vrcholové mnoŽinv V

nadvěmnožiny U aW existujehrana e:l,L,ll) ,Etaková,žew _W. Množiny U aW tvo í

rozklad V, jestliže t] UW : V a U iW : a,

Určete prriměr plného grafil Kn,

Dokažte, že prolibovolná p irozená čísla n) n,L) splňující podmínku n 1m Š2n,, existuje graf

G takov ,žerad(G):n a di,am(G):-,

7.

8.

9.

10.
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Stromy a kostry

3.1 Strom

S grafem nazyvanym strom se každy z nás už setkal. Minimálně v okamžiku, kdy mél za ťrkol
na základní škole sestavit rodokmen. Se stromy se m žeme potkat i v genetice, kde se zkoumaií
dědiČné vlastnostíživych organismri. Se stromem se m žeme setkat p i sestavování algoritmri, kde
se PouŽÍvají tzv. rozhodovací stromy, pomocí níchž lze velmi p ehledné znázornit všechny možné
odPovědi na urČitou skupirru otázek s p edemvymezenymi volbami odpovědí na jednotlivé otázky.
I v Programování jsou stromy velmi d ležitl druh datov;ích struktur a mohou byt využity nap íklad
P i P ekladu z Programovacích jazyki, potom se dané stromy nazyvají syntaktické stromy, nebo tzv.
vyhledávací stromy, atd.

V minulém století studovali stromy zejména A,. Cayley, G. Kirchhof a G. K. Chr. Staudt.
Kirchhof a Staudt k nim dospěli r. 1847 současně akažď,z jiného podnětu: první p i fyzikálním
vYŠet ování a vedení elektrického proudu, druhy pri matematickych rivahách v souvislosti s tzv.
Eulerovou větou o mnohostěnech. A. Cayley věnoval stromrim pozornost pro jejich zky vztah
k někter m strukturním vzorc ,m v organické chemii. [16]

StromY Pat í mezi nejjednodušší typy ze všech grafri. V teorii grafri se stromem rozumí graf,
jehoŽ P ÍkladY je možno vidět na obrázku 3. 1 . Vlevo dan strom skutečně p ipomíná strom v p írodě,
uprost ed se dany graf nazyvá hadem a riplně vpravo hvězdou.

Obrázek 3.1: P íklady stromri
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pokud bychom se podívali na molekuly uhlovodík CrHz va2, tak skutečně lze potŽÍt rePrezen-

taci pomocí grafii nazyvanych stromy.

H

l

H-C*H
I

H

Obrázek 3.2: Molekuly uhlovodíki CrH2na2
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HHH
lll

H*C*C*C*Hlll
1{ H [,I

lHtl
I{*C*C*}tíl

11 }I

Definice 3.1

graf, ve kterém žádny jeho podgraf není cyklem.Acyklick;f graf je

Strom mrižeme definovat více zprisoby. Asi nejběžnější definice je definování stromu na zák

vlastnosti acykličnosti a souvislosti.

tr
1adě

tr Definice 3.2

Strom je graf, kter je acyklickl a souvisly.

Tato definice nám ale moc nepomriže zjistit, jestli je dany

snadno, s neexistencí cyklu je to ovšem horší. Proto použijeme

uvedeme později.

Strom rla n vrcholech označujeme Tn-

graf stromem. Souvislost lze ověrit

i další charakteristiky strom , které

E Definice 3.3

Les je graf, ktery je acyklick .

Les je tedy graf, jehož každá komponenta je stromem a neobsahuje cyklus. Strom je oProti lesu

navíc souvisly. p íklad grafu, kter; je lesem, je na obrázku 3.3. Les tedy nemusí bYt souvislY a

samoz ej mé každjr strom je také les,

.rfu"foďfu
ďŤ* -& -fococ

Obrázek 3.3: Les
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Věta 3.1

Každy souvisl graf má faktor, kter; je stromem.

Drikaz: Pokud bude graf obsahovat cyklus, odstraníme libovolnou hranu tohoto cyklu. Souvislost

grafu zrj.stane zachována. Odebírání hrany z cykIu opakujeme tak dlouho, pokud v grafu existuje

alespoň jeden cyklus. Získáme tím graf, kter bude acyklicky a souvisly, tzn. bude stromem. !
V další větě stanovíme postačující podmínku, aby v grafu existoval vrchol stupně 1. Je zíejmé,

že strom s jedin;ím vrcholem stupně 1 neexistuje, stupně 1 jsou vždy nejméně dva vrcholy. Pro

drikaz věty 3.1 nám postačí dokázat existenci jednoho vrcholu stupně 1.

tr vět",J,
Každy strom s alespoň dvěma vrcholy má nejméně jeden vrchol stupně 1.

]
,:

]
..-

Drikaz: Drikaz provedeme nep ímo. IJkážeme, že z neplatnosti tvrzení by vypl;fvala neplatnost

predpokladu. Pro strom se dvěma vrcholy je tvrzení zíejm{ oba jeho vrcholy jsou stupně 1.

P edpokládejme, že počet vrcholťr jen, kde n ) 3, a každy z těchto n vrcholri je stupně alespoň 2.

Nechť ut je libovolny vrchol a u2 je jeden z jeho nejméně dvou soused , protože každy vrchol je

stupně alespoň 2. Vrcho} u2 rná tedy nejméně jednoho dalšího souseda, nechť je to vrchol c,3. Protože

i vrchol t;s je stupně alespoň 2, musí mít dalšího souseda, rizného od vrcholu u2. Tírnto sousedem

nemriže byt vrchol o1, neboť v tomto prípadě by Tn obsahoval cyklus Cg : ut,lJ2l'u3,u7, coŽ není
podle definice stromu možné.

Obecně v i,-tém kroku vrchol ?i sousedí kromě vrcholu tri_1 ještě s nějaklim dalším vrcholem.

Tím nemr].že byt žádny z vrcholri or ,,u2,...,?)i-2, protože potom by graf 7i" obsahoval cyklus.

V n_tém kroku p idáme vrchol tln,ten však kromě vrcholu un_I musí byt sousední s některym

dalším vrcholem, tedy s jedním z vrcholri 1)Lu2,...,un_2, pak ale graf 7l, obsahuje cyklus, což je

spor s p edpokladem, že graí Tn je strom. Situace vidíme na obtázku 3.4, kde je dob e patrná

sousednost vrcholri.
Z uvedeného vypl rvá, že alespoň jeden vrchol musí byt stupně menšího než 2. Protože strom je

souvisly, tento vrchol není stupně 0, ale že je stupně I, cožjsme měli dokázat. Tím je drikaz hotov.

!

Věta 3.3

l T" ie graf na n vrcholech. Potom následující tvrzení jsou ekvivalentní:

T" je strom;

T, je acyklick a souvisl;f;

T, je acyklick;_f amá n-I hran;

]]
=l lI

-J5u
ia tr

i\ech

1.

2.

í)
.).

4. Tn je souvisly a má n - I hran.
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obrázek 3.4: Ilustrace k drikazu věty 3.1 _ existuje vrchol stupně 1

Vidíme, že bychom měIi provést d kaz ekvivalence více než dvou tvrzenÍ. VYuŽijeme následující

zjednodušení a to, žepro provedení drikazu ekvivalen ce p tvrzení staČÍ tkázat Pouze P + t imPlikacÍ:

1) + 2) +3) + 4) + ...p)+ 1).

Drikaz: Tvrzetí 1) a 2) jsou ekvivalentní, neboť 2) j" definicí stromu,

2) + 3) Graf T, jeacyklicky a souvisly + graf T, je acyklicky a má n _ l hran,

Stačí nám lkázat, že strom má n- 1 hran. Použijeme d kaz matematickou indukcí vzhle-

dem k počtu vrcholri. Dané tvtzení platí pro strom s jedin m vrcholem , coŽ je graf, kter nemá

žádnéhrany. predpokládáme, že tvrzení platí pro libovolny strom s n vrcholY, u na základě tohoto

p edpokladu ukážeme, že tvrzelí platí pro libovoln strom s n * 1 vrcholy,

Nechť Tn*.je libovoln strom s n t 1 vrcholy. Podle p edchozí věty obsahuje vrchol stuPně 1,

označme ho jako vrchol o. pokud vynecháme vrchol u z gtafu. dostaneme graf, kter; je souvislY

a acyklicky, to znamená, že d,any graf je tedy strom s n vrcholY a Podle indukČního PredPokladu

má práv é n - 1 hran. protože privodní graf Tna1 obsahoval navíc pouze jedinou hranu, je tvrzení

dokázáno.
3) + 4) Graf Tn jeacyklicky amán_lhran + graf Tn je souvisl amá n_I hran,

Staeí lkázat,že acyklicky graf rran vrcholech sn_ 1 hranami je souvisl . Budeme dokazovat

Sporem.
p edpokládejme, že graf Tn není souvisly a skládá se z k komPonent ^9r,52,",,Sn,KaŽďá

z téchto komponent je acyklická, tedy je stromem a dan graf je vlastně lesem, OznaÓÍme-li ni,

počet vrcholri komponenty ,Se, potom počet hran grafu je rovn;,i souČtu PoČtu hran jednotliv ch

komponent a platí tedy Dť:r(rr- 1). podle p edpokladu má tento graf- n - 1 hran, Platí tedY'ťr(nt 
_1) : Dť:i"o _"i _ n _ L. Z toho vyplyvá, že k _ 1, pokud k _ 1, má 2l" jednu

komponentu, tedy dan;i graf není nesouvisl , ale souvisl , což jsme chtěli dokázat,

4)+2) Graf T, jesouvisl amá n_Ihran + graf Tn je acyklicky asouvisly,

Budeme dokazovat opět sporem,

!l
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Itlechť T, je souvisly graf na n vrcholech s n- 1hranami. Budeme p edpoktádat, že dan graf
není acyklick;Í, tedy obsahuje cyklus, napríklad cyklus u7,1J2l . . . ,,um,u1l á ukážeme, že toto tvrzení
je ve sporu s naším p edpokladem.

Vynecháme-li z grafl Tn hrarul ,l)m,l)L, dostaneme graf s rr, - 2 hranami, ktery je stále souvisly.
Jestliže totlž vrchol ut ie dosažiteln z vrcholu uI y grafu T, po cestě ulluj)...)ui,, kde j * m,
potom je po této cestě dosažitelny i v grafu Tn - ,l)Ium. Pokud je dosažiteln;i po cestě uIl1Jm, . . . , ui,
potom jevTr-,ullJm nadále dosažiteln po cestě u71,1)2,...lum_l,um,...,tJi.

K tomu, aby graf G byl souvisly, jistě stačí, aby každy vrchol ui byl dosažiteln z nějakého
pevně zvoleného vrcholu, nap íklad u1.

Jestliže graf. T, - ut,um obsahuje cyklus, opakujeme p edchozí krok tak dlouho, dokud nedosta-
neme acyklick;,i souvisly graf. Ten však v každém prípadě obsahuje nejvyše n - 2 hran, protože jsme
vynechali nejméně jednu z p vodních n - 1 hran.

To je spor s p edpokladem. Proto |" neobsahuje cyklus, a tím je drikaz hotov. n

Yztah mezi počtem hran a počtem vrcholri u stromu má pojmenování, a to Euler ,u uzoTec

(h: n - I).
V další větě stanovíme nutnou a postačující podmínku, aby graf byl stromem. Stanovení ne-

triviální nutné a postačující podmínky umožňuje charakterizovat grafy s danou vlastností pomocí
odlišné vlastnosti nebo více vlastností.

tr Vět" ,J"4

Graf je stromem právě tehdy, když každé dva jeho rizné vrcholy jsou spojeny jedinou cestou.

Drikaz: Věta má tvar ekvivalence. Drikaz tedy bude mít dvě části, budeme dokazovat dvě impli
I\ejdríve drikaz zleva doprava (+).
Danou implikaci budeme dokazovat sporem. Je-li graf stromem, potom je graf souvisl a

každé dva vrcholy jsou spojeny aspoň jednou cestou.
P edpokládejme, že dva rizné vrcholy 1)g o"u7jsou spojeny dvěmart,an mi cestami:

P : UOrUyl,., lUr-LlUrl Q : Uor?trll... lUs_lrUs : Ur.

Každá z téch cest mriže mít r znou délku, d ležité je,, že mají nejméně dva společné vrcholy
a to vrcholy u6,ur. Společnych vrcholri však mriže b t i více. Nechť je vrchol o; poslední takovy
společny vrchol p ed rozdělením cest P u Q, tzn. u1 - u1). . .)?Ji:,l,Li,,ui+l u+t M že tedy platit
také, že vrchol ui:?Jo, ale pro indexy musí platit ,i < s.

I\echťuiienejb1iŽšívrcho1kvrcho1tUiIlZ'cestěPtakovy,žej>
Ieží na cestě Q a další vrcholy p ed vrcholem o7 až po vrchol ui11 na cestě Q rž neleží, tztt.
Ui+l,,...,uj_1 #Q, vrchol uj -uk (i < k < s, p ičemžrníňe b]i?t i uj -u+t).

Potom vrcholy ui,ui+t)...)uj-Il'uj - uk,uk_1,ltrk-2,...,ui+I,,ltrl : ui tvo í cyklus, tím dostá-
váme spor s definicí stromu, protože strom je acyklicky, tzn. neobsahuje cyklus. Každé dva vrcholy
jsou tedy spojeny jedinou cestou. Pro snadnější pochopení drikazu je situace znázirněna na obrázku
3.5, kde je část grafu pro demonstraci cest P a Q.

tr
kace.

tedy

l:
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Ul : tll

Obrázek 3.5: Drikaz - jediná cesta

I'{yní d kaz zprava doleva (+)
Jsou-li dva kterékoliv vrcholy spojeny cestou, je graf souvisly. Zbyvá ukázat,

taková cesta je pro libovolnou dvojici vrcholri jediná, vyplyvá, že graf. je acyklic\i.
opět nep ímo.

P edpokládejme, že graf. obsahuje cyklus uL,,l)2l . . . ,IJk, u1. Potom ale z vrcholl u1

vedou dvě rrizné cesty, totlž,uL,lJ2,...,,l)k a hrana ulukl coŽ je Spor s P edPokladem,

je jediná.

že z toho, že

Ukážeme tedy

do vrchohl up

že daná cesta
t]

3.2 Kostra

Každy souvislli graf G obsahuje podgraf, ktery je stromem a nazyvá se kostra grafu G. Z této větY

je zŤejmé, že kostra mriže existovat pouze tehdy, je-li graf G souvisly.

tr D"fi-t"" &4
Kostra je libovoln souvisl; acyklick faktor grafu G.

Kostra grafu je jeho nejmenší souvisly faktor, mající nejméně hran p i daném PoČtu vrcholri.

V grafu, kter; má n vrcholri, má jeho kostra n - ! hran. Kostra grafu není urČena jednoznaČně.

Hledání koster souvislych grafii má mnoho aplikací. Je zajímavé hledat kostru v komunikaČních

sítích, dopravních sítích apod. Samoz ejmě dané rilohy jsou spojeny p edevším s nákladY na ridrŽbu

dané sítě. praktické vyvžitínalezení kostry daného grafu ukážeme v jedné z dalŠÍch kaPitol. AIgo-

ritmus nalezení minimální kostry aplikujeme na rilohu tykající se udržování sjízdnosti komunikací

ve sněhové kalamitě a abychom určitym zprisobem zohlednili náročnost a délku cest rnezi jeclnot-

livlimi městy, križovatkami, budeme muset hranám pri adit číslo, které bude délku a nároČnost na

ldržení sj ízdnosti reprezentovat.

tr O"nrri"" S.r
Hvězda je strom, ktery obsahuje nejvyše jeden vrchol stupně vyššího než L.

Autorem další věty je Cayley a ííká nám, kolik existuje strom na dané mnoŽině vrchol .
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tr
Počet

Věta 3.5

navzájem rÍrun ch stromri na pevně dané množině n vrchol, kde n { 2, je n"-2 . |l]

Řešeny p íklad 3.1

Dokažte, že graf o n vrcholech a n hranách obsahuje cyklus.
Budeme p edpokládat, že se jedná o souvisl;f graf. Jinak by ,, daném grafu musela existovat

alesPoň jedna komponenta, která má alespoň tolik hran, jako je vrcholri. Kdyby se jednalo o strom,
Platilo bY Pro počet hran h - n - 1. Souvisly graf, ktery není stromem, tedy není acyklicky, musí
obsahovat alespoň jeden cyklus.

Ne ešené p íklady

Myš hledá potravu v bludišti podle obrázku 3.6. Predpokládejme, že ze slepé chodby se
vrátí na nejbližšíkŤižovatku a vydá se dosud nevyzkoušen;fm směrem. Nakreslete strom všech
moŽnych tras, které mriže oběhnout. Nalezněte nejdelší a nejkratší trasu.

Obrázek 3.6: Bludiště - myš

2. DokaŽte, Že graf je stromem právě tehdy, je-li souvisly, ale odstraněním |ibovolné hrany
p estane b; t souvisl;i.

3. DokaŽte, Žekaždr netriviální strom T má nejméně dva vrcholy stupně 1. (I\ápověda: Ukažte,
že je-li di,st(u,,u) : di,am(T), potom deg(u) - deg(u) - 1).

4. Dokažte, že T, na alespoň t ech vrcholech je cesta právě tehdy, když L(Tn) - 2.

5. Dokažte, že T, je cesta právě tehdy, když obsahuje p esně dva vrcholy stupně 1.

6, Dokažte, že v grafu G existuje kostra právě tehdy, je-li souvislÝ.
7. I\akreslete graf o sedmi vrcholech, ve kterém existuje pro každ,é dva vrcholy právě jedna cesta,

která je spojuje.

8. Kolik vrcholri stupně l mtňe mít strom o dvou a více vrcholech maximálně a kolik minimálně?
9. Dokažte, že každ netriviáIní strom má nejméně dva vrcholy stupně 1.

10. Dokažte, že graf G(V,E),ktery je acyklick; a pro nějž platí n _ h* 1, je strom. n je počet
vrcholri a h je počet hran grafu.

11. Dokažte, že graf TLa n vrcholech s c komponentami má alespoň n - c hran,

E
1.
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12. Dokažte, že T, je hvězdou právě tehdy, když L(T") - n - 1,.

13. I\echť 
^(f}) 

_ k. Dokažte,, ž,e potom 7r, obsahuje alespoí k vrcholri stupně 1.

L4. Nechť F, je les s k komponentami. Dokažte, že h(F") - n - k.

15. Dokažte, že má-Ií graf. G s alespoň jednou hranou všechny vrcholy sudého stuPně, Potom G

obsahuje cyklus.

16. Dokažte, že je_Ií 6 > 2, potom G obsahuje cyklus délky alespoň ó(G) + 1.

L7. Je dáno k krabic. V někter ch je opět k krabic. Ptn; ch krabic (tj. krabic obsahujících dalŠÍ

krabice) je m. Když otev eme všechny plné krabice, kolik bude prázdn rch (tj . zavren 'ch)
krabic? I\ezapomeňte na grafovou interpretaci.

18. Jsou dány 3 listy papíru. I\ěkteré z nich rozst ihneme na 3 kusy atd. Kolik kusri PaPÍru celkem

vznikne, jestliže bylo rozstríháno k kusri papíru? Úlohu dále zobecníme tak, Že list paPÍru je

privodně rrr, a st íháme na 4 kusy. Úlohu zobecníme tak, že stííháme m list PaPÍru, z nichŽ

kažďy st íháme na n díl . Úloh., provedeme pro m:5 a n: 5. Mrižeme po několika stoPách

stríhání dostat 71 kusri? Nezapomeňte na grafovou interpretaci dané ťrlohy.

19. Ukažte, že strukturní vzorec alkan CnHzn+zje (pro kažďé n) strom. Atom vodíku je jedno-

mocny, atom uhlíku čty mocn .

20. Kolik koster má kompletní graf. K1,, K2, Ks a K+?

2I. Za jak ch podmínek mriže mít souvisly graf několik rrizn; ch koster?

22. Je možné, aby v souvislém grafu existovaly dvě ríuné kostry, jež nemají Žádnou sPoleČnou

hranu?

23. I\akreslete všechny stromy s méně než osmi vrcholy.

24. Z grahl G na obrázkl3.7 odstraňte některé hrany tak, aby vznikla kostra grafu G. Kolik hran

je t eba odstranit ze souvislého graí'u G,ktery mám hran a k vrcholri, abychom dostali kostru

grafu G?

25.

Obrázek

Je zadán graf podle obrázku 3.8.

z stal souvisly?

3.7: Vytvo ení kostry grafu

Jak největší počet hran mrižeme v grafu odstranit, aby

Obrázek 3.8: Kostra grafu - počet odstraněnl ch hran

r



Speci áInígrafy

V této kapitole definujeme pln; graf, ripln; bipartitní graf, bipartitní graf, ripln r-partitní graf,
multipartitní graf.

4.L Úplné grafy

Definice 4.1

Úplny neboli kompletní graf La n vrcholech
ostatními vrcholy.

je graf, ve kterém je každy vrchol sousední se všemi

Danou definici bychom mohli napsat i tak, že upln r graf je takovy graf, jehož každé dva rizné
vrcholy jsou spojeny hranou. Každy tipln graf o n vrcholech je tedy pravidelnym grafem (n - 1)-
stupně. [7] Úptn graf na n vrcholech označujeme Kr,: lrTa obrázku 4.1 vidíme p íklady riplnych
grafii.

Obrázek 4.1: Príklady kompletních grafii

/ť:H
\/\l\/

U

A 1 lť.;o?
l

á

33
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4.2 Bipartitní grafy

Definice 4.2

Úph bipartitní nebo také kompletní bipartitní graf na n * m vrcholech je graf, jehoŽ vrcholová

množina je sjednocením dvou disjunktních podmnožill A a B, hranová množina E obsahuje vŠechnY

možné hrany, jejichž jeden koncov vrchol pat í do množiny A a druhy do množiny B, a Žádné dva

vrcholy množiny Á resp. B nejsou navzájem spojeny hranou.

Množiny vrchol A a B bipartitního grafu nazyváme parti,tami, daného grafu. Úpln bipartitní
graf označujeme Kn,-. P íklad ťrplného bipartitního grafu Ka,5 vidíme na obrázkl 4.2.

Obrázek 4.2: Úplnli bipartitní graf Ka,5 Obrázek 4.3: Bipartitní graf L4,6

Formálnější definice ťrplného bipartitního grafu je: Kn,-:|A| - n, lBl_ TrL) V(Kr,*) - Al) B,
An B : a, E(Kn,*) : {"b l a e A,,b e B}.

Z daného matematického zápisu m žeme óíst, že ťrplny bipartitní graf je definovany následovně:

počet prvkri množiny A je n (mrižeme to interpretovat i tak, že mohutnost množíny A j" n) a počet

prvkri množiny B je m, vrcholová množinaV(Kr,^) j" sjednocením množiny A a množiny B, které

nemají žáďny společny prvek, tedy jejich prrinik je prázdná množina, hranová množina plného

bipartitního grafu je množina všech hran c,b o koncov ch vrcholech a a b,, kde vrchol a je prvkem

množiny Á a vrchol b je prvkem množiny B.
U riplného bipartitního grafu spojujeme hranou každy vrchol jedné partity s každym vrcholem

druhé partity. Pokud by nějaká hrana p i zachovánívšech ostatních podmínek chyběla, už se nejedná

o ťrplnÝ bipartitní graf, ale o graf bipartitní, jehož defrnici nyní uvedeme.

I
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Definice 4.3

Bipartitní graf na n*m vrcholech je graf, jehož vrcholová množina je sjednocením dvou disjunktních
podmnožín A a B, ahranová množina E obsahuje hrany, jejichž jeden koncovy vrchol Ieží v množině
Á a druhy v množiné B, a žádné dva vrcholy množiny A resp. B nejsou navzájem spojeny hranou,

Formálnější definice bipartitního grafu je: Lr,-: |Á| _ n,lBl -_ rn)V(Kn,-) _ AUB,, A)B : a,
E(K,,-) e {ab l o e A, b e B}.

V definici je oproti definici riplného bipartitního grafu použita u hranové množiny místo operace

- mnoŽinová operace e . Z čehož je zrejmé ,, že každy plny bipartitní graf je bipartitním grafem.
Diagram bipartitního grafu La,6 vidíme na obrázku 4.3. Dan graf není ale ripln;im bipartitním
grafem.

Nyní definici bipartitního grafu zobecníme. Vrcholová množina nebude rozdělena na dvě dis-
junktní množiny, ale obecně na r disjunktních množin.

tr
Úpln; r-partitní graf ( pln multipartitní graf) Knl,n2,...n je graf , jehož vrcholovámnožina V se
skládá ze T navzájem disjunktních podmnožin V, ,i : I,2,...,,T,, kde IVl: ni pro i, : l,,2,...,,T, &

hranová množina.E obsahuje všechny možné hrany, jejichž koncové vrcholy ležív rtnnychmnožinách
VuVi,kdei+j.

U Plného r-partitního grafu Knl,n2,...n, žádné dva vrcholy množiny V pro z : 7,2, . . . ,)T nejsou
navzájern spojeny hranou. Pokud neníbIíže určeno číslo r, hovo íme o mult,iparti,tnímgrafu.

Definice 4.5

Multipartitním grafem nazveme podgraf ťrptného multipartitního grafu.

Pokud bipartitní graf není acyklickli, potom obsahuje pouze cykly sudé délky. |a] Což vyjád
následující větou.

tr \rět" 41
Graf je bipartitní právě tehdy, když neobsahuje cykly liché délky.

Drikaz této věty je možné najít " [1].

S biPartitními a obecně r-partitními grafy se mrižeme setkat v lohách, kde je zapot ebí rozdělit
vrcholy do navzájem disjunktních podmnožin. lrtrap íktad v situaci, kde jedna množina je množina
dívek určité školní t ídy a druhá množina je množina chlapcri stejné trídy. Pak hranou mrj,žeme
re9rezefltovat, Že dívka a chlapec spolu tančí na hodinách tance. Potom se určitě bude jednat
o biPartitní graf, protože nep edpokládáme" že by tančila dívka s dívkou nebo chlapec s chlapcem.
lttrebo prvky jedné množiny jsou vyučující a druhá množina vyučované p edměty na nějaké škole.
Hrana p edstavuje, že dany vyučující í dany predmět. Takovych p íktadri bychom mohli najít
mnohem více.

tr
ríme
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Rešeny p íklad 4.1

Dokažte, že každ podgraf bipartitního grafu je bipartitní.
Mějme bipartitní graf L^,r, kde první partitu tvo í vrcholy pat ící do množíny A, lAl : -

a druhá partita je tvo ena vrcholy pat ícími do množiny B, kde 
I 
Bl : n, podle definice bipartitního

grafu platí V(L^,r) - AU B, A) B -a, ElL*,n) e {"bl a A,b e B}.
Pro každy podgraf grafu L^,, platí V'(L*,,n,) e V(L-,r). Potom existuje množina

A'gV'(L_,,n,)umnožina B'eV'7L_,,r,,),prokteréplatí A'e AaB'e Bataké A'aB':a.
Protože jsme žádny vrchol nep idávali, nebudou existovat vrcholy, které by nepat ily do množiny

Á nebo do množirry B.
Pro každ podgraf grafu L-,, platí E'(L*,,r,) e E(L-,n). Pro množinu E(L-,n) platí

E(L-,,)e {abloe A,b B}utaké A'e AaB'e B,potomtedy
E(L_, ,n,) Q {o'b' I o' e A' , b' e B' }. Protože do grafu nep idáv árne žádnou hranu, nebude existovat

žádná hrana, jejíž oba koncové vrcholy by ležely pouze v množině Á nebo v množině B.

1.

2.

Ne ešené p íklady

Dokažte, že kažďy strom je bipartitní graf.

l{echť G je pravideln; bipartitní graf s partitamí U
potom lul _ lwl.
Určete, kolik má graf G, určen; maticí sousednosti

a W a alespoň jednou hranou. IJkažte, že

na obrázku, 4.4, cyklri liché délky.3.
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Obrázek 4.4: Počet cyklri liché délky
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m5
Izomorfrzmus a automorfizmus

5.1 lzornorfizrnus grafii

I\a obrázku 5.1 máme tri diagramy. Položme otázku: Které z téchto diagramri patrí témllž grafu? Je
to diagram Prost ední a diagram vpravo. U danlfch diagramri grafii lze snadno poznat,, že se iedná
Pouze o jiné nakreslenÍ. }tra obrázku 5.2 lž je rozpoznání, že se jedná o jiné nakreslení diagramu
téhož grafu, složitější.

První dva diagramy zleva nemohou b;it diagramy téhož grafu, protože na každém z těchto
diagramri vidíme jinou množinu vrchol , ale mezi danymi grafy existuje jist; vztah. Dané grafy
jsou izomorfní.

grafri

Obrázek 5.1: Grafy

Definice 5.1

GrafY G(V,E) u H(t],,F) nazveme izomorfní (G = 1), jestliže existuje takové prosté zobrazeníq.
mnoŽiny V na množinu (I, že pro každé dva vrcholy ui,,,uj l/ existují vrcholy ur,us [/ takové,
že u, - O(ur) , us : O(ri), a hrana ?lrlf,s - O(,ur)rD(u7) patrí do množiny F právě tehdy, když hrana
uiui patrí do množiny E.

37
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Obrázek

Z uvedené definice vidíme , že izomorfizmus zachovává sousednost i nesousednost vrcholri, Ob-

razy vrcholri., které jsou v G sousední, budou v -Fí také sousednÍ, zatímco obrazY nesouseclních

vrchol budou nezávislé. p i zjišťování izomorfizmu se používají následující PorovnánÍ:

o izomorfní grafy musí mít stejn počet vrcholri a hran,

o vrcholu stupně k mtňe byt izomorfizmem p irazen opět jen vrchol stuPně k,

o dvojici soused"ních vrcholri mriže byt izomorfizmem p i azena opět jen dvojice sousedních vr-

chol ,

o některé vlastnosti graf se izomorfizmem zachovávají (existence cest, cYklY jisté délkY, ..,),

Dva grafy nemohou byt izomorfní, jestliže jeden z rich takovou vlastnost má a druhY nikoliv.

lr[aobrázku5.3vidímep íkladizomorfníhozobrazení.samoz ejmé,žedan ch izomorfrzmrim že

existovat více.

?í5 --* t1,tt,,1 -i ť,1

{i3 -* 1:;3

il3 *Ť rj3
ti1 --l t:1

Obrázek 5.3: P íklad izomorfního zobrazení

t
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Stupňová posloupnost grafu mriže izomorfrzmus grafii vyloučit. Grafy s r znymi stupňovymi
posloupnostmi nebudou izomorfní. Mrižou však byt neízomorfní grafy se stejnymi stupňov mi po-

sloupnostmi. I{a obrázku 5.4 jsou diagramy grafri, které mají stejné stupňové posloupnosti a nejsou

izomorfní. U vrchol jsou uvedeny stupně dan ch vrchol a nikoliv označení. htrapríklad první dva
grafy reprezentované diagramem nemohou b;it izomorfní, protože je v prvním diagramu grafu vrchol
stupně 1 je sousední s vrcholem stupně 3 a ve druhém diagramu grafu je vrchol stupně 1 sousední
s vrcholem stupně 2. I\ezachovává se tady sousednost vrchol . U následující trojice graf první
dvojice nem že b rt ízomorfní ze stejného drivodu a poslední dva grafy nemohou byt izomorfní,
protože v jednom z grafi jsou všechny tri vrcholy tretího stupně navzájem sousední a u druhého
grafu sousední nejsou.

(1.2.2, 2. i}i {1.2.2.2.3)

{1.?,2.3,3.3} (1, ,J, ?. 3.3. 3}

Obrázek 5.4: l{eizomorfní grafy se stejnymi stupňoq_fmi posloupnostmi

Obecně zjišťování,, zda dané grafy jsou izomorfní, je velmi obtížné. Pro stromy jsou známy po-
lynomiální algoritmy pro určení izomorfismu. Polynomiální znamená, že čas potrebny k rozhodnutí,
zda jsou libovolné dva grafy dané trídy izomorfní, je polynomiální funkcí počtu vrcholri těchto graf .

Není znám žáďn polynomiální algoritmus, ktery by dokázal rozhodnout, zda dva obecné grafy jsou
izomorfní.

Jak jsme již napsali, zjišťování, zda dané stromy jsou izomorfní, není složité. l{ap íklad v [11] je
možné najít rychl a snadn postup pro dané rozhodnutí. Každému stromu p iradíme posloupnost
nul a jedniček délky 2n, kde n je počet vrcholri daného grafu. Tuto posloupnost nazyváme kód.
Izomorfním stromrjm se p i adí stejnl kód, neizomorfní budou rnít rtruné kódy. To znarnená, že

budeme porovnávat pouze dané posloupnosti nul a jedniček. Více je možné se dozvědět o daném
zprisobu vyšet ování v [11].

)

i},?.2.:3.3. }
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Věta 5.1

Dva grafy jsou izomorfní právě

permutaci rádk a sloupcri.

tehdy, když jsou jejich matice incidence stejné až rta p ípadnou

p edchozí věta nám určuje nutnou a postačující podmínku pro izomorfní grafY, ale je PraktickY

nepoužitelná, bylo by nutno prověrit m|.n|. možnych permutací ádkri o mlnranách a n vrcholech.

pokud bychom si položili otázku: Kolik je navzájem neizomorfních graf fla n vrcholech Pro

obecné n? Určit to p esně je poměrně těžké. Jednoduchou rivahou m Žeme dostat alesPoň dobré

odhady. }tavzájem neizomorfních graf určitě není více než všech grafii na dané konkrétní n-Prvkové

množině, tj.2G). Uvažujme jeden graf G na množirré V : l,,2,... )n. Kolik riznych grafii na této

množině je s grafem G izomorfních? G je izomorfní s nejvyše n|. grafy na mnoŽÍné V, a Proto

jich existuje minimálně + [11] Kdybychom to chtěli vyčíslit, tak na 4 vrcholech existuje 64

jednoduch ch grafii, na 5 lž I024, na 6 vrcholech 32768 no a na 7 vrcholech lŽ je to 2097152. [13]

pokud bychom chtěli určit počet neizomorfních stromri s n vrcholy, tak by to bYlo: n: I jeden

graf, n_Zjedengraf, n_ 3jedengraf, n:Advagrafy,D:5trigrafY, n-6 Šestgrafii,D:7
jedenáct grafii, n _8 dvacet t i grafri, fr:9 čty icet sedm grafii, n:IO sto Šest grafli. [13]

Vedle izomorfismu mrižeme zavést pro srovnání grafii mnohem obecnější vztah, tak, Že na zob-

razení nebudeme požadovat bijektivnost, ale pouze p evod vrcholri na vrcholY, hran na hranY a

zachování incidenční relace. Takov é zobrazení pak naz ,váme homomorfi.zmem. Kromě izornotfrzrml

Ize zavést ještě další speciální druhy morfizmr]., nap . monomorfi.zmus (injektivní zobrazení grafri),

epimorfizmus (surjektivní zobrazení grafri), vno ení (injektivní zobrazenÍ). [7]

tr \.ě." 52
Jestliže jsou dva grafy izomorfní, pak mají totožnou stupňovou posloupnost, to znamená, Že stuPňová

posloupnost je vzhledem k izomorfrzml invariantní. [12]

Drikaz:[12] I\echt G(V, E) u F(t],F) jsou dva izomorfní grafy. Jestliže u e. V, pak deg6(r) - '({' l

uu . E}), stupeň vrcholu u je roven mohutnosti množiny sousedních vrchol (vrcholri sPojenYch s u

hranou). p edpokládejme,žeQ:V -+U j"izornotfrzmus. Pak Q je bijektivnízobrazeníauu E
právě tehdy, když O(")O(u) U.

Z uvedeného vyplyvá,
posloupnost.

d e g 6 (u) 

: z1;;W' li 
á] },. ) e p 

} )

že Q zachovává stupeň odpovídajících si vrcholri a tedy i stupňovou
t]

poznámka: Věta platí pouze jedním směrem, není pravda, žekažďé dva grafy se stejnou stuPňovou

posloupností jsou izomorfní.

_-ď
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5.2 Automotfrzrnus grafťr

Zatímjsme zjišťovali, zda\i existuje mezi dvěma rtunyrní grafy izomorfní zobrazení. Mrižeme však
uvažovat i pouze o jediném grafu a nadefinovat zobrazení, kde se vrchol grafu bude zobrazovat
na vrchol téhož grafu. Potom nehovo íme o ízomorfrzmu, ale o automorfrzrnu.

Definice 5.2

4l

Prosté zobrazení t vrcholové množiny 7 grafu G(V, E) na sebe
pro každou dvojici vrcholi ut,uj e V(G) platí, žehrana lJrus :
právě tehdy, když hrana uiui patŤí do množíny E.

nazveme automorfrzmem, jestliže
V(ue)V(ri) pat í do množiny E

Pro každ; graf existuje alespoň jeden automorfi.zmus, a to triviální, kdy každy vrchol se zobrazí
sám na sebe, tzn. Ý (r) - ?, pro každ r vrchol u V .

l{a obrázku 5.5 je p íklad automorfizmu.

t1 -Ť ll2
f,l2 -- t1.3

,1.111 -Ť ť1
,l,:4 --} tta
'l!1, ** l}1;

'li6,* 't.!y,

Obr ázek 5,5: Automorfizmus

Rešen; p íklad 5.1

Nakreslete všechny neizomorfní obyčejné grafy s pěti vrcholy a se t emi hranami.
Graf se t emi hranami musí mít součet stupňri všech vrcholri 6. Má-li b;ft počet hran 3, pak

mriŽe bl t stuPeň vrcholu nejvyše 3. Určíme tedy vlastně možné kombinace stupňti vrcholri a to:
(0,1,1,1,3),
(0,0, 2,2,2),,
(0, 1,7,,2,2),
(1, 1, I,7,2).
]t[a obrázku 5,6 jsou diagramy grafti odpovída jící dan m stupňov m posloupnostem.
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obrázek 5.6: I\eizomorfní grafy na pěti vrcholech

Ne ešené p íklady

1. Ukažt e, zd,a grafy na obrázku 5.7 na straně 43 jsou izomorfní po dvojicích,

2. Vysvětlete, proč grafy ta obrázku 5.8 na straně 44 nejsou po dvojicích izomorfní,

3. vytvo te všechny možné neizomorfní stromy s pěti vrcholy.

4. I\echť Tn a{ ;ro,.. dva stromy TIa nvrcholech, pfo které Platí L(T*) - ^Q;) 
: TL-Z,IJkaŽte,

že potom platí T, ž Tn.

5. Dokažte, že pro libovolné n ž 6 existují vždy p esně t i neizomorfní stromY ?, takové, Že

^(7") 
_n-3.

6. IJkažte, že existuje 11 navzájem neizomorfních grafii na 4 vrcholech,

7. Ukažte, že každ graf na n vrcholech je izomorfní nějakému gtahl K,,

8. I\echť Tn jelibovoln; strom rran vrcholech aG je libovolny graf takovr,Že Ó(G) Žn-|,
Ukažte, že potom G má podgraf izomorfní s Tn,
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-f,

]e

1.

-l.J

Obrázek 5.7: Jsou grafy po dvojicích izornorfní?
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Ť=}_\o-/
{

e c----{lVl,r\

Obrázek 5.8: Proč nejsou grafy po dvojicích izomorfní?



m6
vrcholová a hranová souvislost

OdPovídá-li nějaky graf. napríklad schématu městské dopravy, železnléní sítě, elektrického rozvodu,
je urČitě dobré si v takovém p ípadě položit otázku fungování p íslušné sítě i zakrizov ch podmínek,
kdY několik k ižovatek, silnic, spojnic nem .žeme použít. Pri grafové reprezentaci takoq ch problémri
se setkáváme s velmi driležit;ím pojmem teorie grafri, se souu,islostí.

6.1 Vrcholová souvislost

I{a obrázku 6.1jsou tri grafy. Položme otázku: Kolik nejméně vrcholri musíme z grafuodstranit, aby
se dan; graf stal nesouvisl nebo triviální? Zjistíme, že u prvního grafu musíme odstranit celkem
ČtY i vrcholY a získáme triviální graf. Pro získání nesouvislého grafu z druhého grafu musíme ostranit
dva vrcholY a u Posledního jeden vrchol. Co znamená nesouvislost? I\apríklad nemožnost komunikace
mezi jednotlivyrni vly sítě p i nefunkčnosti některlich uzlri.

Á''{ }KlllFF-ÓY
Obrázek 6.1: Vrcholová souvislost u rťrznych graíri

Definice 6.1

Vrcholová souvislost
neme buď nesouvisly

"(G) 
(souvislost grafu) je minimální počet vrcholri, jejichž vynecháním dosta-

graf, nebo izolovany vrchol.

45
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Zdtraznéme,, Že vrcholová souvislost je počet vrchol , tedy p edstavuje číslo. Pokud je vrcholová
souvislost rovna nap íklad 2, Ťkáme, že graf je 2-urcholouě souui,sly nebo také 2-souui,sly.

Formálně m žeme odebírání vrcholl u a všech hran, které mají vrchol o jako jeden ze svych
koncovych vrcholri, definovat takto.

E Definice 6.2

I\echť G : (V,E) j" graf. Definujme odebrání vrcholu jako grafovou operaci

G -u _ (V\ {r}, {e e E;, # e}), kde u,V.

tr
Vrch

Definice 6.3

oiov;f Ťez je množina vrchol , jejichž vynecháním se graf G stane nesouvislym nebo triviálním.

Definice 6.4

Artikulace je Ťez v grafu s více než dvěma vrcholy, obsahující jedin; vrchol.

To ztarnená, Že artikulace je vždy jednoprvková množina obsahující vrchol, po jehož odebrání
se graf stane netriviální.

6.2 Flranová souvislost

V p edchozí podkapitole jsme se zab,!,vali p ípadem, kdy jsme odebírali vrcholy. triyní se podívejme
na stejnY obrázek 6.1 s tímrozdÍlem, že si položírne otázktt: Kolik hran musíme odebrat, aby se dan1
graf stal nesouvisl; m nebo triviálním? U prvního grafu je počet hran, které musíme odebrat, čty i,
u druhého dvě a u grafu t etího v po adí jedna. Vidíme, že si hrajeme na záškodníky, a klademe
si otázku, kdy nebude možná komunikace mezíjednotlivymi uzty, když budeme odebírat ,,spojení"
mezi lzly. V praxi se budeme spíše zaobírat otázkou, kdy bude ještě nap íklad nějaká komunikační
síť nebo dopravní síť použitelná, funkční.

Definice 6.5

Hranová souvislost n' (G) grafu G je minimální počet hran, jejichžvynecháním dostaneme nesouvisly
nebo triviální graf.

Definice 6.6

Hranov Ťez je množina hran, jejichž vynecháním se graf stane nesouvisl;im nebo triviálním.
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Formálně odebírání hrany e m žeme definovat takto.

tr
l{echť

Definice 6.7

G : (V, E) j" graf. Definujme odebrání hrany jako grafovou operaci

G - e _ (V, E\{r}), kde e . E je hrana grafu G.

I\yní se budeme zaobírat hranami, jež nepat í d,o žádného cyklu.

tr Definice 6.8

Most je Ťez, kter; obsahuje jedinou hranu.

Hrana uu grafu G se nazyvá most grafu G, jestliže v grafu neexistuje žádny cyklus, kter; by ji
obsahoval.

SlovíČko most se používá i v béžném žívoté, a to většinou pro p ípa d,, že máme tok a chceme
P ejít z jednoho brehu na druhy. Ve skutečnosti to tedy znamená. že most spojuje dvě části oddělené
tokem. I tady to mrižeme chápat podobně, most spojuje dvě části grafu.

Pokud máme graf, ktery je strom s alespoň dvěma vrcholy, potom každájeho hrana je most.
NYní se Podíváme na p ípad, jak to vypadá s mosty, kdy vytvá íme kostru souvislého grafu.

Věta 6.1

kostra souvislého grafu G obsahuje všechny mosty v grafu G.
tr
Každá

Drikaz této věty je možné nastudovat v [16].

tr
},Iech

Věta 6.2

ť G je Pravideln graf sudého stupně, potom v grafu G neexistuje žádn;f most.

Tuto větu a její drikaz je možné najít v [16],
PoloŽme si otázku, jak to vypadá u pravidelného grafu lichého stupně. odpověď je jednoduchá,

dané grafy existují a obsahují most.

tr Věta 6.3

V libovolném grafu G platí K(G) < o'(G) < ó(G).

Tato věta dává do vztahu vrcholovou a hranovou
mají horní mez, což je nejmenší stupeň daného grafu,

souvislost a navíc vidíme, že obé souvislosti
Drikaz dané věty je v [a].
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Blok je

Definice 6.9

souvisl graf, kter;i nemá artikulaci,

Blok je tedy buď riplny graf K2,neboje 2-souvisl; . Blokem grafu naz.lrvámekaždyjeho po
kter; je maximální s touto vlastností.

tr Definice
Dvě (u, u)-cesty
vrchol, tj. žáďny

tr
dgraf,

P Íklad dvou interně disjunktních cest najdeme na obrázku 3.5 na straně 30, jedná se o
cesty mezi vrcholy u1 s" u6.

tr

tr
pokud v grafu existují ke každ; m dvěma rozdílnym vrcholrim

se graf stal nesouvislym, je treba odebrat z každé z téchto dvou
jedné hraně.

Také PIatÍ, Že dvé disjunktní cesty se společnl mi koncovymi vrcholy tvo í cyklus. Z tohoto faktu
vypl; vají následující drisledky.

Drisledek 6.1

Každé dva vrcholy libovolného 2-souvislého grafu Ieží na společném cyklu.

6.10

v grafu G nazveme interně disjunktními, jestliže nema jí žádny společny vnit ní
vrchol rtnnjr od vrchol , u a u.

dvě disjunktní cesty, potom aby
cest po jedom vrcholu nebo po

tr
dvě

Věta 6.4

Graf s alesPoň t emi vrcholy je 2-souvisl; právě tehdy, když každé dva jeho rizné vrcholy jsou
spojeny dvěma interně disjunktními cestami.

tr
I{aždé

Drisledek 6.2

dvě hrany libovolného 2-souvislého grafu leží na společném cyklu.

Effi
DokaŽte následující tvrzenÍ: PlatÍ-li v grafu G nerovnost rc(G) ) 2, potomkažd,á hrana grafu G Ieží
v cyklu.

VÍme, Že platí věta: V libovolném grafu G platí K(G) < o'(G) š ó(G). K drikazu postačí první
Část nerovnosti, tzn. n(G) ! n' (G). Má-li b]it K(G) ) 2, pak podle této věty musí platit n'(G) > 2.
Je-li graf G hranově dva a více souvisly, pak plat í, že každ,á hrana Ieží v cyklu. Kdyby tomu tak
nebylo, pak by graf byl hranově l-souvisl j, a t:udíž by nemusel b; t i podle dané nerovnosti i vrcholově
1-souvisl . To je však spor s tím, že graf má b t vrcholově 2-souvisly,
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1.

]
.. 2.

3.

4.

Ne ešené p íktady

Dokažte, že je-li graf G souvisly a hrana ry jeho most, pak graf G - ,u,
hrany ra z G, je nesouvisly.

i\echť graf G má nejméně 3 vrcholy a obsahuje most. Dokažte, že graí
artikulaci.

vznlkly odstraněním

G má alespoň jednu

Sestrojte p íklad pravidelného grafu stupně 4 s jednou artikulací.
Mějme grafovou stuPňovou posloupnost (4,4,4,3,3,3,3,2,,2). Sestrojte souvisl; graf, kter
odPovídá dané stuPňové posloupnosti a nemá žádnouartikulaci. Potom graf s danou stupňovou
PoslouPnostÍ, která májedinou artikulaci a poslední prípad, kdy má jediny most.
DokaŽte, Že má-lí souvisl graf G most, pak má alespoň dva uzly lichého stupně.
Ukažte, že v každém 3-pravidelném grafu G platí K(G) - rc' (G).
TJkaŽte, Že graf je strom právě tehdy, když každ,ájeho hrana je most. platí, že grafje strom
právě tehdy, když každ , jeho vrchol je artikulace?
DokaŽte, Že hrana souvislého grafu je most právě tehdy, když neleží v žádném cyklu.
Dokažte, že každé dvě hrany bloku Ieží na společném cyklu.
}{echť souvisly graf G neobsahuje sudé cykly. Dokažte, že potom každ ,blok G j" buď K2
nebo lich; cyklus.

11, UkaŽte, Že kaŽdY souvisly graf G, ktery není blokem, má alespoň dva bloky takové, že každy
z ních obsahuje p esně jednu artikulaci G.

12, UrČete největŠÍ množství artikulací, které mohou ležet v jediném bloku konečného grafu
vrcholech.

]
:

5.

6.

7.

8.

9.

10.

fla n

E

.



Kapitola

Párování a pokrytí graftl

7.L Párování grafu

V tóto kaPitole popíšeme párování grafu. Párováním budeme naz rvat množinu, kde prvky této
mnoŽinY jsou hrany, které nemají žádny společn; koncovy vrchol. l\a obrázku 7.1 jsou v grafech
tuČně vYznaéenv hrany, které mohou tvo it párování. Množinu, která bude tvo it párování, označíme
M. Z toho vypl vá, že u prvního grafu tvo í párování fu[ - {"t,"z}, ale není to samozrejmě je-
diné PárovánÍ, další je nap íklaď M: {es,,"o} . Mrižeme klidně uvažovat i jednoprvkové množiny.
U Prvního grafu neexistuje párování, které by obsahovalo t i hrany. U druhého grafu je párování
naP Íklad l|,|[ - {et,es}. Tady také nenalezneme párování, které by obsahovalo t i hrany.

ill__fl\4. ,N

,Ě-

Obrázek 7 .I: P árování grafu

Definice 7.1
párováním nazj,váme nezávislou množinu hran grafu G.

Vidíme, Že Párování nám jakoby p irazuje vrcholy k sobě, že dané vrcholy spolu souvisí, patrí
k sobě. MY budeme v teorii grafii íkat, že vrcholy jsou spárovány. Koncové vrcholy u, o jsou
spárovány, jestliže hrana patrí do množiny M, tedy ?,,tu : e u. Žaané dvě hrany pat ící do
párování nemají společn vrchol. Pokud je M párování, tak M' e M ju také párování.

50
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Definice 7.2

M-saturovan vrchol nazYváme vrchol, kter; je koncovym vrcholem některé hrany párování M.

tr
Pokud vrchol není saturovan; , tak ho nazyváme M-nesaturovany.

Definice 7.3

ÚPhYm Párováním (perfektním párováním) naz,!,váme takové párování, kdy je každy vrchol graíu
M-sattrovany.

tr
To znamená, Že párování je perfektní, pokud neexistuje vrchol, kterlf by nebyl koncovym vr_

cholem některé hrany nepat ící do množiny M.
Párovánívgrafech na obrázku7.I M: {er,e2} uprvního grafu ataké ],,|[ _ {"t,"s} u druhého

grafu jsou P ÍkladY Perfektního párovánÍ. Pro první graf bychom mohli najít ještě jedno ptné
Párování ]|[ - {"s,"a}. Pro druh r graf však existuje jediné, které jsme již uvedli.

Definice 7.4

l\ejvětŠÍm Párováním M* nazveme takové párování, kdy neexistuje jiné párování M s větším počtem
hran ndež je počet hran M*.

To znamená, Že platí pro mohutnosti mrrožin, které tvo í párování, lM*l > |M| pro každ,é
párování M v grafu G.

tr Definice 7.5

Maximálním Párováním nazveme párování M,kdy neexistuje párování M', které by párování M
obsahovalo jako svou vlastní podmnožinu.

To znamená. je-li M e A,[' , potom I,I : M'

Definice 7.6

Alternu.jící cestou vzhledem k párování M (M-alternující cestou) nazyváme cestu, jejíž hrany
st ídavě pat í do množiny M a do množiny E(G) \ M,

Príkladem alternující cesty u grafu ta obrázku 7.1 vlevo vzhledem k párování M : {et,es} je
1, 2,eg.
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Definice 7.7

M-nesaturovaná alternující cesta (M-nesaturovaná cesta) je M-alternující cesta, jejíž oba koncové
vrcholy jsou M-nesaturované, tedy žádny její koncovy vrchol nepat í do množiny párování M.

P
M:{

tr

íkladem nesaturované alternující cesty u grafu na obtázku 7.1 vlevo vzhledem k párování
eI,,eg} je ez, 3, 4.

Věta 7.1

Párování M v grafu G j" největší právě tehdy, když graf G neobsahuje žádnou M-nesaturovanou
cestu.

Drikaz dané věty

7.2 Párování

nalezneme v [a].

a pokrytí v bipartitních grafech

Definice 7.8

Okolí vrcholu ,u v grafu G definujeme jako množinu všech vrchol , které jsou sousední s vrcholem u.

Okolí vrcholu o v grafu G je množina a budeme ji označovat l/c(r).

Definice 7.9

Okolí množiny vrcholri ,S,

jedním vrcholem množiny
kde ,S e V (G), je množina všech
S,, a zároveň nepat í do množiny

vrchol ., které jsou sousední s alespoň
s.

Množinu vrcholri, která je okolím množiny S, označujeme Nc(S).

Yéta 7.2

l{echť G j" bipartitní graf s partitami P a
všechny vrcholy y'í právě tehdy, když lsl <

y'í. Potom graf G obsahuje párování M, které saturuie

ll/c(S)l pro každou množinu S e K.

D kaz dané věty nalezneme v [a].

l\yní uvedeme nutnou a postačující podmínku existence riplného párování v obecnych grafech.
Autorem této věty je Tutte. Potňívá se v ní pojem lichá komponenta. Komponentu grafu tazyváme
lichou, pokud obsahuje lich;i počet vrcholrj. Tato věta byla dokázána v roce 1947.



Kaptrola 7 PÁnovÁxí a poNRyrí GRAFu 53

Věta 7.3

Graf G má riplné párování právě tehdy, když počet lich;ich komponent grafu G - S je menší
roven počtu vrcholri množiny ,9 pro každou množinu S e V G).

nebo

tr
tr
Každ

Drisledek 7.I
y pravideln;f graf stupně 3 bez mostri má ťrplné párování.

Toto tvrzení dokázal Petersen v roce 1891.
PárovánÍ, jak jsme dríve uvedli, dává do určitého vztahu vrcholy. Tady u bipartitních grafri je to

jeŠtě evidentnějšÍ. Často se používá u tzv. p i azovacíchproblém . Vrcholovámnožrna bipartitních
grafii je tvo ena dvěma navzájem disjunktními množinami. Jedna množina mťtže v reálné iloze
P edstavovat nap íklad lidi, druhá množina rikoly. I v rozvrzíchna školách p i azujeme p edměty
k vYuČujícím. Hrany budou reprezentovat tak, že dan;f p edmět by mohl vyučující učit. pomocí na-
lezení riplného párování bychom p i adili učiteli konkrétní predmět, ktery bude učit. V daném grafu
m Že existovat více ťrpln;fch párovánÍ, to znamená., že m:iuže existovat více ešení dané rilohy. 1\e-
musí vŠak existovat žádné. Řešení existuje, pokud všechny vrcholy budou saturované, to znamená,
kaŽdir Pedagog bude mít prirazen p edmět a u každého p edmětu bude zíejmé, kdo ho vyučuje.
Zd raznéme, Že takhle bychom pri adili vyučujícímu pouze jedin; predmět. Dalším p íkladem apli-
kace mriŽe byt nalezení tanečních párri ve t ídě, která se ričastní tanečních. Na tomto príkladu si
ukážeme algoritmus pro nalezení riplného párování.

tr D,1.1"d"t ?.z
Každ'pravidelny bipartitní graf s alespoň jednou hranou obsahuje riplné párování.

D kaz daného drisledku nalezneme v [a].
Pokrytí ttzce souvisí s pojmem párování.

Definice 7.IO

PokrYtí grafu G je taková podmnožína U vrcholové množiny V(G), že kažďá hrana z hranové
množiny E(c) je incidentní s alespoň jedním vrcholem množiny u .

PokrYtí je tedy množina vrcholri, narozdíI od párování, které je množinou hran. pokrytí
čujeme [/.

Definice 7.LI

tr
oZna-

Pokrytí [/ je nejmenší, pokud neexistuje pokryt í (J' s menším počtem vrchol .
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Definice 7.L2

Pokrytí t] j" minimální, pokud žádná jeho vlastní podmnožína jlž není pokrytím.

Pro libovolné párování M a pokrytí U platí |M|
každé z hran párování M totiž musí pat it do pokrytí
tolik, jako je hran v párování M.

U, á proto je vrcholri v pokrytí U alespoň

Yéta 7.4

V bipartitním grafu je počet hran největšího párování roven počtu vrchol nejmenšího pokry tí.

tr
Útorry o párování mrižeme rozdělit na tri typy, Útorry prvního typu, kdy hledáme maximáIní

párování, tedy takové, které obsahuje největší počet hran. U druhého typu jsou hrany ohodnoceny
cenami (k hraně je p i azeno číslo) a máme najít nejlevnější maximální párování ze všech, která
jsou maximální. Posledním typem jsou lohy, kdy máme opět hrany ohodnoceny cenami a máme
najít nejdražší párování, tj. párování s největším součtem cen. [3].

Zajímavé rilohy nalezneme v [:3]. Je zde p íklad t kající se Letecké bitvy o Anglii, kdy na straně
Anglie bojovala ada pilotri jinl ch národností. Královské letectvo mělo letadla, která vyžadovala
dva piloty. Někte í piloti spolu ovšem nemohli letět pro jazykové potíže nebo pro rozdílnost v;fcviku.
Kolik letadel (tzn. dvojic pilotri) m:iže za tohoto ornezoní vzlétnout najednou? Tento problém bylo
možné ešit nalezením maximálního párování v grafu, jehož vrcholy odpovídají pilotrim a jehož
hrany spojují piloty, kterí mohou letět spolu.

Je zde i p íklad zahrádkársky. P edstavme si ovocnou zahradu, ve které je 2n stromkri a jedna
hromada hnoje. lttraším ťrkolem je p ivést pril kolečka hnoje ke každému stromku. Abychom šetrili
časem, chceme vždy k některému stromku vézt plné kolečko, polovinu jeho obsahu složit a po-
kračovat s poloprázdnym kolečkem k jinému stromku. Kromě času chceme šetrit i silami a chceme,
aby nap . součet drah vykonanlich s plnym kolečkem byl co nejmenší. Tuto lohu lze p evést
na hledání nejlevnějšího tiplného párování v plném grafu o 2n vrcholech. Každy vrchol odpovídá
jednomu stromku. Cena hrany spojující vrcholy u7,,l)2 bude riměrná námaze spojené s jízdou plného
kolečka k bližšímu z obou stromkri, s následující jízdou poloprázdného kolečka ke druhému z nich
a s návratem prázdného kolečka k hromadě hnoje. Je z ejmé, že každ stromek, tedy vrchol, musí
b rt zahrnut do p esně jedné jízdy, hrany odpovídající těmto jízďám musí tvo it plné párování.

1\yní si popíšeme algoritmus pro nalezení riplného párování, resp. algoritmus hledající nesatu-
rované alternující cesty, na následujícím p íkladu.

íTl
lAJ Řešen; p íklad 7.1

Trída 2. A gymnázia se rozhodla, že páry v tanečních vytvo í v rámci své trídy. Trídu tvo í deset
chlapcri a deset dívek. ltíesmíme však zapomenolt, že i když se takhle dohodli, ne každá dívka
či chlapec chce tančit s každ; m chlapcem, či dívkou. Každ ̂

á 
své p edstavy o svém tanečním

partnerovi, Dané podmínky mohou vypadat takto. lttrěkdo je do někoho zamilovan;i, někdo je na
někoho částečně naštvan , někdo dob e tančí, někomu to je jedno. Úlohu zní: Bude možno sestavit
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taneČní Páry tak, aby každ měl tanečního partnera dle sq ch p edstav?
lVejPrve si vytvo íme grafovou interpretaci. Bude se jednat o bipartitní graf, jednu partitu

budou tvorit chlaPci a druhou partitu dívky. Vytvo it taneční páry znamenávytvo it 10 dvojic. To,
Že sPolu chlaPec a dívka budou moci tančit, vyjád íme tak, že v d,aném grafu bude existovat hrana
mezí vrcholem, ktery p edstavuje chlapce a vrcholem, kter;f p edstavuje dívku. Úlohu tedy zní naiít
10 hran, odPovídající 10 pár m tak, aby žádná hrana neměla společny koncovy vrchol, tedy budeme
hledat riplné párovánÍ. Graf, kter; odpovídá dané t ídě a podmínkám, je na obrázkl 7.2.
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Obrázek 7.2: PŤíklad taneční

}[alezneme libovolné párovánÍ. Hrany, které budou pat it do zvolen é množiny párování, jsme
oznaČili Červeně. l\alezené párování vidíme na obrázku 7.3. V grafu je v daném kroku 6 nesaturo_
van ch vrcholri, a to Bedrich - b, David - d, Jirka - j,Ivan&- i, Sylvie - s, Hanka_ h.

l\ajdeme libovolnou nesaturovanou alternující cestu, napríklad: Ivana - z, šimotr - š, Martina _
m, JÍrka - j. V dalŠÍm se uŽ omezíme pouze na označení vrchol daného grafu počátečními písmeny
dan; ch jmen. |{Yní zaměníme hrany na této nesaturované cestě, myšleno tak, že p ehodíme hrany,
které Pat í a nePat í do párovánÍ, tzn., hranu i, šp idáme, š,rn odebereme, m,, j príd,áme. Dostaneme
tedY PárovánÍ, které má o jednu hranu více než p edchozí nalezené párování. To znamená, že v graíu
nYní nemáme 6 nesaturovanych vrchol , ale už 4. Situaci vidíme na obrázku 7.4.

OPět zvolÍme libovolnou nesaturovanou alternující cestu, nap íklad s,k,d,,b. Zaméníme hrany
na nesaturované alternující cestě, které do párov ání patŤí a nepat í: hranu sk p idám e, kd, odebereme
a db P idáme. Dostaneme nové párování, které má o jednu hranu více. po záméně stran pat ících
do párování je stav na obrázku 7.5.

Máme 2 nesaturované vrcholy: d, h.
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Obrázek 7.3: P íklad taneční - krok 1

lrTajdeme nesaturovanou alternující cestu, nap íklad h,h,e,u,b,r,, j,d,.
Zaméníme hrany na cestě, které do párování patrí a nepat í: hranu hh p id,áme, he odebereme,

eu PÍidáme, ub odebereme,, br P idáme, rj odebereme a jd, píidáme. Dostaneme nové párování, které
má o jednu hranu více.

I\Yní vŠechny vrcholy už jsou saturované a našli jsme hledané ešení, tedy našli jsme riplné
párování grafu. Řešení dané rilohy je na obrázku7.6.

Musíme si uvědomit, že ťrplné párování nemusí existovat. V daném algoritmu bychom nenašli
Žádnol nesaturovanou alternující cestu. Existuje ada složitějších a obecnějších algoritmri pro rilohy
tohoto typu.

Ne ešené p íklady

Kolo Wn+l je graf, kter;Í vznikne z cyklu Cn s vrcholy uI,,?,)21 . ..)un pŤid,áním vrcholu og
a vŠech hran 1)o'l)I,'Uo'l)z, . . . ,uo'l)n.Určete, pro které hodnoty n má Wn+I riplné párování.

2. Které riplné tripartitní grafy mají plné párování?

3. Kolik riznych riplnlich párování mají graf K, a Kr,r?
4. Dokažte, že strom má nejq še jedno riplné párování.

5. Pro každé k > 1 najděte p íklad k-pravidelného grafu, nemajícího ťrplné párování.

6. DokaŽte, Že platÍ: Nechť G je bipartitní graf s partitami P a K. Potom graf G obsahuje riplné
párování právě tehdy, když lsl š l^rc(S)l pro každou množinu S _C P U K.

E
1.
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Obrázek 7.4: PŤíklad taneční - krok 2

DokaŽte sPeciální prípad Ttrtteovy věty: Strom T má riptné párování právě tehdy, když počet
lichych komponent grafr_r G -,u je roven 1 pro každ, vrchol u V(T).
VYuŽijte Tutteovl'vět}- k nalezení charakterizace maximálních grafii bez ťrplného párování.
I\echť má sottvisly graf G 4 vtcholy lichého stupně. Dokažte, že pak existrrjí nejméně dvě rrizná
pokrvtí.

d

h

ť,

7.

8.

9.
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Obrázek 7.5: P íklad taneční - krok 3
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Obrázek 7.6: P íklad taneční - hledané ešení



m8
Hranové a vrcholové barvení grafu

8.1 Flranové barvení grafu

V této kaPitole definujeme hranové barvení grafu a lkážeme, jak hranové barvení využijeme p i roz-
losování turnaje, tedy určíme, kdo s ky- a kdy bude hrát.

tr Definice 8.1

Hranové k-barvení grafrr G je zobrazení hranové množinv E(G) do mrroži.ry {I,2,...,,k}, kterou
nazyváme množina barev.

vidíme, že každé hraně je pri azena jedna z k možnlrch barev.

Definice 8.2

Hranové barvení nazyváme dobr;fm, jestliže žádné dvě sousední hrany nejsou obarveny stejnou
barvou.

Hranové barvení : rzce souvisí s párováním. Mrižeme definovat hranové barvení pomocí rozkladli
množiny hran E (C).

tr

tr Definice 8.3

Rozkladem hranové množiny E(G) rozumíme nalezení systému podmnožin E1,, E2, ...E1, množiny
hran E(G) takoq ch, že ElU Ez U... U E* - E(G) a EiO Ej : pro i t' j.

Potom hranové k-barvení m žeme nadefinovat pomocí rozkladu následující definicí.

59
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Definice 8.4

Hranovym k-barvením nazyváme rozklad množiny hran E(G) na množíny Ey, E2, . . . Ep.

Dobré barvení je pak takové, ve kterém každá množina Ei,, 1 < i { k tvo í párování [1]

Definice 8.5

nazyváme hranově k-obarvitelny, jestliže existuje jeho dobré hranové barvení k barvami.

Je zíejmé, že je-li k-obarvitelny, pak je i /-obarvitelny pro každé l > k"

tr
Graf

tr Definice 8.6

Chromaticky index X'(G) grafu G je nejmenšíčíslo k, pro které je graf G hranově k-obarviteln .

tr
Definice 8.7

Graf se nazyvá hranově k-chromaticky, je-Ií y' (G) : k.

I\a dobré hranové obarvení vždy pot ebujeme alespoň A(G) barev, protože je zíejmé, že píi dob-
rém hranovém barvení grafu musí byt všechny hrany, které jsou incidentní s nějak;ím vrcholem,
obarveny jinou barvou, a nejvíce barev je zapot ebí u vrcholu, kterl je největšího stupně. To bychom
měli určenu dolní mez chromatického indexu. V roce 1964 Yízin dokázal,, že budeme pot ebovat
nejvíce^(G) *1barev.

tr Věta 8.1

Pro libovoln;f graf G ptatí 
^(G) 

< x'(G) < A(G) + 1.

Definice 8.8

Hranové číslo nezávislosti grafu G je největší počet navzájem nezávisl; ch (nesousedních) hran.

Hranové číslo nezávislosti budem e označovat P'(G). M žeme naps at, žeje to p evlečená velikost
největšího párování. Platí následující věta, kterou uvedeme bez drikazls,tenje možno najít " [4].

Věta 8.2

Jestliže pro počet hran grafu G platí lE(G)l > 
^(G) 

. P'(G), potom X'(G) _ A(G) + 1.
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Pro biPartitní grafY Platí věta, která ííká, že chromaticky index je roven největšímu stupni
bipartitního grafu.

61

tr
Pro

Věta 8.3

každy bipartitní graf G platí X' (G) - A(G).

Jednou ze zajímav ch aplikací hranového barvení naleznete v [a], kde je použito k losování
sPortovních soutěŽÍ. PŤestavme si, že máme soutěž - turnaj, kde se hraje systémem každ , s každym,
kterého se ťrČastní celkem 6 muŽstev. Budeme chtít rozdělit zápasy na pět skupin zápasri, kdy každou
skuPinu budou tvo it tÍÍ zápasy- Skupina zápasu miže p edstavovat nap íklad na dané soutěži
Prilden, To bY v Praxi Znamenalo, že dan; turnaj se bude hrát 2,5 dne. K,dybychom špatně začali
urČovat záPasY ve skupinách, tak mohlo by se stát, že nem žeme určit, kdo bude hrát v poslední
skuPině záPasri. Jedno muŽstvo by napríklad v jednom okamžiku mělo hrát více utkání. Musíme si
uvědomit, Že muŽstev v turnaji je 6 a situace by byla mnohem složitější, kdyby mužstev bylo daleko
více.

Máme tedY za ukol sestavit mužstva do 5 souborri (skupin) po t ech zápasech (dvojic mužstev,
která budou sPolu hrát). I\ebudeme hledat nic jiného než dobré hranové barvení grafu Ka apočet
barev bude 5. HranY obarvené stejnou barvou budou p estavovat zápasy jedné skupiny, to znamená,,
Že stejnou barvou budou obarveny celkem t i hrany. Takže 6. mužstvo budeme považo vat za st ed
kruŽnice a ostatní vrcholy umístíme na kružnici v pravideln; ch vzdálenostech. Budou tvo it vrcholy
Pravidelného Pětiťrhelníku. První barvou potom zabatvíme hranu 1-6 a všechny hrany, které jsou
na ni kolmé, Samoz ej mé, Že tyto hrany jsou nezávislé a budeme pot ebovat jen jednu barvu. Druhou
barvou obarvíme hranu 2_6 a vŠechny hrany, které jsou na ni kolmé, a stejně budeme pokračovat
dál. Řešení dané ťrlohy m žeme vidět na obrázku 8.1.

Obrázek 8.1: Losování sportovní soutěže

Vidíme, Že danou rilohu jsme rešili pro 6 vrchol . Obdobně by se daná riloha ešila pro obecně



Kaptrola 8 HnaxovÉ a vncHo1,ovÉ eanvpNí GRAFu

sudy počet vrcholri. Co když ale máme počet vrcholri lich; ? Potom použijeme stejn;,i PostuP s tím,

že do st edu kružnice umístíme navíc vrchol (imaginární), kde zápasy s tímto vrcholem nebudeme

do rešení zahrnovat. Jin mi slovy upravíme graf tak, aby počet jeho vrcholri bYl sud .

8.2 Vrcholové barvení grafu

V této kapitole nebudeme barvit hrany, ale vrcholy. P íkladem použití vrcholového barvení mriŽe bYt

tak zvanl skladovací problém. Skladovací problém mrižeme formulovat takto. Máme tizné druhY

zboží, z nich některé nemohou b;it skladovány dohromady. Pro minimalizaci náklad budeme chtít

stanovit nejmenší počet oddělenl ch skladovacích prostor, které budou zapot ebí k uskladnění vŠech

druh zboží p i dodržení podmínky, že bude skladováno dohromady jen to zbožÍ, u kterého je to

v po ádku. V interpretaci v teorii grafii bude L<aždé zboží reprezentováno vrcholem, a to, Že zboŽÍ

nemrjže bl t ve stejném skladovacím prostoru, reprezentujeme tak, že dané zboží (vrcholY) ProPojíme
hranou.

Skladovací problém mrlžeme p eformulovat i na jinou rilohu a to na rilohu tY\<ající se svatbY.

Máme svatební hostinu, kde svatebčané budou sedět u více stolri. VÍme, že někte í nemohou sedět

u jednoho stolu, t eba proto, že se d íve pohádali , že mají jiné názory na politiku aPod. A Ptáme

se, kolik stolri nejméně budeme pot ebovat, abychom eliminovali tuto skutečnost.
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tr D"fi"t"" &'
vrcholové k-barvení
naz rváme množinou

(k-barvení) grafu G je zobtazení množiny V(G) do množiny {1, 2, _ . ., k}, kterou

barev.

Ke každému vrcholu je tedy p i azena jedna z k možn; ch barev.

Definice 8.10

vrcholové barven í nazírv áme

barvou.

dobr m, jestliže žádné dva sousední vrcholy nejsou obarveny stejnou

Vrcholové barvení mrižeme také definovat pomocí rozkladu vrcholové množiny V(C).

Definice 8.11

Rozkladem vrcholové množiny V(G) rozumíme nalezení systému

hran V(G) takovych, žeVlUVzU... U Vk:V(G) aUaVj _ a

podmnožin V1, V2,

pro i, l j.
Vp mnoŽiny

potom vrcholové k-barvení mrižeme nadefinovat pomocí rozkladu následující definicÍ.
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Definice 8.12

Vrcholovym k-barvením nazyváme rozklad množiny hran V(G) na množiny V1, V2,

Dobré barvení je takové, ve kterém je každá množina Vi nezávislá, tedy žádné dva vrcholy V,
kde 1 < i, < k, nejsou spojeny hranou.

Definice 8.13

Graf je vrcholově k-obarvitelny nebo prostě k-obarvitelny, jestliže existuje jeho dobré vrcholové
barvení k barvami.

Pokud je graf G k-obarviteln;f, potom je i /-obarviteln pro každé l > k.

Definice 8.14

Chromatické číslo X(G) grafu G je nejmenší číslo k, pro které je graf G k-obarvitelny,

Definice 8.15

Graf se nazyvá k-chromaticky, je-Ii 1(G) : k.

U chromatického indexu jsme určili do}ní mez L { X' (G). lria rozdíI od chromatického indexu,
u chromatického čísla taková netriviální rnez neexistuje. Jak to vypa,dá pro horní mez? Horní mez
je pro chromatické číslo stejná jako pro chromaticky index, tzn. y(G) < 

^(G) 
+ 1. A navíc mrižeme

charakterizovat grafy, pro které platí tato horní mez, jsou to cykly liché délky a riplné grafy.

|{echť

Věta 8.4

G ž Cz-+r nebo G = Kn, pak XG) - A(G) + 1.

Drikaz: Nejdríve ukážeme,, že každ lichy cyklus je 3-chromatick; . Nechť vrcholová množina je
V(Cz*+t) : {rr ,1)2,,...,,?)2m+I} a vrchol u1 je obarven mod e, vrchol o2 bude obarven jinou barvou,
naP . Červenou, vrchol ug m Že b; t obarven opět modrou atd. Vrch oI u2-al nem žeme obarvit ani
modrou ani Červenou. Musíme použít t etí barvu, protože dan; vrchol je sorrsední s vrcholem, kter
je obarven barvou červenou, ale také s vrcholem, ktery je obarven barvou modrou. Z toho vyplyvá,
že chromatické číslo je rovno 3 a platí X(Cz-+t) :3 : L(Cz-+1). I\a obrázku 8.2 vidíme p ípad
pro pět vrcholri. D

Jak to vypadá u tiplného grafu Kr? IJ grafu 1í, jsou každé dva vrcholy sousední, proto musí
b;ít vrcholy zabarveny n r: lzn rmi barvami a platí tedy X(K") - n - y(K") * I. l

Brooksova věta nám Ťíká, že každy graf rílzn od lichého cyklu nebo riplného grafu je dobre
obarviteln A(G) barvami.
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Obrázek 8.2: Cyklus Cz^+t

tr
Nech

Věta 8.5

t C ie graf r zny od ťrplného grafu a nechť 
^(G) 

) 3, potom X(G) < 
^(G).

Uvedeme jen myšIenku drikazu. Drikaz dané věty je možné najít " [4].
P edpokládáme, že tvrzení není pravdivé, tedy že existují grafy rtnné od lich;_fch cyklri nebo

írpln; ch grafii, pro které je t eba více než 
^(G) 

barev.
Označíme množinu všech grafii s touto nevyhovující vlastností. Tato množina jistě obsahuje graf,

ktery má ze všech grafii dané množiny nejmenší počet vrcholri, protože je podmnožinou množiny
všech grafri, a ta má nejmenší prvek, totlž graf, K1. P itom takovych nejmenších graf (vzhledem
k počtu vrcholri) m: lže b;ít více než jeden, avšak všechny budou mít stejny počet vrchol . Vybereme
z téchto nejmenších grafri jeden a označíme jej G. Cílem je lkázat, že z jeho existence by vyplyval
Spor. Tento spor bude založen právě na minimalitě počtu vrchol grafu G vzhledem k vlastnosti
nemožnosti zabarvit graf G dobre 

^(G) 
barvami.

Vynecháním vrcholu u stupně 
^(G) 

dostaneme graf í/ r |V(G)l - 1vrcholy. Ten už je dob e

obarviteln A(G) barvami, protože G byl nejmenší graf, pro kterl to neplatito. Ukážeme, že míňeme
barvy v H navzájem mezi sebou vyměnit tak, že na zabarvení vrcholri, které byly v G sousední s ,u,

stačí 
^(G)- 

1 barev. l{yní mrižeme zb rvající barvou zabarvit vrchol u. Tak dostaneme A(G)-barvení
grafu G, což je spor s p edpokladem, že G není A(G)-chromaticky. !

tr
Pro

Drisledek 8.1

každy graf G platí x(G) < A(G) + 1.

Věta 8.6

Kažď r strom o nejméně jedné hraně má chromatické číslo 2.

1-]i * li,o*t
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Jak to bude vypadat s chromatick; m číslem u bipartitních grafii? Chromatické číslo bude
rovno 2,, ptotože množinu vrcholri rozložíme obarvením na dvě podmnožiny, kde každá hrana má
jeden krajní vrchol v jedné a druhy vrchol ve druhé z těchto podmmnožin. Dané množiny jsou
totožné s partitami bipartitního grafu.

l{yní uvedeme další meze chromatického čísla.

Věta 8.7

Pro každ r graf G platí XG) { max 6(H), kde maximum bereme p es všechny indukované podgrafy
H grafu G.

Vidíme, že tato věta vyjad uje závislost chromatického čísla grafu na minimálním stupni indu-
kovanych podgrafri grafu G.

Další věta nám vyjadruje mez pomocí počtu vrchol a hran daného grafu.

Věta 8.8

l G má p vrcholri a q hran, potom platí XG) <

tr
|{ech 1+ 2q(p -

DaIší větu uvedeme také bez drikazu. Ten je možno najít [a].

Věta 8.9

1\echť rn(G) označuje délku nejdelší cesty v grafu G. Potom XG) < m(G) + 1.

Na závěr této kapitoly uvedeme několik príkladri aplikací vrcholového barvení. Skladovací prob-
lém jsme Popsali v rivodu této podkapitoly. Dan;i problém m žeme modifikovat na počty místností,
sk íní, polic nebo počet aut p i p epravě daného zboží,látek.

Další aplikací je plánování procesri, kdy některé procesy nemohou proběhnout současně, nap í-
klad proto, že probíhají na stejn; ch zaŤízeních. Potom rilohy spočívají ve stanovení, kolik pot e-
bujeme časovych jednotek k tomu, aby proběhly všechny procesy. Irtrebo rilohy typu, kolik danych
procesri m že probíhat současně.

Mrižeme ešit i problémy tykající se rozvrhu, kolik hodin je zapot ebí, když mám k sobě p i azeny
PredmětY, studijní skupiny a učitele, kdy chceme splnit podmínky tohoto p l azení. Je zde zakom-
ponováno,, že učitel najednou nemriže učit dvě skupiny atd.
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Řešen; p íklad 8.1

[2] Studenti jedné zahranlóní školy mají zkoušky na konci roku z každ,ého kurzu, kterli si zapsali.
Některé zkoušky mohou probíhat paralelně. Úkol"- tedy je vypsat co nejméně termínri zkoušek
pro všechny kurzy. Samozrejmě nemohou probíhat paralelně zkoušky z takovych kurzri, které má
současně zapsány jeden student.

Abychom našli takové termíny, uspo ádáme kurzy do vrcholri grafu a spojíme hranou takové
kl;rrzy, jejichž zkoušky nemohou probíhat v jednom termínu. Minimální počet vypsan ch paralelních
termínri pak odpovídá chromatickému číslu tohoto grafu.

Řešen; p íklad 8.2

12] Společnost vyrábí n chemikálií Ct,...,Cr. Některé dvojice chemikáIií spolu mohou reagovat
a zp sobit tak explozi. Společnost vybudovala nov sklad chemikálií a pot ebuje ho rozdělit do
jednotlivych navzájem nepropustnych částí. Vzhledem k tomu, že budování takov chto místností je
velmi nákladné , je zapot ebí vytvorit jich co nejméně. Úkolem tedy je určit, kolik nejméně místností
musí sklad obsahovat, aby nemohlo dojít k explozi.

Problém je opět možné vyrešit pomocí grafu, jehož vrcholy tvorí jednotlivé chemikálie. Dva vr-
choly jsou spojeny hranou, pokud spolu odpovídající chemikálie mohou reagovat a zprisobit qibuch.
Minimální počet místností pak opět odpovídá chromatickému číslu tohoto grafu.

Řešen; p íklad 8.3

Dokažte, že každy strom o nejméně 1 hraně má chromatické číslo 2.

Drikaz provedeme matematickou indkukcí vzhledem k počtu hran n.
Pro n - 1 dost áváme strom o jedné hraně a dvou vrcholech, kterl má chromatické číslo 2.

Vyslovíme indukční p edpoklad. lttrechť libovolny strom o n hranách má chromatické číslo 2.
Mějme strom o n * 1 hranách. Vypustíme-li z tohoto grafu vrchol stupně 1 (takov vrchol existuje
- dríve dokázáno), dostaneme strom o n hranách a ten obarvíme 2 barvami. Vypuštěn; vrchol a
samoz ejmě i hranu opět pridáme a obarvíme ho jinou barvou než je obarven jeho jedin;f soused.
OPět jsme vystačili se 2 barvami. I když jsme vypouštěli vrchol a tak jsme měnili počet hran,
neporušili jsme fakt, že jsme vedli drikaz vzhledem k počtu hran.

Ne ešené p íklady
1. Dokažte, ž" X'(Kr,-) : L(Kr,^).
2. Ukažte, že v souvislém bipartitním grafu G vždy existuje hranové ó(G)-barvení (ne nutně

dobré) takové, že každy vrchol je incidentní s hranami všech ó(G) barev.

3. Dokažte, ž" X'(Kzn_t) - X' (Kzr) - 2n - I.
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4. UkaŽte, Že v l<aždém pravidelném grafu G s lichl m počtem vrcholri a alespoň jednou hranou
j" x' (G) : A(G) + 1.

5. Určete X(W").
6. Určete chromatické číslo dan;fch grafii na obrázku 8.3.

Obrázek 8.3: Určení chromatického čísla

7. UkaŽte, Že jestliže libovolné dva liché cykly grafu G mají společn; vrchol, potom XG) < 5.

8. l\ajděte chromatické číslo a chromatick; index kompletního grafu a sudobipartitního riplného
grafu.

9. Jaké chromatické číslo bude mít graf s jednotkov;ím pr měrem?
10, Jak maximální Počet hran rntňe obsahovat obyčejny graf o 4 vrcholech (resp. 5, 6, 7 vrcho_

lech), má-li b; t jeho chromatické číslo rovno 3?
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Plan ární a nepl anární grafy

9.1 Planární grafy

Podívejme Se na obrázek 9,1. Vidíme, že na něm jsou diagramy stejného grafu, ale na obrázku
vPravo je nakreslen tak, aby se jeho hrany neprotínaly. Grafy, které lze nakreslit tak, aby se jejich
hrany neprotínaly, hrají driležitou roli v teorii grafri a v jejích aplikacích.

Obrázek 9.1: Planární grafy

Definice
Rovinny graf je

9.1

graf, jehož hrany se v diagramu grafu navzájem neprotínají.

Definice 9.2

Graf, kter; lze nakreslit tak, že se jeho hrany navzájem neprotínají (to znamená, že existuje rovinn;i
diagram) , se naz vá planární.

Samoz ejmé, že každy rovinny graf je grafem planárním. Vrátíme-li se k danému obrázkt 9.1,
tak oba diagramy pat í grafrim, které jsou plan ární. Vlevo je graf planární, nikoliv rovinn . Vpravo
je graf rovinny a samoz ejmě tedy planární.

Rovinné nakreslení je v;fhodné pro znázornéní grafu, napríklad p i nerovinném nakreslení by se

Pr seČÍkY mohlY Plést s vrcholy. P i aplikaci nap íklad p i návrhu jednovrstevnych integrovanych
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obvodri je k ížení částí obvodu p ímo nežádoucí.

Definice 9.3

NePlanární graf je graf takov;f, že p i jeho libovolném nakreslení se alespoň dvě hrany navzájem
protínají.

To znamená, Že k takovému grafu nem ,žeme najít d,iagram, kter; p edstavuje jeho rovinny
graf.

Príkladem nejmenšího neplanárního grafu je graf K5 (obrázek 9.2).

Jeden ze zp:isobri, jak dokázat,
Uvedeme tedy pot ebné definice.

Obrázek 9.2: K5

že graf ks je neplanární, je pomocí Jordanovsk ch k ivek.

Definice 9.4

Uzav ená Jordanovská k ivka (Jordanovská krivka) je k ivka, která má počátek totožny s koncem
a neprotíná sebe sama.

príkladem takové krivky m že byt kr nice nebo elipsa.
KaŽdá Jordanovská k ivka J déIí rovinu na dvě části: vnit ek (interiér), ktery budeme označovat

i,ntJ,, a vnějŠek (exteriér), ktery budeme označovat ertJ. Jejich lzávéry,tj. uzav ené množiny ob_
sahující i krivku J, označujeme IntJ a ErtJ. Platí IntJ ) ErtJ - J.

tr Věta 9.1

Nechť J je Jordanovská k ivka v rovině a nechť a a b

b e ertJ, potom každá k ivka, spojující v rovině body o

jsou body roviny takové, že a e i,ntJ a
a b, protírrá J alespoň v jednom bodě.

tr
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Věta 9.2

Graf K5 není planárnÍ.

Drikaz: Vrcholová mnoŽina grafu Ks jeV(Ks): {ot,u2,,u3,u4,u5}. Protože v ťrplném grafu jsou
vŠechnY vrcholY navzájem sousednÍ, 1í5 obsahuje cyklus u1 ,?J2,,u3,o1. Budeme p edpoklá,dat , že dvé
sousední hranY tvo í sPolu jedinou spojitou k ivku. Hrany cyklu tvo í Jordanovskou k ivku, kterou
označíme J. (obrázek 9.3 a))

ť1

a)

Obrázek

Vrchol u4 potom Ieží blď v i,ntJ
IJvažujme p ípad, kdy vrchol o4

b)

9.3: Drikaz neplanárnosti grafu lí5

nebo v ertJ. (rn e i,ntJ nebo u+ ertJ).
i,ntJ. Hrany 1)4,1)ll u4u2l uaug délí i,ntJ na t i

nyní ležív ertJ. (obrázek 9.a ) Potom ale
a tudíž K5 není planární.

'lJ,rt]lť2

IntJ2, IntJg. (obrázek 9.3 b))
Predpokládejme, že vrchol u5

p edchozí věty protínat k ivku -r

části IntJ1,,

hrana u5u4 frlusí podle

lJ;l

t"li,

ů

U1ť.:?}1

a) b)

Obrázek 9.4: Drikaz neplanárnosti grafu K5

Leží-li vrchol us y některé z oblastí i,ntJi, ,i : L,2,3, nap . i,ntJ1,
krivku J1,, což dokazuje naši větu . (obrázek 9.4 b))

podobně bychom postupovali i pro ostatní oblasti.
Stejně i v p ípadě, kdy na začátku vrchol al ertJ. (obrázek 9.5)

potom hrana u5ug protíná

!

O,,* ..r]
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t:l

Obrázek 9.5: D kaz

ti,.l

neplanárnosti grafu lí5

Věta 9.3

Graf y'í3,3 n ní planární.

Graf, kter;f obsahuje y'í5 nebo K3,3 není planární.

Věta 9.4

Graf G je Planární právě tehdy, když neobsahuje jako podgraf žádnot subdivizi grafu 715 nebo Ks;.

Jin; mi slovy, kdybychom chtěli nakreslit diagram určitě neplanárního grafu, nakreslíme jeden
z těchto grafri a poté t eba další vrcholy a hrany.

Definice 9.5

Oblast rovinného grafu
která neprotíná žádnou

G j" část roviny, jejíž libovolné dva body mrižeme spojit nějakou k ivkou,
hranu grafu G.

i,ntJ1, i,ntJ2, i,ntJg naz rváme vnit ními oblastmi a ertJ vnější oblastí. (obrázek 9.6)

int.I3

{rrťJ1

Obrázek 9.6: Oblasti

71



Klptrola 9 PLaNÁnxí a NBplaNÁnNí cnapy

Plocha vnit ních oblastí je vždy konečná.
Základní kvantitativní vztah pro rovinné

vztah tohoto typu, Euler ho znal v roce 1752.

a oblastí souvislého rovinného grafu.

Plocha vnější oblasti je v rovině
grafy vyjadruje Eulerriv yzorec.

Eulerriv vzorec dává do vztahu

vždy nekonečná.

Je to také nejstarší
počet vrcholti, hran

Pro

Věta 9.5

Iibovoln;i souvisly rovinny graf G platí ,(G) - h(G) * o(G) - 2.

Drikaz: D kaz provedeme indukcí vzhledem k počtu oblastí grafu G.
Pro počet oblastí o(G) - 1 platí, že jediná oblast je vnější oblast, která je nekonečně velká.

Graf G tedy nemá žádnoll vnit ní oblast, proto neobsahuje cyklus, dan;f graf je strom. Platí h(G) -
u(G) - 1 a u(G) - h(G) + o(G) - u(G) - (r(G)- 1) + l _ 2.

Budemepedpok1ádat,žedokazovanyvztahplatíprovšechnygrafyso(G)<
Ukážeme, že z toho plyne platnost tohoto vztahu pro libovoln;.f graf s k + 7 oblastmi.

Ittechť tedy graf G má k + 1 > 2 oblastí. Potom v něm určitě existuje hrana, oddělující dvě
oblasti. Označme tuto hranu e a zkoumejme graf G - e. Tento graf má o jednu oblast méně, než
graf G, protože dvě oblasti grafu G oddělené hranolJ e,) v grafu G - e splynou v jedinou.

o(G-e):o(G)_l:k

Podle indukčního p edpokladu v grafu G - e platí Eulerriv vzorec. Je tedy

u(G - e) - h(G - e) + o(G - e) : 2

Protože graf G - e vznlkl z G vynecháním jediné hrany, má stejny počet vrchol .

,(G)-u(G-e)
h(G): h(G _ e) + 1

o(G) _ o(G - e) + 7.

Dosadíme

,(G) - h(G) + o(G) - u(G - e) - (h(C - e) +1) + (o(G- e) + 1) : a(G - e) - h(G - e) + o(G _ e) : 2.

D kaz je hotov, t]
PokudvyjádímezEulerovavzorcepočetoblastío(G)-2-u(G-e)+h(G-e),,zjišťujeme

následujícÍ:2 je konstanta, u(G) a ani h(G) se p i r zném nakreslení grafu nemění, je konstantní, z
toho Plyne, Že i počet oblastí musí b;ít pro rizné nakreslení stejn;f, což nám vlastně íká následující
drisledek Eulerova vzorce.

Drisledek 9.1

Všechna nakreslení planárního grafu v rovině mají stejny počet oblastí.
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lJ

tr
Pro

Drisledek g.2

každ ,planární graf G s více než dvěma vrcholy platí h(G) < 3u(G) - 6.

Drikaz: IVechť G ju souvisl; planární graf. Hranicí každ,é oblasti je cyklus détky alespoň 3, proto
seČteme-li hranY leŽÍcí na hranicích oblastí, p es všechny oblasti, dostaneme čís1o alespoň 3o(G).

KaŽdá hrana, IeŽÍcí na hranici nějaké oblasti, je však v tomto součtu započítána dvakrát - jednou
Pro kaŽdou z obou oblastÍ, které od sebe odděluje, proto pro počet hran v grafu G platí

h(G) > 3o(G) 12.

Upravíme dan;í vztah na tvar
zh(C) 13 > o(G).

Platí Eulerriv vzotec u(G) - h(G) * o(G) - 2.
l{Yní ke kaŽdé straně p edchozí nerovnice p ičteme a odečteme u(G) a h(G).

,(G) - h(G) + 2h(G) 13 > u(G) - h(G) + o(G)

l\Ía Pravé straně nerovnice jsme získali levou stranu rovnice Eulerova vzorce a m žeme tedy
místo tohoto trojčlenu psát 2.

,(G)-h(G)13>2
I\Yní uŽ jen danou nerovnici vynásobíme číslem 3 a dostáváme vztah, kter; jsme měli dok ázat.

h(G)>3,u(G) -6

!

tr
Pro

Drisledek 9.3

každy planární graf G ptatí ó(G) < 5.

Drikaz: Pro grafy s jedním nebo dvěma vrcholy je zíejmé, že tvrzení platí.
P edpokládejme, že u(G) > 3.

KdYbY kaŽdY vrchol byl nejmenšího stupně, tak určitě dostaneme minimum pro součet všech
stuPňri v daném grafu a platí níŽe uvedená nerovnice. Kromě toho platí věta o součtu stupňri všech
vrcholri v daném grafu. 

n

6(C)u(G) š 

' 

d,eg(u)
'i:7

3
|deg(ut):2h(G),i:l

To znamená. že

6(G)u(G) < 2h(G).
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Platí p edchozí drisledek h(G) > 3o(G) - 6, kde danou nerovnici vynásobíme 2, abychom získa|i
na levé straně nerovnice vyraz 2h(G).

2h(G) >6,u(G) -12
Jestliže platí 6(G)u(C) < zh(G) a také zh(G) > 6u(G) - 12, potom mrižeme psát:

6(G)u(G)<6u(G)-12.

Vydělíme danou nerovnici u(G) (mrižeme , protože u(G) je nenulové, triviální graf obsahuje jeden
vrchol).

ó(G) <6-I2lu(G)
Yyraz na pravé straně nerovnice nab; vá nejlepší meze pro o(G) - I2,, proto platí:

ó(G) < 5.

Věta 9.6

libovolnl rovinny graf G s u",(G) komponentami platí u(G) - h(C) + o(G) - 1-| u(G).

Kde se nap ftlad Eulerriv vzorec používá? Popíšeme si p íklad využití v počítačové grafice.
V systémech CAD si mrižeme vymodelovat, popsat takové objekty, které ve skutečném světě nelze
vyrobit, tyto objekty nazyváme nonmanifoldy. (Vyrobitelné _ manifoldy).Co to znamená ,,nelze
vyrobit"? Dokážeme si p edstavit, že prímka je nekonečně tenká nebo že se dva objekty dot;fkají
v jednom bodě. Ve skutečném světě však nejsme schopni vyrobit nekonečně tenké vlákno, stejně tak
nedokážeme spojit dvě tělesa ideálně bodoq m svarem. Manifold z praktického hlediska je těleso,
jehož každá hrana inciduje právě se dvěma plochami a jehož hrany neprotínají jiné plochy. Obdobně
platí, že vrchol nesmí spojovat dvě části tělesa.

Velká trída prakticky používan;fch těles se naz vá mnohostěny. Mnohostěn je těleso, které je
ohraničeno množinou mnoho helníkoqich stěn, každou hranu sdíIí vždy sudy počet stěn a splňuje
další podmínky. Jednoduch; mnohostěn je těleso, které lze volnou plastickou deformací p evést na
kouli, je to těleso bez děr.

TÍm se dostáváme k danému vzorci. Hraniční reprezentace jednoduchého mnohostěnu splňuje
Eulerriv yzorecJ pričemž udává vztah mezi počtem vrcholri u(G), hran h(G) a stěn o(G) (počet
oblastí) a platí: ,(G) - h(G) + o(G) - 2. Platnost Eulerovy rovnosti sama o sobě neprokazuje, že
jistá množina vrcholri, stěn a hran tvo í jednoduchy mnohostěn, kter;i je hranicí uzav eného objemu.
Navíc musí platit, žekaždá hrana propojuje dva vrcholy, a stěny a hrany se nesmějí protínat.

Pro manifoldy, které mají otvory, platí zobecněná Eulerova rovnost, kde ještě musíme brát
v vahu počet vnit ních smyček hran r, počet oblastí neboli samostatnlich komponent tělesa c a
počet otvor . procházejících tělesem d. Vnit ní smyčky vymez:ltjí otvory ve stěnách, nikoliv otvory
v tělese. Dany vztah potom má tvar:

t]

tr
Pro

olu_h*2("-d)rr.
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V [1i] se mrjžeme dočíst o aplikaci Eulerova vzorce pro drikaz neexistence dalších pravideln ch

mnohostěnri než jsou: pravideln čty stěn, krychle, pravidelny osmistěn, dvanáctistěn a dvacetistěn,

tzv. platónská tělesa.

Jedním ze známych problém v teorii grafii je problém čty barev. Tento problém zristával

dlouhou dobu nevy ešen. První zmínka o tomto problému je v roce 1852 a ešení, jak jsme v ťrvodu

tohoto skripta napsali, pochází z roku 1976 a je spojeno s jmény Appel a Haken.

Privodní formulace problému čty barev zní: Jak je nejmenší počet barev, kterymi je možno

zabarvit libovolnou geografickou mapu tak, aby žádné dva státy rnající společnou hranici (ve více než

k konečném počtu izolovan ch bod - p ípady stát , hraničících v jednom bodě, m .žeme skutečně

na světě nalézt - některé státy USA) nebyly zabarveny stejnou barvou?
Takové mapy b vají oznaóovány často za politické mapy, kde sousední státy jsou obarveny

r znou barvou. V roce 1890 Heawod dokázal, že 5 barev bude stačit, ale dva pánové Appel a Haken

dokázali, že skutečně postačují 4 barvy. Pro drikaz této věty byl použit počítač.

Formulace daného problému do teorie graf je: najděte barvení oblastí rovinného grafu tak,

aby žáďné dvě oblasti, mající společnou hranu, neměly stejnou barvu. My danl problém mrižeme

p eformulovat takto: Jaké je největší chromatické číslo rovinného grafu? Další věta nám dává od-

pověď a nazyvá se věta o čty ech barvách.

tr
It{echť

Věta 9.7

G je planární graf, potom XG) < 4.

Co platí pro chromatick index planárních graf , nám íká da}ší věta.

Je-li

Věta 9.8

G planární graf a A(G) ) 8, potom je X'(G) - A(G).

Pro rovinné nakreslení a rovinné grafy lze formulovat tyto základní typy riloh [ir]:

1. Zjistit, zda ďarry graf je rovinny.

2. Je-li graf rovinny, najít jeho rovinné nakreslení.

3. Pro dan;f graf najít nakreslení s co nejmenším počtem kŤížení stran.

4. Rozložit dan; graf na co nejmenší počet hranově disjunktních rovinn; ch faktorri.

Takové rilohy hrají driležitou roli nap íklad v elektrotechnice p i návrhu tištěn;ich spojri
návrhu integrovan; ch obvodri.

a pri
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9.2 Neplanární grafy

PoloŽme si otázku: Jak je nějaklf neplanární graf vzdálen od planárního? l{ěkoho by napadlo: pojďme
dan graf ,,co nejlépe" nakreslit a mě it míru neplanarity pomocí počtu prrisečíkri jeho hran p i
nejlePŠÍm nakreslenÍ. Musíme si ale stanovit pravidla pro nejlepší nakreslení.

Pravidla pro kreslení grafu jsou:

1. Sousední hrany se neprotínají.

2. Dvě nesousední hrany se protínají nejvl še jednou.

3. Žaana hrana neprotíná sama sebe.

4. V jednom bodě roviny se protínají nejq še dvě hrany.

Definice 9.6

PrriseČÍkové ČÍslo 
"(G) 

grafu G j" nejmenší počet prrisečíkri jeho hran ze všech možnlrch nakreslení
grafu G, vyhovujících p edešl; m podmínkám.

Graf G j" tedy planární právě tehdy, je-Ii u(G)
prrisečíková čísla platí 

"(G) 
< ,(H).

0. Je-li graf G podgrafem H, potom
tr
pro

tr
1\ech

tr Věta 9.9

Pro ťrplné grafy Kn platí u(Kn)
rovnost.

tr
Pro riPlné biPartitní grafy v obecnosti není znám ani rozumny netriviální odhad pr sečíkového

ČÍsla. Pouze v Prípadé, Žejedna zpartit nemá vícenež šest vrcholri, platí následující věta. [4]

Věta 9.10

ť t < n { m a n { 6,,potom u(K,,-) : LU L+) LA Lr+)

Jinou moŽnostÍ, jak mě it neplanaritu grafu, je hledat nejmenší možn r počet planárních faktor ,

na které ho lze rozložit. Dané číslo se nazyvá tloušťkou grafu G a jeho označení je 0'(G).

Věta 9.11

Pro riPlné grafy Kn, kde n + g,10 ptatí 0'(K,): LŤj, pfo grafy Kg a /í16 platí
0'(Kg) : 0' (71ro) _ 3.

-
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I\akreslení Planárního grafu v rovině je ekvivalentní jeho nakreslení na kulovou plochu neboli
sféru. Graf G nazveme vno iteln;im do plochy ,R, jestliže ho mrižeme nakreslit v ploše _B, abv se
jeho hrany neprotínaly. Graf, vno iteln;f do roviny, je tedy planární graf.

tr vět" r.1,
Graf G je vno iteln do roviny právě tehdy, je-li vno iteln]f do sféry.

tr Řešen; p íklad 9.1_

Nalezněte alternativní drikaz neplanárnosti grafu 1í5.
Pro každ;f planární graf G s více než dvěma vrcholy platí h(C) < 3o(G) - 6. To znamená, že

což neplatí, tím pádem je dokázáno, že graf k5je neplanární.
Pro drikaz neplánárnosti grafu m žeme použít prrisečíkové číslo.

"(K) _ i Lt)
u(Ks) - i L;.]

"(Ks) _ 1

To znamená, Že p i nakreslení graí K5 bude existovat jeden prrisečík (za splnění podmínek pro
nejlepší nakreslení diagramu daného grafu).

Dále mriŽeme potlžít pro drikaz neplanárnosti větu o čty ech barvách. lrlechť G je planární graf,
potom XG) < 4. Pro graf 1(5 platí x@) : 5, protože kažďy vrchol je čtvrtého stupně a pro
obarvení budeme pot ebovat pět barviček. Tím jsme dokázali, že graf Ks je neplanární.

Ne ešené p íklady

1. Dokažte, žekaždá subdivize neplanárního grafu je neplanární.
2. Dokažte, že každy podgraf planárního grafu je planární.
3. Ukažte, že graf 1í3,3 - e je planární.

4. Určete všechny planární riplné tripartitní grafy.

5. Určete všechny planární riplné r-partitní grafy pro r ) 3.

6. Pět domri je t eba spojit (každy s každ;ím) cestami, které se neprot ínají. Je to možné?
7. I\alezněte alternativní drikaz neplanárnosti grafu K3,g.

8. Sestrojte planární grafy G, H, J, pro které platí: graf G je pravideln; stupně 6, graí H je
pravidelnystupně3 apritompočetvrchol je5, apro graf J platíó(J) _ 2aL(J) _6.

9. Dokažte Eulerriy vzorec indukcí vzhledem k počtu hran.

LŤ)LŤ]LŤ]
LŤ] l.,JLŤ]
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10. DokaŽte, ŽePlanárnígraf Gsvícenež t emivrcholy aó ) 3 má alespoň4vrcholystupně 5
nebo menšího.

11. Je možno vyslovit nějaké tvrzení o planaritě stromrj?

L2. I\ásledující hru vynalezli J. H. Conway a M. S. Paterson. Anglicky se naz rvásprouts (qihonky).
I\a PaPÍ e je na zaČátku nakresleno n puntíkri (hra je zajímavá už pro malá n, t eba 5). Hráči
se strída jí v tazích, kdo nemá tah, prohraje. V každém tahu hráč spojí dva puntíky obloukem,
a někam na tento oblouk se nakreslí noq puntík. Puntík se smí použít jako konec nového
oblouku jen tehdy, pokud z néj vycházejí nanejvyš 2 jíž nakreslené čáry, a novy oblouk nesmí
Protnout jiŽ nakreslené oblouky (v každém okamžiku máme tedy rovinné nakreslení grafu s
maximálním stupněm 3, puntík na nově p idaném oblouku má už stupeň 2). pŤíklad vidíme
na obrázku 9.7. DokaŽte, že pro n počátečních puntíkri má hra nanejv š 3n _ 1 tahri (p i
jakékoliv strategii hráčri). Dokažte, že pro n počátečních puntíkri má hra nejméné 2n tahri
(p i jakékoliv strategii hráčri).

\zlodifikujme hru následovně: MÍsto puntíkri se kreslí k ížky,, a nové oblouky se p ipojují
k ramenrim krÍžkri (vrcholy mohou tentokrát mít maximálně stupe r 4). INa novy oblouk se

Prikresluje k íŽek p eškrtnutím, viz obrázek g.8. Dokažte, že tato hra má vždy p esně 5n _ 2
tahri (takZe se dá snadno p edem určit, kdo vyhraje). [rr]

* ů frV
ž

Obrázek 9.7: Hta šprouti
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Obrázek 9.8: Hra podvodní šprouti
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Errlerovské grafy

každy z nás v dětství ešil lohy, kdy se snažil nakreslit jedním tahem určitli obrázekza podmínek
bez zvednutí tuŽkY z papíru a Žádnou hranu neobtahovat dvakrát. Asi nejznámější príklad je na_
kreslení domeČku jedním tahem. (obrázek 10.1) V teorii grafri ešíme ťrlohu, kde hledáme otev eny
tah daného grafu Procházející vŠemi hranami tohoto grafu. Otev enli je proto, že počáteční vrcholje riznY od koncového vrcholu. Takovy tah nazyváme otev en;i eulerovsky tah.

Obrázek 10.1: Domeček

Definice 10.1

Otev en eulerovskY tah je tah, ktery prochází všemi hranami grafu právě jednou a počáteční a
koncovy vrchol jsou navzájem r zné.

L]
Často ale budeme chtít navíc splnit podmínku, žepočáteční vrcho1 byl totožny s koncovym

vrcholem, V teorii graf lze tuto rilohu interpretovat tak, že máme nakreslit graf jedn ím uzavŤenym
tahem, KaŽdá hrana se zde bude vyskytovat jednou a každ.lr vrchol alespoň jednou. Danl tah se
naz,yvá uzavŤen r eulerovsky tah nebo eulerovsk tah.

79



KapIrolR 10 EulBnovsxÉ cnapv 80

Definice L0.2

Uzav en eulerovsk tah (eulerovskli tah)

a počáteční vrchol je totožn s koncov m

je tah, kter;i prochází všem hranami grafu právě jednou

vrcholem daného tahu.

Někdy b rvá lzavíeny eulerovsky tah nazyván eulerovskou kružnicí.

Graf,

Definice 10.3

ve kterém existuje lzavŤeny eulerovsky tah, pak nazyváme eulerovskym grafem.

Vraťme se k našemu domečku. Graf odpovídající domečku nelze nakreslit rzavŤen rm eule-

rovskym tahem. Zjišťujeme, žekaždjr otev eny eulerovsk tah začíná v jednom a končí ve druhém

z obou vrcholri stupně t i. Ostatní vrcholy grafu jsou sudého stupně. Procházírne-Ii totIž grafem

po eulerovském tahu, p i každém prrichodu vrcholem použijeme ke vstupu do vrcholu jednu hranu

a k v stupl7 z něj hranu jinou. Jistě tedy všechny vrcholy s v jimkou počátečního a koncového vr-

cholu našeho eulerovského tahu jsou sudého stupně. Pokud jde o otev eny tah, potom u počátečního

vrcholu p i prvním vlistupu použijeme jednu hranu a p i každém dalším prrichodu dvě. Podobně

u koncového vrcholu použijeme p i každém prrichodu dvě hrany a jednu pri posledním vstupu. Tyto
dva vrcholy tedy jsou nutně lichého stupně.

Pokud jde o uzavŤeny tah, je koncov vrchol totožnjr s počátečním a jeho stupeň je určitě
sudy, neboť pri každém pr chodu použijeme dvě hrany a po jedné p i prvním vystupu a posledním

vstupu.
Obsahuje-li graf G lzavŤeny eulerovsk tah, potom má všechny vrcholy sudého stupně. Obsahuje-

li otev eny eulerovsk tah, potom má právě dva vrcholy lichého stupně.

l{yní formultrjeme nutnou a postačující podmínku, aby graf byl eulerovskli.

Věta 10.1

Souvisly graf G je eulerovsk; právě tehdy, má-li všechny vrcholy sudého stupně.

Drikaz: ([4]) Stae í lkázat, že ze sudosti stupňri všech vrchol plyne existence eulerovského uzav eného

tahu. Opačná implikace vypl vá z p edešl ch odstavcri.

1\echť je tedy G libovoln souvisl; graf , mající m hran a všechny vrcholy sudého stupně.

P edpokládáme, že každ souvisly graf s méně než m hranami, mající všechny vrcholy sudého

stupně, je eulerovsk , chceme lkázat, žepakje eulerovsky i náš graf G. Tento graf jistě obsahuje

cyklus. Platí tvrzení: má-Ii graf G s alespoň 1 hranou všechny vrcholy sudého stupně, potom obsa-

huje cyklus. Drikaz necháme čtená i jako cvičení. Pokud G kromě tohoto cyklu neobsahuj e žádné

další hrany, je drikaz ukončen, neboť tento cyklus je hledanou eulerovskou kružnicí.
P edpokládejme tedy, že kromě cyklu C graf G obsahuje další hrany. Vynecháme-li hrany pat ící

d,o C z gtafr G, dostaneme graf G', jehož všechny vrcholy jsou buď opět sudého stupně, nebo stupně

nula.
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V p ípadě kdy cyklus procházel vrcholem 1), platí d,eg",(u) - d,egg(u) - 2.
Pokud vrchol o nepat il do cyklu C, pak d,eg'.(u) _ d,egc(u).
Graf G' má méně než m hran. Pokud je G souvisly, obsahuje podle indukčního p edpokladu

lzavÍeny eulerovsk tah U' . Zvolíme libovolny vrchol ug ležící na cyklu C a projdeme nejprve po
uzav eném tahu [/'všechny hrany grafu G'. Potó pokračujeme po hranách cyklu C,, ažse vrátíme
zPět do vrcholu u9. Prošli jsme každou hranou grafu G právě jednou a nalezli jsme hledany lzavŤeny
eulerovsk tah grafu G.

Pokud je graf G' nesouvisly, postupujeme podobně. Označíme Ht,H2,...,H, netriviální kom_
Ponenty grafu G' . KaŽd,á komponenta obsahuje vrchol ležící v privodním grafu G na cyklu. I\echť
tedy pro každou komponentu Ht,,i:1,2,...,T, je ur takovym vrcholem.

Obsahuje-li některá komponenta Hi více vrcholri z C, potom zvolíme kterykoliv z nich. protože
kaŽdá komPonenta Hije souvislym grafem se všemi vrcholy sudého stupně a má méně než m hran,
obsahuje lzav eny eulerovsky tah Ui.

Konstrukci eulerovského tahu [/ grafu G zahájíme tím, že projdeme komponentu Ht po tahu
Ul tak, Že zaČneme a skončíme ve vrcholu u1. l yní pokračujme po hranách cyklu C do té doby,
neŽ narazíme na někter z vrchol u2,,. . . ,,ur. Bez rijmy na obecnosti mrižeme p edpokládat, že je to
vrchol u2. VstouPÍme tedy do komponenty Hz a opět ji projdeme po uzav eném eulerovském tahu
U2, aŽ se vrátíme do vrcholu u2. Opět pokračujeme po hranách cyklu C, dokud nenarazíme na další
z vrchol ui.

Cel117 Proces oPakujeme do té doby, dokud podobně neprojdeme poslední komponentu //r. potom
PokraČujeme Po hranách cyklu C až do vrcholu u1. Tak jsme prošli právě jednou všechny hrany
netriviálních komPonent Ht, Hz, . . . , Hr, jakož i všechny hrany cyklu C, a tedy všechny hrany
grafu G tzavŤenym tahem U.Toje hledany eulerovsky uzavren tah grafu G, čímžje drikaz věty
ukončen. !

Kde najdou Eulerovské grafy uplatnění? M žeme se p edstavit rilohy typu, kdy chceme projet
nějakou sítí ulic ve městě, nap . by takhle mohl projíždět kropicí v z. I\emusíme se omezit pouze
na město.

Obecně v souvislosti s eulerovsklimi tahy m .žeme ešit následující rilohy [3]:

1. Máme rozhodnout, zda v daném grafu existuje eulerovsky tah (pop . uzavŤeny eulerovsky
tah).

2. V daném grafu máme sestrojit eulerovsky tah (pop . lzavŤeny eulerovsk tah), jestliže existuje.

3. V daném grafu máme najít nejmenší počet tahri (nikoli eulerovsky"h), které pokr;ivají hrany
grafu.

4. V daném souvislém grafu, jehož hrany jsou ohodnoceny kladnymi čísly, máme najít nejkratší
lzavŤeny sled, kter;f obsahuje (alespoň jednou) každou hranu grafu.
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Uvedeme větu, která je podmínkou pro to, aby dany graf neobsahoval most.

Nechť

Věta t0.2

G je graf, jehož všechny stupně jsou sudé. Potom graf. G neobsahuje most.

Drikaz této
vrátíme se

věty je možno najít
nyní k pokrytí grafu

v |11] .

a uvedeme následující větu ,I7].

Věta 10.3

Nechť G j" souvisly graf, kter
pokrytí grafu G se skládá z n
stupně.

vrcholri lichého stupně, n )
tahri, z nichž každ spojuje

1. Pak každé minimální
dvojici vrcholri lichého

má právé 2n

(otev en ch)

Drikaz: Doplňme gtaf G o n hran, které je budou spojovat dvojice vrcholri lichého stupně. Kažďy

z těchto vrcholri bude incidovat s právě jednou z těchto hran. Takto vznikl graf bude z ejmě

opět souvisl;f a navíc Eulerri,v, takže lze pokr rt jedinlim tzavŤenym tahem. Ittyní opět odebereme

z tahu d íve p idan ch n hran, tah se tím rozpadne nan otev enych tahri, jež reprezentljí pokrytí
privodního grafu G. Mějme nyní libovolné pokrytí grafu G. Potom tento graf musí obsahovat alespoň

n otev en; ch tahri, aby pokrylo 2n vrcholri lichého stupně. Obsahuje-li více než n otev enych nebo

uzavíen rch tahri, pak už není minimální. Obsahuje-li právě n otev en;_ich tahri, musí to b; t tahy
požadované vlastnosti. [7]

Uvedeme zde algoritmus pro hledání lzav eného tahu. Algoritmus je jednoduch , problém

nastává v okamžiku, pokud bychom chtěli dan;i algoritmus naprogramovat.

Pri hledánírzavíeného tahu zaóneme v libovolném vrcholu a po hraně s ním incidující p ijdeme

do některého sousedního vrcholu. Použitou hranu z grafu odebereme a postupujeme stejnym zp so-

bem dále, až se vrátíme do vychozího vrcholu. V běr hrany jevázán pouze tou podmínkou, aby jejím

vypuštěním nevznikl nesouvisly graf (izolované vrcholy p ipouštíme) a rovněž návrat do vychozího

vrcholu po jediné hraně je možny až v posledním kroku. [7]

V p ípadě otev eného tahu musíme začít v jednom z vrcholri lichého stupně a skončíme v druhém.

Pri odebírání hran sledujeme pouze souvislost vznikajícího grafu. !
Existuje ada ťrloh pííblzn ch s hledáním minimálního pokrytí grafu. Príkladem m .že byt tzv.

problém čínského listonoše.

10.1 Útony typu bludiště

Sestavování labyrint a bludišť patrí k oblíben;_fm hríčkám lž od starověku. K nejstarším patrí
znám, eck Labyrint. V současné době mezi mistry v tvorbě bludišť Angličan Greg Bright (vy-

dal několik knih, podle jeho návrhri byla ada bludišť realizována). Existují i časopisy obsahující

bludiště, nap . francotlzsk; časopis ,,Jeux et stratégie" (Hry a strategie) a samoz ejmě počítačové

h.y.

82



KapIrola 10 EulpnovsNÉ cRRr.y

Jak bloudit v bludišti? Motoristé pravděpodobně znají pravidlo pravé ruky: Pri postupu bludiš-
tém drŽÍme stále pravou ruku na stěně. Formulace tohoto pravidla je velmi jednoduchá. Mezijeho
v hodY Patrí fakt, Že se podle něho Lze íídit i ve tmě. Bohužel obecně ve složitějším btudišti (kde
nevede ven jediná cesta) vribec nemusí vést k cíli.

Mrižeme formulovat dvě zákIadní lohy:

1. Máme Plánek bludiště. Často se dané rilohy vyskytují v časopisech a souvisí s prohledáváním
grafu.

2. Jsme v bludiŠti a plánek neznáme. Tyto ťrlohy jsou dobrodružnější. Máme za kol uniknout
z labyrintu.

Grafová interpretace je následující. l\eznáme-li plánek bludiště, neznáme ani odpovídající graf.
VrcholY grafu odpovídají k ižovatkám a větvení. Chodby p edstavují hrany v grafu. }Ta obrázku
10.2 vidíme p íklad bludiště a vpravo odpovídající diagram grafu.

Obrázek L0.2: Bludiště

Algoritmy ešící lohy typu bludiště uvedeme dva.

1. TarrYho algoritmus z roku 1895, kter je založen na dvou axiomech:

(u) každou hranou m žeme v jednom směru projít nejvyše jednou.

(b) Po té hraně, Po které jsme do nějakého vrcholu p išli poprvé, smíme jít zpétjedině tehdy,
pokud není jíná možnost.

2. Trémaux v algoritmus z roku 1882, kde se jedná ve své podstatě o Tarryho algoritmus do_
plněnyot etípravidlo

(") Pokud P ijdeme poprvé procházenou hranou do známého uzlu, vracíme se ihned v nás_
ledujícím kroku stejnou hranou zpét.
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V rámci tohoto skripta nebudeme ešit uvedené

bludiště by se jednalo o 53 krokri. Ponecháváme to

dan m bludištěm pomocí těchto algoritm .

bludiště pomocí
na čtená i, ktery

těchto algoritm . U daného

si m že vyzkoušet prrichod

E Řešeny p íklad 10.1

Dokažte: Graf lze nakreslit otev enym eulerovskym tahem právě tehdy, kdyŽ graf obsahuje Právě

2 vrcholy lichého stupně.

Věta má tvar ekvivalence, to znamená. že drikaz bude obsahovat dvě části, drikaz zleva doPrava

a naopak.
/.\
\ --'i
p i prrichodu každ m vrcholem pot ebujeme dvě hrany, pouze v počátečním vrcholu z něj jednou

jen vystupujeme (bude lichého stupně) a v koncovém vrcholu do něj pouze vstuPujeme (tzn., oPět

bude 1ichého stupně). I\emusí byt stejného stupně jako je počáteční vrchol. Vidíme , Že v grafu máme

dva vrcholy lichého stupně.

(+)
I.{echť v grafu existují právě dva vrcholy lichého stupně. označme tyto vrcholy u a a. p idáním

hrany uu do grafu G vznikne graf G' , ve kterém mají všechny vrcholy sudy stuPeň. TedY Podle

věty: Souvisll graf Gje eulerovskl právě tehdy, má-li všechny vrcholy sudého stupně, coŽ znamená,,

že obsahuje uzav eny eulerovsk tah. Vynecháním hrany uu dostaneme z lzavÍeného eulerovského

tahu tah otev enli eulerovsky. Dokázali jsme tedy, že graf. obsahuje otev eny eulerovskY tah.

Ne ešené p íklady

Dokažte, že má-Ii graf G s alespoň 1 hranou všechny vrcholy sudého stupně, potom obsahuje

cyklus.

2. Lze nakreslit ťrplny gtaf o sedmi vrcholech jedním tahem?

3. Dokažte: I\echť G j" souvisly graf a C j"jeho hranovy ez. PotomkaŽdá komPonenta grafu

G' : G _ C obsahuje vrchol, kter je koncov m vrcholem některéhtaty z C.

4. Dokažte: Graf G lze nakreslit k hranově disjunktními otev en mi eulerovs\i.mi tahY, Pričemž
počáteční a koncové vrcholy každych dvou tah jsou navzájem rtnné právě tehdY, obsahuje-li

2k vrchol lichého stupně.

5. I\akreslete eulerovsk;i graf se sudym počtem vrcholri a lichlfm počtem hran. Pokud to není

rnožné, zdrivodněte to.

6. Je dáno deset kostek domina s následujícími počty bodri na jednotliv ch kostkách: (1, 2), (1,

3), (1 ,4), (I,5), (2,,3), (2,4), (2,5), (3, 4), (3, 5), (4, 5). Je mož:né se adit všechny tyto kostky

za sebou podle pravidel domina (kostky se dot;ikají částmi se stejnym počtem bodri)?

7. pro které píirozené číslo n má kompletní graf Kn lzav en a otev en eulerovsk;i tah?

8. Ukažte, že dva uzavíené tahy v grafu, které mají společn alespoň jeden vrchol, lze sPojit

v jedin;i uzav eny tah.

E
1.
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9.

10.

kolik tahri je nutně pot eba k pokrytí všech hran grafu, o kterém
2 vrcholy lichého stupně a žádny izolovan vrchol? Mohli byste
kdyby počet vrcholri lichého stupně nebyl 2,, ale 4?

I\akreslete jedním tahem grafy na obrázku 10.3.

Obrázek 10.3: Jedním tahem

víme, že má 3 komponenty,
určit pot ebny počet tahri,



]m11-
Hamiltonovské grafy

V predchozí kapitole jsme se zabyvali otázkou, kdy je možno projít grafem tak, abYchom kaŽdou

hranou prošIi právě jednou. Nyní budeme rešit ťrlohy typu, kdy jednotliqimi městY (vrcholY) budeme

chtít procházet právě jednou, tedy, že žáďnou obcí nebude projÍŽdět dvakrát. Obecně se dan

problém rlazyváproblém obchodního cestujícího. Jeho p esná formulace je tato: cestující má Projít

všechny obce své p idělené oblasti a vrátit se zpět ,domri, a to tak, aby celkově Projetá vzdálenost

byla co nejmenší.

Ve formulaci se nacházípodmínka, aby celkově projetá vzdálenost byla co nejmenŠÍ. Momentálně

pracujeme s grafy, které nemají ohod,nocené hrany, nereprezentují vzdáIenost mezi jednotliv; mi

místy. proto budeme p edpokládat že vzďáIenosti všech vrcholri jsou jednotkové. Zní to sice zvláŠtně,

že lvažt|eme, že vzďáIenost mezi Ostravou a Opavou je stejná jako vzdálenost mezi OPavou a

prahou, ale pro nastínění problému nám to bude stačit. Omezíme se tedY na PoŽadavek, abYchom

prošIi kažďymvrcholem právě jednou a vrátili se zpět do místa, odkud jsme vYŠli.

U eulerovsk;ich grafii existuje nutná a postačující podmínka pro to, abY graf bYl eulerovsk . TadY

u hamiltonovskych grafii se s takovou pod,mínkou nesetkáme. Věty budou mít tvar PostaČujících

podmínek, což znamená, že pokud je něco splněno, pak dan graf je hamiltonovsk;i. Pokud daná

podmínka splněna není, znamená to, že dany graf m že, ale taky nemusí b t hamiltonovsk , Je

nejvyšší Čas nad,efinovat hamiltonovsk cyklus, cestu a graf.

Definice 11.1

Hamiltonovsk cyklus je cyklus procházející všemi vrcholy grafir,

tr
Ham

Definice IL.2

iltonovská cesta je cesta obsahující všechny vrcholy grafu.
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tr
Ham

Definice 11.3

iltonovsk;í graf je graf, kter;f obsahuje hamiltonovsky cyklus.

Definice II.4
Nehamiltonovsk;f graf je graf, kter;f neobsahuje hamiltonovsky cyklus.

l{a První Pohled se skuteČné zd,á, že hamiltonovsky cyklus (procházíbez opakování všemi vr_
cholY) je Pojem Podobn;i uzav enému eulerovskému tahu (prochází všemi hranami bez opakování).
Ale musíme uPozornít, Že matematická a algoritmická obtížnost obou pojmri je riplně jiná. problém
hamiltonovské kružnice je matematicky i algoritmicky obtížn,.

HamiltonovskY graf je nazvany podle irského matematika W. R. Hamiltona, kter; v polovině
minulého století zve ejnil a vyrešil tuto hádanku: Lze po hranách pravidelného dvanáctistěnu projít
vŠemi jeho dvaceti vrcholy a vrátit se do v,ychozího bodu, aniž bychom některym vrcholem prošli
vícekrát? (StěnY Pravidelného,dvanáctistěnu jsou pravidelné pětiťrhelníky - viz obrázek 11.1). 13]

Obrázek

Dále uvedeme oreho větu.

11.1: Hamiltonova hádanka



Kaptroll 11 HlutlroxovsNÉ GRAFy 88

Nechť

deg(u)

Věta 11-.1

G ju graf s n vrcholy,

+ deg(u) ) n. Potom
kde n ) 3, a nechť pro každé dva ríuné nesousední vrcholy u, u

G je hamiltonovsk .

platí

tr
Drikaz: [a]

Použijeme d kaz sporem.
p edpokládejme, že vétaneplatí, tedy, že existuje nehamiltonovsky graf G s n vrcholY, 72, ) 3, ve

kterém pro každé dva rttzté nesoused,ní vrcholy u, u platí deg(u) + deg(u) ) n. Existuje maximáIní

graf Gg s touto vlastnost í, to ztamená, že p idáním hrany uu mezi libovolné dva nesousední vrcholY,

pro které platí 4eg(u) * d,eg(u) ž n, dostaneme graf Go * uu, kter je jiŽ hamiltonovskY.
protože G6 neby1 hamiltonovsky, ke;žd hamiltonovsk cyklus v Go l uu obsahuje hranu uu.

potom ale v grafu Gg existuje hamiltonovská cesta P z vrcholtr u do vrcholu 'u s vrcholY

,l,L : 11,I,u2, . . . lun_I,un : u. }.Taším cílem je ukázat, že na této cestě existují dva sousední vrcholY

,ltrm ;-umlltakové, žeu^je sousední s vrcholem u d,LL7nlLje sousední s u, a v d sledku toho graf G6

obsahuje hamiltonovsky cyklus ,tL : 11,I,,u2,,. ..,um,a : Iln,,tln_Ilun_2l , , , lumllu, (obrázek 1,L2)

pokud se nám to poda í, dostaneme se do sporu s p edpokladem, že Go není hamiltonovskY.

l,ť : '-lll: L|,?,, ., r'iltrr:ll : 1{íi. ttru*l,1lrr*?l * , -,. tin1 -tr-1, U

'1t7 : xt

tt : l,ít

t"{._; : LL11'.e+L

Obrázek II.2: Hamiltonovsky cyklus

Nechť vrchol u stupně k je sousední s vrcholy ui,t,,,lliz)...)uir.ProkaŽdé j : t,2,. ..,k nazverne

vrchol 1ežící na cestě P bezprost edně p ed vrcholem ui,, teďy vrchol U,i,i-t, zakázartYm vrcholem.

pochopitelně, že zakázanym vrcholem m že b t i některl z vrcholri ui, tedY soused vrcholu u,

a to v prípadě, kďyž dva nebo více sousedri vrcholu u leží na cestě P bezProst edně za sebou.

Zakázany- j" také samotn vrchol u, - ,ll,L neboť p edchází vrchol u2.

?l3 : ?lr*
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Zakázan rch vrchol je zíejmé právě tolik, kolik je sousedri vrcholri u, teďy k.
Nyní chceme lkázat, že vrchol o je sousední s alespoň jedním zakázanym vrcholem. Pokud by

tomu tak nebylo, vrchol r., by mohl byt sousední s nejvyše s n-k-1 vrcholy (neboť Go obsahlje n-k
vrchol , které nejsou zakázané, ale jednírn z nich je samotn vrchol o).

To by znamenalo, že je deg(u) t n-k-\ a tedy by muselo platit
deg(u)-fdeg(u) <k+(n-k-I) -n-I,cožje spor s p edpokladem, žed,eg(u)+d,eg(u)> n.

Je tedy vrchol o sousední s jedním ze zakázanlrch vrcholri, t eba um d vrchol 1lm*7 je sousední
SU.

IJrčitě platí u- * u, neboť G6 neobsahuje hranu uu. Potom ale graf Gg obsahuje hamiltonovsky
cYklus ?l, : 1,1,L,ltr2,...,Um,?) :'lln,'lln_I,Un_2)...)um*I,,tl", CoŽ je spor s p edpokladem, že Gg není
hamiltonovsky, Tím je d kaz hotov.

l{ásledující věta je věta Diracova a je speciálním p ípadem Oreho věty.

89
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tr
I\ech

Věta LL.2

l G jegraf s n vrcholy,, fr ) 3, a nechť ó(G) > nl2. Potom G je hamiltonovsky.

Ve věku pouh; ch 17 let dokázal Pós následující větu.

Věta 11.3

I\echť G je graf s n}3 vrcholytakovÝ,
vrchol stupně menšího nebo rovného j.

že pro každé p irozené číslo j < nl2 obsahuje méně než j
Potom G j" hamiltonovsk;f .

lt{utná a postačující podmínka pro to, aby graf byl
napsat, že neexistuje prímo, protože taková podmínka
daného grafu.

hamiltonovsky, neexistuje, mohli bychom
existuje pro graf, kter; se nazyvá uzávér

Definice
TJzávér grafu G,
p idáváním hran
,(G).

11.5

kter;í označujeme C(G), nazyváme graf, ktery vznikne z grafu G postupn m
tak, že vždy spojíme dva nesousední vrcholy, jejíchž součet stupňri je alespoň

Ilzávér G s n vrcholy tedy zkonstruujeme tak, že vyhledáme dva nesousední vrcholy mající
souČet stuPň alespoň n (pokud takové vrcholy existují), a spojíme je hranou. Opět vyhledáme dva
nesousední vrcholY se souČtem stupň nejméně n a spojíme je hranou. Tak pokračujeme, dokud
m Žeme najít dvojici vrcholtl splňující shora uvedené p edpoktady. Takto vznikly grafje uzávěrem
grafu G.

Nezáleží na tom, v jakém po adí hrany pridáváme, dostaneme vždy stejn; graf.
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t{echť

Věta 1-1-.4

C(G) a C'(G) jsou libovolné lzávéry grafu G, potom C(G) - C'(G).

Drikaz dané věty m:ť:;že

I'{yní uvedeme nutnou
čtenár najít " [4].

a postačující podmínku t ,kající se uzávěru grafu.

Věta 11.5

Graf G je hamiltonovskl právě tehdy, kďyž je hamiltonovsky jeho lzávér C(C).

M
lttrech

Drikaz této věty je v [a].

Věta 11.6

uzávěrem grafu G s více než dvěma vrcholy ťrpln graf, potom je graf G hamiltonovsky.

Věta LI.7
ť |V(G)| > 3. Jestliže 

^(G) 
> P(G), potom G je hamiltonovsk;f.

Je-li

"(G) 
je souvislost grafu a P(C)

Dále platí tyto další věty.

číslo nezávislosti grafu.je

tr Věta 11.8

i\echť G je souvisl;í graf s nejméně

u,u platí deg(u) * deg(u) ) rn, kde
Jestliže pro každé dva ríla:né nesousední vrcholy
číslo, potom G obsahuje cestu déIky m.

t emi vrcho}y.

m je p irozené

Definice 11.6

Hamiltonovsky souvisly graf je graf, ve kterém každé dva jeho vrcholy jsou spojeny hamiltonovskou
cestou.

}Techť

deg(u)

Věta 11.9

G je graf s

* deg(u) >
n vrcholy, n ) 3,

n * L, potom G j"
a nechť pro každé dva rizné nesousední vrcholy u, u

hamiltonovsky souvisly.
platí

tr
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Graf
uu e.

Definice 1-]-.7

Gk nazyváme k-tou
E(G\ - E(c) pat í

mocninou grafu G, jestliže

ďo E(Gk) právě tehdy, když
vG\ _ V(G),
I < di,stc(u,r) š

E(G) g E(Gk), a

k.

hrana

tr
,edemeGraf Gk sestrojíme z graft G tak, že do něj

do všech vrcholri G, mající v G od u vzdálenost

p idáme hrany, které z každého vrcholu u v
nejv;fše k.

tr
i'{ech

Věta 11.10

t G je souvisly graf, potom G3 j. hamiltonovsky souvisly.

Protože každy hamiltonovsky souvisly graf je současně hamiltonovsk , je samoz ejmě t etí moc-

nina každého grafu hamiltonovská.

Věta 11.1t

ť C je 2-souvisl;i graf, potom G' j" hamiltonovsky souvisl .

tr
lttrech

tr
Každ

Věta II.t2
y 4-souvisly planární graf je hamiltonovsky.

Základní typy ťrloh u hamiltonovskych grafii jsou [3]:

1. }{ajít hamiltonovsk cyklus.

2. I\ajít hamiltonovskou cestu (mezi libovoln; mi dvěma vrcholy).

3. Najít hamiltonovskou cestu, jejíž jeden krajní vrchol je fixován.

4. I\ajít hamiltonovskou cestu, jejíž oba krajní vrcholy jsou fixovány.

Na začátku kapitoly jsme napsali, že problém obchodního cestujícího tlzce sorrvisí právě s ha-
miltonovskymi grafy. Problém obchodního cestujícího má mnohé aplikace, nap íklad rozvoz zboží ze
skladu do jednotliq ch prodejen nebo nap íklad vrtání děr pomocí určitého stroje, kde chceme mini-
malizovat p esuny. Postup mrižeme také vylžít pro plánování procesr3, kdy máme vyrobní zaíízení,
pomocí kterého se mají opakovaně vyrábět nějaké produkty. Má-li nějak;i produkt následovat bez-
prost edně po vyrobě určitého produktu, někdy je t eba vyrobní za ízení vyčistit, nastavit, serídit.
Naším kolem by potom bylo najít plán vyroby (tzn. po adí produktri), uby časové ztráty (čistění,
nastavení, apod.) nebyly, nebo lkázat,, že takovy plán neexistuje.
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Řešen;í p íklad 11.1

K ň na šachovnici 8 x 8 má vyjít z wóitého pole, navštívit postupně všechna pole a vrátit se

na privodní políčko. Je to možné? Interpretujte írlohu v teorii grafii.
Vytvo íme graf, kde vrcholy jsou 64 polí šachovnice. Hranami jsou možné skoky jezdce. Zjistíme,

že dany graf je hamiltonovsky, tedy, že daná riloha je rešitelná.

Ne ešené p íklady

1. Dokažte, žekaždy hamiltonovsky graf je nejméně 2-souvisly.

2. Dokažte, že každy bipartitní hamiltonovsky graf má partity stejné velikosti.

3. Jednání u kulatého stolu je p ítomflo n osob, p ičemž každé dvé z nich dohromady znají všech

n-2 ostatních. Ukažte, že mohou okolo stolu sedět tak, žekaždá osoba sedí mezi dvěma lidmi,
které zná.

Ukažte, že každy k-pravidelny graf na 2k - 1 vrcholech je hamiltonovsk .

Dokažte, že kolo Wn je hamiltonovsk graf pro libovolné n.

Ukažte, že hamiltonovsky souvisly graf na více rrež t ech vrcholech má všechny vrcholy stupně
nejméně 3.

Nalezněte p íklad 2-souvislého grafu, ktery není hamiltonovsky, a lkažte,, že jeho druhá moc-

nina je hamiltonovská.

4.

5.

6.

7.



ml2
Orientované grafy

V p edchozích kapitolách jsme uvažovali grafy, kde hrany nebyly orientované. Znamenalo to, že

hrana uu byla totožná s hranou uu. Pokud pripustíme, že dané hrany jsou rrizné, potom hrany jsou

uspo ádané dvojice vrcholri.
ltlež uvedeme defi,nici orientovaného grafu, zkusme se zamyslet nad orientovan;ími a neoriento-

van mi grafy. Orientované grafy nám budou p edevším sloužit k reprezentaci procesu, děje, kter1

probíhá od počátečního do koncového vrcho}u šipky. Vrcholy orientovaného grafu p edstavují stavy,

mezi kterymi orientace znázoriuje volbu, postupy nebo pochody. Orientovanym grafem lze znázornit
prriběh hry, v robní proces, v početní proces počítače, vyvojovy diagram algoritmu, cestu automo-
bilu, ešení hádanky, prritok soustavou potrubí, vztahy pod ízenosti a nadŤízenosti apod [13]

l{eorientovany graf zpravidla znázorítle stav nějakého systému, pozícijednotlivych vrcholri, je-

jich blízkost nebo vzdálenost, jejich porovnatelnost nebo nesouměritelnost. I\eorientovanym grafem
Ize znázornit dopravní schéma, schéma propojení elektrického zaŤízení, vztah nezávislosti. [13]

Obecně ečeno, neorientovany graf p edstavuje většinou staticky model, zatírnco orientovan
graf predstavuje většinou model dynamick)r. [13]

Definice I2.1

Orientovanym grafem D nazyváme dvoj ici (V, A) : D (V, Á), kde l/ je množina vrchol a A množína
usporádanych dvojic vrcholri (dvouprvkov ch uspo ádanych podmnožin množirry V) zvan,ch orien-

tované hrany.

o orientované hraně a : LL,u íkáme, že má počáteční vrchol u a koncovy vrchol u.

EJ D"fi-t." 1r2
Opačné hrany jsou dvě hrany ua a uu se stejn;fmi vrcholy, avšak opačně orientované.

Budeme uvažovat orientovany graf bez smyček a násobnych hran, tedy jednoduchy orientovany
graf.
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Definice
Smíšeny graf je

hrany.

12.3

graf, ve kterém se mohou vyskytovat současně jak orientované, tak neorientované

Smíšeny graf p evedeme

dvojící opačně orientovan; ch

Príklad diagramu smíšeného grafu vidíme na obrázku 12.1.

Obrázek I2.I: SmíšenÝ graf

na orientovany graf tak, že každou neorientovanou hranu nahradíme

hran. Orientovany graf k obrázkt I2.7 vidíme na obrázkl 1,2.2,

Obrázek I2.2: Orientovan;i graf

Definice 12.4

Stupeň vrcholu u je počet hran, se kter mi je dan vrchol o incidentnÍ.

Stupeň vrcholu budeme označovat d,eg(u) a pokud budeme chtít zďíraznit, Že vrchol u j

cholem grafu D tak degp(u).

Definice 12.ó

Vnějším stupněm (odcházej ícím stupněm) vrcholu ,r-l budeme nazyvat poČet hran odcházejícíchZU.

tr
Vnější stupeň budeme označovat odeg(u).

tr
e vr-

tr Definice L2.6

Vrritrrrí- (p icházejícím) stupněm vrcholu u budeme nazyvat počet hran P icházejících do u.
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Vnit ní stupeň budeme označovat
Symboly ó+(D) (d-(D)) a A+(c)

vrcholu v orientovaném grafu D.
nejmenší a největší vnější (vnit ní) stupeň

i,deg(u).

(^- (G)) označují

Věta I2.L
I.{echť D je orientovany graf s n
DT:rodeg(u) : DT:ri,deg(u) _

vrcholy ul,,,u2,)...)un d h(D) nechť je počet jeho hran, potom
h(G).

D kaz je triviální, každá orientovaná hrana
a jedničkou do součtu všech vnit ních stupňri,
tovanych hran v daném grafu.

p ispívá jedničkou do součtu všech vnějších stupňri
to znamená, že se dané součty rovnají počtu orien-

tr

Definice I2.7
Orientovaná cesta délky k v orientovaném grafu D je posloupnost o9, al,,l)Ll&2l,u2l ...,ak,u7r, kde

'i: I,2,...,,k je aihrana s počátečním vrcholem ut_t d koncovym vrcholem ui, tedy ai: ut_tut.

Orientovaná cesta je jednoznaČně urČena posloupností svych vrcholli, tj . ,uo,1)I,1J2,,. . . )uk ze
stejného drivodu jako u neorientovaného grafu, neuvažujeme násobné hrany, to znamená, že mižeme
zvolit Pouze jedinou hranu s p íslušn; m počátečním a koncov m vrcholem.

EJ D"firrt"" lr*s
I{eorientovaná cesta (Polocesta) je posloupnost og, al,,l)l,,a2,?J2)...)ak,uk, ve které orientace hran
je libovolná.

Neorientovaná cesta není jednoznačně určena sv mi vrcholy. }{a neorientované cestě tedy n
reme ohled na orientaci hran.

tr D"f"rt"" 1r.'
OrientovanY cYklus je posloupnost ,uO,al,,?Jl,,Q2,u2,...,clk,?)k,ayu1, kde k } 2,ul,u2,...,u7, jsou
navzájemr zné vrcholy 8, a1l&2l...,a6 jsou hrany, pričemž pro každé i,:2,3,...,k je aihrana
s počátečním vrcholem ui-t á koncov m vrcholem ui, tedy &i: ut-l,ut á al - ukut.

V neorientovaném cyklu je hrana ai kteroukoliv z dvojice hran ui_7,ui, utat_t.

Definice LZ.IO

ol o je dosaŽiteln' zvrcholu u, jestliže existuje orientovaná cesta z vrcholu u d,o vrcholu o

tr

tr
ebe-

tr
Vrch

tr
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Definice I2.II
VrcholY u a a jsou navzájern dosažitelné, existuje-ti v orientovaném grafu D současně orientovaná
(u, t,)-cesta i (u, u)-cesta.

I\a obrázku 12.3 vidíme dvojici vrcholri, které jsou navzájem dosažitelné.

Obrázek 12.3: Navzájem dosažitelné vrcholy

Definice t2.L2
VzdáIenost vrcholu o od vrcholu u je délka nejkratší orientované cesty z u d,o u.

Budeme ji označovat dist(u,u) a obecně to není symetrická funkce. U neorientovan; ch grafii je
vzdálenost symetrická.

tr Definice t2.L3
Silně souvisly graf je orientovan;i graf, ve kterém pro každé dva jeho vrcholy ?.L a u je vrchol u
dosažiteln z u.

l\a obrázku t2.3 vidíme príklad silně souvislého grafu. V silně souvislém orientovaném grafu je
pro každou dvojicí u, u dosažitelny nejen vrchol u z vrcholu u, ale také u je dosažitelny z u.

E] Definice L2.I4
Orientovanli graf D nazveme jednostranně souvisly, jestliže pro každé dva jeho vrcholy Lt, a u je buď
vrchol u dosaŽitelny z vrcholu o, nebo vrchol u je dosažiteln,lr z vrcholu u,, ale mohou nastat i obě
možnosti zárovei.
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Každ silně souvisly graf je jednostranně souvisl;í.

Definice I2.I5
Orientovany graf D nazveme slabě souvislym, jestliže pro každé dva jeho vrcholy u a u existuje v D
neorientovaná cesta z u do u.

Definice I2.t6
SYmetrizací orientovaného grafu D nazveme neorientovany multigraf U(D), ktery vznikne z D za_
nedbáním orientace jeho hran. 

l;llJJ
Je také rnoŽné definovat symetrizaci jako jednoduchy graf , kde se dvojice opačn;fch hran uu a

uu zobrazí na jedinou hranu.
Slabě souvislY graf je pak každ;i orientovany graf, jehož symetrizace je souvisll graf. Libovoln;f

graf- G mriŽeme orientovat, každé jeho hraně pri adíme jednu ze dvou možnych orientací . yznlkly
orientovany graf D(G) pak nazyváme orientací grafu G.

Definice t2.I7
Asociovan;f orientovany graf B(G) je graf, ktery vznikne z grafil G nahrazením každé hrany dvojicí
opačně orientovan ch hran.

Věta I2.2
ť D je silně souvisl] orientovan],Í graf, potom jeho symetriz ace II (D) je hranově 2-souvisl; gra!:

l-"ll-
Drikaz: Použijeme drikaz sporem.

P edPokládejme, že tr (D) není hranově 2 souvisl;1i. Potom je buď nesouvisl (tedy i graf D je
nesouvisl'ir, coŽ není Podle p edpokladu možné), nebo obsahuje most. Nechť tento most má koncové
vrcholY u au. Tento most odpovídá v D jedné zhranL1,1,)) 1),ll,. Predpokládejme, že se jedná o hranu
uu, YYtecháním mostu u'u dostaneme nesouvisly graf U (D) - uu, ktery je symet rizací orientovaného
grafu D - uu. Vrcholy u au Iežív riznych komponentách grafu tr@) -u,u.

Podle naŠeho P edPokladu je ovšem D silně souvisly, a proto v něm existuje orientovaná cesta
z u do u. Ta zajisté neobsahuje hranu ?.L?J,1 a tedy existuje i v orientovaném grafu D _ uu. potom ale
existujecestazudouivgrafuU(D-uu).Tojevšakspor,protožeU(D_ua)_U(D)_uu,ale
vrcholY u auIeŽÍv r znych komponentách U(D) -uu, což jsme jížlkáza|i. l

tr
Nrech
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Definice

Graf G nazveme
souvislá.

12.18

silně orientovatelnym, jestliže existuje taková jeho orientace D(G), která je silně

Věta L2.3

Každy hranově 2-souvisly graf je silně orientovateln .

Drikaz: I\echť G je hranově 2-souvisl s vrcholovou množinol V. Protože je hranově 2-souvisl ,

obsahuje cyklus, ekněme ul,,t)2,) . . .Jup,ktery mrižeme orientovat tak, žeL<ažďéjeho hraně p iradíme

orientaci utut+t(p ípadné upu1), tedy vrchol ut je počáteční a u+t koncovy.

Ostatní hrany mezi vrcholy ležícími v tomto cyklu orientujeme libovolně.

Jsou-li nyní ui a ui dva vrcholy cyklu takové, že i, 1j, potom ui je z ui dosažiteln, po cestě

ui,ui+I)...,)uj_ílui, zatímco ui je z ui dosaŽitelny po cestě ujJaj+l)...)ui_Il'ui.
Vrcholy u11,1)2) . . . )up zaŤadíme do množiny M, ktetá indukuje silně orientovany podgraf grafu

G. Pokud se množina M rovná vrcholové rnnožiné V(G), je drikaz ukončen. Pokud ne, zvolíme

libovolny vrchol wt z množiny V - M, kter;_f je sousední s některym vrcholem množiny M.Takov r

vrchol ui vždy existuje, neboť graf. G je souvisly. HranLL uiuy orientujeme z ui do tl1. Protože G
je hranově 2-souvisl , určitě existuje cesta u)I,,,tt)2)...),l!l: ui z w1 do ui, která neobsahuje hranu
Uiwt.

I'{echť uj : w- je první vrchol této cesty, kter nepat í do množiny M. Hrany cesty

1II,II2)...)w,-nyníorientujemeopětvesměruu)r,lJJrllpror:7,2,...,ffi-I.
I\yní potrebujeme ukázat,, že mr].žeme rozší it množinu M o vrcholy u)1_,1I2). . . ,1w-, tedy, že

každr vrchol množiny M je dosažitelny zkaždého z vrcholri u)1_,,lt)2)...)ItJm d naopak, a že vŠechny

dvojice vrchol u)r, ,ll)s jsou navzájem dosažitelné.
ProtoŽevrcholtl-:uijedosažite1nyzkaŽdéhovrcholutl,,1<T<

11)r,,,Il)r+I,. . .w-) a všechny vrcholy množiny M jsou dosažitelné zkaždého vrcholu z m,, tedy i z vr-
cholu u7, jsou všechny vrcholy z M dosažitelné zkaždého z vrcholu tr.,1 ,,l]J2,...,wm.

l{aopak, vrchol ui:e dosažiteln z každého vrcholu z M akaždy z vrcholri u)L,,,lDz,...,u* je

dosažiteln,r z ui po cestě ?Ji,IJJI,1lJ2,...,,wr a tedy jekaždy u, dosažitelnl ze všech vrcholri množiny
M.Protože současně jekaždy vrchol z M dosažitelnr ize všech vrcholri u)s, s < m)je vrchol tl,
pro r { s dosažítelny z ?JJ s.

Vrcholw,jedosažite1nyzwrPocestě1JJrl11)r*I)...1w,,je-Iír<
množinu M o vrcholy u)1,,,lt)2).. .)11)m d všechny hrany mezi vrcholy této množiny, které dosud
nemají určenu orientaci, mhžeme orientovat libovolně.

Je-linyníM:V(G),jedrikazukončen,vopačnémprípaděopětvyberemevrcholzV-Ma
opakujeme cel postup tak dlouho, dokud do množiny M nepat í všechny vrcholy grafu G. t]

tr vét" ,L4
Kažď r 2-souvisly graf. je silně orientovateln; .
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12.1 Trrrnaje

V této sekci se budeme zabyvat typem grafri, kter; mrižeme použít nap íklad pro repr ezentaci
situace na soutěžích a turnajích.

hran

tr
Turnaj
uu ) uu.

Definice L2.Ig
je orientovany graf, ve kterém pro každou dvojici vrcholri u, u existuje právě jedna z

Věta I2.5

turnaj právě tehdy, když jeho symetrizace U(D) je ťrplny graí.

Situaci, Že druŽstvo u zvítézl\o nad družstvem u reprezentujeme orientovanou hran ov u,u.

Definice t2.2O

Turnaj nazyváme acyklickym, neobsahuje-li žádny orientovany cyklus.

Definice L2.2I
Turnaj nazYvámetranzítivním, jestliže z existence hran uu auw vyplyvá existencehrany uu.

Vlastnost acYkliČnost a tranzitivnost u turnaj jsou ekvivalentní, což vyjad uje následující

Věta 12.6

aj D je tranzítivní právě tehdy, když je acyklick; .

D kaz: P edPokládejme, že gtaf D j" acyklickli a uu a uw jsou jeho libovolné hrany. protože graf
D je acYklick;f, nem Že obsahovat hranu wu,, neboť tato by spolu s hranami uu a uw tvoŤila cyklus.
Proto v grafu D existuje hrana uu a graf D je tranzitivní (obrázek 12.4, kde p eškrtnutí hrany
znamená, že takto hrana nem že byt orientovaná).

Pro opačnou implikaci použijeme drikaz sporem.
P edPokládejme, že grafD je tranzitivnía současně obsahuje orientovan;f cyklus ,uI,u2,, . . . ,uk,,,l)I.

Z tranzítivitY grafu D vyplyvá, že hrana upg patŤí do množiny orientovanych hran A(D). potom
ale z existence hran ulug o" agu4 vlpI rvá,, že také up4 A(D) (obrázek I2.5).

V této (tvaze Pokračujeme, až dospějeme k závéru, že z existence hran atuk_t a u1r_lu1, vyplyvá,
Že také hrana ululx e A(D), což je spor. 1\a začátku jsme p edpokládali, že graf obsahuje cyklus

tr
věta.

tr
Turn

!,utl,u2l . . . ,,IJk, o1. Tedy graf D je acyklick; .
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Obrázek I2.4: Acykličnost a tranzitivnost turnaje

Obrázek t2.5: Acykličnost a tranzítivnost turnaje - existence hrany ulu4

Věta I2.7

Pro každé p irozené číslo n existuje jediny tranzitivní turnaj na n vrcholech (až na izomorfizmtrs).

tr
Věta 12.8

Každy turnaj obsahuje orientovanou hamiltonovskou cestu.

Drikaz: Danl drikaz provedeme sporem.

Budeme p edpokládat, že nejdelší cesta v turnaji D na n vrcholech má délku k < n- l a
jsou vrcholy této cesty označeny u0,lJL,.. . ,uk.

Protože k <n - 1, existuje nejméně jeden vrchol u,ktery neleží na této cestě. Graf D je však
turnaj, a proto vrchol u musí byt sousední se všemi vrcholy uo,ul)...,up. Hrana mezi vrcholy u
& t;9 ITIllsí b t právě ugu, neboť v opačném p ípadě by v grafu D existovala cestá,tt",,ug,,l)I,...,uk

délky k+I, cožje spor s tím, že maximální délka cesty v grafu D j" podle našeho p edpokladu k.

Podobně nemtiže v grafu D existovat hranl. uu1, neboť potom by graf D obsahoval opět cestu
,uo,uI)...1,I)i_I,,u,u,i,...,uk délky k+7. Takpo i*l krocích ukážeme,žev grafu D nemÍňeexistovat
hranauui,neboťpotombygrafDobsahovalopětcestuuO,,l)I)...,1,IJi_1l?tr,ui,...,,?Jkdélkyk+t.

Protože však z toho plyne, že graf D obsahuje (pro i, : k) hranu upu, dostáváme spor, neboť
jsme v grafu D nalezli cestu ,l)o,,l)7)...J,l)k,,ll délky k+I, což je spor s naším p edpokladem, že

nejdelší cesta obsahuje k+I ( n vrchol , a tedy graf. D obsahuje hamiltonovskou cestu. t]

tr
nechť
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tr
TotáIn

I2.2 Sítě

Jedním z P Íklad využití teorie grafii v praxi, které jsme uvedli, je ridržba sjízdnosti komunikací.
Potrebujeme určit m zprisobem vyjádrit nap . náročnost ťrdržby p íslušné komunikace. K tomu nám
v teorii grafii bude sloužit ohodnocení hran grafu, kde danou náročnost bude právě vyjad ovat dané
ohodnocení. V teorii grafii mrižeme použit i ohodnocení vrcholri.

Definice 12.22

Hranově ohodnocené orientované grafy jsou orientované grafy, ve kterych je každé hraně p i azeno
reálné číslo.

Definice L2.23

Vrcholově ohodnocené jsou grafy, kde je určité reálné číslo p i azeno každému vrcholu daného grafu.

Definice 12.24

ě ohodnocené grafy jsou grafy, které jsou jak hranově, také vrcholově ohodnocené.

GrafY, kterYmi jsme se zabyvali doposud, m žeme považovat za speciální prípad ohodnocenych
grafri, kde ohodnocení každé hrany i vrcholu je rovno jedné.

Definice L2.25

SÍť je hranově ohodnoceny graf IY, jehož vrcholov á množina V (IV) se skládá ze tíí disjunktních
Podmnožin: množiny zdroj.,S, množiny ustí 7 a množiny prrichozích vrcholri X.

Prokaždyvrchol s ,Splatí i,deg(s):0. Pro každr vrchol t eT platí odeg(t) _ 0. To znamená,
Že Pro lr ždy vrchol pat ící do množíny zdrojri platí, že hrany z daného vrcholu ,,vystupují" a pro
každy vrchol pat ící do množiny ustí hrany pouze ,,vstupují'',

tr Definice 12.26

KaPacitou hrany a nazyváme ohodnocení každé této hrany, vždy jde o kladné reálné číslo.

Kapacitu hrany budeme označovat c(a).
Totálně ohodnocené grafy Ize snadno transformovat na hranově ohodnocené. Hranově ohodno-

cené jsou z hlediska tvorby algoritm htedání optimálních tokri v sítích vyhodnější.
Dany p evod provedeme tak, že každ, vrchol o sítě .^/ m žeme nahradit dvojicí vrcholri ul a

o-, sPojen;ich hranou u-u*, pričemž všechny hrany vstupující do privodního vrcholu u, bud,ou nyní
vstuPovat do vrcholu o-, a všechny hrany vystupující z p vodního vrcholu u budou nyní vystupovat

tr
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z vrcholu u-. Ohodnocení vrcholu,u se pak stane kapacitou nové hrany u-u*.
V teorii grafii je vyhodné, aby kapacity hran byly celočíselné a množiny zdroj u stí byly

jednoprvkové.

Teorie tokri patrí k často aplikovan;fm oblastem. Pomocí tok v sítích mrižeme modelovat velké

množství praktick; ch situací, ťrloh. Dále proto definujeme tok v síti.

tr D"fr"k" rLT?
Tok v síti l je celočíselná funkce / definovaná na množině hran Á(lr), splňující následující podmínky
(X j" množina prrichozích vrchol )

1. 0 < /(a) < c(a) pro všechTly a A,

2. í- (r) - í+ (u) pro všechny u X,

3. í- (t): .f+(r),

kde funkce í- (r) j. definována jako součet í("r) p es všechny hrany vstupující do vrcholu t,,

je definována jakou součet í(uu) p es všechny hrany vystupující z vrcholu o.
í+ (r)

tr
Hodnota toku f (a) vyjad uje množství produktu, které za časovou jednotku proteče hranou a.

První podmínka nám ííká, že za časovou jednotku hranou a m: :že protéci nejvíce tolik produktu,
jaká je její kapacita. Druhá podmínka stanovuj e, že množství pritékajícího produktu se musí rovnat

množství produktu odtékajícího. Poslední podmínka ííká, že do stí p iteče tolik produktu, ko}ik

ho odteklo ze zdroje.
Je-li Z ||bovolná podmnožina Y(N), potom symbolem Z označíme její doptněk vzhledem

k množině I/(.^r), tedy množinu Y(lr) - Z.

tr D"fi"t"" 1128
stane

tr
u
Z.

Z, u e Z, jejímž vynecháním se ťrstí úŘ.""* K v síti lí nazveme množinu
nedosažitelnym ze zdroje s, p ičemž s

hran uu,

e Z at e

Definice , L2.29

K nazveme součet kapacit všech hran obsažen ch v íezu K.Kapacitou ezu

Kapacitu Ťezl budeme označovat cap(K).
Určitě si p edstavíme, že pokud budeme mít potrubí, kterym proudí nějaká kapalina, budeme

omezeni kapacitou daného potrubí, kapacitou hrany.

tr
Pro

Věta I2.9

libovoln tok / a libovolny íez 1í v síti i platí ual(f) < cap(K).

-i.E
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tr
Tok

Definice 12.30

f* nazveme největší, platí-Ií ual(f x) > ual(f) pro každ tok / ,, N.

tr
Řez Ř

Definice L2.3L

nazveme nejmenším, jestliže pro každy ez K v síti .n/ plati cap(fr) < cap(K).

tr
Y každ

Věta l2.IO
é síti je hodnota největšího toku rovna kapacitě nejmenšího ezu.

Je zŤejmé, že žádn, tok, kde je splněna podmínka 0 š í(") < 
"(a) 

pro všechny hrany a e A,
nemriŽe b;ft větŠÍ nežkapacita kteréhokoliv Ťezu oddělujícího zdroj a ristí. Y.lrznamna1ezení ezu
s nejmenŠÍ kaPacitou vyplyvá z faktu, že nejmenší kapacita ezu oddělujícího zdroj a ristí je rovna
velikosti největšího toku od zdroje k ristí.

ÚtorrY o tocích lze rešit i v neorientovanych grafech. Směr toku neorientovanou hranou je li_
bovolnY, ale musíme ho určit. Jednou z možností je nahradit orientovanou hranu dvojicí opačně
orientovan;ich hran.

Príkladem aPlikace tokri v sítích mriže byt propustnost silniční sítě mezi dvěma místy. I\a rilohu
o tocích sítÍlzepŤevézt i lohy o párování v bipartitních grafech. Více je možno se dočíst " [3].

Ne ešené p íklady
Definujte Pro orientované grafy další pojmy, kteró jsme definovali pro neorientované grafy:
Podgraf, faktor, indukovan; podgraf, vnější a vnit ní stupňová posloupnost orientovaného
grafu. [4]

2. Definujte incidenČní matici a matici sousednosti orientovaného grafu. V čem se liší od těchto
matic pro neorientované grafy? [4]

3. Nechť D j" orientovany graf, neobsahující žádny orientovan; cyklus. Ukažte, že potom
ó+(o; - 6.

4. Odvoďte a dokaŽte nutnou a postačující podmínku pro existenci uzavíertého orientovaného
tahu v orientovaném grafu D.

5. Určete, zda je graf, z obrázku 12.6 silně souvisly.
6. V grafu na obrázku 12.6 stanovte silně souvislé komponenty.
7. V grafu 12.6 zméňte orientaci jediné hrany tak, abychom získali silně souvisly graf. Které

hrany je v hodné zkoumat?

8. Určete, zda graf na obrázku I23 je silně souvisly.
9. l{echť G je konečny orientovan graf, v némž platí ó+(rr) ) 0 pro každ ,jeho vrchol u. Dokažte,

že G obsahuje alespoň jeden cyklus.

E
1.
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Obrázek 12.6: Vyšet ení silné souvislosti

Obrázek l2.7: Vyšet ení silné souvislosti

10.I\echťvkonečnémorientovanémgrafuGplatíó+(")>
jeho vrchol u. Je možné tvrdit, žel<aždym vrcholem pak prochází nějak;i cyklus orientovanóho
grafu G?



m13
Grafové algoritmy

V této kapitole popíšeme některé grafové algoritmy.

13.1 Nalezení minimální kostry grafu

Problém nalezení minimální kostry si ukážem e na ttloze t;íkající se udržování sjízdnosti komunikací
v situaci sněhové kalamity. [8]

P edstavme si, Že je hlášeno silné sněžení v oblasti Severní Moravy. Očekává se, že během krátké
dobY naPadne několik desítek centimetrri nového sněhu. Silničári se budou snažit, aby udrželi hlavní
tahY sjízdné a aby udrželi dostupnost jednotliv;fch měst a obcí. Je zreim é, že v období velké sněhové
kalamitY se nemriže poda it udržet sjízdné všechny silnice. Bude rozhodnuto,, že se budou udržovat
alesPoň silnice uvedené v krizovém plánu, aby žáďná obec nezristala od íznuta od světa. I\ebudou
tedY sjízdné vŠechny cesty. Do některych částí, obcí se bude muset jezdit oklikou. Krizov , plán musí
b; t vYPracován a znám dop edu, aby jej měla k dispozici rychlá záchranná služba, hasiči, policie a
další instituce.

Pro vYPracování plánu idržby silnic budeme pot ebovat ridaje od silničá , mapu obcí a silnic,
které jsou v zimním období udržované. Úau;" o nákladech na držbu každ,é silnice. Musíme si
uvědomit, Že náklady nemusí vždy odpovídat délce. Je vhodné každ,é silnici p i adit nap íklad
obtížnost v rozsahu od 1 do 10.

Pro krizov plán tedy vybereme pouze některé tak, aby všechny obce byly dostupné a součet
náklad na udržování vybranych silnic byl co nejmenší.

V grafové interpretaci budou p edstavovat města, obce a driležit é k ižovatky vrcholy a silnice
hrany grafu. ilTáklady na ridržbu vyjád íme ohodnocením hran čísly I až 70.

Vybereme si určitou část izemí. Mapu dané oblasti vidíme na obrázku 13.1.
Grafová interpretace je na obrázku 13.2.

DanY graf je jednoduchy neorientovan s celočíseln; m ohodnocením. Musíme upozornit, že
některé vrcholy v grafu odpovída jí kílžovatkám. Ohodnocení grafu neodpovídá vzďálenosti, ale
p edpokládejme, že náročnosti ridržby dané komunikace.

V;fsledkem bude graf, kter;i bude mít stejn; počet vrcholri., bude souvisly, acyklick; , což zna-

105
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mená, Že nebudou v grafu existovat dvě rrizné cesty mezi dvěma vrcholy a také dan; graf bude s
minimálním ohodnocením. Daná riloha se nazyvá riloha nalezení minimální kostry grafu.

Kostra vždy u souvislého grafu existuje a má n - ! hran.
J. P. Kruskal vypracoval tri postupy pro hledání minimální kostry. Své qfsledky publikoval

V roce 1956. R,. C. Prim vypracoval podobny atgoritmus pro hledání minimální kostry. Svou práci
Publikoval v roce 1957. Dané algoritmy se nazyvají Kruskalriv algoritmus a Primriv algoritmus.

Brněnsky matematik Otakar Bor vka rešil otázkl optimální vystavby elektrické sítě. Jeho algo_
ritmus Pochází z roku 1926. O. Bor vka jej však neformuloval jako lohu teorie grafii, ale v jazykl
matic. Kruskal na jeho práci navazoval. Jeho postup vylepšil roku lg2g Vojtěch Jarník. l\ezávisle
na něm ke stejn; m vysledkrim dospěl později prim a také Dijkstra.

Jeden z algoritmri si vybereme, a to primriv algoritmus.
Uvedeme zde zjeďnoduŠeny popis algoritmu. Minimální kostru grafu vytvo íme v několika

krocích. P edPokládáme, že gtafje konečny a souvisl; , tj . má minimální kostru. Začneme od, grafu,
kterY neobsahuje Žádnou hranu. ZvolÍme si libovolny vrchol jako vychozí,,část grafu". obsahuje_li
náŠ graf o jednu hranu méně než je vrcholri, skončíme. Našli jsme minimální kostru grafu. Jinak
ke grafu P idáme další hranu tak, by vedla z jlž získaného grafu do nového vrcholu, ktery jsme do
daného grafu jeŠtě nezahrnuli. Ze všech hran vybereme takovou, která má co nejmenší ohodnocení,
a Znovu zkontrolujeme, zdalí počet hran je o jednu menší než je počet vrcholri. Pokud ano, skončíme
a naŠli jsme hledanou kostru. Pokud ne, pokračujeme tak, že opět pridáme hranu tak, aby vedla
z jlŽ získaného grafu do nového vrcholu, ktery tam ještě nepat í, s nejnižším ohodnocením. Tyto
kroky opakujeme, dokud počet vrchol není o jeden větší než počet hran.

Vraťme se k naŠemu p íkladu. I\a obrázku 13.3 vidíme, že byla k lesu p idána hran a 26 s ohod_
nocením 1.

V dalŠÍm kroku algoritmu byla p idána hrana 27 s ohodnocením 2, jakvidíme na obrázku 13.4.
V dalŠÍm kroku byla p idána hrana 78 s ohodnocením 2, situace je na obrázku 13.5.
Takto bYchom pokraČovali tak dlouho, dokud počet hran by nebyl o jednu menší, než je počet

vrcholri.
V; slednli graf, ktery je kostrou, najdeme na obrázku 13.6.
Stejn;Ím zPrisobem m žeme najít minimální silniční síť pro cely region, kraj, komunikace ve měs_

tech aPod. Hotov r krízovy plán pro držbu silnic by měli znát silničári, rychlá záchranná služba,
hasiČi, Policie, doPravní podniky a v p ípadě nutnosti by měly informace padnout i ve sdělovacích
prost edcích.

Oba algoritmY dávají stejné v;fsledky (až na prípadné zámény hran stejného ohodnocení).
V; sledek je někdY P izprisoben dalším faktor .m, nap íklad, že p ednost dostanou cesty do větších
měst. Existují algoritmy pro nalezení k nejmenších koster, cožje stožitější problém a tady se mu
nebudeme věnovat.

I3.2 Prohledávání grafu

DalŠÍmi algoritmY, kterymi se budeme zabyvat, se tykají prohle ďávání grafu, což patŤí v teorii graf
mezi Často eŠené Problémy. Prohledáváním grafu rozumíme systematick;f postup, kter umožňuje
ešit některé (nebo všechny) následující rilohy:
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Obrázek 13.3: Primriv algoritmus * krok 1

K1 Orrdrejovice

Obrázek I3.4: Primriv algoritmus - krok 2
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Starti Ves n. O,

Fr r_lek ]\iístek

clrlebovice

Kl C)urlrci<lvice

Obrázek 13.5: Prim v algoritmus - krok 3

1. Zjišténí, zda je vrchol dostupn;i z daného vrcholu.

2. ]Valezení množiny všech vrcholri dostupn;i ch z d,aného vrcholu.

3, I\alezení jakékoliv cesty z jednoho vrcholu do vrcholu jiného, pokud tedy existuje.

4, I\alezení cestY z vrcholu do všech vrcholri, které jsou z něj dostupné.

5, Pro vŠechnY vrcholY, které jsou dostupné z vrcholu, provést určitou operaci, a to na základělokálních vlastností grafu, tj. s využitímpouze okolí jednotliv ch vrcholri.

Uvedeme zde trí zprisoby prohledávání, a to:

l. značkování,

2. hledání do hloubky,

3. hledání do šírky.

Dané algoritmy uvedeme pro grafy, které budou orientované.
ZnaČkování vrchol znamená, že vrcholrim grafu postupně prirazujeme značk y. Označkujeme_li

vrchol, znamená to, Že do něj vede cesta z d,aného ví,chozího vrcholu.
l{Yní PoPÍŠeme algoritmus značkování. První krok je takov , že ozrtačkujeme vrchol r, ostatní

vrcholY jsou beze znaČek, Poté provedeme v běr hrany. Vybereme libovolnou hranu e, jejížpočáteční
vrchol má znaČku a koncovY vrchol nikoliv. Jestliže taková hrana neexistuje, algoritmus končí. I\yní

Ostlavir

Prí}lor

Bnršperk

katerinicel

Krruelín
itr

i x,) pl,i6,nitr

Trnávh 
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Krrrrelín j

katerinice
:t

cirlebovice

K1 Ondrejovice

Obrázek 13.6: Primriv algoritmus - v;fsledek

provedeme značkování, tedy označkujeme koncovy vrchol hrany e a pokračujeme dále krokem, ktery
naz rváme v běr hrany.

tr
V;ipočet algoritmu značkování vrcholri grafu s 7?. vrcholy skončí nejq še po n- 1 opakováních krokri
v běr hrany a a značkování. Po ukončení vlipočtu budou označkovány právě ty vrcholy, do níchž
existuje orientovaná cesta z vrcholu r.

P i loze hledání cest je často t eba nejen zjistit existenci cesty, ale navíc tuto cestu sestrojit.
Pro tento ričel lze značkovací algoritmus upravit: Každému vrcholu u, kter je v daném kroku
značkován, p i adíme navíc hodnotu Odkud(u) - e, kde e je hrana vybraná v kroku vyběr hrany.

Je-li označkován vrchol u, kter r je rizny od vrcholu r, pak hodnota Odkud(u) je jménem
poslední hrany v (některé) cestě vedoucí z vrcholu r do vrcholu ,r.,.

Cestu z vrcholu u rtruného od vrcholu r lze po skončení značkovacího algoritmu snadno nalézt
zpétnym postupem pomocí hodnot Odkud: hodnota Odkud(u) je poslední hranou v hledané cestě.
Označme w počáteční vrchol hrany Odkud(u). Je-li vrchol w r zny od vrcholu r, pak hodnota
Odkud(w) je predposlední hranou v cestě z vrcholu r do vrcholu o, atd.

Zajímá-Ii nás pol7ze cesta z daného vrcholu r do daného vrcholu s, mrižeme samoz ejmě ukončit
vypočet značkovacího algoritmu ihned po označkování vrcholu s.

i\yní si popíšeme prohledávání do ší ky.

Ostrar,a

Pi,ílxlr

-
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V Prohledávání grafu do ŠÍ ky použijeme značkování vrcholri. Nejd íve označkujeme vrch oI r,
Pak vŠechnY jeho sousedY, Pak všechny dosud neoznačkované sousedy těchto sousedri atd. Nejd í eži_
tějŠÍ vlastností metodY je,, Že pomocí tohoto algoritmu hledáme nejkratší cestu, tj. cestu s nejmenším
PoČtem hran, VstuPem daného grafu je orientovany graf G a jeho vrchol r a v; stupem neboli ťrkolemje najít vŠechnY vrcholy, do nichŽ vede orientovaná cesta z vrcholu r a do každého z nichnajít cestuo nejmenším počtu hran.

VŠechnY vrcholY, do nichŽ bude nalezena cesta, budou označkov árry a budou jim prira zenyhodnotY odkud a Vzdalenost.IJ proměnnych nebudeme používat diakritiku. Dále použijeme seznamFronta obsahující tY vrcholy, které jlž byly označkovány, ale z níchžjsme ještě nezkoumali možnostidalšího postupu.
I\yní si popíšeme jednotlivé kroky algoritmu formálněji.
Algoritmus prohled,ávání grafu do šírky.

1, Inicializace: oznaČkujeme vrchol r, ostatní vrcholy jsou bez značek. },Iyní Vzd,alenost(r) _ 0 aseznam Fronta obsahuje jedin; vrchol r.

2. Test ukončení: Je-li seznam Fronta prázdny, vypočet ukonči.

3, Volba vrcholu: Ze začátku seznamu Fronta odebereme vrchol a označíme jej u.

4' PostuP do ŠÍrkY: Pro každého následníka tl vrcholu o, kter y neníoznačkován, provedeme tytooperace: Označkujeme vrchoI u, Odkud(w) : hrana vedoucí z u do w,
Vzdalenost(w) - Vzdalenost(u) * 1, vrchol ru p ipíšeme na konec seznamu Fronta. pro zpra_cování všech následníkri pokračujeme podle kroku 2.

Pro hledání do ŠÍ kY je Podstatné, že ze seztaml Fronta odebírám e vždy ten vrchol, kter;í jev něm nejdéle, Právě taková datová struktura byvá označována termínem fronta.

tr \"," ""Algoritmus skonČÍ Práci Po konečném počtu krok , Po zastavení jsou označkovány právě ty vrcholy,do nichŽ vede orientovaná cesta z vrcholu r. Je-li označkován vrcho I u r zny od vrcholu r, pakOdkud(u) je Poslední hranou v nejkratší cestě z vrcholu r do vrcholu tl a Vzd,alenost(u)je délka (tj.počet hran) této nejkratší cesty.

tr
lj[': \1:j!=u':no',_ !':: je označkován, je zaíazen do seznamu Fronta a poté, co je odtudodebrán, nem Že do něj bYt znovu zaŤazen, neboť je již označkován. proto kroky 2 až 4 mohoub; t ProvedenY nejvYŠe tolikrát, kolik je vrchol v množině vrcholri, a algoritmus se tedy zastaví.ZbYvající Část větY vYPlYvá z faktu, že algoritmus označkuje nejprve všechny vrcholy ve vzdálenosti
1 od r, pak všechny vrcholy ve vzd,álenosti 2 atd,. 

J '- -^---J Ý v Y aual\ 
DDalŠÍ algoritmus, ktery si popíšeme, bude prohledávání grafu do hloubky.

VstuPem algoritmu Prohle d,ávání grafu do hloubky bude orientovanli graf G a jeho vrchol r.úkol"* bude znovu najít všechny vrcholy, do nichž vede orientovaná cesta z vrcholu r. pomocnou
Proměnnou bude Seznam Trasa obsahujíc Í vždy posloupnost hran tvo ících cestu z vychozího vrcholu
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r do právě zkoumaného vrcholu u. Kromě toho budeme vrcholy, do nichž byta nalezena cesta,
značkovat podobně jako v p edešlém algoritmu.

Algoritmus prohledávání grafu do hloubky

1. Inicializace: u:TlTTasa:0, označkujeme vrchol r, ostatní vrcholy jsou bez značek.

2. Volba hrany e: Yezmeme některou dosud nepoužitou hrant e začínající ve vrcholu o a po-
kračujeme podle kroku 3. Pokud taková hrana neexistuje, pokračujeme podle kroku 5.

3. Test vhodnosti hrany e: Označífle w koncovy vrchol hrany e. Je-li vrchol w označkován, po-
kračujeme podle kroku 2, v opačném prípadě pod}e kroku 4.

4. Postup do hloubky: Hranu e p ipíšeme na konec seznamu Trasa, dosadíme u: u a označku-
jeme vrchol u. Pokračujeme krokem 2.

5. lttrávrat z vrcholu o: Je-li seznam Trasa neprázdny, odebereme z jeho konce hranu e a její
počáteční vrchol označíme o. Pokračujeme podle kroku 3. Je-li seznam Trasa prázdny, qipočet
končí.

Pro algoritmus je podstatné, že ze seznamu
p idáváme, odebíráme tedy vždy hranu, která je
tura je označována jako zásobník.

Trasa hrany odebíráme na témže konci, jako
v seznamu nejkratší dobu. Tato datová struk-

Věta 13.3

Algoritmus hledání do hloubky skončí práci po konečném počtu krok . Po jeho zastavení
označkovány právě ty vrcholy, do nichž vede z vrcholu r orientovaná cesta.

JSou

tr
Orientovaná cesta z vrcholu r do vrcholu u je obsažena v seznamu Trasa vždy ve chvíli, kdy je

vrchol u značkován. Obsah seznarnu Trasa se však během v;ípočtu mění. Požadujeme-li zachovaní
informací o nalezenych cestách i po ukončení vl počtri, Ize algoritmus doplnit o vytvárení hodnot
Odkud. Po provedení této írpravy je seznamTrasa'zbytečny, neboť v kroku 5lze k návratu z vrcholu
u polžít hodnotu Odkud(u).

Pro hledání do hloubky v neorientovanych grafech bychom upravili krok 2, v němž volíme
libovolnou dosud nepoužitou hranu, jejížjeden koncov vrchol je ,u. Další možností je p evod daného
grafu na symetrick;f orientovany graf, kde každá hrana privodního grafu je nahrazena dvojicí opačně
orientovan;fch hran, a potom bychom nemuseli na algoritmu nic upravovat.

Metoda prohledávání do hloubky j" základem poměrně obecné metody ešení kombinatorickych
loh (tzv. backtrackingu). Metodu lzepollžít v těch p ípadech, kdy ešení rilohy mrižeme považovat

za konečnou posloupnost omezené déIky, p ičemž každ r prvek posloupnosti musí byt vybrán z p edem
dané konečné množiny. Všech posloupností je tedy konečně mnoho. I\ěkteré posloupnosti pokládáme
zatzv. p ípustná ešení. Úkol"- je najít nějaké p ípustné ešení, pop .takové p ípustné ešení, pro
které p edem daná, tzv. ičelová funkce, nab vá minima nebo maxima. Množinu všech posloupností
pokládejme za vrcholy orientovaného grafu. Následníky posloupnosti (vrcholu) jsou všechna její
prodloužení o jeden prvek. Tento graf nazyváme stromem ešení. Každy vrchol je v něm dostupny
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z Prázdné PoslouPnosti Po jediné cestě. I\ejjednodušší verze backtrackingu spočívá v prohled ávání
stromu eŠení do hloubkY, pričemž evidujeme vždy nejlepší dosud nalezené p ípustné rešení. Má
smYsl ProdluŽovat jen ty posloupnosti, u nichž je naděje, že mohou bl t prodlouženy na prípustné
eŠenÍ, Pokud jsme tedY schopni s jistotou určit, že žádné prodloužení nějaké posloupnosti není

P ÍPustné, mriŽeme uŠet it čas tím, že prohle d,ávání p íslušného podstromu p eskočíme.

trffi
UkáŽeme si Prohledávání grafu do šírky na orientovaném grafu, jehož diagram je na obrázku t3.7 .

Obrázek 73.7: Graf - prohledávání do ší ky

Za vYchozí vrchol vezmeme 1, Silně jsou vyt ažené hrany, které jsou po skončení algoritmu
obsaŽenY v hodnot ách Odkud a které vytvárejí systém nejkratších cest do všech dostupnych vrcholri.
VrcholY bYlY znaČkovány v poradí I,2,3,5,8,7,4,g,70,11. Vrchol 6 nebyl označkován, neboť není
dostupny po orientované cestě z vrcholu 1.

Dále si ukáŽeme Prohled ávání grafu do hloubky na orientovaném grafu. Graf s vl sledkem k
prohledávání do hloubky je na obrázku 13.8.

Silně jsou vYznaČeny hrany, které byly použity k postupu do hloubky. V kroku 2 jsme p itom
volili hranY vvcházející z vrcholu u vždy v po adí, ve kterém jsou uvedeny v seznamu hran E(G).
Vrcholy byly značkovány v po adí: L,2,3,7,,70,8,9, 17,,5,4.

113
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Obrázek 13.8: Graf - prohledávání do hloubky
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