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Osnova

1 Matice — zakladni pojmy (definice, typ matice, radkové a sloupcové vektory)
2 Druhy matic - nulova matice,

jednotkova matice,

transponovana matice,

ctvercova matice - regularni, singularni,
- trojuhelnikova matice.
3 Zakladni maticové operace — rovnost matic,
- soucet matic,
- realny nasobek matice,
- soucin matic.
4 Determinant
5 Inverzni matice
6 Hodnost matice
7 Soustava linearnich rovnic




1 Matice — zakladni pojmy

Definice 1.1:
Schéma m.n redlnych (komplexnich) Cisel
dyp dp ay,
ay Ay dy,
A= ; ; nazyvame matici A typu (m, n).
a,, a,, .. a,, )

Poznamky:

1. Cisla a; jsou prvky matice. Pritom a;znaci prvek, ktery lezi' v i-tém radku a
J-tém sloupci matice A. Index i se proto nazyva radkovy index prvku a; a j
sloupcovy index prvku a;;.

2. Je-lim = n, pak matici A nazyvdme ctvercovou matici radu n.

3. Je-li A matice Fddu n, pak aritmeticky vektor (a,,, a,, a,.) se nazyva jeji hlavni
diagondla a aritmeticky vektor (a,,, a, , , ..., a,,;) jeji vedlejsi diagondla.

4. Kazdy z m radki matice A mizZeme chdpat jako n-rozmérny aritmeticky vektor,
kaZzdy z n sloupci miuZzeme chdpat jako m-rozmérny aritmeticky vektor.

5. Matice budeme oznacovat velkymi pismeny A, B, ... nebo (a;).




2 Druhy matic

» Nulovd matice 0 je matice, jejiz vSechny prvky jsou rovny nule.

» Jednotkovd matice E je ¢tvercovd matice radu n, jejiz vSechny prvky v hlavni
diagonale se rovnaji 1 (a; = 1) a ostatni prvky jsou rovny 0 (a;= 0 pro i # j).

I 0 O
E= [0 1 0} - jednotkova matice 3. radu.
0 0 1

> Matici transponovanou AT k matici A typu (m, n) rozumime matici typu (n, m),
kterou ziskdme z matice A vyménou radkul za sloupce.

» Matice A se nazyva symetrickd, plati-li A = A", Je to tedy ¢tvercovd matice, jejiz
prvky symetricky umisténé vzhledem k hlavni diagonale jsou stejné.

» Matice A typu (m, n), ktera ma pod, resp. nad diagonalnimi prvky a.samé
nuly, takze a;;= 0 pro i > j, resp. i <}, se nazyva trojuhelnikova.




3 Zakladni operace s maticemi

3.1 Rovnost matic

Definice 3.1

Dvé matice A, B stejného typu (m, n) povazujeme za sobé rovné a piSeme A = B,
maji-li vSechny odpovidajici prvky stejné, tj. a; = b;;, pro vsechna i =1, ..., m,
j=1,..,n.




3.2 Soucet matic

Definice 3.2

Necht matice A = (a;), B = (b;), jsou téhoZ typu (m, n). Pak jejich souctem
rozumime matici C= A + B, kde C;=a;+ bij provsechnai=1,...,m,j=1,...,n.

3.3 Nasobeni matic realnym cislem

Definice 3.3

Soucinem matice A = (a;) typu (m, n) a realného cisla k nazyvame matici
B=k.A, kde bij= kaijpro vsechnai=1,..,m,j=1,..,n.




Pravidla pro scitani matic a nasobeni matice realnym cislem:

Komutativni zakony

A+B=B+A, k.A=Ak, k€ER.
* Asociativni zakony
(A+B)+C=A+(B+C), k.(l.LA) = (k.1).A, k, | €R.
* Distributivni zakony
k.(A+B)=k.A+k.B, (k+1)A=kA+1LA k | €ER.

Existence nulové matice

Existuje takova matice O, ze pro kazdou matici A plati:
A+0=A.

Existence opacné matice

Ke kazdé matici A existuje takova matice -A, ze
A+ (-A) =0.

Pozn.: Z uvedeného vyplyva, Zze mnozina vSech matic typu (m, n) tvofi vzhledem k
operacim scitani matic a nasobeni matice realnym cislem vektorovy prostor.




3.4 Soucin matic

Definice 3.4

Necht A = (a;) je matici typu (m, n) a B = (b, ) je matice typu (n, p).
Soucinem matic A.B (v tomto poradi) je matice C=A.B = (¢, ) typu (m, p), kde

Ci = ajn=2'1,.j. = Qi;.b + 0,0y +...+0,.

b,




Pravidla pro nasobeni matic:

 Asociativni zakon

(A.B).C =A.(B.C).
* Distributivni zakony
(A+ B).C =A.C+ B.C (pro ndasobeni zprava),
C.(A+ B) =C.A + C.B (pro nasobeni zleva).

* Nasobeni jednotkovou matici E

A.E = E.A = A pro kazdou ctvercovou matici A r7adu n.

 Nasobeni nulovou matici 0
A0=0A=0.

e Je-li A.B =0, pak nemusi byt ani A = 0, ani B = 0.

* Obecné neplati komutativni zakon, tj. obecné A.B # B.A.

* Existuje-li sou¢in matic A.B, pak (A.B)T=BT. AT,




4 Determinanty

Definice 4.1:

Determinantem (radu n) ctvercové matice A radu n, jejimiz prvky a; jsou realna
(popf. komplexni) ¢isla, nazyvame Cislo, které znacime det A; |A| a definujeme
takto:

1.Je-lin=1, pakdet A=a,,.
2.Pron22je

dyy 4y .. 4y,
a a .. a L .
21 22 2 1+
det 4 = =3 (-1)"a, 4, =
J J
j=1
a,, a, .. 4a,.
a22 LN azn azl a23 LN ) a2n a21 LN ) az,n_l
— . . — . . — 1+n
_all . . a12 N . +..-+( 1)
an2 ann anl an3 ann anl an,n—l

kde matice Aj; vznikne z matice A vynechanim prvniho radku a j-tého sloupce.




4.1 Vypocet determinantu matice Aradun =2

Pri vypocCtu det A (n = 2) postupujeme tak, Zze od soulinu prvkd na hlavni
diagonale odecteme soucin prvku na vedlejsi diagonale:

a, dp

det 4 = =4, a, —a,a,

d, dy




4.2 Vypocet determinantu matice Aradun=3

A) Uzitim definice pro vypocet det A, kde A je fadu n 2 2:

detd =l|a, a, ay|= (_ 1)1+1 dyy 2 + (_ 1)1+2 dy, o + (_ 1)1+3a

= ap (a22a33 — dyds, ) —dp (a21a33 — dyds ) ta, (a21a32 — Ay ds, ) -

=a,1ay,05; Ta,a0y Taia,05, — (a11a23a3z tana,ay;s tasanasg, )

B) Pomoci tzv. Sarrusova pravidla:

Ay Ay 4y

a 3| =

as, 32 33

detd=l|a, a, a,|=a,a,a0y; *a,a,a, +a5a,a, _(anazsasz ta,a,as; +a13a22a31)-




4.2 VVypocet determinantu matice A vyssich radu

Véta (Laplaceliv rozvoj)

Pro ¢tvercovou matici A radu n plati:

det A = Z(- 1)"*]’ a,det4, - rozvoj determinantu podle i-tého radku,
j=1

det =7 (~1)"a,det 4, - rozvoj determinantu podle j-tého sloupce,
i=1

kde matice A; vznikne z matice A vynechanim i-teho radku a j-teho
sloupce.

Poznamky
1. Determinant matice A;nazyvame subdeterminantem vzhledem k prvku a;.

2. Soucin (-1)". det A;nazyvdme algebraickym dopliikem prvku a" a znaéime




4.2 Pomocné vety pro vypocet determinantu

Véta 4.2.1
Vymeénime-li ve ¢tvercové matici A navzajem dva radky (sloupce), pak pro takto
vzniklou matici B plati: det B = - det A.

Véta 4.2.2
Ma-li matice A dva radky (sloupce) stejné, pak det A =0.

Véta 4.2.3

Necht matice B vznikne tak, Ze k p-tému fadku (sloupci) étvercové matice A
radu n pricteme k nasobek, k € R, g-tého radku (sloupce), p # g.

Pak plati det A = det B.

Poznamka
Ctvercova matice Aradu n = 2, jejiz determinant det A # 0, se nazyva
regularni. V opacném pripade ji fikame singularni (det A = 0).




5 Inverzni matice

Definice 5.1

Inverzni matici k ctvercové matici A radu n rozumime takovou ctvercovou
matici A1 fadu n, pro kterou plati:

A.A1=A1 A=E, kdeE jejednotkova matice radu n.




6 Hodnost matice

Definice 6.1

Necht A = (a;) je matice typu (m, n). PovaZzujme fadky za aritmeticke vektory
vektorového prostoru V". Hodnost matice A je r (znac¢ime h(A) =r), existuje-li r
linearné nezavislych radku matice A a kazdych r+1 radku je linearné zavislych.

Poznamka
Hodnost matice A typu (m, n) bychom mohli definovat pomoci sloupcovych vektoru z
vektorového prostoru V™. Obé definice vedou k témuz vysledku h(A) =r.

Véta 6.1
Necht A je libovolna matice typu (m, n). Hodnost matice A se nezméni pri

kterékoliv z nasledujicich elementarnich uprav:

a) zdméné poradi radku (sloupct),

b) nasobeni jednotlivych radku (sloupcu) Cisly k, # 0,

c) pricteni k nékterému radku (sloupci) linedrni kombinace zbyvajicich radku
(sloupct),

d) vynechanim radku, ktery je linedrni kombinaci zbyvajicich radku.




7 Soustava linearnich rovnic

Mejme soustavu m linearnich rovnic o n neznamych xg, ..., x,, €R
A X +tapX,+...+a, X, = b, o
P S ey & vektor rozsirena
21 X1 T A Xy T - T A Xy = Dy vektor pravych matice
: : neznamych  stran soustavy
am1X1+am2X2+“'+aman= bm’ / /
. a a .. a a, a, .. a,lb
Oznaéme: 1 12 In X b, b
a a a — — _| 4y Ay a,, Dy
- g = 21 22 2n X = B = A ‘b —
matice : ' X, b,
SOUStavy an 4a,, .. a, Ay Gpoy o 4y, b3

Pak A.X=B je maticovy zdpis rovnice.

Je-li matice A regularni, pak ma soustava linearnich rovnic A.X = B prave
jedno reseni:

" (U rozsahlejSich soustav je vSak feSeni pomoci inverzni
X=4B matice narocné, proto Castéji vyuzivame tzv. Gaussovu
eliminacni metodu.)

Poznamka:
Jestlize b,=0prok=1, ..., m, pak soustavu (1) nazyvame soustavou homogennich
rovnic. Jestlize je alespon jedno b, # 0, hovofime o soustavé nehomogennich rovnic.




7.1 Gaussova eliminacni metoda reseni soustav linearnich rovnic
Predpokladejme, Ze matice A'|B’ vznikne z rozSifené matice soustavy A|B Upravami:

a) vyménou dvou radku,

b) vynasobenim radku Cislem rdznym od nuly,

c) vynechanim radkd se samymi nulami,

d) prictenim k-nasobku (k # 0) radku k jinému radku.

Pak soustavy A . X =B a A". X = B’ maji stejna reseni. Spravnost Uvahy vyplyva z toho,
ze kazdy radek rozsirené matice soustavy odpovida prislusné rovnici. Uvedené
Upravy mUzeme s rovnicemi provadét.

Upravy a) aZz d) neméni hodnost matice A ani matice A|B.
UZitim Uprav a) az d) budeme postupné upravovat rozsifenou matici soustavy
na trojuhelnikovy tvar tak, aby a; =0 proi > j.

Na takto upravenou soustavu rovnic poté aplikujeme Frobeniovu vetu:
1) Soustava AX = B ma fe$eni < h (A) =h (A|b) = k
2) Pokud k < n ...soustava ma nekonecné mnoho reseni.

Pokud k = n ....soustava ma prave jedno reseni.
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