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1Pocatky kvantové fyziky

Experimentalni kofeny kvantové mechaniky sahaji hluboko do XIX. stoleti. Studium rentge-
novych paprski, radioaktivity, katodovych paprski, tepelného zareni, fotoefektu a fady dalSich
jevi je mozné plnym pravem povazovat za zdroje kvantové teorie. Tato skutecnost se stavala ziej-
mou postupné, mnohdy az soubézné s rozvojem vlastni kvantové mechaniky. Ohromné tspéchy,
kterych dosahla klasicka fyzika (mechanika, elektrodynamika, elektromagneticka teorie svétla,
termodynamika a statistickd fyzika), vedly na pfelomu XIX. a XX. stoleti k presvédceni, ze
fyzikalni obraz je témér dokoncen. Existovaly jevy, které se stale nedaly objasnit, ale mezi fy-
ziky prevladalo presvédceni, ze je jenom otazkou casu, kdy tyto oblacky na zafivé modrém nebi
fyziky zmizi. Dnes pri pohledu zpét vidime, ze pravé v nich byl zarodek zcela nového pohledu
na svet.

Na cesté k soucasné kvantové teorii lze vystopovat dvé zékladni kiivolaké linie, které se
ptiblizovaly, vzdalovaly a jak dnes vidime, nékdy i protinaly, az se konec¢né spojily v jediné
teorii — kvantové mechanice. Prvni z nich je spojena predevsim s feSenim tloh teorie zafeni.
Kvantovou se stala diky pracim Maxe Plancka (1900) a Alberta Einsteina (1905). Fyzika ji
vdéci napriklad za zavedeni pojmu kvantum energie, foton, indukované zareni a za vyjasnéni
korpuskularné-vilnového charakteru svétla. Podél druhé linie se fesily hlavné problémy stavby
atomu a optickych spekter. Do kvantové teorie vesla az v roce 1913 pracemi Nielse Bohra. Pti-
nesla s sebou predstavy o diskrétnich energiovych hladinich a prechodech mezi nimi, kvantova
¢isla, vybérova pravidla atd. V nasledujicich odstavcich se jen kratce zminime o nékterych pro-
blémech, jejichz feseni mélo pro budovani kvantové teorie klicovy vyznam. Podrobnéjsi vyliceni
historie vzniku kvantové teorie spolu s popularnim vykladem zakladi, pristupnym studentim
stfednich skol, je mozné nalézt v [1] a [2]. Pokud jde o podrobny popis a vysvétleni kli¢ovych
experimentt moderni fyziky, upozorinujeme na knihu [3].

1.1. Korpuskularni pojeti zareni a Planckova hypotéza

1.1.1. Zareni ¢erného télesa a Planckova konstanta

Chronologicky se prvni naznak zhrouceni klasickych predstav objevil u dosti komplikovaného
jevu, ktery nazyvame zarenim cerného télesa, pti kterém se jednad o termodynamicky popis
vymeény energie mezi zarenim a latkou. V klasickém pojeti predpokladame, Ze tato vymeéna
energie je spojita, tj. ze svétlo o frekvenci v muize odevzdat jakékoli mnozstvi energie, je-li
pohlceno. Presné mnozstvi v kazdém jednotlivém piipadé pak zavisi pouze na intenzité svétla. Na
zékladé téchto predstav se vsak nedafilo vysvétlit experimentélné zjisténou zavislost spektralni
hustoty zafivé energie v dutiné ¢erného télesa na vlnové délce (obr. 1.1).

Max Planck odvodil (1900) spravny vztah davajici vysledky v souladu s experimentem za
predpokladu, Ze vyména energie neni spojita, nybrz se déje po kvantech timérnych frekvenci v
zateni

E=hv, (1.1)

kde
h = 6,6262-10* Js
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1. Pocatky kvantové fyziky

u(N) A

Obr. 1.1
Spektralni rozdéleni energie zafeni
¢erného télesa pro tri teploty

se nazyva Planckova konstanta. Ve fyzice se uziva cCastéji nez frekvence v kruhova frekvence
w = 27v. Pomoci ni vztah (1.1) zni

E =hw, (1.2)
kd
e h_ﬂ
o

1.1.2. Fotoefekt a Einsteinovy fotony

Mnohem jednodussi piiklad pro korpuskularni pohled na zareni predstavuje fotoelektricky
jev. Jestlize ozafime svazkem viditelného nebo ultrafialového zafeni o tthlové frekvenci w povrch
kovu, muze dojit k emisi elektronu. Pro klasickou fyziku byly nevysvétlitelné tyto pozorované
zékonitosti (obr. 1.2 a 1.3):

i) K emisi dochézi jen pro svétlo s thlovou frekvenci w > wy,, pfi¢emz hraniéni frekvence wy,
je pro ruzné kovy rizna.

ii) Kinetickd energie T vyletujicich elektroni zavisi jen na frekvenci svétla, a to linedrné
(obr. 1.3). Rist intenzity svétla dané frekvence zvétSuje pouze pocet emitovanych elektroni,
nikoli jejich kinetickou energii.

Z hlediska klasické fyziky zvétSeni intenzity svétla vede ke zvétSeni intenzity elektrického pole
elektromagnetického vlny a to by mélo vést k urychleni elektronu na vétsi rychlost pii vystupu
z kovu; to se vSak pravé nikdy nepozoruje. Rovnéz existenci hranicni frekvence klasicka fyzika
nevysvetli.

Zjisténé zakonitosti objasnil Albert Einstein (1905) na zédkladé Planckovy hypotézy o nespo-
jité vymeéné energie. Einstein Sel déal a Planckovu hypotézu preformuloval tak, ze zafeni o thlové
frekvenci w se chova jako soubor ¢astic (fotoni) o energii

FE=hw,

které mohou byt vyzafovany nebo pohlcovany latkou jen jako celek.
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1.1. Korpuskularni pojeti zareni a Planckova hypotéza

w1 < wp W > Wwh @w3>w2>wh
)\1>)\h Ao < Ap A3 < Ao < Ap

~ kov

@
- ///////// ///@///////////

Obr. 1.2 Fotoefekt. P¥i dopadu zareni s frekvenci w > wj, na kov dochazi k emisi elektroni;
wp = A, /R, kde A, je vystupni prace daného kovu

A7 = hw — 4,
Obr. 1.3
Zavislost kinetické energie T' emitovanych elektroni na frekvenci . el
w dopadajiciho zafeni. Smérnice primky je pro vSechny emitujici Wh

materidly stejnd, méni se jen wj, (tj. vystupni préace)

Ponévadz se pohybuji rychlosti svétla, musi byt podle specialni teorie relativity jejich klidova
hmotnost rovna nule. Z relativistického vztahu mezi energii a hybnosti

E2
= = = p® Fm’c? (1.3)
potom plyne, ze pro fotony plati
E hv h
-~ _ 1.4
p=_==y (1.4)

Zavedeme-li vinovy vektor k (k = 27/)), miZzeme psat

7= Nk . (1.5)

Vztahy
E = hw, (1.6)
7=hk, (1.7)

spojuji parametry (F,p) ¢astice — fotonu a parametry (w, E) pro odpovidajici rovinnou vlnu')

E = Egexp [—i (wt — E’Fﬂ . (1.8)

1) Nezaménujte, prosim, vektor elektrické intenzity E's energii ¢astice (v naSem pripadé fotonu) E.
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1. Pocatky kvantové fyziky

Pomoci predstavy o kvantovani elektromagnetického pole zni pak vysvétleni zékonitosti fo-
toefektu takto: dopadajici foton se absorbuje a jeho energii £ = hw ziska elektron. Ponévadz
k uvolnéni elektronu z kovu je nutnd jista energie (nazyva se vystupni prace a oznacuje se A,),
bude kineticka energie T vyletujiciho elektronu rovna

T =hw—A,. (1.9)

Zavislost (1.9) je na obr. 1.3, pficemz wy, = A, /h. Je-li hw < A,, energie, kterou pfedé foton
elektronu, nestaci k jeho vytrzeni z kovu, a tudiz nedochézi k emisi elektronu z kovu. Zvétseni
(zmenSeni) intenzity svétla s danou frekvenci w znamené zvétseni (zmenseni) poétu dopadajicich
fotont s energii fiw a tim i zvétSeni (zmenSeni) poc¢tu emitovanych elektrond.

Fotoelektricky jev je tudiz velmi specifickym potvrzenim Planckovy hypotézy, protoze zde
dochazi k primé vymeéné energie mezi zafenim a elektrony a zadné jiné fyzikalni aspekty zde
nevystupuji.

Po tGspésném rozvoji optiky v XIX. stoleti, zavrseném Maxwellovou teorii se zdalo, ze vl-
nova povaha svétla je nepochybna. Einsteinova prace vSak ukazala, Ze k objasnéni nékterych
jevt bude nutné pfijmout ¢asticovou (korpuskuldrni) pfedstavu, i kdyz k vykladu jinych (in-
terference, difrakce) bude zase tfeba ztstat u predstavy vlnové. Budoucnost ukazala, ze tato
dvojjakost projevi svétla, tzv. korpuskuldrné-vinovy dualismus, obsazenych ve vztazich (1.6),
(1.7) patii spolu s nespojitou zménou — kvantovanim — nékterych fyzikalnich veli¢in k zaklad-
nim charakteristikdm mikrosvéta.

1.1.3. Comptonuv jev

Fotoelektricky jev a zareni ¢erného télesa ukazuji pouze, ze vymeéna energie se déje vymeénou
kvant hw. Korpuskularni charakter zafeni samého se nejjasnéji projevuje v rozptylu zafeni v na
elektronech (tzv. Comptontv zjev — 1922). Tento déj popiSeme stejné jako srazky dvou kuleéni-
kovych kouli Obr. 1.4 znazornuje, jak lze tuto situaci schematicky zobrazit: foton o hybnosti p)
(energii p;c) narazi na elektron v klidu (energie m.c?).

Obr. 1.4 Znazornéni srazky fotonu s hybnosti p; s elektronem nalézajicim se v klidu. Z mista
srazky je elektron vyrazen s hybnosti p, a rozptyleny foton ma hybnost p» (Comptontv
zjev)
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1.2. Diskrétni energiové hladiny a Bohriv model atomu

Po srézce ma foton hybnost py (energii pyc) a elektron ma hybnost g, (energii \/p2c? + m2c?*).
Podle zédkona zachovani hybnosti

P = P2+ Pe - (1.10)
Odtud dostavame
P2 = pi + P — 2p1ps cos b . (1.11)
Z (relativistického) zakona zachovani energie (viz 1.3) plyne

pic+ Mmec® = pyc + /P2 + m2ct . (1.12)

Vylou¢ime-li p? z (1.11) a (1.12), obdrzime snadno

50
mec (p1 — p2) = 2p1ps sin’ 3

Vydélime-li tento vztah pyp, a vyjadiime-li vysledek pomoci vinovych délek A; a Ay, pro néz
z rovnice (1.4) mame

h
AL =— 1.13
' b1 ( )
h
g = — 1.14
? b2 ( )

dostavame P
)\2 — )\1 = 2)\c SiIl2 5 .
kde A. je tzv. Comptonova vinova délka. Pro elektron
h
Ao = =2410%m.

mec

Tato zména vinové délky, jez zavisi pouze na thlu rozptylu zafeni 6, a nikoli na puvodni frek-
venci, je pravé to, co se experimentalné pozoruje. Vysledek je pfimym dusledkem jednoduchého
korpuskularniho pojeti srazky fotonu s elektronem a nemuze byt vysvétlen v ramci vlnového
popisu zafeni.

1.2. Diskrétni energiové hladiny a Bohrav model atomu

1.2.1. Carova spektra a stavba atomu
7 experimentalniho studia spekter atomt vyplynuly dva zavéry:
i) Kazdy prvek ma své neménné ¢arové spektrum.
ii) Kazdy prvek absorbuje takové zafeni, jaké muze téz emitovat.

Prvni kvantitativni zavislosti v teorii spekter byla formule odvozena J. Balmerem (1885) pro
frekvence odpovidajici tehdy zndmym cardm?) vodikového atomu

1 1
Won = 7_¥ ’ TL:3,4,5,..., (115)

2) Elektromagnetické zareni v rozmezi vlnovych délek mezi 390 nm a 790 nm detekujeme nasim zrakem. Tomuto intervalu
vlnovych délek odpovidaji tthlové frekvence (w = 2mc/A) v rozmezi wypodnin = 4,83-101%s 7L wy, ) rnin = 2,39-10105 71,
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1. Pocatky kvantové fyziky

kde R = 2-10'% s7! je Rydbergova konstanta®). Balmerova formule ve tvaru (1.15) navozuje
myslenku, ze mohou existovat i jiné serie ¢ar, pro néz by platilo

1 1
Wi = R <mQ - nQ> ) (1.16)
kde m < n jsou pfirozena ¢isla. Skutecné roku 1908 objevil Lyman v ultrafialové oblasti spektra?)
serii ¢ar odpovidajici m =1 an = 2,3,4,... a tyz rok Paschen nalezl v infracervené oblasti®)

serii Car s m =3 an =4,5,6,....

Mechanismus vzniku ¢arovych a naprosto reprodukovatelnych spekter, jednoznacné identi-
fikujicich prvky, svédcici o stabilité atomi, byl vSsak zacatkem stoleti zahadou, jejiz rozireseni
bezprostiedné souviselo s problémem stavby atomi. Vyvozenim formule (1.16) se stalo prvnim
ukolem a zakladnim testem vsech budoucich teorii. Klasicky vyklad pouzity k popisu elektronu
v atomu vodiku pritom zietelné selhal.

Z Rutherfordovych experimenti (1909) vyplynulo, Ze atom si muzeme predstavit slozeny
z negativné nabitych elektront obihajicich kolem masivniho, pozitivné nabitého jadra (pro vo-
dik je to jediny proton). Zanedbame-li z&Feni, mame systém zcela analogicky k Slunci a planeté
kolem ného klokotajici, v némz gravita¢ni ptisobeni mezi hmotnostmi je nahrazeno Coulombo-
vou pritazlivou silou mezi opacné nabitymi naboji. Zareni vsak nemuzeme zanedbat. Obihajici
elektron predstavuje naboj pohybujici se se zrychlenim, ktery se podle Maxwellovy teorie chova
jako zdroj zafeni. Podle klasické elektrodynamiky by mél za 10~ s dopadnout na jadro a zbavit
se tak své mechanické energie vyslanim elektromagnetického zareni. Frekvence vysilaného zareni
zévisi na frekvenci obéhu elektronu. Protoze elektron vyzaiuje postupné energii, tato frekvence
— opét podle klasické teorie — by se méla rychle, avsak spojité ménit a vznikajici zafeni by
meélo mit tudiz spojitou oblast frekvenci.

Klasicka teorie Rutherfordova planetarniho modelu atomu méa tedy dva dilezité kvalitativni

Iysy:

i) Atom by mél byt velmi nestabilni.

ii) Atom by mél vysilat elektromagnetické zareni ve spojité oblasti spektra.

Oba jsou vsak v uplném protikladu k experimentu.

1.2.2. Bohrovy postulaty

V roce 1913 uvetejnil Niels Bohr serii praci, v nichz se pokusil o spojeni Planckovy a Einstei-
novy kvantové hypotézy s Rutherfordovym modelem atomu; jeho cilem bylo objasnit predevsim
stabilitu atomi a vznik ¢arovych spekter. Uvédomoval si pfitom jasné, ze nahromadény expe-
rimentalni material zrejmé svédéi proti extrapolaci klasické mechaniky a elektrodynamiky do
atomovych dimenzi, v nichz nikdy pfedtim nebyly experimentalné ovéfrovany.

Bohrovy predpoklady a zavéry lze shrnout takto:

i) Postulat o stacionarnich stavech
Elektron v atomu se miize nachézet jen v kruhovych orbitach, na nichz velikost L mo-
mentu hybnosti®) elektronu je celistvym nasobkem 7

L=nh, n=1,2,3,... (1.17)

) Vsimnéme si napiklad velikosti wg 3 = 2,77:1015 s71, wo 4 = 3,75:101% s~ piipadné wo ;0o = 5,00-1015 s71.
) UV — rozmezi vlnovych délek 10 nm az 390 nm.

) IR — interval délek 790 nm az 3000 nm.

)

I
L =7aemt ‘E‘ = L = |F| |m¥|sina = rmv sin(r/2).

[=2]

8 «« »y



1.2. Diskrétni energiové hladiny a Bohriv model atomu

Na téchto stacionarnich drahéch elektron nevyzaiuje elektromagnetické zareni.
Pozadavek diskrétnich hodnot pro moment hybnosti bezprostiedné vede k diskrétnim
hodnotam energie Fq, s, ... .

ii) Postulat o kvantovych skocich
Atom emituje nebo absorbuje elektromagnetické zareni pouze pii prechodu elektronu
z jednoho stacionarniho stavu do druhého. Pti prechodu ze stavu s energii F; do stavu
s energil’) E; se emituje (E; > E}) nebo absorbuje (E; < E}) foton s energii

hWﬁi = ’El — Ef| . (118)

1.2.3. Atom vodiku v Bohrové teorii

Atom vodiku je tvofen jadrem s hmotnosti M a nabojem +e, kolem néhoz obihé elektron
s hmotnosti m a nadbojem —e (obr. 1.5). Protoze M = 2-10° m. , miZeme s dobrou presnosti®)
povazovat jadro za nehybné. Na elektron ptisobi jadro pritazlivou silou, jejiz velikost je podle
Coulombova zakona rovna
1 é?

F o= e 1.19
T A4meg r? ( )

<L

3
Lb
\

)

Obr. 1.5 Elektron (m., —e) obihajici kolem nehybného jadra (M, e)

Velikost dostfedivého zrychleni elektronu, ktery se pohybuje rovnomérné rychlosti o velikosti
v po kruhové draze o poloméru r, je

v
n=—". 1.20
0 =" (1.20)
Z druhého Newtonova zdkona')
F. =m.a, (1.21)

7Y i — initial (pocatecni), f — final (koneény) stav.

6) Pokud by se nezbednému bakalafi vysSe zminéna presnost nezdala byti dostate¢nou, muze v dodatcich na strané 142
nalézt feSeni tohoto problému v soustavé tézistove, jenz povede na posun ¢ar ve spektru atomu vodiku.

7) Vzhledem k velikostem gravitacni sily a coulombovské sily ptisobici mezi jadrem a elektronem je mozno gravitacni
pusobeni zanedbat a za vyslednici sil tak povazovat pouze silu odpovidajici vzajemné elektrostatické interakci (viz rovnice
1.19).
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1. Pocatky kvantové fyziky

po dosazeni z (1.19) a (1.20) dostavame

2 2 2
Celkova energie elektronu je rovna souctu jeho kinetické a potencialni energie
E:T+V:1mev2— ! 6—2. (1.23)
2 dmeg r
Dosadime-li za m.v? z rovnice (1.22), obdrzime
1 e 1
E = o dmer (1.24)

Polomér r orbity nemutze vSak byt libovolny, musi vyhovovat kvantové podmince (1.17).
Ponévadz 717, je velikost orbitalniho momentu hybnosti rovna

L =m.ur. (1.25)
Podminka (1.17) tak dava, ze
mevr =nh, n=1,23,... (1.26)

Rovnice (1.22) a (1.26) pfedstavuji dvé rovnice pro dvé neznamé r a v. Vylou¢ime-li z nich
v, dostaneme poloméry stacionarnich orbit rozlisené zavislosti na ¢isle n

47'('5052 2
- 1.27
s L (1.27)
Dosazenim (1.27) do (1.24) ziskdme energii n-tého stacionarniho stavu
1 et 1
B, = - n=1,2,3,... (1.28)

2 (4rmeg)2 h2n?

Zakladni stav (stav s nejnizsi energii) atomu odpovidd kvantovému ¢islu n = 1. Polomér
ptislusné orbity r; je tzv. Bohrtiv polomér

471'80712 —10
Tpe1 = ap = =0,529-10""m (1.29)
mee
a energie zakladniho stavu je®)
B—-L € 2171078 J = —13,6eV (1.30)
=—= =217 =—-13,6eV . .
! 2 47['60@3 ’ ’

Frekvence w,, , svétla emitovaného pfi piechodu elektronu z energiové hladiny FE, na F,,
(n > m) je podle (1.18) a (1.30) rovna

E,—-FE, 1 1
Wm,n = T =R <ﬁ — E) s (131)

8) Jiz jsme si zajisté povsimli, ze v kvantové mechanice si nevysta¢ime s jednotkami mechaniky klasické, jsou pro nas
velmi velké. Proto nas ani nepiekvapi, Ze se nebudeme p¥ili§ ¢asto setkavat s jednotkou energie [J] v klasické mechanice tak
oblibenou, ale spi$ s jeji velmi malou (pfibuznou) jednotkou - [eV]. Energii 1 eV ziskd totiz elektron, ktery je urychlen
rozdilem potenciali 1 V na vzdalenosti 1 m.
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1.2. Diskrétni energiové hladiny a Bohriv model atomu

n
0 00
EleV) R R
Paschen
TYYyvyy || 9
Balmer
5
10 -+
~13.,6 Y YvYyvy || 1
Lyman

Obr. 1.6 Prechody mezi energiovami hladinami atomu vodiku. Jsou vyznaceny Lymanova, Bal-
merova a Paschenova spektralni série

kde

mee*

R= "¢
2 (4meo)* B®

=2,068-10"% 57! (1.32)

je Rydbergova konstanta.
Odvozeni zobecnéného Balmerova vztahu (1.16) a velice dobra shoda Rydbergovy konstanty
vypoc¢tené podle (1.32) s hodnotou naméfenou znamenaly vskutku triumf Bohrovy teorie.

1.2.4. Uspéchy, potize a meze pouzitelnosti staré kvantové teorie

Stard kvantova teorie zalozend na Bohrovych pracich z roku 1913 a rozpracovand v letech
1913-1924 ve své koneéné podobé umoznila znaény pokrok ve studiu spekter, nebot déavala
obecny navod k vypoctu spektralnich termi urcité t¥idy atomovych a molekularnich soustav.
Vysledky ziskané pro atom vodiku bylo mozno snadno zobecnit na ionty He™, Li** a atomy
alkalickych kovii; teorie byla rovnéz pouzitelnd na rotacni a vibracni spektra molekul a na
rentgenovska spektra atomi. Na druhé strané vSak narazela na znacné potize p¥i feseni problému
atomu He.

Tato stard kvantova teorie vsak nebyla tplna. K jejim vaznym omezenim patiila skutecnost,
ze pravidla kvantovani byla pouzitelna pouze na periodické pohyby. Tak ziistdvala mimo rdamec
této teorie napt. celd problematika srazek (rozptylu) ¢astic.
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1. Pocatky kvantové fyziky

Principialni obtize staré kvantové teorie vsak spocivaly v jeji logické struktutfe. Empiricky
zavedend kvantova pravidla predstavuji jen cisté formalni omezeni, kladena na feSeni klasic-
kych pohybovych rovnic; bez jakéhokoliv hlubsiho zdivodnéni pfedepisuji, ze ze vSech moznych
klasickych feseni je tieba ponechat jen nepatrnou podmnozinu, ma-li byt dosazeno shody s expe-
rimentem. Pfitom je navic obtizné sladit dohromady pravidla kvantovani s pouzivanym pojmem
trajektorie. Existence klasické trajektorie ¢astice znamenad, ze ¢astice mé v kazdém okamziku
pfesné urcenou polohu a hybnost a tyto veli¢iny se spojité méni s casem. Jak ale potom bude
vypadat trajektorie elektronu, kdyz zde elektron méni svoji energii skokem? Nebo naopak: pro-
toze existenci diskrétnich energiovych hladin (pfedavani energie po kvantech) lze povazovat za
experimentalné prokazanou, bude zfejmé nutné opustit predstavu klasické trajektorie u mikro-
castic.

Stara kvantova teorie, tato podivuhodné vymyslenad kombinace klasické mechaniky a ad
hoc?)zavedenych kvantovych pravidel, tedy nebyla — navzdory ohromnym zasluhdm, které si
v historii fyziky vydobyla — tplnou, logicky bezespornou fyzikalni teorii.

9) Ad hoc — jen k tomu téelu; schvalng.
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2Vlnova funkce

2.1. Uvodem k nové kvantové teorii

Ke vzniku moderni kvantové teorie, tj. dnesni kvantové mechaniky, doslo dvéma v podstaté
nezavislymi cestami.

V roce 1925 Heisenberg, Born a Jordan zformulovali tzv. maticovou mechaniku, v niz jsou mé-
fitelné fyzikalni veli¢iny reprezentovany (obecné nekomutujicimi) maticemi. Pomoci této teorie
se jim podafilo odvodit Bohrovu kvantovou podminku (1.18) a nalézt energiové hladiny kvanto-
vého harmonického oscilatoru. Kdyz o rok pozdéji nalezl W. Pauli stejnou metodou kvantovani
energie atomu vodiku, vétSina fyzikd uznala spravnost této teorie.

Témér soucasné, v roce 1926, publikoval E. Schrédinger ¢tyfi prace nazvané ,Quantisierung
als Eigenwertproblem“!), v nichZ byl polozen zaklad tzv. vinové mechaniky. Schrodinger vysel
pti jeji formulaci z hypotézy L. de Broglieho (1924), podle niz je volné ¢astici?) piifazena ro-
vinnd vlna. Tato hypotéza byla vskutku pfevratnéd, uvédomime-li si, ze v té dobé neexistovaly
zadné primé experimentalni diikazy o vlnovych vlastnostech ¢astic; ty byly podany az o tii roky
pozdéji (C. J. Davisson a L. H. Germer — 1927). Schrodinger zobecnil de Broglieho hypotézu
predpokladem, Ze i ¢astici, jez se pohybuje v silovém poli, je tfeba popsat ,,vInovou funkei“ (ktera
je ovSem komplikovanéjsi nez rovinna vlna a vlnu svym matematickym tvarem obecné vibec
nepiipomind), a nalezl diferenciélni rovnici, kterou tato vlnové funkce spliiuje a ktera od té doby
nese jeho jméno. V uvedych Ctyfech pracich také vytesil nékolik zékladnich kvantovych tloh.
Matematicka pribuznost jeho teorie s problémy teorie vinéni zpusobovala, ze Schrodingerovy
prace byly mnohem piijatelnéjsi nez abstraktni a tehdy nezvykly maticovy pristup Heisenber-
guv, Borntiv a Jordantiv. Proto byla Schrodingerova teorie ihned nadsené prijimana. V roce
1926 byla nalezena také vyhovujici (pravdépodobnostni) interpretace vlnové funkce (M. Born
1926).

Na prvni pohled se zdalo, ze Heisenbergova maticovd mechanika a Schrodingerova vinova
mechanika jsou dvé naprosto odlisné teorie, prestoze davaji stejné a spravné vysledky. Jiz roku
1926 vsak Schrodinger dokazal, Ze jsou to dvé rizné formulace (reprezentace) jedné teorie.
Rozpracovani zcela obecného formalismu této teorie bylo provedeno brzy poté (P. M. A. Dirac
1930). Tak béhem nékolika let byly polozeny zaklady nerelativistické kvantové mechaniky. Cesta
ke studiu atomt a molekul byla otevfena.

Obecny formalismus, vychazejici z axiomatického zakladu, predstavuje bezesporu nejelegant-
(za néz se pfi prvnim studiu tohoto textu nutné musime povazovat) je v tomto pfistupu skryto
nebezpecdi, ze se za abstraktnim matematickym aparatem zacne vytracet fyzikalni podstata stu-
dovangch jevii. Odlozime proto tivod k tomuto piistupu az do kapitoly 4 nazvané ,Uvod do
formalismu kvantové mechaniky® (strana 87). I zde se v8ak omezime pouze na jednu z moznych
reprezentaci, a to na tzv. souradnicovou reprezentaci, ktera se pri feseni kvantové-mechanickych
uloh také nejcastéji pouzivd) a do té doby se pfidrzime nazornéjsiho vykladu: v této kapi-
tole 2 ,VInova funkce“ zavedeme zakladni pojmy a v kapitole 3 ,,Jednorozmérné potencialy*
na strané 30 je budeme aplikovat na feseni nékolika tloh. Takto pripraveni se snad snadnéji
Lsmifime“ s postulaty uvedenymi v nasledujici 4 kapitole (strana 87).

1) Ann. Phys. 79, (1926) 361, 79 (1926) 489, 80 (1926) 437, 81 (1926) 109
2) Volnéa cCastice — Céastice, na kterou neptisobi zadna sila.
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2. Vlnova funkce

2.2. Vlnové vlastnosti ¢astic a de Broglieho hypotéza

Vime, zZe elektromagnetické zafeni ma jak vlastnosti vinové, tak korpuskularni, pricemz vlnové
charakteristiky — frekvence w a vlnovy vektor k— jsou vazany s ¢asticovymi charakteristikami
— energii E a hybnosti p'— vztahy (1.6), (1.7). Zékladni de Broglicho myslenka spoc¢iva v roz-
siteni zakladnich zakont kvantové teorie svétla na pohyb ¢astic. Louis de Broglie predpokladal
(1924), ze kazdé volné ¢astici (tj. ¢astici, na niz nikde nepusobi zaddné vnéjsi sily) o energii F
a hybnosti p' lze prifadit rovinnou monochromatickou vinu

Y (7, t) = Cexp [—i (wt - EF)} ; (2.1)

frekvence w této vlny a jeji vlnovy vektor k souvisi s energili F a hybnosti p ¢astice podle tychz
rovnic, které plati pro fotony, tj.

1
—_F 2.9
w= B, (2.2)
L1
F=—7. 2.
7 (2.3)

Kdyz L. de Broglie formuloval svou hypotézu, neexistoval zadny experiment ukazujici na
vlnové vlastnosti ¢astic; experimentalni ditkaz pfisel az o tfi roky pozdéji v roce 1927 (Davisson
a Germer?®)).

Abychom dokézali projevy predpokladané vilnové povahy ¢astic, musime hledat typické vlast-
nosti vin, jako jsou interference a difrakce. Pfipomenime, Ze interferenc¢ni a difrakéni jevy se pro-
jevuji zietelné jen tehdy, jestlize vlna interaguje s objekty, jejichz velikost je srovnatelna s jeji
vlnovou délkou. Nejdiive si proto musime udélat konkrétnéjsi predstavu o typickych vlnovych
délkach vin pritazenych c¢asticim. Za prvé uvazujme castici, kterou pozorujeme pri sledovani
Brownova pohybu: jeji primér mtize byt 1pum, hmotnost m = 107 kg a stfedni kinetickd
energie pii pokojové teploté je T' = 10720 J*). Podle vztahu (2.3) ji ptislusi vlna o vlnové délce

A=l 107,
p
Vlnova délka takové castice je o mnoho f&dt mensi nez je jeji velikost, a proto se vlnové
vlastnosti v tomto pfipadé nemohou zfejmé projevit. Za druhé uvazujme elektron (m, =
9,31:1073! kg) urychleny napétim U = 100 V. Ten zisk4 kinetickou energii T' = eU = 100eV =
100 1,60-1071° = 1,60-10717 J, a podle vztahu (2.3) mu ptislusi vlna s vinovou délkou

h
A=—-=1210"""m.
p

Tato vlnova délka je srovnatelna s meziatomovymi vzdalenostmi v krystalech. Nechame-li pak
takovy elektronovy svazek dopadat na povrch krystalu, pozorujeme stejné interferencni efekty,
jako kdybychom krystal ozafili elektromagnetickou vlnou o téze vlnové délce A = h/p (pokusy
Davissona a Germera z roku 1927).

3) Za priblizné 15 radkt se uz konecné trpélivy student dozvi, jaké to vlastné byly pokusy.

4) K této hodnoté se dopracujeme, uvédomime-li si, jak souvisi energie tepelného pohybu napf¥. molekul plynu s teplotou.
Podle kinetické teorie plynii jsou to fadové jednotky k7', kde k je Boltzmanova konstanta (k = 1,38-10_23JK_17 T absolutni
teplota v kelvinech).
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2.3. Interpretace vlnové funkce

2.3. Interpretace vlnové funkce

2.3.1. Bornova pravdépodobnostni interpretace

V predchozim odstavci jsme volné ¢astici prifadili rovinnou monochromatickou vlnu (2.1).
Obecné v kvantové mechanice popisujeme chovani kazdé éastice (tedy i ¢astice v silovém poli)
vlnovou funkei ¢ (x,y, z;t). Vinova funkce je v obecném piipadé velmi slozita funkce soufadnic
Castice x,y,z a Casu t, nepfipominajici svym funkénim predpisem néjakou vinu a privlastek
,vInovy“ je zde jen z historickych davodu.

Pied nami nyni stoji otazka, jak fyzikalné interpretovat vinovou funkci. Odpovéd na ni si
oztejmime pomoci dvoustérbinového experimentu®)(obr. 2.1).

x iz
SR TS IR
1
wi (z)
(RN R | -
SR U IR
) w(a) wal)
S U IR
eié(EtfﬁF) S
D D

Obr. 2.1 Dvoustérbinovy experiment

a) Rozlozeni w(x) registrovanych elektronti na desce D, jsou-li otevieny obé stérbiny
la?2

b) Rozlozeni w; (x) (wy(x)) registrovanych elektronti na desce D, je-li oteviena Stérbina
1 (2) a stérbina 2 (1) je zakryta

Rovnobézny svazek elektronii s hybnosti p, ktery je svazan s rovinnou vlnou (2.1), dopada
na stinitko S se dvéma stérbinami 1 a 2. Za stinitkem S je deska D, na niz jsou velmi husté
rozmistény ,bodové“ detektory registrujici dopad elektronu (napi. Geigerovy ¢itace). V principu
lze experiment provést tak, aby se v soustavé mezi stinitkem S a deskou D nachézel vzdy pouze
jeden elektron. Prvnich nékolik elektront je detekovano ve zcela nahodnych polohach na desce
D. Jak se zvétSuje pocet zaregistrovanych elektronti, zacind se objevovat pravidelny obrazec

5) Dvoustérbinovy experiment je sotva mozné rozebrat lépe, nez to provedl Feynman [4]. Doporu¢ujeme pilnému bakalafi,
aby si precetl jeho originalni vyklad.
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2. Vlnova funkce

rozlozeni poctu registrovanych elektronti podél osy = v roviné desky D. Ziskané vysledky mtizeme
nakonec shrnout takto:

1) Experimentalné ziskané rozlozeni w(x) poétu registrovanych elktronti na desce D, znézor-
néné na obr. 2.1, je presné takové, jako rozlozeni intenzity, které bychom ziskali, jestlize by
na dvoustérbinu dopadalo elektromagnetické vlnéni s vinovou délkou A = h/p (Youngiuv
interferen¢ni experiment®)).

2) Interferenéni obraz vznika postupnym dopadem jednotlivych elektront, a tudiz jeho vysvét-
leni nelze hledat ve vzajemném piisobeni elektroni proslych riznymi stérbinami.

3) Kazdy elektron je detekovan vzdy jedinym detektorem na desce D jako celek.

Interpretace fyzikalniho vyznamu vlnové funkce musi byt takova, aby neodporovala zadnému
z téchto faktt. Takova je pravé Bornova pravdépodobnostni interpretace (1926). Podle ni je
vlnova funkce ¢ (7, t) mirou pravdépodobnosti toho, ze elektron (¢astici) najdeme v ¢ase t v ele-
mentarnim objemu opsaném bodu 7. Presnéji se postuluje:

Pravdépodobnost dP(7,t) nalezeni ¢astice v ¢ase t v elementarnim objemu d7 = dz dy dz
opsanému bodu 7’ je ddna vyrazem:

dP(7,t) = |o(F, t)[2dr . (2.4)

w(r,t) = [(7,t)|* je tedy hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v ¢ase t v bodé 7.

Bornova interpretace nenardzi na zadné tézkosti pti vykladu interferen¢nich ani jinych po-
kusti, obsahne vznik intereferen¢niho obrazu i lokalizace Castice pri detekci. Zavadi vsak do
fyziky pravdépodobnostni prvek, cizi klasické mechanice, a v tom spoc¢iva také koncepéni odlis-
nost kvantové a klasické teorie. Pro tuto vlastnost byla Bornova inerpretace ¢asto predmétem
kritiky, ale Cas a praxe potvrdily jeji opravnénost.

V kvantové mechanice je nutny i novy pohled na méfeni. Vinova funkce zadava pouze prav-
dépodobnost vyskytu ¢astice, z ¢ehoz plyne, Ze informace o poloze Castice v kvantové mechanice
je pouze statisticka. Méteni v takovém pripadé musime definovat jako méfeni na velkém poctu
identickych systému, z nichz kazdy je popsan touz vlnovou funkci (7, t). Predstavme si, Ze
méame N takovych identickych systému (Gastic) a méfime polohu ¢astice. Za tim tcelem rozdé-
lime prostor na velmi malé krychlicky o objemu §V umisténé v bodech 7, 7%, ... Necht méfreni
(v daném case t) ukdze, ze v N; systémech byla ¢astice v krychliéce umisténé v bodé 7 (tj.
vysledkem N; pokust bylo nalezeni ¢astice v bodé 7)), v Ny systémech v krychli¢ce umisténé
v bodé 7, (tj. vysledkem N, pokust bylo nalezeni ¢astice v bodé 7,) atd. Pak musi ziejmé
platit®)

N (L PV, X2 = (R, D0V atd. (25)
N N

Uvedeny dvoustérbinovy experiment realizovany jednotlivé pfichazejicimi elektrony, z nichz
kazdy je popsdn touz vinovou funkci, je typickym piikladem méfeni v kvantové mechanice.
Z pravé uvedenych poznamek je jisté dobfe zfejma souvislost experimentélniho rozdéleni w(x)
poctu registrovanych elektronu s hustotou pravdépodobnosti vyskytu elektronu v misté o sou-
fadnici x na desce D.

V kvantové mechanice se dale postuluje (viz podrobnéjsi vyklad na strané 94), ze ve vlnové
funkci je obsaZzena veskera informace o ¢astici. To tedy znamené, ze stav Castice v kvantové
mechanice je v daném ¢ase ¢ plné uréen vlnovou funkei ¢ (7, t). To je podstatné jina situace
nez v klasické mechanice, kde je stav ¢astice v daném case t ur¢en polohovym vektorem 7(t)

6) Poznamenejme, ze z hlediska jednoho elektronu lze funkci w(x) interpretovat jako hustotu pravdépodobnosti, ze tato
¢astice bude zaregistrovana na desce D v bodé o souradnici z.
6) Poznamenejme, ze dale uvedené vztahy plati presné pro N — co.
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2.3. Interpretace vlnové funkce
a rychlosti U(t) ¢astice, tj. Sesti udaji [x(t),y(t), z(t); v.(t), v, (), v.(t)], jez maji bezprostiedni
fyzikalni smysl. V kvantové mechanice naproti tomu je stav systému (¢astice) uréen vinovou
funkeci, jez nema bezprostiedni fyzikalni smysl; pfimy fyzikalni smysl ma az ¢tverec jeji absolutni
hodnoty. Z pravdépodobnostni interpretace plyne, ze dvé vinové funkce 1 (7,t) a 1,(7,t), které
se lisi jen faktorem exp(ic) (a je redlné ¢islo), tj. vo(7,t) = exp(ia)yy (7, t), popisuji tyz stav,
ponévadz pro né plati |1, (7, ¢)[* = |1 (7, ¢)[* .

2.3.2. Normalizace vlnové funkce

Pravdépodobnost nalezeni ¢astice v ¢ase t nékde v objemu V je podle véty o sc¢itani pravde-
podobnosti nezavislych jevi rovna

PV,1) = // (. y, 2 )2 dy d . (2.6)

Rozsirime-li integraci na cely prostor, dostaneme pravdépodobnost, Ze se ¢astice v okamziku
t nekde nachazi. Tato pravdépodobnost je zfejmé rovna jistoté. V teorii pravdépodobnosti se
pravdépodobnost jevu, ktery jisté nastane, klade rovna 1. Proto pozadujeme, aby pro vlnovou

funkci platilo
/// [Y(z,y, z;t)|*de dy dz =1 . (2.7)

Tato podminka se nazyva normalizacni a funkci, ktera ji vyhovuje, nazyvame normalizovanou.
Zopakujme si vSe jesté pro jednorozmérny piipad, kde vinova funkce zavisi na jedné prosto-
rové proménné z a na Case t, tedy ¢ = ¢(x,t). Potom:

i) Pravdépodobnost, Ze ¢astice bude v ¢ase t nalezena v infinitesimalnim intervalu (z, z 4+ dz)
je (obr. 2.2a)
dP(z,t) = [¢(x,1)]dx ;

ii) Pravdépodobnost, ze ¢astice bude v ¢ase ¢ v koneéném intervalu (a, b) na ose z je (obr. 2.2b)

P((@b)t)= [ [0 )Pds (2.8)

iii) Pravdépodobnost, ze ¢astice bude v ¢ase ¢ nalezena nékde na ose z je (obr. 2.2c) rovna
jistoté, a tedy

[ e oas =1 (2.9)
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2. Vlnova funkce

Ho? Ho? Ho?
)
b w de b 5 /] [} )
] [ vfar |t
- = -
z z+dz - a b - -
a) b) c)

Obr. 2.2 Pravdépodobnost, ze ¢astice bude v ¢ase t nalezena:

a) v infinitesimalnim okoli bodu z
b) v intervalu (a, b)
c) kdekoli na ose x

(Pravdépodobnost je vzdy tmérna vysrafované plose pod kiivkou)

Mize se stéat, ze normaliza¢ni podminku (2.7) nelze splnit — vlnova funkce neni kvadraticky
integrabilni. Tato situace zfejmé nastava hned v pripadé volné ¢astice, ktera je popsana rovinnou
vlnou (2.1), nebot pravdépodobnost |¢(7,t)|? = |C|*> nalezeni volné ¢astice je stejnd ve vSech

bodech prostoru a tudiz integral
/// (7, 1) [2dr (2.10)
nutné diverguje.”)

Normovat takovou funkci k jednicce je proto nemozné. Zpusob normovani vlnovych funkci,
jez nejsou kvadraticky integrabilni, se musi zménit; je vyhodné uzit formalismu normovani k tzv.
Diracové delta funkci. Vyklad tohoto formalismu pfesahuje rdmec této prednasky a zajemce
odkazujeme na literaturu ([5-10]).

2.3.3. Vlastnosti vinovych funkci

7 prijaté pravdépodobnostni interpretace vlnové funkce plyne rada vlastnosti, které kazda
vlnova funkce musi mit. Pro nase tcely je budeme formulovat takto:
VInova funkce musi byt:

i) vSude spojita i se svymi prvnimi derivacemi,
ii) jednoznacna,

iii) vSude omezena.

7) De Broglieho vlna je idealizaci a matematickou strankou této ,fyzikdlni neredlnosti“ je fakt, ze de Broglicho vina neni
kvadraticky integrabilni. Idealizaci téhoz druhu je zavedeni rovinné elektromagnetické viny v teorii elektromagnetického
pole: presné rovinnd vlna neni rovnéz experimentalné realizovatelna, ale podobné jako s de Broglieho vinou se s ni dobre
pocita.
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2.4. Princip superpozice

Tyto podminky budeme v dal$im nazyvat standardnimi podminkami. Vyjma pozadavku
spojitosti prvnich derivaci®), jsou diivody pro vsechny zbyvajici pozadavky nasnadé. Nespojita
funkce by v bodé nespojitosti davala nejednoznac¢nou pravdépodobnost vyskytu castice. Totéz
by — i kdyz z jiného duvodu — davala funkce viceznacna. Pozadavek na omezenost funkce
souvisi s moznosti jeji normalizace (nejéastéji budeme muset vylucovat funkce, které pro x — oo
diverguji).

2.4. Princip superpozice

Pti diskusi Davissonova-Germerova pokusu (v odstavci 2.2 na strané 14) i pti diskusi dvou-
Stérbinového experimentu (odstavec 2.3.1, strana 15) jsme uz hovofili o tom, ze de Broglieovy
vlny interferuji stejné, jako by interferovaly klasické viny s touz vlnovou délkou. Pii formalnim
popisu interferenci elektrond na dvoustérbiné popiseme takto: Uvazujme néjaky bod o souiad-
nici z na desce D. Predstavme si, ze zakryjeme Stérbinu 2. Potom elektron mtize prochazet pouze
otvorem 1 a jeho stav v Case ty v bodé = na desce D je pak popsan vinovou funkei ¥ (z, ).
Hustota pravdépodobnosti w; (x, tg), Ze elektron v tomto ptipadé padne do bodu o soufadnici =
je podle Bornovy pravdépodobnostni interpretace rovna (srovnej obr. 2.1b)

wi(z,t0) = |[Y1(z,t0)|? . (2.11)

Predstavme si déle, ze zakryjemem otvor 1. Potom elektron miize prochizet pouze stérbinou
2. Jeho stav (v ¢ase ty) v bodé o soutadnici z na desce D je pak popsan vinovou funkei 1 (x, ),
takze hustota pravdépodobnosti wy(x, to) nalezeni elktronu v bodé z je rovna (srovnej obr. 2.1b)

wa(x,te) = [1ha(z,t0)[* - (2.12)

Pokud jsou otevrené obé stérbiny, potom stav ¢astice v case ¢ty v bodé x na desce D je popsan
vlnovou funkci

(x,ty) = i(x,to) + oz, o) - (2.13)

7 této rovnice je vidét, ze nelze Fict, kterou stérbinou elektron prosel. Takova otazka zde
prosté nemé smysl. Elektron je ve stavu, ktery je superpozici stavu v, (oteviena Stérbina 1)
a stavu 1, (oteviend Stérbina 2). Hustota pravdépodobnosti w(x, o) nalezeni elektronu v bodé
z na desce D je pak dana vyrazem

w(z,to) = |d(x,t0)]* = [ (a, to) + ha(,t0)|* =
= (@, to) P + [ha(z, to)|* + (2, )5 (x, 1) + Ui (2, t0) Ya(w,t0) = (2.14)
= wy(z,ty) + walz,to) + 2Re[th1 (z, to) 15 (2, to)]
(2.15)

Vidime, ze vyraz (2.15), ktery uréuje rozdéleni registrovanych elektronti na desce D (viz
obr. 2.1a), vskutku obsahuje interferen¢ni ¢len 2Re(¢15), a neplati tudiz, ze w(z,t,) se rovna
souctu wq(z,to) + wa(x,to).

Mohli bychom si predstavit i situaci, kdy jsou stérbiny jen ¢aste¢né propustné. Odpovidajici
vlnova funkce by pak byla

Y(x,t0) = cri(x, o) + catha(z, o) (2.16)

kde ¢; a ¢ jsou komplexni éisla.

8) Tento pozadavek je ,ospravedlnén“ na strané 37 (odstavec 3.3.1).
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2. Vlnova funkce

Uvedené vysledky se zobectiuji v kvantové mechanice takto: Jestlize soustava (Gastice) miize
byt ve stavu, ktery je popsan vlnovou funkei ¢, (7, t), nebo téz ve stavu, ktery je popsan vinovou
funkei (7, t), potom soustava (¢astice) muze byt ve stavu s vinovou funkeci

P(r, o) = 1t (T, to) + c2tha (T, to) (2.17)

kde ¢; a ¢y jsou komplexni ¢isla. Toto tvrzeni je znamé jako princip superpozice kvantovych
stavi.

Opétovnym opakovanim principu superpozice dojdeme k zavéru, ze vlnova funkce (7, o)
mozného stavu soustavy muze byt vytvofena z libovolného poc¢tu vlinovych funkei (7, ),
Vo7, to), ¥3(T, o), - .. popisujicich fyzikalné mozné stavy soustavy takto

Y(7, o) = a1 (7 to) + cathe (T, o) + cspps(7to) + - = Z Cnn (2.18)

n

kde ¢y, ¢y jsou komplexni ¢isla.

7 hlediska matematického formalismu ma prijeti principu superpozice vyznamny disledek:
rovnice, kterym maji vyhovovat vlnové funkce, musi byt linearni. Pro linearni rovnici totiz plati:
jsou-li 11, 15 FeSeni této rovnice, potom také c11¢; + o210y je jejim fesenim. Naptiklad diferencialni
rovnice

dip(z)
dx

+aY(x) =0 (aje konstanta) (2.19)

je linearni, zatimco diferencidlni rovnice

[dﬁf)} tap(z)=0 (2.20)
nebo
dﬁf) +ay?(z) =0 (2.21)

jsou priklady nelinedrnich rovnic.

2.5. Heisenbergovy relace neurcitosti

2.5.1. Relace neuréitosti pro souradnici a hybnost. VIinové klubko

Ukéazeme si nyni, ze vzhledem k vlnovému chovani mikroc¢astic neexistuje kvantovémechanicky
stav, v némz by ¢astice méla soucasné presné definovanou polohu i hybnost. Uvazujme volnou
castici v jednorozmérném piipadé. Vime, ze stav, v némz je presné urcena jeji hybnost, je popsan
de Broglieho vinou

i

by, (2,) = C’exp[ - (Et—pxx)} . (2.22)

Prislusna hustota pravdépodobnosti vyskytu

[y, (2, 0)]* = |C]? (2.23)
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2.5. Heisenbergovy relace neurcitosti

je v8ak konstantni, a proto lze ¢éstici ve stavu (2.22) nalézt se stejnou pravdépodobnosti kdekoli
na primce xz. MizZeme se vSak pokusit na zakladé principu superpozice zkonstruovat takovou
vlnovou funkci volné ¢astice (napt. v éase t = 0)

Y(a,t=0) = /ooc<pm>exp (ip;”“)dpw , (2.24)

— 00

aby pfislusna hodnota hustoty pravdépodobnosti [¢(z,0)?| jejiho vyskytu se podstatné lisila od
nuly jen v nékterém tzkém intervalu délky Az. Stav popsany vlnovou funkei (2.24) je vytvoren
z mnoha stavi s pfesné definovanou z-ovou slozkou hybnosti (superpozice rovinnych vin (2.22)),
a proto Castice v tomto stavu nema presné definovanou hybnost.

Uvazujme napiiklad ¢astici, jejiz stav je dan superpozici stavi s z-ovymi slozkami hybnosti
z intervalu (po, — Ap., po. + Ap,). Polozme zde (obr. 2.3a)%)

1
c(p,) = { 2v/zhip. PIO Py € (Pox — AP, Pox + Aps) (2.25)
0 Pro Py ¢ <p0m - ApaMPOI + pr>

Dosadime-li 2.25 do 2.24, dostaneme

Pox+Aps

1 i
Y(z,0) = NTTPI / eXp (hpz$> dp, . (2.26)

Poz—Ap

Integral ve 2.26 se vypoc¢te snadno'?), takze

h o sin (8p=z i
P(x,0) = A, (xh ) exp <hp0wx> : (2.27)
O normalizaci této vinové funkce se presvéd¢ime!!) pfimym vypoctem
I R [ sin® (222) ho(Apem
0)|*dz = b Ldx = ) =1. 2.28
[ o as= L [ B s - L (SR (2:28)

Hustota pravdépodobnosti [1)(x,0)|? ¢astice ve stavu 2.28 je pak zndzornéna na obr. 2.3.
Budeme-li urc¢ovat polohu ve stavu popsaném vlnovou funkeci 2.28, najdeme ji s vysokou

pravdépodobnosti v intervalu sitky 2Az kolem pocatku x = 0 . Pritom

mh

(2.29)

Definice Az je zfejma z obr. 2.3b. Cenou, kterou jsme za tuto lokalizaci zaplatili, je ¢astecna
ztrata informace o hybnosti ¢astice. Budeme-li totiz mérit x-ovou slozku hybnosti ¢astice ve

9) Vyznam koeficient ¢(pz) plyne z postulatit kvantové mechaniky: |c(pg[;)|2 dpz udéava pravdépodobnost, s niz u ¢astice

ve stavu (2.24) naméfime z-ovou slozku hybnosti v intervalu (pz, pz + dpz) — viz odstavec 4.3.3 a strana 101.
10) Pozorni c¢tenafi tohoto druhu literatury zpravidla nemaji formulace ... snadno se vypocte ..., pfipadné ... dikaz
této véty je tak jednoduchy, ze ... atp. priliS v oblibé, takze se budeme snazit podobnym tvrzenim vyhnout, pfipadné

naznacit opravnénost jejich pouziti. Tedy integral v (2.26) se vypocte snadno, pokud si vzpomeneme, jak se integruje
funkce exp (K.pz) dpz (opravdu jednoduché). Zbyva jesté zvladnout dosadit spravné meze integrélu a po vytknuti vyrazu
exp %poxz rozpoznat ve zbylé zavorce vyraz pro 2isin a (plynouci z Moivrova vztahu exp (+ia) = cos o + isin a). Pokud
ani ted nenl rovnice dand vztahem (2.26) snadno fesitelnd, bude asi nutné konzultovat dale uvddéné vztahy s nékym
v matematice zbéhlejsim (piipadné se na cely vypocet zbabéle podivat do dodatku).

1) Radostné ¢ méné radostns?
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2. Vlnova funkce

stavu popsaném vinovou funkci 2.28, mizeme ziejmé namérit kteroukoliv hodnotu z intervalu
(Pox — APox, Por + Apo.) . Podstatné pritom je, Ze soucin AxzAp, je konstantni:

wh
takze kazdé zmenseni (zvétseni) neurcitosti v poloze ¢astice je provazeno zvétSenim (zmensenim)
neurcitosti v odpovidajici slozce hybnosti ¢astice.

Zkusme se nyni na tento problém podivat trochu jinak:

e Zvolme si ,komplikovangjsi“ tvar zavislosti koeficientt ¢(p,)*?):

p v

2
40'p

e Pokusme se opét na zakladé principu superpozice zkonstruovat vinovou funkci volné ¢astice
(v ¢ase t # 0) ve tvaru rovnice 2.24 a v prvni aproximaci nahradme zminény integral
sumou'?):

U@, t) = i Uz, t) | (2.35)

kde v, (z,t) jsou harmonické vlny 2.22 odpovidajici riznym hodnotam p, :
(pm — DPnax = Pox — N A pm14)):

(2, t) = c(pn..) €xp (1}97;;.%') exp (—%EJ) ) (2.36)
Uzitim vztahu 2.22 Ize tento vztah prepsat do nésledujiciho tvaru:
Yy (2,t) = c(Pn,2)Vp, . (T,1) . (2.37)
12) Funkce
f@) = ——exp o) (2.31)
oV 2T 20% ’

se nazyvéa Gaussova funkce — graf této funkce pro riizné hodnoty oz (tzv. disperze) je uveden v dodatku na strané 143. Tato
funkce je normovand - plati totiz:

! exp (—W> dz =1 (2.32)

oxV2m . 20%
— 00

Tento vztah si miZzeme sami ovéfit, pokud si uvédomime, Ze hodnota tzv. Laplaceova - Gaussova integralu (viz napt. [11]
na strané 481) je rovna

(oo}
/ exp (—a2x2) dr = VT a >0 (2.33)
0

a pfipomeneme si skute¢nost, ze funkce f(x), (pfipadné c(pz)) jsou funkce sudé. Stoji jesté za povsimnuti souvislost Gaussovy
funkce a nasich koeficienti ¢(pz): ¢2(pz) = f(pa).

13) Tento postup se vyjasni za chvili — pro koneény pocet N mohu totiz tuto ,sumu“ graficky znazornit seétenim odpo-
vidajicich (viz rovnice 2.22) harmonickych vin (presnéji Feceno jejich realné, piipadné imaginarni ¢asti). Tyto harmonické
vlny ovSem ve vyrazu 2.22 juvidime lépe“ po roznasobeni funkci f(t) = exp (7%Ent> (viz téz poznamka pod ¢arou na
strané 40).

14) Toto Apy nezaménujte, prosim, s Apg, na obrazku 2.3.
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2.5. Heisenbergovy relace neurcitosti

Integral 2.24 tak nahradime nasledujici sumou:

n=N . .
1P 0T i
n=—N
n=N . .
—nA
— Z c(pos — NApo, ) exp <1(pOI ; Po;p)$> exp (—%EJ) Ap, . (2.39)
n=—N

Na obrazku ... jsou znazornény jednotlivé realné ¢asti Re[t, (z,t)] harmonickych vin 1, (z,t)
véetné jejich souctu — tedy redlné ¢asti Rely(x,t)] v éase t = 0, tvorici tzv. vlnové klubko.
Povsimnéme si bodt, které jsou vyneseny na kazdé harmonické viné pro stejnou hodnotu z'?). Na
obrazku .. jsou pak vyneseny realné ¢asti tychz harmonickych vin Re[v,(z,t)], ale v nasledném
Case t; # 0. Vidime, Ze naSe ,znackovaci“ body urazily rtizné drdhy Az, nebof jednotlivé viny
se §ifily rtiznou fazovou rychlosti ¢, = w, /k, = (E,./h)/(pn/h) = E,/p. = p2/(2mp,) = p,/2m
zavisejici na p,'?). Tim dochézi jednak k ,rozplyvani“ naSeho vlinového klubka a jednak ke
snizovani jeho ,vysky“ — je to dano zavislosti disperze o, na cCase.

Yo

c(pz)
_
o/ThiAp. |
2ApO.L
| p:i ,2
Pox—APoz Doz Poxt+Apos —Ax 0 Az
a) b)
Obr. 2.3

a) funkce ¢(p,) zadana vztahem 2.25

b) hustota pravdépodobnosti vyskytu volné ¢astice ve stavu s vlnovou funkei 2.27,
ktera je superpozici stavii s hybnostmi v intervalu (po, — Apos, Por + Apor) (viz
tento obr. a). Pravdépodobnost vyskytu castice je velkd v intervalu (—Ax, Ax),
kde Az = 7h/Ap,

12) Stoji za zminku i jejich vysky — vidime, ze se vzrustajicim pp, velikosti amplitud vin zvonovité rostou a posléze opét

zvonovité klesaji — je to kviili ndmi zvolenému (gaussovskému) pribéhu koeficientii ¢(ps ). PovSimnéte si rovnéz, jak se vyviji
vinova délka vln ve sméru rostouciho pn — podle vztahu 1.7 nepfime Gimérné.
13) Zde jsme vyuzili ndm dobfe znamych vztaht 1.6 a 1.7, jakoZz i vztah mezi energii a hybnosti volné ¢astice (E = p2/2m).
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2. Vlnova funkce

Hodnotu soué¢inu Ap,Az podle 2.30 jsme dostali pro funkei ¢(p,) definovanou vztahem 2.25.
Rizné volba funkce ¢(p,) dava rtizné hodnoty soué¢inu Ap, Az . Podrobny rozbor vsak ukazuje,
ze vzdy plati

Ap, Az > g . (2.40)

Nerovnost (2.40) je zndma jako Heisenbergova relace neurcitosti pro soufadnici a hybnost
(Werner Heisenberg — 1927). Pro y-ové a z-ové slozky soufadnice a hybnosti plati obdobné

Ap,Ay > g L Ap. Az > g . (2.41)

2.5.2. Dva experimenty k relaci neurcitosti

Bylo by velmi neptijemné, kdyby se ukazalo, ze bez ohledu na to, co fika kvantovd mechanika,
je mozné na zakladé experimentu urcit soucasné hybnost i polohu ¢astice s presnosti lepsi nez
povoluji relace 2.40. Analyza riznych myslenkovych (i redlnych) experimentii vsak ukazuje, ze
polohu i hybnost castice vskutku nemutizeme zméfit s presnosti lepsi, nez to povoluje relace
neurcitosti.

Jako prvni ukazku takového experimentu uvedeme ptiklad na méfeni polohy elektronu mi-
kroskopem (viz obr. 2.4). Pfedpokladejme, Ze elektron je nékde na ose x a je v klidu. Tedy
Ap, =0, ale Ax = cc.

Polohu ¢astice mérime tak, Ze na elektron nechdme dopadnout zaieni, které se na ném rozptyli
a dopadne do mikroskopu. RozliSovaci schopnost, tj. pfesnost, s niz mikroskopem miizeme urcit
polohu (elektronu), je ddna vztahem.

A
sin ¢

Tento vztah nebudeme odvozovat; je vSak zfejmé, Ze polohu ¢astice nelze urcit presnéji, nez
je vinova délka dopadajicitho zafeni, pricemz pii malém thlu ¢ vime s horsi presnosti, odkud
svétlo do mikroskopu prichéazi, a tim se zhorsuje i informace o poloze Céstice.

Uvazujme foton odpovidajici zafeni o vlnové délce A , ktery dopada na elektron. Foton se
na elektronu rozptyli tak, ze vstoupi do mikroskopu. Zanedbame-li zménu vlnové délky zareni
vzniklou rozptylem (srovnej Comptonuv jev — odstavec 1.1.3 a strana 6), je velikost hybnosti
fotonu f, vstupujiciho do mikroskopu rovna (viz rovnice (1.4))

h
pr=r - (2.43)

Ax =

(2.42)

Obr. 2.4

Schéma mikroskopu. Polohu elektronu e mérime
pomoci svétla, které se na elektronu rozptyluje
a dopadé na ¢oc¢ku C mikroskopu M. f; je dopa-
dajici foton, f, je rozptyleny foton
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2.5. Heisenbergovy relace neurcitosti

Vidime-li v mikroskopu zablesky, nevime kudy foton f; do mikroskopu vesel. Z obr. 2.4 je
ziejmé, Ze neurcitost x-ové slozky hybnosti rozptyleného fotonu f, detekovaného v mikroskopu

je rovna
. h .
Apys, = pysing = 3 sine - (2.44)

Pfi rozptylu fotonu na elektronu plati zakon zachovani hybnosti (viz Comptoniv jev). Elek-
tron se po srazce s fotonem zac¢ne pohybovat a x-ova slozka hybnosti elektronu po srazce s fo-
tonem bude rozmazéna zhruba o stejnou hodnotu, jakou mé velikost neurcitosti z-ové slozky
hybnosti fotonu f,; pro Ap, elektronu tedy plati

h
Ap, ~ X sing . (2.45)
Vynasobime-li Ap, dané vztahem 2.45 a Ax dané vztahem 2.42 dostaneme

Ap,Ax ~ (I; singp) < A ) =h, (2.46)

sin

coz je v souladu s Heisenbergovou relaci neurcitosti 2.40.

Pouzijeme-li v mikroskopu zafeni s velmi malou vlnovou délkou, (napi. rtg. zareni), dosta-
neme jako vysledek méFeni velmi malé hodnoty Az , ale velké rozmazani (velké Ap, ) v uréeni
hybnosti elektronu. Elektron by se jevil pfi takovém méfeni jako pomérné lokalizovany objekt.
Pfi méfeni pomoci zafeni s velkou vlnovou délkou (napiiklad infracervené zafeni) bychom nao-
pak dostali velké Ax a elektron by vypadal jako prostorové rozmazany objekt s pomérné dobre
definovanou hybnosti.
roli zde hraje kvantova povaha zareni. Vysledny vztah 2.46 podstatné zavisi na vztahu 2.43
mezi vinovou délkou zareni a hybnosti fotonu.

Jako druhy experiment uvedeme difrakei elektroni na $térbiné (viz obr. 2.5). Nejjednodussi
zpusob, jak ziskat informaci o jedné ze soutadnic elektronu, je propustit jej stinitkem s jednou
Stérbinou sitky d.

Po prichodu stérbinou budeme znat jeho polohu ve sméru osy = s nepresnosti

Ar=d. (2.47)

Ozéfime stinitko S se Stérbinou svazkem elektront s hybnosti 7 = (0,p,0) . VSimnéme
si sméru x kolmého k hybnosti dopadajicich elektronti. X-ova slozka hybnosti dopadajicich
elektront je nulova, tedy Ap, = 0. Pti prichodu elektrona stérbinou dojde k difrakci elektront;
na desce D vznikne typicky difrakéni obrazec. Nejvice elektroni dopadne do prvniho maxima
vymezeného thlem ¢, pro néjz plati (viz optika) sin = A/d. Je-li ptuvodni hybnost elektronu
P, potom po pruchodu $térbinou bude neurcitost x-ové slozky hybnosti pro elektrony dopadajici
do prvniho difrakéniho maxima dana vztahem

Ap, ~ psing =pA\/d . (2.48)

Podle de Broglieho vztahu (2.3) je ale A = h/p, a proto

Ap, ~ R (2.49)

Vynéasobime-li Ap, dané vztahem (2.49) a Az dané vztahem (2.47), dostaneme
Ap,Ax =h, (2.50)
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D

Obr. 2.5 Difrakce na stérbiné: rovinnd monochromaticka vlna odpovidajici elektronu s hybnosti
P = (0,p,0) dopadé na stinitko na stinitko S se Stérbinou Sifky d. Na desce D pozo-
rujeme difrakéni obrazec. Nejvice elektronu dopadne do prvniho difrakéniho maxima
daného podminkou dsinp = A, kde A = h/p.

odkud je vidét, Ze relace neurcitosti (2.40) je opét splnéna. Je patrné, ze ¢im presnéji uréime
polohu ¢astice (¢im uzsi je Stérbina), tim vétsi je neurcitost z-ové slozky hybnosti elektronu,
a naopak. Zdiraznéme jesté jednou, ze relace neurcitosti vyplyva bezprostredné z toho, ze stav
¢astice je v kvantové mechanice popsan vilnovou funkci, ktera se interpretuje pravdépodobnostné,
tedy plyne pfimo z formalismu kvantové mechaniky. Relace neurcitosti ukazuje omezeni, ktera
musime respektovat, jestlize chceme elektron popisovat pojmy klasické fyziky jako je hybnost,
soutadnice a trajektorie.

2.5.3. Priklady pouziti relace neurcitosti

Argumenty zaloZené na relaci neurcitosti poskytuji ¢asto velmi rychlou kvalitativni orientaci
v daném fyzikalnim problému. UkaZeme si to na tfech ptikladech:

Priklad 1

rozmérné schrance s nepropopustnymi sténami (hovotfime také o ¢astici uvéznéné v pravotuhlé
nekoneéné hluboké potencialové jameé).

Reseni:

Uvazujme, Ze Castice je uvéznéna v intervalu (0,a) na ose z. V intervalu (0,a) na ni
nepusobi zadné sily, a proto je zde jeji potencialni energie konstatni, pro jednoduchost
ji volime rovnu nule. V bodech z = 0 a z = a jsou nekonecné vysoké potencidlové stény,
takze castice (dokonce s libovolné vysokou energii) nemtze proniknout vné intervalu
(0,a). V intervalu (0, a) je energie ¢astice tudiz rovna jeji kinetické energii

p2
E=T=-"%. 2.51
2m ( )
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2.5. Heisenbergovy relace neurcitosti

Céstice je nékde na tiseéce (0, a), a tudiz neur¢itost soufadnice z je rovna

a

Ax ~ —. (2.52)
2
Z relace neurcitosti (2.40) plyne, ze
h h
Ap, = ——— ~ — . 2.53
P 2Ar  a ( )
Nejnizsi mozna hodnota kinetické energie nasi ¢astice je tedy
52
Trin = —— . 2.54
2ma? ( )
Tudiz minimalni hodnota energie nasi ¢astice je
hz
Eim=—, 2.55
2ma? ( )

coz je dolni odhad energie zakladniho stavu. Pfesnd hodnota energie zdkladniho stavu je
rovna 72h*/2ma? (viz rovnice (1.30)')

Priklad 2
Odhadnéte energii zakladniho stavu linearniho harmonického oscilatoru.
Reseni:

Energie linedrniho harmonického oscildtoru je dana vztahem
Py | mwr?

+

E=T+V =
+ 2m 2

(2.56)

kde m je hmotnost ¢astice a wq je kruhova frekvence oscilatoru.

Z relace neurcitosti je ziejmé, Ze energie oscildtoru nemutze byt rovna nule, nebot
potom by byla pfesné uréena soutadnice (x = 0) i hybnost (p, = 0)'*).

Uvazujme, ze amplituda kmiti c¢astice je A. V tomto pripadé se castice s velkou
pravdépodobnosti nachézi v intervalu (—A, A) a tudiz neuréitost jeji polohy je

Ar ~ A . (2.57)

Z relace neurcitosti (2.40) plyne, ze

h h
Ap, = — ~ — . 2.58
Pe=5Az " 24 (2:58)
Velikost hybnosti ¢astice musi tedy byt minimalné //2A. Pro kinetickou energii ¢astice
pak plati
hz
T~ —0. 2.59
8mA? ( )
Zvazime-li vztahy (2.56) a (2.59), dostavame pro celkovou energii podminku
h? mw?2 A?
E~ O = f(A). 2.60
o+ T (2.60)
14) K tomuto presnému fesSeni se trpélivy bakalar dopracuje na strané 48.
14) Scitaji se totiz kvadraty téchto velic¢in (viz rovnice 2.56), tj. kladné hodnoty — mé-1i byt jejich soucet nulovy, musi byt

samy rovny nule.
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2. Vlnova funkce

Nasgim tkolem je urcit energii zakladniho stavu, a proto musime najit minimalni hod-
notu, jiz funkce f(A), definovand ve vztahu (2.60), mtize nabyt. Této minimélni hodnoty
nabyva'®) pro takova A = A, pro néz

df(4)
S =0. (2.61)
dA | ,_,,
Derivace f(A) je rovna
df(A h?
dil ) _ ot mwg A (2.62)

a kdyz ji polozime rovnu nule, pro hodnotu A, dostavame

h
Ao = . 2.
0 2mwq (2:63)

Dosadime-li (2.63) do (2.60), dostaneme
1

Ziskali jsme tak dolni odhad energie zakladniho stavu linearniho harmonického oscila-
toru. Poznamenejme, Ze hodnota fiwy/2 je v tomto pfipadé rovna presné hodnoté energie
zékladniho stavu — viz odstavec 3.4.6 (strana 73).

Priiklad 3
Odhadnéte velikost atomu vodiku a energii jeho zédkladniho stavu.
Reseni:
Uvazujme stav, v némz se elektron (—e) nachazi s nejvétsi pravdépodobnosti ve vzda-
lenosti a od jadra (+e). Potencidlni energie elektronu v tomto stavu je

e2

V(a) =— pre— (2.65)

Je-li elektron v oblasti s linedrnim rozmérem rfadoveé rovnym a, je neurcitost velikosti
jeho hybnosti fadové rovna h/a . Kinetickd energie bude v uvazovaném stavu nenulova
a vetsi nez

2
h
2ma?

T(a) (2.66)
Vidime, ze zmensujeme-li a, klesd V' (a) (znaménko minus), avSak roste 7'(a). Nejnizsi
mozna celkova energie elektronu kompatibilni s relacemi neurcitosti bude urcena mini-
mem funkce
n’ e?
E(a)=T Via) = — . 2.67
(@) =T(@)+ V(@) = 5 — o (267

Abychom nalezli minimum funkce E(a), zderivujeme ji podle a, tuto derivaci polozime
rovnu nule a z této podminky uréime hodnotu a, oznaéime ji a,, pro niz E(a,) méa
minimélni hodnotu. Tak dostavame

4.77'6071,2

me?

ag =

. (2.68)

15) Jak néktefi vime.
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2.5. Heisenbergovy relace neurcitosti

Tomu odpovida energie

me?

Blao) = = ey

(2.69)

Skutec¢nost, Ze ag dané vztahem (2.68) je pravé Bohruv polomér (1.29) a E(aq) dané vzta-
hem (2.69) je rovno pfesné energii zédkladniho stavu atomu vodiku (viz odstavec 5.2.1),
je nutné povazovat za ndhodu, protoze jsme provadéli pouze fadovy odhad. Pouceni vy-
plyvajici z provedeného odhadu spocivd v tom, ze zakladni stav atomu je vysledkem
kompromisu mezi velikostmi kinetické a potencidlni energie: ¢im mensi je oblast, v niz je
lokalizovan elektron, tim mensi je jeho potencialni energie a vétsi jeho kineticka energie.
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3Schrodingerova vlnova mechanika

3.1. Schrodingerova rovnice

3.1.1. Casovy vyvoj stavu

7 predchazejici kapitoly vime, ze v kvantové mechanice je stav ¢astice popsan vlnovou funkci.
Explicitni vyjadieni vlnové funkce vSak zname (podle de Broglieho hypotézy) pouze pro volnou
Castici (viz odstavec 2.2). V naSem dalsim kroku uddme pravidlo, podle néhoz muzeme ziskat
vlnovou funkci (7, t) ¢astice, kterd se nachazi v néjakém silovém poli. Budeme zde studovat
chovani ¢astice s nenulovou klidovou hmotnosti, pohybujici se rychlosti zna¢né mensi, nez je
rychlost svétla, takze je mozny nerelativisticky pristup. Toto pravidlo pro urceni vinové funkce je
pak vyjadfeno diferencialni rovnici nazyvanou Schrodingerova rovnice. Je to zédkladni pohybova
rovnice kvantové mechaniky udavajici ¢asovy vyvoj stavu castice.

Pro ¢astici o hmotnosti m nachézejici se v silovém poli s potencialni energii V(z,y, z,t) ma
Schrodingerova rovnice tvar

G N L
=——A 1
in = = L AG( )+ V() (3.1)
kde A je Laplaceiv operator
0? o? o?
a5 ta5 1t 55

022 Oy? 022

Vidime, Ze na rozdil od Newtonovy mechaniky, ktera pracuje s pisobicimi silami
F () = BV V, je v kvantové mechanice zakladni veli¢inou, kterd charakterizuje inter-
akci a jez vystupuje v pohybové rovnici, potencidlni energie V(7,t). V kvantové mechanice
byva zvykem nazyvat V (7, t) struéné potencialem.

Schrodingerova rovnice zaujiméa v kvantové mechanice stejné misto, jako v klasické mechanice
Newtonova pohybova rovnice F = md*7 /dt. Schrédingerova rovnice se stejné jako Newtonova
pohybova rovnice neodvozuje, nybrz postuluje, a opravnénost tohoto postulatu se doklada sou-
hlasem predpovédi teorie s vysledky experimenti. Abychom tuto skute¢nost zduraznili, uvedli
jsme tvar Schrodingerovy rovnice pfimo bez predbézného komentare. Zduraznéme, Ze ani pie-
svédéivé fyzikalni argumenty uvadéné v literatufe ve prospéch tvaru rovnice (3.1) nelze povazo-
vat za jejl odvozeni.

Aby funkce (7, t) popisovala stav ¢astice, musi vyhovovat nejen Schrodingerové rovnici,
ale musi spliiovat také standardni podminky kladené na vlnovou funkeci (viz strana 19 v od-
stavci 2.3.3). Platnost principu superpozice pro feseni Schrédingerovy rovnice je ziejma z toho,
ze diferenciélni rovnice (3.1) je linedrni. Schrodingerova rovnice obsahuje prvni derivaci podle
casu. Proto jednoznacné reseni dostaneme pouze tehdy, zname-li vlnovou funkci v jistém caso-
vém okamziku ¢, tj. musime zadat poc¢ateéni podminku (7, ty) = ¢(7). Jinak Fe¢eno, zname-li
stav Castice v ¢ase o, pomoci Schrodingerovy rovnice (3.1) mizeme piredpovédét, v jakém stavu
bude castice v jiném okamziku ¢.
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3.1. Schrédingerova rovnice

Srovnejme popis pohybu ¢astice v ramci klasické mechaniky a kvantové mechaniky:

klasickd mechanika: kvantova mechanika:
popis stavu: [7(t), 7(t)] »(T,t)
o dF 0 R
pohybova rovnice: F= md—t;q i (% = —%Aqb +V

Na zavér tohoto odstavce se presvédcime, ze vlnova funkce volné ¢astice vyjadiena podle de Bro-
glieho hypotézy rovinnou vlnou

:
$(70) = Coxp |~ (51— )] (32)
vyhovuje Schrodingerové rovnici. Ponévadz jde o Castici, na niz nepusobi zadné sily, jeji po-
tencialni energie V(7,t) je vSude konstantni a mtzeme ji (pro jednoduchost) zvolit rovnu nule.
Potom Schroédingerova rovnice ma jednoduchy tvar

(7, 1) R

i =

= —5 - AU(F ). (3.3)

Derivovanim funkce (3.2) se snadno')presvéd¢ime, Ze plati

OPEY) _ i
T - —ha(T,t) ) (34)

2+ 2+ 2
A(F, 1) =~ (7 ) = 0 (35)

Tedy jestlize de Broglieho vlna (3.2) ma byt fesenim Schrédingerovy rovnice, musi platit, ze

P2+ +p:
2m

E = : (3.6)

coz je ocekavany nerelativisticky vztah mezi energii a hybnosti volné ¢astice zndmy z klasické
mechaniky.

3.1.2. Stacionarni stavy

Ve velkém poctu pripadi potencidl V' nezéavisi na case (takze V = V(z,y,z2)). V takovém
piipadé se daji pfi FeSeni Schrodingerovy rovnice (3.1) separovat proménné, tzn. FeSeni rovnice
(3.1) lze hledat ve tvaru soucinu dvou funkci

() = f(t)e(r) (3.7)

z nichz jedna (f(t)) zavisi jen na t a druhd (¢(7)) jen na prostorovych soutadnicich z,y, z.
Funkce f(t) a ¢(7) budou pfitom FeSenim jistych rovnic, které obdrzime nasledujicim zpisobem:
dosadime predpokladany tvar Feseni (3.7) do rovnice (3.1). Ponévadz

U H) = o (1)) = o) D (39

1) A uz zase je to tak snadné! Uvédomime-li si ale, jak derivovat podle ¢asu funkci, jez je navic funkei 7, tak se spravného
vysledku prosté dobrati musime. Napovédou pro ty z vas, ktefi jste, nestastni, pfi probirani této ¢4sti matematiky zrovna
chybéli, budiz poznatek, ze funkci vice proménnych derivujeme podle jedné z nich podle stejnych pravidel, jako funkci jedné
proménné s tim rozdilem, Ze zbylé proménné miizeme povazovat za konstanty.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

A1) = AFO) = 1) A0 (39)
dostaneme
ine )2 = 110) |58 + V(07| (3.10)

Rovnici (3.10) 1ze pfepsat?) na tvar

1 df(t) 1 n’
ih = ——Ap(P)+V(r)e()| , 3.11
T S |3 AR + V) (3.11)
kde leva strana je funkci pouze proménné t a prava strana funkci pouze proménnych x,y, z.
Rovnice (3.11) pfitom vyjadfuje, Zze obé strany se musi rovnat pro vSechny mozné hodnoty ¢
ar” = (z,y,2). To je mozné jen tehdy, je-li leva i prava strana této rovnice rovna téze konstanté?).
Oznacime-li tuto redlnou konstantu E, pravé vyslovené tvrzeni vede (po matematické tipravé*))
k diferenciélni rovnici pro funkci f(t)
df(¢) 1

YO __Lpp (3.12)

a taktéz diferencialni rovnici pro hledanou funkei o(7)

2

- AG(F) + V() = Bo(F) (313)

Rovnice (3.12) m4 feSeni®)

F(t) = exp <—;Et> . (3.14)

Rovnice (3.13) pro prostorovou ¢ast ¢(7) vlnové funkce (7, t) je tzv. stacionarni (nebo téz
bezc¢asova) Schrodingerova rovnice. Jeji feSeni musi zfejmé spliiovat standardni podminky (viz
strana 19) kladené na vlnovou funkeci ¢ (7, t), tzn., Ze po ¢(7,t) budeme pozadovat, aby byla

i) vSude spojita i se svymi prvnimi derivacemi,
ii) jednoznacna,
iii) vSude omezena.

Jak se uvedené podminky uplatni, pozndme pii feseni konkrétnich problémii. Poznamenejme,
ze presné analytické feSeni rovnice (3.13) je mozné jen v nékolika malo pfipadech, kdy potencial
V(7) ma velmi specidlni tvar. S nékterymi z nich se sezndmime v néasledujicich odstavcich.
V ostatnich pfipadech se musi rovnice (3.13) feSit aproximativnimi metodami.

2) Vydélime-li obé strany rovnice vyrazem f(t)o(F).

3) K lepsimu pochopeni by snad mohlo poslouzit nasledujici vysvétleni: na obou stranach rovnice (3.11) se nenachdazeji
pouze derivace neznadmych funkci, ale tyto jsou jesté nasobeny témito nezndmymi funkcemi (v pfipadé funkce f(¢) pak
nasobena jeji prevrdcenou hodnotou). Tedy diky tomuto souéinu ,méme Sanci“ obdrzet rovnost obou téchto soucini jedné
konstanté, aniz by nezname funkce (f(¢), p(7)) samy musely byt konstantni (rovny této konstanté).

4) Ale opravdu jednoduché (bude hi)!

5) Pokud neumime fesit jednoduché (ve smyslu nikoliv parcidlni) diferencidlni rovnice tohoto typu, mizeme se alespori
presvédcit o spravnosti ,nabizeného* feseni tak, ze toto feSeni dosadime do rovnice 3.12 a porovname obé jeji strany.
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3.2. Rovnice kontinuity

Uplné feseni (Casové) Schrodingerovy rovnice (3.1) v piipadé, ze potencial nezavisi na Gase,
je tedy

W(7) 1) = () exp <—;Et> , (3.15)

kde ¢(7) je FeSenim stacionarni Schrédingerovy rovnice (3.13). Nezapominejme, ze (7) zavisi
na hodnoté parametru E, tj. piSeme ¢ (7). Jaky je vyznam konstanty E naznacime za chvili.
Je-li ¢astice ve stavu popsaném vlnovou funkei (3.15), potom hustota pravdépodobnosti
vyskytu castice
[W(F, )] = (7 )07 (7, t) = e 7Pl (R)er o™ (7, ) = |p(P)|? (3.16)

nezavisi na ¢ase; mluvi se proto o stacionarnim stavu.
Z rovnice (3.16) plyne: mé-li vilnova funkce (7, t) byla normalizovana, tj.

/ / Wy, ) Pde dy dz = 1,

musi byt prostorova éast (7, t) vinové funkce charakterizujici stacionarni stav normalizovana,

tj. musi platit
// lo(z,y, 2)|?°dz dy dz = 1.

Na vlnovou funkci (3.15) se mizeme divat jako na jakési ,zobecnéni“ de Broglieho viny (3.2)
na pfipad, kdy se ¢astice nachazi v silovém poli (nejde o volnou ¢astici), a tedy kdy potencial
V' neni vsude konstantni. Pasobeni silového pole ,deformuje“ rovinnou vinu

o) = exp (317 (3.17)

(index p znadi, Ze jde o ¢astici s ostrou hodnotou hybnosti) popisujici prostorovou ¢ast vlnové
funkce volné ¢astice (3.2). Srovname-li de Broglieho vlnu zapsanou ve tvaru

B(F 1) = p3(7) exp <—;Et> , (3.18)

kde ¢z(7) je rovinna vlna (3.17), s vlnovou funkei tvaru (3.15), nabizi se myslenka interpreto-
vat konstantu E jako energii této ¢astice. Tato interpretace konstanty FE, jak uvidime pozdéji
(v odstavci 4.3.2 na strané 97), plyne z jednoho z postulatt kvantové mechaniky. Na zdkladé
této interpretace konstanty F mitizeme Fici, Ze staciondrni stavy jsou stavy s urcitou (ostrou)
hodnotou energie.

3.2. Rovnice kontinuity

Jestlize se pravdépodobnost vyskytu ¢astice v néjakém ohraniceném objemu s ¢asem zmensuje
(zvétsuje), potom pravdépodobnost, Ze ¢astice bude nalezena vné tohoto objemu, se musi o stej-
nou hodnotu zvétsovat (zmensovat). Zachovani pravdépodobnosti vyskytu je nutnou podminkou
nerozpornosti pravdépodobnostni interpretace vinové funkce. V tomto odstavci ukazeme, ze fe-
Seni, ktera dostaneme ze Schrodingerovy rovnice (3.1), takovou podminku spliuji. Tim souc¢asné
dokazeme Casovou nezavislost normy vlnové funkce.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Aby se vlastni myslenka neztracela v komplikovanéjsich matematickych tpravach, provedeme
nejprve vyklad pro jednorozmérny pripad, kdy vSechny veli¢iny zavisi kromé na case pouze na
jedné souradnici x.

Chceme zjistit, jak se s ¢asem méni hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice w(z,t) =
Y(z,t)*(x,t). Pro funkei ¢(x,t) plati Schrédingerova rovnice (3.1)

i0Y(z,t) K O
e = g e t) + V(@ )i, ) (3.19)

a pro funkci ¥*(x,t) plati rovnice komplexni sdruzena (V' je realné)

. a * h2 62
LoD ety 4 Vi ) (3.20)

Rovnici (3.19) vynasobime funkei ¢*(x,t) a rovnici (3.20) vynasobime funkci ¢(z,t) a obé
rovnice pak odecteme. Soucin V' (x,t)y(x, t)1p*(x,t) se pfitom zrusi a zistane rovnice

ih <1,Z)*(3:,t) awg’” + qp(a;,t)%;(f’”) - —2% <¢*(x,t)81g(g’ﬂ _ w(w,t)aqé;y).(&ﬂ)

Leva strana této rovnice predstavuje ¢asovou derivaci soucinu v (z, t)* (z,t):

0 oY(z, oY (x,
O a0 ) = 0 (@, ) 22D 0 2T (322)
Pravou stranu rovnice (3.21) upravime takto:
(. t) Pr(a,t) 0 Op(x,1) O (, t)

e (L e e Ly ICE D

Pomoci dvou poslednich vztaht je mozno rovnici (3.21) pfevést na tvar

g 00 ) =~ o (0@ 25 e PR e

Oznadime-li

w(z,t) =z, )" (z,1), (3.25)
(o) = g (00255 e 200 (3.20

mé rovnice (3.24) tvar
ow(z,t) n 07 (x,t)
ot Ox

Obdobnym zpisobem, ale pouze matematicky komplikovanéji, dostaneme pro trojrozmérny
pripad rovnici

=0. (3.27)

8”;? D 4 divi(re) =0, (3.28)
kde
. B . .
JE 1) = 5 (W EOVUE ) = w0V (1)) - (3.20)
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3.3. Jednorozmeérné potencialy

Vzpomeneme-li si na definici vektorového operatoru

L .0 L0 -0

vidime, Ze j,(z,t) definované vztahem (3.26) je vskutku z—ové slozka vektoru j(7,t)®). P¥ipo-
menme jesté, ze

, 0j.(F,t)  0j,(Ft)  Bj.(Ft
divj(F,t) = ]a(; )4 jya(; )4 ja(: )

(3.31)

Rovnice (3.28) ma formalné stejny tvar jako rovnice kontinuity v hydrodynamice, pfipadné
elektrodynamice:

Ip(7,1)
ot

+divj(7t) = 0. (3.32)

7 této analogie odvodime vyznam vektoru j(7,t) v rovnici (3.28): v hydrodynamice je p(7,t)
hustota kapaliny a j(7,¢) je hustota toku kapaliny, v elektrodynamice je p(,t) hustota na-
boje a j(7,t) je hustota elektrického proudu — v kvantové mechanice jest w(7,t) hustotou
pravdépodobnosti vyskytu ¢astice a tudiz f(f', t) budeme interpretovat jako hustotu toku prav-
dépodobnosti vyskytu castice.

Rovnice kontinuity vyjadiuje vzdy zédkon zachovani; v hydromechanice zakon zachovani hmot-
nosti, v elektrodynamice zdkon zachovani elektrického naboje, v kvantové mechanice pak zakon
zachovani pravdépodobnosti vyskytu castice.

Jako jednoduchy priklad vypocitame hustotu pravdépodobnosti a hustotu toku pravdépo-
dobnosti vyskytu pro volnou c¢astici popsanou de Broglieho vinou

i

W(F,t) = Cexp[ = (Et—ﬁf)} . (3.33)

V tomto piipadé je hustota pravdépodobnosti vyskytu castice rovna

w(7,t) = (7, 1) (7, t) = |C], (3.34)
Vi(r,t) = iw(f',t)ﬁ , ovérte! (3.35)
i= g |00 (1w 0f ) - oo (< of )| = Zoowio. 630)

3.3. Jednorozmérné potencialy

3.3.1. O jednorozmérnych potencialech

6) Jedna se o skalarni soucin V - j(7, t).
7) Nejde-li to, podivejte se do Dodatkt, ale jen v nejnutnéjsim pripadé, kdyz uz neni vyhnuti.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Abychom se blize seznamili s feSenim Schrédingerovy rovnice a interpretaci ziskanych vy-
sledki, rozebereme si podrobné nékolik jednoduchych®) jednorozmérnych tloh. V téchto tilohach
predpokladame, Ze se Castice nachéazi stale na primce, kterou volime napiiklad osu x. Z matema-
tického hlediska maji jednorozmérné tulohy tu prednost, ze stacionarni Schrodingerova rovnice
(3.13) je pro né obycejna (nikoliv parcidlni) diferencialni rovnice; po malé®) ipravé ji miizeme
prepsat takto

d?p(z)  2m
(;033(2) + e [E—V(z)]e(x) =0 (3.37)

Reseni takovéto rovnice je mnohem prostsi nez feseni parcialnich diferencidlnich rovnic, které
ziskdvame v tiirozmérnych tlohach. Jednorozmérné tlohy jsou ale zajimavé nejen proto, ze ndm
dovoluji poznat zakladni charakteristické rysy kvantovych zjevi, které se zpravidla zachovavaji
i v mnohem slozitéjsich problémech, nybrz i proto, Ze mnoho vicerozmérnych tloh miize byt po
vhodné transformaci a separaci proménnych redukovano na feseni rovnice typu (3.37).

Nejprve si pfipomeneme, jak se chova klasickd ¢astice (tj. Castice fidici se zdkony platné
v klasické mechanice) v jednorozmérném potencidlovém poli jak je znazornéno na obr. 3.1. Pfi
dané celkové energii F; (F; = T(x) 4+ V(z)) budou pro klasickou ¢astici nedostupné ty oblasti
na ose x, v nichz V > FE, ponévadz kinetickd energie T' = mwv?/2 musi byt vzdy nezaporna. To
znamend, ze klasickou ¢éstici o energii F; mizeme nalézt pouze v oblastech I, III a V. Oblasti
II, IV a VI jsou pro ni nedostupné. Céstice, kterd se pohybuje od —oo v kladném sméru osy
x, dospéje do mista A, kde se celd jeji energie zméni v energii potencialni (tzv. bod obratu) —
zastavi se T' = 0 a zacne se pohybovat zpét do oblasti I. Do oblasti II proniknout nemtze. O této
castici rekneme, ze se odrazila na potenciadlové bariéfe. O ¢astici v oblasti III resp. V pravime,
7e osciluje v potencidlové jamé, a tento stav oznacujeme jako vazany. Céstice s energii E, vyssi,
nez je maximalni hodnota, kterou nabyvéa potencidlni energie V(x), se bude pohybovat stale
jednim smérem (napf. zleva doprava), aniz by se mohla nékde odrazit, a pfitom se bude ménit
pouze jeji rychlost tak, aby bylo splnéno stéle Fy = T'(z) + V (z).

8) A uz je to tady zase! Pokuste se ale, je-li to mozné, poseckat s posouzenim a pripadnym odsouzenim této véty az po
dikladném precteni a pokud mozno bedlivém prostudovani nasledujici kapitoly.

9) Tato Gprava spoc¢ivd v prevedeni vSech ¢lent rovnice na jednu stranu a osamostatnéni druhé derivace funkce ¢(z,t),
respektive vytknuti této funkce. Pokuste si rovnici (3.37) oblibit, budeme ji v néasledujicich odstavcich dost ¢asto pouzivat
a odkazovat se na ni.
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3.3. Jednorozmeérné potencialy

E,

1y (IT) (IIT) (Iv) V) (VD)

S |

| | |
| | |
| | |
| | | |
| | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
A B C D F

Obr. 3.1 Pohyb ¢astice v jednorozmérném potencidlovém poli

Pro jednoduchost budeme v nasich prvnich tlohéch pracovat s tzv. pravoihlymi potencialy,
kde se feSeni Schrodingerovy rovnice (3.1) da celkem bez obtizi provést!'?). Typicky pravouhly
potencial je schematicky znédzornén na obr. 3.2a — osa x je rozdélena na nékolik oblasti, v nichz
je potencidl konstantni a na styku téchto oblasti se méni skokem (nespojité). Pochopitelné,
ze takova funkce nepredstavuje redlny pribéh potencidlu, ktery musi byt hladky, jak je napft.
znézornéno na obr. 3.2b. Jsou-li vSak rozméry oblasti, v nichz dochézi ke zméné potencialu,
velmi malé v porovnani s de Broglieho vinovou délkou, je pravotuihly potencial dobrou aproximaci
realného potencialu.

V pripadé pravouhlych potenciidlii najdeme feseni Schrédingerovy rovnice pro kazdou oblast,
v niz je potencial konstantni zvlast, a feSeni v sousednich oblastech ,seSijeme* tak, aby na styku
téchto oblasti, kde je (kone¢ny) skok v potencidlu V'(z), byly vlnova funkce p(z) i jeji prvni
derivace dp(z)/dx spojité.

Zavérem tohoto odstavce si ukdzeme, pro¢ by méla byt i prvni derivace vlnové funkce spojita.
Pozadavky spojitosti, jednoznacnosti a omezenosti (viz odstavec 2.3.3 strana 19) vyzaduje pfimo
Bornova pravdépodobnostni interpretace vlnové funkce. Podminka spojitosti prvnich derivaci
je pak dtsledkem toho, ze vlnova funkce je feSenim Schrédingerovy rovnice. V jednorozmérném
pfipadé se o tom snadno presvédéime. Integraci rovnice (3.37) dostavame, Ze prvni derivace
vlnové funkce ¢'(z) je rovna:

2m

Plz) = ¢'(w0) — o5 [ [E-V(O]e(€)de, (3.38)

xo
kde ¢ je libovolny pevny bod. Je-li potencial V' (£) vsude spojity, neni o tom, Ze ¢'(z) je nutné
spojita, pochyb. Zajimaji nas vSak pfedevsim body, kde existuje ,skok“ (nespojitost) v poten-
cidlu V(£). Z matematické analyzy je zndmo'!), Ze integral je spojity i tehdy, kdyZ integrand

10) Nepropadejte panice, skoro vSechny vypocty zde budou nejen naznaceny, ale dovedeny az k vyjadreni kone¢ného vy-

sledku. Je to predevsim proto, ze malokdo odola v kvantové mechanice dovést feseni prikladu az ku spravnému, presnému
nosti je v kvantové mechanice pohfichu maélo.

11) Pokud nékdo opét zrovna chybél na prislusné predndsce z matematiky, pak lze toto tvrzeni najit (a pfipadné si jej
vyzkouset na vhodném pfikladu) v knize [11] na strané 465 (definice 2, poznamka 2).
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

V(z) A

| | 2)
V(z)h

| | b)

Obr. 3.2 Pravouhly potencial (a) aproximujici redlny prubéh (b)

obsahuje kone¢nou nespojitost ve spocetné mnoha bodech. Z rovnice (3.38) tedy plyne, Ze prvni
derivace vlnové funkce je vsude, kde neni skok v potencialu nekonecny, spojita. V bodech, kde
je skok v potencidlu nekoneény, prvni derivace ¢'(x) jiz podle (3.38) spojita neni; v tom piipadé
budeme pozadovat (kromé zbyvajicich standardnich podminek) pouze spojitost vinové funkce
(a nikoliv spojitost i jeji prvni derivace, kdyz to podle (3.38) neni mozné). K této situaci dojde
napriklad pri feSeni problému c¢astice, ktera se nachazi v nekonecné hluboké potencidlové jame
(odstavec 3.4.2 strana 47).

3.4. Potencialovy schod

Jako prvni ptiklad pouziti Schrédingerovy rovnice uréime vinovou funkci ¢(x) ¢astice s danou
energii £/ v jednorozmérném potencidlovém poli znadzornéném na obr. 3.3; tato situace se nazyva
potencidlovy schod a je popsana potenciadlem

{O pro x < 0

V(x) =
Vo prox > 0.

(3.39)

Vzhledem k nespojitosti funkce V(z) v bodé = 0 musime napsat stacionarni (bez¢asovou)
Schrédingerovu rovnici (3.37) zvlast pro oblast z < 0 (oblast (I)) a oblast x > 0 (oblast (II)):

d? 2mE
di(;) T TRz YO () =0 proz <0, (3.40)

P | 2m (V)
dz? R

oun(z) =0 proz >0. (3.41)
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3.4. Potencialovy schod

|

Obr. 3.3 Pravouhly potencialovy schod

Obecna feseni téchto rovnic jsou'?)

2mFE 2mE
o (z) = Aexp (i\ / 7;:2m> + Bexp (—i T;x) (3.42)

2m (FE — om(E —
eun(z) = Cexp (i wx) + Dexp (—i Mm) (3.43)

pro xz < 0,

pro = > 0.

Protoze vzdy plati 2mE/ 72 > 0, mé funkce (3.42) oscilujici charakter a je vhodné definovat
kladnou konstantu

5 2mE V2mE
k= ——=k=
h h

Vyraz pod odmocninou v exponencidle v feSeni (3.43) mize byt naproti tomu jak zaporny
(jestlize E < Vj), tak kladny (jestlize £ > V;). Budeme fesit oba pfipady (E < Vy ~ (a),
E >V, ~ (b)) oddélené.

>0. (3.44)

(a) Energie £ <V}

Definujeme
2 —F V2o2m (Vo — B
a2:7m(V02 ):>oz:—m(20 )20, (3.45)
h h

Uzijeme-li oznaceni definovana rovnicemi (3.44) a (3.45), mizeme Feseni vyjadfena rovnicemi
(3.42,3.43) zapsat takto

o (z) = Ae*™ + Be ™ prox <0, (3.46)
oun(z) =Ce " 4+ De*® prox >0. (3.47)

12) Lze je snadno najit napfiklad v [11] na strané 649, moznd méné snadné ale velmi vhodné pro dalsi radostné studium
jest jejich pochopeni. Pro nasledujici vyklad nabyva ovSsem znalost feseni podobnych typu diferencidlnich rovnic zésadniho
vyznamu, stoji tedy zato se s timto typem bliZze sezndmit (pokud se tak jesté nestalo v zakladnim kursu fyziky — napt. p¥i

feseni diferencidlni rovnice klasického harmonického oscilatoru (viz strana 71)).
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Zatim neurcené konstanty A, B, C, D stanovime pomoci standardnich podminek kladenych
na vlnové funkce (viz odstavec 2.3.3 strana 19). V nasem piipadé pouzijeme tyto:

i) p(z) musi byt vSude omezena, proto v Feseni (3.47) pro x > 0 musi byt D = 0, nebot jinak
by ¢(rr)(x) rostla pro x — 0 nade vSechny meze;

ii) ¢(z) musi byt vSude spojitd i se svou prvni derivaci'®), proto v bodé 2z = 0 musi FeSeni
¢ (z) dané rovnici (3.46) spojité navazovat i s prvni derivaci na FeSeni ¢(;5)(x) dané
rovnici (3.47).

e1)(0) = un(0), (3.48)
dor (z) _ den(v) (3.49)
dx x=0 dl' x=0 ‘

Dosadime-li sem za ¢ () a ¢(r)(x) z rovnic (3.46) a (3.47), dostaneme

A+B=C (3.50)
ik(A— B) = —aC . (3.51)

To jsou dvé rovnice pro tii nezndmé. Urc¢ime z nich konstanty B a C' pomoci konstanty A (o té
predpokladame, ze ji zndme (je zaddna); jeji fyzikalni smysl se ozfejmi za chvili):
ik + « 2ik

ik—a ¢ ik — (3.52)

VInova funkce ¢éstice je tedy dana takto:

o (z)=A <e"” + WG"”) proz <0, (3.53)
ik — «
2ik
oun(x) = o aAe_a“’ proxz > 0. (3.54)

Podivejme se na ziskana feSeni z fyzikalniho hlediska. Funkce ¢ (z) pro z > 0 je super-
pozici (dopadajici) viny postupujici vpravo (e**) a (odrazené) viny postupujici vlevo (el**)!3).
Z rovnice (3.53) navic plyne, Ze intenzita dopadajici viny je |A|? a intenzita odrazené vlny je

|BI* = A" = |AF . (3.55)

ik—{—ozA2_ ik+a —ik+ o
ik — o

Ck—a —k—a

Tedy intenzity dopadajici a odrazené viny jsou stejné; dochazi k tplnému odrazu. Tento
vysledek miizeme interpretovat také tak, ze vSechny castice dopadajici na potencidlovy schod
a majici energii £ < Vj jsou odrazeny zpét. Koneéné najdéme hustotu pravdépodobnosti vyskytu
¢astice v oblasti < 0. Pro jeji vypocet vyjadiime funkei ¢ (z) ve tvaru

o (x) = iké - [(ik — a)e™ + (ik + a)e ] . (3.56)

13) Duvod, pro¢ musi byt i prvni derivace vlnové funkce spojitd, je oziejmen na strané 37. Potencidlovy schod mé totiz
v bodé = = 0 konec¢nou nespojitost.

13) Pouzité tvrzeni ,vlna postupujici vlevo, vpravo* maji vlastné plny smysl az pro uplnou vlnovou funkci (ktera se od vlnové
funkce ¢(z) 1lisi nadsobenim funkeci f(t) = exp[—iFt/h]). Vzpomeneme-li si navic, jak lze matematicky zapsat vychylku ele-
mentu o soufadnici v ¢ase t, je-li tento Gcasten postupného vinéni (zédkladni kurs fyziky), mame vyhrano. (Pouze pro ty, co
zase chybéli v ten nejméné vhodny okamzik — jedno z moznych vyjadreni: u(z,t) = Acos(wttkx) = Re {Aexpli(wt + kx)]}.
Je-li znaménko pred souéinem kz stejné (opacné) jako pied ¢lenem wt, pak se vinéni §if{ v kladném (zadporném) sméru osy
z). A to, ze E/h se rovna w, uz vime ddvno (viz rovnice (1.6).
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3.4. Potencialovy schod

Pouzijeme-li Moivrova vztahu:

e = cos kx +isinkx | (3.57)

a po nasledném roznésobeni pravé strany rovnice (3.56) a sectenim vSech ¢lenti obdrzime

2ik
o (x) = ' <cos kx — %sin kx) , (3.58)

ik — «

a nakonec po secteni ¢lenti v zavorce'*)

21y k24 a2

o (x) = P Acos(kz +7) , (3.59)

kde v = arctan(«/k) je fazovy posuv. Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v oblasti z < 0
. 15
je'?)

2

W(I)(xﬂf)’z = }@(1)(55)‘ = o) (@)p(p(z) =4 |A]? cos?(kz +7) (3.60)

a vyznacuje se tudiz oscilujicim pribéhem, ktery nemé analogii v klasické mechanice a je vy-
sledkem interference dopadajici a odrazené viny.

Podivejme se nyni do oblasti x < 0, kde je vlnova funkce dana vyrazem (3.54). Vidime, ze
i v této oblasti — z hlediska klasické mechaniky nedostupné — je pravdépodobnost vyskytu
¢astice nenulova!®):

2 41{72 ‘ ‘2

— —2ax

2
[Wan (2, 8)|” = |eun (@)
Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice podél osy x spoctend pro E = V},/2 je na obr. 3.4a.

(b) Energie E <V}

V tomto pripadé definujeme kladnou veli¢inu

2m(E — V, 2m(E — V,
i 2m(E — Vo) 5 0) =q= V2m(E = Vo) >0. (3.62)
h h
Reseni (3.42) a (3.43) budou mit jak pro z < 0, tak pro = > 0 tyz charakter:

o (z) = Ae* + Be ** proz < 0, (3.63)
oun(x) = Ce'" + De ' proz >0, (3.64)
kde k a ¢ jsou definovana po fadé rovnicemi (3.44) a (3.62).

Budeme predpokladat, ze ¢astice dopada na potencidlovy schod zleva, potom v oblasti z < 0
bude existovat jak vlna dopadajici (A # 0), tak vlna odrazend (B # 0), a v oblasti x > 0 jen

14) Tak Gplné jednoduché secteni to mozna nebylo, museli jsme pouzit nékolik uprav, které nejsou zcela zjevné. Uvédomime-li
si, jaky je vztah pro cos(kx £v) = cos kx cos yFsin kz siny a p¥i porovnavéani s vyrazem v zavorce vidime, Ze jsme z ni museli

snad trochu umeéle vytknout kladny vyraz \/k2 + 2. Tim nam ale v zavorce ,zistane u vyrazu cos kx pomér k/\/k2 + a2,

a u vyrazu sin kx pak pomér a/\/k2 + 2. Tak jsme celkem jednoduse ,zaiidili“, aby sin~y, resp. cos~y byly bezrozmérné
(Jestlipak je a a k stejnych rozméra? - dalsi otazka pro vas.), jak ndm ostatné veli definice funkci sinus a kosinus. Jen pro
kontrolu spravnosti je mozno konfrontovat vas samostatny postup s postupem uvedenym v dodatku na strané 143.

15) Vypocet je proveden v dodatku (oopét viz strana 143), ale uz jste ur¢ité natolik dobti, Ze jej zvladnete sami!

16) Zase ten dodatek? (Strana 143.)
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

vlna postupujici vpravo,'”) tzn. C # 0 a D # 0. Pouzijeme-li opét podminky (3.48), (3.49)
dostaneme

A+B=C, (3.65)
k(A - B) =qC . (3.66)
Odtud obdrzime
k—q
= 3.67
2k
=" A, 3.68
k+q ( )
a tedy
o (r)=A (e”“” + k_qe_ik”’> proz <0, (3.69)
k+q
(x) 2k Aelr” ox >0 (3.70)
r) = ——A¢ ro T . .
@urn k+q p

Vidime, Ze i v tomto ptipadé (E > 0) dojde k ¢asteénému odrazu'®) na potenciadlovém schodu,
coz je vysledek z hlediska klasické mechaniky opét neocekavany.
Hustota pravdépodobnosti vyskytu castice podél osy x spoctend pro E = 2V je na obr. 3.4b.

]2 Yo

NSNS

a) b)

=Y

=Y
o

Obr. 3.4 Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v potencidlovém poli z obr. 3.3 pro

a) B =1,/2,
b) E = 2Vj.
Vsimnéte si oscilujiciho pribéhu v oblasti © < 0, ktery nemé analogii v klasické mechanice

a je vysledkem superpozice dopadajici a odrazené vlny. Prosakovani hustoty pravdépodobnosti
do oblasti z > 0 pro E = V;/2 je rovnéz typickym kvantovémechanickym vysledkem

17) Nema se jiz na éem odrazit.
18) Viz oscilace hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astice, které jsou vysledkem interference viny dopadajici na schod a viny
castecné od schodu odrazené.
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Obr. 3.5 Pravouhla potencidlova bariéra vysky V, a sitky a

3.4.1. Potencialova bariéra. Tunelovy jev

Ptejdéme nyni k tloze, v niz ma potencial skok ve dvou bodech; uvazovany pribéh na obr. 3.5
se nazyvé potencidlova bariéra (nékdy téz potencidlovy val):

0 rox<0axz>a,
V(a;:{ P (3.71)

Vo prol0<z<a.

Na zakladé poznatkt z predchazejiciho odstavce mizeme feSeni Schrodingerovy rovnice pro
uvazovany potencial (3.71) odhadnout: k ¢astecnému odrazu i priuchodu dojde nejen v bodé x =
0, ale i v bodé z = a. Na rozdil od klasického feseni pro ¢astici s energii E < V bude existovat
nenulova pravdépodobnost, ze ¢astice projde do oblasti na druhé strané bariéry. Skutec¢nost, ze
Castice s energii mensi, nez je vyska bariéry, mtze proniknout do oblasti x > a, kterd je pro
ni z hlediska klasické mechaniky nedostupna, se nazyva tunelovy jev. Vyuzijeme-li vysledki
z predchéazejiciho odstavce, mizeme formalni feSeni Schrédingerovy rovnice provést jiz velmi
rychle. Stacionarni Schrédingerova rovnice pro oblasti (I) a (I11) je

dz 2mE
90(3;;1)(35) + 77?2 pamn(r) =0 prozx <0az>a (38.72)

a pro oblast bariéry je
Poun(r) | 2m(E Vo)
daz? h?
Musime rozlisit opét dva pripady: E < Vy; £ > V4.

oun(z) =0 pro0 <z < a. (3.73)

(a) Energie F < 1}
Obecné feseni Schrodingerovy rovnice (3.72) a (3.73 je'?) (srovnej rovnice (3.46) a (3.47)):

o (z) = Ae*™ + Be ™ proxz <0, (3.74)
oun(z) =Ce ** + De*™ pro0<z<a, (3.75)
e (r) = Fe™ + Ge ™ prox >0, (3.76)

19) Za konstanty volime takové symboly, aby nedoslo k zaméné — E je jiz ,vyhrazeno® pro celkovou energii castice.
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3. Schrédingerova vlnova mechanika
kde opét

M, oo YIETD

Uvazujme opét ¢astici prichazejici zleva. Proto v oblasti 3 mtize byt pouze prosla vina po-
stupujici vpravo;?°) tudiz je tfeba polozit G = 0.

Protoze feseni (3.75) pouzijeme jen v koneéné oblasti 0 < = > a, jsou pro tato x obé exponen-
cidly konecné, takze neni divod nékterou z nich vyloucit (tak jak jsme to uéinili v predchozim
odstavci); tzn., ze obecné je jak C' # 0, tak D # 0.

Konstanty A, B,C, D, F uréime z podminek spojitosti**) funkce p(z) a jeji prvni derivace
dz/dx v bodech z =0 a z = a:

k= >0. (3.77)

don (z)

e (0) = ¢ (0) ; = : (3.78)
dx o0 dz .
degrn () degin ()
pan(a) = um(a) ; ((1172 - % (3.79)

Dosazenim do téchto rovnic z (3.74,3.75, 3.76) (pfi¢emz jiz G = 0) dostaneme:

A+B=C+D,
ik(A— B)=—a(C - D),
Ce 4 De%* = Felt |
—a(Ce ™ — De**) = ikFe'*® |

7 téchto C¢tyf rovnic pak muzeme vyjadrit ¢tyfi koeficienty B,C, D, F pomoci amplitudy A
dopadajici viny. Jejich explicitni tvar zde nebudeme vypisovat (provedte to jako cviceni!®?)).
Nyni jiz zname pro vSechna x vlnovou funkci ¢astice v potencidlovém poli (3.71).

Hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice s energii £ = V;/2 vypoctend pro dvé sifky po-
tencidlového valu je na obr. 3.6. Je vidét, Ze se vzriistajici $ifi potencidlového valu rychle klesa
pravdépodobnost tunelovani ¢astice bariérou.

Poprvé tunelovy jev pouzil G. Gamow v roce 1928 pro objasnéni energiového spektra a prav-
dépodobnosti a—rozpadu jadra. Castice o je pomérné stabilni titvar a lze predpokladat, ze
v jistém smyslu existuje v jadie predtim, nez z ného pii rozpadu vyleti. Existuji odhady po-
tencialu, jimz jadro ptisobi na « castici. Tento potencial je schematicky znazornén na obr. 3.7.
Energie o ¢astice opoustéjici jadro je vSak ¢asto znaéné mensi nez je maximum potencidlu V' (r)
oznacené Vy. Z klasického hlediska nebylo mozno tento jev vysvétlit.

Tunelovy jev se projevuje i v polovodicich, kde na styku dvou materialit mohou vznikat kom-
plikované potencidlové valy. Podrobnosti nebudeme rozebirat, uvedme alespon néazev ,tunelova
dioda“, ktery uz sam ukazuje na souvislost s tunelovym jevem.

Podrobnéji se zminime pouze o méficim zafizeni, jeZz zminéného tunelového efektu vyuziva
k zobrazovani morfologie vodivych povrchi (s atomarnim rozlisenim??)). Tunelovaci mikroskop
umoznuje mérit tzv. tunelovaci proud, ktery tece potencidlovou bariérou (ktera se utvoii mezi
vodivym povrchem zkoumaného vzorku (zpravidla polarizovaném) a velmi tenkym méticim hro-
tem). Velikost tohoto proudu je tmérna pravdépodobnosti vyskytu nositele proudu za bariérou;
tato zase exponencialné zavisi na $ifce valu. Jsme-li schopni rastrovat hrotem velmi jemné (se-
tiny az tisiciny nanometri!) nad povrchem zkoumaného vzorku a stejnym jemnym posuvem ve

Viz poznamka na strané 42.

Viz strana 19.

Snad se vam to podafi bez pomoci listovani Dodatky.

Pod pojmem atomarni rozliseni se opravdu skryva moznost ,,vidét“ jednotlivé atomy povrchu, jak je napf. vyobrazeno
v [12].

a1)
22)
23)

)
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v

=Y

AN AN

T

0

Obr. 3.6 Hustota pravdépodobnosti vyskytu castice pfichazejici k potencidlové bariéie zleva
s energii F = V;/2, kde Vj je vyska bariéry, pro dvé sifky bariéry (vysrafovana oblast)

sméru kolmém na povrch ,vyrovnavat®“ polohu hrotu tak, aby tunelovaci proud byl konstantni
(rozuméjme sitka valu byla konstantni), méme vyhrano. Pak totiz sta¢i odeéist hodnoty tohoto
tzv. z— posuvu a zobrazit jej v zavislosti na poloze rastru [z, y] a mapa povrchu je hotova?*)!

(b) Energie E >V,

V feseni Schrodingerovy rovnice (3.72, 3.73) se zméni pouze vlnova funkce (3.75) na

oun(z) = Ce'™ + De ™" pro 0 < z < a, (3.84)
kde
V2m (E -V
q= m(h") —ia. (3.85)

Funkce ¢y (x) a ¢ (x) dané vztahy (3.74, 3.76) ztstavaji nezménéné:

o (z) = A" + Be ™ 1 < 0, (3.86)
PUII) (Jf) = Fei’” + Ge_ikz x > 0, (387)
kde opét
V2mE 2m(E — V,
po YIE o q o VIMEZT) (3.88)
h h
24) Jak uz to v mnoha pripadech byva, neni praktické feseni problému stejné jednoduché, jako jeho teoretické zvladnuti. Asi

nejvétsi problém spociva v onom jemném a navic velice presné definovaném posuvu hrotu nad povrchem vzorku. Nastésti
existuji materidly, které méni své rozméry s pozadovanou piesnosti a v pozadované velikosti (tzn. v fadu 10~ 1
10712m) po aplikaci definovaného napéti — jedna se o tzv. piezokeramiky. Pokud by néktery ze ¢tenait projevil o tuto
metodu, nazyvanou Scanning Tunneling Microscopy, vazny zajem, doporu¢ujeme si pieéist napt. [12].

m az
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

v(r)d

coulombovské odpudivé sily

L TN
E.

bariéra

—=—— piitazlivé jaderné sily

Obr. 3.7 Schématické znazornéni potencialu, v némz se nachdzi ¢astice «, v jadie a vné jadra

stejné jako podminky (3.78), (3.79).

Maéme-li jiz provedeno FeSeni rovnic (3.78), (3.79) pro E < Vj, je zbytecné je Fesit znovu,
vyuzijeme-li relaci (3.85) a porovname-li funkce (3.84) a (3.75), vidime, Ze je postacujici pouze
ve vSech vysledcich zaménit o za —iq, tedy:

A+B=C+D, (3.89)
ik(A — B) =iq(C — D), (3.90)
Ce'" + De 11 = et | (3.91)

iq(Ce'1" — De™'1%) = ik Fe'™ . (3.92)

3.4.2. Pravouhla potencialova jama. Vazané stavy

A7 dosud jsme probirali potencidly, v nichz ¢astice byla volnd v tom smyslu, Ze se mohla
vzdalit do nekonecna (pfipomenme si vlnové funkce (3.74) a (3.76), které jsou kone¢né i pro
x — +o0). Vidéli jsme, ze v takovém pripadé existuji fyzikdlné pfijatelnd feSeni (tj. feSeni
spliiujici podminky kladené na vlnovou funkci) Schrédingerovy rovnice pro libovolnou hodnotu
energie.

Nyni si vSimneme potenciall, které odpovidaji pritazlivému silovému ptisobeni. V takovém
pripadé bude existovat novy typ feseni — tzv. vazané stavy, kdy vyskyt castice je omezen na
jistou oblast prostoru. Uvidime, Ze energie ¢astice ve vazaném stavu muze nabyvat jen urcitych
diskrétnich hodnot. Tak dostaneme dalsi specificky vysledek kvantové mechaniky — kvantovani
energie.

Nejdrive se budeme zabyvat pfipadem z matematického hlediska nejprostsim, na kterém si
vSak miizeme nejjednoduseji ukazat, jak se pii feSeni Schrédingerovy rovnice dojde ke kvan-
tovani energie vazanych stavi. Pidjde o pravoihlou nekone¢né hlubokou potencidlovou jamu.
V zévéru odstavce provedeme rovnéz feSeni fyzikalné realnéjsi situace, kdy silové pole modelu-
jeme pravouhlou potencidlovou jdmou konec¢né hloubky. I v tomto piipadé uvidime, ze vazané
stavy maji diskrétni hodnoty energie. Diskusi kvantovani energie v potencialové jamé obecného
tvaru odlozime do néasledujiciho odstavce.
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3.4. Potencialovy schod

Pravoiihla nekoneéné hluboka potencialova jama

Nejjednodussi pro matematické feseni Schrodingerovy rovnice je pravoihla nekoneéné hlu-
boké potencidlova jama

0 pro0<z<a,

V(z) = { (3.93)

o prozx<Oazxz>a.

Tento potencial vyjadiuje skutecnost, ze v bodech x = 0 a x = a plisobi na c¢astici nekonecné
velka sila, kterd ji nedovoli nikdy (pfi zddné hodnoté energie) opustit tsecku (0, a); ¢astice je
»vazana“ na usecku (0,a), a proto vné jamy musi byt ¢ 11 (z) = 0.

Uvnitf jamy, kde jsme pro jednoduchost polozili V(xz) = 0, ma staciondrni Schrédingerova
rovnice (3.37) tvar

d*oun(z) | 2mE

Jeji obecné Teseni je

E 2mE
oun(x) = Aexp (i\/ :: )—l—Bexp( U%Zx) pro 0 <z < a. (3.95)

Reseni (3.95) uvnitt jdmy musi v bodech 2 = 0 a © = a spojité navazovat?®®) na feseni vné
jamy. Tedy FeSeni (3.95) musi vyhovovat témto dvéma okrajovym podminkam?)

0(0) = 0, (3.96)
¢(a) = 0. (3.97)

Pouzijeme-li okrajovou podminku (3.96), dostaneme

p(0)=A+B=0=B=-A4, (3.98)
takze
2mE
pE) = h2 — exp =
= 2iAsin x = C'sin 5 (3.99)
h
kde jsme oznacili C' = 2iA. Okrajova podminka (3.97) dava

2
= C'siny/ :2 (3.100)

Ponévadz C se nemuze rovnat nule (potom by totiz vlnova funkce byla identicky rovna nule pro
v8echna x, coz neni fyzikdlné mozné), musi byt

20, omE
sin /= m =/ e =nr, (3.101)
h

) Viz naSe standardni podminky kladené na vlnovou funkei (odstavec 2.3.3 strana 19).
) Index 2 budeme jiz dale vynechéavat, a to ze dvou duvodu vime jiz, ze se jedna o vlnovou funkci v oblasti jamy (pro
jind z nabyva nulovych hodnot) a proto, ze brzy ptibude dalsi (a to index n).
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

kde n je pfirozené ¢islo (n = 0 je nutné vylouéit, protoze odpovidajici vilnova funkce by byla
rovnéz vsude identicky rovna nule).

Dostavame tedy, ze fyzikdlné prijatelnd feseni rovnice (3.94), tj. FeSeni, spliujici okrajové
podminky (3.96), (3.97), existuji pouze tehdy, jestlize E nabyva nékteré z diskrétnich hodnot

2h2
TR 2 o n=1,2,..., (3.102)

n -

2ma?
kde n nazyvame kvantovym c¢islem. To znamena, zZe energie ¢astice je kvantovana. Vlnova funkce
(3.99) odpovidajici stacionarnimu stavu s kvantovym ¢islem n, jehoZ energie E,, je*7)

on(z) = C, sin 2= (3.103)
a
Zbyva ur¢it konstantu C,,. Tu uréime z podminky, aby vlnova funkce (3.103) byla normali-

zovana, tj. aby platilo
/ |on(z)[*de =1 (3.104)
Dosadime-li sem za ¢, (z), dostaneme

/sin2m x=1, (3.105)
a

ponévadz funkce ¢, () je nenulova pouze v intervalu (0, a). Hodnota integralu je?®) a/2. Tudiz
C,, = \/2/a. Proto normalizované vlnové funkce stacionarniho stavu s kvantovym ¢islem n jsou

2
on(z) = \/;sinm . (3.106)

a

Normalizované vlnové funkce ¢;(z), p2(z) a ps(z) pro tii staciondrni stavy s nejnizsi energii
jsou spolu s hustotami pravdépodobnosti |p;(z)|?, |¢2(z)|* a |ps(x)|? vyneseny na obr. 3.8.
Vlnové funkce (3.106) maji dilezitou vlastnost: jsou ortogonalni, tzn. ze plati

oo

/ or(z)pn (z)dz =0 pron #n'. (3.107)

— 00

O platnosti tohoto tvrzeni se presvédéime snadno®”) spocéteme-li integral na levé strané
(3.107). Ke stejnému zavéru lze dospét jesté rychleji, vSimneme-li si na obr. 3.8, jakd funkce
muze vzniknout naptiklad vynasobenim ¢; s o — od nuly do poloviny jamy bude mit zna-
ménko kladné (nasobime kladné funkéni hodnoty obou zminovanych funkei), kdezto v druhé
poloviné jdmy bude mit soucin znaménko zaporné. Vzhledem k tvaru kiivek je jasné, ze plochy
(tj. hodnoty integral) pod kfivkou této nové funkce budou pro obé poloviny jamy stejné, ale
”opacného” znameni, tj. pro celou jamu nulové. Jak ukazeme v nasledujici kapitole na strané 93,
ortogonalita vlnovych funkci je obecnou vlastnosti feseni stacionarni Schrédingerovy rovnice.

Pravouhla potencidlova jama koneéné hloubky

27y A uz je tady zmifiovany novy index - n.

28) A opét ty Dodatky nebo se pokusite sami?

29) Dosadime-li za funkce (3.106) a pouzijeme-li (nékolikrat!) metodu integrace per partes (pfipadné se podivame do
Dodatk).
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|<P3|2
©3
n=3
\¢2|2
®2
n=2
P1
l1]?
n=1
x=0 Tr=a =0 Tr=a
a) b)

Obr. 3.8
a) Vlnové funkce

b) Odpovidajici hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v nekone¢né hluboké pra-

evvs

V zavéru tohoto odstavce si vSimneme castice v pravoihlé potencidlové jamé, kterd mé ko-
ne¢nou hloubku V; (obr. 3.9):

Viw) = {—Vo pro —a/2 <z <a/2,

= 3.108
0 proz < —a/2ax>a/2. ( )

Matematické feseni tohoto problému neni principidlné obtizné a ve srovnéani s predchazejicimi
pravouhlymi potencidly nevyzaduje nové postupy, je vSak zdlouhavé. Proto je jen naznacime
s tim, Zze uzijeme vysledkt predchozich odstavcii.

Musime rozlisit opét dva pfipady, kdy Vo < E <0 (a) a E > 0 (b).

(a) —Vb < E <0 (vazané stavy)

Stacionarni Schrodingerova rovnice (3.37) méa tvar

d? x
W — B¢0u . (z) =0 pro |z| > a/2, (3.109)

o (2)

P + K*¢un(xz) =0 pro |z| <a/2, (3.110)

«« »» 49



3. Schrodingerova vlnova mechanika

________________________________ b) E>0
—a/2 0 a/2 -
———————————————————————————————— a) Vo< E<O
—V
o | am | (1)

Obr. 3.9 Pravothla potencidlova jama hloubky V, (Vo > 0) a $itky a

kde

—9mE 2m(Vo + E
ﬁ:\/Tﬂj>o,K= m(;l’f)>o. (3.111)

Obecna Teseni v jednotlivych oblastech jsou

o (z) = Ae” + Be ™ proz < —a/2, (3.112)

oun(z) = Ce™ + De™™ pro —a/2 <z <a/2, (3.113)

ouin(z) = Fe’ + Ge ™™ prox >a/2, (3.114)

Konstanty A,...,G uré¢ime opét ze standardnich podminek (viz strana 19) kladenych na

vilnovou funkeci:

i) Aby fesSeni Schrodingerovy rovnice bylo fyzikdlné pfijatelné, musi byt vSude omezené, tedy
i pro x — +oo. Ponévadz pro © — —oo funkce exp(—fx) diverguje, musime v feSeni (3.112)
pro oblast 1 polozit B = 0 a podobné v feSeni (3.114) v oblasti 3 musime polozit F' = 0,
ponévadz pro z — oo diverguje funkce exp(fz). Zvazime-li, ze B = F = 0, je z tvaru
feSeni (3.112) az (3.114) vidét, ze nejvétsi pravdépodobnost vyskytu castice je v oblasti
jamy, zatimco vné jamy (pro x > |a/2|) pravdépodobnost jejiho vyskytu exponencialné
klesa k nule tak, jak se od oblasti jamy vzdalujeme. V tomto smyslu zde tedy hovotime
o vazaném stavu.

ii) Z pozadavku spojitosti vlnové funkce a jeji derivace v bodech koneéné nespojitosti potencidlu
xr = —a/2 a x = a/2 dostdavame ¢tyfi podminky:

_dean (@)

a a d@(l)(l“)
_2) = _2) - = 11
QO(I)( 2) 90(H)< 2) ; & |, dr e ) (3.115)
a ay  dourn () dorn (@)
ay _ ay . dean(@) _ deam @) 3.116
van (2) v (2) ’ dx —a)2 dz v=a)2 ( )

Dosadime-li sem obecnd feseni (3.112), (3.113) a (3.114) a B = F = 0, dostaneme soustavu
¢tyt homogennich (algebraickych) rovnic pro ¢tyfi neznamé A, C, D, G. Tato soustava bude mit
netrividlni feSeni (trividlnim se rozumi A = C' = D = G = 0, které nas z fyzikdlnich divodul
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nezajima) pouze tehdy, bude-li determinant soustavy roven nule®”). Odtud dostavame podminku
(odvodte ji, prosim?!)

tg Ka = K22ﬂ_Kﬁ2 . (3.117)
S uzitim vztahu
tg2a = 12_ttggoz‘a (3.118)
lze rovnici (3.117) upravit na tvar
<K tg%— ) <K cotg?—i—ﬁ) =0, (3.119)
odkud plyne, ze bud
K tg% =3, (3.120)
nebo
K cotg% =-—0. (3.121)

Tyto transcendentni®?) rovnice lze pak fesit snadnéji nez ptivodni transcendentni rovnici (3.117).
Protoze K i a jsou funkcemi E (viz definice (3.111)), rovnice (3.120), (3.121) predstavuji
rovnice pro energie E. Uvidime, Ze TeSeni téchto rovnic dostaneme vzdy pouze koneény pocet
diskrétnich hodnot energie F.
Diive, nez pristoupime k feseni rovnic (3.120), (3.121), se podivame na cely problém jesté jed-
nou, pricemz vyuzijeme dusledki, které plynou ze symetrie potencidlu. Uvazované potencialova
jama je symetricka vici bodu x = 0, plati

V(—z)=V(z), (3.122)

takze i pravdépodobnost vyskytu castice pohybujici se v tomto potencidlovém poli v bodé —z
musi byt stejnéd jako v bodé x, tj. musi platit

o(=2)* = le(@)]* - (3.123)

Odtud pro vlnovou funkci dostavame

p(—z) = +p(z) , (3.124)

coz znamend, ze hledana funkce ¢(x) musi byt bud suda (+), nebo licha (—).

30) Tady je moznd vhodné trochu se zastavit. Je-li determinant soustavy homogennich rovnic (tedy s nulovou pravou
stranou) roven nule, znamena to, Ze napr. jeden radek je linedrné zavisly. To vede k situaci, kdy mame vice neznamych nezli
pocet (nezavislych) rovnic. Pak jednu neznamou zvolim jako parametr, pomoci kterého mohu vyjadrit zbyvajici neznamé.
Nejlépe si problém ozfejmite vypoctem jednoduchého prikladu dvou homogennich, ale nejprve zavislych rovnic pro dvé
neznamé — napf. 2z + 4y = 0 a 4z + 8y = 0 — determinant soustavy (D = 2.8 — 4.4) je roven nule a y = 2z. Kdyby
determinant nebyl roven nule, tj. rovnice by byly nezévislé — napi. 2z +4y =0a2x+y=0= D = —7,pak bysexz iy
muselo nutné rovnat té samé nule, ma-li 2z + 4y = 2z + y = 0. Tomuto feSeni se rika trivialni.

31) Samozrejmé, ze jednodussi, ale asi i méné ,,vychovné“ feseni, je podivat se rovnou do Dodatk.

32) Co to je - transcendentni? Filozoficky — pfesahujici hranice védomi a poznani, v matematice — transcendentni rovnice
je rovnice, ve které se neznama vyskytuje napf. pod odmocninou, v exponentu, nebo jako argument transcendentni funkce
(tj. funkce goniometrické, hyperbolické, exponenciélni a jejich funkce inverzni — viz napf. [11] strana 330).

«« »» 51



3. Schrodingerova vlnova mechanika

«) Vsimnéme si nejdiive sudych FeSeni. Z rovnic (3.112) az (3.114) v tomto piipadé plyne

proz >a/2 :  u(—z) =pumn(z) = A=G (= A), (3.125)
pro |z[ <a/2 : ¢un(-z)=pun(z)=C=D (= %) : (3.126)
Tedy sudé reseni je
@é;)(ac) =A.e’ proz < —a/2, (3.127)
4,08}))(3;) =C,cos Kz pro |z| <a/2, (3.128)
Py (@) = Ape™™ prox >a/2. (3.129)

Z podminek (3.115) (podminky (3.116) by daly tytéz rovnice) pak dostdvame dvé rovnice
pro dvé konstanty A, ,C, :

A, exp <_52a> — Cy cos <I(;> =0, (3.130)
BA, exp <_52a> — K Cysin <I§a> =0. (3.131)

Aby tato soustava homogennich rovnic méla netrivialni feseni, musi byt determinant sou-
stavy roven nule?):

(3.132)

Vypocteme-li tento determinant®®), po tpravé dostdavame rovnici (podminka pro existenci
sudého Feseni)

Ka
coZ je pravé rovnice (3.120) Resenim této rovnice ziskdme energie piislusejici sudym fesenim.
() V pfipadé lichych FeSeni budeme postupovat zcela analogicky. Z rovnic (3.112) az (3.114)
nyni plyne:

prox >a/2 1 @up(—z)=—pum(r) =>A=-G(=A.), (3.134)
C_
pro |z| <a/2 : pun(—z)=—pun(z)=C=-D (= Z) ) (3.135)

Tedy liché fesSeni je

Py () = A_e™ prox < —a/2, (3.136)
goE;I))(x) =C_sinKxz pro |z| <a/2, (3.137)
sDEB)I) () =A_e ™ prox>a/2. (3.138)

)
)

Viz poznamka na strané 51
Je to ale opravdu snadné!
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3.4. Potencialovy schod

Z podminek (3.115) pak dostavame dvé rovnice pro dvé konstanty A_,C_ :

A_exp (—ﬁ;> + C_sin (?) =0, (3.139)
BA_ exp <_ﬁ2a> — K C_sin <I;a> =0. (3.140)

Nulovost determinantu soustavy vede k rovnici (podminka pro existenci lichého fesSeni)

K
K cothG —- 3, (3.141)

coZ je pravé rovnice (3.121). Z této rovnice dostaneme energie ptislusejici lichym Fesenim.

Ukézali jsme, ze vyuziti symetrie problému podstatné zjednodusuje celé feseni (napf. misto
vypoctu determinantu ¢tvrtého fadu jsme pocitali dva determinanty jen druhého Fadu) a sou-
¢asné poskytuje nové informace: Feseni stacionarni Schrédingerovy rovnice se rozpadaji do dvou
skupin — na feSeni suda a Teseni licha.

Pristupme nyni k feSeni rovnic (3.120), (3.121). Jde o transcendentni rovnice®?), které se fesi

nejsnadnéji graficky (viz obr. 3.10).

n A
§ted —Ecotg§ I37:99 —Ecotgé
! i
4 |
]
]
[}
[}
]
]
3 |
52 + 772 _ R2 :
i
[}
2 i
]
]
]
[}
]
1 :'
]
1
1
/I
0 ==z =
3T 13

Obr. 3.10 Grafické feSeni rovnic (3.143), (3.144)

33) Viz opét poznamka strana 51.

«« did 53



3. Schrodingerova vlnova mechanika

Zavedme bezrozmérné proménné

K
5:7a>0, n:%>o. (3.142)
V tomto oznaceni rovnice (3.120), respektive (3.121) vypadaji nésledovné
gl = n, (3.143)
Ecotgé = —n, (3.144)
pricemz z definic parametri K a 3 plyne, ze
E+n’= %VO(LQ =R*. (3.145)
Odtud je vidét, ze mozné hodnoty & a7 (a tedy i mozné hodnoty energie) budou uréeny priseciky
kiivek 7 = £tg& (sudd ¢ (x)) nebo kiivek n = —Ecotgé (licha ¢~ (z)) s ¢asti kruznice

o poloméru R = (mVpa?/2h*)~1/2, ktera lezi v prvnim kvadrantu (£ a 7 jsou podle definice
kladnymi parametry). Vsimnéme si, ze jama je charakterizovdna parametrem R, ktery plné
urc¢uje pocet feSeni (energiovych hladin) pro danou jamu. I kdyZz je R sebemensi, v piipadé
symetrické potencidlové jamy vzdy existuje alespon jedno sudé feSeni a pokazdé, kdyz polomér
R projde nasobkem /2, objevi se jedno dalsi feseni. Z obr. 3.10 také vyplyva, Ze pocet pruseciki
kruznice s danym polomérem R s mnozinou kfivek (3.143) a (3.144) je vzdy konecny, a tudiz
i pocet energiovych hladin v jamé je kone¢ny. Energiové hladiny v jamach ruznych hloubek jsou
znazornény na obr. 3.11.

2-9229
R 25 R?2 =16
R?> =14
R? =25
R*=9

Obr. 3.11 Energiové hladiny v potencidlovych jaméach riznych hloubek uréenych parametrem

ImVya?
R pu—
2h

Plnou carou jsou vyznaceny hladiny odpovidajici sudym feSenim, ¢arkované hladiny
odpovidajici lichym fesenim
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3.4. Potencialovy schod

Typické tvary vlnovych funkci a odpovidajici hustoty pravdépodobnosti vyskytu castice
v jAmé jsou uvedeny v obr. 3.12. PovSimnéte si, ze kvantova mechanika pfedpovidé nenulovou
pravdépodobnost vyskytu ¢astice i v klasicky nedostupné oblasti, tj. pro ¢ (—a/2,a/2). Nepfe-
hlédnéte, ze pravdépodobnost nalezeni ¢astice v této oblasti exponencialné ubyva se vzrustajici
vzdélenosti od hranice klasicky dostupné oblasti (v tom smyslu hovoiime o vizaném stavu).
castice.

Dosli jsme k zavéru, Ze ¢astice vazana v oblasti potencidlové jamy (3.108) muze byt jen ve
stacionarnich stavech, jimz ptislusi diskrétni hodnoty energie F,, (n = 1,2,...,Nyay); pro jiné
hodnoty energie £ < 0 nelze najit takové feseni stacionarni Schrédingerovy rovnice, jez by
v celém intervalu = € (—o0, +00) splitovala podminky kladené na vinovou funkci.
nost maji spole¢nou s nasi jamou. V pravé diskutovaném pripadé pravouhlé jednorozmérné
potencialové jamy existovaly dva ,nebezpecéné body“, a to z — —oo a x — oo. Nebezpecné byly
proto, Ze v jejich okoli existuje jedno ,,vyhovujici“ feseni typu exp(—/f|z|) a jedno ,nevyhovujici“
feseni typu exp(5|z|). Mé-1i mit vysledna vinova funkce ¢(x) fyzikalni smysl, potom koeficienty
u ,nevyhovujiciho feSeni“ v obou ,nebezpec¢nych bodech” musi byt nulové. Tyto podminky jsou
praveé tim, co vybird jen mnozinu stacionarnich stavi, a tedy i tim, co ,kvantuje“ energii.

(+) (+) 2
3

~N/ N\

(*)|2
2

E,

+
#1 |99(1 )‘2

i i By i i !
x=—a/2 0 x=a/2 r=—a/2 0 r=a/2

Obr. 3.12 Vlnové funkce (a) a odpovidajici hustoty pravdépodobnosti vyskytu (b) ¢astice v pra-
vothlé potencidlové jamé kone¢né hloubky (viz obr. 3.9)
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Nyni prejdéme k druhé alternativeé:

(b) Energie E >0

Tuto tlohu jiz mame vyfeSenu na strané 45 — (situace E > V). Staci jen ve vyrazu (3.85)
pro g zaménit Vy za —V} a vSechny vysledky tam zminované pak plati pro nas nynéjsi pripad.
Pro uplnost si radéji vinové funkce uvedme:

oun(x) = Ce'% 4+ De 9% pro 0 < z > a, (3.146)
kde
NI
q= m(h+o) =ia . (3.147)

Funkce ¢)(x) a ¢rr)(x) dané vztahy (3.74, 3.76) ztstavaji nezménéné:

o (z) = Ae™® + Be ™z <0, (3.148)
ouin(z) = Fé* + Ge™ " x>0, (3.149)
kde opét
omE 2om(E +V,
k= ;” >0 a a:m(5+0)>0' (3.150)

Maéme-li jiz provedeno Feseni rovnic (3.78), (3.79) pro E < Vj, je zbytecné je Fesit znovu,
vyuzijeme-li relaci (3.85) a porovname-li funkce (3.84) a (3.75), vidime, Ze je postacujici pouze
ve vSech vysledcich zameénit o za —ig, tedy:

A+B=C+D, (3.151)
ik(A - B) =iq(C — A), (3.152)
Ce'% 4 De™'1% = Felt | (3.153)

ig(Ce'1* — De™'1%) = ikFelt . (3.154)

Tyto podminky nevedou k zadnému omezeni na mozné hodnoty energie E castice. Tedy
energiové spektrum ¢&astice pohybujici se v potencidlovém poli (3.108) je v oblasti kladnych
hodnot (E > 0) spojité. Pfi priichodu oblasti jamy se ¢astice bude rozptylovat, ale nedojde
k trvalé lokalizaci v oblasti jamy, tj. pro £ > 0 neexistuji vazané stavy.

Na zavér tohoto odstavce si uvedme jesté jednu tlohu:

Najdéte energiové hladiny a vlnové funkce Céastice v potencidlovém poli znazornéném na
obr. 3.13a. V bodé x = 0 jde potencialni energie do nekonec¢na, pro 0 < z < a mé potencialni
energie konstantni hodnotu —V; (Vy > 0) a pro z > a je nulova. Tento pravouhly potenciél
aproximuje molekuldrni potencial znazornény na obr 24b. Vsimnéte si, ze je-li mVya®/h* < 72/8,
neexistuje zadny vazany stav®*).

3.4.3. Potencialova jama obecného tvaru

34) Je to proto, ze potencialni energie neni symetrickd vii¢i zaméné z — —z, tedy ,prvni“, tj. ,sudé reseni“ (odpovidajici

pruseciku kiivky €tg¢& s ¢tvrtkruznici 52 + r]2) neexistuje.
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3.4. Potencialovy schod

V=
V=

a) b)

Obr. 3.13 Pravouhly potenciél (a) aproximujici molekularni potenciél (b)

Na prikladu pravouhlé potencialové jamy jsme si ukazali, Ze ze Schrodingerovy rovnice plyne
existence diskrétnich hodnot energie v pripadé vazanych stavi. Po matematické strance je pra-
vouhlé potencidlova jama opravdu snadny problém, ale presto by se mohlo stat, ze matematicky
formalismus zatemni pfi poc¢itani zakladni mechanismus, jimz se dostavame k diskrétnim sta-
cionarnim stavum, a tedy i ke kvantovani energie. Podivame se proto na problém potenciadlové
jamy jesté jednou a nyni jej bude fesit ,bez pocitani“, pouze kvalitativné. Jediné, co budeme
potfebovat znat z matematiky, je geometricky vyznam derivace (prvni, pfipadné druhé). Pii
kvalitativnim feSeni Schrédingerovy rovnice se jiz nemusime omezovat na pravouhly potenciél,
zvoleny pro jednoduchost matematického (kvantitativniho) feseni, ale mizeme uvazovat poten-
cidlovou jamu obecného tvaru podle obr. 3.14, jenz vystihuje redlnou fyzikalni situaci.

Stacionarni Schrédingerovu rovnici (3.13)

2

- Ap() + V(7o) = Be(7) (3.155)

muizeme pro jednorozmeérny piipad vyjadrit ve tvaru:

d*p(z) _ B
dr2  2m
Tato rovnice fika, Ze pro libovolné x je druha derivace funkce ¢(z) podle z (tedy ¢”(z)) pfimo
umérna funkéni hodnoté ¢(x) s koeficientem timérnosti rovnym rozdilu potencialu V(x) a energie
¢astice F. Pritom druha derivace funkce ma nazorny geometricky vyznam: urcuje, jak rychle se
méni sklon funkce (viz obr. 3.15), a tedy i jeji kiivost®®).

7Z obr. 3.15 je vidét: je-li v néjakém bodé x4

A f(z

; (@)

dax?

V(z) — E]o(z) . (3.156)

>0, (3.157)

T=T A

35) V extrémech, kde df(x)/dz = 0, je kiivost funkce pfimo rovna hodnoté jeji druhé derivace. V obecnych bodech je vztah
pro kiivost slozitéjsi. Uvédomime-li si ale, Ze prvni derivace funkce v néjakém bodé udava hodnotu smérnice teény v tomto
bodé, pak hodnota druhé derivace udava opét hodnotu smérnice teény ke kiivce odpovidajici zavislosti ¢’ (x) na w.

«K »» 57



3. Schrodingerova vlnova mechanika

V(x)
A

T
X1 €2
Obr. 3.14 Potencidlova jama obecného tvaru
lezi v ném graf funkce f(x) nad te¢nou (bod A v obr. 3.15)
y d*f(x)
0 3.158
i) | <o (3158)
lezi v ném graf funkce f(x) pod tecnou (bod B v obr. 3.15)
d*f(x)
_ 1
iii) awt | 0, (3.159)

prechézi v ném funkce lezici nad te¢nou ve funkci lezici pod teénou (bod C' v obr. 3.15)
Z rovnice (3.156) vidime, ze v bodech, kde V(x) > FE (interval nalevo od z; a napravo od z,
v obr. 3.14) ma druhd derivace ¢”(x) stejné znaménko jako funkce p(z); tedy tam, kde

d*f(z)
0,]j >0 3.160
o) >0, je I (3.160)
a funkce () lezi nad tecnou, a tam, kde
d*f ()
0,] 0 3.161
plz) <0, je —5= < (3.161)

a funkce () lezi pod te¢nou.

Tudiz v intervalech (—oo, 1) a (2, c0) bude mit vlnova funkce ¢(x) prabéh podobny nékteré
z kiivek na obr. 3.16a.

V bodech, kde V(x) < E (interval mezi body z; a xo v obr. 3.14), maji funkce p(z) a jeji
druhd derivace ¢”(x) opa¢né znaménka; tedy tam, kde

d*f ()
0,] 0 3.162
ple) <0, je —5=> ( )
a funkce ¢(z) lezi nad te¢nou, a tam, kde
d2
o) >0, e LI (3.163)

dz?
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V=

(tj. sklon prvni derivace).

V bodé A, kde d?f/dz? > 0, graf
funkce lezi nad tec¢nou.

V bodé B, kde d*f/dz? < 0, graf
funkce lezi pod tec¢nou.

V inflexnim bodé C, kde d* f /dz? =
0, prechézi funkce nad teénou (nalevo
od C) ve funkci pod te¢nou (napravo
od C).

A
: c
: ;
! |
! |
! I
! I
| |
| \ X
| ! !
| | :
N T
| |
| ! !
|
af(z) b | | |
dz | | T
: ' —
| | |
| ' !
| | |
| | \
| | \
| ! !
| | |
: | |
|
Obr. 3.15 : ! |
Pribéh funkce f(z) (a), jeji prvni (b) | ! .
a druhé derivace (c). E | !
Prvni derivace funkce urc¢uje smér- ! : \
nici teény ke grafu funkce (tj. sklon d°f (23:) ! E :
funkce). d , ! :
|
Druhéd derivace funkce urcuje | ! !
smérnici tecny ke grafu prvni derivace : : !
| \ X
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

a funkce ¢(x) lezi pod teénou. Tudiz v intervalech (x, x2) bude mit vinova funkce ¢(z) pribéh
podobny nékteré z kiivek na obr. 3.16b. VInova funkce ma v tomto pfipadé oscilujici charakter,
podobné jako ¢asti sinusovky.

Zvolme energii ¢astice rovnou néjaké hodnoté FE, podle obr. 3.17a a pokusme se graficky
znézornit odpovidajici vlnovou funkci ¢(z) v zévislosti na z, kterd je feSenim Schrédingerovy
rovnice (3.156) s potencidlem V(x) zobrazenym na obr. 3.17a. Zajimé nas vazany stav, kdy
je Castice uvéznéna uvnitt potencidlové jamy, tudiz hledame feSeni, které pro x mimo oblast
jdmy nabyva velmi malych hodnot. Proto pro z € (—o0,z{), kde V(x) > E,, vyhovuje z kiivek,
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A

o(x) o(x)
Ta
>0 >0
ITa " >0 Ib " <0
ITb
Ila T
IIIb
Vb
IVa
¢ <0 ©<0
Va ¢” <0 ©” >0
a) b)

Obr. 3.16 Mozny priubéh vinové funkce p(z) pii V > E (a) a V < E (b)

které podle obr. 3.16a prichazeji v tvahu, pouze kiivka typu Ila, kterd pro x — —oo jde k nule
a plavné roste, pfiblizujeme-li se zleva k bodu z{. V bodé z{ je V(z{) = E,, a tedy

d*p(z)
da?

=0. (3.164)

o
.Lfll

Pro z € (zf,2%) je V(x) < E,, takze hledanou funkci zde vybereme z kiivek na obr 27b.
Reseni pro x € (z¢,2%) musi v bodé x¢ navazovat na feseni v intervalu z € (—oo,x?) tak, aby
v bodé z¢ byla spojita jak funkce p(z), tak jeji prvni derivace (¢'(x)). Mozny prubéh vinové
funkce pro = € (—o0,x{) je pak ukdzan na obr. 3.17b. Nyni prodlouzime kfivku napravo od
z§. Protoze pro z € (z5,00) je opét V(z) > E,, musime mozna feseni hledat mezi kiivkami na
obr. 3.16a. Z pozadavku spojitosti vlnové funkce a jeji prvni derivace (kterd urcuje sklon teény
ke kiivce) plyne, Ze na nase feseni v intervalu (z{, x§) muze v bodé z§ navazat pouze kiivka typu
ITa z obr. 3.16a. Hledana feseni Schrodingerovy rovnice napravo od bodu z§ tedy s rostoucim
x rostou rychleji a rychleji, takze pro z — oo jde k nekonecnu, jak je to patrné z obr. 3.17c.
Reseni z obr. 3.17c pFislusejici energii E, neni fyzikalné piijatelné, ponévadZ nespliiuje jednu ze
standardnich podminek, totiz neni omezené. Tedy c¢éastice nemtize mit energii F,,.

Zkusme zvolit jinou hodnotu energie, napf. Ej,, o néco vyssi nez E,, E, > E, (obr. 3.18a).
Jestlize budeme opét pozadovat, aby se feSeni p(x) pro x — —oo blizilo k nule, dojdeme na
zéklad$ tychz vah jako v pfipadé energie E, k vlnové funkci, jejiz priibéh v intervalu (—oo, %)
je vidét na obr. 3.18b. Kftivka z obr. 3.18b prislusejici energii E},, ktera je jen o malo vyssi nez
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E,, se lisi jen malo od kiivky z obr. 3.17b pfislusejici energii E,. Pouze uvnitf jamy (tj. mezi
body x} a x% feseni pro E, osciluje rychleji nez feSeni pro F,. To proto, Ze pro vétsi hodnotu
rozdilu E — V(x) je podle Schrodingerovy rovnice (3.156)vétsi i hodnota druhé derivace vlnové
funkce, a tedy v extrémech musi mit vétsi krivost. Prodlouzime-li feSeni F; do oblasti napravo
od bodu z% (opét samozfejmé tak, aby funkce ¢(x) byly i se svoji prvni derivaci v v bodé
x5 spojité) podle kiivky IVa z obr. 3.16a, zprvu se zd4 byt situace v tomto piipadé lepsi nez
v piipadé energie E,, protoze se nyni funkce () blizi k nule. K¥ivka ¢(z) v8ak nakonec osu
x protne a ptejde do zapornych hodnot. PonévadZ pro x € (z4,00), kde E < V(z), se feseni
Schrédingerovy rovnice musi podle obr. 3.16 ohybat od osy z tak, jako kiivka IVa na obr. 3.16a,
bude hledané prodlouzeni nakonec opét pro x — oo divergovat, tentokrat se bude se vzrustajicim
x blizit k —oo (obr. 3.18¢). Tedy ani v tomto ptipadé jsme neziskali fyzikalné piijatelné feseni,
a proto Castice nemtze mit energii FEj.

Zjistili jsme, Ze mala zména energie z hodnoty E, na hodnotu F zpusobila, ze feSeni napravo
od oblasti jamy pfeslo z jedné strany osy z na druhou (srov. obr. 3.17c a 3.18c). Mizeme tedy
ocekavat, ze existuje takovd hodnota energie E,. lezici mezi E, a E, (E, < E. < E,), pro niz
odpovidajici feseni ¢(x) ptijde s rostoucim x asymptoticky k nule jako kiivka IIla z obr. 3.16a.
Prubéh fyzikalné prijatelného feseni, které je vSude omezené, je na obr. 3.19.

()}

V > FE, . V < E, . V > FE,.

Obr. 3.19 Vlnova funkce staciondrniho stavu s energii E. (F, < E. < E})

Je nutné si uvédomit, ze feseni na obr. 3.19 je vyjimecné. Jestlize bychom jenom o maélo
zvétsili nebo naopak zmensili energii tohoto stavu, potom by se prabéh vinové funkce napravo
(nebo nalevo) od oblasti jamy drasticky zménil tak, jak je ¢arkované naznaceno na obr. 3.19,
a nedostali bychom fyzikalné ptijatelné feSeni. Dosli jsme tedy k zavéru, ze energie castice
v potencidlové jamé ve vazaném stavu mize mit jen jistou presné urc¢enou hodnotu.

Takovych hodnot energie, pro néz feseni Schriodingerovy rovnice (3.156) spliiuje vSechny
standardni podminky, a je tudiz fyzikalné prijatelné, existuje obecné vice. Tyto mozné ener-
gie vazanych stavii nemohou vsak lezet blizko sebe. Jaké jsou vlnové funkce prislusejici témto
energiim? Vsimnéme si nejprve vlnové funkce na obr. 3.19 vazaného stavu s energii E.. Tato
vlnova funkce prochézi v intervalu (z§, z5) dvakrat osou z. Vime, ze pro mensi hodnotu rozdilu
E — V(z) je kiivost funkce v extrémech mensi, a tedy funkce odpovidajici mozné energii musi
v oblasti jamy oscilovat. Z toho plyne, Ze vlnové funkce odpovidajici mozné energii £ mensi
nez E. bude v oblasti jamy pomaleji oscilovat nez vlnova funkce na obr. 3.19 prislusejici mozné
energii F,, a muze tedy prochazet osou = pouze jednou, nebo pii nejnizsi energii F, ani jednou.
Podobné jestlize zvolime moznou energii vétsi nez F., potom dostaneme feseni v oblasti jamy

«« »» 61



3. Schrodingerova vlnova mechanika

V(z) A

V=

xf 5 )
plx) 4 |
| | b)
+00
o) /
i | g

Obr. 3.17 Vlnova funkce pfislusejici energii E, ¢astice v potencidlovém poli (a) se pro z — —oo
blizi k nule (b), ale jeji prodlouzeni napravo od oblasti jamy jde pro z — 400 k 400

(c)

rychleji oscilujici, které osu x protne t¥ikrat, étyfikrat, atd. Reseni, které by odpovidalo ener-
gii mensi nebo vétsi nez F, a prochazelo by osou x rovnéz dvakrat, vné jamy nutné diverguje,
a proto je fyzikalné neptijatelné. Fyzikalné ptijatelna feseni Schrodingerovy rovnice (3.156) s po-
tencidlem z obr. 3.14 odpovidajici nékolika nejniz$im moznym hodnotam energie jsou uvedeny
na obr. 3.20. Stav s nejnizsi energii (tzv. zékladni stav) obvykle oznacujeme indexem 0, stav
s nasledujici moznou energii indexem 1 atd. Takto zvoleny index pak oznacuje pocet nulovych
bodu vlnové funkce, tj. kolikrat vlnova funkce ¢(z) protne osu x.
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V(z) A
a)
b b .
L Lo

o)}

! | b)
p(x) !

i i 2

| O\

Obr. 3.18 Vlnova funkce piislusejici energii E, > E, ¢éastice v potencidlovém poli (a) se pro
x — —oo blizi k nule (b), ale jeji prodlouzeni napravo od oblasti jamy jde pro x — +o00
k —oo (c)

Pocet vazanych stavil, a tedy i pocet moznych energii, je ddn hloubkou potencidlové jamy;
v hlubsi jamé existuje vice vazanych stavu.

Zjistili jsme tedy, Ze energie ¢astice ve vazaném stavu mutze vzdy nabyvat jen urcéitych hodnot,
které tvori diskrétni spektrum. Chapeme nyni, ze diisledkem diferencidlni rovnice — stacionarni
Schrodingerovy rovnice (3.156) — ve které vystupuji pouze spojité funkce spojitych proménnych,
miize byt pozoruhodny fakt kvantovani energie.
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B,

z
vo(z)

z
01() A

z
()}

.
03() A

z

Obr. 3.20 Vlnova funkce ¢tyT stacionarnich stavii s nejnizsimi energiemi
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Zavérem si jesté povsSimnéme piipadu, kdy energie castice E je vyssi nez absolutni maximum
Vimax potencidlu V(x), tj. pro vSechna x plati E > V(x). Odpovidajici feseni Schrodingerovy
rovnice (3.156) ma pak na celé ose x oscilujici charakter jako kiivka IIb na obr. 3.16b a nepopisuje
vazany stav. Toto Tfeseni odpovida rozptylu ¢astice na potencidlové jamé a v této souvislosti
hovoiime o rozptylovém stavu. Ziskané reseni popisujici rozptylovy stav je vSude omezené, ale
nelze jej normovat k jedné (srovnejme s de Broglieho rovinnou vlnou (rovnice 2.1)). Tedy pro
libovolnou hodnotu energie E > V.., dostaneme fyzikalné piijatelné reseni. To znamena, ze
energiové spektrum rozptylovych stavi neni diskrétni, nybrz spojité.

3.4.4. Dvojita potencialova jama - ¢ast I

Tento odstavec je urcen pro pokrocilejsi studenty — predpokladem jeho radostného studia je
sezndmeni s formalismem kvantové mechaniky a tzv. Diracovou symbolikou®®).

V(x) |
0 0) ® —
< i - < L ==
v+

—a 0 s :| “+a

Ty

Obr. 3.21 Dvé vlnové funkce

Pokusme se nalézt stacionarni stavy kvantové-mechanické ¢astice v symetrické dvojité pra-
vothlé potencidlové jamé, zname-li stacionarni stavy této ¢astice v jedné (izolované) jameé (viz
odstavec 3.4.2).

Hamiltonién ¢astice 1ze vyjadiit®™):

Hpw =T+ Vi(z) + V() (3.165)
kde
N ST
Zname-li feseni rovnice
[T + Vb(fﬂ - %)] pu(T — ;) = B, (x — 2) (3.167)
muzeme TeSeni rovnice
Howi() = &(x) (3.168)

36) Neni treba ale propadat panice — jestlize jste pfi svém studiu dospéli az sem, je velmi pravdépodobné, ze zvladnete
s pochopenim projit i nasledujici odstavec. Pokud by se pfreci jen vyskytly néjaké obtize, podivejte se do Dodatki na stranu
153, kde je Diracova symbolika velmi stru¢né popsdna a na stranu 96, na které se nachézi jeden z postulata kvantové

mechaniky. Rovnér stoji za povSimnuti rovnice 4.85, ktera je obdobou rovnice 3.167.
37y DW - Double Well, [ - left (leva), r - right (prava).
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

vyjadiit pomoci vlnovych funkei ¢, (x — ), ¢, (z — x,.) :

P(@) = a,p.(r — 1) + b, (x — 31) | (3.169)

v

kde v probihéa diskrétni i spojitou cast spektra. Zajimaji nas nejnizsi energiové stavy, tj. zakladni
stavy. Odpovidajici vlnovou funkei vytvofime pouze z vinovych funkei ¢o(x — ), @o(r — )
zakladnich stavi v levé a pravé izolované jameé:

Y(z) = apo( — 31) + Bpo(z — ) - (3.170)

V tzv. Diracové symbolice®®) vypadé zapis této rovnice takto:

[v) = alen) + Blen) - (3.171)

kde ¢ (x) = (x|v), po(x — x;) = (z|p;). Dosadme rovnici 3.171 do rovnice 3.167:

|7+ Vi + V2] (algn) + Bln)) = Ealor) + Bler) (3.172)
o [T+ Vi ) + aVilin) + BT+ Vo) i) + BTiler) = (3.173)
aBole)) + aVil@r) + BEo|e,) + BVile,) = aller) + BEle.) (3.174)

Rovnici 3.172 vynésobime postupné bravektory (¢;| a (¢,.|. Po tpravé dostaneme

Eo+s —& (Ey—&)r+t]|a
~0, (3.175)
(Bo—E)r+t Eot+s —E||p
kde
(pilen) = (prlpr) = 1, (3.176)
r = {oiler) = (@r|e1)  je piekryvovy integral, (3.177)
s = (@l Vilen) = (e Viler) (3.178)
s = (@alVilen) = (o Vile,) (3.179)
Podminka Fesitelnosti®*) systému rovnic 3.175 dava
t s + odpovida oy = (4,
£ =Byt oo—+ 3.180
T 14y 1j:r{ odpovidd a_ = —f_ ( )

Energii £ (tedy pro ay = ;) odpovid4 suda vlnova funkce ¢*(z) = ¥ (—z), a proto £ popi-
suje energii zdkladniho stavu?®). V dalsi diskusi zenedbejme hodnotu piekryvového integralu*!),
tj. polozme r = 0. Dokazte*?)jako cviceni, ze s < 0 a t < 0.

)
40)
)

Funkce (z| se nazyva bra-vektor, zatimco funkce [1)) ket-vektor z anglického bracket <zavorka>.

Jednd se o stale stejné zdivodnéni jako napriklad na strané 51.

Viz naptiklad nase diskuse pii feSeni kvantového harmonického oscilatoru na strané 73, nebo téz pfevazna ¢ast odstavce
3.4.3.

41) Toto ”opomenuti” si muzeme dovolit, jsou-li od sebe jednotlivé jamy vzdaleny dostatecéné tak, aby mohlo dojit k ”po-
klesu” funkénich hodnot vlnové funkce ¢; v pravé jamé a naopak - funkce popisujici stav castice v pravé jamé — o —
dosahuje zanedbatelnych hodnot pro z z jamy levé (nikoli lvové, prosim).

42) V prvnim ”pfiblizeni” k problému bez Dodatki, pokud mozno.
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™) =1V2 () = ler))

E0+S—t —/—\ :

|

:

|

Ey+s :
|

|

|

Ey

Eo+s+t

W) = 132 (len) + ler)

Obr. 3.22 Dvé vinové funkce

Dosadime-li tedy do rovnice 3.171 doposud obdrzené vysledky vypoctiu koeficienti alpha a 3,
miizeme vyslednou vinovou funkci |1)) napsat ve tvaru®?)

9% = @l + 87l = = (o) + ) (3.181)

a obdobné pro funkci [¢)7):

W) = algn) + B ler) = ;§<|sal> o)) s (3.182)

Dosazené vysledky jsou shrnuty v nasledujicim obrazku:

3.4.5. Dvojita potencidlova jama — ¢ast II: Casovy vyvoj stavu

Podobné, jako tomu bylo v pfedchozim odstavci, staf projednavana v této ¢asti je o néco
malo obtiznéjsi. Peclivému studentovi, ktery objevuje krasy kvantové mechaniky poprvé pii
studiu (pfipadné zabavné cetbé) téchto skript a neni doposud zbéhly v pouzivani zdkladniho
aparatu kvantové mechaniky (Diracova symbolika, postuléty kvantové mechaniky), nemtizeme
nez doporudit nejdiive prostudovat odpovidajici ¢asti z kapitoly 4**). Jinému studentovi ale
mizeme s klidnym svédomim doporucit, aby se ke studiu této problematiky, bude-li mu viibec
pripadat zajimava, vratil az po prostudovani prvnich ¢tyr kapitol téchto skript.

Uvazujme, ze v ¢ase 7 = 0 se ¢astice nachdzi v ndm znadmém stavu |¢;) — jedné se o zékladni
stav v levé (izolované) jameé. Pokusime se ur¢it pravdépodobnost P(7) s jakou nalezneme ¢astici
ve stavu |p,) — tj. v zékladnim stavu pravé izolované jamy. Pravdépodobnost, ze ¢astice se bude

43) Komu pfipadéa divné, Ze se z koeficienttt o a 3 staly najednou &isla 1/4/2 dluzime upozornéni, Ze funkee |¢;) a |@r)
jsou normované a taktéz funkce |1/1:|:), maji-li splnovat nase oblibené standardni podminky, jsou normované, tj. musi platit
(=) = [ T]2 =1, coz napiiklad pro koeficienty a® a 7 = a1 znamena spliiovat rovnici |at|p;) + at|pr)|2 = 1. To
je splnéno pro at = 1/v2.

44) Jedné se predevsim o odstavce pojednavajici o operatorech v kvantové mechanice zhusta pouzivanych (tj. odstavce 4.1
a 4.2) déle pak postulat o stfedni hodnoté na strané 99 a odstavec 8.7 vénovany kratkému uvodu do Diracovy symboliky.
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0 L L
Eo SEa S Eq
-V +
) = —a (I) Ty = +a -

Obr. 3.23 Dvé vlnové funkce

nachézet v tomto stavu, je podle dusledku postulatu o stfedni hodnoté (viz rovnice 4.104 na
strané 101) rovna

P(r) = (.| (7))]* (3.183)
kde |¢(7)) spliiuje Schrédingerovu rovnici

I[y(7))
or

i - [T Y+ f/r} () (3.184)

s pocatecni podminkou [1(0)) = |¢;). V prvnim pfiblizeni vytvoiime funkci |¢(¢)) jako linedrni
superpozici stavi |¢;) a |p,):

() = (o) + ar (g exp (-7 ) (3.185)
Rovnici 3.185 dosadime do rovnice 3.184:
. . . Kyt
i [{an(r) ) + e (1le)} + Bo {an(r)lpn) + an (7))} exp (— : ) ~ (3.186)

= {a) [T+ 7] lo0) + amVeded + 0.0 [T+ ] ) + il exo (-7 1s7)

coz lze upravit na tvar:
i {a(T) ) + a(T)le)} + Eo = al(r) Eoler) + ai(m)Vilen) + a,(7) Eolg,) + a,(r) Vi 43.188)
Rovnici 3.186 vynasobime postupné bravektory {p;| a (¢,|. Po ipravé*®) dostaneme
iha)(t) = s a)(1) + ta, (1) (3.189)

iha, (1) = s a.(1) + ta; (1) (3.190)
s po¢ateéni podminkou a,(0) = 0 a a;(0) = 1, kde opét

r = {piler) = (erlen)=0, (3.191)
s = (@Veler) = (e Vilen) (3.192)
t = (@Viler) = (or[Velior) - (3.193)

45) Opét se pokuste nejdiive sami, az kdyz uz neni zbyti lze se podivat do Dodatkii na stranu ..
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Vyjadiime-li nezname funkce a;(7)a a,(7) ve tvaru

a,(T) = a;exp (i%T) (3.194)

a,(T) = a, exp <i%7’) (3.195)
pak nenulové feseni systému rovnic 3.189 a 3.190
s +e t la | _
[ ¢ 5 +J [ar} =0 (3.196)
vede k podmince pro €
et =—(s £1). (3.197)

Dosadime-li takto spoctené € zpét do rovnic?®) pro ¢asové zavislé rozvijejici koeficienty a;(7)
a a,(7), dostaneme

t —t
a)(T) = a; exp <_iS;L' T) + a; exp <_is - T) ) (3.198)
t —1
a.(1) = a exp (—is;_; 7') +a; exp (—is - 7') . (3.199)
Po aplikaci poc¢atecnich podminek vypocteme konstanty ;" = a; = 1/2. MiiZzeme tedy shrnout

dosazené vysledky do nasledujiciho vyjadieni funkce |(7)):

() = {; {exp (i_sh_ tr> + exp (f? t7>] o)+ (3.200)

n % [exp (i_sh_ t7> —exp <1_8h+ tfﬂ yw} exp <—ib;:)7> . (3.201)

FEo+s+t Ey+s—t

() = 5 o + o esp (<1250 ) 4 2 o = fonhenp (12550 Ya20m)

Je tedy

Vzpomeneme-li si na vysledek rovnic 3.181 a 3.182, které vyjadfovaly vlnovou funkeci, popisujici
stav ¢astice nalézajici se v poli dvou potencidlovych jam, pomoci linearni superpozice vlnovych
funkei, popisujici stav ¢astice pouze v jedné (pravé ¢i levé) izolované jamé, muzeme téZ psat:

1

9() = 5 o+l esp (<1250 ) 4 3 o = fonh) enp (1255 (paos

nebo-li

[9(T)) = %\/5|¢+(7')) exp <—iEO+h8+tT> + %\/5]¢_(T)> exp (—il%—i_hs—i_tT) ,(3.204)

46) Jedn4 se o rovnice 3.194 a 3.195.
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coz (zname-1i*") 3.180) vede k vyslednému vyjadfeni vysledné vinové funkce®®)|y)(7)) bud ve
tvaru

[P(T)) = %\/5|¢+(7')> exp <—iil7'> + %ﬁ\iﬁ‘(ﬂ)exp <—igh7') . (3.205)

nebo

() = [cos <”;|LT> o) + i sin <|’;|;> w} exp (1E°h+ ST> . (3.206)

Nyni jiz bude mozné vyjadrit pravdépodobnost, s jakou se castice bude nachazet v zakladnim
stavu druhé izolované jamy, kdyz se v case 7 = 0 nachéazela v zédkladnim stavu levé izolované
jamy:

t
P = lfedw =sint (H7) (3.207)
Zavérem tohoto jisté nelehkého odstavce si definujme veli¢inu
2|t 2
oo = A0 2 20 () Vil () (3.208)

3.4.6. Parabolicka potencialova jama. (Harmonicky oscilator)

Budeme studovat pohyb ¢astice v jednorozmérné potencidlové jamé

1
V(z) = §k z? (3.209)
jejiz tvar je na obr. 3.24
V(z) A
E
(|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
! ! Obr. 3.24
: : L Potencialni energie harmonického oscilatoru
—A 0 A

ATy EX¥ By 4s £t
48) Aby toho nebylo malo, tak mtzeme jesté dodat, ze norma tohoto bravektoru se zachovava, nebot plati: (¢(7)](7)) =
cos? (t7/h) @1 (T) |y (7)) + sin® (t7/R) (or (1) lior (7)) = 1.
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Klasicky oscilator

Potencialu (3.209) odpovida sila

dV(z)
L o T (3.210)

Newtonova pohybova rovnice popisujici pohyb klasické ¢astice v silovém poli (3.210) je

d?z(t)  k
o+ —a(t) = 0 (3.211)

z(t) = Asin (ﬁju a> : (3.212)

(kde konstanty A, a uréime z poc¢ate¢nich podminek). V tomto pfipadé fikame, Ze ¢astice kona
harmonické kmity s tthlovou frekvenci
k
wo = ] — (3.213)
m

kolem rovnovazné polohy = = 0; prislusné systémy se nazyvaji harmonické oscilatory. Prikladem
klasického harmonického oscildtoru je té€leso o hmotnosti m kmitajici na pruziné o tuhosti k.
(obr. 3.25).

F, =ma, =

a ma reseni

k m

Obr. 3.25
Klasicky harmonicky oscilator: Sila jiz pruzina o tuhosti

k ptsobi na ¢astici o hmotnosti m, je dana Hookeovym

zakonem :
F,=—kx, 0

a odpovidajici pohyb ¢astice je pak popsan pohybovou rovnici (3.211)

V=

V bodech = = £ A je rychlost (a tedy i kinetickd energie ¢astice) rovna nule. Proto amplituda
A souvisi s celkovou energii F/, kterd se zachovava a nabyva libovolné hodnoty, vztahem

1 [2F 2F
E=ZkA?2= A== =,/ — . 214
2 - k \/ mwg (3:214)

Uréime nyni pravdépodobnost wy.s(x)dz vyskytu harmonicky kmitajici ¢astice v intervalu
(z,z +dx). Tato pravdépodobnost je tmérna dobé dt, béhem které ¢astice prochézi tsekem dz.
Jestlize perioda kmitt je T' = 27 /wy, potom

dt_wo dj

Wias (7)da = 2= — o | (3.215)
kde v, je rychlost ¢astice. Vyjadiime v, jako funkci x:
dx T
Vo= = woA cos(wpt + ) = iwoA\/l —sin”(wot + @) (3.216)
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odkud uzitim (3.212) dostaneme

2
|ve| = Awor /1 — ER (3.217)
Dosadime-li (3.217) do (3.215), obdrzime
1 d
Wigae (2)dr = — ——— | A<z <A, (3.218)
TA 1 N2
- (%)

kde A zéavisi na energii F podle vztahu (3.214). Pravé vypoctend pravdépodobnost je zobrazena
na obr. 3.26. Pravdépodobnost vyskytu klasické castice je tedy maximalni v okoli bodd obratu
x = +A, kde je rychlost ¢astice nulova, a minimalni v rovnovazné poloze = = 0, kde je rychlost
¢astice maximalni.

)

wkl(x)

Obr. 3.26

Hustota pravdépodobnosti vyskytu klasické harmonicky

kmitajici ¢astice. Castice s energii E se miize vyskytovat

pouze v intervalu (—A,+A), kde A zavisi na energii E
= podle vztahu (3.214)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
—A 0 A

Kvantovy oscilator

Ptejdéme ke kvantovémechanickému vysetfovani harmonického oscilatoru. V oblasti mikro-
svéta je tento druh pohybu velmi dutlezity, patii sem kmity atomtt v molekuldch a pevnych
latkach. Rovnéz elektromagnetické pole lze reprezentovat systémem nezavislych harmonickych
oscilatort.

V kvantové mechanice se potencialni energie (3.209) vyjadifuje obvykle pomoci hmotnosti m
Gastice a thlové frekvence wy

1 1
Viz) = ik r? = imwgzr:Q . (3.219)

Dosadime-li do stacionarni Schrédingerovy rovnice (3.13) za potencial V (z) z rovnice (3.219),
dostaneme

da? K2

@M@+%n< !

1
E - mw§$2> p(r)=0. (3.220)

Harmonicky oscilator patii k jednomu z méla kvantové-mechanickych systémi, které se daji
Fesit presné (analyticky). Najit feseni rovnice (3.220), jez spliiuje standardni podminky, je vSak
pokusime na zakladé fyzikalni argumentace ,uhodnout®* vinové funkce nékolika stavi s nejniz-
§imi energiemi. Uzijeme pfitom bohaté vysledki kvalitativniho rozboru chovani vlnové funkce
popisujici vazany stav v potencidlové jameé provedeného v predchéazejicim odstavci.
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3.4. Potencialovy schod

Ukéazeme, ze funkce
@o(x) = Ag exp (—az?) (3.221)

je pro jisté o > 0 feSenim Schrodingerovy rovnice (3.220) popisujici stav s nejnizsi energii Fy
(tzv. zdkladni stav). Vybér funkce (3.221) nebyl ndhodny: jde o nejjednodussi hladkou funkei
(potencidl je taktéz reprezentovan hladkou funkci), kterd se pro x — oo rychle blizi k nule
(podminka, aby $lo o vazany stav) a neprotind osu = (podminka, aby slo o zdkladni stav).
Dosadime-li (3.221) do (3.220), dostaneme

Agexp (—az?) {(—Za +40%2?) + [2”;?0 = <m;0)2m2} } —0, (3.222)

coz dale upravime na tvar
2 2mE,
Apexp (—ax?) { [4042 - (%) ] x? + ( n;i 0 _ 204) xo} =0. (3.223)

Ponévadz tato rovnice musi platit pro libovolné z, koeficient u 2 i koeficient u x° ve vyrazu ve
slozené zévorce musi byt nulovy*?). Tak dostavdme dvé rovnice pro dvé neznamé «, Ej :

4a? — (m;’“f =0, (3.224)
2”;530 —2a=0. (3.225)

Z rovnice (3.224) dostavame, ze
a= ”;:0 , (3.226)

a z rovnice (3.225) potom plyne
By = N T L s . (3.227)

m m 2h 2

Zbyvé urcit konstantu Ay v rovnici (3.221. Tu uré¢ime z normovaci podminky

1= / lpo(x)|* da = A2 / exp (—2az?) dz = 2A7 / exp (—2az®)dz . (3.228)
— 00 —00 0
Ponévadz
/ exp (—2az?) do = LT (3.229)
2V 22’

z rovnice (3.228)

2 mw
Ag= == == 3.230
0 T 7h ( )

Na pravé strané stoji u odpovidajicich mocnin nulové koeficienty a porovnanim s levou stranou ziskdme pro odpovidajici

49)

si koeficienty nasledujici rovnice.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Tedy zékladni stav kvantového harmonického oscildtoru ma energii rovnou

1
a je popsan vinovou funkci
wo(z) = ¢ %exp (_ﬂ;f;ox2) . (3.232)

Vlnova funkce ¢ (z) odpovidajici hodnoté energie E; > E, musi jednou protinat osu x.
Budeme ji proto hledat ve tvaru

o (z) = Ayzexp (—az?) | (3.233)

kde « je ddno vztahem (3.226) a konstanta A; se ur¢i z normovaci podminky. Funkce (3.233)
splnuje podminku

lim pp(xz) =0 (3.234)

rz—+o0

a pouze pro x = 0 nabyva nulové hodnoty. Dosadime-li (3.233) do Schrédingerovy rovnice
(3.220), dostaneme

A exp (—ax?) {(—Ga +40’2”) z + [2”;51 - (m;of $2:| x} =0 (3.235)

a po dalsi aprave

Ay exp (—aa?) { {4042 - (T)Z] 2+ (2722& - 6a> 1‘} =0, (3.236)

Aby tato rovnice platila pro libovolné x, musi byt

2
4a? — (m;;"’) —0=a= ";‘;0 (3.237)
a
omE 3
”;Z t—Ga=0= B = She. (3.238)

Da se ocekavat, ze vlnova funkce ¢ (1) (x) odpovidajici energii E, > E; bude mit tvar

oan () = Az fo(z) exp (—az?) | (3.239)

kde fy(x) je jisty polynom druhého stupné, ktery nabyva nulovych hodnot pro dvé z € R,
a energie F» bude mit hodnotu

Po poné¢kud zdlouhavém pocitani se o tom lze piesvédéit™).

Nyni nas neptekvapi obecny vysledek®):

50) Viz Dodatky.
51) Podrobné matematické reseni Schrodingerovy rovnice pro harmonicky oscilator je uvedeno v kazdé ucebnici kvantové

mechaniky.
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3.4. Potencialovy schod

Reseni rovnice (3.220), které se pro x — +oo blizi k nule, existuje jen tehdy, jestlize energie
F nabyva pouze nékteré z diskrétnich hodnot

1
E, = hwy <n — 2) , kden=0,1,2,..., (3.241)
a je rovno
2
B mwo _(mwo z°
on(x) = N, H, (,/ - x) exp { ( - ) . ] , (3.242)

mwo
h

kde N, je normalizac¢ni konstanta a H, (( )71/2 x) je jisty polynom n—tého stupné, zndmy

pod jménem Hermitiv polynom®?).
Hermitovy polynomy H, () jsou definovany pro libovolné redlné ¢ a nékolik prvnich Hermi-

tovych polynomi je

Ho(§) =1, Hi(§) =28, Hy(§) =482, (3.243)
Hy(€) = 8¢% —12¢, H,y(€) = 166* — 18¢ . (3.244)

VInové funkce nékolika stavi s nejnizsimi energiemi spolu s pfislusnymi hustotami pravdé-
podobnosti jsou na obr. 3.27.

Vyraz (3.242) pro hladinu energie kvantového harmonického oscilétoru je jedna z nejdilezi-
téjsich v kvantové mechanice. Odavodnuje Plancktv vyklad interakce zareni s pevnou latkou
za predpokladu, ze latku miizeme povazovat za soubor oscilatorti, z nichz kazdy vysild nebo
pohlcuje zafeni o frekvenci wy jemu vlastni. Vyména energie je potom omezena vlastnimi hod-
notami pro dané oscilatory tak, ze muze probihat jen po kvantech hwy, — a to je pravé Planckova
hypotéza.

Srovnani klasického a kvantového oscilatoru.

Vysledky ziskané pii klasickém a kvantovém feseni harmonického oscilatoru se lisi, jak je
patrno z nasledujiciho srovnani:
Klasicky oscilator:

a) Spektrum energie je spojité.
b) Nejnizsi hodnota energie je E = 0.

c) Pohyb ¢astice je omezen na interval (—A, A), kde

A= |2 (3.245)

2
mwy

d) Pravdépodobnost vyskytu ¢astice wyas(z)dx je maximalni u bodu obratu x = +A a mini-
malni v rovnovazné poloze x = 0.

Kvantovy oscilator:

a) Spektrum energie je diskrétni, sousedni energiové hladiny se lisi o kvantum energie fiwy.

52) Vig napriklad [11], strana 607.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

\ V(X) A / \ V(X) A
Eg Tlu)o
: : FEs = 7/25&)0
: Eg : E2 = 5/271(4)0 Y
L] || Ey = 3/2hwy
L L Ey = 1/2hwq
i Evf 0
[ [
[ I I [
[ I I [
Lo Eo/ 1 11
1 ; ;I ; ! ! ; I; ; IX 1 1 1 IAX
—4 —2 0 2 4 —4 —2 0 2 4
11 0,5/F
I I
I I
| h n=>0
I I
I I
1 1 ! ! 1 1
—4 —2 0 2 4 : : . :
—4 —2 0 2 4
1+
| ! 05 +
[ [ ’
I {
: | n=1
I I
1 1 ! ! 1 1
—4 2: 0 : 2 4
' |
I I 1 Il Il Il
1 1 ' ' ' !
! ! —4 —2 0 2 4
1+ 0,5 +
I I
I I
I I
| | n =2
1 II II 1
—4 L2 \7 4
1 [ } } t t
| | —4 -2 0 2 4
| |
a) b)

Obr. 3.27 (a) VInové funkce a (b) odpovidajici hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v pa-

rabolické jednorozmérné potencidlové jamé (linearni harmonicky oscilator).

X = () e

76

a na ose ordinat jsou vynaseny hodnoty
—1/2

D () e, b () @

V obrézcich jsou carkované vyznaceny body obratu klasického oscilatoru; pro oscila-

tor s energii F, lezi v bodech
X, =+v2n+1
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3.4. Potencialovy schod

b) Nejnizsi hodnota energie je Ey = 1/2hw, (je diisledkem Heisenbergovy relace neurcitosti®?)).

c¢) Existuje nenulova pravdépodobnost vyskytu ¢astice i vné intervalu (—A, A), exponencidlni
,ocasek” hustoty pravdépodobnosti za hranicemi x = A co do velikosti klesa s rostoucim
n.

d) Pravdépodobnost vyskytu castice w,(z) = |p,(2)]*dz je zavisla na kvantovém éisle n
a zejména pro mala n se znacné lisi od klasické. Srovnani pribéhu hustoty pravdépodob-
nosti klasického a kvantového oscilatoru pro energie Ey a Fq je vidét na obr. 3.28. Odtud
je patrné, ze | (x)]z bude mit po vystiedovani pies x ptiblizné charakter klasické hustoty
pravdépodobnosti wyys(z).

2 -1 01 2
Obr. 3.28 Srovnani pribéhu hustoty pravdépodobnosti kvantového (plna ¢ara) a klasického (pie-
rusovand ¢ara) oscilatoru pro energii E, o (a) a E,—19 (b).
X = ()
a na ose ordinat jsou vynéaseny hodnoty

R WA
(%) 4@
—1/2
(mrjuo ) Wi (JI)

pro klasicky oscilator. V obrazcich jsou ¢arkované vyznaceny body obratu klasického
oscilatoru s danou energii

pro kvantovy oscilator, resp.

53) Viz téz poznamka na strané 27.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Kvantovy popis harmonického oscilatoru se stale vice blizi popisu klasickému, zvysujeme-li
hodnotu kvantového ¢isla n. V oblasti klasickych energii, feknéme F ~ 1J, a mechanickych
oscilatorit kmitajicich s thlovou frekvenci wy ~ 1 s, je kvantum energie hw, ~ 1073* J, tak
malé, Ze zménu energie mizeme povazovat za spojitou. Energii £ ~ 1J pak odpovida kvantové
¢islo n ~ 103*. Naproti tomu energie atomovych oscilatortt kmitajicich na thlovych frekvencich
wo ~ 10 s7! jsou kvantovany s krokem hw, ~ 1072''J ~ 0,01 eV, coz v oblasti energii
E ~ 10 eV typickych pro valen¢ni elektrony atomi®®) predstavuje podstatnou nespojitost.

3.4.7. Céstice v trojrozmérné krabici. Degenerace

Ackoli v fadé fyzikalnich problému vystac¢ime s jedinym rozmérem, mnohé problémy — véetné
zékladni tlohy atomové struktury (viz kapitola ,Pohyb v centralnim poli“ na strané 105) —
je nutné zkoumat v trojrozmérném prostoru. Studium pripadu ¢astice uvéznéné v trojrozmérné
krabici bude pro nas ivodem ke zptisobu feSeni trojrozmérné stacionarni Schrédingerovy rovnice
(separace proménnych) a sezndmeni s obecnym charakterem téchto FeSeni.

V trojrozmérném prostoru ma stacionarni Schrédingerova rovnice tvar (viz rovnice (3.13))

Po(r)  0%p(r)  9p(r)  2mE
Ox? + 2 + 022 + K2

(BE— V() () =0. (3.246)

Nejjednodussi pripad vhodny k vyTeseni této rovnice predstavuje ¢astice v trojrozmérné krabici
s nekone¢né tuhymi sténami®®). Krabice ma tvar krychle s hranou délky a. Takova krabice
odpovidé potencidlu V(zx,y, z) jehoz hodnota V' = 0 uvnitf a V' — oo vné krabice. Uvnitt
krabice stacionarni Schrodingerova rovnice zni

Poli) Poli) Poli) 2mE . pere
e + e + 5, + e Ep(f) =0, pro 0<y<a, (3.247)
0<z<a.

Krabice je ohranic¢ena nekonec¢né vysokymi potencidlovymi sténami, a proto vlnova funkce musi
vyhovovat okrajové podmince

o) =0 (3.248)
na sténach krychle.
V rovnici (3.247) lze provést separaci proménnych, tj. je mozné hledat jeji feseni p(z,y, 2)
ve tvaru soucinu tii funkci X (z),Y (y) a Z(z), jez zaviseji vzdy jen na jedné proménné x,y,
respektive z:

o(2,y,2) = X (@)Y (5) 2() (3.249)

Dosadime-li vyraz (3.249) do rovnice (3.247), dostaneme®)

d?X (z) d?Y (y) d?Z(2) N 2mFE

Y2 5 + X @2 S + X@Y () 57 + T X @)Y )2(2) = 0. (3250)

53)
54)

Srovnejte napt. s rovnici (1.30) na strané 10.

Podobnost s ndmi jiz zvladnutym problémem ¢astice v nekoneéné hluboké jamé (viz strana 47) je nasnadé, zhodnotime
Cas, ktery jsme stravili pfi jeho feseni tim, ze nam bude pravé predlozeny problém pfipadat jednoduchy a snaze pochopitelny.
55) Vsimnéme si, ze v dalsim uvazujeme definiéni obor proménnych z,y, z odpovidajici ,vnitiku krabice“ (kde V' = 0), jak
je ostatné uvedeno v rovnici (3.247).
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3.4. Potencialovy schod
Délenim této rovnice soué¢inem X (x)Y (y)Z(z) a usporadanim ¢lent obdrzime

1 dX(@) 1 d&V(y) 1 d2Z(Z):2mE
X(z) da? Y(y) dy? Z(z) dz? PR (3.251)

Prvni ¢len na levé strané této rovnice zavisi jen na x, druhy jenom na y a tfeti pouze na z.
Soucet téchto tfi ¢lentt ma byt roven konstanté a to pro vsechna x, ¥y, z z defini¢niho oboru. To je
mozné pouze tehdy, jestlize se kazdy ¢len rovna néjaké samostatné konstanté®®), coz vyjadiime
vztahy:

1 d2Y d2Y

Y(y) dygy) =F = dygy) + BV (y) =0, (3.253)
1 d2Z(z) Y dQZ(z) ) -

_Z(Z) dz2 v = d22 +7v°Z(2) =0, (3.254)

Aby byla splnéna rovnice (3.251), musi konstanty a?, 3% v? vyhovovat podmince

2mE

o + 3% +4% = 72

(3.255)

Rovnice (3.252), (3.253) a (3.254) jsou oby¢ejné®”) diferencidlni rovnice piesné téhoz tvaru
jako stacionarni Schrodingerova rovnice (3.94) pro ¢astici v nekoneéné hluboké potencidlové
jamé. Reseni této rovnice jiz samoziejmé zname

X(x) = A" + Be | (3.256)
a podobné ‘ _

Y(y) = A, + Bye P, (3.257)

Z(2) = A" + B.e 7. (3.258)

Je jesté t¥eba splnit okrajové podminky (3.248). Tak napiiklad z podminek

©(0,y,2) = X(0)Y(y)Z(z) =0, (3.259)
pla,y,z) = X(a)Y (y)Z(2) =0, (3.260)
plynou podminky pro funkci X (z):
X(0) = 0, (3.261)
X(a) = 0. (3.262)

Dosadime-li do rovnice (3.256) za x = 0, respektive x = a, s uzitim podminky (3.261), respektive
(3.262) obdrzime

X(0)=A4,+B,=0 =DB,=-A,, (3.263)
X(a) = A€ — Ae”* = 2iA, sinaz = 0. (3.264)

56) Asi ndm cela situace ptipada jako bychom ji uz nékdy prozili, znamé déja vu (jiz ,vidéno“) se stava v nasem piipadé
déja lu (jiz ,C¢teno“) a to na strané 32, kde jsme separovali proménné pii pfechodu od ¢asové Schrodingerovy rovnice ke
stacionarni.

57) Ve smyslu ,,obycejnych“ derivaci funkce jedné proménné podle této proménné, jinak jsou samoziejmé neobycejné —

umoznuji nam srozumitelny , vhled“ do problematiky degenerace energiovych hladin.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Ponévadz A, # 0, je posledni rovnice splnéna pouze tehdy, je-li

aa =n,m, kden,=1,23, ..., (3.265)
Odtud
n, = 25 kden, =1,2,3,... , (3.266)
a

Aby byly splnény okrajové podminky, funkce (3.256) tedy musi mit tvar

X(z) = C, sin (”I”) , (3.267)

kde C, = 2iA,.

Podobné postupujeme i v pfipadech funkei Y (y) a Z(z); dostaneme
ﬁny:%a kde ny:17273a"' ) (3268)
,}/’Vlz = nzw ) kde nz - 17 27 37 A (3.269)
a
a
Y(y) = C,sin (”y”y> : (3.270)
a
n.mz

Z(2) = C'Zsin( ) : (3.271)

Pouzijeme-li ziskanych feseni (3.267), (3.270) a (3.271), mizeme napsat vlnovou funkci (3.249)

Oy ny . (2,1, 2) = Csin (nxmv) sin (nyﬂ'y) sin (nzﬂz) (3.272)
a a a

kde C = C,C,C, je normovaci konstanta (ur¢ime ji tak, aby vlnova funkce (3.272) byla
normalizovana®®)). Dosadime-li do (3.255) za «, 3 a 7 z rovnic (3.266), (3.268) a (3.269), obdr-
Zime odpovidajici mozné energie ¢astice v tuhé krabici

w2h?

2ma?

Erynyn, = (n2+n2+n?) (3.273)
Namisto jednoho kvantového éisla (jak tomu bylo u jednorozmérné jamy) je v tomto trojroz-
mérném piipadé zapotfebi t¥i kvantovych ¢isel n,, n,, n. k tomu, abychom urcili stav castice. To
je obecny rys trojrozmérnych problému a setkdme se s nim znovu v kapitole 5, kde se budeme
vénovat kvantové teorii atomu vodiku.

Novou skutec¢nosti, se kterou jsme se dosud u jednorozmeérnych potencialii nesetkali, je zjis-
téni, Ze vice kvantovym c¢islim piislusi stejné energie. Takova energiova hladina se nazyva de-
generovana. Napfiklad stavim charakterizovanym kvantovymi ¢isly (2,2,1),(1,2,2) a (2,1,2)
prislusi energie

T2h?

2ma?

(3.274)

Tato energiova hladina je tedy trojnasobné degenerovand a ji odpovidajici vinové funkce jsou

2rx 2ty . Tz

p291 = C'sin — sin —= sin — | (3.275)
a a a
2 2
Pr22 = C'sin 2= sin =Y gin == , (3.276)
a a a
2 2
Y212 = Csinﬂsinﬂsinﬂ . (3.277)
a a a

58) Dodatek?
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3.4. Potencialovy schod

3.4.8. Castice v periodickém potencidlovém poli. Energiové pasy

V tomto odstavci budeme studovat pohyb elektronu v periodickém potencialovém poli. S ta-
kovym periodickym polem se setkavame v krystalech, kde jsou periodicky rozlozena jadra atom,
resp. ionty, a tedy i stfedni hustota elektrického naboje. Potencial elektrického pole buzeného
takto rozlozenym nébojem je téz periodickou funkei soufadnic. V takovém pfipadé ma tedy
elektron potencialni energii, jez je periodickou funkci s periodou krystalové miizky.

Zakladni znaky chovani elektronu v periodickém potencialovém poli je mozno ukazat na jed-
noduchém jednorozmérném modelu, v némz se predpoklada, ze potencialni energie elektronu ma
tvar periodického usporadani obdélnikovych jam®) (obr. 3.29a). Timto pravothlym potencia-
lem opét nahrazujeme realny pribéh potencidlu znazornény na obr. 3.29b. Perioda potencialu
V(z) je a = b+ ¢, takze

V(z+a)=V(a). (3.278)
V(z) A
— Vo
—(b+¢) —c 0 b b+c B
a)
V(z) A
o ° ° -
b)

Obr. 3.29 Periodické uspotradani obdélnikovych potencidlovych jam (a) nahrazuje pribéh poten-
cialni energie elektronu v krystalu (b). Poloha atomovych jader je zobrazena ¢ernym
krouzkem. Perioda potencialu je a = b+ ¢

59) Toto periodické usporadani obdélnikovych jam se v literature oznacuje jako Kronigiv-Pennytv model.
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

V mezich jedné periody, napt. v oblasti —c < x < b, je potencial urcen vztahy

Voo pro—c<ax<0

(3.279)
0 pro0<x<b.

V(z) = {

Pristupme k feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice s periodickym potencidlem. Jeji feseni

¢(x) musi byt takové, aby hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢astice elektronu v ekvivalentnich
bodech z,z + a byla stejna®). To znamena, Ze musi platit

ez +a)|” = |p(@)]” - (3.280)

Odtud plyne, ze funkce p(z + a) a ¢(x) se mohou lisit pouze faktorem exp(iv), kde v je redlné
¢islo; tedy®!)

oz +a) =ep(z) . (3.281)

V teorii pevnych latek se misto parametru v zavadi (redlny) parametr k (z divodu jistych
analogii nazyvany vlnové ¢islo), svazany s v vztahem v = k a. V tomto oznaceni rovnice (3.281)
zni

o(z +a) = e* (). (3.282)
Postupnd aplikace (3.282) umozni vyjadfit hodnotu funkce ¢(x) v bodé = + a pomoci hodnoty
funkce ¢ v bodé z:

inka

o(x +na) = " p(x). (3.283)

Stacionarni Schrodingerova rovnice (3.37) méa v potencidlovém poli (3.279) v oblasti jedné
periody = € (—c¢,b) tvar

o (z)  2m

%jL?(E—VO)go(I)(x) pro —c<z <0, (3.284)
d? x)  2m
4‘05;12)() - Eon(x) pro —c<axz<b, (3.285)

Budeme predpokladat, ze energie E elektronu je mensi nez V,. Potom feSeni rovnic (3.284)
a (3.285) je nasledovné

omn(x) = Ae*™ + Be *® pro —c<xz <0, (3.286)

oan(z) = Ce + De " pro0 <z <b, (3.287)

kde a a 3 jsou parametry definované vztahy

2m (Vo — F 2mkE
o= (;2) a f=\=F (3.288)
Konstanty A, B, C, D ur¢ime z podminek spojitosti vlnové funkce a jeji prvni derivace v bo-

dech nespojitosti potencidlu z = 0,z = b (viz strana 19). K tomu potfebujeme znat vinovou

60) Opét se mozna trochu zdrzime — ale opravdu jen trochu, vzdyt tato situace je obdobnéa té, kterou jsme ,probirali“,
kdyz jsme fesili stacionarni Schrédingerovu rovnici pro &astici (elektron) v jamé konecné hloubky, kterd byla symetrickd
vUéi zaméné z — —x. A tehdy se ndm nezdélo divné, ze existuji suda a lich4 FeSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice (viz
strana 52). A jejich existence plynula z rovnosti hustot pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v bodech x — —z pravé kvili
symetrii zminéného potencialu.

61) Tvrzeni vyjadfené rovnici (3.281) se nazyva Blochtuv teorém (F. Bloch 1928) a funkce vyhovujici této rovnici byva
zvykem nazyvat Blochovy funkce. Uvedené tvrzeni ma pro teorii pevnych latek zasadni vyznam.
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3.4. Potencialovy schod

funkci (1) (z) v intervalu (b,b + c), ktery prislusi sousedni periodé (viz obr. 3.29a). K tomu
nam poslouzi Blochtv teorém (3.282). Pomoci néj vyjadiime hledané ¢(;;)(x) definované pro
x € (b,b+ c) prostfednictvim znamého FeSeni v intervalu (—c,0), tj. pomoci funkce ¢ (z — a)
definované pro —c < z < 0, takto:

puin(z) = ™o (r — a) = ™ [Aea(xfa) + Befa(mfa)] (3.289)

prob<x <b+ec.
Dosadime-li do néasledujicich podminek

©1)(0) = 0un(0) ; W - Cmé;f(x) o (3.290)
ean(b) = earn(d) ; dwég(x) = W -~ (3.291)
za o (), pan () a @ () z rovnic (3.286), (3.287) a (3.289), dostaneme
A+B=C+D (3.292)
a(A—-B)=ip(C - D), (3.293)
Ce”’ + De " = ¢ (Ae™* + Be™) (3.294)
i6 (Ce™ + De™ ") = ae** (Ae™*° + Be™) | (3.295)
ponévadz b — a = —c. Tato soustava Ctyt algebraickych linedrnich homogennich rovnic pro ¢tyti

neznamé A, B, C, D mé netrividlni feSeni pouze tehdy®®), kdyz determinant soustavy je roven
nule:

1 1 —1 —1
« - —1 i
. . / SO (3.296)
exp(ika —ac)  exp(ika+ac)  —exp(ifb) —exp(—ifb)
aexp(ika — ac) —aexp(ika + ac) —ifexp(ifb) i exp(—i3b)
Vypocteme-1i%) tento determinant, dostaneme
2 a2
a2 5 sinh(ac) sin(8b) + cosh(ac) cos(8b) = cos [k(b + ¢)] , (3.297)
a

kde a, # jsou dany vztahy (3.288).
Aby se tato situace zjednodusila, budeme uvazovat pripad, kdy Vj — oo a ¢ — 0 takovym
zplisobem, ze soucin Vyc zistava konecény. V tom pripadé pak totiz plati

a=b+c—b, (3.298)

o =3 m(Voc) 2mE m(Voc)

e €= Tz 7 T (3.299)
inh 2n (Voec — E
sin < 5 (Voc c)c) L (3300
\/ 2 (Voc — Ec)e
cosh(ac) = cosh ( — (Voe — )c) —1, (3.301)
sin(3b) = sin(fa) , (3.302)
cos(Bb) = ( a) . (3.303)

62) Uz jsme se s timto problémem setkali (trividlni ~ nulové) v poznamce na strané 51 si vSe oziejmili.
63) Dodatky? Dodatky!
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3. Schrodingerova vlnova mechanika

Pouzijeme-li tyto vztahy, rovnice (3.297) se zjednodusi takto:
m(Vye)
n’p
Piipomenme si, ze 3 souvisi s energii £ podle vztahu (3.288) a k je libovolné realné ¢islo.
Z rovnice (3.304) tedy dostaneme pro kazdé k mozné hodnoty energie; zavislost energie £ = E(k)

nazyvame disperznim vztahem.
Zavedme veli¢inu

sin(fa) + cos(Ba) = cos(ka) . (3.304)

== (3.305)

ktera charakterizuje potencialovou bariéru: vyssi hodnota P fyzikalné znamena silnéjsi vazbu
elektronu k uréité potencidlové jamé. Pouzijeme-li parametr P definovany v (3.305), rovnice
(3.304) zni
sin(fa)
Ba
Na obr. 3.30 je znazornéna leva strana tohoto vyrazu jako funkce souc¢inu (3a pro hodnotu
P = 37/2. Pfipometime si, ze $* je Gmérné energii (viz rovnice (3.288)), a proto osa Ba je
mirou energie E. Déle je dilezité si uvédomit, ze prava strana rovnice (3.306) mtize nabyt jen
hodnot mezi —1 a +1, jak je vyznaceno na obr. 3.30 horizontdlami. Proto je mozno podminku
(3.306) splnit jen pro ty hodnoty [a, pro néz ma leva strana hodnoty mezi —1 a +1. Z toho
bezprostiedné plyne, Ze energiové spektrum elektronu se skldda z fady past dovolenych energii
oddélenych zakézanymi oblastmi. Z rovnice (3.306) je také mozné ziskat energii E vyjadfenou
jako funkci k.

P + cos(fBa) = cos(ka) . (3.306)

N N L N /o
N2 A AR

Obr. 3.30 Graf funkce Psin(fa)/(fa) + cos(fBa) pro P = 37/2. (Vzhledem k definici parametru
£ ma tato funkce fyzikalni smysl pouze pro kladné argumenty (a.) Dovolené hodnoty
energie F jsou vymezeny oblastmi proménné

Ba = av2mF
==

pro které funkcni hodnoty lezi mezi +1 a —1
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7Z obr. 3.30 je patrné, ze nespojitosti v hodnotéach energie nastavaji pro

nm

k=-—  kden=1,2,3,..., (3.307)
a

pro néz prava strana rovnice (3.306) nabyva meznich hodnot —1 a +1. Ze vztahu (3.306) je
rovnéz vidét, ze uvniti urcitého energiového pasu je energie periodickou funkci k. Naptiklad
nahradime-li hodnotu & hodnotou k + 27n/a, kde n je celé ¢islo, prava strana rovnice (3.306)
se nezmeéni. Jinymi slovy, k& neni urceno jednoznacné. To demonstruje obr. 3.31a. Proto je casto
vyhodné zavést tzv. ,redukované vlnové cislo k“, které je omezeno na oblast

SHES

<k <

SHES

. (3.308)

(V teorii pevnych latek se oblast vymezend podminkou (3.308) nazyva prvni Brillouinova zéna.)
Zavislost energie E na redukovaném k je znazornéna na obr. 3.31b.

Zavérem si vSimnéme, jak energiové spektrum zavisi na hodnoté P vyjadiujici vazbu elektronu
k urc¢ité potencidlové bariéfe. Je patrné, ze pro rostouci hodnotu P se energiové pasy zuzuji
a v limitnim pripadé, kdy P — oo, energiové spektrum se sestava z diskrétnich energiovych
hladin. V tomto pfipadé mé rovnice (3.306) feSeni jen tehdy, je-li sin(fa) = 0, tj. je-li fa =
+nm ,n=1,2,.... Pouzijeme-li rovnici (3.288), kde je definovany parametr (3, dostdvame mozné
hodnoty energie:

2% 2
mh

E, =
2ma?

(3.309)

Poznavame v nich energiové hladiny ¢éstice v nekoneéné hluboké potencidlové jamé (viz od-
stavec 3.4.2). Fyzikalné se mohl takovy vysledek o¢ekéavat, protoze pii velkych hodnotéch P je
pruchod bariérou (tunelovy zjev) nepravdépodobny a ¢éastice je uvéznéna uvnitf jedné jamy. Na
druhé strané se ukazuje, ze moznost tunelovani vede k rozsifeni energiovych hladin v pasy.
dickém poli je pasové. Pasové energiové spektrum je fundamentélni (zdkladni) vlastnosti krystalt
a je zakladem pro pochopeni jejich fyzikalnich vlastnosti.
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4Uvod do formalismu kvantové mechaniky

V této kapitole zformulujeme zakladni postulaty soucasné nerelativistické kvantové mecha-
niky. Uvidime, ze vysledky uvedené v ptedchézejicich kapitolach jsou pouze specidlnimi pri-
pady tohoto obecného formalismu kvantové mechaniky. Pochopeni predchazejicich t¥i kapitol
by se mélo pravé zde projevit v tom, ze tyto postulaty nebudou pro nas naprosto necekanym
prekvapenim®).

Drive vsak, nez pristoupime k vlastnimu fyzikalnimu vykladu, uvedeme piehled matema-
tického aparatu uzivaného v kvantové mechanice. Podstatna ¢ast nasledujicitho odstavce budiz
tedy chapana jako vykladovy slovnik pojmil, které budeme v dals$im potrebovat.

4.1. Matematicky aparat

(Vykladovy slovnik matematickych pojmt potfebny pro kvantovou mechaniku)
Operatory

Operatorem rozumime predpis, ktery jedné funkci ¢ z dané mnoziny F pfifazuje obecné jinou
funkci ¥ mnoziny F. Symbolicky to vyjadiime zapisem

x=0¢, (4.1)

kde x e F,ap € Fa O je operator definovany na mnoziné funkci F.
Uvedme nékteré piiklady operatori:
e identicky operator O=1, ktery funkci ¢ prifazuje tutéz funkei y = ¢;
e operator druhé odmocniny O = /> ktery funkei ¢ pfifazuje funkei x = \/¢;

e operator derivovani 0= d/dz, ktery funkci ¢ pfitazuje funkci

_dy.

=5 (4.2)

X

e Laplacetiv operator O = A = 5’—; + 63—; + g—;, ktery funkci ¢ pritazuje funkci

o D% D%
X~ 522 * Oy? * 02?2 (4.3)

Prostor vinovych funkci

Definovat operator mé smysl pouze tehdy, jestlize zaddme mnozinu funkci F, na niz operator
pusobi. V piipadé kvantové mechaniky F zna¢i mnozinu vSech vlnovych funkci, které odpovidaji
moznym staviim?) uvazovaného systému (napf. jedné ¢astice). Z toho plynou vlastnosti, které
mnozina F ma. Jejimi prvky jsou ty funkce, které spliuji podminky kladené na vinové funkce, tj.
jsou vSude spojité se v8emi prvnimi derivacemi, jednoznacéné a omezené (viz strana 19). Krétce

1) Kdyz uz budou prekvapenim, tak pouze radostné ocekavanym.
2) Rozuméjme vinovym funkcim, které popisuji stav kvantové-mechanické castice.
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

fikame, Ze vinova funkce splnuje standardni podminky. Déle musi byt zaruceno splnéni principu
superpozice kvantovych stavii. To je zaruceno tehdy, je-li F linearni vektorovy prostor?), znamy
z vektorové algebry.

V tomto linedrnim prostoru F je vyhodné definovat skalarni souc¢in dvou funkei (z tohoto
prostoru). Skalarni soucin pfitazuje dvojici funkci ¢ € Fa ¢ € F komplexni ¢islo, které budeme
znacit (¢,1), podle definiéniho pfedpisu:

(p,9) = / ppdr (4.4)

kde se integruje pres cely defini¢ni obor nezavisle proménnych.
Pro skalarni sou¢in plati*):

(‘P, i + Czwz) = ((p, wl) + ¢ (907 1/;2) , (4.6)
(c1o) + e2pan ¥) = ci (e, ¥) + ¢ (ean. ¥) (4.7)

(p, ) je redlné ¢islo a plati
(p,0) 20, (4.8)

pficemz (¢, ¢) = 0 pouze pro ¢ = 0. P¥itom ¢, v, ¢(1y, o1y, 1,12 jsou z F a ¢, 2 jsou kom-
plexni éisla. Necht ¢ je libovolna funkce z F. Z vlastnosti linedrniho prostoru plyne, Ze také
1 = cp (c je komplexni ¢islo) je funkce z F. Zfejmé lze nalézt konstantu ¢ tak, aby platilo

(0) = [wrodr= [lofar=1. (4.9)

O funci ¢ fikdme, Ze je normovana (viz téz strana 17) k jednicce®).
Jestlize pro dvé funkce ¢ € Fa ¢ € F je

(p,v) =0, (4.10)

fikame, Ze funkce ¢ a 1 jsou ortogonalni.
Pottebnost skaldrniho soucinu pro formalismus kvantové mechaniky uvidime vzapéti.

Linearni operatory

Pusobenim operatort na vinové funkce se nesmi naru$it princip superpozice stavi. Proto
budeme v kvantové mechanice pouzivat pouze operatory, které na linedrni kombinaci dvou
funkci pusobi tak, Ze plati

0(011/11 + o) = 101 + 00, . (4.11)
Operatory, jez pro vSechna 1y, 1y € F a libovolnd komplexni ¢isla ¢y, ¢ spliiuji podminku (4.11),

se nazyvaji linearni operatory.
Priklady linearnich operatori:

3) Pokud chce védét vice o vektorovych prostorech, dovolujeme si odkazat napiiklad na knihu [11].
4) Presvédcete se o tom na zakladé pravidel pro vypocet integrala.
5) Jinymi slovy: puvodni funkci ¢ jsme normovali k jednicce.
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e identicky operator:

O0=1, (4.12)
e operator nasobeni funkci x
O=xzx (4.13)
e Laplacetuv operator:
O=A, (4.14)
e operator derivovani
A d
0= e (4.15)

Prikladem nelinearniho operatoru je operator druhé odmocniny, ponévadz

Y\ Clwl + C2¢2 7é cl\/% + CQ\/@ . (416)

Operace s operatory

vvvvvv

vvvvvv

a mohou byt zformulovany na zakladé nékolika algebraickych pravidel, kterd nyni uvedeme.
Sou¢tem dvou linearnich operatorit O; a O, rozumime takovy operator O, pro néz plati

Op =010+ Osp . (4.17)
Symbolicky to zapisujeme takto:
O0=0,+0,. (4.18)
Z defini¢niho vztahu (4.17) plyne, Ze soucet operatorii je komutativni, tj.
O:+0,=0,+0,. (4.19)

Snadno se presvédéime, ze operator O je linerni, tj. Ze splituje podminku (4.11).
c-nasobkem linearniho operatoru A rozumime takovy operator B, plati-li

By = ¢(Ayp) , (4.20)

Jednoduse zjistime, ze operator O je opét linearni.
Soucinem dvou linearnich operatoru O: a O, rozumime takovy operator O pro néjz plati

O¢ = 0,(0s9) , (4.21)

tj. nejdrive nechdme plisobit na funkci ¢ operator O, a na takto ziskanou funkci V= O}(p pak
ptisobime operatorem O; (operdtory pii ndsobeni pusobi v pofadi zprava doleva). Symbolicky
to zapisujeme takto:

~

0 =0,0,. (4.22)
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

Presvédcte se, Ze operator O je opét linearni®).
Soucin operatort neni obecné komutativni, tj. obecné

0,0, # 0,0, (4.23)

(v takovém pripadé rikame, Ze operatory O, a 0, nekomutuji, v opa¢ném piipadé (tedy je-
li 0201 = 0102) hovofime o komutativnich operatorech). Ukézeme si to na piikladu. Budiz
O, =z a Oy = L. Potom pro libovolnou ¢(z) € F plati

010np() = Oy (Oip(2)) = = (dﬁf)> _ xd‘gff) _ Giﬂ) o(z) (4.24)

0:010(2) = 02(016(®) = -+ (wrp()) = so(a:>+xd‘§f):(1+xcfr)so<x>, (4.25)

Vidime, ze ptisobeni operatoru 0,0, na funkei cp( ) dava jiny vysledek, nez pusobeni operatoru
0201 na tutéz funkei p(x). Tedy operator 0102 neni roven operatoru 0201, tj. 0102 #* 0201
Ze vztahu (4.24,4.25) dale dostavame, ze

Ao d
a
0,01 =14 2% (4.27)
2Y1 — de’ .

Vsimnéte si, Ze explicitni tvar operatoru definovaného jako soucin operatoru zjistime tak, Ze
operatory nechame pisobit na néjakou funkci z prostoru F.

Pro tcely kvantové mechaniky je uzitecné zavést tzv. komutator operatori Oy a O,. Jde opét
o operator, jenz oznaCujeme symbolem [Ol, OQ] a definujeme takto:

[01, 02] - 0102 - 0201 . (428)
7 této definice je ziejmé, Ze plati
[02,01] = —[04,05] . (4.29)

Poznamenejme, Ze komutator dvou komutujicich operatort roven nule, zatimco komutator dvou
nekomutujicich operatort je nenulovy operator.

Uzijeme-li vztahy (4.26),(4.27) dostaneme, ze komutétor operatori O; = z a O, = 4 7 na-
seho prikladu je roven

[x, (fx] =-1. (4.30)

(—1 je operator, ktery méni jen znaménko funkce, tj. ndsobi ji —1).
n-t4 mocnina operatoru O je operator, ktery oznacujeme O™ a definujeme jako

0"=0... (4.31)

6) Napovéda: pouzijeme-li (viz rovnice (4.11)) vztah Olog(clap(j) + 0290(11)) =0, (Ozclap(I)) +0, (020290(11)) =011
atd.
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tj. pusobeni tohoto operatoru na néjakou funkci je ekvwalentm n-nasobnému postupnému pu-

sobeni operatoru O na tuto funkei. Napiiklad pro 0= Je
R d2 R dn
O’=—,...,0" = : 4.32
de?2’" " dxn ( )

Vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru

Ptisobi-li néjaky operator O na funkci ¢ € F, ziskdme obecné jinou funkci ¢ = O(p z prostoru
F. V uréitych pripadech se mize stat, ze ptusobeni operatoru O na funkci ¢ dostaneme stejnou
vynasobenou pouze urcitou konstantou, tj.

Op = \p . (4.33)

Cislo A nazjvame vlastni hodnotou operatoru Oa funkcip vlastni funkci operatoru O ptislusejici
vlastni hodnoté .

Pro dany operator O muize existovat obecné nekonecny pocet vlastnich hodnot a funkei (je-li
prostor F nekone¢né dimenze). Ozna¢me linedrné nezavislé vlastni funkce operatoru O

Uy Uy o vvy Upyy o o (4.34)
a jim odpovidajici vlastni hodnoty
A, Ao, e Ay (4.35)

Linearni nezavislost vlastnich funkei zdiraziiujeme proto, abychom zabranili nejednoznacnosti;
kazdé funkce cu, (c je libovolna komplexni konstanta) je totiz také vlastni funkci operatoru O
prislusejici vlastni hodnoté \,. Vynésobime-li totiz rovnici (4.33) konstantou ¢, dostaneme pro
p=uU, a A=A\,

c(Ou,) = O(cun) = M(cuy,) . (4.36)

Liboviile v konstanté ¢ tak umoznuje normovat vlastni funkce.

Muze se vsak stat, ze k této vlastni hodnoté prislusi vice linearné nezavislych funkci; potom
fikame, Ze tato vlastni hodnota je degenerovana. Abychom tuto skutecnost zachytili, vezmeme
za zaklad indexy rozliSujici vlastni hodnoty. Vlastni funkce prislusejici k dané vlastni hodnoté
pak rozlisime dalsim indexem; budeme tedy pséat

1 1
ug),...,uggl),ug),...,ug‘%);..., §}>,...,u§fn>;...

~~

)\1 >\2 >\n

(4.37)

a fikat, ze vlastni hodnota A, je g,—néasobné degenerovana. Jestlize g, = 1, vlastni hodnota
A, je nedegenerovana. Vidime, ze libovolna linearni kombinace vlastnich funkci prislusejicich
gn—nésobné degenerované vlastni hodnoté A, operatoru O, tj.

Uy = crul) 4+ cpul® + . 4 ey ul) | (4.38)

kde ¢, ¢a,. .., ¢y, jsou libovolna komplexni ¢isla, je také vlastni funkce pfislusejici vlastni hod-
noté A, operatoru O. Piesvédcte se o tom?)!

Mnozina vlastnich hodnot Ay, A5, ..., A,,... daného operatoru O se nazyva spektrum opera-
toru O. Dosud jsme mlcky predpokladali, ze vlastni hodnoty a funkce se daji rozlisit diskrétné se

7) Dodatky pouzivejte az v nouzi nejvyssi, pfipadné pouze pro kontrolu, vzdyt uz toho z kvantové mechaniky umite daleko
vic, nez tomu bylo naptiklad pii ¢teni (1épe FeSeno studiu) kapitoly 1.
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

meénicim indexem; v takovém piipadé budeme mluvit o diskrétnim spektru. Bézny je vSak i pfi-
pad, kdy se ’index méni spojité’, tzn., ze se jedna o spojité se ménici proménnou. Oznacime-li
ji k, nahradi se v pfedchazejicich vyrazech u,, funkci u(k) a A, funkci A\(k). V takovém piipadé
mluvime o spojitém spektru.

Najit vlastni hodnoty a vlastni funkce napt. diferencidlniho operatoru znamena resit di-
ferencidlni rovnici s danymi okrajovymi podminkami. S timto problémem jsme se jiz setkali
v predchézejici kapitole pii feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice, ktera je vlastné rovnici
pro vlastni funkce a vlastni hodnoty operatoru

52
AV (7) (4:39)
Vse, co jsme si pravé tekli, si ozfejmime na nésledujicich prikladech.

Priklad 1

O=—i— 4.40
i (4.40)
Ponévadz
4 (™) =k (e™) (4.41)
dx ’
je funkce
_ ikx
p=e (4.42)

vlastni funkci operatoru O prislusejici vlastni hodnoté k (k je libovolné realné ¢islo; pro k
komplexni by bud pro z — —oo nebo pro x — +oo divergovala, a nebyla by omezena).
Tedy vlastni hodnoty operatoru O jsou realné, nedegenerované a tvoii spojité spektrum.

Priklad 2

~ d?
0O=— 4.43
dz? ( )
a
o (x) =sin(kz) a ¢y = cos(kx) (4.44)

jsou vlastni hodnoty operatoru O prisluejici téze vlastni hodnoté k2 (k je libovolné realné ¢islo).
Tedy spektrum operatoru O je spojité, pricemz kazda jeho vlastni hodnota je redlné a dvoj-
nasobné degenerovana.

Priklad 3

(Srovnej feseni stacionarni Schrédingerovy rovnice pro ¢astici v nekoneéné hluboké pravothlé
jameé - odstavec 3.4.2.)

A d2

a pozadujme, aby vlastni funkce spliiovaly okrajové podminky
#(0) = p(a) = 0. (4.46)

92 «« »y



4.2. Hermitovské operatory

Vlastni funkce operatoru O jsou pouze

on(z) = sin(k,z) , (4.47)
kde
k= p=41,42,..., (4.48)
a

a odpovidajici vlastni hodnoty jsou k2.
Tedy operator O mé v tomto pripadé diskrétni spektrum, pficemz kazda jeho hodnota je
realnd a nedegenerovana.

4.2. Hermitovské operatory

V kvantové mechanice se budeme setkavat pouze s tzv. linedrnimi hermitovskymi (nebo
struénéji jen hermitovskymi) operatory®). Tyto operatory maji dvé pro kvantovou mechaniku
dilezité vlastnosti:

e vlastni hodnoty hermitovskych operatorii jsou realné

e vlastni funkce hermitovského operatoru prislusné k riiznym vlastnim hodnotam jsou navza-
jem ortogonalni .

Druhé véta nam zarucuje, ze vlastni funkce hermitovského operatoru, které prislusi rtz-
nym vlastnim hodnotam, jsou ortogonalni. Mtzeme néco podobného tvrdit i o souboru funkci
ul® (i=1,2,...,g,), které patii ke g, —nasobné degenerované vlastni hodnoté \,? Vime jiz, ze
také kazd4a linedrni kombinace (4.38) je vlastni funkci O piislugejici k vlastni hodnoté \,. Nic
nam proto nebrani vytvorit z g, linearné nezavislych funkci {uﬁf)} stejny pocet novych, linedrné
nezavislych funkei {v(’} (to znamend napsat g, rovnic typu (4.38) a urcit ¢, cs, ..., ¢,,) tak,
aby platilo
(b9, 0) =0, (4.49)

jestlize
i #Fj (6,5,=12,...,9.) (4.50)

Shrneme:
Miuzeme vzdy predpokladat, ze pro soubor vlastnich funkci hermitovského operatoru plati

pro vSechna n,m,1, j, tzn., ze (vSechny) vlastni funkce jsou vzajemné ortogonélni, neboli tvori
ortonormalni systém. Automaticky je splnéna jen ortogonalita vlastnich funkci s n # m ply-
nouci z vyse uvedené véty. Normalizaci vSech vlastnich funkei a ortogonalizaci vinovych funkei
degenerovanych stavii musime vzdy provérit a podle potieby vzdy provést.

Vime, ze ze souboru lineadrnich operatol mizeme pomoci nékolika algebraickych pravidel
za jakych podminek jsou z nich vytvotrené linedrni operatorz opét hermitovské. Na tuto otazku
1ze odpovédét nasledujicimi tfemi tvrzenimi:

8) Podrobnéjsi vyklad je uveden v dodatku na strané 144.
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

a) Necht operatory O, a 0, jsou hermitovské. Potom operator O=0,+0, je rovnéz hermi-
tovsky.

b) Necht A je hermitovsky operator a « je realné cislo. Pak operator B=aA je hermitovsky.

c) Necht O, a 02 jsou dva hermitovské operatory, jez komutuji, tj. 0,0, = 0,0,. Potom
operator 0 =0,0, je rovnéz hermitovsky.

O vsech hermitovskych operatorech pouzivanych v kvantové mechanice se predpoklada, ze
systém vSech vlastnich funkci kazdého operatoru tvoii tiplny systém funkci. Uplnost systému
vlastnich funkci znamenad, ze libovolnou funkci ¢p € F mizeme vyjadrit ve tvaru fady tvorené
vlastnimi funkcemi u(? € F takového operatoru:

gn

p=3"3 il (4.56)
n i=1

Koeficienty ¢V v tomto rozkladu uréime jednoduse®), vyuzijeme-li ortonormovanost systému
funkef u(. Vyndsobime-li rovnici (4.56) funkei u{?)* a integrujeme pres celou defini¢ni oblast
proménnych. Jinymi slovy vypoctéme skaldrni soucin levé i pravé strany (4.56) s funkef u().
Dostaneme

() = > Z (uf,ul) =) i D 0mbi; = ), (4.57)
n =1

n

pfi¢emz jsme pouzili vztah (4.55) a predpokladali jsme, Ze miZzeme zaménit potfadi sumy
a integralu'?). Dostali jsme tedy

& = (i 0) = [ugvar. (4.58)

Zatimco v pripadé diskrétniho spektra jsou vlastni funkce hermitovského operatoru kvadra-
ticky integrovatelné, v pripadé spojitého spektra vlastni funkce obvyklym zptsobem normovat

nemuzeme, nebof integral
/ / \u (7 k)|* d®r (4.59)

diverguje. Divergence tohoto integrélu souvisi s tim, ze funkce u(7 k) se neblizi v nekone¢nu
k nule'!). VySe uvedena tvrzeni o hermitovskych operatorech plati i pro spojité spektrum.
Vlastnosti ortogonalnosti vlastnich funkci spojitého spektra lze nejsnadnéji vyjadrit pomoci
tzv. Diracovy delta funkce. S pomoci této funkce lze pak také normovat vlastni funkce spoji-
tého spektra. Vyklad tohoto formalismu vSak pfesahuje ramec této prednésky, a proto zajemce
odkazujeme na literaturu ([5], [6], [7], [8], [9], [10]).

4.3. Postulaty kvantové mechaniky

Formalni stavbu kvantové mechaniky shrneme do péti postulatii, z nichz se vychazi pfi fe-
Seni kvantové-mechanickych tloh a nasledné fyzikalni interpretaci téchto reseni. Podotknéme, ze

9) Viceméns.
10) v pripadg, e fada (4.56) je nekoneéna, neni moznost provést tuto zdménu vitbec zFejma.
11y pyikladem takové funkce je de Broglieho vina explip/h).
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4.3. Postulaty kvantové mechaniky

nékteré z postulatt byly jiz uvedeny (i kdyz tfeba jen implicitné a pouze kvalitativné) a diskuto-
vany v predchozich kapitolach. Postulaty, které zde uvedeme, nepfedstavuji nejobecnéjsi soubor
postulatl, z nichz lze kvantovou mechaniku vybudovat. Jsou ale voleny tak, aby byly co nej-
jednodussi a nejnézornéjsi. Z tohoto divodu jsou postulaty 4.3.1 az 4.3.4 vysloveny pro systém
tvofeny jen jednou castici. Slova cCastice a systém budeme pouzivat jako synonyma. O proble-
matice vice ¢astic projednava kapitola 7, kde je také uveden paty postuldt o nerozlisitelnosti
stejnych Gastic (strana 134, odstavec 7.1.2).

4.3.1. Popis stavu soustavy (¢astice)

Jak jsme jiz konstatovali diive, kvantova mechanika se musi obejit bez pojmu trajektorie. Stav
kvantovémechanické ¢astice neni zadan jeji polohou a rychlosti, ale komplexni funkci redlnych
proménnych:

Postulat 1

Veskera informace o stavu kvantovémechanické ¢astice v case tq je obsazena ve vlnové funkci
¥(x,y, 2;t) z linedrniho prostoru funkei F. Ctverec absolutni hodnoty této funkce udava hustotu
pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v misté (x,y, z) v daném case t :

w(z,y, zito) = [Y(@,y, 2 t0)[* . (4.60)

Jelikoz pravdépodobnosti nezavislych jevu se s¢itaji, pravdépodobnost vyskytu ¢astice v ob-
jemu V' v daném case ty je dana vztahem

P(Vito) = / / o, 23 o) 2V (4.61)

Splyvé-li oblast V' v (4.61) s celym prostorem, je tato pravdépodobnost rovna jistoté, takze
// [W(z,y, 25t0)[*dV = 1. (4.62)

Rikame, ze vlnova funkce (7, t) je normovana k jednicce; aby to bylo viibec proveditelné,
vlnova funkce musi byt kbvadraticky integrabilni. Nutnou podminkou je tedy jeji konvergence
(pro |r| — oo se blizila k nule). Casty je i piipad (viz rozptylové stavy), kdy je vlnova funkce
vSude omezend, ale pro || — oo se k nule neblizi, a nelze ji tudiz normovat podle rovnice
(4.62). V tomto pripadé se uziva formalismu normovani k tzv. Diracové delta funkci - viz také
poznamky v odstavcich 2.3.2 (na strané 18) pfipadné 4.2 (strana 94).

7 predpokladu, zZe prostor F vlnovych funkci je linedrni prostor, plyne princip superpozice
stavti. Tedy, jsou-li ¥ (7, to) a 12(7, tg) dvé vlnové funkce popisujici dva mozné fyzikalni stavy
¢astice, pak také vlnova funkce

P(7,to) = c1pr (T to) + catha (T, o) (4.63)

kde ¢; a ¢y jsou komplexni ¢isla, predstavuje mozny fyzikalni stav téze castice.

Koneéné nesmime zapominat, Ze vlnova funkce musi spliiovat tzv. standardni podminky!?).
Proto prostor F vlnovych funkci je tvofen pouze funkcemi, jez jsou na celém svém defini¢nim
oboru

e spojité se vSemi svymi prvnimi derivacemi

12) Tyto jsou uvedeny na stranach 19, 32.
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

e jednoznacné

e omezené.

4.3.2. Mé&ritelné fyzikalni velié¢iny a operatory

Stav castice je v kvantové mechanice popsan vinovou funkei z prostoru F. Fyzikalni velic¢iny
jsou pak reprezentovany operatory, které v tomto prostoru piisobi. To je obsahem druhého
postulatu:

Postulat 2

Kazdé méritelné fyzikalni veli¢iné A je prirazen linearni hermitovsky operator fl, jehoz vlastni
funkce tvori uplny systém.

Vlastni hodnoty « tohoto operatoru A jsou jediné hodnoty, jichz miuze veli¢ina A nabyt
(a které muzeme také namérit)

Poznamky:

a) Operatory pfifazené v kvantové mechanice méfitelnym fyzikdlnim veli¢indm musi byt li-

nearni proto, ze ptsobenim linedrnich operatort se nenarusuje princip superpozice stavi,
pozadovany postuldtem 4.3.1.

b) Protoze vysledkem méfeni mize byt jen redlné ¢éislo, museli jsme se omezit na takové line-
arni operatory, jejichz vlastni hodnoty jsou realné; tuto vlastnost maji pravé hermitovské
operatory.

¢) Nutnost pozadavku tplnosti systému vlastnich funkei operatoru, ktery reprezentuje méfi-
telnou fyzikéalni veli¢inu, se ozfejmi v diskusi postulatu 4.3.3 o stfedni hodnoté.

Konkrétni pritazeni operatora jednotlivym fyzikalnim veli¢indam definovanym v klasické me-
chanice je dan timto navodem:

a) V tzv. soufadnicové reprezentaci kartézské soutadnici x odpovidd operator & definovany
vztahem'?)

Ep(z,y, 2) = x(x,y, 2) (4.64)
coz symbolicky zapisujeme
T=u, (4.65)
a x—ové slozce hybnosti p, odpovida operator p, definovany vztahem
5ot (w,2) = ~ih (54, 2) (4.66)
coz symbolicky zapisujeme
Do = —ih— (4.67)
a analogicky pro slozky y a z:

J=vy, py=—ih=— (4.68)

13) VlInova funkce zavisi stale na case, ale jelikoz v postulatu 4.3.2 a 4.3.3 jde o dany casovy moment ty, argument ¢t pro

jednoduchost nevypisujeme.
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4.3. Postulaty kvantové mechaniky

0
5 p, = —ih— , 4.69
2=z, p i 5 ( )

b) operator A reprezentujici klasicky definovanou veli¢inu

A= A(x,y,2,pz, Dy, P:) (4.70)

se ziska tak, ze za soufadnice z,y, z a slozky hybnosti p,, p,, p. se do vyrazu pro A (rovnice
(4.70) dosadi odpovidajici operatory Z,y,Z a p, py, p. podle rovnic (4.65 - 4.69).

Jsou vsak i veli¢iny, které nemaji klasickou analodii. Potom je t¥eba definovat pfimo operator
tak, aby vysledky ziskané s jeho pomoci byly v souladu s experimentem. Na prikladu spinu to
uvidime v kapitole 6.

Pro dalsi studium je dtilezité uvédomit si, ze operatory souradnice a hybnosti splnuji komu-
tacni relace

G, G;] =0, [pi,ps] =0, G, p;] = 1ihdi; , (4.71)
kde 7’7] =T,Y,%, a’dw Ei‘ﬂjy Eyanz =2z

o souctu a soucinu hermitovskych operatoriu (viz odstavec 4.1, snadno se presvédéime o tom, ze
vSechny niZe uvedené operatory vytvorené z hermitovskych operatorti souradnice a hybnosti'®)
jsou rovnéz hermitovské.

i) Operétor kinetické energie T

1 .
T=—@+p+p)) —T= (P2 + P2+ p2) (4.72)

1
2m 2m

Dosadime-li sem za p,., p,, p. z (4.67 - 4.69), dostaneme

. (o 0 0 R
2m (6302 i Oy? + 6732) 2m (473)
kde A je Laplaceuv operator.
ii) Operator potencidlni energie 1%
V o =V(z,y,z) — V =V(i,32) (4.74)

Dosadime-li sem obdobdné z rovnic (4.65, 4.68 a 4.69), dostaneme
V=V(z,y,z2), (4.75)

tj. operator potencidlni energie je pfimo roven funkci V(x,y,z).

iii) Operétor (celkové) energie = hamiltonian A
E=T+V — H=T+V (4.76)

Dosadime-li sem z rovnic 4.73 a 4.75), dostaneme

2

. h
H=— A+ V(). (4.77)

13) Dtikaz toho, ze operatory soufadnice a hybnosti jsou hermitovské, je proveden v Dodatku (strana 148).
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

Celkové energie vyjadrend jako funkce hybnosti a soufadnic se v klasické mechanice nazgva
Hamiltonovou funkci H(p, ) = E. Proto se operator H nazyva v kvantové mechanice také
Hamiltontv operator, pripadné kratceji hamiltonian.

iv) Operator momentu hybnosti L

L=Fxp—L=7rxp (4.78)
anebo ve slozkach
L, = yp. — 2p, — L, = 9p. — 2P, (4.79)
L, =2 py — xp, — L, = 2p, — P, (4.80)
Dosadime-li sem za Z, 9, £ a p,, Py, p. podle (4.65 - 4.69), dostaneme
. 0 0
Lp=—ih(y——2 — ], 4.82
! (yaz - 6y> ( )
A . 0 0
L,=—ih (Z&E — x@z) , (4.83)
. 0 0
L,=-ih(z——y—), 4.84
(o5 v5) 454

BliZe si nyni povSimnéme dvou méfitelnych'*) - a) energie - b) hybnosti
a) Mozné hodnoty energie E castice v daném potencidlovém poli V(7) jsou dany vlastnimi
hodnotami hamiltonianu H. Dosadime-li do rovnice

Hop=Fo (4.85)

za hamiltonian H ze vztahu (4.77), dostaneme

5 V0| ) = Bl (4.56)

neboli

2

~ A + V(F)e(F) = Bl (487

coz je nam ze strany 32 dobfe znama stacionarni Schrodingerova rovnice. Vidime, zZe Tesit
tuto stacionarni Schrédingerovu rovnici znamené hledat vlastni hodnoty a vlastni funkce
hamiltonianu. Tento problém jsme jiz mnohokrat tesili v kapitole 3. Tam jsme vidéli, ze
spektrum operatoru H mize byt jak spojité, tak diskrétni (v piipadé vazanych stavi).
Energie v kvantové mechanice muze byt tedy kvantovana.

b) Mozné hodnoty x—ové slozky hybnosti p, ¢astice najdeme FeSenim rovice

14) Vice se o pojmu soucasné méritelné veli¢iny dozvime v odstavci 4.3.5.
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kde p, jsou vlastni hodnoty operatoru p,. Dosadime-li do této rovnice za operator p, z rov-
nice (4.67), dostaneme diferencialni rovnici

d
—i— = Ps . 4.89
i #(@) = pop() (4.89)
Jejim Tesenim jsou funkce
1P T
Pp. (T) = Aexp< h ) , (4.90)

kde A nezavisi na x (mize vSak obecné zaviset na y, z).

Je zfejmé, ze at je p, jakékoli, funkce (4.90) se nebude pro |z| — oo nikdy blizit k nule,
a neni tudiz kvadraticky integrabilni. Tato funkce je piikladem funkce, kterd nesplnuje nor-
maliza¢ni podminku (4.62). Tuto podminku je v tomto pfipadé nutné nahradit normalizaci
k tzv. Diracové delta funkci, o niz jsme se jiz zminili. Funkce (4.90) vSak i vtomto pfi-
padé musi byt vSude omezend, z ¢ehoz plyne, Ze p, musi byt realné (v opa¢ném piipadé by
funkce (4.90) divergovala bud pro x — oo, nebo pro z — —o0). Na druhé strané dospivame
k nazoru, Ze kazdé realné ¢islo p, je vlastni hodnota operatoru p,, a tudiz z toho plyne, ze
hybnost neni v kvantové mechanice kvantovana.

4.3.3. Stredni hodnota

Postulat 3

Méjme systém popsany normalizovanou vinovou funkci ¢ a méfme na ném veli¢inu A.
Potom pro stfedni hodnotu této veli¢iny A ve stavu 1 plati

)= (v.4v) = [ v ivar, (4.91)

kde A je operator reprezentujici velicinu A.

Jak jsme se jiz zminili v souvislosti s postulatem 1 v odst. 4.3.1, je informace o kvantovém
systému pouze statistickd a méfeni je nutné chapat jako méfeni na velkém pocétu (N — o)
navzajem nezavislych identickych systémech, z nichz kazdy je popsan touZ vlnovou funkci
1. Podle postulatu 2 v odst. 4.3.2 pak prfi kazdém meéfeni veli¢iny A obdrzime nékterou
z vlastnich hodnot «, operatoru A (pro jednoduchost pfedpoklddame, ze operator A ma
diskrétni spektrum). Jestlize z celkového poc¢tu N méfeni nalezneme hodnotu c,, celkem
N,,—krate, pak stfedni hodnota (A ) ze vSech méfeni je rovna

= J\llféo Z ozn Z z\}lféo ocn = Zan s (4.92)

kde
P, = lim —~ (4.93)
je pravdépodobnost, Ze u systému ve stavu 1) naméfime pii méfeni veli¢iny A hodnotu «,,.

Podle postulatu 4.3.3 mizeme experimentalné stanovenou veli¢inu (A ) vypo¢itat z vlnové
funkce 1) podle predpisu (4.91). Ukazeme si, jak souvisi vztah (4.91) se vztahem (4.92).
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Vztah (4.91) mizeme upravit do tvaru (4.92), rozlozime-li funkei ¢ podle vlastnich funkci

operatoru A - tedy u( (ty tvori podle postuldtu 2 odst. 4.3.2 plny systém),

9n
P= Y D)
n =1
kde
e = ()

a dosadime-li tento rozvoj do (4.91). Pak dostaneme

9n

(4) = (v, Av) = IEONITE

Dtikaz:

(A) = (¢7A¢> = (Zgzncgf)uﬁf),AZi (1), )
n =1 m =
- (Zicﬁf)ug)vzi#%u ) viz pozn. (a) =
n i=1

m  j=1
(Zgznc ZZCU apul ) viz pozn. (b)
n =1 m  j=1

9n  9m

= viz pozn. Z Z Z Z c*cl ul?,ul)) = viz pozn. (c)

n m =1 j=1

= viz pozn. (c) Z Z i i D ey, 8pmbii = Z i g
n m i=1 j=1 n =1

9n

= Zanz |c§f)‘2 = viz pozn. (d) = Zani |(U()
n i=1 n =1

Zde jsme pouzili:

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(a) Skutecnost, ze ul?) je vlastni funkce operatoru A pislusejici g,, —nasobné degenerované

vlastni hodnoté «,,;
(b) vlastnosti skalarniho sou¢inu vyjadrené vztahy (4.6, 4.7)
(c) ortonormélnost souboru vlastnich funkci u{?) - viz rovnice (4.55);
(d) vztah (4.58);

Srovnanim (4.67 a (4.69) nachézime dulezity vysledek:

P, = i ‘c( Z } u(Z
=1

Z postulatu 4.3.3 plyne tento dusledek!'®):

15) Tento disledek postulatu 4.3.3 1ze zobecnit i na p¥ipad operatoru se spojitym spektrem (napft. pz).

100
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4.3. Postulaty kvantové mechaniky

Je-li systém popsan normalizovanou funkci v, pak pravdépodobnost P,, Ze pfi méfeni
veli¢iny A nalezneme hodnotu «,,, je rovna

In

i 2
Py=> | ¢)]" (4.104)
i=1
kde u(l), ..., ul9") je ortonormalni soubor viech vlastnich funkei operatoru A, které piislusi

gn—nasobné degenerované vlastni hodnoté «,,, tj.
AUS) :anugll) Y 1/: 172737"'agn' (4-105)

Odtud plyne fyzikdlni vyznam vlastnich funkei operatoru A
Vlastni funkce u{) operatoru A popisuje stav, kdy pii méfeni veli¢iny A nalezneme pravé
hodnotu «,,.

4.3.4. Casovy vyvoj stavu

Dosud uvedené postulaty nedavaji zadnou informaci o vyvoji stavu systému v case.
Abychom ziskali dynamickou teorii, je nutné pfipojit dalsi postulat:

Postulat 4

Casovy vyvoj stavu vlnové funkce 1) (7.t) je uréen Schrodingerovou rovnici

mawg’t) = H(Ft) . (4.106)

kde H je operator energie, neboli hamiltonian systému'®).

Rovnice (4.106) obsahuje prvni derivaci podle ¢asu, a proto, abychom ptredpovédéli stav
Castice v Case t, musime znat stav castice v néjakém cCase ty, tj. musime zadat pocatecni
podminku (7, ty) = ¢(7) .

V pripadé, ze hamiltonidn nezavisi na Case, lze feSeni Schrodingerovy rovnice (4.106)
hledat ve tvaru (viz strana 31))

P(7,t) = f()e(r) - (4.107)
Dosadime-li (4.107) do Schrédingerovy rovnice (4.106), po tpravé dostaneme
1 [ df(t) 1 1~
= H . 4.1
1 [75] = 5 [e09) (4109

Jezto leva strana této rovnice je funkci ¢t a prava strana funkci x,y, z, muze tqto rovnice
platit jen tehdy, jsou-li obé jeji strany rovny téze konstanté, kterou oznacme E. Dostavame

L df ()
ih=o > = BI(1), (4.109)
I:ISDE(F) = Epp(r) . (4.110)
Rovnice (4.109) ma FeSeni
f(t) =exp (—?) . (4.111)

16) Prestante uz, prosim, fikat tomu hamiltonidnu k.
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

Rovnici (4.110) pro vlastni hodnoty a vlastni funkce hamiltonidnu zndme jako stacionarni
Schrodingerovu rovnici. Podle postulatu2 v odst. 4.3.2 ma konstanta F vyznam energie.
Stav popsany funkci (4.107)

—i

Yp(r,t) = exp <71Et> wE(T) (4.112)

s ostrou hodnotou energie se nazyva stacionarni stav. Toto pojmenovani odrazi skutecnost,
ze stfedni hodnoty fyzikalnich veli¢in (které samy nezaviseji na case) jsou ve stavu (4.112)
nezavislé na case. Skutecné:

(A) e = (V6(7,0), Avi(71)) = / V(7 1) Ay (7, £)d'F = (4.113)
= /exp %gpz(ﬁﬁexp _ihEtgoE(F)dg_’: (4.114)

— [er P ApeIa'7 = (26l Api(r) (4.115)

a tedy (A ),,,. nezavisi na case. Specialné ani hustota pravdépodobnosti vyskytu ¢éastice ve
staciondrnim stavu, tj.

W7 0" = les@|” (4.116)

nezavisi na c¢ase.

4.3.5. Soucasné méritelné veli¢iny a aplny soubor kvantovych éisel

Podle dusledku postulatu 3 v odst. 4.3.3 vime, Ze shoduje-li se vinova funkce nékterého
stavu c¢astice s vlastni funkci operatoru fl, reprezentujici fyzikalni veli¢inu A, ma v tomto
stavu veli¢ina A ostrou hodnotu rovnu piislusné vlastni hodnoté operatoru A. Je ziejmé,
ze je-li vlnova funkce 1 nékterého stavu soucasné vlastni funkci nékolika operatort, maji
v tomto stavu ostré hodnoty vsechny fyzikalni veli¢iny prifazené témto operatorim. Ma-li ve
stavu 1) nékolik fyzikalnich veli¢in ostré hodnoty, je principidlné mozné také soucasné zmérit
ostré hodnoty vsSech téchto veli¢in, a takové veli¢iny proto nazyvame soucasné méritelné
velic¢iny.

Soucasnd méritelnost dvou anebo vice fyzikalnich veli¢in neni tedy (jak vidime) v kvan-
tové mechanice samoziejma. K tomu, aby dvé fyzikdlni veli¢iny A a B byly soucasné mérii-
telné, je nutné, aby operatory AaB je reprezentujici mély uplny spolecny systém vlastnich
funkci. Lze dokazat'"), Ze tuto vlastnost maji pouze jen komutativni operatory; aby operé-
tory A a B mély spoleény tplny systém vlastnich funkei, musi platit

AB = BA (4.117)

Dvé fyzikalni velic¢iny, které jsou reprezentovany komutativnimi operatory, mohou byt
principidlné soucasné zmétreny (a takové veli¢iny nazyvadme souCasné métitelnymi velici-
nami). Dvé fyzikélni veli¢iny, reprezentované nekomutativnimi operatory, nemohou byt sou-
casné zméfeny. Méfeni jedné veliciny méni stav systému tak, ze hodnota druhé veliciny se
stava neurcitou.

17) Viz dodatek 8.4.4 na strang 147.
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4.3. Postulaty kvantové mechaniky

Prikladem dvojice fyzikalnich veli¢in, které nejsou soucasné méritelné, je souradnice x
a x—ova slozka hybnosti P,. Podle vztahu (4.71) vime, Ze operatory reprezentujici tyto ve-
li¢iny nekomutuji. Pro dvojici nekomutativnich operatori miizeme vzdy odvodit Heisenber-
govu relaci neuréitosti, specialné pro operatory & a p, plati (srovnej se stranou 24)

Ap, Az > Z : (4.118)

Na druhé strané operatory p,,p,,p. po dvou komutuji, a proto veli¢iny p,,p,,p. jsou
v principu soucasné métitelné.

Jak jsme pravé vidéli, nemohou mit v kvantovych systémech vSechny fyzikalni veli¢iny
soucasné ostrou hodnotu. Proto se v kvantové mechanice stav systému charakterizuje hod-
notami vSech nezavislych fyzyikalnich veli¢in, které mohou mit soucasné ostrou hodnotu.
Jinymi slovy, v kvantové mechanice je stav systému jednozna¢né urc¢en hodnotami vsech ne-
zavislych fyzikalnich veli¢in, jejichz operatory navzajem komutuji. To znamend, ze pro dany
systém musime vzdy najit vSechny nezavislé po dvou komutujici operatory. Vlastni hodnoty
téchto operatord a jim prislusna vlastni funkce pak rozlisuji jednotlivé stavy systému.

Ukazeme si to na piikladu volné ¢astice pohybujici se v trojrozmérném prostoru. V tomto
ptipadé lze vybrat tyto tfi nezavislé navzajem komutujici operatory

Pas Py, P - (4.119)

Stav volné castice je proto jednoznacné urcen urcen vlnovou funkci, kterd je spole¢nou
vlastni funkci operatort p,, p,, -, tj.

b =02, Py =pyb, P =py (4.120)

Témto tfem rovnicim vyhovuje de Broglieho vlna

i

@Z)pzpypz (F) = Cexp h

(P +pyy +p:2)| - (4.121)

Trojici indext p,, p,, p. u vlnové funkce (4.121), oznacujici odpovidajici vlastni hodnoty ope-
ratord p,, Py, P., pak nazyvame tplnym souborem kvantovych ¢isel. VInova funkce (4.121)
tedy popisuje stav ¢astice s ostrou hodnotou hybnosti p.

Pro volnou ¢astici je hamiltonian roven

p;+ 0+ p?
2m ’

H=T= (4.122)

Ponévadz ziejmé plati

je funkce (4.121) rovnéz vlastni funkei hamiltonidnu (4.122) (mtZeme se o tom presvédcit'®)
vypoctem'?). V tomto pfipadé maji v témze stavu ostrou hodnotu jak ti slozky hybnosti,
tak energie castice. Ta vSak jiz zavisi na hybnosti ¢astice:

_ pi+py+p?
2m

E , (4.124)

ponévadz operdtor kinetické energie 7' je sam funkci operdtort p?, p2, p?.

18) Lehce?
19) Snadnym?
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4. Uvod do formalismu kvantové mechaniky

Vsimnéme si toho, Ze pro ¢astici pohybujici se v potencidlovém poli V(z,y, z) nemohou
mit energie a hybnost nikdy soucasné ostré hodnoty. V tomto pripadé

[ﬁj,ﬁf} £0, j=ayz, (4.125)

ponévadz ziejmé [p;, V(x,y, z)] # 0. Z toho také plyne, Ze celkovou energii ¢astice E nelze
rozdélit na ¢ast odpovidajici jeji kinetické energii a na ¢ast odpovidajici jeji potencialni
energii, jak jsme na to zvykli v klasické mechanice.

V pfipadé elektronu v atomu vodiku (viz odstavec 5.2.1) uvidime, ze existuji 3 veli¢iny
(bez spinu), které lze u elektronu soucasné mérit: energie E, ¢tverec momentu hybnosti L?
a prumeét L, tohoto momentu hybnosti do osy z. Odpovidajici operatory H , L% a L, skuteéné
komutuji a jejich vlastni hodnoty (E,,h%I(I + 1), mh) plné uréuji spoleénou vlastni funkci
©rim (7), kterd popisuje stav elektronu v atomu vodiku. Uplnym souborem kvantovych é&isel
je v tomto piipadé trojice (n,l,m).
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Pohyb v centralnim poli

5.1. Moment hybnosti

Budeme se nyni zabyvat kvantovou teorii momentu hybnosti jako nutnym tvodem do
pojednani o atomu vodiku

5.1.1. Operatory momentu hybnosti

Podle vztaht (4.82—4.84) jsou jednolivym slozkdm momentu hybnosti pfifazeny operatory

- . 0 0
L, =yp. — 2p, = —ih (y&z —z 8@/) , (5.1)
- e 0 0
L, =2p, —2p, = —ih <Z(9x — $8z> , (5.2)
- . 0 0
L, =ip, — gp, = —ih <way - y&c> : (5.3)

Dtive, nez pristoupime ke zkoumaéani piipustnych hodnot momentu hybnosti v kvantové
mechanice, najdeme komutacni relace pro operatory L,, L,, L.. Pouzili jsme k tomu komu-
tacnich relaci (4.71) pro operatory soufadnice a slozek hybnosti:

[inan] =0, [ﬁiaﬁj] =0, [Qi,ﬁj] = ih5ij ) (5-4)

pricemz ostatni komutatory ze slozek Z,9, 2 a p,,p,,D. jsou rovny nule. Nyni snadno vy-

poc¢teme komutator [I:m, ﬁy} :

LosLy| = Lok, = L, L, = (36, — 25.) — (5.5)
= @Aw (ﬁzé - 2]5,2) - ipy (ﬁzz - sz) — (59)
= i (&P, — Up.) = ihL. . (5.11)
Obdobnym zptisobem spocteme [ﬁy, f/z] a [AZ, IA/QC} , takze v souhrnu
[ﬁm,zy] — il (5.12)
[ﬁy,zz} —ihl, (5.13)
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5. Pohyb v centralnim poli
[zz,ﬁz} —ihl, . (5.14)

Operatory slozek momentu hybnosti mezi sebou nekomutuji, avsak libovolna slozka ope-
ratoru momentu hybnosti komutuje s operdtorem ¢&tverce momentu hybnosti L?, jenZ je
charakterizovan takto:

[P=12+12+12. (5.15)
Dukaz:

[P, ix} T R o (5.16)
- (ﬁi + 12+ ﬁg) L, 1L, (zg + 124 ﬁg) - (5.17)
L} +LL,+L’L, - (f;i +L,L2+ ixfj) = (5.18)
— 120, - (ﬁyﬁzﬁy —Byblb,) - B, B2 4 B2E, - (ﬁzﬁmﬁz - ﬁzmz) ~L.0% = (5.19)
=Ly (EyLe = Lo = Laky) + (ByBe = Lo = Ly) Ly + Lo (Lol = By = LoL2) + (LoLo — Lo -
= Ly Ly La| + [Ly L] By Lu [ Lo L] + [Eey L] £ = (5.21)
=L, (—inL.) + (=inL.) Ly + L. (in,) + L, (in) L. = (5.22)
= =i (LyL+ Ll — Lol — L, L) =0 (5.23)

Stejné spoc¢itame komutéatory [IAJQ,IAJy] a [ﬁz,ﬁz .

Shrneme:

A

[ﬁ{ﬁx} - [P,ﬁy} - [ﬁ{Lz} —0. (5.24)

Z komutacnich relaci (5.12 - 5.14) je zfejmé, Ze u kvantové ¢astice neni mozné soucasné
presné urcit vsechny slozky vektoru L tj presné stanovit velikost i smér vektoru L. Jak
plyne ze vztahu (5.24), soucasné méfitelny je pouze Ctverec velikosti vektoru La jedna
z jeho slozek.

Pri studiu operator momentu hybnosti neni vyhodné pracovat s kartézskymi souradni-
cemi, ale se souradnicemi sférickymi r, 0, ¢, jejichz vztah ke kartézskym soutradnicim x,y, z
je dan rovnicemi

x = rsinfcosy,
y = rsinfsing (5.25)
z = rcosf ,

kde r > 0,0 < 0 < 7,0 < ¢ < 27. Transformacni vztahy (5.25) se daji snadno odvodit
z obr. 5.1.

Pfi prechodu ke sférickym soutadnicim (napf. pfi vypoctu integrali udavajicich hustotu
pravdépodobnosti vyskytu ¢astice popsané vlnovou funkci, jez je vyjadiend ve sférickych
soufadnicich) nesmime zapominat, ze objemovy element dr = dxdydz se transformuje v

dr = r?sinfdrdfdy = r*drdQ2 , (5.26)
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5.1. Moment hybnosti

Z4

Y=

Obr. 5.1 Poloha bodu P je ur¢ena bud kartézskymi soufadnicemi (z,y, z), nebo sférickymi sou-
fadnicemi (1,0, p); svazany jsou transormacénimi vztahy (5.25)

kde dQ2 = r? sin #drdfdyp je element prostorového tihlu ve sméru uréeném thly 6, p.
Poloha bodu P je ur¢ena bud kartézskymi soufadnicemi (z,y, z), nebo sférickymi sou-
fadnicemi (r 0, ¢); svazany jsou transormac¢nimi vztahy (5.25)
S pomoci transormacnich rovnic (5.25) vyjadfime parcidlni derivace v pravouhlych sou-
fadnicich pomoci derivaci ve sférickych souradnicich. Dostaneme tak vyjadreni operatori
Ly, Ly, L. a L? ve sférickych soutadnicich!):

=ih <sin (’0880 + cotg 6 cos 908?0) , (5.27)
L,=ih(— 9 | cotgh 9 (5.28)
y = cos P75 + cotg cosgoa(p , .
A 0
L, =—-ih— 2
. i 9 (5.29)
. . . 5 1 0 0 1 9?
2 _ 72 2 2 _ 9 il - =
PP=124i2+12=-h [smeae <sm989> + SmQQ(w] . (5.30)

Z rovnic (5.27 - 5.29 a 5.30) je vidét, Ze vSechny operatory vztahujici se k momentu hybnosti
ptsobi pouze na thlové proménné 6 a ¢ a nikoliv na r. V tom tkvi vyhodnost pouziti
sférickych soufadnic pti zkoumani vlastnosti vlastnich funkci a vlastnich hodnot takovych
operatoru, coz bude predmétem dalsiho odstavce.

5.1.2. Vlastni funkce a vlastni hodnoty operatort L, a L2

Zjistili jsme, ze spolu se ¢tvercem velikosti momentu hybnosti mtizeme soucasné presné
urc¢it pouze jednu z jeho slozek. Protoze ve sférickych soufadnicich ma nejjednodussi tvar
operator LZ, budeme se spolu s operatorem L2 zabyvat z—ovou slozkou momentu hybnosti
(osa z méa zatim v prostoru libovolny smér).

Jezto operatory L.al? komutuji, je mozné najit pro né spolecny soubor ortonormélnich
vlastnich funkei (viz odstavec 4.3.5), které budou feSenim rovnic

L.g(0¢) = L.g(0) , (5.31)

L?g(0p) = L?g (0y) | (5.32)

1) Podrobny vypocet je proveden napiiklad v [13].
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5. Pohyb v centralnim poli

nebo po dosazeni za L. a L2 dle (5.29 a (5.30)

o,
—173%9 (0p) = L.g (0p) , (5.33)
1 0 (. ,0 1 0o 9
[ (05 ) + s | 9(00) = L 0) (.39

Pfitom nés zajimaji jen ta feSeni rovnic (5.33), (5.34), ktera spliiuji v celém oboru promén-
nych 0,9 (0 <0 < 7,0 < ¢ < 27) standardni podminky (viz strana 19).

1) Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru L, - FeSeni rovnice (5.33)
Reseni rovnice (5.33) jest:

9(09) = RE@) o0 () (5.35)

kde R nezavisi na 0 a ¢ (ale mize zaviset na r) a f(f) je néjakd funkce proménné 6.
Funkce (5.35) musi spliiovat standardni podminky. Musi byt zajisténa jeji jednoznad-
nost. Ponévadz (r, 0, p) a (1,0, ¢ + 27) jsou soutadnice téhoz bodu, bude funkce g (6¢)
jednoznacna pouze tehdy, bude-li periodickou funkci ¢ s periodou 27 :

g (0 +2m) =g (b) . (5.36)

Aplikace podminky (5.36) na rovnici (5.35) vede k pozadavku, aby

L
exp (i{QW) =1. (5.37)
Tato podminka je splnéna, je-li
L.,=mh, kde m=0,%1,+2,... (5.38)

Primét momentu hybnosti do ur¢itého sméru mtize tedy nabyvat pouze celistvych na-
sobku veli¢iny f, a je tedy kvantovan.
2) Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru L? - ¥eSeni rovnice (5.34)
Dosadme funkci (5.35) do rovnice (5.34). Po déleni vyrazem exp[imep] dostaneme
rovnici pro f(0) :

1 d /. df(o) A —m? B
sin 6 46 <Sm9 o ) + < =, ) [(0) =0, (5.39)
kde
L2
A=17- (5.40)

Resit rovnici (5.39) neni jiz jednoduché?) a jsou k tomu nutné znalosti z teorie
specialnich funkci. Proto zde uvedeme pouze vysledky.

Lze ukazat, Ze reSeni rovnice (5.39), jeZ spliiuje vSechny standardni podminky
(zejména je omezend pro vsechna 6 € (0, 7)) neexistuje pro vSechna A, ale pouze pro

N=1(1+1), kde 1=0,1,2,..., (5.41)

2) Konec¢né se trpélivy ¢tenar dockal autort smutného doznéni!
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««

pficemz |m| < I. Hledané feseni je pak
f(8) = P™ (cosb) , (5.42)

kde Pl‘m| (cos ) jsou tzv. pridruzené Legendrovy polynomy.
Ptiklady nékterych pridruzenych Legendrovych polynomi jsou uvedeny v tabulce I.:

Tabulka I.

Pfidruzené Legendrovy polynomy Pl‘ml E)(Ee(l,l)al=0,1a 2

Vlastni hodnoty operatoru ¢tverce velikosti momentu hybnosti jsou tedy rovnéz kvanto-
vany a vzhledem k rovnicim (5.40) a (5.41) jsou rovny

L*=h1(1+1), kde 1=0,1,2,... (5.43)

Poznamenejme, Ze kvantovani ¢tverce velikosti momentu hybnosti plyne z poradavku, aby
vinova funkce g(0, ¢), popisujici stav s definovanou velikosti momentu hybnosti a definova-
nym primétem momentu hybnosti do osy z, byla pro vSechna 6 € (0, ) omezena.

Dosadime-li FeSeni (5.42) do vztahu (5.35), dostaneme vlastni funkce operatoru L? (a také
operétoru L.):

Gim (0, ©) = RP™ (cos 0) expime |, (5.44)

kde 1= 0,1,2,...am=—l,—l+1,....1—1,1.

Funkce ¢;,,(6, ) dané vztahem (5.44) jsou vlastni funkce (komutujicich) hermitovskych
operatort L.a f/2, a proto jsou vzajemné ortogonalni. Lze dale ukézat, ze mnozina vsech
gim (0, ) tvori uplny systém funkci v prostoru 6, ¢.

Sférické funkce
Normalizované vlastni funkce operatorii L, a L? se nazyvaji sférické funkce a oznacuji se

Yim (0, 0) = Nip P (cos ) exp(imep) (5.45)

kde Ny, je takova normalizac¢ni konstanta, aby

27 ™
/ Y;n(ev SO)YZ’m’ (97 90) sin 9d9d90 = 5ll’5mm’ . (546)

=0 6=0
Pro ilustraci uvedme nékolik z prvnich sférickych funkei:

1
Yoo = — , 5.47

/3 /3 . .
Yio = yy cosf, Yii = o sin 0 exp(+iyp) , (5.48)

)
}/20 = 5 E (3 COS2 0 — 1) s (549)

1
Yoi1 = \/8—5$in00089exp(:tig0) , (5.50)
7

[ 15
Yaio = 4/ == sin® 0 exp(+i2¢) , (5.51)
321
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5. Pohyb v centralnim poli
Shrneme dosazené vysledky:

L Yim(e?@) = thlm(&‘P)a (552)
L¥Y0n(0,0) = 11+ DE*Yin(0, ) , (5.53)

kdel=0,1,2,...a|m| < 1.

Z rovnice (5 53) plyne, Ze ¢tverec momentu hybnosti je kvantovan a mtze nabyvat pouze
diskrétnich hodnot L? = I(I 4+ 1)k s I = 0,1,2,... Pfitom vlastni hodnota L? je (21 + 1)-
nasobné degenerovana. Z rovnice (5.52) je vidét, ze pro danou hodnotu L? existuje 21 + 1
pruméti L, = mh (m = —I,—l+1,...,1—1,1) odpovidajicich primétu momentu hybnosti
do osy z. Priimét momentu hybnostl do zvoleného smeéru nabyva tedy pouze celociselnych
nasobki . Ponévadz operator L, nekomutuje s operatory L, a Ly, o primétu momentu
hybnosti do osy x a y nelze jiz nic Tici, ponévadz nemaji ostrou hodnotu.

Uvedené vysledky nas opraviiuji pouzivat predstavu o prostorovém kvantovani momentu
hybnosti, ktera je zfejmé z obr. 5.2. Skutecnost, Ze primét momentu hybnosti do osy =z
a y nemé ostrou hodnotu, znamend, ze je pokryt vzdy cely kuzel orientaci, coz si mtzeme
nazorné predstavit tak, ze vektor L kon4 kolem osy z precesni pohyb. Vektorovy model
z obr. 5.2 vychazi z nazornych klasickych predstav a pfi feSeni mnoha tloh (napt. skladani
momentt hybnosti) muze byt velice uzite¢ny.

=h/Il+1) =

Obr. 5.2 Prostorové kvantovani momentu hybnosti. Pro [ = 2 existuje 5 primétid momentu
hybnosti do osy z rovnych —2h, —h, 0, h, 2h

5.2. Atom vodiku

5.2.1. Schrédingerova rovnice pro atom vodiku

Potencialni energie V' elektronu v atomu vodiku (obr. 5.3) zavisi pouze na vzdélenosti
r od atomového jadra (o némz predpokladame, Ze je nehybné, a zvolime v ném pocatek
soufadnicového systému) a je ddna vztahem

V(r) = T (5.54)
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5.2. Atom vodiku

spojité spektrum energii £ > 0

V=

nekonec¢né mnoho diskrétnich energiovych hladin
E,<0, n=1,2,3,...

Eirin=1

Obr. 5.3 Coulombovska potencialni energie

2

V(r)=—

dmegr

elektronu v atomu vodiku a pfislusné energiové spektrum

Tento potencial ziejmé odpovidd Coulomboveé sile

e 7

F(7) = —grad V(r) = (5.55)

Cdmegr?r
Energiové hladiny atomu vodiku pak ziskdme fesenim stacionarni Schroodingerovy rovnice

Ho(7) = Eo(F) , (5.56)
kde H ja hamiltonian elektronu v coulombovském poli (5.54):

2
h e?

0=

2m, dmegr (5.57)
Nasim tkolem je tedy nalézt energiovéé hladiny elektronu vazaného v trojrozmérné potenci-
alové jamé V (r). Z prubéhu potencidlu na obr. 5.3 je ziejmé, ze vazané stavy maji zapornou
energii. Proto budeme hledat pouze takova feSeni rovnice (5.56), jimz pfislusi £ < 0.
Vzhledem k tomu, ze potencidl (5.54) zavisi na r, je vyhodné vyjadiit také Laplacetv
operator A ve sférickych soutradnicich r, 0, ¢. Vyjadiime-li s pomoci transformacnich rovnic
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5. Pohyb v centralnim poli

(5.25) parcidlni derivace v kartézskych souradnicich pomoci derivaci ve sférickych soutad-
nicich, po zdlouhavém (ale snadném) pocitani dostaneme

10 0 1 1 0 0 1 02
A=—-—(r= — — | sinf— — ] - 5.58
r? or ( 67“) + 72 Lin& 00 ( 89) * sin298¢2] (5:58)
Vsimnéme si vyrazu v hranatych zavorkach, ktery zavisi jen na thlovych proménnych 6,
¢. Tento vyraz je totozny s vyrazem v hranaté zavorce na pravé strané rovnice (5.30)

definujici operator L?. Tedy Lapacetv operator (5.58) ve sférickych souiadnicich mtiZzeme
vyjadrit takto:

10 (,0 L2
A=Dr (r ar> TR (5:59)

kde operator L? ptisobi jen na thlové prooménné 6, ¢. Pouzijeme-li (5.59), miZeme hamil-
tonidn (5.57) vyjadfit ve tvaru

2 T2 2
- 1a<2a>+ L e (5.60)

S — 7"' JE—
2m, 12 Or or 2m.r?  Ameyr

Protoze operator H zavisi na uhlovych proménnych 0 a ¢ pouze prostrednictvim operatoru
L?, jehoz vlastni funkce jsou V,,(6,¢) (srovnej rovnici (5.53)), miizeme FeSeni staciondrni
Schrodingerovy rovnice (5.56) hledat ve tvaru

SO(F) = @(h 0, ¢) = R(T)lem(a QS) : (5'61)

(Jinymi slovy, vztah (5.61) vyjadfuje skutecnost, ze v rovnici (5.56) s hamiltonianem (5.60)
lze provést separaci proménnych.)
Dosadime-li funkci (5.61) do rovnice (5.56), dostaneme

h nm<e7¢>1d(r2d3(”)+ B0 foy, (0.6) — —— R(YYin (0. 6) = ER(r)Yim ((5:62)

- 2m, r2dr dr 2m.r? 4regr

Protoze Y;,,(0, ¢) je vlastni funkei operatoru L2, v rovnici (5.62) dosadime za ﬁQY}m(G, ®)
podle rovnice (5.53) viraz h’l(l + 1)Y;(0,¢) a vzniklou rovnici pak vydélime funkci
Yim (0, ¢). Obdrzime tak rovnici pro radidlni funkci R(r):

1?1 (,d\ I+ Hr
[_ me > <T d""> - 2mer?  Adwegr Rpi(r) = ERpi(r) - (5.63)

Indexy E a [l u funkce Ry (r) vyjadiuji skuteénostm Ze tato funkce zavisi jak na hodnoté
energie I, tak na kvantovém ¢isle [. Z rovnice (5.63) plynem ze radidlni funkce nezévisi na
kvantovém ¢isle m. Z rovnice (5.63) je rovnéz vidét, ze energie E bude obecné zéviset na
kvantovém cisle [.

Diive, nez pristoupime k feSeni rovnice (5.63), odvodime komutac¢ni relace pro hamil-
tonidn (5.60). Protoze operétor L2 pusobi jen na thlové proménné 6, ¢ musi komutovat
s kazdym operatorem, ktery ptisobi pouze na proménnou r. Protoze samozrejmé komutuje
sam se sebou, je z (5.60) ihned vidét, ze

[ﬁ, EQ} ~0. (5.64)
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5.3. Moment hybnosti

Operator L, pusobi na proménnou ¢, pricemz, jak vime, komutuje s operatorem L2. 7 toho
plyne, Ze operéator L, komutuje s hamiltonidnem (5.60):

[ﬁ, ﬁz} ~0. (5.65)

Jezto operatory E’, ﬁz, L, vzajemné komutuji, znamend to podle odstavce 4.3.5, ze pro
¢astici pohybujici se v centralnim poli (5.54) mtizeme sou¢asné presné urcit energii, ¢tverec
momentu hybnosti a jeho primet do osy z. Vlnova fukce (5.61) pak musi byt spole¢nou
vlastni funkci téchto t¥i operatori. Presvéd¢ime se o tom:

(5.52)

L.p(r,0,¢) = Rpy(r)L.Yim (0, ¢) #Z Rpy(rymhYi,(0,¢) = mhp(r,0, ¢) (5.66)

(5.53)

L2¢o(r,0,¢) = Re(r) L?Yim(0,0) # Ripu(r)l(1 + 1)R*Yi(0, ¢) = U(1 + 1)h*o(r, 0, ¢) (5.67)

a z rovnice .
Ho(r,0,¢) = Ep(r,0,¢)

vyplynula rovnice (5.63) pro radidlni funkci Rg;(r). Vinova funkce (5.61) popisujici stav
Castice v centralnim poli je tedy jednoznac¢né urcena tiemi kvantovymi ¢isly E, [, m:

@Elm(ra 07 ¢) - REl}/lm<9> ¢) . (568)

Vlnova funkce (5.68) musi jesté spliiovat standardni podminky, a proto musime zajistit,
aby také funkce Rp;(r) byla pro vSechna r > 0 spojita i se svou prvni derivaci, jednozna¢na
a omezena.

5.3. Moment hybnosti

Reseni rovnice (5.63) vyzaduje diikladnéjsi znalost feseni diferencialnich rovnic. Proto je
nebudeme provadét a uvedeme opét jen zavéry:

Rovnice (5.63) ma pro F < 0 (odpovidajici vazanym staviim) FeSeni, jez spliiuje vSechny
standardni podminky?) kladené na vinovou funkci (zejména je omezené pro vechna r > 0)
pouze tehdy, je-li energie rovna nékteré z hodnot

4
. 1
By=-——" _~  kden=1,2,3,..., (5.69)
(47T€0)22h n?
a kvantové ¢islo [ spliiuje nerovnost
0<i<n-1. (5.70)

Energie vazanych stavt je, jak jsme ocekavali, kvantovana, pricemz v nasem konkrétnim
pfipadé s Coulombovskym potencidlem (5.54) nezavisi na kvantovém ¢isle [. Pro energii
E > 0, kterd jiz ale neodpovidé vazanému stavu, nedostavame pii hledani feseni rovnice
(5.63), jez by vyhovovalo standardnim podminkdm, Zddné omezeni na hodnotu parametru
E, a proto kladné energie tvoii spojité spektrum. Stavy s kladnou energii maji vyznam
v teorii rozptylu a zde se jimi nebudeme zabyvat. To znamend, Ze spektrum Hamiltonova
operatoru elektronu v atomu vodiku je v oblasti zdpornych hdnot diskrétni a v oblasti
kladnych hodnot spojité (obr. 5.3).

2) Viz opét nami casto frekventovana strana 19.
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5. Pohyb v centralnim poli

Z rovnice (5.69) plyne, ze hladiny energie pro atom vodiku jsou uplné uréeny jedinym,
tzv. hlavnim kvantovym c¢islem
n=1223,...

Pro danou energii urcenou ¢islem n existuje n dikrétnich hodnot ¢tverce momentu hyb-
nosti. Ty jsou urceny orbitalnim (nebo téz vedlejsim) kvantovym éislem [, pro néz podle
(5.70) plati

1=0,1,2,...,n—1,

a tedy vlastni hodnoty ¢tverce momentu hybnosti jsou
L2 =hl(1+1).

Stavy s hodnotami [ rovnymi 0, 1, 2, 3, 4, . .. jsou z historickych divodt nazyvany, predevsim

v chemii, stavy s, p, d, f, g, ... Pri daném [ existuje potom jesté 2/ + 1 riaznjch hodnot
prumétu momentu hybnosti do osy z. Tento primét je specifikovan magnetickym kvantovym
¢islem
m=-,—1l+1,...,-1,0,1,...,1—1,1
a je roven
L, =mh

Vime, ze tii (diskrétni) kvantova ¢isla n, [, m urcéuji jednoznacné vlatni funkci ¢(r, 6, ¢)
elektronu v atomu vodiku (misto indexu F,, piSeme stru¢néji jen n). Protoze pfi daném n
mohou kvantova ¢isla [ a m nabyvat nékolika hodnot, jsou vlastni hodnoty energie (5.69)
obecné degenerované. Nejnizsi energiové hladiné (n = 1) odpovidé jedna vlastni funkce g0
(zakladni stav je vzdy nedegenerovany), nasledujici hladiné (n = 2) étyfi vlastni funkce ¢aqo,
Va1_1, P210, P211 atd. Obecné n-t4 energiova hladina je n*-ndsobné degenerovand, nebot

(n—1)n )

gn:Z(2l+1):2T+n:n .
1=0

Pripomenme si jesté chemické znéni stavl s riiznym [, které se kombinuje s ¢iselnym
vyjadfenim hlavniho kvantového ¢isla n:

stav [1s 2s 2p 3s 3p 3d
n 1 2 2 3 3 3
l o 0 1 o0 1 2

Nyni obratme pozornost k vlnovym funkcim. Re$eni rovnice (5.63) odpovidajici energii

(5.69) je rovno
l
T 2r 2r
R.(r) = A, —— ) | =) L} = 5.71
1(7”) lexp( naB> (naB> n+1 <naB> ) ( )

kde A,; je normovaci konstanta, Lffjll (&) jsou tzv. ptridruzené Laguerrovy polynomy a

47['50 hQ
- 2

=0,529-10""“m. (5.72)

ag
mee
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5.3. Moment hybnosti

2_
1+ \(1,0)
ol s B0 rlag
0 1 12 16
0,16+ (2.1)
0,081/ (31)
7/ \\
’ S
/I B R L T (3 2)
0 [ /’,,’ \,\\ . ~‘““‘---.’____________29___ _ r/ap
0 RS 1_'0--_________'_-——-""""_—_I- -------
0,04+

Obr. 5.4 Radidlni vinové funkce R,,;(r) pron = 1,2, 3 (v zévorkach u kiivek jsou uvedeny dvojice
(n,1)). Na ordinatu jsou vynaseny hodnoty a,?];/ ’R,;. Vsimnéte se, Ze v grafech jsou na
ordindtech rizna méritka.)

no| o1 Ry (r) (r=0)

1 | 0 | 2a5%%exp(—r/ag)

0 | 2(2ap)**[1 —r/(2ap)] exp[-r/(2az)]

1 1/V3(2as)~%?r Jag exp[—7/(2az)]

0 | 2(3a)~*?[1 —2r/(3ap) + 2r%/(27a3)] exp[—r/(3az)]
3 1 8/(9v2)(3ap)~*/*r Jag[l — r/(6az)] exp[—r/(3ap)]

2 4/(27\/@)(3(13)73/21”3/@]23 exp|—r/(3ag)]

Tab. 5.1 Radialni vlnové funkce R,,(r) pro atom vodiku (ap je Bohriv polomér)

je Bohruv polomér (viz napiiklad rovnice 1.29). Radiélni vlnové funkce R,,;(r) pro elek-
tronové slupky n = 1,2,3 jsou uvedeny v tabulce 5.1. Grafy téchto funkci jsou uvedeny
v obr. 5.4.

Uplné vinové funkce maji tvar (5.61) a sptislusnymi kvantovymi &isly jsou
Prim (1,0, 0) = R (1)Yim (0, ¢) , (5.73)

kde radialni vlnové funkce R,,;(r) jsou ddny vztahem (5.71) a sférické funkceAYlm(H, ®) vzta-
hem (5.45). Funkce (5.68) jsou vlastni funkce hermiteovského operatoru H, a jsou proto
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5. Pohyb v centralnim poli

vzajemné ortogonalni. Pravdépodobnostni interpretace vinové funkce vyzaduje, aby byly
normovany k jednicce. Tedy

[e) T 2
/ / / | Ot (7,0, @)|*r?sin@drdfde =1 . (5.74)
r=0J60=0 J ¢$p=0
Dosadime-li (5.68) do (5.74), dostaneme
00 ™ 27
/ Rou(r) 22 dr / / Vi (6, 6)2sin 66 do — 1. (5.75)
0 0 0
podminka (5.76) =1 podle (5.46)

Ponévadz sférické funkce Y}, (0, ¢) jsou normované k jedniéce (viz (5.46)), z rovnice (5.75)
plyne, ze musi platit

| IRatPra =1, (5.76)
0

odkud dostaneme hodnotu normovaci konstanty A,,; v radidlni funkeci (5.71).

Z rovnice (5.74) plyne, ze pravdépodobnost dP,,(r, 8, ¢), Ze elektron je ve stavu .,
bude nalezen v infinitezimalnim objemu d7 = r?sin 6 dr dd d¢ v okoli bodu uréeného sféric-
kymi souradnicemi r, 6, ¢, je rovna

AP (1,0, 0) = |@uim(r, 0, ¢)|*r* drsin 0 df d¢ . (5.77)

Provedeme-li v (5.77) integraci pfes cely interval hodnot 6 a ¢, dostaneme pravdépo-
dobnost dP,(r), ze elektron bude nalezen ve sférické vrstvé mezi r a r + dr. Dosadime-li
do (5.77) za vlnovou funkci z (5.68), vzhledem k podmince (5.75) dostaneme

T 27
dP,(r) [/ / dPom(r, 6, ¢) sin 6 do dgb} r?dr =
o Jo

T 27
- [/ / mnw,qb)rzsmededqb} R ()] e = [Run(0)[® dr = woa(r) e . (5.78)
0 0
Vyraz
Wiy (1) = | Ryt (1) Pr? (5.79)

udéva radidlni hustotu pravdépodobnosti vyskytu elektronu a tato velicina je vynesena na
obr. 5.5 pro elektronové slupky n = 1,2, 3.

Jestlize v (5.77) naopak provedeme integraci ptes 7 od 0 do oo, ziskdme pravdépodobnost
dP. (0, @), Ze elektron bude nalezen v prostorovém thlu dQ2 = sin # df d¢ ve sméru uréeném
uhly 60, ¢. Dosadime-li do (5.77) za vlnovou funkci z (5.68), vzhledem k podminc (5.75)
dostaneme

AP (60, ¢) = [/O AP i (1, 0, )12 dr] a0 = [/0 anl(r)Pdr] Y1 (6, 6) dQ =
= [Yi(6,9)[? A2 = Wi (6) dQ . (5.80)

Ponévadz ve vSech sférickych funkcich vystupuje tthel ¢ jen v exponentidle exp(im¢) (viz
(5.45)), je jasné, ze hustota pravdépodobnosti

Won (0) = [Yin (0, 9)* = | Ni P/ (cos 0] *| exp(img) |* = | Ny 2™ (cos 0] (5.81)
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n=1 n=2
0,64 024 -
. N
/ \
/ \
l — 1// \\
1 AY
0,3+ 1=0 0,14 / N\C=0
/ \
1 \\
/ N
/ AN
O Il ﬁ/aB 0 ’/ Il Il \\\~~“1-— T/GB.
o 4 0 4 8 12 16
n=3
0,14+
0,07+
0/ r/ap
0
Obr. 5.5 Radialni hustoty pravdépodobnosti vyskytu
War(r) = [R(r)]*r?
pro n = 1,2,3. Na ordinétu jsou vynaseny hodnoty ag R?r?
Zh
dQ
Obr. 5.6 //:,///:/
K zobrazeni |Y},,(6, ¢)|* v polarnich soufadni- AT
cich: S ,/”: o |
Zvolime osu z a na ni pocatek O. Z ného 0 E Y
ve sméru daném uhly 0, ¢, nakreslime polo- & ! o
paprsek a na néj vyneseme délku |Y;,, (6, ¢)|?. Y !
Takto ziskané body lezi na plose, kterd je ro- R
I

tacné symetricka kolem osy z. Proto v obr. 5.7
jsou zakresleny jen ktivky, které vzniknou fe-7*
zem této plochy rovinou obsahujici osu z.

nezavisi na ¢; pro vSechna [, m budou tihlové zavislosti hustoty pravdépodobnosti wy,, () ro-
tacné symetrické kolem osy z. S vyhodou se proto zobrazi v polarnich soufadnicich (obr. 5.6);
pro ! =0,1,2,3 jsou tyto grafy uvedeny v obr. 5.7.

Vysledky feseni Schrodingerovy rovnice pro atom vodiku jesté shrnme:

Energie elektronu v atomu vodiku jsou kvantovany a zavisi na jediném kvantovém cisle

n podle vztahu

meet 1
E,=———° _— n=123...
(dmeg)22min?” "

Ke kazdé energiové hladiné ptislusi n? linearné nezavislych feseni
Spnlm(ra 97 ¢) - Rnl (T)Em(ev ¢) )
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5. Pohyb v centralnim poli

l=1,m=%1

| &
z
l=2,m==1
z
l=2,m=+2

[=3m=0

Obr. 5.7 Polarni grafy funkei |Y},,(6,¢)]* pro I = 0,1,2,3 a odpovidajici hodnoty m, které
udévaji ihlovou zavislost hustoty pravdépodobnosti w;,, (0) vyskytu elektronu ve stavu
©nim v atomu vodiku (konstrukce grafii je popsana v obr. 5.6). Méfitko je pro vSechny
grafy stejné, déleni os je po 0,1. Ve vsech grafech je osa z svisla
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5.3. Moment hybnosti
kterda odpovidaji staviim s odlisSnou velikosti ¢tverce momentu hybnosti
L*=r11+1), 1=0,1,2,...,n;,
a odlisnym priméttim momentu hybnosti do osy z
L.=mh, m=-,—-l+1,...,01—1,].

Na zavér uvedeme jednu tlohu:

evvs

vany a je popsan vlnovou funkei ¢;o(7).

a) Ukazte, Ze radialni hustota pravdépodobnosti vyskytu elektronu ve stavu ;o () nabyva
maxima pro 7 = ag, kde ag je Bohrtv polomér (5.72).

b) Najdéte stfedni hodnotu vzdalenosti elektronu od jadra v tomto stavu

()10 = /QOIOO(F)TQOMO(F)T dr .
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6 Spin

6.1. Experimentalni podnéty k zavedeni spinu

V nasem dosavadnim vykladu jsme popisovali chovani elektronu pomoci pojmii, které
zname z klasické fyziky (soufadnice, hybnost, moment hybnosti, energie apod.). Vysledky
mnohych experimenti (Sterntv-Gerlachiiv experiment, Zeemantv jev, jemna struktura
spektralnich car) vsak ukazaly, ze k plné charakterizaci chovéani elektronu je t¥eba zavést
jesté velicinu, kterd nemad analogii v klasické fyzice - spin.

Ptipomenme nejdiive vztah mezi mechanickjm momentem hybnosti La magnetickym
momentem M. Elektron o hmotnosti m, a naboji —e, ktery se pohybuje po uzaviené draze
tak, ze jeho moment hybnosti je E, predstavuje vlastné smycku protékanou elektrickym
proudem. Tato smycka je ekvivalentni magnetu s magnetickym momentem MO (index o
oznacuje, Ze jde o orbitalni magneticky moment), ktery, jak se odvozuje v klasické elektro-
dynamice, souvisi s orbitalnim mechanickym momentem hybnosti L vztahem

MO — ij’ (6.1)
kde
—e
= 2
7= o (6.2)

se nazyva gyromagneticky pomér. Z predchéazejici kapitoly vime, Ze moment hybnosti je
kvantovan, pricemz

L=nmJ/l(l+1) , 1=0,1,2,..., (6.3)

L.=hm; , my=041,42 .. =+l (6.4)

Kvantovan bude tedy i magneticky moment M, ktery vzniké v diusledku orbitalniho pohybu
elektronu, a vzhledem ke vztahu (6.1) plati

e

M, = an W(1+1) = pp 11+ 1), (6.5)

€

eh
Moz - - <2m ) mp = —pupmy, (66)
kde
eh 247 m—1
up = 7 =9,27.107*J T, (6.7)

je Bohrtiv magneton.

7 celé fady experimentt, které ukazuji na existenci spinu elektronu, se zminime o experi-
mentu, ktery poprvé provedli Stern a Gerlach v roce 1921 a kterym lze pfimo demonstrovat
kvantovani magnetického momentu. Stern a Gerlach nechali prochézet svazek atomu stiibra
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6.1. Experimentalni podnéty k zavedeni spinu

v s—stavu nehomogennim magnetickym polem. Orbitalnimu pohybu elektronu v s—stavu
(I = 0) ptislusi podle rovnice (6.5) nulovy magneticky moment. a proto by chod svazki
atomi v s—stavu namél byt magnetickym polem ovlivnén. Svazek atomu se vSak priicho-
dem nehomogennim magnetickym polem rozstépil na dva svazky, a to tak, jako kdyby mély
magneticky moment, jehoz primét do sméru magnetického pole (osy z) je *up.

Vysledek tohoto experimentu vysvétlili Goudsmit a Uhlenbeck roku 1925 na zékladé hy-
potézy, podle niz elektron mé vlastni magneticky moment M, ktery nezavisi na orbitalnim
pohybu elektronu a jehoz projekce do zvoleného sméru (smér magnetického pole) mohou
nabyvat pouze dvou hodnot +pup. Rovnéz postulovali, Ze eleltron mé vlastni mechanicky
moment hybnosti S — spin, jehoz projekce do zvoleného sméru jsou S, = +h/2. Vztah mezi
vlastnim (spinovym) magnetickym momentem M, a spinem S pak miize byt analogicky
k rovnici (6.1) psan

M, =278 | (6.8)

Poznamenejme, ze na zikladé Goudsmitovy - Uhlenbeckovy spinové hypotézy se objas-
nily vSechny ostatni jevy jako jev Zeemantv, jemnd struktura spektralnich ¢ar apod. Exis-
tenci spinu lze objasnit az v ramci relativistické kvantové mechaniky, kde pfimo vyplyne
z Diracovy rovnice. Predstava elektronu jako rotujiciho téliska a nasledujici vysvétleni me-
chanického momentu hybnosti, ktery je zptisoben touto rotaci, jsou nepiithodné. V ramci
nerelativistické kvantové mechaniky existenci spinu v souladu s vysledky experimentt po-
stulujeme.

Matematicky popis spinu vyzaduje zavedeni nového typu operatori - maticovych opera-
torl, o nichZ pojednava nasledujici odstavec.

6.1.1. Operatory - matice

Matice je schema m.n éisel (v m fadcich a n sloupcich). Budeme se zabyvat explicitné
pfipadem, v némz n = m = 2, tj. é¢tvercovymi maticemi 2. fadu (pravé ty budeme potiebovat
pro popis spinu):

A _ ‘All A12
AZI A22

. (6.9)

Cisla A;;,, i, k = 1,2 nazyvame prvky matice; i oznacuje fadek a k sloupec, v némz p¥islusny
prvek je. Matice ptisobi na vektor, jenz je sloupcem n ¢isel a ktery (pro n = 2) piSeme takto:

&:Vl (6.10)
(2
Kdyz matice A ptisobi na vektor 1;, vytvaii novy vektor b
Ap=26. (6.11)
Slozky vektoru & urc¢ujeme podle pravidla pro nasobeni matic
Ad— ‘Au A |11 _ ’Auwl + A1y _ o (6.12)
A1 Asa| |12 As111 + Aty o2
Vlastni hodnota operatoru - matice A se definuje analogicky k definici (4.33) relaci
A oy, = gty (6.13)
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6. Spin

kde «ay, jsou vlastni hodnoty a z/;k odpovidajici vlastni vektory operatoru - matice A.
Sloupcové vektory vytvareji vektorovy prostor, ktery zname z linearni algebry a na kte-
rémz se definuje skalarni souc¢in dvou vektord vztahem:

@inww (6.14)

Plati-li <1/~}, g?)) = 0, fikame, ze vektory 1/; a ¢~> jsou ortogondalni.

Matice - operatory maji vSechny obecné vlastnosti jako diferencialni linearni operatory,
které jsme probrali v odstavci ...IV.1 doplnit .. Pfipomenme nejdulezitéjsi z nich:

Soucin matice A s komplexnim ¢islem ¢ d4 novou matici, kterou oznacime cA, v niz

kazdy prvek je c—nasobkem odpovidajiciho prvku matice A

. cAj cA
cA = 1T (6.15)
cAs cAy
Soucin dvou matic A a B fadu n je rovnéz matice radu n

AB=C, (6.16)

pricemz prvky matice C urc¢ujeme podle zndmého') pravidla pro ndsobeni matic
A B _ ’All A12 Bll B12 _ (617)

A21 A22 B21 B22
_ ‘AnBu + A19Bo1 A1 By + A12Bas B ’011 Cha (6.18)
A Bi1 + Az Ba Ag1Bia + Az By Co1 Coa| '

7 linearni algebry vime, Ze soucin dvou matic neni obecné komutativni, tj. Ze obecné plati
stejné jako pro diferencidlni operatory (viz rovnice 4.23) relace

[A,B] —AB-BA 0. (6.19)
Matice A se nazyva hermitovska, plati-li pro jeji maticové elementy
Ay, = A%, (6.20)

Pro hermitovskou matici (stejné jako pro hermitovsky diferencialni operéator) lze dokazat,
Ze jeji vlastni hodnoty jsou realné a jeji vlastni vektory prislusné riznym vlastnim hodno-
tam jsou ortogonalni. Hermitovské matice proto mohou podle postulatu 2 (viz strana 96)
zobrazovat (reprezentovat) fyzikalni veli¢iny. Jednou z téchto veli¢in je pravé spin.

6.1.2. Operatory spinu

Podle obecnjch principit kvantové mechaniky musime piifadit spinu § = (82,5, 5>)
line4rni hermitovské operatory A = (S’x, S’y, 5’2) Pfi konstrukci operatort (pfirazenych veli-
¢indm jako je energie, orbitalni moment hybnosti apod.) jsme postupovali tak, ze jsme vysli
z klasickych vyrazi pro tyto veli¢iny a v téchto vyrazech jsme nahradili souradnice a slozky
hybnosti operatory soufadnic a operatory slozek hybnosti (viz strana 96). Tato cesta neni

1) Pripadné méné znamého pravidla. ...
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6.1. Experimentalni podnéty k zavedeni spinu

pfi konstrukcei operatoru spinu mozné, nebot spin nemé klasickou analogii. Operédtory spinu
zkonstruujeme tak, aby vysledky ziskané s jejich pomoci byly v souladu s experimentem.

Operéator S, musi mit pouze dvé vlastni hodnoty, které jsou rovny experimentalné zjisteé-
nym hodnotam: +%4/2 (spin nahoru) a —%/2 (spin dolt1). Oznacime-li vlastni vektor pfislusny
k vlastni hodnoté +57/2 jako X1/2 a vlastni vektor piislusny k vlastni hodnoté —#/2 jako
X-1/2, musi platit

S X1z = §)~<+1/2 ; (6.21)
~ o
S:X-1/2 = T X-12 (6.22)

Rovnice (6.21) a (6.22) lze ziejmé splnit, je-li matice S, matici druhého Fadu tvaru

.10
S, = ' ‘ . (6.23)

0 -1
Potom

1

0‘ (6.24)
0

' 7)271/2: ‘1

)2+1/2 = ‘

Vzhledem k principu superpozice stavi lze stav elektronu vyjadrit obecné jako linearni
kombinaci stavil X172 a X—1/2:

Y =a X412 +bX-1/2 (6.25)

kde a, b mohou byt obecné funkcemi prostorovych proménnych.
Podle disledku postulatu 3 (viz strana 99) je pravdépodobnost toho, Ze elektron ve stavu
(6.25) mé pramét (do osy z kupiikladu), rovna

Py =[(X41p2)] - (6.26)

Zvézime-li definici skalarniho sou¢inu dvou vektoriu (6.14), dostaneme

P.=lal|*. (6.27)
Podobné
P_ =10 . (6.28)
Normovaci podminka
(6.0) =la P +1pl* =1 (6.29)

zajistuje, ze celkovéd pravdépodobnost vyskytu jednoho nebo druhého spinového stavu je
rovna jedné tak, jak to ma byt.

Spin je vlastni moment hybnosti, a proto je pfirozené pozadovat, abz operatory, které
budou reprezentovat jeho slozky, resp. ¢tverec velikosti, spliiovaly stejné komutacni relace
jako operatory, reprezentujici orbitdlni moment hybnosti L. Tyto komutacni relace jsme
odvodili v pfedchozi ¢asti (viz rovnice (5.12-5.14) a ((5.24)). Podle nich pro operatory
spinu mé platit

A~

[S‘m, Sy} — i nd. (6.30)
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6. Spin

[Sys] —ihd,, (6.31)
[SS} =i hS,, (6.32)
[SQS] - [SQSy} - [525} —0, (6.33)
kde
S =52+ 5%+ 52, (6.34)

Komutaéni relace (6.30 — 6.32) pouzijeme k urceni operatoru S, Sy. P¥imym vypoctem
se mizeme presvédcit?), ze témto relacim vyhovuji matice?®)
0 —i
i 0

> (6.35)

. R0 1 .k
S.=5l o+ 5

2010

Pro operéator ¢tverce spinu po dosazeni z rovnic (6.23 —6.35) do rovnice (6.34) dostavame

(6.36)

2 3 110
01|

Ponévadz operatory 52 a S, komutuji, maji spoleény systém vlastnich vektort. Jsou to
vektory (6.24), nebot

. h_ AL h .
SzX+1/2 = §X+1/2 , SzX—1/2 = *§X71/2 . (6-37)
a
&2 ~ 3.0 &2 ~ 3.0
S X+1/2 = Zh X+1/2 5 S X-1/2 = _Zh X-1/2 - (6-38)

protoze 52 je nasobek jednotkové matice. Vlastni hodnota S? je v obou piipadech rovna
3h/4 a je tedy dvojnasobné degenerovana.

Zavedeme-li kvantova ¢isla s a m, charakterizujici velikost spinu a jeho primét do osy z,
muZeme zapsat vSechny vztahy pro kvantovani spinu v plné analogii se vztahy?) (6.3 —6.4)
takto:

1

S?=s(s+1)h*, kde s= 3 (6.39)
1

S, =mh, kde m, = :|:§ , (6.40)

K danému [ z rovnice (6.3) jsme méli 2/ + 1 moznych priamétt (hodnot m;) orbitalniho
momentu hybnosti do zvoleného sméru; k danému s, které nabyva jediné hodnoty s = 3,
mame obdobné 2s + 1 = 2 moznych priaméti spinu do zvoleného sméru (osy z). Spinovy
stav jednoho elektronu je tudiz urcen jedinovou proménnou S..

2) Zda to bude jednoduché zélezi opravdu jen na vas.

3) Spolu s S, dany vztahem (6.23) - lze se totiz presvédcit, ze uvedené matice (6.35) jsou hermitovské, tj., Ze jejich prvky
splituji podminku (6.20).

4) Platici pro orbitalni moment hybnosti, samoziejmé.
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6.1. Experimentalni podnéty k zavedeni spinu

6.1.3. Spinové vlnové funkce

Vyjadfeni stavu elektronu musi zachytit jak zavislost vlnové funkce na prostorovych
proménnych x, y, z, tak na spinové proménné S, . Elektron je tudiz systém o ¢tyfech stupnich
volnosti a odpovidjici vinova funkce je

Y =1v(2,y,2 5:51) . (6.41)

Spinova proménna S, se lisi od proménnych x,y, z tim, Zze mize nabyvat jen dvou hodnot
+h/2 a —h/2. Je proto vyhodné stav elektronu popsat dvoukomponentni vinovou funkei
(spinorem)

- ot 5 NS
Y(rt) = ’zjg; t;‘ =Y (M )X 4172 + V- (F ) X-1/2 (6.42)
kde
h
¢+(th) :w(x7yvz>+§;t) . (643)
w—(Fv t) = l/)(%ya 2 _g;ﬂ . (644)

a X+1/2, X—1/2 jsou vlastni vektory (6.24) operatoru S..

Fyzikalni v§znam funkci ¢, (7,t) a ¢_(7,t) je jednoduchy: |1, (7 ¢)|> udava hustotu
pravdépodobnosti nalezeni elektronu s primétem spinu do osy z rovnym +7h/2 v okoli
bodu 7 v &ase t a podobné |¢y_(7,t)|> udéva hustotu pravdépodobnosti nalezeni elektronu
s priimétem spinu do osy z rovngm —%/2 v okoli bodu 7 v ¢ase t. Vyraz |¢b, (7, t)|*+|o_ (7, ¢)[°
pak udéava hustotu pravdépodobnosti, ze elektron s libovolnym priamétem spinu do osy z
bude nalezen v okoli bodu 7 v case t.

Ponévadz pravdépodobnost nalezeni elektronu (s libovolnym primétem do osy z) v li-
bovolném bodé prostoru je rovna jistoté, ma normaliza¢ni podminka pro dvoukomponenti
vlnovou funkci®) (6.42) tvar

/// t), (F, t dxdydz = /// Z U(x,y, 2,8, t) dadydz = 1.  (6.45)
S.=+1/2

Ujasnéme si déle, jaky tvar budou mit operatory fyzikalnich veli¢in p¥i zapisu vlnové
funkce ve tvaru (6.42). Budou to zfejmé étvercové matice druhého fadu 121

; (6.46)

jejichz elementy A;; budou operatory ptisobici na funkce prostorovych proménnych, tj.

A . o 0 0
Aik - Aik <x7y727 %7 87y7 82) . (647)

Potom podle rovnice (6.12)
All AIZ
AQl AQQ

U] _
Yo

$1

A= 6.48
(0 b (6.48)

A11¢+ + 121121/1—‘ B
A21¢+ + A22¢7

5) Nebojme se Fici to pfimo - pro spinor.
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Ptisobi-li operator A jen na spinové proménné (napt. S,), jsou maticové elementy A;; kon-
stanty.

V literatufte se ¢asto uziva i jiny formalismus, ktery vychazi z toho, Zze na spinové funkce
X+1/2, X—1/2 muzeme také hledét nikoli jako na vektory (6.24), ale jako na dvé funkce jedné
diskrétni spinové proménné S, nabyvajici pouze dvou hodnot +7/2, —h/2:

- h - I
X+1/2 (2> =1,X41,2 (2> =0, (6.49)

- h . h
X—l/Q (2) = 0 ,X_1/2 <—2> =1 y (650)

Jak hned uvidime, tento formalismus se uziva s vyhodou tam, kde neexistuje vazba mezi
polem, v némz se elektron nachéazi, a spinem. Potom lze vlnovou funkei (6.41) zapsat vetvaru
odpovidajicim separaci prostorovych proménnych a spinové proménné:

(0 (x,y,z,Sz;t) :1/}(377y72;t) X (Sz) (651)

kde x, (S.),a = £1/2, je pravé (6.41).

6.1.4. Zeemanuv jev

Méjme atom vodiku v homogennim magnetickém poli o indukci B. Abychom mohli ro-
zebrat kvantové jevy v takovém poli, musime doplnit hamiltonian atomu vodiku (doplnit
V.2.3) ¢lenem popisujicim interakéni energii mezi atomem a magnetickym polem. Pfitom
budeme predpokladat, ze neexistuje vazba mezi spinovym a orbitalnim pohybem elektronu.

Elektron v atomu vodiku predstavuje proudovou smycku, jez je ekvivalentni magnetic-
kému dipdlu s magnetickym momentem danym vztahem (6.1) :

M, = ~L, (6.52)
kde
—e
— 6.53
7= o, (6.53)

al je orbitalni moment hybnosti. Elektron ma vedle toho vlastni magneticky moment M,
vazany se spinem S vztahem (6.8) :

M, =245 . (6.54)
Vysledny magneticky moment elektronu v atomu je tudiz
M = My + M, = ~(L +25) . (6.55)

V klasické elektrodynamice se pro potencialni energii magnetického dipdlu M v magne-
tickém poli odvozuje vztah

Vi =—MB. (6.56)
Zvolime-li smér indukce magnetického pole tak, aby spadal do osy z, tj. B = (0,0, B), bude
Vp=—-M.B. (6.57)
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6.1. Experimentalni podnéty k zavedeni spinu

Nahradime-li v této rovnici veli¢inu M, pfisluSnym operatorem M, v souladu s rovnici
(6.55), dostaneme hledany operéator popisujici interakéni energii mezi atomem a magnetic-
kym polem. Budeme pracovat s dvoukomponentmimi vlnovymi funkcemi (6.42), a proto
operatory budou matice druhého fadu. Specialné

N e
Ve = B
B 2m., <

kde L. je operator z—ové slozky orbitalniho momentu hybnosti (doplnit V.1.1c) a S, je
operator z—ové slozky spinu (6.23). Hamiltonidn systému je potom

z

A

0 L,

+ 25;) (6.58)

B = +2Vy (6.59)

0 H

kde H je hamiltonian pro neporuseny atom (t;j. nenachézejici se ve vnéjsim magnetickém
poli) uvedeny v kapitolu (doplnitV.2.3.) a operator Vz je dan vztahem (6.58). Hladiny
energie pro atom v magnetickém poli se urc¢i z rovnice

kde ¢ je dvuidadkovy sloupcovy vektor.
Ponévadz spinovy operator S, komutuje se vSemi operatory, které ptisobi na prostorové
proménné (a samoziejmé sam se sebou) snadno®) presvédcime, ze

[131, S] ~0, (6.61)
a proto vlastni funkce hamiltonianu (6.59) mtuzeme hledat ve tvaru

(Z)a(f) = SO(OC)SCOL ) (6'62)

kde Yo , (@ = £1/2) jsou vlastni vektory (6.24) operatoru S..
Dosadime-li feseni (6.62) do (6.60), dostaneme

& . eB /. D 1
Hop(T) + T (Lz + h) o(F) = ETp(F) pro a= —1—2 , (6.63)
P eB /. . _ 1
Ho(7) + o (Lz — h) o(F) = E"p(F) pro a= —5 (6.64)

Je-li B =0, feSeni rovnic (6.63 — 6.64) zname (viz odstavec V. 2. doplnit):

kde

Sonlm(’r_") = Rnl(’r)yim(ea QZ)) . (666)

Odpovidajici energie E,, je dana vztahem (doplnit V.2.8) Vezmeme-li v Gvahu spin, je kazdy
stav @i, s danym (n,l,m) dvojndsobné degenerovan. K jednozna¢nému uréeni stavu jsou
tedy potfebna ¢tyfi kvantova ¢isla (n, [, m, m,) odpovidajici ¢tvefici vzajemné komutujicich
operatotri H, L%, L., S,.

6) A to se opravdu snazime (se¢ ndm sily staci) formulace typu ...snadno se presvédéime. .. neuzivat, ale sami vidite, ze to
nékdy prosté nejde, jak je ten vypocet zminéného komutatoru jednoduchy!
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Vratme se k feSeni rovnic (6.63 — 6.64) pii B # 0. Ponévadz (viz rovnice doplnit V.2.7a)

~

LzSOnlm (7"7 97 d)) = hmgpnlm (7", 9) (Z)) 9 (667)

jsou funkce (6.66) FeSenim rovnic (6.63 —6.64). Dosadime-li (6.66) do (6.63), resp. do (6.64)
s pomoci vztaht (6.65) a (6.67) dostaneme

B 1
E! =FE,+ 26"7% h(m+1) pro o= +§ , (6.68)
eB 1
E =F h —1 = ——. .
nm n + 2me (m ) pI'O « 2 (6 69)

Dostali jsme tedy ruzné energiové hladiny pro ruzné spinové stavy:

i) Je-li pramét spinu do sméru magnetického pole roven S, = +h/2, jsou hodnoty energi-
ovych hladiny dény vztahy (6.68) a odpovidajici vinové funkce jsou

~ s - QDnlm(F)
G41/2(7) = Qi (F)X11/2 = 0 ) (6.70)
ii) Je-li pramét spinu do sméru magnetického pole roven S, = —h /2, jsou hodnoty energi-
ovych hladiny dany vztahy (6.69) a odpovidajici vilnové funkce jsou
i i 0
G—12(7) = Qrim (F)X—1/2 = . (6.71)
Pnim (T)

V magnetickém poli dochazi ke Stépeni energiovych hladin - snim4 se degenerace vici m
a vuci spinu. Jestlize bychom neuvazovali spin, potom by se energiova hladina zakladniho
stavu atomu vodiku, jiz odpovidd n = 1,1 = 0,m = 0 (1s stav) a ktera je tudiz nedegenero-
vanda, nemohla rozstépit. Experiment vsak ukazuje, ze se tato hladina $tépi na dvé hladiny
(viz obr. doplnit) vzdélené o 2upB, coz je v souladu s nasimi vysledky (6.68 — 6.69), jez
berou spin v ivahu. Vskutku

h h
E(;B—EO‘O:<EO+2€ )-(E c ):2MBB, (6.72)

) —
Me 2m,

kde pp je Bohriiv magneton (6.7).

— me = +1/2
Is ’ 2upB
AN Obr. 6.1
N v Stépeni zakladni energiové hladiny +s
ms = —1/2 , s .
v atomu vodiku v magnetickém poli
B=0 B#0
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7

Soustavy stejnych castic

7.1. Dvé ruzné castice

Dosud jsme se zabyvali kvantovou mechanikou jedné castice. Nyni zobecnime schéma
kvantové mechaniky na systém dvou ¢astict).

V pripadé jedné castice jsme postulovali, Ze jeji stav je popsan vlnovou funkci
Y(x,y,2z,5.;t), kterd je funkci prostorovych proménnych x,y,z, spinové proménné S,
Castice a Casu t.

Méjme nyni dvé ¢astice. Hmotnost, prostorové proménné a spinovou proménnou oznacime
my, 1, Y1, 21,91, @ obdobné pro druhou ¢astici ms, s, Yo, 22, 52.. Budeme opét postulovat,
ze stav systému je popsan vinovou funkci

V(1 Y1, 21, S1zy T2, Y2, 22, Saz5t) - (7.1)
Fyzikalni smysl této vinové funkce je obdobny jako v pripadé jedné c¢atice:
[U(21, Y1, 21, 1z, T2, Y2, 22, Soz; t)|2 dz,dy;dzidzadyadz, (7.2)

udavé pravdépodobnost, ze v ¢ase ¢ ma Castice 1 primét spinu do osy z roven S;, a nalézé
se v infinitesimalnim objemu dz;dy,;dz; opsaném bodu (xy, ¥, 2;) a soucasné ¢astice 2 ma
prumét spinu do osy z rovny Ss. a naléza se v infinitesimalnim objemu dz,dysdz, opsaném
bodu (z2, y2, 22). Kdybychom se zajimali o polohu a spinovy stav jen ¢astice 1 nezavisle na
poloze a spinovém stavu c¢astice 2, museli bychom vypocitat vyraz

“+o00
Z /// W}(xla91,2'1751Z7$27y2722752z§t)’2d$2dy2d22 ) (7.3)

Soa=£1/27 70

ktery nam udava hustotu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice 1 s primétem spinu do osy z
rovaym Sy, v bodé (zy,y,21), pricemz Castice 2 je kdekoliv v prostoro a primét jejihho
spinu do osy z je libovolny.

Stejné jako v kvantové mechanice jedné ¢astice (viz napft. strana 96) prifadime ke kazdé
meéftitelné fyzikalni veli¢iné hermitovsky operator. Explicitni tvar téchto operatort ziskame
tak, ze nejprve priradime ,,zékladni“ operatory soutadnicim a odpovidajicim slozkdm hyb-
nosti obou ¢éstic:

Ty =T =T, Yo=Y, 21—Z21=21, (7-4)

0 0 0
2 — Pro = —1th—, — Py, = —1h— L, — D1y = —1h— 7.5
Pz — D1 oz, Pw Py oy, P 5o (7.5)
Ty —= Xy =To, Yo —=Uo=VYa, Z2o— 22=2, (7-6)

1o} 0 0
Do, = —1h—— Do, = —ih—— Dy, = —ih—— 7.7
P2z — P2z 8$2 9 p2y - p2y ay2 9 P2z — P2z 822 ) ( )

1) Zobecnéni na systém vice nez dvou ¢astic nepfinési jiz nic principidlné nového

««
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7. Soustavy stejnych castic

7 téchto ,zékladnich® operatort konstruujeme operatory slozitéjsi, fidice se pritom klasickou
analogii. Tak naptiklad pro operator x—ové slozky celkové hybnosti P, a celkového momentu
hybnosti L, dostavame

R R
Px = Pizx +p2x = _lhaigjl — lhaix2 s (78)
- - P . 0 0 0 0
Lz = Llw + Lgx = —ih (ylazl — Zlaiyl + y287,22 — 228y2> . (79)

Velky vyznam bude mit pro nas operator kinetické energie dvou c¢astic

h? ( 0?0 0 ) h? ( 0* 0 07

P — +): (7.10)

2my \ Ox? + oy? + 022 ) 2my \ O + dy: = 023
R R
= — A — A 7.11
2m1 ! 2m1 2 ( )

a operator celkové energie - hamiltonian - dvou ¢astic

K2 B2

1 —

ﬂ:

AQ+V(x17y17217x27y27227S1z752z) . (712)

2m1 2m1

Pravidla pro interpretaci vlastnich hodnot operatorti a pro vypocet stiednich hodnot,
uvedend na strané (doplnit pageref), ztistavaji v platnosti i v soustavé dvou a ¢i vice ¢astic.
Vlnova funkce soustavy ¢astic musi opét spliiovat Schrodingerovu rovnici

oY
ih—— = H 1
kde
w - 1/1(3717917217Slzax2,y2722752z;t) (7.14)

a H je dan rovnici (7.12).
Zatim jsou nasSe uvahy o soustavé dvou ¢astic jednoduchym zobecnénim kvantové me-
chaniky jedné c¢astice. Nové specifické rysy dostavame, jde-li o soustavu stejnych c¢astic.

7.1.1. Princip nerozliSitelnosti ¢astic

Dale se budeme zabyvat soustavami stejnych ¢astic. Pfitom povazujeme za stejné ty
Castice, jez maji stejnou hmotnost, naboj i spin. Pdjde tedy napf. o soustavu elektroni,
soustavu protont, soustavu atomt He apod.

Stejné c¢astice nelze ziejmé ,rozeznat“ podle jejich hmotnosti ndboje nebo spinu. V kla-
sické mechanice zbyva moznost rozlisovat castice podle jejich trajektorii. Kazda klasicka
Castice ma totiz svoji spojitou a z Newtonovych rovnic jednoznac¢né urcenou trajektorii,
takze tim, Ze se v daném casovém okamziku nachéazi v urc¢itém bodé trajektorie, mizeme
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z1(to) xa(t)
$1(t)
X9 (to)
to t >t to t>tg
a) b)

Obr. 7.1 Cislovaani ¢astic podle jejich polohy v prostoru (a) v klasické mechanice, b) v kvantové
mechanice). V oblasti dvakrat zasrafované neni rozliSeni ¢astic mozné

vzdy rozhodnout, o jakou ¢astici se jedné (obr. 7.1a). V kvantové mechanice vsak tato prin-
cipialni moznost mizi. pfi¢ina tkvi?) v tom, ze stav ,kvantové-mechanické“ ¢astice je popsan
vlnovou funkei.

Uvazujme dvé stejné castice A, B, jez jsou v Case t = 0 pomérné dobie lokalizovany
v urc¢itych dvou bodech od sebe dosti vzdalenych, takze ptislusné vlnové funkce ¥4 a Y
se témef neprekryvaji®). Podrobngjsi rozbor ukazuje, ze s postupem ¢asu se takové vinové
funkce rozplyvaji a to i tehdy, kdyz na ¢astice neptisobi zadné sily (obr. 7.1b). V oblasti, kde
se obé vIlnové funkce pro t > t, prekryvaji, ztraci rozliSovani ¢astic A, B smysl. Nalezneme-li
totiz ¢astici v oblasti, kde se vlnové funkce prekryvaji, nelze jiz rozhodnout, zda jde o ¢astici
A nebo B. Tato nemoznost rozliSeni stejnych ¢astic neni véci nasich netplnych znalosti, ale
vlastnosti dvoucasticové kvantové soustavy samé.

Podobné méame-li v klasické mechanice dvé ¢astice A, B oddélené potencidlovou bariérou
(napf. v krabici rozdélené prepazkami) a maji.li ¢astice energii mensi, nez je vyska potenci-
alové bariery, nemohou castice touto pfepazkou proniknout. Lze je proto stale rozlisit, napt.
Castice A je stale v levé ¢asti krabice a B stédle v pravé. Podle kvantové mechaniky (a my
tomu jiz také véfime) vSak muze ¢astice proniknout (tunelovat) potencidlovou bariérou, i
kdyZz jeji energie je mansi nez vyska této potencidlové bariéry. Po case?) tedy nemtizeme
Fict, zda si snad obé ¢éstice nevyménily sva mista (obr. 7.2).

V kvantové mechanice selhava tedy zbyvajici moznost rozliseni stejnych ¢astic - rozliseni
podle jejich stavu. jme dva elektrony, z nichz jeden je ve stavy a, druhy ve stavu b. Vyméni-li
si elektrony sva mista nastava podle klasické fyziky novy stav. Podle kvantové fyziky se vsak
touto vyménou stav soustavy nezméni, nebot oba elektrony jsou nerozligitelné. Tato okolnost
hraje vyznamnou roli ve statistice. Statistika ,nerozliSitelnych“ castic vede ke zcela jinym

2) Jak jisté vime z kapitoly 2.

3) Pokud jsme se jesté s vyrazem neprekryvajict se vinové funkce nesetkali a délalo by nam tézkosti tyto funkce si predstavit,
mohla by ndm pomoci k lepsimu pochopeni skutecnost, ze kvadrat modulu vlnové funkce (v souradnicové reprezentaci) udava
pravdépodobnost vyskytu této ¢astice v urcité ¢asti prostoru. Je-li tedy néjaké castice lokalizovand (pomérné dobie) v néjaka
¢asti prostoru a druhé ¢astice (taktéz pomérné dobie) v jiné ¢asti (a tato ,mista® prostoru jsou od sebe dostateéné vzdalena)
znamena to z hlediska jejich vlnovych funkci, ze se neprekryvaji. Jinymi slovy tam, kde jedna vlnova funkce dosahuje svych
maximalnich hodnot, dosahuje druha funkce hodnot nizkych.

4) Ten by se dal uréit.
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A
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Obr. 7.2 Dvé Castice A, B v jamé odélené v bodé x = 0 prepazkou. Podle kvantové mechaniky
mohou ¢astice s energii mensi nez je vyska V|, tunelovat bariérou, a proto nelze fici, ze
jedna castice je v levé ¢asti schranky a druhd v jeji pravé casti

zavéram nezli statistika ,rozliSitelnych® ¢astic. Tim je dana také mozZnost experimentalné
potvrdit (principidlni) nerozlisitelnost stejnych éastic.

Ziskané zaveéry lze shrnout takto:

V kvantové mechanice povazujeme stejné ¢astice za nerozlisitelné. Z toho bezprostiredné
plyne, Ze soustavy stejnych ¢astic se mohou nachazet pouze v takovych stavech, jez se ne-
zméni pii vzajemné vymeéné dvou ¢astic soustavy. Uvedeny princip nerozlisitelnosti stejnych
¢astic je verifikovan, podobné jako ostatni zdkladni postulaty kvantové mechaniky, souhla-
sem experimentu s prfedpovédmi plynoucimi z teorie.

7.1.2. VInové funkce soustavy stejnych castic. Symetrické a antisymetrické stavy

Méjme soustavu tvorenou dvéma ¢asticemi, naptiklad dva elektrony v elektronovém obalu
atomu hélia. Vlnova funkce této soustavy bude zaviset na polohovych vektorech obou elek-
trond 7; a 7 (spinové proménné zatim nebudeme uvazovat) a na Case t, tj. 1 = (7, Ta; t).
Kdyby ¢astice byly nerozlisitelné, potom by vyraz (viz odstavec VII.1 - doplnit)

‘1/}(7?1, ’Fg, t) ’2 dxldyldzldxgdygdzz (715)

udéaval pravdépodobnost, ze v ¢ase t najdeme prvni ¢astici v infinitesimalnim objemu
dx,dy;dz; opsanému bodu 77 a soucasné druhou ¢astici v objemu dzadysdzs opsanému
bodu 7. Jsou-li ¢astice nerozlisitelné, mizeme pouze tvrdit, ze vyraz (7.15) udava pravdé-
podobnost, Ze v ¢ase t najdeme jednu z ¢astic (nevime, kterd to je) v objemu dx;dy,dz; v
okoli bodu 7 a soucasné druhou z nich v objemu dx,dy,dz, v okoli bodu 7. Matematicky
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1w L. y NG L
vyjadfeno to znamena, Ze vyraz pro hustotu pravdépodobnosti |4 (7], 7;t)|” se nesmi zménit
pfi zdmeéné souradnic, tj. musi byt

(R, s )] = [0 (7, 75 8)]” (7.16)

Da se dokazat, ze pro samotnou vlnovou funkci to znamena, ze
(T, Tayt) = (7, 715 t) . (7.17)
Dutikaz vztahu (7.17) provedeme soucasné se zobecnénim na soustavu N nerozliSitelnych

mikrocéastic.
M¢jme soustavu N stejnych ¢astic. VInova funkce takové soustavy ma tvar

w(q1>q27"'7qm"'7qN;t) ) (718)
kde ¢; = (7, S:.),i = 1,2,..., N, oznacuje t¥i prostorové proménné 7; = (x;,¥;, z;) a spi-
novou proménnou S;,i—té Castice. Zaménime-li v soustavé i—tou a k—tou ¢astici, potom
vzhledem k nerozlisitelnosti se nemtize zménit stav soustavy. Zameéna ¢astic se v argumentu

vlnové funkce (7.18) projevi vzajemnou vyménnou soufadnic ¢; a gi. Jestlize se stav nazmé-
nil, musi vzhledem k pravdépodobnostni interpretaci vilnové funkce platit:

|¢(QI7'"7Qk7"'7qi7"‘7QN;t)’2: |¢(QI7'"7Qi7"'7Qk7"'7QN;t)‘2 . (719)

Samotna vlnova funkce se tedy muze zménit jen o fazovy faktor s modulem 1, tj.
UV(q1y ooy Qhy v oy Qiy - -5 qN5 T) :emz/)(ql,...,qi,...,qk7...,qN;t) . (7.20)
kde « je realné ¢islo. Zménme ¢islovani ¢astic ve vztahu (7.20): k — i ai — k. Tak dostavame
V(Grs ey Qiy ey Gy ey AN E) = €U(q1y oy Qs ooy Gy e v QG E) (7.21)
Kdyz vylou¢ime ¥ (g1, ..., qiy- - qr,---,qn;t) ze vztahi (7.20) a (7.21), najdeme
(G ooy Qis ey Ay QN5 E) = €2U(qu, oo Gis oy Qiy - -5 Q5 E) (7.22)
a tudiz
e =1=¢"=41. (7.23)

Vlnova funkce soustavy stejnych mikrocastic tudiz musi p¥i zaméné soutradnic libovolnych
dvou ¢&astic bud

a) zustat nezménéna:

w(s)(ql,...,qi,...,qk,...,qN;t) :—H/J(S)(ql,...,qk,...,qi,...,qN;t), (7.24)

takova funkce se nazyva symetricka (s), nebo

b) zménit jen znaménko:

dJ(“)(ql,...,qi,...,qk,...,qN;t) = —@b(a)(ql,...,qk,...,qi,...,qN;t), (7.25)

takova funkce se nazyva antisymetricka (a).
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Jediné funkce, které maji tyto vlastnosti, mohou popisovat mozny stav soustavy stejnych
mikrocastic - v prirodé se realizuji jen stavy se symetrickymi, nebo antisymetrickymi vl-
novymi funkcemi. Jestlize hleddme napriklad feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice pro
systém stejnych c¢astic, méli bychom se omezit na prostor symetrickych nebo antisymetric-
kych vlnovych funkci. Technicky je vsak casto vyhodné hledat feseni bez tohoto omezeni
a az dodatecné je symetrizovat nebo antisymetrizovat (viz déle rovnice (7.39) a (7.40) na
strané 136.)

Dale se da dokézat, Ze vlnova funkce zustava stale symetricka (antisymetrickd) bez ohledu
na to, do jakych poli se soustava dostava béhem casu.

Ziskané zavéry shrneme do do postulatu, ktery doplni postulaty uvedené v kapitole 4:

Postulat 5

Stejné castice jsou nerozliSitelné. Z toho plyne, ze vlnova funkce souboru nerozlisitel-
nych ¢astic je bud symetricka (viz rovnice (7.24)), nebo antisymetricka (viz rovnice (7.25))
vzhledem k zaméné soutadnic libovolné dvojice ¢astic souboru.

Ktery z téchto dvou pripadl nastava, zalezi na spinu ¢astice - experiment ukazuje, ze sys-
témum tvofenym ¢asticemi s celo¢iselnym spinem 0, i, 27, ... (napf. « ¢astice, m—mezony)
je nutné vzdy prifazovat symetrickou vlnovou funkci a systémum tvorenym casticemi s
polo¢iselnym spinem #/2,3h/2,5h/2, ... (napt. elektrony, protony, neutrony) je nutné pii-
fazovat antisymetrickou vlnovou funkei. Zdanlivé jemny rozdil (symetrie nebo antisymetrie)
ve vlstnostech vlnovych funkci soubort stejnych ¢astic ma dalekosahlé dasledky v chovani
téchto soubort. Projevi se vyrazné napt. ve statistice, jiz se tyto soubory fidi. Odtud také
pochézi ndzev bosony pro ¢astice se symetrickou vlnovou funkei (¥idi se Boseho-Einsteinovou
statistikou) a ndzev fermiony pro ¢astice s antisymetrickou vlnovou funkei (¥idi se Fermiho-
Diracovou statistikou).

D& se ukézat, ze z antisymetrie vlnové funkce soustavy (tedy pro fermiony) vyplyva tzv.
Pauliho (vylu¢ovaci) princip, ktery mizeme vyslovit takto:

V soustavéich stejnych fermiont nelze pfi méfeni nalézt dvé Castice, jez maji soucasné
stejny soubor vSech kvantovych ¢isel. Aplikujeme-li tento princip na elektrony v elektrono-
vém obalu atomu, mizeme Tici, Ze v ném namiizeme najit dva elektrony, které maji stejna
kvantova ¢isla (n,l,m,m,). To je pfesnéjsi forma tvrzeni, Ze ,na jedné orbité mohou byt
nejvyse dva elektrony a ty musi mit opac¢ny spin“. Tohoto tvrzeni se pouziva napi. v chemii
prfi studiu atomového obalu prvkt v Mendélejevové periodické tabulce.

Obdobné jako v piipadé jednoho elektronu i v pfipadé dvou (i vice) elektronu lze v
energiové bilanci spiny ¢zsto zanedbat; v takovém ptipadé je hamiltonidn na spinovych
proménnych nezavisly. Vlnovou funkci soustavy dvou elektronti lze pak psat ve tvaru

(g1, 92) = (71, 72)x (512, S22) (7.26)

(lze separovat prostorové a spinové proménné).
Pozadavek antisymetrie vlnové funkce ¢ (q;, ¢2) (omezujeme se jen na fermiony) je pak
mozno splnit dvéma zpisoby. Bud

G(71, 7 = ¢ (71, 7y = 1) (7, 71) (7.27)
a soucasné
X (512, 82:) = X (512, 82.) = =X (8., 512) (7.28)
nebo
P(F1, 7o = (71, 7o = —\ ) (7, 7)) (7.29)
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a soucasné
X(Slz7 522) = X(G) (Slz7 S2z) = X(q) (S227 Slz) (730)

tj. symetrickou (antisymetrickou) funkci souradnic kombinujeme s antisymetrickou (symet-
rickou) funkci spinovych proménnych®).

Podivejme se nyni podrobnéji na jednoduchy systém®) dvou stejnych ¢astic - elektroni v
elektronovém obalu atomu helia. Hamiltonian zminéného systému dvou elektroni bude mit
tvar (jaddro povazujeme za nepohyblivé a umistime v ném pocatek soufadnicového systému

— viz obr. 7.3)
A n? h? 2¢? 2e? 2e?
H(r, 7)) = — A — A, — — — — — — 7.31
(71,73) 2m. = 2m. °  4dme |71|  Ameg |To|  4meg [T — T2 ( )
kde
52
—TAZ- je operator kinetické energie i—tého (i = 1,2) elektronu,
me
2¢? . ) o o .
- je operator potencialni energie i—tého elektronu v poli ja-
4meq | 7] q
ra,
2¢?

- je operator interakéni energie elektroni.
Ameqy |7 — T

Existenci spinu nebudeme pro jednoduchost uvazovat.

zh —e

Y=

Obr. 7.3

Dva elektrony (—e) v poli heliového
jadra (+42e). Predpoklddame, ze ja-
dro je nepohyblivé v poc¢atku sourad-*
nic.

Vlnovou funkei (7, 7;t) popisujici systém dvou elektronti v atomu helia dostaneme
feSenim Schrédingerovy rovnice

A~

L0 e
lhad)(?"l,rg;t) = H(Tl,TQ)’l,D(Tl,?"Q;t) . (732)

Vzhledem k tomu, Ze operdtor H (7, 7) nezavisi na Case, muzeme FeSeni rovnice (7.32)
hledat ve tvaru”)

¢(F1,F2;t) = eii%tqs(ﬂﬂ:é) ’ (733)

5) Poznamenejme, ze i kdyz hamiltonidn soustavy nezavisi na spinovych proménnych, vede princip nerozlisitelnosti k
zavislosti celkové energie soustavy na vysledném spinu soustavy (viz odstavec 7.1.3.

6) Je-li tento systém jednoduchy, co si po¢neme se slozitymi systémy?

7) Pokud vam je tato véta povédomd, tak jste pozorné cetli stranu 31.
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kde funkce ¢(7,7,) je FeSenim stacionarni Schrédingerovy rovnice
H(F, )¢ (71, 7o) = E(Fy, ) (7.34)

a F - vlastni hodnota hamiltonianu (7.31) - mé& vyznam energie nasi soustavy dvou elektront
v atomu helia.

Resit presné rovnici (7.34) neni mozné, ale z tvaru hamiltonianu (7.31) lze ucinit diilezity
poznatek o charakteru feseni. Elektrony jsou stejné ¢astice, a proto je hamiltonian (7.31)
invariantni®) vii¢i zdméné soutradnic 7 = 7%, tj.

H(r,75) = I‘AI(FQ,F}) (7.35)

Misto rovnice (7.34) mtzeme tedy psat

H(ry, ™) $(r1, 72) = E¢(1, 72) (7.36)
a zdmeénou 7 = Ty, ve vech ¢lenech (7.36) dostavame
H(7y, 7) (P, 1) = EG(7, 71) - (7.37)

Srovname-li rovnice (7.34) a (7.37) mizeme tvrdit:

Je-li funkce ¢(7, ) FfeSenim Schrédingerovy rovnice (7.34), pfislusné vlastni hodnoté F,
potom funkce ¢(7, 7)) je rovnéz feSenim téze Schrodingerovy rovnice (7.34), a prislusi téze
vlastni hodnoté E.

7 principu nerozlisitelnosti mikrocastic plyne, ze mozny stav systému miize popisovat
pouze symetrickd nebo antisymetrickd vinova funkce. Funkce ¢(7,75) a ¢(7,71), jez jsou
feSenimi Schrédingerovy rovnice, v8ak obecné tuto vlastnost mit nemuseji (srovnej také
rovnici VII.4.6. doplnit!!). UkdZeme si nyni, jak lze z téchto funkci ¢(7,7) a ¢(7s, 1)
vytvorit vlnovou funkci, kterd jiz mozny stav systému popisovat mize.

Jsou-li ¢(7y,7%), ¢(7, 1) FeSenim Schrodingerovy rovnice pro tutéz vlastni hodnotu FE,
potom také kazda jejich linedrni kombinace

(71, T2) = c1(T1,T2) + (72, 1) (7.38)

je Tesenim Schrodingerovy rovnice prislusejicim k vlastni hodnoté E. Koeficienty c;, co mu-
zeme vSak vybrat tak, aby vysledna funkce ¢ (7, 7%) jiz byla symetricka nebo antisymetricka.
Funkci symetrickou 4 (7, 7%) dostaneme ziejmé pro ¢; = ¢, = 1, funkci antisymetrickou

(@ (7, 7) dostaneme pro ¢; = —c, = 1:
%Z)(S)(Fl,@) = (71, 7)) + ¢(T, 1) (7.39)
PO (Fy, 7o) = (71, ) — G2, ) (7.40)

Nyni jiz skute¢né plati®)

PO (7, 7)) = YO (7, ) (7.41)

(7, 71) = (7, 7) (7.42)

8) Neménny.
9) Otéazka normalizace téchto vinovych funkci neni v této souvislosti podstatna, proto ji zde pomineme.
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««K

Tento postup - symetrizace a antisymetrizace feseni - mtizeme zobecnit i na piipad vice
nez dvou ¢astic se spinem.

7.1.3. Molekula vodiku. Chemicka vazba

Jednim z prvnich tspéchii kvantové mechaniky bylo objasnéni tzv. homeopolarnich vazeb.

Chemie zna dva hlavni typy vazeb: iontovou (heteropolérni) a homeopolarni. Jestlize si
miizeme molekulu piedstavit slozenou z kladnych a zapornych iontd (napi.NaCl = Na® +
Cl7), jde o vazbu iontovou. Hlavni roli v iontové vazbé hraje zfejmé elektrostaticka ptitazli-
vost opacné nabitych iontd na dlouhou vzdalenost a vzajemné odpuzovani prekryvajicich se
elektronovych obalii na kratkou vzdalenost. Uhrnna potencialni energie systému dvou iontt
ma tedy v zavislosti na jejich vzajemné vzdalenosti R tvar

Le, o
dreg R R™’

U(R) = (7.43)
kde a > 0 a m > 1 jsou empirické konstanty.

Typickym piikladem homeopolarni vazby je molekula vodiku H,. V tomto piipadé jde
o systém dvou kladnych iontd Hia Hf, v jejichZ poli se pohybuji dva zéporné elektrony
1,2. Jadra A a B povazujeme za nehybna. Tuto vazbu se podarilo uspokojivé vysvétlit az
v rdmci kvantové mechaniky, ptficemz dutlezitou roli sehrél, jak ostatné v dalsim uvidime,
pravé zminovany princip nerozlisitelnosti stejnych c¢astic. Ten totiz vyzaduje, aby uplna
vlnové funkce (véetné spinovych proménnych) této soustavy elektronti byla antisymetricka.

Obr. 7.4 te
Molekula vodiku. V poli nehybnych jader A a g
B se pohybuji dva elektrony 1 a 2. Je uzito
toto znaceni:

Hamiltonian soustavy elektroni 1 a 2 v poli jader A a B je roven (obr. 7.4)

L h? h? e? e? e?
H(T’lﬂ“z) = - Ay — JAD

2m. 2m, - Arreg |Tay | B A7eq |7 az] - 47eg |T'p1| B

(7.44)

e? e?

(7.45)

_ — + —
471'60 |7’BQ‘ 47T€() |7“12‘ ’
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7. Soustavy stejnych castic

kde
52
—3 A; je operator kinetické energie i—tého (i = 1,2) elektronu,
me
62
- je operator potencidlni energie ¢i—tého elektronu v poli jadra
Ameq |7 ai A
)
62
- je operator potencidlni energie i—tého elektronu v poli jadra
47eq |7 g4 B
2
—_— je operator interakcéni energie elektrond 1 a 2.
47T€0 ‘7“12’

Poznamenejme, Ze vskutku plati H (7%, ) = H (7, Ts).
Vlnovou funkei soustavy nasich elektroni ozna¢me ¢(7, 7). Tuto vinovou funkci uréuje
Schrodingerova rovnice

H(7, 7)) p(T1, ) = E@(F1, ) (7.46)

kde H je hamiltonian (7.44).

Rovnice (7.46) se da fesit jen pfiblizné. Za nulové priblizeni vlnové funkce se voli pii
této priblizné metodé vlnova funkce atomt vodiku, které na sebe neptisobi. Jinak feceno,
nulté pfiblizeni je fesenim Schrodingerovy rovnice za predpokladu, ze vzdalenost mezi atomy
vodiku je velika.

Pti nasem feSeni budeme tedy vychayet se stavu, v némz jsou atomy vodiku od sebe
vzdaleny. VSimnéme si nejprve podrobnéji hamiltonidnu (7.44) nasi soustavy. Ozna¢me sym-
bolem H (1) vyraz

N h? e?
Hy(l) =— Ay — 7.47
al) o2m.  4dweq [Fau (7.47)
a symbolem Hp(2) viraz
~ h’ e?
Hp(2) = — Ay — . 7.48
5(2) o2m. ©  4dweq [Pl (7.48)

Je ziejmé, ze H 4(1) je hamiltonian prvého elektronu v poli jadra A a H 5(2) hamiltonian
druhého elektronu v poli jadra B. Uplny hamiltonian lze pak psat ve tvaru

A~

H(7,7) = Ha(1) + Hp(2) + W(1,2) , (7.49)

kde

. e? e? e’

W(L,2) =

(7.50)

_ - _ — + — .
Ameg [Faz|  4Ameg |Tp1|  4meg |Tra]

Predpokladejme nyni, ze vzdéalenost R je velkd a ze prvy elektron je v atomu A (v
okoli jidra A) a ze druhy elektron je v atomu B (v okoli jadra B). Za téchto predpokladi
lze zanedbat vyraz W(l, 2), ktery je souCtem energie vzajemného pusobeni mezi druhym
elektronem a jadrem A, energie vzajemného pusobeni mezi prvnim elektronem a jadrem B
a konecné energie vzajemného piisobeni mezi obéma elektrony. Jsou-li atomy velmi daleko
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7.1. Dvé rtuzné c¢astice

od sebe, jsou vSechny tyto tfi veli¢iny malé. V nultém priblizeni lze tedy v rovnici (7.49)
zanedbat ¢len W (1,2). Tim se Schrédingerova rovnice (7.46) zjednodusi na tvar

Hi(1) + ]:13(2)] Go (7, 72) = Egpo(71,75) - (7.51)

Hamiltonian v rovnici (7.51) je souctem jednoelektronovych hamiltoniana (7.47) a (7.48), a
proto miizeme provést separaci proménnych, tj. mtzeme psat

¢o(T1,72) = @a(Fa1)ep(Fp2) - (7.52)

Dosadime-li (7.52) do (7.51), po tGpravé dostaneme

1 . . 1 R .
mHA(l)SOA(TAI) =+ mHB@WB(TBz) =L. (7.53)

Prvni ¢len na levé strané této rovnice je jen funkci 7, a druhy ¢len je jen funkci souradnice
71, pricemz soucet téchto ¢lend je roven konstanté — jeji hodnota je Fy. To je mozné jen
tehdy, kdyz oba tyto ¢leny jsou rovny jisté konstanté'®). Oznacime-li tyto konstanty poradé
E4(1) a Ep(2), dostavame jednu rovnici pro funkei ¢4 a jednu rovnici pro funkei ¢p:

Ha(Dpa(Tar) = Ea(L)pa(Far) (7.54)
Hp(2)pp(752) = Ep(2)0n(7p2) » (7.55)

pricemz ziejmé
Ey=FEs(1)+ Ez(2). (7.56)

Reseni rovnic (7.54) a (7.55) zname, jde o vlnové funkce atomu vodiku. Ponévadz nidm
pijde o nalezeni stavu molekuly vodiku s nejnizsi energii (tzv. zdkladni stav), budeme volit
atomové vinové funkce, jez odpovidaji stavu s n = 1 (viz odstavec V.2.2):

. 2 FA1]
T = exp | ——— 7.57
a(rar1) ey p [ o (7.57)

. 2 'FBZ:|
'S = ex _—— 5 758
SOB( B1) ngB p [ ap ( )

pficemz

EA(1) = Ep(2) = E; = —13,6eV . (7.59)

7 postuldtu 5 vime, ze stav soustavy stejnych castic mize popisovat pouze symetrickd
nebo antisymetrickd vinové funkce. Funkce ¢ (7, 7) dana vztahem (7.52) vSak sama tuto
vlastnost zfejmé nemd. Muzeme vSak z ni podle vztahu (7.39) (respektive (7.40)) vytvorit
antisymetrickou ¢ (71, 7) (respektive ¢ (71, 7)) vlnovou funkei, ktera jiz bude v nultém
priblizeni pfedstavovat feSeni problému s hamiltonidnem (7.44):

(()S)(beé) = A% [¢o(71,72) + ¢o(72,71)] (7.60)

O (71, ) = A [o(F1, ) — do(Pa, 7)) (7.61)

10y Pouge sectenim konstant dostaneme konstantu
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7. Soustavy stejnych castic

kde A% a A” jsou takové, aby vlnové funkce (7.60), (7.61) byly normalizované. Ponévadz
funkce @ (7a1) a ©p(TB1), resp. a(Taz2) a pp(Tp2), nejsou ziejmé ortogonalni, nejsou A* a
A® konstanty, ale jsou zavislé na parametru R, tj. A° = A*(R) a A® = A*(R).

Zatim jsme nebrali v tivahu spin elektronti. Ponévadz hamiltonidn (7.44) nasi soustavy
na spinech nezalezi, mtzeme postupovat obdobné jako v predchazejicim odstavci a psat
plné vlnové funkce systému elektront ve tvaru'!) (viz rovnice (7.27 az (7.30))

1¢0(q17q2) = (b(()é (7"1 TQ) (a )(Slz,SQZ) 5 (762)

311Z)(()Q17QQ) = (a)(rlvT'Z) (G)(Slzaséz) ) (763)

tj. antisymetrickou tplnou funkci ¥ (¢, q2) vytvorime bud jako soucin symetrické funkce
prostorovych proménnych a antisymetrické funkce spinovych proménnych'?), nebo jako
sou¢in antisymetrické funkce prostorovych proménnych a symetrické funkce spinovych
proménnych’?).

Dostali jsme tak dvé vlnové funkce *¢bo(q1, ¢2) a ?’wéql, ¢2) nulového (nékdy téz ..v nultém
pribliZzeni) popisujici dva rtzné stavy systému elektroni v molekule H,. Energie systému
elektront se pak v dalsi aproximaci vypocita jako stiedni hodnota operatoru H (71, 73),
daného vztahem (7.44), ve stavu '¢y(q1,¢q2) (hodnota E?), respektive 13(q1,q2) (pro E)
nulté aproximace, tj:

s (s) 3> 13
B = [[ 68 Gu i A 7)ol () s (7.64)

Be = // O (71, 7o) FL (7, 7) 6 (7, 7o) a7 (7.65)

Zdtraznéme, ze takto spoctena energie souboru elektroni v molekule vodiku zavisi na vzda-
lenosti jader R. Abychom dostali celkovou energii molekuly vodiku, musime ke spocétené
energii systéme elektront pfi¢ist potencialni energii ionti, kterdzto je rovna:

2

V(R) = 4;60 a (7.66)
Pro celkovou energii molekuly tedy plati:
Elw(R) = EZ(R) + V(R) (7.67)
jestlize jsou elektrony ve stavu '1y(q1, ¢2), a
Efar(R) = EX(R) + V(R) (7.68)

jestlize jsou elektrony ve stavu 3vo(q1, g2)-

Zavislost £, (R) a E%, (R) na parametru R je vynesena na obr. 52. Z tohoto grafu
vyplyva, ze funkce ") (q1, ¢2) popisuje stav, kdy pii vzdalenosti R = Ry mé celkové energie
systému minimum, tj. vytvaii se molekula. Takto vypoctena vzdalenost Ry mezi jadry A a
B v molekule H, dobre souhlasi s hodnotou experimentalné ziskanou.

Na to, ze vlnova funkce '¢0(q1,q2) popisuje stav, kdy se mezi ionty H* vytvoii che-
mickd vazba, a naproti tomu, ze vlnova funkce 3¢(()q1,q2) k takové vazbé nevede, mlizeme
(lehce) usoudit z hustoty pravdépodobnosti vyskytu elektront, které tyto vlnové funkce

11) Ten, kdo vydrzi az do konce se v poslednim odstavci dozvi, pro maji funkce (g1, g3) horni indexy pravé takové.
12) Ecce (coz znadi ejhle, hle) nase 1w0(q1,q2)

13) Ecce (coz znadi to stejné) nase 31/10q1, q2).
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Ecl

V=

2F,

vazebné energie molekuly

Obr. 7.5 Zavislost celkové energie soustavy tvorené dvéma vodikovymi atomy na vzdalenosti R
jejich jader (E; = —13,6€eV je energie zakladniho stavu atomu vodiku). Ve stavu 11
(odpovidajici energie je E%,,) se vytvoii stabilni molekula. Vzdalenost mezi jadry v
molekule Hy vychézi Ry0,74 - 10~'° m energie je E%,,) se chemickd vazba nevytvori.

udavaji. Na symetrické roviné mezi obéma jadry A a B plati r4; = 71,742 = Tp2, &
tedy vzhledem ke tvaru vlnovych funkei 4 a ¢p zédkladniho stavu atomu vodiku (viz rov-
nice (7.57),(7.58)) musi platit @a(ra1)es(rs2) = @a(ra2)es(rsr). Hodnota vinové funkce
O\ (7, 7), dané vztahem (7.61), na této symetrické roviné je tudiz nulova, kdezto hodnota
vlnové funkce ¢ (71, 7) jest od nuly riizné. Z toho lze soudit, Ze vinové funkce ¢§” (7, 7)
(a tedy i '90(q1, g2)) popisuje stav, kdy se mezi kladnymi jadry utvori ”dostate¢né velky ob-
lacek” zaporného naboje elektront, ktery zprostiedkuje vazbu. Naproti tomu vlnové funkce
(7, 7%),a tedy i 3¥0(q1, g2) k takovému ”oblécku” nevede.

Vzhledem k Pauliho vylucovacimu principu miizeme soudit, ze spinova vlnova funkce
X (S12, Ss.) ve vztahu (7.62) popisuje piipad, kdy elektrony maji spin opaény 1| a tedy vy-
sledny spin elektronti v molekule vodiku nulovy, kdezto spinova vinovéa funkce x®(Sy., Ss.)
ve vztahu (7.63) popisuje pfipad, kdy spiny elektroni jsou rovnobézné 171 a tedy vysledny
spin soustavy elektront v molekule je roven h. Uvéazime-li mozné primeéty vysledného spinu
do osy z, vidime, ze funkci *t(q1,¢2) odpovida jedingy mozny primét spinu rovny nule,
zatimco pro funkei 31)y(q, ¢2) existuji t¥i mozné priméty (rovny 0,57, —h). Stav s energii
E? . je tudiz nedegenerovany a stav s energii E?,. je trojnasobné degenerovany. Tim je
také vysvétlen smysl indexii 1 a 3 u vlnovych funkei *¢o(q1, g2) a *10(q1, g2)-

Kdo to docetl az sem, je borec!
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8 Dodatek

8.1. Posuv ¢ar atomu vodiku, redukovana hmotnost

V nésledujicim odstavci se pokusime ukazat, jak se zméni feSeni Bohrova modelu atomu
vodiku v piipadé, kdy nepovazujeme jeho jadro za nehybné'). V tom piipadé je nutno
cely problém fFesit v soustavé tézistové, nebof jadro i elektron kolem tohoto spoleéného

lze piepsat ve tvaru
L=mor=nh , v=uwr=mwr’=nh. (8.1)
Vztah, ze kterého lze urcit polohu tézisté je
mere = M;r; , (8.2)
kde
T=Te+T;. (8.3)
Celkovy moment hybnosti atomu vodiku je pak
L = mewr? + Mjwr? . (8.4)

Uhlové rychlost w je pro obé &astice stejna. Bohriiv postulat 1.17 na strané 8 ma pak tvar

mewr? + Mjwr? = nh . (8.5)
Z rovnic (8.2) a (8.3) plyne, ze
M;
e = 8.6
' <Mj + me) (86)
a
Mme
b <Mj+me)r’ &7
takze podminka (8.5) ma tvar
meM; 2
_— =nh. 8.8
(g )= o)

K zapocteni pohybu jadra je nutné ,upravit® i rovnici (1.19). Jeji spravny tvar je nyni

1 €2

- 5 )
4mey r?

(8.9)

mew2re =

o

1) Rozuméjme nekonec¢nékrat ,,hmotnéjsi“ nez je hmotnost kolem néj obihajiciho elektronu. Pfipomenme jesté, ze hmotnost
protonu je priblizné 1836-krat vétsi nez hmotnost elektronu.
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8.2. Gaussova funkce a jeji graf

nebot elektron se pohybuje po kruhové draze o poloméru r., kdezto elektrostatickd coulom-
bovska sila ptisobi na vzdalenosti r. Zavedeme-li tzv. redukovanou hmotnost:

/ meMj
=<7 8.10
= e (8.10)
zjistime, Ze rovnice (8.8) a (8.9) lze psat ve tvaru
m/'wr? = nh (8.11)
a
1 e?
/2
L, 8.12
MW T 4ey 2 ( )

S témito vztahy lze tedy ,zachazet® uplné stejné, jako se vztahy jiz diive odvozenymi pro
pripad nepohyblivého jadra M;. Tedy vyraz
1 mlet 1

E,=———— n=1223,... 8.13
2 (47r€0)2 K2 n? ( )

predstavuje obdobny vztah pro vypocet celkové energie elektronu v poli protonu jako rov-
nice (1.28) pouze s tim rozdilem, ze hmotnost m, elektronu je ,nahrazena“ redukovanou
hmotnosti elektronu m. Na zavér této casti dodatku mizeme spocitat, jak se energiové
hladiny zméni, je-li zapocten pohyb jadra - relativni zména energie bude nejspis rovna:

m! M; 1836

€

m. M, +m, 1837

= 0,99945 , (8.14)

coz predstavuje zvySeni energie o cca 0,05 procenta?). Hodnota Rydbergovy konstanty R
na osm platnych ¢isel bez korekce na pohyb jadra je R = 1,0973731 - 10'm™~!; korekci se
snizuje na R = 1,0967758 - 10’m~!. Poznamenejme jesté, ze pojem ,redukovanid hmota“
sehral vyznamnou roli pfi objevu deuteria®). Vzhledem k vé&t$i atomové hmotnosti jsou
spektralni ¢ary deuteria posunuty ke krat$im vlnovym délkdm - ¢ara nazyvana H, ma
u deuteria vlnovou délku rovnu 656,1 nm oproti stejné u vodiku 653,3 nm. Tento sice maly
(ale detekovatelny) rozdil v poloze ¢ar je postacujici k identifikaci deuteria.

8.2. Gaussova funkce a jeji graf
Zde ma byt malé pojednani o Gaussové zvonovce a rovnéz uveden jeji graf. Je to vod
k vlnovym klubkdm z kapitoly 1 na strané 22.

8.3. Potencialovy schod

Matematické upravy vedouci k vyjadieni hustoty pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v poli
potencidlového schodu (viz strana 143)

2) Zaporné Eyn maji nyni mensi absolutni hodnoty.
3) Jadro deuteria je slozeno z protonu a neutronu, obal tvori jeden elektron.
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8. Dodatek

(a) Energie E < Vj

or(x) = .kA [(ik — a)e™ + (ik + a)e ] = (8.15)
ik — «
A .
T [(ik — ) (cos kx + isin kx) (8.16)
+(ik + a)(cos kx — isin kx)] (8.17)
(8.18)
=% a [ik cos kx — k sinkz — a cos kx — iasin kx + ik cos kx (8.19)
+k sinkx + « cos kx — iasin kx| (8.20)
. 24
T (2ik cos kx — 2iasin kz) = T a (k cos kx (8.21)
. 21AVEK? + o k o} .
—asinkx) = TR <\/m cos kx — Wi sin k:a:) (8.22)
2'A< /-2 2 2141 /-2 2
= 1‘l€——|—a (cosycoskx — sinvysinkz) = 1‘l<:—+a cos(kx + ) (8.23)
ik — o ik — o
tedy
i/ 2 2
or(z) = MA cos(kz +7) , (8.24)
ik —a
kde
~v = arctan(a/k) ax <0
déle
(@, ) = ler(@)] = pr(2)pi(x) =, (8.25)
21/ 2 2 2 —1)+/ 2 2
= ﬂfl cos(kz + W)MA* cos(kx + ) (8.26)
ik — « (—)k — «
—4i%(k? 4 o?)
=——~ A A*cos? T — 2
o cos (kx+7)(—1)(ik—|—o¢) (8.27)
—4(k* + o?)
= ——— A A" cos?*(k 2
=) cos”(kx + ) ) (8.28)
—4(k* + a?) .
= WA A* cos®(kx + ) (8.29)
= 4|A| cos(kx + 7) (8.30)

8.4. Vice o hermitovskych operatorech
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8.4. Vice o hermitovskych operatorech

««

vvvvv

8.4.1. Definice

Linearni operator O se nazyva hermitovsky, jestlize pro libovolné ¢ € F a ¢ € F plati
tato rovnost:

(O ¢,9) = (#,0 ¥), (8.31)

coz muzeme podle definice skaldrniho soucinu (4.5) zapsat také takto:

/ (O @)y, dr = / 0" (0 ) ,dr. (8.32)

8.4.2. Vlastnosti vlastnich hodnot a vlastnich funkci hermitovskych operatora

Lemma

_ Je-li operator O hermitovsky, potom pro libovolné ¢ € F¢islo (stfedni hodnota operatoru
O ve stavu )

(O »,9) (8.33)
je realné.
Dtikaz
Z vlastnosti skalarniho souéinu (4.5) plyne
(.0 9) =0 ¢,9).

Z druhé strany podle definice (1) hermitovského operatoru plati

(0,0 ¢) = (0 ¢,9) .

Ponévadz pravé strany obou rovnic jsou stejné, musi se rovnat i jejich levé strany. Tak
dostavame, ze

~ A~

(0,0 ¢)" = (9,0 ¢) ,
z ¢ehoz plyne, Ze ¢islo (¢, O ©) je realné.

Véta 1

Vlastni hodnoty hermitovského operatoru jsou realné.

Dukaz

O bud hermitovsky operator a u jeho vlastni funkce prislusejici vlastni hodnoté A, tj.
Ou=\u .
Udélejme skalarni soucin levé i pravé strany této rovnice s funkci u; dostaneme
(u, O u) = (u, \u) .
Vzhledem k vlastnosti (4.6) skalarniho soucinu plati
(u, Au) = Mu,u) ,
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8. Dodatek

a proto muizeme psat R
(u, O u) = Nu,u) .

Podle lemmatu vime, Ze leva strana této rovnice je rovna realnému ¢islu. Ponévadz i skalarni
sou¢in (u,u) je podle vztahu (4.8) roven redlnému ¢islu, musi byt i ¢islo A realné a to bylo
treba dokéazat.

Véta 2

Vlastni funkce pfislusné k rtznym vlastnim hodnotam hermitovského operatoru jsou
navzajem ortogonalni

Dukaz

Necht O je hermitovsky operator a nechf w, a w, jsou dvé vlastni funkce piislusejici
vlastnim hodnotdm A\, a A,, # A, tohoto operatoru, tj.

Ou, = M, , (8.34)

~

Ou,, = AU, - (8.35)
Podle definice (8.31) musi platit
(U, O ) = (O up, ) -
Dosadime-li sem z rovnic (8.34), (8.35), dostaneme
(Uny Apn) = (ApUpy Upy) -
Uzijeme-li vlastnosti (4.6) a (4.7) skalarniho sou¢inu, mizeme psét
A (U Ur) = N5 (Ugy Uy
Ponévadz vlastni hodnoty hermitovského operatoru jsou realné, tj. A\, = In, obdrzime
A — A\ (U, uy) =0

pro A,, # A, lze tuto rovnici splnit pouze, je-li

(Upy Up) = /u:;um ,dr =0,

coz bylo tieba dokézat.

8.4.3. Soucet a souéin hermitovskych operatoru

Pri zjisfovani toho, zda dany operator je hermitovsky, jsou casto uzite¢nd nasledujici
tvrzeni?)
Véta 3a

Necht operétory O, a O, jsou hermitovské. Potom operator O =0, +0, je rovnéz
hermitovsky.

4) Pro jejich dukazy si pfipomenme, jak jsou definovany operace s operatory na strané 89 — napf. soucet dvou opera-
tort (4.17), c-ndsobek operatoru (4.20), souéin dvou operatorii (4.21), a dale si pfipomenme vlastnosti skaldrniho sou¢inu

vyjéddiené vztahy (4.4) — 4.8.
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8.4. Vice o hermitovskych operatorech

Dukaz
(OA% V) = <(01 + OAz)‘Pﬂﬂ) = (0190 + O2<P7¢) =
= (010,%) + (020, 9) = (9, O1p) + (10, Ox¢p) =
Véta 3b

Necht Aje hermitovsky operator a « realné cislo. Potom operator B = A je rovnéz
hermitovsky.

Dukaz

(Bp, ) = (adp, ) = a"(Ap, ) = a(Ap,9) =
= a(p, AY) = (p,adv) = (¢, BY) .

Upozornéni:
Pokud by « bylo komplexni &slo (o # «), operatorB = oA by jiz nebyl hermitovsky.
Véta 3c

Necht Ol a Qz jsAouAdva hermitovské operatory, které komutuji, tj. Ol Og 202 Ol .
Potom operator O = 0,0, je rovnéz hermitovsky.

Dukaz
Op.) = ((0.0p.9) = (0:(0np.1) =
= (0s9.000) = (£.0:0w) = (£.(0:00) -
= (#.0:02)0) = (,0¢)
Dusledek

Je-li O hermitovsky operétor, je jeho n=t4 mocnina o opét hermitovsky operator.

8.4.4. Vlastni funkce komutujicich operatorua

V kvantové mechanice je dtlezitda otazka, kdy dva hermitovské operdtory mohou mit
spoleény systém vlastnich funkci. Tuto otdzku fesi nasledujici véta:

Véta 4a
Jestlize dva hermitovské operatory AaB komutuji, tj. plati

AB = BA, (8.36)

potom lze pro né najit spolecny soubor vlastnich funkci.
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8. Dodatek

Dukaz

Necht u, je vlastni funkce, prislusejici vlastni hodnoté operatoru fl, tj.
Au, = au, .
Vynéasobime tuto rovnici zleva operétoremf? :
BAu, = aBu, . (8.37)

Ponévadz operatory A a B komutuji, tj. plati pro né vztah (8.36), mizeme na levé strané
rovnice (8.37) zaménit souc¢in BDodaa za DodaaB, ¢imz dostavame

Dodaa(Bu,) = a(Buy,) .

7Z této rovnice plyne, Ze funkce ¢’ = Bu, je také vlastni funkci operatoru Dodaa prislusejici
vlastni hodnoté «. Pokud je vlastni hodnota a nedegenerovana, potom ji prislusi jedina
(linearné nezavisld) vlastni funkce, a proto funkce ¢/ = Bu, se mitize liit od funkce u, jen
¢iselnym faktorem. Oznacime-li tento faktor 8, mizeme psat

Dodaau, = Pu,, ,

odkud je vidét, ze funkce u,, je také vlastni funkci operatoru B, prislusejici vlastni hodnoté
G.

Pokud vlastni hodnota « je degenerovana, nebudou vlastnimi funkce uP,i=1,2,...,9,
operatoru Dodaa obecné vlastnimi funkcemi operatoru B. Da se vSak ukazat, Ze i v tomto
piipadé je mozné vytvotit z funkei u(? takové linedrni kombinace

g
Y = Z ajz-uﬁf) )
1=1

které budou vlastnimi funkcemi operatoru B (podrobny dikaz viz [5]).

Véta 4b

Jestlize dva hermitovské operatory pdf SeznamLiteratury a B maji spoleény tplny sys-
tém vlastnich funkci, potom komutuji.

8.4.5. Operatory souradnice a hybnosti a dalsi

Ukéazeme si, ze operator hybnosti p, = —ihd/(0x) je hermitovskym operatorem na mno-
ziné funkci, které pro |x| — oo jsou k nule. Proto uvazujme skaldrni soucin

R L Y N P
i) = [ v (—max) dm——lh/_wso L e = —inly w]_oom/_w ¥y dr

oo

Zde jsme provedli integraci per partes. Z predpokladu o mnoziné funkci plyne, ze pro hod-
noty, které tvori meze tohoto integralu, jsou funkce ¢ a 1 rovny nule, a tedy ¢len [p*)]>
je rovnéz nulovy. Uvazovany skalarni soucin mizeme pak dale prevést na tvar

o0

. </ L0\ .
_ x
Zjistili jsme, ze operéator p, spliituje podminku (8.31), a je tudiz hermitovsky.
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8.5. Nékteré zertovné matematické tpravy

Operator soutadnice & = x, ktery predstavuje nidsobeni redlnym cislem, je zfejmé hermi-
tovsky; plati

(¢, ) = / o (2) dx = / (xp)dx = (R, )

Operatory métitelnych fyzikalnich veli¢in, které maji klasickou analogii, jako napf. operator
celkové energie (str. 97), operéatory slozek momentu hybnosti (strana 98) aj., mizeme zkon-
struovat ze ,zakladnich“ operatort souradnice a hybnosti (viz ndvod na strané 96). Zda je
novy operator vytvoreny z hermitovskych operatort souradnice a hybnosti také hermitov-
sky, mtizeme pak snadno zjistit s pomoci vét 3a—c.

8.5. Nékteré Zertovné matematické apravy

Vypoéet komutatorua

Komutator [z, p,]:

L de(x) L do(z)
xih i + ihp(z) + xih i = ihe(x)

Tedy komutator [Z,p,]| je roven vyrazu ih.
Cemu je roven komutétor [p,, 2|7

Vypocet komutatoru [ﬁz,ﬁy :

— (2P, — p.) (9p- — 2p,) =
= (9D-2Ps — UP-ED- — 2Dy 2Ds + 2Dy2P.) —
— (2D29p- — 2D22Dy — EP-UP- + ED.2P,) =
YD:2Dy — YP2AD> — ZDyZPs + ZDyTD. — ZD2YP: + ZD22Dy + TP:YP. — TP22Dy =
Vyuzijeme-li spravné komutacnich relaci 5.4, mtizeme pokracovat:
= UP:Pu? — YIP-P2 — 22PyDy + ZTPyPz — ZYPaDz + ZZDaDy + TYP-D2 — TPy~ =
= YPuD2Z — YLP2P> — Z2DyDs + LEDyD. — YZDuD> + ZZPyPo + YTP:P» — TPyP-Z =
= UPaD2Z + LDy ZP. — YD 2> — TPyP-Z =
= 0P (-2 — 2D.) + &by (2D — P.2) =
= 9p. [P=, 2] — &Py [D2, 2] = — 0. [2,P:] + 2Dy [£,D.] =
(2,5:] (D — §p.) = iRL. .

8.6. Vektorovy prostor — avod
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8. Dodatek

Vektorovym prostorem V nazyvame mnozinu prvki (vektori) uzavienou vzhledem ke
dvéma operacim:

e sc¢itani vektori,
e nasobeni vektori ¢isly.

Pfitom musi pro kazdé vektory |i1), |1,) a kazda ¢isla®) «, 3 platit:

1,
[¥1) + [1h2) = [2) + (1) = [th2 + 1), (8.38)

2.
[ho 4+ ¥1) + [¥3) = [Y1) + [Y2 + ¢3), (8.39)

3. Existuje jeding nulovy vektor [0), pro n&j# plati

[¥) +10) = [4), (8.40)

4,
a1 + ¥2)) = alihr) + ale) = |ay) + |arh), (8.41)

5.
(a+B)Y) = aly) + Bly), (8.42)

6.
a(Blv)) = (aB)¥), (8.43)

7.
1j4)) = |9), (8.44)

8.
0[¢)) = [0) = 0. (8.45)

Vektorovy prostor nazyvame N rozmérnym, existuje-li v ném N (ale ne vice) linedrné
nezavislych vektort.

Rikame, ze vektorovy prostor je nekonecnérozmérns, kdyz pro kazdé ptirozené N v ném
lze najit N linedrné nezavislych vektora.

Kazdou uspofddanou mnozinu |¢;) € V linedrné nezavislych vektort, pro niz plati, Ze
kazdy jiny vektor [¢)) € V je linedrné zavisly na vektorech této mnoziny, nazyvame bdzi
vektorového prostoru V.

Funkciondlem F rozumime piedpis, podle kterého kazdému vektoru [¢) z V pritadime
¢islo F(|y)).

5) Pokud jsou tato ¢isla «, 3 redlna, vektorovy prostor se zove realny, pokud jsou tato ¢isla komplexni, vektorovy prostor se
zove komplexni. Ponévadz radéji pracujete s redlnymi ¢isly, budete asi zpoc¢atku smutni, az zjistite, ze se v dalsim budeme
zabyvat pouze vektorovymi prostory komplexnimi.
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8.6. Vektorovy prostor — ivod

Linedrnim (resp. antilinedrnim) funkciondlem nazyvame funkciondl F, ktery spliiuje
vztahy:
E(ly) +19)) = F([9) + F([#)),

Flaly)) = aF (1))

(resp. pro antilinedrni

F(alp)) = " F(|4))
")

pro libovolné vektory [1), |¢) a libovolné ¢islo a.

Funkcional dvou nezavislych proménnych [1), |¢), ktery je linearni vici |¢) a antilinedrni
vzhledem k |¢), (a jehoZ hodnota je pro kazdy vektor |1)) = |p) # 0 kladnd) nazyvame ska-
ldrnim soucinem. Pouzivame pro néj symboliku (p|v), pomoci které lze vlastnosti skaldarniho
soucinu zapsat takto:

1.
(@lpr + 1h2) = (pltn) + (@liba), (8.46)

2.
(play) = alely), (8.47)

3.
(Wle) = {pl¥)", (8.48)

4.
() >0, (8.49)

pfi¢emz znaménko rovnosti plati pouze tehdy, je-li 1)) = 0.

Na tento nas skaldrni soucin se lze divat jako na vyraz vznikly ,vynésobenim“ dvou
symboli: (p| a |¢). Prvy ¢len pfedstavuje prvni ¢ast zavorky (anglicky bracket) a tak jej
ve fyzice nazyvame bra-vektorem, zatimco druhy (tj. o)) ket-vektorem. Bra-vektory tvori
taktéz vektorovy prostor. Je jim vektorovy prostor linedrnich funkcionali definovanych nad
prostorem ket tak, ze funkcional (p| pfitazuje ketu |¢) ¢islo (p|)).

Normou vektoru |1) je nezaporné ¢islo

Il =1 19) I = ()" = V@),

Rikame, Ze vektor |1) je normalizovany, je-li ||v| = 1.
Vektory [¢), |¢) nazgvame ortogondlni, kdyz

(¥lp) = 0.

O mnoziné vektort [11), ..., |y) Tikdme, Ze je ortonormalizovand, plati-li

<1/)z‘wk>:(szku ’L,k :17)N7

6) Hvézdicka zde znaci komplexni sdruzenost, tj. zaménu -i za i.
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8. Dodatek

kde

_ {0 pro i # j (8.50)

1 prot =y

je tzv. Kroneckerovo delta.

Vektorovy prostor, ve kterém je definovan skalarni soucin, se nazyva unitdrni vektorovy
prostor.

Rikéme, Zze posloupnost vektort {|¢,)} je Cauchyova typu, jestlize pro kazdé ¢ > 0
existuje ngy takové, ze

|| |wn> - 2pm) || <e

pro kazdé n,m < nyg.
Rikame, Ze posloupnost vektort {|,)} konverguje”) k [1)), kdyZ

T | 1) — ) || = 0.
Mizeme toto tvrzeni zapsat ve tvaru [¢),) — [1), nebo téz

Tim i) = ).
Prostor, v némz kazda Cauchyova posloupnost konverguje, se zove uplng.
Uplny unitarni prostor se nazyva Hilbertovym prostorem — oznaéme jej H.
Hilberttiv prostor H, v némz existuje ortonormélni baze tvorena spocetné®) mnoha vek-
tory se nazyva separabilni.
Necht H je Hilberttv prostor a {|¢;)} jeho ortonormélni baze. Potom libovolny vektor

|A) € H mizeme zapsat jako
A) =D asls),
J

kde
= (¥;]4).

Cisla a; jsou ndm dobie zndmé napt. slozky vektoru v 3 rozmérném vektorovém prostoru,
se kterym jsme se jiz ddvno setkali na zakladni skole a ktery nds jiz nedési. Mnozina®) {a;}
jednoznac¢né urcuje vektor |A).

Jsou-li b; komponenty vektoru |B) (ve stejné bazi ovsem), pak slozky vektoru a|A)+3|B)
jsou cisla {aa; + (b;}.

Ortonormalita baze umoznuje vyjadiit skalarni soucin vektoru |A) a |B) ve tvaru

(A|B) = Za (5] wal ZZab (h; |;) —ZZabéw > ash;.

7) Jedna se o tzv. silnou konvergenci. Zavadi se i slabd konvergence, plati-li

lim (¥n —1plp) =0

n—oo

pro kazdy vektor |¢) € V. Silna konvergence implikuje slabou konvergenci a v koneéné dimenzionalnich prostorech si jsou
obé ekvivalentni.

8) Lze vytvorit vzajemné jednoznac¢né zobrazeni na mnozinu vSech prirozenych ¢isel, tj. i kdyz je téchto vektorti nekoneéné
mnoho, lze je ,spocitat“.

9) U nas bohuzel zhusta komplexnich ¢isel, nejsme jiz na zékladni skole)
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8.7. Diracova symbolika — tvod
Usporadame-li ¢isla a; do sloupce

ay

ag

(8.51)

je pak ket vektor |A) reprezentovan jednosloupcovou, n fddkovou'?) matici. Odpovidajici
bra vektor je reprezentovan matici hermitovsky sdruzenou; tj. (A| je uréen matici

(ay,as,...,a5,...).

Skladani ket, resp. bra vektori odpovidé sec¢itani prislusnych matic a skalarni soucin se uréi
b
podle pravidel maticového nasobeni.

8.7. Diracova symbolika — ivod

Zde se bude nachéazet struény tivod do Diracovy symboliky, ktery mtze byt uzitecny pri
feSeni problému stavu c¢astice nachazejici se v napr. dvojité potencidlové jameé na stranach
65, 67.

10)

««

n muze byt i co.
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