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A) Funkce - opakovani

Pojem funkce

V odbornych a prirodovédnych predmetech se Casto setkavame s ulohami, ve
kterych se hodnoty jedné veliCiny meéni v zavislosti na hodnotach jiné veliCiny.
Tuto zavislost popisujeme pomoci pojmu funkce jako zobrazeni v R.

Necht A a B jsou dvé neprazdné mnoziny realnych Cisel. Priradime-li
kazdemu cislu x z mnoziny A podle nejakeho predpisu prave jedno Cislo y z
mnoziny B, které oznac¢ime y=f(x), pak mnozina f usporadanych dvojic [x;f(x)]
se nazyva realna funkce realne proménné x (strucné funkce f).

fiy=f(x)x0D(r)

Mnozinu A oznacujeme D(f) a nazyvame definicnim oborem funkce f.
Mnozinu B oznacujeme H(f) a nazyvame oborem hodnot funkce f.
Cislo x je nezavisle proménnd, argument funkce f.

Cislo y je zavisle proménna, funkéni hodnota funkce f v bodé x.




Vlastnosti funkci

a) Sudé funkce, liché funkce

Suda funkce Licha funkce
xOD(f):—xUD(f) (xOD(f):—xUD(f)
LxUD(f): f(=x) = f(x) LxOD(f): f(=x)==f(x)
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Graf je soumérny podle osy y. Graf je stfedové soumérny podle pocatku.
Napt: f:y=x>,D(f)=R Napf: f,:y=x,D(f)=R

£, y=x2,D(f)=R-{0} £, y=x7,D(f)=R-{0}




Vlastnosti funkci

b) Periodické funkce

Funkce se nazyva periodicka, prave kdyz existuje takové Cislo p > 0, ze pro
kazdé k € Z plati:

1) Je-li x € D(f), pak x + kp € D(f)

2)f(x+kp)=f(x)

perioda funkce

Napf: Ji:y =cosx, f,:y=sinx
fiiy=tgx, f,:y =cotg x




Vlastnosti funkci

c) Funkce omezena (zdola, shora), maximum a minimum funkce

Zdola omezena Shora omezena Omezena

Ld:LxUD(f)je f(x)=2d Lh:LxUD(f)je f(x)<h Je omezena shora i zdola.
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y=d

y=h

Funkce f ma v bodé a maximum, praveé kdyz: OxOD(f)je f(x)< f(a)
Funkce f ma v bodé b minimum, pravé kdyz: [OxOD(f)je f(x)= f(b)




Vlastnosti funkci

d) Rostouci a klesajici funkce

Rostouci funkce Klesajici funkce

U, x, UD(f):x, <x, = f(x) < f(x,) Ux,x, UD(f):x, <x,= f(x)> f(x,)
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Je-li funkce rostouci, pak je prosta. Je-li funkce klesajici, pak je prosta.

Funkce je prosta < Ux,,x, UD(f):x, #x, = f(x,) % f(x,)

Funkce rostouci a klesajici se souhrnné nazyvaji RYZE MONOTONNI.




Vlastnosti funkci

d) Neklesajici a nerostouci funkce

Neklesajici funkce Nerostouci funkce

L, x, UD(f):ix, <x, = f(X) = f(x)  Lhx,x, UD(S) X, <x, = f(x)) 2 f(x,)
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Funkce nerostouci a neklesajici se souhrnné nazyvaji MONOTONNI.




Vlastnosti funkci

e) Inverzni funkce

Inverzni funkce k prosté funkci f je funkce f-1, pro kterou plati:

1. D(f )= H(f) a H(f ~*)= D(f)
2. Kazdému y e D(f ) je ptirazeno pravé to x € D(f), pro které je f(x) = y.

Grafy funkci fa f -1 sestrojené v téZe soustavé soufadnic Oxy se stejnou délkovou
jednotkou na obou osach jsou soumérneé sdruzeny podle primky y = x.

Napt.: Y
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1 LINEARNI FUNKCE
f:y=ax+b, D({)=R

a<o0 a=0

/
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a

D(f) = R, H(f) = R D(f) = R, H(f) = {b}
Je omezena.

Je nerostouci a
neklesajici.

Neni prosta.

M3 maximum a

Neni omezena ani
shora, ani zdola.

Je klesajici, tedy prosta.
Nema maximum, ani
minimum.

Je spojita v R.
Je spojita v R.

Graf: Primka

minimum pro kazdé xeR.

D(f) =R, H(f) =R

Neni omezenad ani shora,
ani zdola.

Je rostouci, tedy prosta.
Nema maximum, ani
minimum.

Je spojita v R.




2 KVADRATICKA FUNKCE

= kazda funkce typu:
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f:y=ax"+bx+c, aZ0,D(f)=R |Graf:Parabola
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D(f)=R, H(f)= < ——;+ooj

Je zdola omezena, neni shora omezena.
Pro b=0 je suda, jinak ani suda, ani licha.
Je rostouci pro x € <-b/2a, +o°) .

Je klesajici pro x € (+o°, -b/2a>.

Neni prosta.
Ma ostré minimum
Je spojita v R.

[-b/2a;c-b?%/4a]

D(f) =R, H(f):<—°°;c——J

b2
4a

Je shora omezend, neni zdola omezena.
Pro b=0 je suda, jinak ani suda, ani licha.
Je rostouci pro x € (+o°, -b/2a> .
Je klesajici pro x € <-b/2a, +o°).

Neni prosta.

Ma ostré maximum [-b/2a;c-b?/4a]
Je spojita v R.




3 MOCNINNA FUNKCE S PRIROZENYM MOCNITELEM

f:y=x", nUN,D(f)=R

Pro: n=1:linearni funkce f: y = x
n = 2: kvadraticka funkce f: y = x

n = 3: kubicka funkce f: y = x3
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D(f) =R, H(f) =R
Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.

Je rostouci, tedy prosta.
Nema maximum, ani minimum.
Je spojita v R.
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Graf: n=1: pfimka

n > 1: parabola n-tého stupné

n sudé

D(f) = R, H(f) = <0, +«)

Je suda.

Je zdola omezena, neni shora omezena.
Je rostouci pro x € <0, +o°) .

Je klesajici pro x € (-o=, 0>.

Neni prosta.

Nema maximum, ma minimum [0,0].
Je spojita v R.




4 MOCNINNA FUNKCE SE ZAPORNYM CELYM MOCNITELEM

= funkce

fiy

x", nOON,D(f)=R

Graf:
hyperbola stupné n+1
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D(f) = R—1{0}, H(f) = R — {0}

Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.
Klesa pro x € (-o2, 0) a x € (0, +°).
Nema maximum, ani minimum.

Je spojita pro x € (-0, 0) ax € (0, +o°).
Je prosta.

D(f) = R—{0}, H(f) = (0, +eo).

Je suda.

Je omezena zdola, neni shora omezena.
Je rostouci pro x € (-o=, 0) .

Je klesajici pro x € (0, +o0).

Neni prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je spojita pro x € (-o=, 0) a x € (0, +=°).




5 LOMENA RACIONALNI FUNKCE

_ P(x)
0(x)
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D(f) = R—{0}, H(f) = R— {0}

Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.

Je rostouci pro x € (-o0, 0) a x € (0, +o).
Je prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je spojitd pro x € (-0, 0) ax € (0, +o°).

D(f) = R—{0}, H(f) = R —{0}.

Je licha.

Neni ani shora, ani zdola omezena.

Je klesajici pro x € (o=, 0) a x € (0, +oo).
Je prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je spojita pro x € (-o=, 0) a x € (0, +=°).
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6 EXPONENCIALNiI FUNKCE

f:y=a", a>0,aZ1,D(f)=R

\ Y A

D(f) = R, H(f) = (0;2).

Neni ani suda, ani licha.

Je omezena zdola (a* > 0), neni omezena
shora.

Je klesaijici, tedy prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je inverzni k funkci logaritmicke.

Je spojita v R.

(exponenciala)

Graf: exponencialni krivka
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D(f) = R, H(f) = (0;=).

Neni ani suda, ani licha.

Je omezena zdola (a* > 0), neni omezena
shora.

Je klesaijici, tedy prosta.

Nema maximum, ani minimum.

Je inverzni k funkci logaritmicke.

Je spojita v R.

a4




7 LOGARITMICKA FUNKCE

f:y=log,x, a>0,a ¢1»D(f):(02°°)

Graf: logaritmicka krivka
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D(f) = (0;«), H(f) = R.

Neni ani sudd, ani licha.

Neni omezenad zdola, ani shora.
Je klesajici, tedy prosta.

Nema maximum, ani minimum.
Je inverzni k funkci exponencialni.
Je spojitd v (0;).
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D(f) = (0;==), H(f) = R.

Neni ani sud3d, ani licha.

Neni omezend zdola, ani shora.
Je rostouci, tedy prosta.

Nema maximum, ani minimum.
Je inverzni k funkci exponencialni.
Je spojita v (0;).




Interpolace a extrapolace, aproximace

* Interpolacni funkci rozumime funkeci f, ktera splnuje interpolacni podminky
f(x;)) =y, i=0,...,n, tedy graf interpolacni funkce prochazi opérnymi body.

* Graf aproximacni funkce neprochazi nutné danymi opérnymi body, ale
vystihuje jejich rozlozeni (minimalizuje odchylku od zadanych opérnych boda).
* Extrapolaci rozumime vyuziti interpolacni funkce mimo

interval <x,x, >.

4
Aproximacni
funkce
@]
/(FEQTESE)}
/ .

o

| | | | ’

| X

Xo X Xz X3

extrapolace interpolace extrapolace




Pro (n+1) opérnych bodu uréujeme polynom
f©=3 ax
splAujici interpolai’:ﬁ? podminky
fs)=Xa =y,

Priklad:

Pro dvojici opérnych bodu (0,2), (1,1)
uréime interpolaéni polynom
Primy vypocet:
f(x)=a,+ax
a,+ax, =y, ~>a,+a.0=2
a,+ax, =y, —a,+a.l=1

a, =2,a,=-1

f(x)=2—x

18




B) Derivace funkce

1 Pojem derivace

Je-li funkce f definovana v okoli bodu x, a existuje-li limita

lim

x—»xo

J ()~ f (%)

X=X,

Potom tuto limitu oznacujeme f(x,) a nazyvame ji derivaci

funkce f v bodé x,,.

Derivace funkce fv bodé x, je tedy Cislo:

J (%) = lim

X—)XO

J ()~ f(x)

X=X,

Pozn.: PfioznaCenix=x, +hax—x, = h:

g = tim L TP~




2 Geometricky vyznam derivace funkce

Pro smérnici tecny k; ke grafu funkce f

YA

E i >
Xo X=X+h x

Rovnici te€ny pak muzeme psat ve tvaru:

v bodé T [x,y,] plati: |k, = f"(x,)

/Platl’ totiz: smernice seCny ST je \
Ay
ke =tgx = Ar

Pokud se bude bod S pfiblizovat k
bodu T, bude se poloha se¢ny ,blizit*
poloze teCny v bode T [x,, y,].

Pro smeérnici tecny tedy dostaneme:

k= lim 2 = 1im LTS () - oy

\ -0 Ax  x-x X=X, /

Y=o =S (%) L(x =)




3 Derivace zakladnich funkci

L Vzorce pro derivaci Podminky platnosti vzorce
FRnkEE IF 3 = F ) funkce f (xe D))
y=c(ceR) y' =0 x € (—o00, +00)
y _— xn’ ne N yr — nxu—-l x € (“OO, +OO)
y=x* kel p' = Jok ! x € (—o0, 0) U (0, +00)
r=xre R y'= ! x € (0, +0o0)
y=e" y'=e* x € (—00, +00)
y=a*(a>0,a#1) y'=a‘lna x € (—i50, +en)
1
y=nx y' sl x € (0, +0)
= | (a>0) P x € (0, +00)
R ) xlna ' ’
y = sin x y' = cosx TE (o, )
y = €0S X y' = —sin x x € (—oo, +00)
1 T
- i &= 3 k= —
y=tgx ) X € A_EJZ(( Yo%
n
-+ L
2k + 1) 2)
y = cotg x y'=- _1,_, e L}k (k+1)n)
sin“x keZ




4 Vzorce pro derivaci souctu, rozdilu,
soucinu a podilu funkci

Jestlize funkce f: u = f(x), g: v = g(x) maji derivaci v kazdém bodé x
e M, pak pro derivaci souctu, rozdilu, souCinu a podilu téchto
funkci plati pro vSechna x € M (u podilu g (x) # 0) nasledujici
vzorce:

a) (ut+ v)y =u + v,
b) (n— v) = u' - v,
¢) (uv) = u'v+ uv',
d) (cu) = cu', c € R,

u\' uwu'v—uv
e) (?) = , v+0.

V2




5 Derivace slozenych funkci

Jestlize funkce z = g(x) ma derivaci v bodé x, a jestlize funkce
y = f(z) ma derivaci v bode z, = g(x,) , ma slozena funkce
y = f(g(x)) derivaci v bodé x, a plati:

[f(g(xo))] = f(8(xo)) - 8 (%)




6 Aplikace: vysetrovani prubéhu funkce

6. 1 Monotonnost funkce

Necht funkce f je spojitad na intervalu <a,b> a ma v kazdém bodé
X € (a; b) derivaci f'(x,). Pak plati:

* Je-lif'(x,) >0 pro kazdé x € (a;b)=» f je rostouci na <a,b>.
* Je-lif'(x,) <0 pro kazdé x € (a;b)=» f je klesajici na <a,b>.




6 Aplikace: vysetrovani prubéhu funkce

6. 2 Extrémy funkce

Ma-li funkce f v bodé x, derivaci a je-li f'(x,) =0, pak x, nazyvame
stacionarnim bodem. V tomto bodé x, muze, ale nemusi mit funkce
lokalni extrém — jedna se o bod ,podezrely “ z extrému.

Necht f'(x,) = 0 a necht existuje v bodé x_ druha derivace. Pak:

* Je-lif'(x,) <O =% ma funkce f v bodé x_ostré lokalni maximum.
* Je-lif(x,) >0 =% ma funkce f v bodé x_ ostré lokalni minimum.




6 Aplikace: vysetrovani prubéhu funkce

6. 3 Konkavni a konvexni funkce, inflexni body

Pro funkci, ktera je konvexni na intervalu | plati:
f"(x) >0, pro kazdé x € |

Pro funkci, ktera je konkavni na intervalu | plati:
f(x) <0, pro kazdé x € |

Inflexni bod, je bod, ve kterém graf funkce prechazi z konvexniho
tvaru do konkavniho nebo naopak.

Inflexni body ziskame tak, ze druhou derivaci funkce polozime
rovnu nule a vypocitame koreny vzniklé rovnice: f"'(x) = 0.
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