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Uvod

Mezi jednotlivymi védnimi disciplinami lze pozorovat nejriznéj$i provazané vztahy.
V ramci pfirodnich véd hraje roli jakéhosi univerzalniho propojovacitho prvku
matematika poskytujici apardt ostatnim pifirodnim védam. Jeji poznatky slouzi jako
nastroj nejen pii popisu prirodnich zakond, ale statistika, jako jeji subdisciplina, ma
nezastupitelnou tlohu dokonce i pti objevovani a formulovani téchto zakont. Co se
tyCe ekonomie, ta lezi na pomezi mezi pfirodnimi a spole¢enskymi védami. Popisuje
jevy souvisejici se spolecnosti a s produkty lidského kondni a chovani. Nicméné je
ojedinéla tim, ze ke studiu vyuziva prostfedky podobné tém pouzivanym v pifirodnich

védach. Hovofime zde pravé o vyuzivani matematiky.

Historicky ma vztah matematiky a ekonomie za sebou jiz pomérné dlouhy vyvoj.
Matematika byla jednotlivymi ekonomickymi $kolami pouzivana ve velice odliSném
méfitku, napt. Némeckd historicka skola pouzivajici tzv. historickou metodu jeji aparat
nevyuzivala viibec. Naopak ndstup marginalistické revoluce na konci devatenactého

stoleti znamenal prlom ve vztahu téchto dvou védnich disciplin.

V soucasné dobé jiz nelze o vyznamu matematického aparitu v moderni ekonomii
a pfidruzenych subdisciplinach viibec diskutovat. A to at uz na poli firemnich financi,
v mikroekonomii, p¥i analyze chovani spotfebitele, v makroekonomické analyze,

ekonometrii, ¢i v praktické monetdarni politice centralnich bank.

Z téchto dtvodi se jevi jako znacné opodstatnéné studovat matematiku soucasné
se studiem ekonomie, ne-li pfed jeho samotnym zacatkem. Ziskdme tak védomosti,

které vyuzijeme k lepSimu pochopeni a jednodus§imu zdpisu ekonomickych

zdkonitosti.



Ptedkladany text si klade za cil navrhnout koncept ucebnice matematiky, kterd by
pfesné odpovidala zdkladnim pottebam studenti na Ekonomicko-spravni fakulté
Masarykovy univerzity. Tim mame na mysli nejen vybér vhodnych tématickych celk,
ale pfedevs$im pfipojeni piikladt z ekonomické teorie, na kterych je mozno ukazat

praktické vyuziti probirané latky a soucasné studentiim umoznit si ji procvicit.

V ekonomii se nejcastéji setkavame s vyuzitim matematické analyzy a zdkladnich
pojmt linedrni algebry. S témito, pro ekonomii fundamentdlnimi, tématy se
v predklddané praci sezndmime. Skladba ucebnice je postavena na logické ndvaznosti

jednotlivych partii.

Nejprve se tak seznamime se zdklady teorie mnozin. Poté bude nasledovat kratky
exkurz do teorie tykajici se mnoziny realnych ¢isel. Na tyto teoretické partie navazeme
matematickou analyzou, zniz se budeme vénovat pfedevs$im jednorozmérnému

diferencialnimu poctu.

Kazda kapitola bude mit analogickou strukturu. Nejprve studentlim piedstavime dané
téma a vysvétlime jej ve zjednodusené a srozumitelné formé. Vyklad budeme dopliiovat
zakladnimi definicemi a jednoduchymi ptiklady. Na néj pak navdzeme casti
s ekonomickou interpretaci a ptiklady, které ukazi praktické vyuziti matematické

teorie.

Véty a definice pfebirame z literatury uvedené v seznamu na konci prace. Vzhledem k
tomu, Ze se nékteré formulace (nikoliv v8ak vyznam!) definic a vét v riznych zdrojich
nepatrné lisi, pokusime se uvést vzdy takovou formulaci, kterou povazujeme
za nejsrozumitelnéj§i pro cilovou skupinu studentd. Ze stejného diévodu nékdy
pouzijeme i vlastnich slov k vyjadfeni téhoz obsahu. Jedna se navic o ,,obecné znamé
skutecnosti“. Proto nebudeme v textu u definic, vét apod. uvadét citace. V ptipadé, ze
budeme beze zbytku pfebirat graf, nebo vysvétlujici komentai z konkrétniho zdroje,

citaci samozfejmé uvedeme.



1.  Mnoziny

Teorie tykajici se mnozin neni pfili§ pouzivand v ekonomii pfimo a osamocené,
nicméné je zakladnim prvkem, ktery je potfeba pochopit pro porozuméni dalsi latce.
Mnoziny se vyuZivaji nejen pro definovéni defini¢niho oboru' funkce a réiznych
intervali, ale jsou nezbytné i pro formulovani pojmu ,vektor a praci s nim. Dalsich
vyuziti v ndsledujici latce bychom nalezli je$té mnoho. Navic pojmy tykajici se mnoZzin
se objevuji v dalsich definicich a vétach vSude nejen v zdkladnim kurzu matematiky,
ale i v pfedmétu statistika. Proto je rozumné touto latkou zacit celou ucebnici.
Soucasné je mozné teorii mnozin (omezené) aplikovat v ekonomii. A to naptiklad pfi

agregovani dil¢ich trhi, které pouzijeme jako ptiklad v zavéru kapitoly.

1.1. Zakladni pojmy a operace s mnozinami

Def. 1.1: MnoZina je soubor prvka (obecné objektil) jednozna¢né uréeny pravé

prvky, které obsahuje.

Mnoziny obvykle zna¢ime velkym pismenem, naopak jejich prvky malym pismenem.
Pokud je x prvkem mnoziny M, piSeme x €M, pokud neni prvkem mnoziny M,
piSeme naopak x &M . Tyto dva zapisy jsou obecné pouzivany a i my je v dal$im textu

budeme vyuzivat v nékterych vzorcich.

1 Pojem bude vysvétlen v kapitole o realnych funkcich jedné realné proménné (kapitola 3.).
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Z definice 1.1 je zfejmé, %e mnozinu M, ktera obsahuje prvky x,i=1, 2, 3, ...” miiZeme
zapsat pomoci jejich prvki. V takovém p¥ipadé vypiSeme prvky do slozenych zavorek
takto:

M :{XI,XZ, X3,...}

To, Ze 1ze mnozinu zapsat pomoci jejich prvki, ma i dalsi dasledky. Pokud napiiklad
mame mno¥inu M, ktera obsahuje pravé’ prvky a, b, a dile mnoZinu N, ktera obsahuje
také pravé tyto dva prvky a, b, pak plati, Ze tyto dvé mnoziny jsou identické, tedy M =
N. Neboli mnozinu, kterd obsahuje prvky a, b, zna¢ime M a soucasné ji zna¢ime i N.

Potad se ale jedna o stejnou mnozinu.

Def. 1.2: Mnozina M je podmnoZinou mnoziny N, jestlize kazdy prvek mnoziny
M je soucasné i prvkem mnoziny N. Mluvime o tzv. mnoZinové inkluzi.
Celou definici miizeme zapsat nasledujicim zptisobem:
McNe(VxeM=x€eN) ’
coz ¢teme: ,,M je podmnozinou N pravé tehdy, kdyz pro vSsechny prvky

mnoziny M plati, Ze jsou soucasné i prvkem N.“

Neboli kazdy prvek mnoziny M mizeme nalézt i v mnoziné N. Opacné to ale obecné
neplati. Tedy mohou existovat prvky mnoziny N, které mnozina M neobsahuje. Pokud
existuji prvky M, které nejsou v N, M neni podmnozinou NV, coz zapiSeme M ZN. Pro
lepsi pochopeni definice 1.2 budeme celou zalezitost ilustrovat na nasledujicim

prikladu:

2 Tento zapis znamenad, Ze mluvime o prvcich, které jsou znaceny x;, X,, X3, atd. s dalSimi nasledujicimi
indexy, jako 4, 5 ... To znamena, Ze za index i u x dosazujeme postupné vsechna Cisla, kterda mame
umoznéna (coz je definovano zapisemi=1, 2, 3, ...).

3 Presné tyto prvky a Zadné jiné.



Pr. 1.1: Uvazujme nésledujici piiklad: M ={a,b,c}, N=(a,b,c,d,e}"* Kdyz
porovndme prvky obou mnozin, vidime, Ze kazdy prvek mnoziny M

nalézame i v mnoziné N. Tedy mnozina M je podmnozinou mnoziny N.

Pokud mame tfi mnoziny A, B, C, pro néz plati ASB a sou¢asné BESC (coz mizeme
zapsat pomoci matematického operatoru .A., ktery znamend ,a soucasné“, takto:
(ASB)A(BSC)), pak plati ASC. Mizeme to jednoduse dokédzat. A je podmnozinou
B (prvni vztah), takze vSechny prvky A jsou soucasné i v B. Bje pfitom podmnozina C,
proto vsechny prvky B jsou souc¢asné v C. AvSak mezi prvky B patfi i ty, které jsou v A
(vzhledem k prvnimu vztahu lezi vSechny prvky A v B), takze i ty musi nutné byt v C.

Vztah A a Cpfesné napliiuje definici 1.2. Proto plati ASC.

V pfedchozim textu jsme zminili pfipad, kdy se dvé mnoziny rovnaji. Oznad¢ime je M a
N. Pokud bychom se zajimali o jejich vztah ve smyslu podmnozin, zjistime, Ze podle
definice 1.2 je M podmnozinou N a soucasné N je podmnozinou M. Je tomu tak proto,
ze vSechny prvky mnoziny M nalézdme i v mnoziné N a soucasné vSechny prvky
mnoziny N jsou i v mnoziné M. Matematicky miizeme psit M SN AN SM, coz je

ekvivalentni zdpisu M= N.

Z toho mtzeme odvodit i vztah mnozinové inkluze pro mnozinu (ozna¢ime M ) se
sebou samou. Pokud zkusime striktné aplikovat definici 1.2, tak, vzhledem k tomu, Ze
»vSechny prvky mnoziny M se soucasné nachdzeji i v mnoziné M “, mlZeme psat

McM.

Pokud je mnozina M podmnozinou mnoziny JV, ale souc¢asné vime, Ze se obé mnoziny
nerovnaji, mizeme misto znaku .E. pouzit znak ostré inkluze .c., ktery p¥imo

vyjadfuje skute¢nost, Ze jedna mnozina je podmnozinou druhé, ale Ze se mnoziny

4 Vsimnéte si, Ze jsme pro zapis mnozin M a N jiz poutzili zapis ve tvaru, ktery jsme odvodili z definice 1.1.
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nerovnaji. Naopak, pokud je mozné, Ze se obé mnoziny rovnaji, pouzivame obecné&;jsi
znak .C. .
Def. 1.3: Mnozinu, kterd neobsahuje zddny prvek, nazyvime prazdnd mnoZina.

Zna¢ime ji O .

Pro prdzdnou mnozinu plati, Ze je podmnozinou jakékoliv mnoziny M. Tedy V M je

B S M, ato véetné ptipadu, kdy je sama mnozina M prazdna.

Co se tyce velikosti mnozin, ta se urcuje podle poétu prvkil, které dand mnozina
obsahuje. Obecnéji se mnozina M nazyva konec¢na, obsahuje-li pouze kone¢né mnoho
riznych prvkid. V opa¢ném ptipadé je M nekonecna mnozina. Jak dale uvidime, ani

nekone¢né mnoziny nejsou ,,stejné velké®.

Nyni se zaméfme na zdkladni operace s mnozinami. Mezi ty pat#i sjednoceni, pranik a
rozdil. Kazdou z nich si definujeme a vysvétlime na ptikladu mnozin

A=(12345} a B=[45,6,7,8)

Def. 1.4: Sjednocenfm mnozin A a B je mnozina, kterou zna¢ime AUB. Je
tvofena témi prvky, které jsou bud prvky mnoziny A nebo prvky
mnoziny B, tedy témi prvky, které se nachdzeji alespon v jedné z mnozin
A, B. Matematicky zapsdino AUB=(x:x€AVx€B] ,
coz Cteme: ,Sjednoceni mnozin A a B je mnozina obsahujici takové
prvky, které lezi bud v A, nebo v B.“ V nasem ptikladu

AUB={1,2,3,4,5,6,7,8}

Def. 1.5: Prinik mnozin A a Bje mnozina znacend ANB. Je tvofena témi prvky,
které jsou soucasné prvky mnoziny A a prvky mnoziny B, tedy vSemi

prvky, které se nachdzeji souc¢asné v obou mnozinidch A, B. To znamena,
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¥e klademe ANB={x:x€AAx€B} °. Pokud je prinik dvou mnozin

prazdny (prazdnd mnozina), mluvime o téchto dvou mnozinich jako o

disjunktnich. V nasem ptikladu ANB=(4,5}

Def. 1.6: Rozdilem mnozZin A a Bje mnozina A\B (muzeme znaditi A - B), kterd
je tvofena vSemi prvky, které jsou prvky mnoziny A, ale soucasné nejsou
prvky mnoziny B. Tedy témi prvky, které se nachdzeji v A, ale
nenachazeji se v B. Klademe A4\B=[{x:xEAAx¢&B)|
Pozor! A\B neni to stejné, co B\A . Prvni obsahuje prvky z A, které
nejsou v B, druhd obsahuje prvky z B, které nejsou v A. V ptipadé
mnozin A, B z naseho ptikladu je  A\B={1,2,3} , ale

B\A=(6,7.8]

Pracovat miizeme také s vicendsobnymi operatory, které ndm umozni obecné a
jednoduse zapsat sjednoceni, nebo pranik vice mnozin. Mluvime o obecném sjednoceni

r o -+ 6 rv / s s o
a obecném priniku.” Ty zapiSeme nasledujicim zptisobem:

n
‘UlAI. = AUA,UAU..UA obecné sjednoceni
iz

DY

A, =ANANAN.NA, obecny priunik

i=1
Nékdy je takovy zdpis nezbytny, protoZze mulizeme potiebovat zapsat sjednoceni i
nekone¢né mnoha mnozin. Naptiklad pokud bychom vzali ¢tvefice po sobé jdoucich
pfirozenych disel {1, 2, 3, 4}, {5, 6, 7, 8}, {9, 10, 11, 12} atd. a chtéli bychom provést
jejich sjednoceni, abychom dostali celou mnozinu pfirozenych cisel. Je jasné, ze ¢tvefic

bude nekonec¢no, a proto bychom je pomoci klasického sjednoceni nikdy nedokdzali

zapsat.

5 Vyznam vSech znaki v rovnosti jsme jiz vysvétlili vyse, proto neuvadime jejich , preklad”.

6 Podobny zapis pak miZeme pozorovat i u dalSich operatord (napf. suma).
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V ptiloze 1 je uvedeno nékolik rovnic, které zobrazuji vztahy mezi sjednocenimi,
pruniky a rozdily dvou az t¥ech mnozin. Do price je zahrnujeme z toho davodu,

abychom studentim umoznili pracovat s kombinacemi mnozinovych operaci.

1.2. Kartézsky soucin, relace, zobrazeni

V této subkapitole se seznamime pfedevsim s pojmem kartézského soucinu, ktery ndm
pozdéji umozni konstruovat vicerozmérné prostory a jejich prvky - vektory. Soucasné s

tim vysvétlime pojmy relace a zobrazeni, které nam poslouzi v celém dal$im textu.

Def. 1.7: Kartézsky soudin mnoziny A (jejiz prvky ozna¢ime obecné a) a mnoziny
B (jejiz prvky oznac¢ime obecné b) je mnozina AXB , jejimiz prvky
jsou uspofadané dvojice (a, b), kde a€A a beB .Tedy

AXB={(a,b):(a€ A)A(bEB)}

To znamend, Ze prvkem AXB neni jenom a, nebo jenom b samostatné. Prvky

a€A vytvoti spolu s bEB tzv. uspofddané dvojice (a, b), kde jednim prvkem
kartézského soucinu je ,celd zavorka®“ (a, b). Pfitom tato dvojice je uspotfadana, tzn. ze
prvinim c¢lenem dvojice je vzdy prvek z té mnoziny, ktera v kartézském soucinu
vystupuje jako prvni (v nasem piipadé A), a druhym c¢lenem dvojice je vzdy prvek
pochazejici z druhé mnoziny kartézského soucdinu. Pro lep$i pochopeni uvedeme

piiklad.

13



Pt. 1.2: Mé&me mnozinu M =(x,y| a mnoZzinu N=(1,2,3] . Vypisté
vSechny prvky M XN apotéivsechny prvky N XM .
Resent:
M XN ={(x,1),(x,2),(x,3),(y.,1).(5,2),(y,3)]
NxM=((1x),(1,y),(2,x),(2,5),(3,x),(3, )]

Vzhledem k tomu, Ze v. M XN jsou na prvnim misté v uspofadané dvojici prvky z

M a na druhém z N, zatimco v. NXM je tomu naopak, je zfejmé, Ze obecné
M XN #N XM . Rovnost by platila pouze tehdy, pokud by M= N.

Pokud mdme AXB ,kde A= B, tj. mdme AXA ,znaime tento kartézsky soucin

také A°.

Def. 1.8: Relace (znad¢ime napf. p) mezi mnozinami A, B je podmnozina jejich
kartézského soucinu, tedy pSAXB . Pokud mame néjaky konkrétni
prvek a€A a konkrétni prvek b€EB takové, Ze jimi tvofena
uspotfddand dvojice (a,b) (coz je prvek mnoziny AXB ) je prvkem
relace p, tedy (a,b)€p , pak tikdme, Ze a je v relaci p s b a zna¢ime

<7
~ap b

Pr. 1.3: Pokud bychom vzali kartézsky sou¢in M XN z piikladu 1.2
( MXN=((x,1),(x,2),(x,3),(y,1).(y,2),(y,3)] ), pak mitteme
jako piiklad relace uvést napt. p={(x,1),(x,2),(y,1),(y,2)} , nebo

jakoukoliv jinou podmnozinu M XN .

7 Vzhledem k nasim znalostem o podmnoZinach miZeme odvodit, Ze i prdzdnd mnoZina je relaci, protoze
je podmnozinou jakékoliv mnoZiny, tedy i kartézského soucinu jakychkoliv dvou mnoZin. V tom pfipadé
hovofime o prazdné relaci. A naopak, i cely kartézsky soucin, coZ je mnoZina, je svou vlastni
podmnoZzinou, tedy i relaci mezi mnozinami, které jej tvoti. Pak mluvime o univerzalni relaci.
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Ke kazdé relaci p mezi mnozinami A, B, tj. pSAXB , existuje tzv. inverzni relace,
v -1 : ’
kterou oznac¢ime p . Pro ni plati:

p'={(b,a):((b,a)€EBXA) A apbh)]

Je to tedy podmnozina ,opa¢ného” kartézského soucinu nez p ( BXA proti AXB )
takova, ze pokud bychom pfevratili vSechny jeji prvky (b,a) do tvaru (a,b) (tzn. ze
bychom prohodili prvni slozku uspotadané dvojice (b,a), tj. b, na druhé misto a druhou

slozku, tj. a, na prvni misto), pak vSechny takto vzniklé (a,b) jsou prvky ptivodni relace.

Pokud mdme mnoziny A (jeji prvky oznac¢ime a), B (jeji prvky ozna¢ime b) a C (jeji
prvky oznac¢ime c) a dvé relace mezi nimi - pSEAXB a o0ESBXC , pak mizeme
tyto relace skladat. Vysledkem je sloZend relace oop (éteme o po p), kterou miZzeme
vyjadtit takto: oop={(a,c)EAXC:AbeB:((a,b)ep)A((b,c)€ET)] . Je to tedy
relace na kartézském sou¢inu AXC , jejiz prvky (a,c) vznikly prostfednictvim
néjakého prvku b mnoziny B, ktery je spojuje skrze prvky relaci p a 0. To znamens, ze
prvky slozené relace ocop jsou ty uspofddané dvojice (a,c) z kartézského soucdinu

AXC , pro jejichz slozky a, c plati, ze existuje néjaky prvek be€B takovy, Ze

dvojice (a,b), resp. (b,c) jsou prvky p, resp. o.

Def. 1.9: Relaci fSAXB nazveme zobrazeni mnoziny A do mnoziny B, jestlize
plati, Zze ke kazdému prvku x€A existuje pravé jeden jeden prvek

y€B takovy, ze spolu tvoii uspofddanou dvojici, ktera je prvkem této

relace (tj. (x,y)ef ). MnoZinu A nazyvdme defini¢éni obor fa zna¢ime

D(f). Mnozinu vSech prvkit y€B takovych, ze pro néjaké x€A je

(x,y)ef , nazyvdme obor hodnot f a zna¢ime H(f).
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Pt. 1.4: Pokud se vratime k ptikladu 1.2, kde jsme méli mnoziny M =lx.yl a
N={1,23} jejich  kartézskym  soucinem byla mnozina
MxN={(x,1),(x,2),(x,3),(y,1),(y,2),(y,3)]

Ptikladem obecné relace na tomto kartézském soudinu je
p=[(x,1),(x,2),(y,3)} . Nicméné, protoze (x, 1) a soucasné (x, 2)
jsou prvky p, neni to zobrazeni. K x totiz neexistuje pouze jeden prvek z
N, s nimz tvofi uspofadanou dvojici, ktera je prvkem p, ale dva (1 a 2).
Naopak, pokud bychom méli relaci 0= ((x,1),(y.3)} | pak ta by byla

zobrazenim.

Je-li relace fSAXB  zobrazenim, pak skute¢nost, Ze uspofadand dvojice
(x,y)Eef , zapisujeme ve tvaru y = f (x). Pouzivdme také zdpis f:A—B , ktery
znamend, Ze f je zobrazeni z A do B. Prvni slozku uspofddanych dvojic, tj. x€A ,

nazyvame nezavisle proménnou, druhou jejich slozku, tj. y €B , zavisle proménnou.

Def. 1.10:  Zobrazeni f<SAXB nazyvame ,zobrazeni na“, nebo také surjektivni,
pokud je jeho obor hodnot H(f ) roven celé mnoziné B, tedy celé
mnoziné, do které zobrazuje. Neboli kazdy prvek B je obrazem néjakého

prvku z A.

Def. 1.11:  Zobrazeni, které je surjektivhi a soucasné injektivni, nazyvame

bijektivnt.®

Pojem bijektivniho zobrazeni (napt. f :A—B ) je velmi dtlezity, protoze pro néj,
jakozto pro typ relace, existuje inverzni zobrazeni f ':B— A , které kazdému prvku
mnoziny B ptifadi zpét ten prvek mnoziny A, jehoz je dany prvek z B obrazem ptes

zobrazeni z £ Schématicky zapsdno, mdme x€A a y€B takové, ze f(x)=y .

8 Tento pojem zavadime mimo jiné proto, Ze i nékteré redlné funkce jsou bijektivni na urcitém intervalu.
Pozname je tak, Ze jsou na daném intervalu bud’ pouze rostouci, nebo pouze klesajici.
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Pak f~'(y)=x . No a protoze se relace (tedy i zobrazeni) daji sklddat, tak pokud
slozime f:A—B s jeho inverznim zobrazenim f “1.B5 A , dostaneme
flof (x)=f""(f(x))=f""(y)=x ,tedy obraz x€A pres toto slozené zobrazeni

rMr

je to stejné x. Takovému zobrazeni fikdme identita, zna¢ime ho Id:A—A

Intuitivné vnimame, Ze definice zobrazeni je jiz velmi podobna ,klasické“ funkci
znamé z matematiky na stfednich $koldch. A opravdu, redlné funkce (af uz realné,

nebo komplexni proménné) jsou zobrazenimi. Jimi se za¢neme zabyvat v kapitole 3.

1.3. Ekonomické aplikace teorie mnozin

4

Stejné, jako tomu bude v pozdéjsich kapitolach, i k teorii mnozin se pokusime najit

odpovidajici okruh ekonomickych problémd, kde se mtize uplatnit.

V kurzu Neoklasické makroekonomie’ vyklad za¢ina popisem rozhodovani Robinsona
Crusoe, kolik svého Casu ma stravit rybafenim (coz mu pfinasi obzivu) a kolik si ma
ponechat volného casu (ktery je pfijemnéjsi, nez rybafeni). M4 pfitom k dispozici
pouze 24 hodin denné. Jedna se tedy o klasické hleddni optima spotfebitele p¥i vybéru
mezi dvéma druhy statka (ryby, volny cas). Je evidentni, Ze tento pfiklad, stejné jako
vSechny ostatni podobné modely rovnovahy spotiebitele (opét vybér mezi dvéma
statky), jsou zna¢né zjednodusené. Statki je ve skute¢nosti mnoho. Pro potifeby modelu
je nicméné potfeba statky néjak rozdélit na dvé skupiny. Proto rozdélime statky do
dvou mnozin podle jejich typu. Jednotlivé statky jsou prvky téchto mnozin. Napiiklad
ryby jsou v pfipadé Robinsona zastupcem, ktery ve skute¢nosti reprezentuje vSechno,

co si miize vlastni praci zabezpecit (natrhané bandny, pomerance, ulovend zvéf,

9 Nazyvana nékdy také Nova klasicka makroekonomie.
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nachytané ryby). Pro zjednoduseni analyzy tedy rozdélime statky do skupin (mnozin),

jichZ je méné a proto se snaz analyzuji.

Podobné je tomu v pfedmétu Makroekonomie II, kde se pracuje s koncepty ,,Tradeable®
a ,No-tradeable“ goods (obchodovatelné a neobchodovatelné statky). Opét se jedna o

dvé mnoziny, do nichz shrnujeme mnoho raznych statka a sluzeb.

Uvazujme indiferen¢ni kfivky v analyze optima spotfebitele. Celd plocha grafu
ohrani¢end osami je ve své podstaté kartézsky sou¢in AXB , protoze kazdy bod na ni
je kombinaci mnoztvi statku A a mnozstvi statku B a je tedy uspofddanou dvojici.
Indiferen¢ni kiivky jsou urcité podmnoziny kartézského soucinu takové, ze vsechny
kombinace statki na této kfivce poskytuji spotiebiteli stejny uzitek. Jedna se tedy o

relace mezi mnoZinou mnoZstvi statku A a mnozinou mnoZstvi statku B.

Pt.1.5: Spottebitel, ktery si vybira ze dvou statkt X a ¥ md uzitkovou funkci
U= XY. Kdyz roste spotteba statkti X, roste jeho uzitek. Stejné to plati i
pro statek Y. Znamena to, Ze oba statky jsou zadouci a indiferenc¢ni
kiivky maji ,normalni® tvar.[1] Kazd4 indiferen¢ni ktivka je sama o sobé
relaci a je ddna néjakou konstantni trovni celkového uzitku. Vezméme

naptiklad U= 2.

Pro kazdy bod A této indiferenc¢ni kiivky pak plati X, Y, = 2. Coz
2

muZeme prevést na tvar YA:X—A . To znamena, ze indiferen¢ni

kiivka je relaci, pro niz plati, ze (X, Y)jejejim prvkem, pokud
2

pro Xa Y plati Y:;

Posledni aplikace, kterou uvedeme, se tyka trhti. Existuje mnoho zptisobt, jak rozdélit
trh na dil¢i trhy. A to naptiklad podle jejich velikosti (tim mdme na mysli mnoZzstvi

konkrétnich typt zbozi, které do jednotlivych trhéi zahrneme). Trh ovoce je
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sjednocenim dil¢ich trht s jednotlivymi druhy ovoce, trh s elektronikou sjednocenim
trht s televizemi, radii, pocita¢i apod. Pokud chceme védét, jakymi vyrobky si dvé
(nebo vice) firmy konkuruji, vezmeme mnoziny jejich vyrobka (typt vyrobka) a
vytvoiime jejich pranik. V pfipadé, Ze na né&jakém trhu funguje oligopol s jednou
dominantni firmou a my chceme studovat ostatni firmy na tomto trhu, pouzijeme

rozdil mnozin (cely trh minus dominantni firma).

Pt.1.6: Na ceském automobilovém trhu jsou segmentu malych vozt dostupné
(mezi jinymi) Skoda Fabia, Renault Clio, VW Golf, Kia Ceed (mn. M).
Skoda je dominantni firma, kterd vyrabi vozy Fabia, Octavia, Superb,
Roomster a Yeti (mn. S). Jestlize chceme studovat trh malych vozl bez
dominantni firmy, pouZijeme rozdil M — S, ¢imz dostaneme mnozinu

obsahujici pouze vozy Renault Clio, VW Golf, Kia Ceed.
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Vzhledem k tomu, Ze v tomto textu budeme po vétSinu casu funkce a dalsi
matematické pojmy studovat na mnoziné redlnych Cdcisel, coz nejlépe odpovida
potfebam ekonomie, je vhodné udélat na tomto misté, tedy za tvodni kapitolou
vénovanou mnozindm, o redlnych Cdcislech kratkou pozndmku. Nebudeme vsak
vysvétlovat konstrukci, pomoci niz se k mnoziné redlnych cisel dojde, protoze to

pfesahuje ramec této prace.

Vratme se k mnozinam a jejich velikosti. Mezi nekonecné velké mnoziny fadime i
pfirozenad ¢isla IN , celd ¢isla Z , raciondlni ¢isla Q (zlomky) a pak i redlna ¢isla
IR . Pfechod k nim je trochu obtiznéjsi, definuji se tak, Zze mezi raciondlnimi ¢isly

/ « . « Ve .y v
»,vyplnime mezery“ a dostaneme tak ,souvislou” mnozinu. Pro zajimavost uvedeme, ze
mnozina redlnych cisel je vétsi (mluvime o mohutnosti), neZ mnozina pfirozenych
¢isel, celych ¢isel a raciondlnich ¢isel. Tyto tfi mnoziny jsou ale stejné velké, coz se

dokazuje pomoci bijektivnich zobrazeni.

Podmnoziny mnoziny redlnych c¢isel mohou mit podobu tzv. intervald, coz jsou
»souvislé vyseky“ ¢iselné osy. Tyto podmnoziny sdruzuji takova redlna ¢isla x, kterd
jsou vétsi, resp. vétsi nebo rovna nez pocatek intervalu a, a soucasné mensi, resp. mensi
nebo rovna nez konec intervalu b. Pokud hranice a, b do intervalu patfi, jednd se o
interval uzavteny, pokud ne, mluvime o intervalu otevieném. Pokud je jedna z hranic
uvnitf intervalu a druhd ne, je to interval zleva nebo zprava otevfeny. Jestlize konec
intervalu saha az do nekonec¢na, resp. interval za¢ina v minus nekone¢nu, mluvime o

intervalu neohranic¢eném.
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PiSeme otevfeny interval (a;b)= {x:a<x<b|
uzavteny interval [a;b]= [x:a<x<Db}
zprava otevteny interval [a;b)= {x:a<x<b|
zleva otevieny interval (a;b]= [x:a<x<b|
zleva neohraniceny a zprava uzavieny interval (-%;a]
zleva neohraniceny a zprava otevieny interval (-%;a)
zprava neohraniceny a zleva uzavfeny interval [b;+%)

zprava neohraniceny a zleva otevieny interval (b ;+%)

2.1. Usporadani a operace na mnoziné realnych Cisel

Vratme se nyni k relacim mezi mnozinami v kartézském soucinu. Pokud studujeme
relaci tzv. na mnoZing, tj. jedna se o kartézsky soucin dvou stejnych mnozin, napf.
AXA , mizeme studovat jisté jeji vlastnosti. Jejich soupis a vysvétleni je umisténo v

Ptiloze 2.

Pokud ma relace na mnoziné A vlastnosti reflexivity (kazdy prvek je v relaci se sebou
samym), antisymetri¢nosti (pokud x je v relaci s y a souCasné y s x, pak musi byt xa y
stejné) a tranzitivity (pokud x je v relaci s y a soucasné y se z, musi byt v relaci i x se
2)"°, nazyvéme ji uspo¥dddni na mnoziné A. P¥ikladem uspotadani je < . Pak dvojici

(A, <) tikame uspotddani mno¥ina."

10 Viz. Pfiloha 2.

11 Pokud navic pro kazdé dva prvky mnoziny A (jeden z nich oznadime x, druhy y) plati, Ze x je v relaci s y,
nebo y je v relaci s x (nebo oboji), tj. 2 (x,y )€ < nebo (y,x)E€ < ,nazvemes Uplné

usporadani a (A, <) Uplné usporadana mnozina.
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Na mnozinich ddle mtizeme definovat tzv. operace. Jedna se o zobrazeni, které oviem
nevedez Ado A,alez AXA do A.Jediny vyznam této zmény je v tom, Ze z dvojice
prvkd mnoziny dostaneme uzitim operace jeden prvek mnoziny. Typickym ptikladem
jsou operace s¢itani (+) a nasobeni (.). Pro motivaci vezmeme uplné jednoduchy
ptiklad, na kterém princip operace velmi dobfe pochopime: 2 + 3 =5. Na zac¢atku mame
dvé ¢isla (dva prvky mnoziny), 2 a 3. Uzitim operace zobrazime tuto dvojici na jedno

¢islo, jeden prvek, tj. 5.

Na mnoziné realnych c¢isel pak mdme definovano uspofadani < a operace + (s¢itdni) a .
(ndsobeni), pro néz plati vSechny klasické axiomy zndmé ze stfedni $koly, jako

komutativita a+ b= b+ a a asociativita (a+ b) + c=a+ (b+ ¢).

Mezi prvky mnoziny redlnych ¢isel patti i tzv. nulovy a jednotkovy prvek. Pro nulovy
prvek (0) plati, Ze x+ 0 = x pro vSechna x€R . Pro jednotkovy (1) pak to, ze 1.x=

xprovSsechna x€R

Navic ke kazdému redlnému &islu X €R existuje opacny a inverzni prvek. Opac¢ny
prvek k prvku x znad¢ime (-x) a plati, ze x + (-x ) = 0, tedy soucet jakéhokoliv prvku
mnoziny realnych ¢isel s prvkem k nému opa¢nym dava nulovy prvek. Inverzni prvek

1 1

k prvku x zna¢ime  a platf X';:l . Tedy vynésobeni jakéhokoliv redlného

¢isla ¢islem k nému inverznim dava jednotkovy prvek.
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2.2. Odcitani a déleni na mnoziné realnych cisel

Studenti se mohou dotdzat, pro¢ jsme nedefinovali také od¢itani a déleni, které jsou
také zndmé jako zdkladni operace a jsou kazdodenné pouzivany. Pravdou vsak je, ze
jsme tyto dvé operace jiz definovali. Moznd ne pfimo, ale pomoci operaci s¢itani a
nasobeni ano. Od¢itani je totiz ve skutecnosti s¢itani. Stejné tak déleni je ve skute¢nosti
nasobeni. Jiz v minulé subkapitole jsme definovali pojmy nulového, jednotkového,

opa¢ného a inverzniho prvku. Ty ndm umozni pomoci operaci s¢itani, resp. ndsobeni

dosdhnout od¢itdni a déleni.

Pokud budeme, pro zjednoduseni, uvazovat kladny prvek a zeptdme se ,,Co s nim udéla
k nému opacny prvek, pokud je se¢teme?, odpovéd je, ze snizi hodnotu ptivodniho
prvku na nulu (nulovy prvek), neboli snizi hodnotu ptivodniho prvku pfesné o jeho
celou hodnotu az na nulu. Pokud vezmeme néjaké ¢islo x, tak pfesné o tolik, o kolik by
pri¢teni néjakého cisla k x zvysilo jeho hodnotu (tj. o kolik by byl jejich soucet vyssi,
nez puvodni x), pfesné o tolik se hodnota x snizi, pokud k nému pfi¢teme misto
ptvodné uvazovaného prvku prvek k nému opa¢ny. Tedy pokud chceme od x odedist y,
staci vzit opa¢ny prvek k y (tj. (-y)) a pticist ho k x.

Plati: x—y=x+(—y)

Od¢itani je pouze zjednoduseny zdpis pfi¢itani opacného prvku. Zatim jsme uvazovali
od¢itani kladného ¢isla. Pro od¢itdni zdporného ¢isla to plati analogicky. Jeho od¢itani
je pri¢itani k nému opacného prvku, tedy kladného c¢isla. Jediny rozdil je v tom, ze
od¢itani zaporného ¢isla, na rozdil od ¢isla kladného, vysledek zmensuje. Pro déleni vse

plati analogicky, pouze misto opa¢ného prvku pouzivame prvek inverzni. Déleni ¢isla x

1
¢islem y je nasobeni ¢isla x ¢islem ; . Opét déleni je jen zjednoduseny zdpis pro
x xl 1
popsanou operaci. Nésledujici zapisy jsou ekvivalentni: X -V =X ly -, . X
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2.3. Pravidla poéitani vR

Tteti subkapitola ma za ukol pouze shrnout a vysvétlit néktera pravidla pocitani na
mnoziné redlnych ¢isel. Jedna se o opakovani latky ze stfedni skoly, kterd je nezbytna
pro dalsi pochopeni textu. Véfime, Ze tato jednoducha a kratkd ¢ast poslouzi predevsim

k upevnéni a sjednoceni dosavadnich znalosti.

Pravidla pro pocitani s operacemi ndsobeni/ déleni a s¢itani/od¢itani jsme ukdzali jiz v
minulé subkapitole. Jen pro uplnost doplnime, Ze stejné, jako je mozné déleni vyjadrit
pomoci nasobeni, je mozné i vyjadfit nasobeni jako déleni. Podobné je to se s¢itanim.
Staci opét misto nasobeni prvkem délit prvkem k nému inverznim:

b'e
Xy =1—
1

Y
Pro sc¢itani:

xty=x—(-y)

Nyni se vénuje vztahu mezi s¢itdinim a nasobenim. Plati, Ze soucet nékolika stejnych
prvki je roven soudinu tohoto prvku s po¢tem sé¢itanci. Napiiklad:

X+x+x+x+x+x=6x , a obecné x+x+..+x=nx . Naopak, pokud mame
- ot R
6 krdtr nkrdt

x.y, kde y je mozné vyjadrit jako y = r+ s, pak miiZzeme soucin zapsat jako:

yx=x+x+..+x=(x+x+..+x)+(x+x+..+x)=rx+sx=(r+s).x

y r s

Obecné, pokud médme dva (nebo vice) s¢itance, z nichz je kazdy tvofen souc¢inem dvou
(nebo vice) prvka a nékteré z téchto prvki se vyskytuji v obou (vSech) séitancich,
muzeme tyto prvky vytknout, tj. zapsat je dopfedu, a zbytky ¢lend, ze kterych jsme je

vzali, dat za vytknuty prvek do zavorky.

24



a.bx+cby=b(ax+cy)

Opacné operaci se fika rozndsobeni.

Nyni se vénujme mocnindm. Pokud mezi sebou ndsobime n stejnych ¢isel x, miizeme

. . . v 7 7 —_— n
tuto operaci zapsat jako n-tou mocninu ¢isla x. Plati xxx ...x=x . V tomto
| —
n krdt

zapisu ¢islu n fikdme exponent. Zatim budeme uvazovat pouze ptfipad, kdy n je

pfirozené c¢islo.

Pro jakékoliv redlné ¢islo a plati:
1— o e 7 s . .
4 =4 (z definice — a v ndsobeni vystupuje pouze jednou)
0_ b 7 7 4 V7 4 7 sV 7
2 =1 (obecn& mezi sebou nasobime n krét &slo a. Vynasobeni jedni¢kou vysledek

nezmeéni — je to jednotkovy prvek. Takze mdme 1.a.a.....a . A pokud v soucinu ¢islo

n krdt

a vystupuje nula-krat, ziistane v souc¢inu pouze jednicka. Odtud vysledek.
Pokud ¢islo umociiujeme zdpornou n-tou mocninou, plati, ze vysledek je roven kladné

n-té mocniné inverzniho ¢isla. Tedy

i

Déle popiseme nékteré vztahy mezi mocninami, které budou uZzite¢né pro feseni
konkrétnich piikladt. Vsimnéte si, ze vzdy pfi dokazovani platnosti rovnosti vyuzijeme
definice mocniny, inverznich prvkia a dalsich jiz dokdzanych a definovanych platnych

vztaht.

Jestlize mezi sebou ndsobime dvé mocniny stejného ¢isla, pak plati, ze jejich soucin je

roven tolikdté mocniné stejného cisla, jako je soucet exponentd v ptvodnich

mocnindch. Tedy a°.2%=a"? . Pro¢ tomu tak je vysvétlime nasledujicim vypoctem:
c d__ _ _ _c+d
a“.a’=(aa.a....a).(aaa. ...a)=aaa....a=a
c krdt d krit c+d krdt
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Odtud miiZzeme odvodit i ¥e$eni pfipadu, kdy mezi sebou délime c-tou a d-tou mocninu
stejného realného ¢isla a. Déleni d-tou mocninou stejného ¢isla je totiz ekvivalentni
nasobeni d-tou mocninou inverzniho ¢isla. A jiz vime, Ze kladnd d-td mocnina
inverzniho ¢isla je rovna zdporné d-té mocniné ptivodniho ¢isla (a naopak). Proto

muzeme psat (pokud uvazujeme c > d):

Rovnost plati, protoze:

c krdt
c krdt

a“ aa. .. .a 1) (1) (1 1 —( preskupt tehlednéni )=
o= =a3.a. .. .a. . . e =( pfeskupime pro zptrehlednéni )=
a a.a. ... .a a alla a
N ANl A
d krdr d krdr
1 1 1 c—d
=|(a.—]|.la—]|....|laa—].aa .. .a=1.1....1.aa ...a=a.a. ...a=a
(c—d) krdt d krit (c—d ) krdt (c—d ) krdt
(d) krdt

V ptipadé, kdy by c bylo mensi, nez d, na konci misto d jedni¢ek bude c jednicek a
1
a

c—d

misto ¢ -d krat a bude d -c krat . Formalné budeme mit vysledek taky 2 ,

avsak exponent mocniny bude zdporny, coz lze také zapsat pomoci inverzniho ¢isla a
—(c—d) d—c

1
a a

opa¢ného znaménka exponentu jako , coz je vysledek, ktery jsme

pfed chvili naznadili.

Déle budeme studovat mocninu mocniny redlného ¢isla. Pokud budeme uvazovat d-tou
mocninu c-té mocniny redlného ¢isla a, pak po vypoctu ziskdme vysledek, ze tato

»-mocnina mocniny*“ je rovna (c.d)-té mocniné ¢isla a. Je tomu tak proto, Ze plati:

c d d cd
a =l|a.d....a\| —|a.ad....a\.|d.d.....aj\....laad ...d|\—a.d....d=—a
| — [ —— [ —— [ —— [ ——
c— krdt ¢ —krdt c— krdt ¢ — krdt c.d— krdt
d — krdt
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Pro mocninu sou¢inu dvou (nebo vice) realnych ¢isel plati:

(a.b)"=(a.b).(a.b). ... .(a.b)=aa. ...a.bb... . b=a".b"

S S —
n n n

Pro mocninu podilu plati obdobné:

n

a al\la a 1 1 1 1 1 1
— ] =1—l =1 e ol —|=1a— ). {Ad—]. oo |Ad.—|=aa. ....a.| — || — s .| —|=
b b|\b b b b b — b|\b b
n krdt n krdt — n krdt
1\ &
=3 i —_
b b"

Dal$im pojmem, ktery se v souvislosti s mocninami definuje, je n-td odmocnina. n-td

odmocnina redlného ¢isla a je takové ¢islo, Ze jeho n-ta mocnina je rovna ptivodnimu

¢islu a. Neboli pokud n-tou odmocninu ¢isla a zpétné umocnime na n, dostaneme opét
. N NI . (7a)=

pivodni a. n-tou odmocninu z ¢isla a zna¢cime V@ . A tedy plati: (Va) =a

Jestlize bychom chtéli odmocninu vyjadfit pomoci mocniny, dospéjeme k zavéru, ze
1

'{/;:a; . Tedy n-td odmocnina je |, | -td mocnina. Pro¢ tomu tak je? Vyjdeme z

definice odmocniny, kterou jsme pred chvili uvedli. Pokud predpokliddme, ze je

mozné odmocninu zapsat jako néjakou mocninu, kterou ozna¢ime x, budeme pocitat:
(f/;)HZ(aX )HZ(d]e predchozich vysledkii)=a™"(a pfitom plati )=a=a'

Pokud se rovnaji dvé mocniny stejného libovolného ¢isla, musi byt exponenty stejné,

tedy: xn=1

Ale dle definice nasobeni tohle plati pouze pokud x a n jsou navzajem inverzni prvky.
1

Protoze n zndme a je libovolné zvolené, musi byt =~ , . Odtud plati uvedeny vztah.

Poslednim tvarem, ktery v rdmci shrnuti pocitdni s mocninami uvedeme, je moznost,

zZe exponent je zlomek. Pak plati:
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c 1 1\¢
d_ “4q . . d
a“=a ° =(dle vztahu pro mocninu mocniny)=\a“’| =

=(vztah pro vyjddfeni odmocniny jako mocniny):({/ ;)

4 b4 7 ¢ d b4 v 4 4 b4 b .
Soucasné plati (‘%) =42 , ¢ehoz lez dosihnout pouze vyménou pozic mezi

exponenty mezi druhym a t¥etim krokem.
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3. Realna funkce

Po tvodnich kapitolach zaméfenych spiSe na podpirnou teorii, o niz se budeme opirat
v celé ucebnici, se nyni dostivime k jednomu z nejvyznamnéjsich témat s velmi
$irokym praktickym vyuzitim, k redlnym funkcim. Jiz ze stfedoskolskych kurzi
matematiky vime, ze funkce vyjadiuje urcity typ zavislosti mezi dvéma proménnymi a
mame jistou pfedstavu o zdkladnich typech funkci. V této kapitole znalosti upfesnime a

navazeme je na poznatky z minulych kapitol.

Nejprve se zaméfime na samotnou definici redlné funkce. Vyjdeme ptitom pravé ze
sttedoskolskych znalosti. Vime, zZe ¢islu x funkce pfifazuje podle urcitého vztahu
néjaké ¢islo y. Soucasné funkce nikdy nemtize jednomu ¢islu x ptitadit dvé, nebo vice
¢isel y. Jestlize se vratime k definicim 1.8 a 1.9, dojdeme k zavéru, ze (redlna) funkce je
zobrazenim. Kazdé ¢islo x, které je zobrazovano funkci do ¢isla y, je redlné ¢islo. Stejné
tak kazdé ¢islo y, které je obrazem néjakého ¢isla x pres funkci, je redlné ¢islo. Samotna
funkce je pak predpisem, podle néhoz pfifazujeme kazdému c¢islu x néjaké cislo y

(obraz ¢isla x). Celkové mtzeme tyto poznatky shrnout v nasledujici definici:

Def. 3.1: Zobrazeni f :A—B nazveme redlnou funkci jedné redlné proménné,
jestlize plati, ze ACSRR, B=R . Pro y€B , které je obrazem

konkrétntho x€A ,piSeme y=f(x)

Def. 3.2: Graf funkce f (zna¢ime G (f)) je podmnozina kartézského soucinu
RXR=R* , pro kterou plati G(f)=((x,f(x))€R:xeD(f)
Tedy je to mnozina uspofadanych dvojic, kde prvni slozkou jsou prvky

defini¢niho oboru funkce a druhou jsou jejich obrazy ptes funkci £
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3.1. Vlastnosti realnych funkci

Na tomto misté shrneme nékolik pravidel pocitani s funkcemi, které jsou uzite¢né
nejen v teorii, ale i ptfi konkrétnich vypoctech. Zamétime se na absolutni hodnotu

funkce, na s¢itani, nasobeni funkci a na mocninné funkce.

Absolutni hodnotu funkce f zna¢ime |f| a plati, Ze tato funkce zobrazi kazdy prvek
svého defini¢niho oboru (ten je stejny, jako defini¢ni obor pivodni funkce f)
do absolutni hodnoty obrazu tohoto prvku ve funkci £ Neboli |f|(x)=|f(x)| . PH
vypoctu tedy miZzeme nejprve spocitat funkéni hodnotu funkce bez absolutni hodnoty,

a poté na ni aplikovat absolutni hodnotu.

Zapisem f+ g znac¢ime soulet funkci f a g. Plati, Ze obraz prvku x, ktery patii do
priniku jejich defini¢nich obort, ptes tento soucet funkci, tedy (f+ g)(x) ,je roven
sou¢tu obrazli tohoto prvku ve funkcich f a g. Neboli (f+g)(x)=f(x)+g(x) .
Pti vypoctu tedy spocitime hodnotu f (x) a g (x) a ty poté seCteme. Pro rozdil plati

analogicky vztah.

Pro sou¢in funkci f.g plati podobny vztah. Obraz prvku x pfes tento soucdin funkci
(tj. funkéni fodnota (£.g )(x )) je roven soucinu obrazi prvku x ve funkcich f a g
Neboli (fg)(x)=f(x).g(x) .Opét tedy miZeme nejprve spocitat funkéni hodnoty

zvlast a poté je mezi sebou vynasobit.

Funkce mohou také vystupovat jako exponenty v mocnindch jinych funkci. Pro dvé
funkce f a g pak madme £# . Takové funkce nazyvime mocninné funkce. Plati pro
né analogické pravidlo, jako v pfedchozich pfipadech, tedy (f g)(X )=f(x)*" | a

opét mizeme funkéni hodnotu takové fukce spocitat ve dvou krocich, nejprve
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spoc¢itdime hodnoty dil¢ich funkci a poté hodnotu prvni funkce umocnime s

exponentem rovnym hodnoté druhé funkce.

Obratme se nyni k vlastnostem funkci. Nejprve se budeme zabyvat tzv. monotonii.

Funkci nazyvdme rostouci, jestlize funkéni hodnoty s rostoucimi hodnotami x rostou.

Klesajici funkce je takovd, jejiz funkéni hodnoty s rostoucimi hodnotami x klesaji.

Podobné definujeme také neklesajici funkce jako funkce, jejichz funkéni hodnoty s

rostoucimi hodnotami x rostou, nebo jsou konstantni (tedy neklesaji), a nerostouci

funkce jako takové funkce, jejichz funkéni hodnoty s rostoucim x klesaji, nebo jsou

konstantni (tzn. nerostou). Pfesnd znéni definic uvedeme v nasledujici pasazi textu. Ta

jsou pfitom dutlezita, pokud chceme ovéfit, jestli néktera z vlastnosti funkce plati.

Def.3.3:

Def.3.4:

Def.3.5:

Def.3.6:

Rostouci funkci nazyvame takovou funkci f, pro niz plati, Ze pro

libovolnd x;, a x, z defini¢niho oboru funkce takova, ze Xx,<Xx, ,je

f(x,)<f(x,)

Klesajici funkci nazyvame takovou funkci f, pro niz plati, Ze pro
libovolnd x;, a x, z defini¢niho oboru funkce takova, ze Xx,<x, ,je

f(x,)>f(x,)

Neklesajici funkci nazyvame takovou funkci f, pro niz plati, Ze pro
libovolnd x, a x, z defini¢niho oboru funkce takova, ze x,<x, ,je

f(x,)<f(x,)

Nerostouci funkci nazyvame takovou funkci f, pro niz plati, Ze pro

libovolnd x, a x, z defini¢niho oboru funkce takova, ze Xx,<x, ,je
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Uvedené vlastnosti mohou pro nékteré funkce platit pouze na néjaké podmnoziné
defini¢niho oboru, resp. na néjakém intervalu. Potom ¥ikame, Zze funkce je rostouci,

klesajici, neklesajici, nebo nerostouci na tomto intervalu.

Pi.3.1: Uvédime piiklady jednoduchych funkci, u nichz budeme studovat

monotonii. Funkce f(x ) = x je rostouci, protoze pokud vezmeme dvé
riznd x ;, X , X,<X, 1z defini¢niho oboru, pro pfislusné funkcni
hodnoty plati f(x,)<f(x,) . Napt. pro x;=1a x,=4 je

f(x,)=1 < 4=f(x,)

Obr.1: funkce f(x)=x je rostouci na celém defini¢nim oboru.(autor)

Naproti tomu pokud budeme studovat funkci f(x)=x o zjistime, Ze pro
Xy, X,>0 je f(x))<f(x,) , zatimco pro x,, x,<0 dostaneme
f(x,)>f(x,) .Napiikladprox,;=1a x,=2 je f(x,)=1 < 4=f(x,) ,alepro

x;=-la x,=-2 je f(x)=4 > 1=f(x,) .Funkce f(x)=x" je tedy klesajici na

intervalu ( -0 ; 0 ) a rostouci na intervalu ( 0 ; +o° ).
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Obr.2: funkce f(x)= x* je klesajici na intervalu

(-0 ;0) a rostouci na intervalu ( 0 ; +o0 ).(autor)

V prvni kapitole jsme definovali vlastnosti, které musi mit zobrazeni, aby bylo tzv.
bijektivni. Soucasné s tim jsme Fekli, ze k takovému zobrazeni existuje inverzni
zobrazeni a popsali jsme jeho vlastnosti. Protoze realné funkce jsou zobrazenimi,
muzeme i u nich definovat bijektivnost a k funkcim s touto vlastnosti existuji i inverzni

funkce.

Bijektivni funkce je takovd, Ze kazdy prvek jejtho oboru hodnot je obrazem néjakého
prvku z jejiho defini¢niho oboru a soucasné je funkce tzv. prostd (injektivni), coz
znamend, ze zadné dva rtzné prvky defini¢niho oboru nejsou zobrazeny do stejného
prvku oboru hodnot. Jednodus$e feceno, funkéni hodnoty zadnych dvou rtznych x,

prvki defini¢niho oboru, nejsou stejné.
Ke kazdé bijektivni funkci f existuje inverzni funkce f ', pro kterou plati nasledujici:

jestlize obraz ¢isla x pres funkci f je y,tj. f(x)=y , pak obraz ¢isla y pies funkci £

jerovenx,tj. f '(y)=x , projakékoli x z defini¢niho oboru funkce £
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Vzhledem k tomu, Ze funkce jsou zobrazenimi, jsou i relacemi, a 1ze je tedy skladat
stejné, jako relace. Funkce fog je sloZenou funkci, kde f je vnéjsi funkce a g je
vnitfni funkce. Hodnoty funkce f nejsou na proménné x zavislé pfimo, ale nepfimo
pfes hodnoty funkce g Pro konkrétni ¢islo x z defini¢niho oboru slozené funkce se
tedy nejprve vytvoii obraz ¢isla x ve funkci g a tato funkéni hodnota g (x) vstupuje do
funkce f namisto proménné a z ni se ve funkci f vytvoii obraz. Celkové se tento postup
da zapsat takto:

(fog)x)=f[g(x)]
Pokud bychom funkéni hodnotu funkce g v bodé x oznadili jako y, tedy g(x)=y ,
pak miizeme psat:

(fog)x)=f[g(x)|=f(y)

Vratme se nyni k inverzni funkci. Stejné jako u relaci, i zde plati, Ze slozena funkce,
jejimiz slozkami jsou urcita bijektivni funkce a funkce k ni inverzni, pak slozena funkce
je tzv. identita. Tu obvykle zna¢ime Id (x). Je tomu tak proto, Ze plati:

f(x)=y asoucasné f'(y)=x
Pro slozenou funkci tak dostaneme pro kazdé x z defini¢niho oboru D (f'), resp. pro
kazdé y z defini¢niho oboru D (£ ) :

(£t )x)=f T 1F ()= (y)=x

(£ £ ) ()= L ()= F (x)=y

Dal$imi pojmy, které je potieba v souvislosti s vlastnostmi funkci zminit, je
ohranicenost zdola a shora. Pokud existuje néjaké redlné cislo takové, ze hodnota
funkce pod néj nikdy neklesne, resp. jej nikdy nepfekroc¢i, mluvime o ohranic¢enosti
zdola, resp. shora. Jestlize je funkce ohrani¢ena soucasné zdola i shora, fikame, Ze je

ohranicena. Pfesnéji vSe popiSeme v nasledujicich definicich.
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Def.3.7: Funkce f je zdola ohranicend, jestlize existuje takové takové redlné ¢islo
K€eR , ze pro vSechna x z defini¢cniho oboru funkce f plati

f(x)=K .

Ptikladem zdola ohrani¢ené funkce je jiz zminénd funkce £ (x)=x" , které je zdola

ohrani¢end hodnotou 0 (viz. Obr.2).

Def.3.8: Funkce f je shora ohrani¢end, jestlize existuje takové takové redlné ¢islo
K€R , ze pro vSechna x =z defini¢cnitho oboru funkce f plati

f(x)<K .

Def.3.9: Funkce f je ohranilend, jestlize existuje takové takové realné ¢islo
K€R , ze pro vSechna x =z definicnitho oboru funkce f plati

If (x)|=K .

Mezi redlnymi funkcemi mizeme najit i tfidy funkci s rtiznymi jinymi vlastnostmi.
Jedna se napiiklad o funkce sudé a liché, nebo o funkce periodické. Ve vsech tiech
piipadech se jednd o vyznamné tf¥idy funkci. Mezi liché funkce patii sinus, mezi sudé

kosinus. A oba dva ptiklady jsou sou¢sné funkcemi periodickymi, jak uvidime ddle.

Def.3.10: Funkci nazyvame sudou, jestlize ma symetricky defini¢ni obor (tj. pro
kazdé xe€D(f) je (—x)eD(f) ) a jestlize pro kazdé x z jejiho
defini¢niho oboru plati, Ze hodnota funkce v bodé x je rovna hodnoté

funkce v bodé -x. Neboli V xe€D(f): f(x)=f(-x) .

Z definice vyplyva, ze v kazdych dvou bodech defini¢niho oboru, které jsou umistény
ve stejné vzddlenosti od nuly je hodnota funkce stejnd. Graf funkce tedy bude

symetricky pies osu y. P¥ikladem sudé funkce je f(x) = ¥, jejiz graf je uveden v obr. 2.
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Def.3.11: Funkci nazveme lichou, jestlize md symetricky defini¢ni obor (tj. pro
kazdé xe€D(f) je (—x)eD(f) ) a jestlize pro kazdé x z
defini¢niho oboru je funkéni hodnota v tomto bodé opa¢nym ¢islem k

funkéni hodnoté v bodé -x. Neboli V x€D(f): f(x)=—Ff(—x)

Z definice vyplyva, ze v kazdém bodé x defini¢niho oboru bude mit funkce hodnotu
rovnou zaporné vzaté funkéni hodnoté v bodé -x. Napiiklad, pokud v bodé x =5 bude
f(x) =3, pak v bodé -x = -5 bude f(-x ) = -3. Pfikladem liché funkce je f(x) = x, jejiz

graf je v obr. 1.

Podminka symetri¢nosti defini¢niho oboru je velmi dtlezita, protoze pokud by
existoval prvek x defini¢niho oboru, k némuz opa¢ny prvek -x by v defini¢nim oboru
nebyl, pak by pro tento bod x nemohlo platit, ze f(-x) je roven f(x) pro sudou a -f(x)
pro lichou funkci, nebot by hodnota f(-x) viibec nebyla definovana. Tedy i kdyby pro
vSechny ostatni body vztah mezi nimi a k nim opa¢nymi body platil, funkce by se

nedala povazovat za sudou, resp. lichou.

Poslednim typem funkci, ktery na tomto misté v souvislosti s vlastnostmi, které
miizeme u funkci sledovat, jsou funkce periodické. Vyznacuji se tim, ze pribéh funkce
na intervalu urcité délky se opakuje. Délku tohoto intervalu nazyvame periodou.
Pfesnd definice pracuje s redlnym ¢islem p znacicim délku periody tak, ze tika, Ze pro
kazdé x z defini¢niho oboru jei x+ p v defini¢nim oboru a hodnota funkce je v téchto
dvou bodech stejna. To znamena, Ze nestaci najit néjaké jedno ¢islo, v némz podminka

plati. Uvedené musi platit pro vSechna x, proto se priabéh funkce musi pfesné opakovat.
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Def.3.12: Necht p je redlné ¢islo. Funkci f nazveme periodicka s periodou p,
jestlize plati:
1) Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce f je i ¢islo (x + p) prvkem
defini¢niho oboru funkce £ Neboli V xe€D(f): (x+p)eD(f) .
2) pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce f je funkéni hodnota v bodé (x +
J2) rovna funk¢ni hodnoté v bodé X. Zapsano

VxeD(f): f(x+p)=Ff(x) .

Pro kazdou periodickou funkci vSak neexistuje pouze jedno p znacici délku periody.
Ve skutec¢nosti takovych ¢isel existuje celd mnozina. Je to logické. Pokud se pribéh
funkce opakuje po periodé p, pak dalsi nasledujici perioda za¢ind za 2p, to znamena, ze
za 2p se znova opakuje priabéh funkce a hodnota funkce v bodé (x + 2p) je stejnd jako
jeji hodnota v bodé (x + p). Ta je ale stejna, jako hodnota v x, tzn. Ze hodnota v x + 2p
je stejna jako hodnota v x a tedy 2p je také perioda funkce £ Celou uvahu ukdzeme
jesté na vypoctu:

f(x+2p)=f(x+p+p)=f((x+p)+p)
funkce f je periodickd s periodou p , takZe funkcni hodnota ve dvou bodech
vzddlenych od sebe o p je stejnd a plati

f((x+p)+p)=f(x+p)
Stejné pravidlo ale plati pro body (x+ p)ax. TakZe
f(x+p)=f(x)
A celkové tak mdme
f(x+2p)=f(x+p)=f(x)

Podle definice je tedy 2p také periodou funkce £ Celocislené nasobky periody jsou

tedy také periodami funkce £ Nejmensi perioda se nazyva elementérni perioda.

Pt.3.2: Na piikladu funkci sinus a kosinus ukdZzeme vySe zminéné vlastnosti

sudosti, lichosti a periodicity.
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Obr.3: Funkce f(x) =sin x je lichd a periodicka s elementarni periodou 2m.(autor)

Z grafu funkce sinus (obr.3) je patrné, ze graf je symetricky pres pocatek. Pro kazdé x z
defini¢niho oboru je f(-x ) = -f(x ). Podivejte se napf. na hodnotu funkce v m/2 a v
-m/2. Zatimco v prvnim pfipadé je hodnota funkce 1, ve druhém je to -1. Soucasné
vidime, Ze se pribéh funkce opakuje s periodou 2m. Jednd se o elementarni periodu,
protoze zadna krat$i perioda, po niz by se prabéh funkce zacal opakovat, neexistuje.

Ovsem existuji periody delsi, které jsou celo¢iselnymi nasobky elementarni periody,

napf. 4.
3 o
L e Rae s S |
_/, / e \ ....................................... X
-5r -4TE§ -3n -2m; - il n 21 n 4m: o
L : : T _
g - :
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Obr.4: Funkce f (x) = cos x je suda a periodicka s elementdrni periodou 2m.(autor)

Z grafu funkce kosinus je patrné, zZe se jednd o sudou funkci, nebot je symetricka pies
osu y. To, ze plati podminka z definice 3.10, mtzeme ilustrovat napfiklad na bodech
X=T a -x=-T, pro néz plati, ze f(m) = f(-m) = -1. Soucasné se jednd, stejné jako v

ptipadé funkce sinus, o periodickou funkci s elementdrni periodou 2.
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3.2. Nékteré typy funkci

v V7

Nyni se zaméfime na né€kolik vyznamnych typt funkci, které se v praxi velmi casto
vyskytuji a jsou hojné vyuzivany za raznymi ucely. Nejprve se zaméfime na polynomy,
poté nase uvahy rozsifime na lomené raciondlni funkce. Déle vysvétlime zdkladni

vlastnosti logaritmickych a exponencidlnich funkci

3.2.1. Polynomy

Funkce nazyvané ,polynomy (obecné) fddu n“ jsou typické tim, ze maji tvar linedrni
kombinace rtiznych mocnin proménné x az do n-tého fadu:

f(x)=a,x"+a,x" '+ .. +a_x+a,
Jedna se tedy o tvar sou¢tu rtiznych ndsobkii mocnin proménné x. Mocnina nejvyssiho
fadu (tj. ¥fadu n ) se v polynomu musi vyskytovat, zddné niz$i mocniny uz nemusi. Z
povahy polynoma vyplyvd, ze defini¢ni obor tohoto typu funkci je celd mnozina

redlnych ¢isel.

Takova ¢isla x, z defini¢niho oboru, pro ktera je hodnota polynomu rovna nule, se
nazyvaji kofeny polynomu. Jestlize x; je kofen polynomu P (x ), pak plati, ze P(x) je
mozno vyjadrit jako soucin (x — x; ) a néjakého jiného polynomu Q (x):

P(x)=(x—xy).Q(x)

Postup lze opakovat s tim, Ze kofeny polynomu Q (x ) jsou soucasné i kofeny polynomu
P (x). Jestlize se néktery kofen v rozkladu objevi vicekrat, jedna se o tzv. vicendsobny
koten (dvojndsobny, trojnasobny atd.). Celkovy pocet korenti véetné jejich ndsobnosti

je roven stupni daného polynomu (tzv. Zakladni véta algebry [2]).
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Pt.3.3 Mégjme polynom P(x)=x'—x’-7x"+13x—6 . Jeho rozklad bude
nasledujici:

P(x)=x'—x"-7x’+13x—6=(x—2)(x’+ x*~5x+3)=
=(x—2)(x+3)(x"=2x+1)=(x—-2)(x+3)(x —1)’

Polynom ma tedy koteny x; = 2, x, = 3 a x3 = 1, pfi¢emz tento kofen je
dvojity. Jestlize secteme pocCet kotenti vcetné jejich nasobnosti,

dostaneme ¢islo 4, coz skute¢né odpovida fadu studovaného polynomu.

3.2.2. Lomené racionalni funkce

Jedna se o funkce, které jsou dany jako podil polynomt n-tého a m-tého stupné. Tedy

P(x) :
f(x)= Qx) kde P(x)a Q(x) jsou polynomy stupiiti n a m.
x

Jestlize stupenn polynomu v citateli (tj. n ) je vétsi nebo roven stupni polynomu ve

jmenovateli (m ), jedna se o neryze lomenou raciondlni funkci. Pokud je naopak, tj.

n<m ,pak mluvime o ryze lomené raciondlni funkci.

P#.3.4: Méme polynomy P (x)=5x"—4x’—6x’+3 , Q(x)=3x"—4x"+x-5
P(x) 5x*—4x’—6x’+3
Q(X)_ 3x°—4x’+ x5
Q(x)  3x’—4x’+x-5
P(x) S5x'—4x*—6x’+3

Pak funkce f(x)= je neryze lomena

racionalni funkce, zatimco funkce g(x)=

je ryze lomend raciondlni funkce.

Plati, ze kazdou neryze lomenou raciondlni funkci tvofenou polynomy stupiit n a m

lze ptevést na soucet polynomu stupné n— m a ryze lomené raciondlni funkce.

Soucasné lze kazdou ryze lomenou racionalni funkci vyjadfit ve tvaru souctu tzv.
k

parcidlnich zlomkd. To jsou vyrazy ve tvaru Z
j=1 (x—a)

J

, kde a je k-nasobny koten
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polynomu ve jmenovateli raciondlni lomené funkce, nebo vyrazy ve tvaru
d b x+c,

>—— Pro r-ndsobnou dvojici komplexnich kotent n + 1.v.

= [(x=n)+v7)
Postup pfevodu spociva na nasledujicim principu: Vyjad¥ime polynom ve jmenovateli
ryze lomené funkce ve tvaru soucinu. Pak od sebe oddélime jednotlivé ¢leny soucinu a
zapiSeme je jako jmenovatele samostatnych zlomkt podle ndvodu daného vyse. Do
¢itateld zlomkd zapiSeme obecné nezndmé hodnoty parametri (tj. pouzijeme néjakého
oznaceni parametrti). Pak provedeme soucet téchto parcidlnich zlomkd, to znamena
vSechny zlomky pfevedeme na spole¢ného jmenovatele, se¢teme Citatele a vSe zapiseme
jako jediny zlomek. Dostaneme zlomek, jehoz jmenovatel je shodny se jmenovatelem
ve studované ryze lomené funkci a v jehoz ¢itateli vystupuji zatim neznamé parametry.
Ze vsech scitancti v C(itateli, jejichz soucasti je konkrétni mocnina proménné x,
vytkneme tuto mocninu a pak porovndme obsah zavorky za vytknutym prvkem s
parametrem u stejné mocniny proménné v pivodni funkci. Tak ziskdme pro nezndmé
parametry soustavu rovnic, kterou vyte$ime. Vysledky zapiSeme na misto ptivodné

neznamych parametri do parcidlnich zlomkd.

Vzhledem k tomu, Ze jmenovatel zlomku nesmi byt nulovy, defini¢ni obor neobsahuje

koteny polynomu ve jmenovateli (protoze by v nich hodnota polynomu byla nulova).

3.2.3. Exponencialni a logaritmické funkce

Exponencidlni funkce jsou typem funkci, ktery je dan ve tvaru f(x)=a" , kde a je
kladné redlné C(cislo, které nazyvame zakladem funkce. Defini¢cnim oborem
exponencialnich funkci je celd mnozina realnych c¢isel a plati pro né néktera nasledujici
zasady: V nule (tj. pro x = 0) je funkéni hodnota rovna nule. Je tomu tak proto, ze

£(0)=a’=1 . V jedni¢ce je funkéni hodnota rovna zikladu a, f£(1)=a'=a
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Funkce je rostouci nebo klesajici podle velikosti zékladu a. Pro a > 1 je funkce rostouci,
pro 0<a<l je klesajici. Pokud je a rovno jedné, je funkce konstantni (tj. ani
neroste, ani neklesd, setrvava stdle na hodnoté 1). Toto tvrzeni miZeme snadno odvodit
dosazenim dvou rtiznych ¢isel za x pro konkrétni zvolenou hodnotu zakladu funkce.
Vzhledem k tomu, Ze Zddnd mocnina Zddného kladného ¢isla neni zdporna ani nulova,

jsou vSechny exponencidlni funkce zdola ohrani¢ené nulou.

| Ry s e Y|

ax
0=a=1
a=1

Obr.5: Exponencialni funkce.(autor)

At uzje a > 1 a funkce je tedy rostouci, nebo je 0 < a <1 a funkce je klesajici, pokazdé je
ryze monoténni a je bijektivni. Existuje k ni tedy inverzni funkce takova, Ze slozenim
téchto dvou funkci do slozené funkce dostaneme identitu. Onou inverzni funkci je

logaritmus o stejném zakladu a, ktery ma i ptivodni exponencidlni funkce.

Logaritmus o zédkladu a je specifickym druhem funkce, ktery zna¢ime f (x)=log x .
Jeho defini¢ni obor zahrnuje pouze kladna redlna ¢isla, D(f) =] 0;0 [, coz vyplyva z
toho, Ze je inverzni funkci k exponencidlni funkci, jejiz obor hodnot zahrnuje pouze

kladni redlnd ¢&isla.

42



Obr.6: Logaritmicka funkce.(autor)

Pro dvé ¢isla z defini¢niho oboru (oznac¢ime je tieba x, y) a logaritmus o zakladu a plati
log, (x.y)=log,x+log,y . Tento vztah vyplyva opét z vlastnosti exponencialni

funkce a 1ze jej jednoduse dokdzat:

Sta¢i vybrat libovolné x,, x,€R: f(x,)=a"'=y,, f(x,)=a'=y, . Odtud je

-1

patrné, e plati £ '(y )=log (y,)=x,, f '(y,)=log (y,)=x, . Vyjidiime
hodnotu funkce f v bodé x; + x: f(X1—|-X2)=axl+xz=er1.aXZZyl.y2 . Je zfejmé, ze
hodnota inverzni funkce f ' v bodé (1.y2) je rovma (x + x ). Tedy

log (y,.y,)=(x,+x,)=log (y,)+log, (y,) .

Odtud mtizeme odvodit i nasledujici vlastnosti:

log, (x")=log, (xxx.....x)=log x+log x+...+log x =n.log_x

n krdt n krdt

1
loga(i):loga(x.—
y y

=log x+(—1).log, y =log, x—log y

=log, |x.y'|=log,x+1og,[y )=
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Dile plati, 2e log,(1)=0 a log,(a)=1 pro viechna a. Tzn. logaritmus o jakémkoli
zakladu z ¢isla jedna je roven nule a logaritmus ¢isla, které je stejné, jako jeho zdklad, je

roven jedné.

Pro dva rtizné zdklady logaritmu (oznac¢ime je a, b ) plati nésledujici pfevod:

Logaritmus o zdkladu 10 oznacujeme pouze log x (tj. v zdpise neudavame zaklad
logaritmu), logaritmus o zdkladu e (Eulerovo ¢islo, e ~ 2,718') nazyvime ptirozeny

logaritmus a znac¢ime jej In x.

3.3. Ekonomické aplikace

I kdyz nejsou vyrobni faktory vstupujici do produkéni funkce dokonale délitelné, pro
zjednoduseni ekonomickych konstruktd a modeli se s nimi jako s dokonale délitelnymi
pracuje. Proto jsou mnozstvi vyrobenych statkdi a zapojenych vyrobnich faktort prace
a kapital reprezentovana realnymi ¢isly, stejné jako trzni ceny, urokové miry a dalsi
ekonomické veli¢iny. Produkéni funkce, mezni produkt prace, kapitdlu, mezni
naklady, pramérné naklady, celkové ndklady a vSechny podobné funkce vystupujici v
ekonomické teorii jsou pak funkcemi na mnoziné redlnych c¢isel a jejich hodnoty jsou

rovnéz realna ¢isla, jedna se tedy o redlné funkce.

U nich miZeme samoztejmé sledovat vlastnosti, které jsme citovali v této kapitole.

Naptiklad celkovy uzitek je, pokud budeme brat v potaz axiom nenasycenosti

12 Presna definice eulerova Cisla bude dana v kapitole o posloupnostech a nekonecénych radach.
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spotfebitele, rostouci funkce. Oproti tomu mezni uzitek je funkce klesajici. Mezni
uzitek je pfitom vzdycky kladny, i kdyZz se zmensuje. Tato funkce je tedy zdola

ohrani¢end hodnotou nula.

Jestlize vezmeme v uvahu napfiklad situaci dokonalé konkurence z mikroekonomie,
pak funkce primérnych a meznich ndkladd jsou nejprve klesajici a od uréitého
mnozstvi produkce rostouci. Funkce primérnych pfijmi, kterd je totozna s trzni cenou,
je konstantni, tedy neroste, ani neklesa.

P,R,C

MC

AC

Obr.7: Dokonald konkurence: Funkce meznich ndkladti MC je klesajici do
bodu qu, od tohoto bodu dal je rostouci. Primérné naklady AC jsou klesajici
do bodu, nez se jejich funkéni hodnota vyrovnd funkéni hodnoté meznich
naklad@ v bodé gz, od tohoto bodu dal je jiz rostouci. Funkce primérného

pfijmu AR je konstantni.(autor)

V podminkach nedokonalé konkurence, kdy firmy mohou dlouhodobé vytvéret zisk, se
ukazuje, ze funkce zisku dosahuje maximalni hodnoty v bodé, kdy se mezni ptijem MR
je roven meznim ndkladim MC. Tato maximdlni hodnota je kone¢nd, a tedy funkce

zisku je shora ohranicena.
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Jestlize bychom se zaméfili na makroekonomii, tak miZeme najit piiklady
periodickych funkci. Ekonomicky cyklus je typicky periodickymi vykyvy okolo
trendové hodnoty HDP. Pokud bychom vzali v tvahu odchylky vykonu ekonomiky od
trendu, jednd se o periodickou funkci oscilujici kolem nuly (samoziejmé s notnym
zjednodusenim, do skute¢ného vyvoje tohoto tzv. Gapu HDP se promitaji ndhodné
vlivy). Délka periody by se liSila podle toho, jaky typ oscilaci bychom sledovali
(Juglarovy cykly cca 8 — 10 let, Kitchinovy cykly cca 3 roky, Kondratévovy vlny cca 50
let).[3]

Exponencialni funkce mohou modelovat nékteré makroekonomické situace. P¥istup

ukdze na nésledujicim ilustrativnim ptikladu:

Pt.3.5: Pokud mame ekonomiku, jejiz HDP roste stabilnim tempem riistu (napt.
3% roc¢né), HDP je exponencidlni funkci. Je tomu tak proto, ze kazdy
dalsi rok je HDP rovno HDP piedchoziho roku zvétSenému o urcity
pocet procent z tohoto HDP. Tedy

HDP = HDP ,+0,03. HDP ,=1,03. HDP,
HDP,=HDP +0,03. HDP,=1,03. HDP ,=1,03".HDP
HDP ;= HDP, +0,03. HDP,=1,03. HDP,=1,03*. HDP,,

HDP =1,03". HDP,
tento tvar prepsat do podoby spojité funkce jako
HDP (x)=f (x)=HDP,.1,03"

Pro lepsi pfehlednost grafi se pak na tento typ makroekonomickych funkci pouziva
tzv. logaritmicka transformace. To znamend, Ze misto pivodni funkce vykreslujeme
slozenou funkci, kde vnitfni funkci je plvodni funkce a vnéjsi funkci je log y.
Vzhledem k vlastnostem logaritmu tak dostaneme tvar grafu, kde je konstantni rist

veli¢iny zndzornén linedrnim pribéhem funkce (linedrnim ristem).
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HOF - puvodni tvar funkce HOF - logaritmicka transformace

10 10

rust 3% roche

rust 3% rocne

1] 10 20 30 40 A0 1] 10 20 30 40 A0

Obr.8: Logaritmicka transformace na ptikladu 3% rtstu HDP.(autor)

Na zavér zmifime jesté vyuziti funkci ve tvaru polynomu. Ty mizeme najit v nékterych
statistickych (regresnich) modelech, nebo napiiklad v oblasti firemnich financi, kde se
provadi tzv. diskontovani p¥i vypoc¢tu vynosnosti investic pomoci metody tzv.
vnitfniho vynosového procenta. Pfi diskontovani je klicovy tzv. diskontni faktor, jehoz
mocniny (rtizného stupné) vstupuji do vypoctu a ktery hraje soucasné roli proménné.

Pak ma4 tedy funkce, ktera se k vypoétim pouziva, tvar polynomu.
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4. Limita funkce, spojitost

Nez se zaméfime na samotné limity a na pojem spojitosti, je potieba zavést pojem
6-okoli, ktery je nezbytny pro jejich definici. &-okoli bodu x, (ktery je prvkem
defini¢niho oboru funkce) je podmnozina defini¢niho oboru, jejiz prvky jsou nejvyse ve
vzdalenosti § od bodu x;. Delta okoli, které znac¢ime o5, mtizeme tedy mnozinové
vyjadrit takto:

0,=x:(x€D(f))A(|x—x,|<8)|={x:(x€D(f))A(x,~ 6 <x <x,+6)]

S
Pokud je bodem x, plus, nebo minus nekonecno, pak je S-okolim interval %;—Foo

res —0o0; 1
p‘ OO} 6

4.1. Limita funkce

Nyni jiz ptejdeme k definici limity. Limitu funkce v bodé x; si mGzeme piedstavit jako
¢islo, ke kterému sméfuje hodnota dané funkce f (x ), jestlize se x piiblizuje ke

znameému Xx;.

K pfesné definici limity se vyuziva napitiklad tzv. ,epsilon-delta definice®. Jestlize
limita funkce f v bodé x; je rovna L, tedy

lim f(x)=L
pak plati, ze pro jakékoliv e-okoli ¢isla L existuje §-okoli bodu xp, v némz ma funkce f
takové hodnoty, které jsou v daném e-okoli ¢isla L. To mizeme vyjadfit nasledujicim
zplisobem:

Ve>036>0tak,2e V x:0<|x—x |<6=|f (x)—Ll|<e [2]
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Jind mozZna definice:

Def4.1: Necht x, LERU[—w,+o] . Rekneme, ¥e funkce f mé& v bodé x

limitu rovnou ¢islu L a piSeme

lim f(x)=L

N
X Xl)

b

jestlize ke kazdému okoli o(L ) bodu L existuje okoli o(x, ) bodu x, tak, zZe

proviechna x€o(x )\x, plati f(x)€o(L) .[2]

Neboli kdyz si zvolim jakékoliv okoli ¢isla L (v grafickém zndzornéni bychom je nasli
na ose y, protoze hodnoty budu porovnavat s hodnotami funkce, které také nandsim na
osu y), pak v tomto okoli lezi funk¢ni hodnoty funkce fa tyto hodnoty patfi takovym

prvkim x z defini¢niho oboru funkce, které se nachazeji v okoli bodu x; (na ose x).

V ptipadé, ze xy = +%0, mluvime o limité v nevlastnim bodé. Jinak se jedna o limitu ve
vlastnim bodé. Pokud je L = +o, jednd se o nevlastni limitu. Jinak mluvime o vlastni

limité. Celkové tedy mame tyto mozné ptipady:

O Xn — ) J.’To Xp —I— & *

Obr.9: Vlastni limita ve vlastnim bodé.([2])

49



h
T T

O Xo — & Xo X+

Obr.11: Nevlastni limita ve vlastnim bodé.([2])

M

0

Obr.12: Nevlastni limita v nevlastnim bodé.([2])
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Podobné jako limitu (,oboustrannou®) definujeme i jednostranné limity, tzv. limitu
zprava a limitu zleva. Uvidime, Ze jsou velmi dtlezité v mnoha pfipadech. Muze se
stat, ze limita (,oboustranna“) neexistuje. V tom pfipadé studujeme jednostranné

limity.

Princip limity zprava, resp. zleva spocdiva v tom, Ze studujeme hodnoty funkce pouze v
jedné poloviné okoli bodu x,. Pro limitu zprava jsou to body x > x, pro limitu zleva

body x < x. Pfesné mizeme limitu zprava definovat takto:

Def.4.2: Necht x,ER; LERU{—w,+x| . Rekneme, %e funkce f ma v bodé x,

limitu zprava rovnu L, a pifeme  lim f(x)=L , jestliZe plati:

Vo(L)36>0:V x€(x,,x,+6):f(x)€0(L)

Obdobné definujeme limitu zleva lim f(x)=L .

K tématu limit se vztahuje nékolik dilezitych vét, které nyni uvedeme:

V prvé radé plati, Ze funkce f miZe mit v konkrétnim bodé x, nejvyse jednu
limitu. To vyplyva ze samotné definice limity za pomoci okoli ¢isla L. Pokud by
existovalo vice limit, napf. dvé, s riznymi hodnotami L; a L,, Pak by hodnoty
funkce f v néjakém okoli bodu x, musely byt souc¢asné v okoli obou hodnot L; a
L,. ,Velikost“ okoli obou hodnot (tj. & a & ) pfitom mutizeme zvolit libovolné,
tedy i dostate¢né malé na to, aby se okoli ,neptekryvala® tj. aby jejich prinik
byl prazdny. Pak by ale hodnoty f(x ) pro x z néjakého okoli bodu x, musely
pattit do prazdné mnoziny (praniku okoli ; a ,), coz je spor.

Véta o vztahu limity a jednostrannych limit uvadi, ze funkce f ma ve vlastnim
bodé (tj. konecné realné ¢islo) x, limitu pravé tehdy, kdyz v tomto bodé ma
pravostrannou i levostrannou limitu a hodnoty obou téchto jednostrannych

limit jsou si rovny. Tedy
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lim f(x)=L< lim f(x)=LA lim f(x)=L

X —Xx, x—ox, X—Xx,
Co se tyce pravidel poc¢itani s limitami, vSe je pomérné intuitivni a shodné s tim,

co jiz vime o pocitani s funkcemi. Pro dvé funkce a jejich limity v bodé x,, tj.

pro lim f(x)=L,, lim g(x)=L, ,plati:

XX XX
o o

lim |f|(x)=|L,|

XX
o

lim (f+g)(x)=L,+L,

X"Xn

lim (fg)(x)=L,.L

1 2

XX
o

f

8

lim

XX
o

Dopliime, zZe pokud vypocet dle téchto pravidel vede na tvary
(+00)+(Fo0) s (£oo)=(20); 0.(k00);—=; —; =7 ——

vyraz nedefinujeme a nazyvame jej neurcitym vyrazem.

Vratme se k limité sou¢inu dvou funkci pro X —Xx . Jestlize limita jedné z
nich pro je X —Xx, rovna nule a druhd funkce je v okoli bodu x, omezeni (tj.
neroste do + % ani neklesd do - o), pak je limita souc¢inu rovna nule. Jestlize by
byla limita jedné + o a druhd by byla kladnd v okoli bodu x,, pak bude limita
soucinu + o. Pokud by druhd funkce byla v okoli bodu x, zdpornd, dosahovala
by limita sou¢inu také nekone¢né hodnoty, ale s opaénym znaménkem, nez by
byla nekone¢nd hodnota prvni funkce.

Jestlize pro dvé funkce f, g plati, Ze na néjakém okoli bodu x; je pro vSechna xz

tohoto okoli (kromé x)) £ (x)>g(x) ,pak lim f(x)>lim g(x)
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Pr.4.1:

Jestlize budeme mit tfi funkce f, g, h , pro které na okoli (obdobné jako v
minulé odrdzce) bodu x, bude platit f(x)<g(x)<h(x) , ale ptitom

lim f(x)=lim h(x)=L , pak bude platit, 7¢ lim (x)=L .

—
v v v Xa

Poslednim pravidlem, které zde zminime, je zptsob vypoctu limity slozené

funkce. Jestlize po¢itdme lim f lg(x)] a ptitom plati, 7¢ lim g(x)=« a

N
X X0 X**Xo

lim f(y)=a , pak lim f{g(x)]=limf(y)=a . Neboli limita sloZené
yox X—ox ¥y«
funkce je rovna limité vnéjsi funkce, ale pro y jdouci ne k x, ale k hodnoté
limity vnitfni funkce. Nejprve tedy spocditdime limitu vnitini funkce a pak

hodnotu této limity vlozime na misto bodu, k némuz sméiuje proménna, do

limity vnéjsi funkce.

M&me lim 3™ . Vnitfni funkce & (¥)=5%+1  nd funkee

x—1

f(y)=3" . Spoc¢itame limitu vnitini funkce

lim g(x)=1lim (5x+1)=6 . Limita vné&j$i funkce pro y jdouci k 6:

x—1 x—1
lim £ (y)=lim 3”=3°=729 . Pak limita sloZené funkce je také rovna
y—6 y—ob

729. Pro ovéfeni spravnosti postupu je u takto jednoduchého ptikladu

mozné spocitat limitu slozené funkce ptimo.
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4.2. Spojitost

Predchozi podkapitola, v niz jsme definovali limitu funkce v bodé x,, ukdzali jeji
vlastnosti a upfesnili pravidla poditdni s limitami, ndm dala nastroj, ktery pouzijeme k
definovani dalsich vyznamnych vlastnosti funkci, jmenovité spojitosti (v této

podkapitole) a derivace (v nasledujici kapitole).

Def.4.3: O funkci f fekneme, Ze je v bodé x, spojitd, pokud je jeji limita v tomto
bodé rovna funkéni hodnoté v tomto bodé. Neboli pokud plati néasledujici

rovnice:

f(x,)=lim f(x)

-
X Xg

To klade jisté podminky. Zaprvé bod x, musi byt prvkem defini¢niho oboru funkce, aby
v ném existovala funkéni hodnota, a zadruhé musi existovat limita funkce v tomto

bodé.

Jestlize je vyznam limity takovy, Ze vyjadifuje hodnotu, k niz by se blizila hodnota
funkce, pokud bychom se ¢im dal tim vice piiblizovali k bodu x,, a spojitost je
definovana tak, Ze tato limita musi byt rovna funkéni hodnoté v bodé x,, je mozné
vyznam spojitosti vysvétlit nasledujicim zptisobem. Funkce je spojitd v bodé, pokud se
hodnoty funkce v okoli tohoto bodu blizi (se zmensujici se vzdalenosti od x() k hodnoté
funkce v samotném bodé x,. MiZeme to vidét na obrazku 13. PfibliZzovani x k x; zleva a

souvisejici pohyb na ose y zobrazuji $ipky 1, ptiblizovani zprava Sipky 2.
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) 0

/ ) X
Souvisejici pohyby jsou znazormény Sipkou se
stejnym Cislem.

Obr.13: Ilustrativni zobrazeni principu spojitosti.(autor)

Jestlize je funkéni hodnota v bodé x, rovna hodnoté jedné z jednostrannych limit
(limita zprava, resp. zleva), pak mluvime spojitosti zprava , resp. zleva . Obdobné jako
v ptipadé vztahu mezi jednostrannymi limitami a limitou ,,oboustrannou® i zde plati, Ze

jestlize je funkce v bodé x; spojitd zprava i zleva, pak je spojitd (tj. ,oboustranné

a naopak.

O spojitosti slozené funkce plati, Ze je spojita v bodé xp, pokud je v tomto bodé spojita
vnitfni funkce a soucasné pokud je vnéjsi funkce spojitd v bodé, ktery je roven funkcéni

hodnoté vnitini funkce v bodé x,. Tedy pokud lim g(x)=g(x,); g(x,)=a a

N
X XD

soutasné lim f(y)=f(a) , pak je f[g (x )] spojita v x,. Je to pomérné intuitivni
y—a

podminka, protoze bod x; se pfimo aplikuje do g (x ), tedy g (x) v ném musi byt spojita.

Do f se uz nedostava x, samo o sobé, ale jeho obraz pfes g, tedy funk¢ni hodnota g v

bodé x;, kterou jsme oznacili jako a. Proto musi byt f spojité v a a ne v x;.
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Def.4.4: V ptipadé, zZe je funkce spojitd ve vSech bodech urcitého intervalu (a

pokud je interval uzavfeny, tak v krajnich bodech zprava, resp. zleva

spojitd), fikdme, Ze je spojitd na intervalu.

Pokud k funkci f existuje na urc¢itém intervalu inverzni funkce (tzn. funkce f musi byt

monotonni) a funkce f je spojitd na tomto intervalu, pak je na obraze tohoto intervalu

e, e . , -1
spojita i inverzni funkce f .

Pro funkci spojitou na uzavieném intervalu plati nasledujici véty:

Funkce je na tomto intervalu ohranicend. To je zfejmé, protoze pokud by nebyla
ohranicena, v blizkosti néjakého bodu by $ly hodnoty k + . Pak by v ném ale
neexistovala funkéni hodnota a funkce by v ném nemohla byt spojita.

Funkce na tomto intervalu nabyva své nejvétsi a nejmensi hodnoty.

Jestlize je funkéni hodnota v jednom z krajnich bodt intervalu zdporna, pak
existuje vnitini bod intervalu, v némz je funkcéni hodnota nulova (tj. funkce
prochazi nulou).

Funkce na ném nabyvé vSech hodnot mezi svou nejmensi a nejvétsi hodnotou

na tomto intervalu.

Body, v nichz funkce neni spojita (tzv. body nespojitosti) mtizeme rozdélit do nékolika

skupin.

Odstranitelna nespojitost, kdy limita v bodé nespojitosti existuje, ale funkéni
hodnota v ném je bud rtzna od hodnoty limity, nebo neexistuje.

Nespojitost prvniho druhu, neboli nespojitost typu skoku, kdy neexistuje limita,
protoze pravostranna a levostranna limita jsou riizné, ale obé dvé jsou vlastni (tj.
rovnaji se realnému ¢islu, a ne + o).

Nespojitost druhého druhu, kdy je alespon jedna z jednostrannych limit

nevlastni (tj. je rovna + ).
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Xq X
Obr.14: Odstranitelnd nespojitost.(autor)
y
{17 m— -~y

Obr.15: Nespojitost prvniho druhu.(autor)

Y

p_/—-————o fix)

Obr.16: Nespojitost druhého druhu.(autor)
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4.3. Ekonomické aplikace

Vzhledem ke zjednoduseni ekonomickych modelt ve smyslu pfedpokladu spojitosti
veli¢in, ktery jsme nastinili v minulé kapitole, je mozné i u funkci, které se v ekonomii
pouzivaji a jsou na téchto veli¢indch zavislé, studovat spojitost. Vétsinou jsou funkce

spojité, ale je mozné nalézt i nékteré piiklady nespojitosti.

Kdybychom uvazovali pfipad firmy, kterd ma nenulové fixni ndklady, tak tato slozka
celkovych ndkladi zfistdva konstantni az do urcitého rozsahu produkce. Pokud je viak
dosazeno urcitého rozsahu vyroby, mohou se i fixni naklady zvysit, a to skokové. Pak
se v grafu funkce fixnich nakladd, ale i v grafu celkovych ndkladd, objevi nespojitost
typu skoku. Jako ptiklad takové situace mtize poslouzit montdzni hala, ktera ma urcitou
kapacitu a z jejiho provozu plynou fixni ndklady (hlidaci, osvétleni, najem). Pokud se
firmé dati a zvySuje svou produkci do té miry, Ze je kapacita haly naplnéna, musi si
pronajmout (¢i jinak zabezpecit) druhou halu, ve které by montovala tu ¢ast produkce,
ktera prekracuje kapacitu prvni haly. A s druhou halou budou opét souviset fixni
ndklady (druhy hlida¢, osvétleni, ndjem). Proto dojde ke skokovému zvySeni fixnich

nakladt. Uvedme tento konkrétni ptiklad:

Pi.4.2: Firma vyrdbi mobilni telefony. Naklady na jeden vyrobeny mobilni
telefon zahrnuji mzdu (100 K¢) a komponenty (1000 K¢). Vyroba probiha
v hale s maximalni kapacitou 500 kusi za den, za kterou musi firma platit
najem a sluzby v pfepoctu za 20000 K¢ na den. Jestlize by se vyroba
roz$ifila nad maximalni kapacitu, firma by si pronajala srovnatelnou
vedlejsi halu za stejnych podminek.
Variabilni ndklady na jeden telefon jsou 1000 K¢ + 100 K¢ = 1100 Ké.

Fixni ndklady odpovidaji ndklad@im na provoz haly (tj. 20000 K¢). Funkce
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celkovych ndkladi TC =VC+FC, odtud TC(x) = VC(x) + TC(x)
=1100.x + 20000 pro x < 500
=1100.x + 20000.2 pro 500 < x < 1000

Jestlize spoc¢itame jednostranné limity pro x jdouci k 500, dostaneme

nasledujici vysledky
lim TC(x)=(1100.500+20000)=570000
X =500 -
lim TC(x)=(1100.500+40000)=590000
x 500 *

Vidime, Ze hodnoty jednostrannych limit se 1i$i, tzn. v bodé x, = 500
nemd funkce celkovych ndkladd limitu a tedy zde neni spojita. Vzhledem
k hodnotam jednostrannych limit (jsou vlastni) je ziejmé, Ze se v tomto

bodé nachazi nespojitost typu skoku.

Ptikladem pouziti limit miize byt celkovy a mezni uzitek, ktery jsme uvadéli jiz v
minulé kapitole. Vzhledem k axiomu nenasycenosti s rostouci spotfebou roste celkovy
uzitek, avSak ¢im dal tim ,pomaleji“. Hodnota Limity celového uzitku pro spotiebu
jdouci k nekonec¢nu tak mtize byt jak konec¢né c¢islo, tak nekonec¢no. Zalezi na tvaru
uzitkové funkce. OvSem pro funkci mezniho uzitku je limita pro spotiebu jdouci k

nekone¢nu rovna vzdy nule.
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5. Derivace funkci jedné proménné

Derivace funkce je pojmem, ke kterému jsme v pFedchozich kapitolach postupné
sméfovali. Je to vyznamny prvek v analyze realnych funkci a je Siroce vyuzivan
i v ekonomii. Jeho ekonomické aplikace zminime, stejné jako v pfedchozich castech
textu, na konci kapitoly. Abychom pojem derivace ptehledné vysvétlili, je potfeba zacit

mirnou oklikou.

5.1. Derivace funkce

Soucasti sttedoskolské latky matematiky jsou linedarni funkce. To jsou funkce, které
maji dany sklon g a jistou konstantu ¢ wudavajici vertikdlni posunuti funkce od
pocdtku. Cely tvar funkce tedy je £ (x)=¢.x+c . JestliZe se posuneme do bodu x =0,
¢len g.x je nulovy a hodnota funkce je rovna konstanté c. Graf funkce tedy prochazi
bodem o soufadnicich [ 0, ¢ ]. Sklon funkce uddva, o kolik hodnota funkce vzroste,
resp. klesne, pokud se x zysi o jedna. K pfesnému urceni funkce ndm staci souradnice
dvou bodi, kterymi prochazi jeji graf. Jestlize spocitdme rozdil funkénich hodnot
(soufadnice y) a rozdil hodnot proménné x v téchto bodech a rozdil funkénich hodnot
podélime rozdilem hodnot x, dostaneme hodnotu parametru g, neboli sklon funkce. Je
tomu tak proto, ze na rozdilu (x; — x;) funkce vzrostla, nebo klesla o (f(x) — f (x)).
Sklon je rozdil funk¢nich hodnot vyjadfeny pfi zméné x o jednicku, proto musime mezi
sebou dva spocitané rozdily podélit. Poté sta¢i vybrat jeden ze dvou znamych boda a
pro jeho soutadnici x spoditat vyraz g.x, ktery udava, jakou hodnotu by méla funkce v
tomto bodé x, pokud by prochazela pocitkem a tedy ¢ by bylo rovno nule. Rozdil

skute¢nou funk¢éni hodnotou v daném bodé a takto spocitanou hodnotou udava
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skute¢nou velikost konstanty c. Jestlize je linearni funkce rostouci, je g > 0, pokud je
klesajici, g < 0. Funkce, ktera je konstantni, ma g = 0. To lze snadno ovétit. Podle toho,

jaka je velikost |g| mutiZeme uréit, jak moc funkce klesd, nebo jak moc roste. Vet

absolutni hodnota sklonu znamena vyraznéjsi trend.

Nyni se uz vratme ke slozitéjsim funk¢énim tvartim. Jisté i u nich mtizeme chtit zjistit,
jak moc funkce klesa, nebo jak moc roste. Problémem je zde v$ak to, Ze slozitéjsi tvary
funkce nemaji vSude stejny sklon (nékde rostou vic, nékde min, nékde klesaji, nékde
jsou konstantni atd.). Pokud vezmeme soufadnice dvou boda grafu funkce, mizeme z
nich vypocitat skon se¢ny nasi funkce v téchto dvou bodech, kterd je linearni funkci.
Odtud tedy mtizeme zjistit jakysi primérny sklon funkce na intervalu ohrani¢eném

prvnimi soutadnicemi bodt.

y

0 |

flx,)
/

_\.x - """
N><
S

Obr.17: Se¢na grafu funkce je linedrni funkci.(autor)

To ovSem nas problém neftesi, protoze nas zajima sklon v jednom konkrétnim bodé x;.
Moznosti je pfejit od se¢ny, kterd graf funkce protind ve dvou bodech, k te¢né, ktera se
grafu ,dotyka“ pouze v jednom bodé a je také linearni funkci. VySe jsme ale ukazali, ze
se sklon linedrni funkce (a tedy i te¢ny) pocitd ze soufadnic dvou bodd, coz pred nas

opét stavi problém.
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Reseni ptinasi koncept derivace v bodé x,, ktery spojuje oba piistupy (tj. seénu a te¢nu).
Vychazi z toho, Ze pouzijeme secnu, jejiz jeden bod priniku s grafem funkce umistime
do nami pozadovaného bodu x, a druhy nékam v jeho okoli. Pokud budeme druhy bod
pfiblizovat k bodu xp, primérny sklon funkce na intervalu (poc¢itany pomoci sklonu
se¢ny) se bude ptiblizovat sklonu v bodé x,. Nakonec pouZzijeme limitu vyrazu pro
vypocet sklonu se¢ny pro x (tj. druhy se¢ny bod) jdouci k x,. Tak oba body natolik
priblizime, Ze ptejdeme od se¢ny k te¢né a ziskdme piesnou hodnotu sklonu funkce v

bodé x,.

Derivace v bodé x, je vyjadfena ve tvaru, ktery vychdzi z vySe zminéné metody

vypoctu sklonu linedrni funkce. Znac¢ime ji f '(x0):

f(x)—f(x,)
f'(x,)=lim ——
xox, X—X
Def.5.1: Rekneme, 7e funkce f mid v bodé x, derivaci, jestlize existuje
. f(X)_f(XO) s e , V7 o 1
lim ——— (vlastni i nevlastni) a oznad¢ime ji f '(xp). Pokud
xox, XX,

misto limity pouzijeme analogicky jednostrannou limitu, mluvime o tzv.

jednostranné derivaci.

Plati, Ze derivace je dana jednoznacné a dale také, ze pokud ma funkce f v bodé x,
vlastni derivaci (tj. derivaci s kone¢nou hodnotou), je v tomto bodé spojitd. To lze
jednoduse dokazat p¥imo z definic spojitosti a derivace. Vzhledem k tomu, co jsme
uvedli o sklonu linearni funkce, plati, Ze pokud je funkce v bodé x, rostouci a ma zde
derivaci, pak ma derivace kladnou hodnotu. Jestlize v tomto bodé roste, je hodnota

derivace zaporna. Pokud neroste, ani neklesa, je derivace nulova.
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funkce ﬂ:}{j=}{2
funkce f{x)=2.x

Obr.18: Funkce a jeji derivace: Kdyz funkce klesd, jeji derivace < 0,

pokud roste, derivace je > 0.(autor)

Jestlize mame dvé funkce f a g, které maji v bodé x, derivaci, pak plati nasledujici

pravidla:

(fxg)'(x,)=f"(x,)%g "(x,)

(£g) ' (xo)=f "(xo). g(x0)+f(x0).8 " (x,)

je—1Ii g(x,)#0=

Jestlize mame slozenou funkci (g (x)), pak jeji derivace v bodé x, existuje, pokud ma
funkce g (x ) derivaci v bodé x, a funkce f (y ) derivaci v bodé y; = g (x ). Pak je
derivace slozené funkce rovna soucinu derivace vnéjsi a vnitini funkce. Pozor! Nejprve
derivujeme pouze vnéjsi funkci a v jejim argumentu nechame cely vyraz pro vnitfni

funkci. Pak teprve derivujeme vnittek.
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. flgx))-flg(x,) glx)—g(x,)
=lim ) =
X— X, X—X, g( )_g( ())

Protoze derivaci funkce f mtizeme vypocitat v rtiznych bodech x;, nedostaneme pouze
jedno ¢islo, ale celou mnozinu ¢isel, z niz jsou jednotlivé prvky piislusné rtznym
hodnotdm x;. Je zfejmé, ze pak mutzeme cely zapis zobecnit a derivaci zapsat jako
funkci proménné x. Pak mluvime o derivaci funkce f a znac¢ime ji f'. Mdme tedy

dvojici funkci, které jsou spojeny vztahem, kdy jedna je derivaci druhé.

Protoze f" je funkce, miiZzeme i u ni sledovat defini¢ni obor, to, zda roste, klesd, nebo je
konstantni, apod. Vzhledem k vyse uvedenému vztahu mezi spojitosti funkce f v bodé
a existenci jeji derivace v tomto bodé plati, ze funkce f je spojitd na defini¢nim
intervalu funkce f'. Opac¢né (tedy existence derivace na intervalu, kde je f spojitd) to
ale neplati, protoze funkce mutze byt spojitd i tam, kde nema derivaci. Pfikladem bodu,
v némz je funkce spojitd, ale nema zde derivaci, je bod, kdy se funkce ,lame“. V

takovém bodé totiz nelze jednoznacné sestrojit te¢nu.

i

Obr.19: V bodé x, je funkce spojita, ale nema zde derivaci.(autor)
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Uved'me nyni nékolik elementdrnich typtd funkci a k nim tvar pfislusné derivace:

f(x)=c f'(x)=0
f(x)=x f'(x)=1
f(x)=x" f'(x)=nx"""

x )=t
f(X)Z\/} f (X)_Z,\/;

f(x)=sinx f'(x)=cos x
f(x)=cos x f'(x)=-sinx
f(x)=e" f'(x)=e”
f(x)=a" f'(x)=a".lna
F(x)=Inx Fi(x)=>

x

5.2. Derivace vyssich rada

Jak jsme zminili jiz vySe, i derivace funkce f (tj. £ ') je funkci s vlastnim defini¢nim
oborem a dal$imi vlastnostmi. A protoZe se jedna o funkci, miZeme se i u ni zajimat o
jeji rist, pokles a sklon grafu funkce v néjakém konkrétnim bodé. To znamena, Ze i u ni
muzeme studovat derivaci. Ta je definovédna stejné, jako v pfedchozim ptipadé, pouze

dosazujeme misto funkce f funkci f'.

A opét plati, ze pokud funkce f 'roste, md kladny sklon a tedy jeji derivace ma kladnou
hodnotu. Pokud f 'klesd, je derivace zaporna. Mohli bychom se ovSem zajimat i o to,
zda existuje néjaky vztah mezi derivaci funkce f ' a pivodni funkci f (jejiz je f'
derivaci). Zjistime, Ze takovy vztah existuje a derivaci derivace funkce f nazyvame

druhou derivaci funkce f a zna¢ime ji f".
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Zkusme si odvodit, co plati pro funkci f, jestlize f " > 0. Druhd derivace je derivaci
(prvni) derivace funkce £, tj. funkce f'. Jestlize je druha derivace funkce f kladnd, pak
podle vySe uvedeného musi byt funkce f ' (jejiz je £ " prvni derivaci) rostouci.
Vzhledem k tomu, ze f' je prvni derivaci pivodni funkce f, podivejme se na dtsledek
rostouci derivace na pivodni funkci. Jestlize derivace roste, roste sklon funkce f. Tedy
funkce f bud roste ¢im dél strméji, nebo klesa ¢im ddl mirnéji, ptipadné klesd do
urcitého minima, odkud dale roste. Takové funkci f fikdme konvexni. Na nasledujicim

obrazku je piiklad takové funkce f(x) = X

funkce 1‘(}{]:}{2
funkce fix)=2.x
funkce f7(x)=2

Obr.20: Konvexni funkce f(x) = %, jeji derivace a druha derivace.(autor)

Analogicky odvodime situaci, kdy je druha derivace zaporna. Pak plati, ze prvni
derivace je klesajici funkce, to znamena, Ze ptivodni funkce roste ¢im dél tim mirnéji,
ptipadné klesd ¢im dal tim strméji. Nebo z ¢im dal tim pozvolnéjsiho ristu dosdhne

svého maxima a poté zacne klesat. Tento typ funkci nazyvame konkdvni. A stejné jako
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v pfedchozim ptipadé i zde uvedeme ilustrativni obrdzek. V tomto piipadé se bude

jednat o funkci f(x) = - X.

T T T T T T

10 5
funkce fix)=-x
funkce fx=-2x
funkce f(x)=-2

e e e e e B o i s ) -

Obr.21: Konkavni funkce f(x) = -%, jeji derivace a druha derivace.(autor)

5.3. Aplikace derivaci v matematice

Derivace funkci maji v ramci matematiky velmi Siroké vyuziti. V této podkapitole

zminime nejznamé;jsi aplikace, které jsou uzite¢né i pro nase potieby v ekonomii.

5.3.1. De I'Hospitalovo pravidlo

V prvé fadé ndm derivace umoznuji vypocitat i nékteré limity, které jsme dfive

neuméli vyjadfit a museli jsme se spokojit s tim, Ze jsme je oznacili jako neurdcité
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. 0
vyrazy. K vypoctu limit ve tvaru 0 @

H-||-|-
818

vyuzijeme tzv. De 1'Hospitalovo
pravidlo [¢teme ,D Lopitalovo pravidlo®]. To tika, Ze jestlize mdme pocitat limitu

f
lim ﬁ , kde lim f(x)=1lim g(x)=0 , nebo lim f(x)=1lim g(x)=%w ,

x, 8(x)
x-x, 8 X—ox xXox XX, XX,

f'(x) f(x)

. . f'(x)
, pak platl' lim —==1lim —
x—x, g(X) x-x, § (X)

tak pokud existuje lim
P g (x)

To znamend, Zze pokud se pfi vypoctu limity dostaneme do situace, kdy limita vede na
jeden z tvara 0 > nebo +oo , muZzeme zderivovat zvlast Citatel a zvlast jmenovatel
a pokud vysledny vyraz jiz bude v rdmci limity feSitelny, je jeho vysledek roven

vysledku ptvodné pocitané limity.

sin x

Pt.5.1: Méjme lim . Tato limita vede na tvar 0 proto pouzijeme De
x—-0 X
I'Hospitalova pravidla. Derivace sin x je rovna cos x, derivace x je 1.

. sinx . cosx 1 y .
Tedy lim =lim . = T: 1 ,protoze lim cosx=1
x-0 X x =0 x—0

5.3.2. Stacionarni body

Dalsi oblasti, kde je derivace vyznamnym nastrojem, je hledani vyzna¢nych bodt pro

popis prubéhu funkce, tzv. staciondrnich boda.

Def.5.2: Bod, v némz je derivace funkce rovna nule (tj. bod x, pro néjz je

f'(x) = 0), nazyvame staciondrni bod.
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Pro¢ jsou staciondrni body vyznamné? Jestlize se zamyslime nad tim, jaky funk¢ni tvar
je v definici 5.2 popsan, dojdeme k zavéru, Ze mezi stacionarni body patii naptiklad
body tzv. lokdlnich extrémi. To jsou lokdlni minima a maxima funkce, neboli body x;,
v nichz je hodnota funkce niz$i nez ve vsech ostatnich bodech néjakého okoli bodu xj,
nebo naopak vys§i, neZ v ostatnich bodech na néjakém okoli x,. Casto se setkdvame s
problémem, kdy musime najit bod, v némz se néjakd funkce maximalizuje, nebo
minimalizuje. Jako pfiklad stac¢i uvést hledani takového mnozstvi vyrobenych statki,

pii némz se maximalizuje zisk, nebo naopak minimalizuji praimérné naklady.

lokalni maximum

lokalni maximum

lokalni minimum

Obr. 22 : Lokalni extrémy funkce.(autor)

Vsimnéme si, ze v okoli lokdlnfho maxima je funkce konkdvni, zatimco v okoli

lokalniho minima je konvexni.

Dal$im moznym staciondrnim bodem je tzv. inflexni bod, v némz je derivace nulova,
ale funkce je na néjakém jeho okoli monoténni. To znamena, ze funkce roste ¢im dal
tim pozvolnéji, az v inflexnim bodé neroste viibec, ovSem pak zac¢ind znova rtst, a to
¢im dal tim rychleji. Analogicky vypadad situace, pokud je funkce klesajici. Klesa ¢im

dal tim pozvolnéji, hodnota derivace roste ze zdpornych hodnot az k nule, nastava
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inflexni bod a funkce zase za¢ind klesat, a to ¢im dal tim rychleji. Derivace od nuly opét

klesa do zapornych hodnot.

Y ¥

Inflexni bod
f, (x) Inflexni bod

()

Obr.23: Inflexni body funkce.(autor)

Vidime, Ze na néjakém okoli inflexniho bodu x, plati, Ze pro vSechna x < x; je funkce

konkavni a pro vSechna x > x; je konvexni, nebo naopak.

Z prvni derivace pfimo nepozndme, zda je staciondrni bod lokdlnim extrémem, nebo
inflexnim bodem. To se poznd az z druhé derivace. Jak jsme jiz napovédéli pti popisu
chovani funkce na okoli stacionarniho bodu z hlediska konvexnosti a konkavnosti, plati
nasledujici:

+  Pro lokdlnf maximum platf , Ze funkce roste ¢im dal tim méné, az za¢ne klesat.
Tomu odpovida derivace, ktera klesa z kladnych hodnot do zdporych a v daném
bodé prochézi nulou. Derivace klesd, tedy druhd derivace je zéporna.

+  Pro lokdlni minimum funkce klesd ¢im ddl tim pozvolnéji, az za¢ne rtst. To
odpovida ristu derivace ze zdpornych hodnot do kladnych. Derivace v daném
bodé prochdzi nulou. Derivace roste, tzn., Ze druhd derivace je kladna.

+  Pro inflexni bod plati, Ze funkce roste (klesd) ¢im dal tim méné, derivace klesa z
kladnych hodnot k nule (roste ze zapornych hodnot k nule). Pak se rist (pokles)

funkce opét vrati a je ¢im dal tim strméjsi. Derivace se vraci do kladnych
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(zdpornych) hodnot. Pokles (riist) derivace a obrat ve stacionarnim bodeé
smérem k rtastu (poklesu) znamend, Ze druhd derivace roste ze zapornych
hodnot do kladnych (klesa z kladnych do zapornych) a ve staciondarnim bodé

prochézi nulou. V inflexnim bodé je druha derivace nulova.

5.4. Ekonomické aplikace derivaci

Jiz v pfedchozi podkapitole jsme nastinili nékteré ekonomické aplikace derivaci. Nyni
nase uvahy o jejich moznych vyuzitich v ekonomii rozsitime. V prvé fadé je potteba
zminit, Ze vSechny mezni veli¢iny jsou derivacemi celkovych veli¢in. To znamend, Ze
napfiklad funkce meznich ndkladi je derivaci funkce celkovych ndkladi, mezni piijmy
jsou derivaci celkového pfijmu. Mezni uzitek je derivaci celkového uzitku z néjakého

statku.

Pokud do funkce vstupuje vice proménnych (napf. u produkéni funkce vyrobni faktory
prace a kapital), je situace trochu slozitéjsi a mluvime o funkci vice proménnych.
Mezni produkt prace a mezni produkt kapitdlu jsou derivacemi produkéni funkce,
ovSem zde se mluvi o tzv. parcidlnich derivacich . Ty se vyznacuji tim, Ze pokud
derivujeme podle jedné proménné (napt. podle price), povaZzujeme praci za proménnou
a dalsi vyrobni faktor, kapital, ktery je v ptivodni funkci také proménnou, bereme jako

pouhy parametr. To znamend, ze ve chvili, kdy derivujeme, neni bran jako proménna.

Pi.5.2: Méjme Cobb-Douglasovu produkéni funkci V= K '°.L *°, Funkce Y je
tedy zavisld jak na K, tak na L. Je to funkce dvou proménnych. Jestlize
budeme zvétSovat mnozstvi zapojeného kapitdlu, bude rist celkova

produkce. To stejné bude platit pro praci.
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oY
Derivaci podle prace znac¢ime a_L:MPL ,

oY
derivaci podle kapitalu a—KIMPK .

Derivaci podle price (tj. mezni produkt priace) vypolitame tak, ze

derivujeme tak, jako by proménnou bylo pouze L:

1/3
mpr=2Y — ("),
oL

K

L

2.L2/3—1:(K1/3)'2 L_”B:%_KUS 2.

3 3’ 733

Jak vidno, s K jsme viibec nepracovali a brali jsme jej jako parametr, ¢i
konstantu. Vysledek je dan pouze derivaci podle L, kde plati:

23 2/3-1__ —1/3_2 1
L=(203). 1 =(203). 17" =2

Mezni produkt kapitdlu vypocitdme analogicky, oviem tentokrat budeme

brat za proménnou K a L bude pouze parametr.

11 1 (n\"”
-2/3 2/3\__ —
KL )_5'1(2/3_5'(})

mpk =9L 1 g (el
0K 3 3
Opét jsme viibec nepracovali s druhou proménnou (tentokrat s L) a brali

jsme ji jako parametr. Derivovali jsme tak, jako by bylo jedinou

proménnou K.

V pozadi uvedeného piikladu, tedy za funkcemi vice proménnych a parcidlnimi

derivacemi, stoji pomérné rozsdhld teorie, kterd ovSem ptekracuje potfeby a rozsah

tohoto zdkladniho kurzu. Proto jsme se rozhodli problematiku rozpracovat pouze v

ramci tohoto ilustrativniho pfikladu, na kterém jsme vSak zakladni aspekty parcidlnich

derivaci ukazali dostate¢né na to, aby mohli studenti tento nastroj prakticky vyuzivat.

Dalsi aplikaci derivaci, kterou jsme jiz vySe v textu zminili, je hleddni extrémi funkce.

Omezime se vSak pouze na hleddni extrémt funkci jedné proménné, u funkci vice

proménnych se jedna o slozitéjsi postup, ktery opét presahuje rdmec zdkladniho kurzu.
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Jak jsme pfedeslali, hleddni maxima, nebo minima funkce je vyznamné naptiklad ve

vztahu k ziskové funkci nebo k funkci primérnych naklada.

Pr.5.3:

Z této kapitoly vime, Ze maximum (nebo minimum) funkce nastava v
bodé, kde je derivace funkce rovna nule. Jestlize se zaméfime na zisk, pak
ten je vyjadfen jako rozdil mezi celkovymi p#ijmy a celkovymi ndklady.
Kdyz derivujeme funkci tvofenou rozdilem mezi dvéma funkcemi (zde
rozdilem mezi celkovymi p#ijmy a naklady), pak jeji derivace je rovna
rozdilu derivaci onéch dvou funkci (zde p¥ijmové a ndkladové funkce).
To vime z vy$e uvedeného. Derivaci celkovych p#ijmu jsou mezni pfijmy,
derivaci celkovych nakladd jsou mezni néklady. Jestlize jejich rozdil ma
byt roven nule (hleddme maximum a v ném je derivace vzdy rovna nule,
proto to musi platit), mizeme také Fict, Ze se mezni pfijmy musi rovnat
meznim ndkladim. To je ale pfesné stejné pravidlo, které je vyucovano v
ramci zdkladnitho kurzu mikroekonomie jako bod, v némz je
maximalizovam zisk. VSe zminéné vyjadiime vypoctem:
maximalizovat Z = Z '=0

Z=TR-TC

derivace

Z'=TR'-TC'; kde TR'=MR a TC'=MC

odtud

Z'=MR-MC

Z'=0; tzn.

MR —-MC =0
odtud

MR =MC
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Pr.5.4:

V poslednim ptikladu této kapitoly se zamétime na konkrétni
jednoduchy pfiklad na maximalizaci. Nasim dkolem bude uréit maximum
celkovych p#ijma, jestlize funkce celkovych p#jma ma tvar
TR =400.Q-2.Q"[1]
Vime, zZe funkce dosahuje maxima, nebo minima v bodé, kdy je jeji
derivace rovna nule. Proto nejprve spocitdme derivaci a poté ji polozime
rovnu nule:
MR =TR'=400-4.Q, protoze derivace (400.Q)"' = 400

aderivace 2.Q%)'=22.Q"'=4.Q
V bodé extrému Q) je derivace rovna nule:
MR (Q) =TR'(Q)=0 neboli 400-4.Qx=0
odtud
400=4.Qy anakonec Q=100
Musime je$té ovéfit, jestli je tento bod maximem (mohl by byt i
minimem). Proto spoc¢itdme druhou derivace TR"= MR'= -4, coz je < 0,
jedna se tedy skute¢né o maximum. (Jestlize by se i v druhé derivaci
vyskytovala proménnd, dosadili bychom za ni hodnotu  a pak teprve
zjistovali, zda se jedna o maximum, nebo minimum.
Na zavér jesté spoc¢itame funkéni hodnotu v maximu, tedy maximalni
celkové pfijmy:

TR (Q) = 400.Q, — 2.Qy" = 400.100 — 2.100” = 20000.
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6. Posloupnosti a nekoneéné rady

V kapitole tykajici se posloupnosti a nekone¢nych fad navazeme na nékteré informace,
které jsme uvedli v prvni kapitole, ale soucasné vyuzijeme i latku z dalsich kapitol.
Posloupnosti a nekone¢né fady jsou vyznamnymi konstrukty, které maji mnoho

vyuziti, a to nejen v samotné matematice, ale i v ekonomii a dal$ich védach.

6.1. Posloupnosti

Jestlize se pokusime pojem posloupnost kratce a jasné vysvétlit, pouzijeme ndm jiz
znamého pojmu zobrazeni. Posloupnost je zobrazenim z mnoziny pfirozenych ¢isel na
mnozinu realnych ¢isel. P¥ipadné by se dala definovat jako specidlni p¥ipad redlné

funkce, jejiz defini¢ni obor je roven mnoziné pfirozenych c¢isel.

Def.6.1: Posloupnost je zobrazeni 2° N = R jehoz hodnoty obvykle misto
a (n) zna¢ime a, (soucasné proménnou oznacujeme 1 namisto x, protoze
se nejednd obecné o realné ¢islo, ale o ptirozené ¢islo). Hodnotu a, pak
nazyvame n -ty ¢len posloupnosti a celou posloupnost pak zapisujeme

la, |”_, , ptipadné jednoduseji {a,}. [2]

Konkrétni posloupnost mitize byt zadefinovana dvéma rtiznymi zptisoby. Zaprvé muze
byt kazdy clen definovan pomoci hodnoty svého indexu, tj. n -ty ¢len je mozno

vypocitat z ¢isla n. Zadruhé miize byt kazdy ¢len od néjakého n, definovan pomoci
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pfedchazejicich ¢lentt a ¢leny s indexem niz$im, nez m, , jsou pfimo dané (tzv.
rekurentné zadand posloupnost ).
_3.a+2

Pt.6.1: V posloupnost  {a_|*_,

je kazdy ¢len definovan pfimo pomoci
¢isla n. 1 -ty ¢len pak spocitame p¥imo dosazenim 7 za n do vzorce. Tak

mdme napf.
3.1+2 5 3.2+2 8
= :—:1 = —— a

3.3+2 11
1 > 4y 37 = e
5 5 5 5 5 5

a

Posloupnost (b,)m je definovana nasledujicim zpiisobem: b, = 2,
b_,+2.b_ |
=1 b,= 2 V' n=3 | viechny ¢leny s indexem vyim,

nez 2, jsou tak zadany pomoci pfedchozich ¢leni, tzn. rekurentné .

Pro ilustraci spo¢itame nékolik pocate¢nich ¢lend:

by ,+2.b,, b+2b, 2421 4

b Z=
3 2 2 2 2
5 _b472+2.b471_b2+2.b3_1+2_2_i
4 2 2 2 2
5
, _b5_2+2.b5_1_b3+2.b4_2+2'§

7
> 2 2 2 2

Stejné jako klasické realné funkce, i posloupnosti mohou byt zdola ¢i shora ohranicené,

rostouct, ¢i klesajici a podobné. V kratkosti pfipomenime, Ze:

Posloupnost a,)7 je zdola ohranicena, jestlize existuje takové KeR

K <a, VneN

b

pro které plati, ze

Posloupnost 2,5 je shora ohranicend, jestlize existuje takové LeR

L>a, Y neN

b

pro které plati, ze

Posloupnost je ohranicend, jestlize je soucasné zdola i shora ohranic¢ena.
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Posloupnost je rostouct, jestlize a,<4a,, VneN
- Posloupnost je klesajici, jestlize %~ %n+1 VneN
a =>a Y nelN

« Posloupnost je nerostouct, jestlize “n = “n+1

Y neN

. ey g . v <

- Posloupnost je neklesajici, jestlize 4n = 9n+1
U posloupnosti, stejné jako u funkci, mtGzeme pocitat limitu. Zde ovSem pocitime
pouze limitu posloupnosti pro n jdouci k nekoneénu. Vzhledem k tomu, ze
posloupnost je definovdna pouze na pfirozenych Cdislech, v kazdém konkrétnim
pfirozeném c¢isle musi nabyvat konkrétni hodnoty, tedy nemad smysl poc¢itat limitu pro

n jdouci k néjakému konkrétnimu pfirozenému ¢islu.

Pro limity posloupnosti plati vSechno, co jsme fekli o limité funkce v nevlastnim
bodé +o. Tedy naptiklad to, Zze limita je ddna jednozna¢né. Ddle pro pocitani limit
posloupnosti plati stejna pravidla pti s¢itani a odecitani posloupnosti, jejich nasobeni a

déleni, jako v p¥ipadé funkci.

V zavislosti na tom, jaka je limita posloupnosti (tj. jestli je vlastni, nevlastni, nebo

neexistuje), definujeme tfi skupiny posloupnosti:

« Posloupnost, ktera md vlastni limitu lima =a; a€R , 4.
n—o0

> . > = — < s ’
Ve>03n,eN:V neN,n=n,>|a, —al<e , nazyvéme konvergentni .

« Posloupnost, ktera ~md  nevlastni  limitu lima =+ , tj.
n— o

VA>OEIn0€IN:VnZnO:>aH>A & VA<OEIn0€IN:VnZnO:>aH<A

b b
nazyvame divergentnf .

« Posloupnost, jejiz limita neexistuje, nazyvame oscilujici.
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Z vyse uvedeného pomérné snadno plyne, Zze pokud je posloupnost neklesajici a shora

vVv7

ohranicend, pak konverguje a jeji limita je rovna jeji nejvyssi hodnoté. Stejné tak

v v/

nerostouci a zdola ohrani¢end posloupnost konverguje ke své nejnizsi hodnoté.

Ddle se budeme zabyvat tzv. hromadnymi body posloupnosti. Tento pojem vysvétluje

nasledujici definice.

Def.6.2: Necht {a,} je posloupnost a a je redlné ¢islo (vlastni). Pak a nazveme
hromadnym bodem posloupnosti, jestlize

VneN a Ve>0 JneN,n=n, takové,Ze |a —al<e

Hromadnym bodem je tedy takovy bod, v jehoz jakémkoli ¢ — okoli lezi alespol jeden
prvek posloupnosti. Hodnota limity posloupnosti je hromadnym bodem, ov§em opak
obecné neplati, protoze mtize existovat vice hromadnych bodt dané posloupnosti. Pak
by posloupnost limitu nemeéla. Plati, Ze kazd4 ohrani¢ena posloupnost ma alespon jeden

hromadny bod.

Pt.6.2: Méjme posloupnost {a,} = (-1)". Je ohranicena, protoze zadna jeji hodnota
neklesne pod -1 a nestoupne nad 1. Tato posloupnost ma dva hromadné

body (-1 a 1) a souc¢asné nemad limitu, protoze se jedna o funkci oscilujici.

Vyznamnymi typy posloupnosti jsou tzv. aritmetickd posloupnost a geometrickd
posloupnost. U obou typi se jedna o t¥idy posloupnosti s jednotnym tvarem zapisu, v
némz se méni pouze nastaveni parametri. Pfitom oba dva typy lze vyjadtit jak zapisem

pomoci indexu n, tak rekurentné. Posloupnosti vSak nezac¢inaji v n=1, ale jizv n=0.
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Aritmeticka posloupnost se vyznacuje tim, Ze kazdy ¢len (mimo prvniho ¢lenu) je vétsi
(resp. mensi) o urcitou konstantu, nez ¢len piedchazejici. Posloupnost pak mizeme
zapsat nasledujicim zptisobem:
ay=a; a,—a, +c VY neN
Jestlize budeme chtit zapis piepsat do druhého mozného tvaru, pak si sta¢i uvédomit
nasledujici vazbu mezi ¢leny, kterou ilustrujeme na nékolika pocatec¢nich ¢lenech:
a,=a,tc
a,=a+c=(a,tc)+c=a,+2.c
a;=a,+c=(a,+c)+c=(a,+c)+c+c=a,+3.c

Pro n -ty ¢len tak dostdvame a,=a,tn.c .

V geometrické posloupnosti je kazdy ¢len (mimo prvniho ¢lenu) ndsobkem
pfedchazejiciho ¢lenu. Posloupnost mtze byt zapsana rekurentné takto:

a=a; a,—a, ,.q VneN

Stejné, jako ptipadé aritmetické posloupnosti, i geometrickou posloupnost lze zapsat do
druhého mozného zapisu. Opét na nékolika pocate¢nich ¢lenech ukazeme vazbu mezi
jednotlivymi ¢leny:
a=a,.q
_ _ _ 2
a,=a,.q=(a,.q).q=a,.q
_ _ _ 2_ 3
a,=a,.q=(a,.q).q=(a,.q).q"=a,.q

Pro n -ty ¢len pak dostdvame vztah a_=a,.q"
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6.2. Nekonec¢né rady

Nejen v praxi, ale i v matematické teorii se casto vyskytuje potteba s posloupnostmi
dale pracovat. Vyznamné je napiiklad dokazat secit vSechny c¢leny dané posloupnosti,
coz neni jednoduché, vzhledem k tomu, Ze posloupnost jich md nekone¢no. Z toho
diavodu byl vybudovén teoreticky piistup, ktery dokaze soucet nejen vyjadtit pomérné
jednoduchym zapisem, ale také urdit, zda existuje kone¢ny soucet ¢lenti posloupnosti a
alespont u nékterych posloupnosti umoznuje soucet ptimo vyjadfit. Mluvime zde o

teorii tzv. nekone¢nych ¥ad .

Def.6.3: Necht @, je posloupnost realnych cisel. Soucet vSech clenti této

0
posloupnosti nazveme nekone¢nd fada a oznac¢ime ji Z a4, .

-

Soucet nekonec¢né fady se provadi za pomoci limity a pomocné posloupnosti tzv.
¢asteénych soucti . Tu znacime s, a kazdy jeji ¢len je definovan jako soucet vsech

¢lent posloupnosti od pocatku az po n.

Sl:al 51:31
s,=a,+a, s,=s, +a,
S;=a,ta,ta, Odtud je ziejmé, Ze soucasné plati s,=s,+a,

§ =a;t ..+a s =s__,ta
n 1 n n n-1 n

Pokud budeme uvazovat limitu posloupnosti caste¢nych souctd (pro n jdouci k
nekonec¢nu), méla by tato limita, pokud existuje, byt rovna sou¢tu pivodni nekonecné

fady. Plati:
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Pf.6.3:

Jestlize existuje vlastni (tj. kone¢na) limita posloupnosti ¢aste¢nych souctd, tj.

0
lims =s , tikdme, Ze nekonecna fada z a_ konverguje a jeji soucet je
n=1

n—o

rovens.

Jestlize je limita posloupnosti ¢aste¢nych souéttt lim s, nevlastni, tj. +o, pak

n—oo

tikame, Ze nekonec¢na fada urcité diverguje k +oo.
Pokud limita posloupnosti ¢aste¢nych souctli neexistuje, fikdme, Ze nekone¢na
0

fada Zan osciluje.

-

Jestlize fada urcité diverguje, nebo osciluje, fikame obecnéji, ze diverguje.

Na ptikladu geometrické ¥ady, coz je nekoneénd fada vznikld z
geometrické posloupnosti, si vyzkousime secist fadu. Vzhledem k tomu,
ze geometrickd posloupnost zac¢ina jiz v n = 0, je potfeba to v geometrické

fadé zohlednit. Proto je jeji tvar nasledujici:

Y a.qg"' =ata.qta.g’ta.g’+ ..
n=1

Posloupnost ¢aste¢nych souctt {s,} pak nabyva tohoto tvaru pro n -ty

¢len:
s =ata.q+a.q’+..+a.q""

=a(1+q+q2+ g™

Pro (n+1) -ty ¢len je to pak:

s .=ata.q+a.q’+..+a.q" '+a.q"
=a+q.(a+aq+ .. +ag™!
=a+gq.s,

v 7

Soucasné pro vSechny posloupnosti c¢aste¢nych souétd  plati

$,.1=8,Ta,,, .Pokud tyto dva vyrazy porovname, ziskdme vyraz pro

n

a

n -ty ¢astecny soucet.

a.q"+s =atq.s, = s =
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Z definice konvergence nekone¢né fady pak plyne, ze pro |g|<1 fada
konverguje a v§ude jinde diverguje, pficemz pro g>1 urcité diverguje
apro g=<-—1 osciluje.

Jestlize se na zavér piikladu zaméfime na soucet celé konvergujici fady,

ziskame nasledujici vyraz:

Y. a.¢" '=lims_=lim =g .a= L .a
=1 n—w n—ow ]-_q ]-_q

K nekone¢nym fadam se vaze nékolik vét, které jsou vyznamné pro urcovani, zda ta

ktera fada konverguje:

%
- Zaprvé, dle tzv. Cauchy-Bolzanova kritéria konvergence, fada Zlan
n=
konverguje pravé tehdy, kdyz pro kazdé kladné ¢islo ¢ existuje pfirozené ¢islo m,
takové, Ze pro kazdé ¢islo n vétsi nebo rovno n, plati, ze absolutni hodnota
souctu p po sobé jdoucich ¢lent posloupnosti od indexu n je mensi, nez &. To
muzeme vyjadfit zdpisem

Zaﬂkonv. © Ve>03n,EN: Vn,peN, nzn, = |a , +..+a,  |<€

n+p
0
«  Jestlize Z a, konverguje, pak lima =0 . Naopak to ovSem neplati. To
=1 n—oo
znamend, Ze posloupnost pfislusnd kazdé konvergujici fadé ma limitu rovnou
nule, ovSem to, Ze je limita posloupnosti rovna nule, samo o sobé nestac¢i k tomu,
aby nekonec¢na fada konvergovala.
« Charakter fady (tj. konvergence, urcitd divergence, oscilace) nezavisi na
kone¢nych zménich. Pokud tedy v konvergujici, resp. divergujici fadé
nahradime konecény pocet jejich ¢lent zcela odliSnym ¢islem, fada bude stale

konvergovat, resp. divergovat.
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Pti posuzovani, zda dand nekonec¢na fada konverguje, ¢i nikoliv, se rozli$uji dva pojmy.
Tzv. absolutni konvergence a relativni konvergence . Absolutné konvergentni rada je
takova, kde fada absolutnich hodnot jejich ¢lentt konverguje. Neboli kde i |a,|
n=1
konverguje. Soucasné plati, ze pokud konverguje tato fada absolutnich hodnot, pak
konverguje i ptivodni fada. Relativné konvergentni fada je naproti tomu takovd, ktera

sama konverguje, ale fada absolutnich hodnot jejich ¢lent Z |a,] diverguje.

Pro fady, které se sklddaji z nezdpornych c¢lent, byla vyvinuta kritéria, podle nichz Ize
rozhodnout, zda konverguji, nebo ne. Diky nim lze posuzovat absolutni konvergenci
vSech f¥ad. Vzhledem k tomu, Ze tento text pfedstavuje pouze zdkladni exkurz, uvedeme

zde pouze dvé z relativné pocetné mnoziny existujicich kritérii.

« Tzv. 1. srovnavaci kritérium pouziva pro zjisténi konvergence nezdporné fady
0 0
Z a, jinou nezdpornou fadu Z b, pticemz plati vztah
n=1 n=1 ®©
a <b ¥ n€N . Pak plati, Ze pokud konverguje fada Z b, , konverguje i
) n=1
fada Z a, . Vzhledem k tomu, Ze jsou obé fady nezdporné, jsou identické s k
n=1
nim p¥islusnymi fadami absolutnich hodnot jejich ¢lent, a tedy mtizeme mluvit
o absolutni konvergenci.
« Podilové, neboli d'Alembertovo kritérium vyuziva podild mezi ¢leny fady.

an+

1
=9 | pak

Jestlize existuje 9€ [ 0; 1) takové, Ze pro viechna n plati 2
n

fada konverguje.
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6.3. Aplikace posloupnosti a nekonec¢nych rad

Jak jsme zminili jiz na zac¢atku této kapitoly, posloupnosti a nekone¢né tady maji
mnohd vyuziti jak v matematice, tak v dalS$ich védnich disciplinich, ekonomii
nevyjimaje. Pfitom nemusi slouzit ve smyslu p¥imé aplikace a k vypocttim, ale mohou
byt soucasti slozitéjsich definic a hrat roli spiSe nastroje zprostfedkujictho dalsi
poznatky. Tim mdme na mysli to, Ze posloupnosti jsou pouzivany napiiklad v

definicich nékterych vyznamnych konstant. Mazeme uvést ptiklad Eulerova disla,

142
n

které je definovdno jako lim

n— o0

Ukdzkou vyuziti posloupnosti v ekonomii by mohla byt i analogie ptikladu tykajiciho
se rustu HDP, ktery jsme zmiriovali ve tfeti kapitole. A to pouze s tim rozdilem, zZe
bychom ¢as neuvazovali jako spojity, ale jako diskrétni. Tzn., ze bychom méli opét
model konstantniho 3% rGstu, pouze bychom velikost HDP udavali jen jednou za
urcité obdobi (napf. jednou ro¢né). V praxi maji na HDP vliv ndhodné vlivy, ovSem

pokud budeme dany rist brat jako pfedpoklad modelu, mtizeme posloupnost vyuzit.

Nekone¢nych tad se v ekonomii vyuzivd i pf¥imo. Jmenujme, stejné jako jiz v
pfedchozich kapitoldch, opét neoklasickou ekonomii, kterd je na Ekonomicko-spravni
fakulté MU vyucovdana v piredmétu Neoklasicki makroekonomie. Zde se do
komlexniho modelu, ktery je v ramci pfedmétu budovan, zapojuje tzv. planovaci
horizont spottebitele. Jedna se obdobi, které spottebitel bere v potaz ve svych tvahach
o rozdéleni celkovych pfijmi a vydaji. A ptfitom je planovaci horizont povazovan za
nekonec¢ny. Vzhledem k tomu, Ze v daném obdobi by se mély celkové ptijmy a celkové
vydaje rovnat, je potfeba soucet veskeré spotieby a veskerych pfijmut néjak vyjadfit, a

to je mozné pravé prostfednictvim nekonec¢né fady.
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Soucasné jsou piijmy a spotfeby budoucich obdobi diskontovdny , proto maji
nekone¢né fady spotifeby a piijmid tvar tzv. mocninnych fad. To je specidlni typ
nekone¢nych fad tvaru Zoan-x TV pripadé diskontovani je x =1 + R, kde R je

urokova mira.
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V pfedkladané praci, kterd je navrhem ucebnice matematiky pro ekonomy, jsme
struné popsali a vysvétlili matematickou teorii potfebnou pro pochopeni
ekonomickych koncepti vyucovanych v ramci zakladnich kurzi na Ekonomicko-
spravni fakulté Masarykovy univerzity. Pfitom jsme dbali na logickou ndvaznost
jednotlivych kapitol tak, aby studenti mohli v obtiznéjsich partiich vychazet z dfive
objasnénych pojmt a zakonitosti, a pfitom jsme se dusledné drzeli jiz zavedenych

pojmt, abychom ukazali provazanost latky a uzite¢nost vsech partii u¢ebnice.

I kdyz prvni dvé kapitoly tykajici se teorie mnozin a redlnych ¢isel obsahovaly misty
opravdu zakladni a vSeobecné zndmé informace a soucasné i zalezitosti, které jsou v
ekonomii zfidka p¥imo vyuzitelné, povazujeme je za nedilnou soucast spravné
ucebnice. Ta by méla, dle naseho ndzoru, obsahovat nejen piimo vyuzitelné a nové
informace, ale méla by srovnat uroven znalosti studentd z rtiznych stfednich $kol a
poskytovat i vysvétleni toho, pro¢ nékteré matematické koncepty funguji a na zakladé

¢eho.

Tteti, ¢tvrta a patd kapitola tvofi, z hlediska samotnych aplikaci, nejdtlezitéjsi c¢ast
ucebnice. Pojednavaji o redlnych funkcich, které jsou v ekonomii $iroce vyuzivany, a o
jejich vlastnostech. Nejdtilezitéjsi soucasti tohoto celku je teorie vénovand derivacim,
kde se snazime o co nejzietelnéjsi vysvétleni celého konceptu i jeho pouziti. Posledni
kapitola pak shrnuje nejdtlezitéjsi poznatky o posloupnostech a nekoneénych fadach,
které jsou sice mnohdy pouze nastrojem v ramci slozitéj$i matematické i ekonomické

teorie, ale nalézaji i pfimé uplatnéni.
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Vzhledem k tomu, Ze si ucebnice klade za cil pfedstavit studentim ekonomie
matematiku jako logicky nastroj, ktery mohou vyuzivat, nezachdzeli jsme do ptilis
velkych podrobnosti a vynechali jsme nékteré, pro ekonoma nepodstatné, véty. Také
jsme, snad az na vyjimky, nedokazovali uvadéna tvrzeni. Naproti tomu jsme vyklad
doplniovali vétsim mnozstvim aplika¢nich ptikladd, které tvofily vzdy posledni ¢ast
kapitoly a ukazovaly tak vyuziti probrané litky. Zamétovali jsme se pfedevs$im na
zdkladni ekonomickou teorii, vzhledem k tomu, Ze ucebnice je urcena niz$im
ro¢nikdim, ale v nékterych ptipadech jsme uvadéli i slozitéjsi aplikace (napi. z
neoklasické ekonomie), abychom studentiim ukazali $ifi moznych vyuziti a ucinili pro

né udebnici uzite¢nou jako pomiicku i ve vyssich ro¢nicich.

Predepsany rozsah priace nam samoziejmé neumoznil vysvétlit a probrat vSechna
témata matematické teorie, ktera jsou potiebnd pro studium na Ekonomicko-spravni
fakulté. Ucebnice obsahujici vSe by rozsah ptekrocila nékolikandsobné. Proto jsme
vybrali spiSe témata zakladni, ktera jsou urcité vyuzitelnd jiz v prvnich ro¢nicich studia

a predstavuji dobry zdklad, na némz se dd vystavét i dalsi, slozitéjsi teorie.

Jestlize by predkladany text skute¢né slouzil jako ucebnice matematiky pro studenty
Ekonomicko-spravni fakulty Masarykovy univerzity, oznacili bychom jej jako prvni dil
vicedilného souboru ucebnic, ktery by mohl byt dopracovan ve stejném duchu, jako

tento koncept.
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Prilohy

Priloha 1: Mnozinové operace a jejich kombinace

Uvedeme nékolik rovnic, ze kterych budou dobfe patrné vztahy mezi mnozinami a
jejich priniky, resp. sjednocenimi, resp. rozdily. Soucasné zde uvidime, jakym
zpuisobem se pracuje s témito operatory a jejich kombinacemi. Vyznam zavorek v
uvedenych rovnicich je pfitom stejny, jaky v klasickych rovnicich, tedy takovy, ze se
operator pied, resp. za zavorkou vztahuje na vSechny ¢leny v zdvorce a soucasné ze je

«

vztah mezi ¢leny v zavorce feSen v rdmci vypoctu ,,pfednostné®.

MU(NNM)=M
MU((NUP)=(MUN)UP
MUNNMNP)y=(MUN)N(MUP)
MN(NUP)=(MNN)U(MnP)
MNONUM)=M
Mn(NNnP)y=(MnNN)NP

Tabulka 1 : Vztahy mezi mnoZinovym sjednocenim a

pranikem.([5])

89



M\(M\N)=MNN

M\ (NUP)=(M\N)N(M\P)
M\ (NNP)=(M\N)U(M\P)
(MUN)\P=(M\P)U(N\P)
(MAN)\P=(M\P)n(N\P)
MNN=0 < M\N=M
Tabulka 2 : Vztahy mezi mnoZinovym sjednocenim,

pranikem a rozdilem ([5])

Rovnice v tabulkach 1 a 2 je mozné ovétit naptiklad graficky tak, Ze zakreslime
jednotlivé mnoziny jako navzajem se ¢aste¢né pfekryvajici kruhy a vyznac¢ime oblast,
ktera je popsdna pravou a levou stranou rovnice. Porovndnim téchto dvou oblasti
zjistime, Ze rovnice plati. Vlastni ovéfeni rovnic ponechdme jako cviceni ¢tenafm.

Jesté poznamendme, ze druha a tfeti rovnice v tabulce 2 jsou zndmy jako tzv. De

Morganova pravidla.
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Priloha 2: Vlastnosti sledované u relaci na mnoziné

Méjme kartézsky sou¢in  Ax A=A’ Podle toho, jakou relaci na mnoZiné A, coby

podmnozinu uvedeného kartézského soucinu, vybereme, mluvime o rfznych

vlastnostech této relace. Rozlisujeme tak tyto vlastnosti relace (oznac¢ime ji p):
Reflexivita, jestlize (x,x)epV x€A . Tzn. Ze dvojice, kde je stejny prvek na
prvinim i druhém misté je prvkem relace v ptipadé vSech prvkd mnoziny A.
Irreflexivita, jestlize naopak (x,x)ZpV x€A . Tzn. Ze ziddna dvojice, kde by
byl prvni i druhy ¢len stejny, neni prvkem relace.
Symetrie, pokud (x,y)€p=(y,x)€p . Tedy pokud je né&jakd dvojice (x,y)
prvkem relace, tak pak i dvojice (y,x) (tj. opa¢né potadi prvki) je prvkem relace.
Asymetrie, pokud (x,y)ep=(y,x)ép . Tedy naopak, pokud je né&jaka
dvojice (x,y) prvkem relace, pak opa¢na dvojice (y,x) timto prvkem neni.
Antisymetrie, pokud plati ((x,y)ep)A((y,.x)€p)=x=y . To znamens, ze
pokud se stane, Ze jsou prvky relace dvojice (x,y) i (y;x), pak nutné plati, ze x =
¥, tedy xa yjsou stejnym prvkem A.
Tranzitivita, jestlize ((x,y)€p)A((y.z)€p)=(x,z)€p . Tedy jestlize xje v

relaci s y a soucasné yje v relaci se z, pak plati, ze xje v relaci i se z.
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