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Uvod

Tato skripta jsou vytvarena jako podpora prednasek i cviceni do predmétt Zaklady mate-
matiky (MA-0001) na PAF MU Brno. Studenti se v nich seznami ¢i pfipomenou si zékladni
matematické pojmy a zédkladni matematické principy.

Prvni zékladni véci v matematice jsou definice, tj. jednoznac¢né vymezeni pojmi. Co
se tyka pojmt mnozina, kartézsky soucin, relace, usporadani, ekvivalence, zob-
razeni, operace, posloupnost, realna funkce, jejich definice si studenti musi odnést i
do dalsiho semestru a jejich znalost bude provéfena i v navazujicim predmétu Algebra 1
(= MA 0003), protoze tyto definice jsou skuteéné zékladni.

Druhou zakladni véci tohoto pfedmétu jsou vlastnosti ¢islované (11) az (18) — tato ¢isla
si studenti pamatovat nemusi (i kdyz autor textu si mysli, Ze ¢islovani by mohlo pomoci
pii jejich zapamatovani), ale obsah téchto vlastnosti ano. Cisla (11) az (14) piedstavuji
dilezité vlastnosti relaci, ¢isla (15) az (17) dilezité vlastnosti usporadanych mnozin, ¢islo
(18) definici (¢i vlastnost) zobrazeni. VSech osm vlastnosti jsou vlastnosti ruznych
relaci, protoze usporadani i zobrazeni jsou specialnim pripadem relace.

Treti zakladni véci jsou viibec principy logického usuzovani a metody prokazo-
vani platnosti matematickych tvrzeni — v textu ¢tenaf najde tuto problematiku v
prvnich tfech kapitolach a v jedenacti typech diikazt. Tyto dikazy pak hraji roli pfi po-
tvrzeni platnosti asi dvaceti matematickych vét v textu uvedenych. Konec matematickych
diikazi, pokud jsou uvedeny, je oznacen symbolem 0. Konce nékterych prikladi, pokud
je rozumné je v textu odlisit od nasledujicich avah, jsou zakonceny znakem x.

Ctvrtou zakladni véci v tomto textu je diiraz na struény matematicky zapis a ma-
tematické znaceni pomoci specialnich symboli. U nékterych pojmi v matematické
literature toto znaceni neni jednoznacné domluveno, nicméné oznaceni v tomto textu je
prijato ve vétsiné literatury a studenti by si méli ucit dovednosti tento stru¢ny matema-
ticky zapis Cist i psat.

Patou zakladni véci je pojem (realné) funkce (jedné realné promeénné), s
niz souvisi dovednost nakreslit grafy nékterych zakladnich funkci a urcit jejich
vlastnosti. Tuto dovednost budou studenti dale rozvijet v pfedmétu Matematicka analyza
1 (MA-0004), ale uz v predmétu Zaklady matematiky by si méli zopakovat ¢i se naudit
pracovat s vlastnostmi a grafy nékterych elementarnich funkei.

Po absolvovani tohoto pfedmétu nebudou studenti znat o mnoho vice nez to, co si pri-
nesli ze stfedni skoly, ani nebudou mit néjaké svétoborné informace o vyuziti matematiky
v praxi. Nicméné budou seznameni s nékterymi rysy vysokoskolského pristupu k matema-
tice a s nékterymi pojmy, jejichz znalost v dalsim nadvazném matematickém vzdélani je
povazovana za samoziejmou. A protoZe téch zdkladnich véci je docela dost, pustme se do
prace a do studia.

Tento text vznikl v roce 2017, v roce 2018 byl doplnén o cviceni a v roce 2019 bude
snad doplnéna zaveérecna kapitola o vysledky cviceni.

Bfetislav Fajmon, Brno 2018
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1 Podstata matematiky

1.1 Warm-up: Co je zakladem matematiky?

Co je podstatou matematiky? To je otdzka pro studenty'. Piemyslejte nejprve kazdy sam
o dvou az tfech vécech a feknéte je svému sousedovi.

Na predchozi otazku je mozné reagovat radou odpoveédi. Moznou dvojici odpovédi je
1) dislo ... je podstatou poéitani (aritmetiky = prace s ¢isly, Fecky arithmos = ¢islo); 2)
tvar ¢i obrazec ... je podstatou geometrie = zeméméric¢stvi, pramatky geometrické teorie
i praxe.

Toto hrubé déleni matematiky na dvé oblasti pretrvava i do dneska:

ad 1) misto aritmetiky bychom mozna obecnéji fekli diskrétni matematika (= matema-
tika oddélenych objekti a struktur, zejména ¢isel a rovnic, ale i kone¢nych mnozin,
operaci s¢itani, od¢itani, umoctovani, apod.),

ad 2) a protipélem diskrétni matematiky je spojitd matematika, ktera studuje geomet-
rické obrazce, ale také realné funkce realné proménné (které jsou ¢asto spojité, aspor
ty elementéarni z nich).

Uvedené dva typy objektl ¢asto nelze oddélit (od nepaméti v geometrii §lo i o délky
objektt, tj. geometrie byla vzdy spojena s ¢isly), naopak v poslednich dvou stoletich se
staly revolu¢nimi ty obory matematiky, které spojuji diskrétni i spojitou matematiku
dohromady — takovou je napiiklad analytickd geometrie (pouzivé rovnice k popisu rovin,
ptimek, ploch, tj. geometrickych objektti) nebo matematicka analjza (popisuje kiivky a
plochy v prostoru pomoci redlnych funkci a dale s nimi pracuje).

Presto existuji i dalsi odpovédi na otazku, co je zakladem ¢i podstatou matematiky, a
na nékteré se podivame pravé béhem tohoto kursu.

1.2 Prednaska

Zaméimé se nyni na néasledujici odpovéd: podstatou matematiky je presné a logické
odvozovani.

Recké slovo mathéma = nauka (véda) ¢ poucka, platné ¢i pravdivé tvrzeni — tj.
matematika je védou zaloZenou na presném vyjadfovani, védou o pravdach, jejichz
platnost byla prokdzana. Zajimaji ji vyroky s pravdivostni hodnotou ,pravdivy“ — ty
nazjva matematickymi vétami (teorémami)?

Definice 01: Vyrok je pisemné zaznamenatelné tvrzeni, kterému lze v danych sou-
vislostech jednoznac¢né priradit pravdivostni hodnotu — vyroky jsou tedy takova tvrzeni,
kterd lze oznacit bud za pravdiva (= s pravdivostni hodnotou 1), nebo za nepravdiva (=
s pravdivostni hodnotou 0).

"'Warm-up je anglické slovo, které 1ze pielozit jako ,zah¥ivatko" — jednd se o ¢innost na zadatku hodiny,
kterd ma prichozi zapojit do hodiny ¢i do tématu.

2Slovo thedérs (= vidim, ziim) je téZ z Fedtiny, tj. teoréma = néco, co se nahlédlo a ptijalo jako pravda
... ovSem nikoli subjektivni pravda, ale objektivni, kterd nezavisi na nahliziteli.
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Podstatou presného ¢i spravného vyjadifovani jsou tii zakony, na kterych stoji nejen
matematika, ale i filosofie:

e ZAakon: NemuZe soudasné platit vyrok i jeho negace?. Jinymi slovy, pokud pii
logickém usuzovani dospéjeme k tomu, ze plati soucasné vyrok i jeho negace, fikame,
ze nastal spor = kontradikce (protifeceni, protimluv), a to znamené, Ze néktery z
predpokladii naseho usuzovani mé nespravnou pravdivostni hodnotu.

e Zakon vylouceni t¥etiho (= princip pravdivostni dvouhodnotovosti): Bud’
plati vyrok, nebo jeho negace, ale je vyloucena tfeti moznost. Znate néjakou
situaci, kde nastanou vice nez uvedené dvé moznosti? V zivoté nékdy mame vice nez
dveé TesSeni, jak se zachovat, a pii vybéru jedné varianty jednani tim padem vSechny
ostatni vylu¢ujeme — ovSem tento vybér z vice nez dvou moznosti je néco jiného nez
fakt, Ze p¥i popisu reality pouzivaime dvouhodnotovou logiku pravda/nepravda; pro
kazdou z vice nez dvou moznosti se totiz rozhodujeme ,dvouhodnotoveé“: bud si ji
zvolime, nebo ne.

e Zakon negace negace: Negaci negace dostavame zase ptivodni vyrok?.

_ Vsechny tTi zdkony presného vyjadiovani plati u nasledujicich dvou vy-
rok:

vyrok A : 2 + 2 = 4; jeho negace je —A: 2 + 2 # 4. Negaci negace dostaneme zase
puvodni vyrok A. TaktéZ nemtzZe platit soucasné A i —A. A plati bud A, nebo —A
a je vyloucena tieti moznost.

vyrok B : Berlin lezi v Evropé; jeho negace —B: Berlin nelezi v Evropé. Negaci negace
dostaneme zase puvodni vyrok B. Taktéz nemuze platit souc¢asné B i —B. Plati bud
B, nebo =B a je vyloucena tfeti moznost.

V dalsim budeme pod vyroky a matematickymi tvrzenimi vzdy rozumét ta, ktera
splnuji uvedené tii zakonitosti.

_ Velka pismena napi. A, B budeme nazyvat vyrokové proménné, protoze
jimi lze oznacovat rizné vyroky.

Vyroky, nebo i jejich schematické znazornéni pomoci vyrokovych proménnych, lze spo-
jovat do slozenych struktur pomoci tzv. (_) logickych spojek — tyto logické
spojky lze vyjadiit slovné, nebo i symboly: Uvedme nyni zakladni pfehled téchto logickych
spojek:

e virok —A nazveme negaci® ([definice 04]) vyroku A, jestlize pro diléi pravdivostni
hodnoty vyroku A a jeho negace = A plati:

3Negaci vyroku definujeme jako vyrok, ktery popira platnost ptivodniho v§roku.
4Respektive: Negaci negace dostaneme vyrok ekvivalentni ptivodnimu vyroku.
5V nékterych ucebnicich je negace vyroku A oznacovana i symbolem A nebo A’.
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p(4) | p(=4)
1 0 . Symbol — tedy predstavuje negaci ve zkraceném symbolickém za-
0 1

pisu, slovné lze tuto negaci vyjadrit napiiklad zménou slovesa v jednoduchém vyroku
(rovnd se ... nerovna se, lezi ... nelezi — viz pfedchozi ptiklad), nebo uvedenim slov-
niho spojeni ,neni pravda, ze“ pred vyrok, ktery negujeme.

e vyrok A A B nazveme (|definice 05) konjunkci (spojenim) vyroki A, B, jestlize
pro dil¢i pravdivostni hodnoty vyroki A, B plati tabulka pravdivostnich hod-
not jejich konjunkce vzhledem k pravdivostnim hodnotdm jednotlivych vyrokt

p(A) p(B) | p(AA B)
1 1 1
1 0 0 . Symbol A tedy predstavuje konjunkci ve zkraceném
0 1 0
0 0 0

symbolickém zapisu, slovné lze konjunkci vyjadrit spojkou ,a“, ,a soucasné“, ,a
pritom®, atd.

e vyrok AV B nazveme (|definice 06') disjunkci vyroki A, B, jestlize pro dil¢i prav-
divostni hodnoty vyrokt A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich disjunkce

p(A) p(B) | p(AV B)
1 1 1
vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyrokd 1 0 1
0 1 1
0 0 0
Symbol V tedy predstavuje disjunkci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze
disjunkci vyjadrit spojkou ,nebo“ — tato spojka je ovSsem uvedena ve vyznamu

nevylucovacim (disjunkce je pravdivd, pokud je pravdivy aspon jeden z dil¢ich
vyroki, tedy mohou byt pravdivé soucasné oba diléi vyroky):

_ Pozor na rozdil u spojky ,nebo® mezi béznym vyznamem v cestiné a
viznamem matematickym®: Uvazujme nésledujici tii vyroky:

(a) Zitra pojedu do Prahy, nebo nepojedu.
(b) Dnes vecer mozna pijdu do kina nebo do divadla.

(c) Za desté nebo mlhy ztistanu doma.

Vyrok (a) vyjadiuje, Ze nastane pravé jedna ze dvou moznosti (a je vylouena tieti
moznost — princip vylouceni t¥etiho). Vyrok (b) chce vyjadrfit, Ze nastane nejvyse
jedna ze dvou moznosti (kino nebo divadlo), v Zddném piFipadé obé, ale nemusi nastat
zaddna. Vyrok (c) znamend, ze pti vyskytu aspon jedné z moznosti (dést nebo mlha)
zustanu doma, ale zistanu doma také pii vyskytu obou moznosti soucasné — v tomto
tietim vyznamu je spojka nebo vyuzivana v matematice a formalni logice’.

e virok A = B nazveme ((definice 07 ) implikaci utvorenou z vyroku A, B, jestlize
pro dil¢i pravdivostni hodnoty vyrokiu A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot z

6[2], str.31-32.
"Tedy &estinaiské uziti spojky ,nebo* méa jen nékdy vyznam disjunkce.
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nich vytvofené implikace vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyrokt

p(A) p(B) | p(A = B)
1 1 1
1 0 0 . Symbol = tedy predstavuje implikaci ve zkraceném sym-
0 1 1
0 0 1

bolickém zapisu, slovné lze implikaci vyjadrit: ,,Pokud plati A, tak z toho plyne, ze
B“; kdyz A, tak B“; apod.

V piipadé platnosti implikace A = B se vyrok A (\definice 08)) nazjva
dostatecnd podminka pro platnost vyroku B (protoze platnost vyroku A do-
staCuje, postacuje, aby bylo zaruceno, ze plati vyrok B — implikaci lze tedy slovné
formulovat ,,Platnost podminky A je dostateéné pro to, aby platilo B*) a vyrok B
se nazyva ([definice 09)) nutni podminka, kterd nutné vyplyva z platnosti vyroku
A (slovni formulace: ,,pokud plati A, z toho nutné plyne, Ze plati i B“).

_ Priklady implikace: a) Kdyz ptjde Ondra na ten vecirek, ptjdu i ja;
b) Kdyz bude prset, vezmu si destnik; ¢) KdyZ je pfirozené ¢islo délitené Sesti, tak
je toto cislo délitelné i tremi.

e virok A < B nazveme ([definice 10]) ekvivalenci utvofenou z vyrokii A, B, jestlize
pro dil¢i pravdivostni hodnoty vyrokd A, B je tabulka ekvivalence vzhledem k

p(A) p(B) | p(A & B)
1 1 1
pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroka 1 0 0 . Symbol
0 1 0
0 0 1

& tedy predstavuje ekvivalenci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze spojku
ekvivalence vyjadrit: ,A plati pravé tehdy, kdyz plati B“; ,A tehdy a jen tehdy,
kdyz B“; a podobné.

_ Priklad ekvivalence: Prirozené cislo je délitelné Sesti prave tehdy, kdyz

je délitelné dvéma i tfemi soucasné.

Budeme postupné (opakovat a) ucit se fadé symboli strué¢ného matematického zépisu
— vystizné a pfesné se vyjadiovat je jednim z cili matematiky ,na trovni B2“, pokud
bychom si vypujcili na popis vysokoskolské irovné matematiky oznaceni zazité z evrop-
ského referen¢niho ramce vyuky cizich jazyki.

e oznaceni 00: N = {1,2,3,...} ... mnozina pfirozenych ¢isel; nékdy také N, =
{0,1,2,3,...} ... mnozina pfirozenych ¢isel véetné nuly;

e oznaceni 01: 7 ={...,—2,—1,0,1,2,3,...} ... mnozina celych ¢isel;

e oznaceni 02 : mnozina racionalnich ¢isel

Q:{m s mée Z, nEN}.
n
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e oznaceni 03 : I ... mnozina iracionalnich ¢isel, tj. R = Q U [;
e oznaceni 04 : R ... mnozina redlnych cisel;

e oznaceni 05: C' ... mnozina komplexnich ¢isel;

e oznaceni 06 : = A ... negace vyroku A;

e oznaceni 07: AN B ... konjunkce vyrokia A, B;

e oznaceni 08 : AV B ... disjunkce vyroku A, B;

e oznaceni 09: A = B ... implikace utvofena z vyrokti A, B — s vyznamem ,Kdyz
plati A, tak plati i B;

e oznaceni 10: A & B ... ekvivalence utvorena z vyroki A, B — s vyznamem , A plati
praveé tehdy, kdyz plati B“;

Matematika je véda o presném vyjadiovani, a my se nyni tento jazyk budeme ucit —
jinymi slovy, budeme se ucit a) pfesné formulovat pojmy, b) presné formulovat, ze kterych
jednoduchych a platnych faktt vychazime, ¢) dokazovat platnost novych faktt na zdkladé
faktii samozienych nebo dokazanych uz diive.

Definice 11: (matematickd) definice je pfesné vymezeni pojmu, z néhoz je patrno,
které objekty toto vymezeni spliiuji a které ne (napt. bod, tsecka, pfimka, kruznice, thel,
rovnobézka ... to vSe jsou pojmy, které musime jednoznac¢né definovat v tzv. Euklidovské
geometrii).

Definice 12: (matematicky) axiom je tvrzeni o vlastnostech pojmi ¢ o vztazich
mezi pojmy, které se nedokazuje, nybrz vSeobecné prijima jako pravdivé (napf. axiomy
Euklidovské geometrie).

Definice 13: (matematickd) véta je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢ vztazich mezi

pojmy, které musime dokézat pomoci axiomt, definic a vét dokadzanych jiz diive®.

Definice 14: Vyrokova forma je vyraz slozeny z vyrokovych proménnych a logickych
spojek vyjadfenych symboly. Naptiklad implikace A = B nebo ekvivalence A < B jsou
vyrokové formy.

Pokud nyni budeme mluvit o pravdivosti vyrokovych forem, ucime se takto principy
spravného logického usuzovani, aniz bychom znali konkrétni vyroky dosazené za vyrokové
proménné A a B.

8Napi.: stfed kruznice trojihelniku vepsané lezi na priiseciku os jeho Ghld ... platnost tohoto tvrzeni
plyne ze vztahu mezi definici kruznice (= mnozina bodu, které maji stejnou vzdalenost od svého st¥edu)
a definici osy Ghlu (= mnozina bodd, které maji stejnou vzdalenost od obou ramen uhlu). Z téchto dvou
definic plyne, Ze osy uhli trojuhelnika se protinaji v jednom bodé, a navic v tomto bodé musi lezet i stied
hledané kruznice. Podrobnéji dokazovat nebudeme, dana skutecnost slouzi jen jako priklad matematické
véty, kterd nemusi byt kazdému zcela zfejma a jejiz platnost je dobré podrobnéji zduvodnit na zakladé
definic a axiomt.
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Typ dukazu cislo 1: Dukaz ekvivalence vyrokovych forem.

Sestavime tabulku vyslednych pravdivostnich hodnot obou vyrokovych
forem. Pokud na kazdém radku tabulky (jeden fadek = jedna kombi-
nace dil¢ich pravdivostnich hodnot) maji obé formy stejné pravdivostni
hodnoty, jsou ekvivalentni.

Zajimava pravidla logického usuzovani dostavame pii kombinaci nékolika logickych
spojek, jak je vidét ze dvou nésledujicich matematickych vét:

- Vyrokova forma —(A A B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A)V (=B).

Diikaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dikaz typu 1): sestavime pravdivostni
hodnoty slozenych vyrokovych forem pro vSechny moznosti pravdivosti dil¢ich vyrokt a
porovname je:

0

1 ; dale AV —B):

1 1

1 1
Vidime, ze pravdivostni hodnoty vyrokovych forem jsou stejné na kazdém fadku (=

pro tytéz hodnoty dil¢ich vyroki), tj. obé vyrokové formy jsou logicky ekvivalentni. Jednu

formu lze ekvivalentné zaménit tou druhou a naopak. O

0

1

p(A) p(B) | p(=(ANB))
1 1
-(AAB): 1 0
0 1
0 0

=
C}O)—"}—‘::I>
S—

p(B) | p(-AV 2B)
1
0
1
0

BRI Vi ok A A B zni: Vezmu si klobouk a vezmu si i boty.

Jeho negaci lze provést velmi pragmaticky uvedenim zaporky ,Neni pravda, ze“, tj.
dostaneme vyrok typu —(A A B): Neni pravda, Ze si vezmu klobouk i boty.

Matematik ovSem chce pracovat precizné a vyzkouset i dalsi moznosti — mimo jiné
proto, ze casto je v jeho zajmu odstranit zavorky ve slozenych vyrokovych forméch
(podobné jako nékdy pomiize odstranit zavorky pii pocetnich tpravach s proménnymi
vyrazy). Vyuzije véty 1 a vyslovi negaci ve tvaru =A V —B): Nevezmu si klobouk, nebo
si nevezmu boty, nebo si nevezmu ani klobouk, ani boty (tfeti ¢ast véty musime v ¢estiné
dodat, abychom zajistili, Zze se jedna o negaci v matematickém smyslu, tj. mtze nastat
prvni i druhd ¢&ist véty soucasné).

- Vyrokova forma —(AV B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A) A (—B).

Diikaz: provedeme pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (diikaz typu 1). Velmi
podobny vété 1, vhodny pro cviceni. O

_ Virok AV B zni: Cislo 20 je délitelné dvéma nebo t¥emi. Je to mimo-
chodem vyrok pravdivy.

Jeho negaci bychom mohli provést pomoci zaporky ,neni pravda, ze“ — ovSem tuto
moznost budeme mit na provérce nejspis zakazanou, aby vyucujici zjistil, zda dokazeme
odstranit zavorky ve vyrokové formé. Pokusime se sestavit vyrok typu =A A =B: Cislo 20
neni délitelné dvéma, a soucasné toto ¢islo neni délitelné tiemi. To je vyrok nepravdivy
(coz se dalo ¢ekat, protoZze negace pravidého vyroku je nepravdivd), ale jedna se o spravné
vytvorenou negaci ptivodniho vyroku.
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Matematika se snazi o vytvatreni tzv. univerzalnich vyrokt, které plati pro vice hodnot
z jisté mnoziny, naptiklad pro vSechna prirozena cisla, apod. Jsou to tedy jakési vyroky
typu ,vice v jednom®“ nebo ,nekonecno v jednom“, jinymi slovy pomoci proménnych
vyjadiime vyrok, ktery plati pro vice hodnot nebo nekoneé¢né mnoho hodnot.

Vyrokova funkce je vyraz, ktery sam neni vyrokem, protoze neni speci-
fikovano, jaké hodnoty nabyva proménna x, kterou obsahuje, takze neni mozné stanovit
pravdivostni hodnotu.

A7 pravé kvantifikdtor _ je ta ¢ast vyroku, kterd vymezuje, jakych hodnot
%

miize proménna ve vyrokové funkci nabyvat.

BRI Zdc je piiklad na virokovou funkci a kvantifikitor: a) Vyraz
x>0

neni vyrok, protoze neni stanoveno, ¢emu se rovna proménna x — je to ovSem vyrokova
funkce.

b) Vyraz
Vee N: >0

je pravdivy vyrok, protoze podminku z > 0 spliiuji véechna piirozens ¢isla. Cast Vo € N
je prave kvantifikator — fikd se mu obecny kvantifikator, protoze upfresnuje, ze vyrokova
funkce bude platit pro kazdy prvek uvedené mnoziny (= plati obecné pro vSechny prvky
dané mnoziny).

c) Vyraz
Vee R: >0
je nepravdivy vyrok, protoze existuji realna ¢isla, pro ktera dana nerovnost neplati. Mohli

bychom jej pozménit do tvaru
dre R: x>0,

ktery uz plati. Cast 3= € R je opét kvantifikidtor — ¥ika se mu existen¢ni kvantifikator, a
dosazenim pied vyrokovou funkci tvrdi, ze existuji néjaka realna cisla, ne nutné vsechna,
ale miize jich byt i nekonec¢né mnoho, pro ktera plati x > 0.

e oznaceni 11: V(z) ... vyrokova funkce s proménnou z;

e oznaceni 12:V ... pro kazdé, pro kazdou;
e oznaceni 13 : 3 ... existuje; 3! ... existuje pravé jedno, pravé jeden; A ... neexistuje,
neexistuji;

e oznaceni 14 : : (dvojtecka) ... tak, Ze; plati

e oznaceni 15: € ... patii do, je prvkem;
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e oznaceni 16 : N ... prinik mnozin;
e oznaceni 17: U ... sjednoceni mnozin;

Kapitola byla vypracovana na zékladé zdroju [1] (str. 2-3 a str. 5) a [2] (str. 22-50).

1.3 Cvicdeni

Procviceni k této kapitole:

Cviceni 1.1. Dokazte vétu 2 z prednasky 1, ale také véty 3,4,5 z néasledujici prednasky

Cviceni 1.2. [2] str. 26: jednd se o vyroky? (nebo jiné cvieni na téma, zda dana
tvrzeni jsou vyroky nebo ne)

Cviceni 1.3. Cviceni na zakladni negace vyroku: Ucebnice Matematika pro gymnézia
(nakl. Prometheus), svazek Zakladni poznatky z matematiky (Busek, Boc¢ek, Calda), str.
136-146. Velmi dobré by bylo procviceni matematického symbolického zapisu vyrokia a
jejich negaci.

Cviceni 1.4. Negujte vyroky lépe nez jen dodanim zaporky ,neni pravda, ze“:
4a) Kazdé pfirozené ¢islo n je rovno souctu svych déliteli.
4b) Dnes bude prset a budeme pséat pisemku z matematiky.
4c) ZAdny uceny z nebe nespadl.
4d) Pujdu na ten vecirek pravé tehdy, kdyz tam pijde Ondra.
4e) Pokud ptijde Honza, feknu mu o tom.
4f) Existuji aspon t¥i pfirozend disla, kterd jsou rovna souc¢tu vSech svych déliteli.
4g) Existuji nejvyse ¢tyii prvocisla.
4h) Mozné, Ze dnes vecer pijdu do kina nebo si prectu néjakou zajimavou knihu.
4i) Existuji pravé dvé cela ¢isla, kterd se rovnaji své druhé mocniné.

Cviceni 1.5. Zapiste nasledujici vyroky symbolickym matematickym zapisem, ve kte-

vvvvvv

5a) Pro kazdé ptirozené ¢islo existuje jiné ptirozené ¢islo, které je vétsi nez dvojnésobek
toho prvniho ¢isla zvétseny o jednicku.

5b) Pro kazdé celé ¢islo existuje jiné celé ¢islo, které kdyz zmensime o jednicku, stéle je
vysledek mensi nez tfeti mocnina toho prvniho ¢isla.

Cviceni 1.6. [14], str. 40-41, priklady B.1, B.4, B.6 a),c), B.8, B.9, B.10.

Vysledky nékterych prikladi a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 13.1.
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2 Zakladni typy dukazu

2.1 Warm-up: Funkce 01 — Kvadratické funkce

Studenti budou muset umét pracovat se zakladnimi realnymi funkcemi a kreslit jejich
grafy. Protoze toto téma je obsahlé a neni mozné je na poslednich dvou prednaskéch
stihnout, bude probirano postupné s néjakymi tlohami a tkoly. Proto se pfed tématem
logiky dnes budeme chvili vénovat kvadratickym funkcim a kresleni jejich grafu.

Kvadraticka funkce je realnd funkce typu f(z) = ax?® + bz + ¢, kde a, b, ¢ jsou realné
konstanty a z je redlnd proménna. Podrobnéjsi probrani kvadratickych funkei viz [9], str.
56-71. Urcité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji ucebnice [9], nékteré piiklady
jsou feSené v jejim textu, u vétsiny nefesSenych prikladi je uveden vysledek na konci knihy
[9)):

e grafy kvadratickych funkei (paraboly):

— str. 61 ... graf funkce y = a - 2% pro rizné hodnoty konstanty a;
— str. 64 ... graf funkce y = 3(z +1)? - 3;
— priklad 4.9 na str. 67;

e teseni kvadratickych nerovnic:
— str. 69, pr. 1: feste v R:
2:c2+5§3x2—|—:1:—1;

— priklad 4.23 na str. 71.

2.2 Prednaska
Typ dukazu ¢islo 2: Pfimy dukaz implikace A = B.

Pii pfimém dukazu implikace A = B vyjdeme z toho, Ze plati vyrok A;
na zakladé A a diive dokazanych matematickych vét provedeme logicky
korektni tisudek U;; na zakladé A, U; a diive dokazanych vét provedeme
logicky korektni usudek U,; atd. az po k krocich logicky korektné usou-
dime, Ze plati B, a to na zakladé platnosti A, Uy, ..., Uy.

ISR Dokote:

a,b e R = a*>+b*>> 2ab.

Diikaz: Vyrokem A budeme rozumét ¢ast a,b € R — tedy a, b jsou realna ¢isla. Co o
nich 1ze ¥ici?

Usudek U : plati vzdy, Ze (a—b)? > 0 (druh4 mocnina realného &isla je vizdy nezdporna):;
Usudek Us: z Uy plyne rozepsanim podle vzorce: a® — 2ab + b? > 0;

Vyrok B plati, protoze vztah U, lze upravit do tvaru a? + b*> > 2aB. Diikaz je hotov.
Kazdy ditkaz ma obvykle néjaké klicové misto ¢i myslenku — klicové v tomto diikazu byl
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piechod od U; k U, ... v§imneme si, Zze po umocnéni (a — b)? dostaneme vsechny ¢leny v
nasi dokazované nerovnosti. O

Vyrokové formy A = B a =B = —A jsou ekvivalentni.
Diitkaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot dil¢ich vyroki, lze provést v ramci
cviceni.Od

Na vété 03 je zalozen typ dikazu 03:

Typ dukazu cislo 3: NEpiimy dukaz implikace A = B.

Pri NEprfimém dukazu implikace A = B vlastné dokazujeme platnost
logicky s ni ekvivalentni formy —B = —A.

Definice 17: Forma —B = —A se nazyva obména implikace A = BY.

IBEREEEN Dokate matematickou vétu:

3
x € R=sinx + cosx # 7
Dtikaz: Mame dokazat implikaci typu A = B neboli vyrok

3
reR = Sinx+cosa:7é§.

Budeme postupovat podle typu dtikazu ¢islo 3, tj. budeme dokazovat obménu =B = —A
neboli vyrok

. 3
sinx + cosx = 5 = ¢ ¢ R.
Vychazime nyni z vyroku —B: sinx + cosx = %;

usudek U;: po umocnéni obou stran rovnice =B na druhou dostaneme

9

sin? x + 2sinz cos z 4 cos’ z = Z;

tsudek Us: z rovnosti Uy a zndmého faktu F; (Vo € R : sin x +cos? & = 1) dostaneme

1+ 2sinzcosz = i;
tsudek Us: z rovnosti Us a dalsitho zndmého faktu Fy (Vo € R: 2sinzcosx = sin(2z))
dostaneme

5

Za

coz je zvlastni, protoze z grafu funkce sinus vime, Ze pro realné vstupy nabyva vystupu
pouze z intervalu (—1;1);

sin(2z) =

90bména implikace je tedy vyrok s touto implikaci logicky ekvivalentni, tj. nepfimy diikaz implikace
= primy dikaz jeji obmény.
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usudek Uy: argument 22 funkce sinus neni redlné ¢islo, tj. plati = A: x neni realné ¢islo.
Dokazali jsme tedy platnost obmény, plati tedy i ptivodni implikace, ktera je s obménou
logicky ekvivalentni. O

F Vyrokové formy A < B a (A = B) A (B = A) jsou ekvivalentni.
D

ukaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot obou vyrokovych forem pro vsechny

mozné kombinace pravdivostnich hodnot dil¢ich vyrokt A, B. O

Na véte 04 je zalozen typ dikazu 04:

Typ dukazu ¢islo 4: dukaz ekvivalence A < B.

Pri dikazu ekvivalence A < B vlastné musime dokazat, Ze plati obé z
implikaci A= B a B = A.

Definice 18: Forma B = A se nazyva obraceni implikace A = B.1°.

_ Uvazujme néjaké podmnoziny A, B, C' mnoziny pfirozenych ¢isel. Af jsou
tyto podmnoziny libovolné, plati pro né rovnost

A\ (BNC)=(A\B)U(A\CO).
Diikaz. Rovnost mnozin 1ze dokazat pomoci ekvivalence
reA\(BNC) & ze€(A\B)U((A\C).
Podle typu dtikazu ¢islo 4 bude diikaz hotov, pokud dokézeme obé implikace:
a) Dokazme implikaci zleva doprava, tj. implikaci

re A\ (BNC) = ze€(A\B)U(A\CO).
U v

Tuto implikaci dokdZeme piimo (dtikaz typu 2): Pfedpoklddame platnost predpo-
kladu x € A\ (BN C) a provedeme fetézec usudk:
reA\(BNC) = zxz€AAN(z¢BNC) =
= x€ANx¢BAz¢(C =
= xz€(A\B)Vze (A\C) = ze€(A\B)U(A\CQ).

b) Dokazme implikaci zprava doleva, tj. implikaci
r€(A\B)U(A\C) = ze€A\(BNCO).
1% U
Tuto implikaci dokdZeme piimo (dtkaz typu 2): Pfedpokladame platnost predpo-
kladu x € (A\ B) U (A\ C) a provedeme fetézec tisudki:
re(A\B)U(A\C) = aze€A\BvzeA\C =
= (xeANz¢B)V@xecArz¢(l) =
= ze€ANz¢BNC = xz€A\(BNCO).

10Tedy pfi diikazu ekvivalence musime dokézat, Zze soucasné plati p¥islusna implikace i jeji obraceni.
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zavér: 7 platnosti implikaci U = V a V = U plyne platnost ekvivalence U < V. Dikaz
je tim hotov. O

O principu vylouceni tfetiho (bud plati vyrok, nebo jeho negace, a je vyloucena tfeti
moznost) uz byla fe¢. Nyni ve vété 5 uvedeme jeho dikaz!!!

(princip vylouceni tfetiho zapsany jako vyrokovéa forma) Pro kazdy vyrok
A plati
AV —A.

Diikaz: Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot lze ukazat, ze dana vyrokova forma ma

vzdy pravdivostni hodnotu 1, tedy plati vzdy, at je vyrok A jakykoli. O

V ramci cviceni lze dokazat ekvivalence nékterych vyrokovych forem, které nam
pomohou pfi sestavovani negace implikace a negace ekvivalence — podrobnéjsi negace
téchto dvou vyrokovych forem totiz pravé vyuziva formy jim ekvivalentni.

- Forma A = B je ekvivalentni s formou (—A) V B.

Diikaz: Ditikaz typu 1 provedeme pomoci tabulky logickych hodnot. O

_ Forma —(A = B) je ekvivalentni s formou A A (=B).

Dtikaz: Mohli bychom diikaz provést pomoci tabulky logickych pravdivostnich hodnot,
ale 1ze také uzit vétu 06 a vétu 02'': podle véty 06 je implikace ekvivalentni s formou
(- A)V B, takze negace implikace musi byt ekvivalentni s formou, kterou ziskame z (- A)V B
vyuzitim véty 02 (kterd ika, Ze negaci disjunkce dil¢ich vyroki je konjunkee jejich dil¢ich
negaci):

~(A=B) & ~(-AvB) & Ar-B. O

Uvazujme implikaci ,Kdyz bude prset, vezmu si
destnik.“ Jeji negace je: Bude prset a nevezmu si destnik.

- Forma —(A < B) je ekvivalentni s formou
(AN=B)V (BA-A).

Dtikaz: Mohli bychom provést pomoci tabulky pravdivostnich hodnot, ale misto toho
provedeme jen primy diikkaz upravy vyrazu na zakladé vét 01, 04 a 06-disledek:

“(As B) & (A= BIAB = A) %Y (A= B)V-(B = A) "4l 4n-B)v(BA-4). O

Uvazujme ekvivalenci ,,Cislo n je délitelné Sesti tehdy
a jen tehdy, kdyz je délitelné dvéma i tfemi.“ Negace tohoto vyroku (mimochodem ne-
pravdiva, protoze ptivodni vyrok je pravdivy) je podle véty 07 celd dlouha véta:

(Cislo n je délitelné Sesti a soucasné neni délitelné dvéma i t¥emi) nebo (&islo
n je délitelné dvéma i tfemi a soucasné neni délitelné Sesti).

1Vl]astné se jednd o pifmy ditkaz (typ 2) pomoci tipravy vyrazu na zakladé vét 02 a 06.
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Tato kapitola byla zpracovana na zakladé [1]. str. 4,6,10 (ale dikazy rovnosti mnozin
ze str. 10, véty 2.1 dokazovat pomoci typu 4: diikaz ekvivalence. Ve ¢tvrté kapitole se nau-
¢ime (pfipomeneme si) schidnéjsi metodu diikazu rovnosti mnozin pomoci tzv. Vennovych
diagramut). Dalsi material viz [2], str. 88-91, str. 100-103.

2.3 Cviceni

CviCeni 2.1. . Pfimy dikaz vyuzivajici ptiklad 2.1 ([2], str. 92, piiklad 4.2, feSeni na
konci knihy [2]): pro vSechna kladna redlnd ¢isla a, b plati:

1+1> 4
a b a+b

Cviceni 2.2. . Nepiimy dukaz ([2], str. 100, pf. 1): Pro vSechna pfirozend ¢isla a, b

plati: kdyz se neda zkratit zlomek Z—:LZ, pak se neda zkratit ani 7.

Cviceni 2.3. . Nepfimy dtkaz ([2], str.103, pt. 4.14): KdyZ n neni druhd mocnina
ptirozeného ¢isla, tak y/n neni raciondlni éislo.

Cviceni 2.4. Dokazte distributivni zékony pro sjednoceni a prinik mnozin a) pomoci
dikazu ekvivalence, b) pomoci Vennovych diagramt (také viz prednaska 4, typ dikazu
¢islo 8):

XUlYnz)y=Zuy)n(Xxuz), XnYuZzZ)=XnY)u(Xn2Zz).

CviCeni 2.5. Dokazte de Morganova pravidla (viz prednaska 4, véty 09, 10) pro
operace doplitku mnoziny, sjednoceni a priniku mnozin a) pomoci dikazu ekvivalence, b)
pomoci Vennovych diagramii.

Cviceni 2.6. Zjednoduste symbolicky zapis, aby ve vysledku nebyl symbol negace pied
zadnou zévorkou, pouze u dil¢ich vyrokovych proménnych:

6a) ~((A=B)ANC)=...
6b) ~(A= (BVC(C))=...
6¢c) (AVB)AC)=...
Cviceni 2.7. Napiste obménu vyroku: Pokud n je sudé ¢islo, pak jeho druhd mocnina
n? je sudé &islo.

Vysledky nékterych piikladti a cvic¢eni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 13.2.
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3 Dukaz sporem, indukci, protiprikladem

3.1 Warm-up: Funkce 02 — Linearné lomené funkce

V opakovani vlastnosti a grafii zakladnach typt funkci se budeme nyni chvili zabyvat
linearné lomenymi funkcemi, tj. funkcemi typu

ar +b

f(x):m,

tj. funkcemi, které vytvaiime pomoci podilu dvou linedrnich funkci (proto tedy nazev
Hlinearné lomend* funkce).

Podrobnéjsi vyklad viz [9], str. 72-84. Linearné lomena funkce je vlastné podilem dvou
linedrnich funkei, odtud jeji ndzev. Urcité si projdéte nésledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9]):

e str. 77 ... graf funkce y = g pro rtizné hodnoty konstanty k;
e str. 78-80 ... obecnéjsi grafy linearné lomenych funkci — piiklady 1 a 2;

e str. 82, piiklad 5.9 ... grafy dalsich typt, je dtlezité vSechny nakreslit;

3.2 Prednaska

Na zakladé véty 05 lze provadét dikazy nasledujiciho typu:

Typ dukazu cislo 5: Dukaz sporem.

Piedpokladame platnost negace daného tvrzeni a logicky spravné z této
negace odvozujeme dal$i asudky, dokud nedojdeme k nesmyslu, ktery ne-
plati. ProtoZe jsme pracovali logicky naprosto spravné, tak kofen rozporu
je ve startovacim predpokladu — nyni vime, ze predpoklad —A neplati, a
tedy plati vyrok A.

_ Dokazte, ze log, 3 neni racionalni ¢islo.

Diitkaz: budeme predpokladat negaci zadaného vyroku, tj. ze log, 3 je raciondlni ¢islo,
tj. 1ze tuto hodnotu vyjadrit zlomkem:

log, 3 = n
n

pro m € Z an € N. Nyni budeme vyvozovat néjaké disledky a tsudky a vyuzijeme
pritom definice logaritmu, tj. faktu Fi: Pro log, x = y plati 2¥ = x.

Usudek Uy: Z rovnosti, jejiz platnost predpokladame, a faktu F; plyne
2% = 3.
Umocnéme tento vztah na n-tou, abychom se zbavili zlomku v mocniné:

2" = 3",
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a na obou stranach této rovnosti se pritom vyskytuji pfirozena cisla.
Usudek Us: Protoze é&islo 2 je délitelem ¢&isla 2™ a plati 2™ = 3", musi byt ¢islo 2 také
délitelem cisla 3" — ale to je spor se znamym faktem, Ze ¢islo 2 neni délitelem zadného

lichého ¢isla (a ¢islo 3" jako nasobek n lichych ¢isel je liché).

Naprosto korektnimi tvahami jsme pfisli k nesmyslu, tj. nespravny byl nas vychozi
predpoklad — a tedy plati jeho negace, neboli to, co jsme chtéli dokazat. Diikaz je hotov. O

Typ dukazu ¢islo 6: Dukaz matematickou indukci.

Pii matematické indukci dokazujeme tzv. univerzalni vyrok, ktery plati
vétSinou pro vSechna prirozena ¢isla, ktera jsou vétsi nebo rovna pfiro-
zenému c¢islu ng, tj. vyroky typu

Vn > ng: V(n).
Platnost tohoto univerzalniho vyroku dokazujeme ve dvou krocich:
a) Dokazeme platnost vyroku V(ny).
b) DokéaZeme platnost implikace V(n) = V(n + 1).

Pokud plati obé tyto véci, ,,dosdhne“ platnost V/(n) na jakékoli pFirozené
cislo n.

'Deéfinice 19:] Indukéni predpoklad se nazyvé predpoklad V(n) v implikaci

V(n)=V(n+1)

v podmince (b), kterou dokazujeme pfi indukei.

ad a) jednicka je nejmensi ptirozené ¢islo;

ad b) kazdé dalsi pfirozené ¢islo rizné od jednicky ziskdme zvySenim piedchoziho pfiro-
zeného c¢isla o jednicku.

Tedy nekoneénym opakovanim kromu (b) projdeme vSechna pfirozend ¢isla — viz [2], str.
121: ,pravdivost tohoto vyroku se dédi od ¢isla k ¢islu“. My ovSsem pii diikazu tohoto tzv.
indukéniho kroku = ¢asti (b) projdeme tento proces jen jednou — dokazeme, ze jakékoli
prirozené ¢islo vétsi nez ng danou vlastnost ,,dédi“ od ¢isla o jednicku mensiho.

Oznaceni 18: | ... déli beze zbytku = je délitelem. Naptiklad 2|6 (dvojka déli Sestku),
2|8 (dvojka déli osmicku), 3|21 (¢islo 3 je délitelem éisla 21).

IBRIRERN Dokote, 7o

VneN: 9(n*+ (n+1)°+ (n+2)%
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(slovné: dokazte, ze ¢islo 9 je délitelem vyrazu v zavorce, kde n je libovolné pfirozené
¢islo)

Diikaz: Pokud mame tvrzeni dokazat pro vSechna prirozena n, takovy kol se typicky
dokazuje indukci = dikazem typu 6.
a) Ukazme, Ze rovnost plati pro ng = 1:

9(1+2%+3%) =27... to plati.

b) Dokazmé platnost implikace V' (n) = V(n + 1), kterd mé v nasem pfipadé tvar

I’ +(n+1P°+n+2)?° = IY(n+1P°+n+1+1)°+(n+1+2)%.

V(n) V(n+1)

Piedpokladejme, ze plati indukéni piedpoklad V' (n), tedy ¢islo (n+(n+1)3+(n+2)?)
je délitelné deviti.

Usudek U;: Vyjadieme si nas predpoklad pomoci definice délitelnosti'?: existuje né-
jaké prirozené cislo k, ze
(n® + (n+1)> + (n +2)°*) = 9.

Usudek Uy: Upravujme &islo ((n+ 1)3 + (n+ 1+ 1) + (n + 1+ 2)3) a snaZzme se jej

vyjadrit jako nasobek ¢isla 9 — pokud se ndm to podari, budeme védét, ze je délitelné

deviti a dikaz bude u konce. Tak tedy:

(n+1)*+(n+2)3+(n+3)%) = (n + 1) + (n + 2)* + n® +3n2-3+3n-94-27 = 9-(k+n>+3n+3).
k

Pouzili jsme pouze vzorec (a+b)? = a3+ 3a?b+ 3ab®+b> a oznadeni &isla k z rovnosti
predpokladu. Jsme hotovi — skutecné se dala devitka vytknout z celého vyrazu, t;.
(n+1)-ni ¢len posloupnosti zadané nasim vzorcem ,zdédi“ délitelnost deviti od ¢lenu
predchoziho. Protoze jsme v predpokladu vysli od libovolného piirozeného n, plati
tato vlastnost pro vSechna prirozend ¢isla. O

Typ dukazu ¢islo 7: Dukaz existence (typ 7A) nebo protiptiklad (typ 7B)

7A: Dukaz existence uvedenim prikladu ¢i konstrukcei ... Uvedeme du-
kaz toho, Ze jista struktura existuje, prosté tak, Ze ji sestrojime
(popiSeme jeji konstrukci).

7B: Vyvraceni univerzalni platnosti pomoci protiprikladu ... tvrzeni, Ze
néco existuje ¢i plati v kazdém pripadé (napf¥. pro vSechna prirozena
¢isla) jednodusSe vyvratime tim, Ze sestavime aspon jeden protipfi-
klad, kdy dana skutecnost neplati (napf. najdeme jedno pfirozené
¢islo, které zadanou vlastnost nespliuje).

12Kterou jsme sice jesté neprobrali, ale feknéme si ji za étrnact dni a intuitivné ze stiedni skoly chapeme,
o co se jedna
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Oba typy dikazu oznaceny cislem 7 maji spolecné to, ze jakmile sestavime priklad
¢i protipriklad spliujici zadané predpoklady, dikaz je hotov. Ad 7B: dikaz typu 7B je
zalozen na skutecnosti, ze negaci vyroku

Vee M: V(x)

je vyrok
dxg € M : neplati V(zo).

BRI (studenti samostatné) Vyvratte nasledujici tvrzeni pomoci protiptikladu:
Kazdé prirozené ¢islo n > 1 lze ,zaplatit® sumou pouze dvoukorunovych a pétikorunovych
minci predanych v jisté obalce nebo kontejneru.

Reseni je jednoduché — kromé jednicky existuje jesté jedno p¥irozené ¢islo, které nelze
vycislit se¢itanim kladnych nasobkt dvojky a pétky — najdete ho?

Tato kapitola byla zpracovana podle [1], str. 6-7, pfiklady byly vzaty z knihy [2].

3.3 Cviceni

Cviceni 3.1. Ditkaz sporem: dokazte, Ze v/3 neni racionélni &slo.

Cviceni 3.2. Diikaz indukei:

2a) Dokazte ([2], str.124, pi.4), ze vSechny celo¢iselné penéini obnosy, které jsou vétsi
nebo rovny 4 k¢, je mozné vyplatit na hromadu pouze z dvojkorun a pétikorun.

2b) Dokazte ([14],str.42, pt. Blla)):

n-(n—f-l).

L+2434 - 4n=—7

2c) Dokazte ([14],str.42, pf. B11lb)):

1+3+5+...4+(2n—1)=n>

Cviceni 3.3. Pomoci ditkazu typu 7 (existence nebo protipiiklad) vyfeste nasledujici
ulohy:

3a) Dokazte nebo vyvrafte: Ctyfi rovnostranné trojihelniky nelze sestavit pomoci 12
zapalek stejné délky.

3b) Dokazte nebo vyvratte: Ctyfi rovnostranné trojthelniky nelze sestavit pomoci 9 z4-
palek stejné délky.

3c) Dokazte nebo vyvratte: Ctyii rovnostranné trojihelniky nelze sestavit pomoci 6 z4-
palek stejné délky.

Cviceni 3.4. Zapiste nasledujici vyroky symbolickym matematickym zapisem, ve kte-

vvvvvv
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4a) Pro kazdé ptirozené ¢islo plati, ze kdyz je délitelné Sesti, tak je délitelné i tfemi.

4b) Ptirozené ¢islo je délitelné Sesti tehdy a jen tehdy, kdyZ je délitelné dvéma i tfemi
soucasne.

4c) Existuje pfirozené Cislo takové, Ze kdyz k nému pii¢teme pét, vysledek je vétsi nez
deset.

4d) Pokud piirozené ¢islo je délitelné dvéma i tfemi soucasné, tak je délitelné i Sesti.

Cviceni 3.5. Uvazujme vyrok: Pro kazdé prirozené cislo plati, ze kdyz je délitelné
Sesti, tak je délitelné i tremi.

5a) Prepiste tento vyrok v symbolickém zapisu bez ¢eskych slov.
5b) Negujte tento vyrok z ¢asti (a) symbolicky tak, aby ve vysledku nebyly zévorky.

Cviceni 3.6. Provedte negaci nasledujiciho tvrzeni, a sice podrobnéji nez jen stylem
yheni pravda, ze“ nebo uvedenim znaku negace pred zavorku — ve vysledku nesmi byt znak
negace pred zadnou zavorkou. Tvrzeni zni:

Va,b,c € Z: (albAalc) < al(b+ c).

Vysledky nékterych piikladti a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 13.3.
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4 Mnoziny a Vennovy diagramy

4.1 Warm-up: Provérka (a)

Jako dostateény warm-up studentii ve 4. tydnu semestru poslouzi provérka (a) znalosti na
prvni tii tydny prednasky. Bude se provétovat:

1. definice pojmu (nemusite si pamatovat jejich ¢isla);

2. tvrzeni a dikazy vét 1 az 7 (nemusite si pamatovat ¢islo véty, ale musite védét, ze
negace konjunkce dvou vyroku je ...; nebo: s implikaci jsou ekvivaletni vyrokové
formy .... (véta 3 ... tento tvar se pouziva pro nepiimy dtkaz implikace) a ....
(véta 6 ... tento tvar se pouziva pro tpravy vyrokovych forem, ve kterych implikaci
nahradime pomoci disjunkce); atd.

3. probrana oznaceni a stru¢ny matematicky zapis nékterych vyroki;

4. vysvétleni podstaty dikazt typu 1 az 7;

5. vlastnosti a grafy kvadratické funkce a linearné lomené funkce.

Na provérku se lze pripravit na zakladé procteni prednasky a projiti warmupt 2 a 3
(o funkcich) a ptikladi ze cviceni, zejména piiklady, které jsou v &asti cviceni vyslovné

napsany, protoze ty pochézeji z lonskych provérek. Nebudou se zkouset dikazové priklady,
pouze dikazy vét 1 az 7 a vysvétleni podstaty dikazt typu 1 az 7.

4.2 Prednaska

Po tématu logiky se nyni budeme kratce zabyvat druhym zakladnim pilifem matematiky,
a to je pojem mnoziny a mnozinové operace, tj. operace sjednoceni (U) a pruniku (N). To
jsou pojmy cCtenari znamé ze stiedni skoly, nyni jen zopakujme a mirné rozsiime celou
problematiku.

Mnozinou M ({definice 20|) rozumime soubor navzdjem rozlisitelnych'® prvki, o
kterych 1ze jednoznacné rozhodnout, ze do néj patii.

Prvky mnoziny budeme vypisovat do slozenych zavorek:
e oznaceni 19 : Levé zavorka { a prava zavorka } oznac¢uji mnozinu.

Napiiklad N = {1,2,3,...} oznacuje mnoZinu pfirozenych ¢isel, ¢isla 1, 2, 3 jsou prvky
mnoziny V.

Mnoziny lze zaddvat bud vyctem prvki jako v predchozim prikladé, nebo charakteris-
tickou vlastnosti, jez splnuji jeji prvky.

137j. jeden objekt nemtize byt dvakrat prvkem téze mnoziny: {6,6} = {6}.
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_ Zadani mnoziny charakteristickou vlastnosti:
A={xeR:0<z<2}

)'* — charakteristicka

(¢teme: A je mnozina vSech realnych ¢isel x takovych, ze 0 < z < 2
vlastnost mnoziny nasleduje v tomto zapisu za dvojteckou. %

Oznaceni operaci priniku a sjednoceni ¢tenaf zna — v nasledujici definici pfipomeneme
definici disjunktnich mnozin, univerzalni mnoziny a dopliiku mnoziny:

Mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni (definice 21 ), kdyz jejich prinikem je prazdna
mnozina (AN B = 0).

Univerzalni mnozina'® ([definice 22a)) je takovd mnoZina, ktera obsahuje vSechny
prvky, které mé smysl uvazovat. Doplitkem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné

(‘definice 22b|) jsou ty prvky univerzalni mnoziny, které nelezi v mnoziné A.

_ Pokud U ={...,—2,-1,0,1,2,3,...} je univerzalni mnozina a
A={..,-2,—-1-0,1,2},
tak doplitkem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné U je mnozina
A={3,45 ..}
Oznaceni, ktera ¢tenai musi zvladnout, jsou tedy tato:
e oznaceni 20 : A ... doplnék mnoZiny A (vzhledem k univerzalni mnoziné U);

e oznaceni 21 : :=“ ... defini¢ni, pfifazovaci rovnitko, které znamena ,se definuje

jako ...“; napriklad lze definovat doplnék mnoziny A takto:
A={zeU:x¢ A}

(¢teme: doplnék mmnoziny A se definuje jako mnozina (¢ oznacuje mnozinu) téch
prvkil x z mnoziny U, které nepatii do A)

oznaceni 22 : () ... prdzdna mnoZina,;

oznaceni 23 : C ... je podmnozinou;

e oznaceni 24 : C ... je vlastni podmnozinou, tj. je podmnozinou, ale nerovna se dané
mnoziné; v matematickych symbolech A C B tehdy, kdyz

ACB AN A#B.

(oznaceni 25 ) rozdil mnozin A a B budeme oznacovat seSikmenym znaménkem
minus, aby bylo patrno, Ze se jedna o jinou operaci nez od¢itani realnych cisel:

A\B:={x € A:z ¢ B};

4Viimnéte si, ze dvojtecku nyni ¢teme ,takovych, Ze“ nebo ,tak, ze“.
15Cesky: vieobecna, vieobsahujici.
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Vennovy diagramy (_) jsou diagramy, které schematicky reprezentuji mno-
ziny pomoci Casti roviny — Cast roviny oznacend jako M reprezentuje vsSechny prvky
mnoziny M.

_ Nakreslete Vennovy diagramy nésledujicich mnozin'®: a) AUB, b) ANB,
¢) ANB,d) AUB, e) AUB, f) AN B. Re$eni najdete na obrazku 1, kde dany obdélnik
reprezentuje univerzalni mnozinu U, ktera je nadmnozinou mnozin A, B.

Obrazek 1: Vysledky piikladu 4.3 (Vennovy diagramy).

Typ dukazu ¢islo 8: Rovnost mnozin Vennovymi diagramy.

Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji mnoziny a operace mezi
nimi, lze dokazat pomoci Vennovych diagramu — sestavime Vennuv dia-
gram pro kazdou stranu rovnosti a vysrafujeme v ném c¢asti odpovidajici
vysledkum danych operaci; pokud pak v obou Vennovych diagramech
jsou vySrafovany stejné ¢asti roviny, tvrzeni o rovnosti je tim dokazano.

- Pro libovolné tii mnoziny plati tzv. asociativni zakony vzhledem k operacim
priniku a sjednoceni:

a) (AUB)UC =AU (BUC), b) (AnB)NC=AnNn(BNC)

Diikaz (typ 8) nakreslime Venntiv diagram pro kazdou ze stran rovnosti a porovname
srafované oblasti — zjistime, Ze se rovnaji, tj. schematicky (¢i graficky) dikaz je hotov
(vyucujici na tabuli). O

Daéle plati velmi zajimavé rovnosti mnozin, které souvisi také s operaci doplinku
mnoziny vzhledem k univerzalni mnoziné (= s definici 22):

- De Morganovo pravidlo (a): Pro kazdé dvé mnoziny A, B, které jsou pod-
mnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

ANB=AUB.
6Tento pitklad viz [4], str. 795. VétSina této kapitoly je zpracovana podle [4], str. 791-800.
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Diikaz lze provést pomoci Vennovych diagramt — viz cviceni. O

- De Morganovo pravidlo (b): Pro kazdé dvé mnoziny A, B, které jsou pod-

mnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

AUB=ANB.

Diikaz lze provést pomoci Vennovych diagrami — viz cvi¢eni. O

V dalsich kapitolach budeme potfebovat pojem kartézského soucinu: (|definice 24))
Kartézsky sou¢in mnozin A, B je mnozina vSech uspofadanych dvojic [a,b], kde a € A
a souCasné b € B. Specialné pokud A = B, kartézsky soucin A x A nazveme kar-
tézskou mocninou neboli kartézskym c¢tvercem. Prvky kartézského soucinu se nazyvaji
uspotradané dvojice.

e (oznaceni 26 ) kartézsky souc¢in mnozin A a B budeme oznacovat jako A x B, tj.

Ax B:={[a;b]:a € ANbe B}.

BRI Pro A = {a,b} a B = {1,2,3} lze sestavit jejich kartézsky soucin, ktery
ma Sest prvki (= Sest usporadanych dvojic):

A x B ={[a,1],]a,2],[a,3],[b,1], [b, 2], [0, 3]}

(tedy vidime, Ze u kone¢nych mnozin je dan pocet prvki jejich kartézského soucinu souci-
nem poc¢ti prvki jednotlivych mnozin). Pozor, zalezi na poradi, protoze A x B # B x A.
Specialné

B x A={[1,al,[1,0],[2,al,[2,0], [3,al, [3, 0]}

V usporadanych dvojicich v hranatych zavorkach tedy zalezi na poradi jednotlivych prvk.

Nékdy se v itvodu do teorie mnozin uvadi kromé operaci doplitku, sjednoceni a priniku
jesté operace ((definice 25)) symetricky rozdil mnozin A, B, definovany pomoci rovnosti

A+ B:=(A\B)U(B\ A)

(z obrazku Vennova diagramu 2 je patrny vysledek této operace pouZité na mnoziny A,
B).

e (oznaceni 27 ) Symetricky rozdil mnozin A a B budeme oznacovat jako A + B, tj.
A+B:={z:xe€(A\B)vz e (B\A)}.
4.3 Cviceni

Cviceni 4.1. Pomoci Vennovych diagrami dokazte de Morganova pravidla — véty 9 a 10.

CvicCeni 4.2. Vidite souvislost mezi vétami 1 a 2 a vétami 9 a 107 Z jakého duvodu
tato souvislost existuje?

Cviceni 4.3. Dokazte pomoci Vennovych diagramii:
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Obrazek 2: Vysledek operace symetrického rozdilu mnozin A, B.

3a) Pro néjaké dvé podmnoziny A, B univerzalni mnoziny U plati: (ANB)U(ANB) = A.

3b) Pro néjaké dvé podmnoziny A, B univerzalni mnoziny U plati: (AU B)U (A \ B) =
AUB.

Cviceni 4.4. Napiste mnozinové vyrazy, jejichZ vysledkem je vysSrafovand plocha Ven-
nova diagramu na obrazku 3.

Obrazek 3: Ke cviceni 4.4: vyjadiete srafovanou plochu pomoci mnozinovych operaci.

Cvideni 4.5. Prozkoumejte!” operaci symetrického rozdilu a pomoci Vennovych dia-
grami dokazte, ze plati

5a) A+ B=(AUB)\ (AN B),
5b) A+~ B=B-=xA,
5¢) AUB=A+(B+(ANB)),

17Viz [14], str.44, pF 1.2.B6.
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5d) A\B=A=(ANDB),
5e) AN(B+C)=(ANB)=(ANC).

Cviceni 4.6. Vyjadiete matematickym zapisem bez jakékohokoli ¢eského slova definice
vSech operaci, které jsme v této kapitole prosli:

6a) A=...

6b) A\B=...
6¢c) AxB=...
6d) AUB=...
6e) ANB=...
6f) A-B=...

Cviceni 4.7. Uvedte de Morganova pravidla (véty 9 a 10) pouze slovné, bez jakéhokoli
matematického symbolu.

Cviceni 4.8. Na univerzalni mnoziné U vSech pfirozenych ¢isel jsou zaddny mnoziny
A =12,3,4,5,8 10}, B = {3,5,10,12,15}, C' = {3,10,17,18,19}. Udejte vyétem prvkil
mnozinu (AU B) N C.

Cviceni 4.9.
a) Uvedte definici mnoziny: MnoZina je ...

b) Vyjadiete Srafovanou ¢ast S Vennova diagramu na obrazku 4 pomoci mnozin na
obrazku a znamych mnozinovych operaci: S = ...

Obrazek 4: Ke cviceni 4.9: vyjadiete srafovanou plochu pomoci mnozinovych operaci.

Cviceni 4.10. Na konci jistého vyrobniho procesu prochéazi 500 soucastek tiemi kon-
trolami K, Ko, Kj3. Zjistilo se, ze 38 soucastek neproslo kontrolou K; (= bylo shledano
nevyhovujici); 29 neproslo Ks; 30 neproslo K3; 7 soucéastek neproslo K; ani K»; 5 neproslo
Ky ani K3; 8 neproslo K; ani K3; 3 soucastky neprosly zadnou z kontrol. Urcete, kolik
soucastek

a) proslo vSemi kontrolami bez vady, tj. zddné z kontrol je neshledala nevyhovujicimi.
b) neproslo pravé jednou z kontrol K7, Ko, K3 (nékterou z nich).

Vysledky nékterych prikladi a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 13.4.
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5 Ciselné obory, délitelnost celych ¢&isel

5.1 Warm-up: Funkce 03 — Mocninné funkce f(z) = 2" a funkce
k nim inverzni

Podrobnéji viz [9], str. 85-116. Urcité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji ucebnice

[9]):
e Kresleni graft mocninné funkce:

— str. 87 ... grafy funkce y = 2" pron € N;
— str. 90 ... grafy funkce y = 2" pron € Z7;
— str. 91, priklad 6.7;
e Hledani inverzni funkce — v kazdém z nasledujicich prikladi by se hodil obrazek obou

funkci f a f~! v jednom grafu, aby bylo patrno, Ze oba grafy jsou osové soumérné
vzhledem k ose soumérnosti y = x:

— str. 95 ... naleznéte funkei inverzni k funkci y = 3z — 2 pro D(f) = (—1;2).
Véetné obou funkei f a f~! v jednom grafu.

— naleznéte inverzni funkci k funkci y = (z — 2)? + 3 a) pro D(f) = (—00,2); b)
pro D(f) = (2,00).

— naleznéte inverzni funkei k funkci y = 23 pro D(f) = R.

5.2 Prednaska

Po logice a mnozinach je tfeti odpovédi na otazku ohledné podstaty matematiky — pou-
zivani ¢isel rtizného druhu. V tomto Gvodnim predmétu pouze zopakujeme zakladni
fakta o ¢islech realnych a komplexnich, protoze pfirozend cisla, celd ¢isla a zlomky zné
kazdy student, ktery absolvoval maturitu.

BRI (ncbo spise otdzka) Reknéte sousedovi v lavici odpovédi na nésledujicich
pét otazek:

1. Proc existuje N7

2. Proc¢ existuje Z, nestacilo by N7
3. Proc¢ existuje (), nestacilo by 27
4. Proc¢ existuje R, nestacilo by Q7?7
5. Proc¢ existuje C, nestacilo by R?

Oznaceni danych ¢iselnych obortdt N, Z, ), R, C' uz bylo zminéno v prednasce prvni,
na tomto misté se chvili vénujme rozdil mezi mnozinami ) a R — uvedeme nyni velmi
jednoduchy princip, ktery souvisi s dikazem typu 9, a pak pomoci tohoto principu
dokdzeme vétu 11, kterd ukazuje na hlavni rozdil mezi raciondlnimi ¢isly (= ¢isly, ktera
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1ze vyjadfit ve tvaru zlomku) a iracionalnimi ¢isly (kterd nelze vyjadfit ve tvaru zlomku).

Typ dukazu ¢islo 9: Dirichletuv princip.

Pokud rozdélujeme n + 1 pfedmétt do n prihradek, aspon v jedné pri-
hradce najdeme po rozdéleni aspon dva predméty.

Platnost Dirichletova principu'® je vidét ,pfirozené“ = celkem s ni kazdy souhlasi.
V tom nejhorsim pfipadé se mulze totiz stat, ze po rozdéleni n predmétt je v kazdé z
n prihradek jeden — ale ten posledni ,n plus prvni“ predmét, uz musime tedy pridat
do né¢jaké prihradky, kde néjaky jeden predmeét je ... tedy v aspon jedné prihradce
budou po rozdéleni asponn dva predméty. Samoziejmé se mize stat, ze pokud predméty
rozdélujeme libovolné, nikoli rovnomeérné, po rozdéleni budou dva nebo tii predméty v
péti prihradkach a rada dalsich prihradek bude prazdna — to je mozné. Nas ale jen zajima,
ze urcité existuje jedna prihradka (Suplik) obsahujici aspon dva predméty — tento fakt je
zarucen tim, ze pfedméti je vice nez prihradek.

Tento velmi jednoduchy typ dikazu lze kupodivu pouzit pii diikazu celkem dulezité
véty, ktera vystihuje rozdil mezi ¢islem racionalnim a cislem iracionalnim.

- Kazdé racionalni ¢islo mé desetinny rozvoj bud konecény, nebo periodicky.

Diikaz: Uvazujme nejprve konkrétni zlomek % jako vyjadreni jednoho racionélniho ¢isla
a naleznéme jeho desetinny rozvoj, tj. vyjadreni ve tvaru s desetinnou carkou — vSechny
uvahy pak lze vztahnout na obecné racionalni ¢islo ™ pro m € Z, n € N.

Pfi déleni 1 : 7 postupujeme nasledovné:

e 1:7=0, zbytek 1, napisSeme desetinnou carku do vysledku a pripiSeme nulu;

e 10:7 =1, zbytek 3, ke zbytku pripisSeme nulu;

e 30:7 =4, zbytek 2, ke zbytku pripiSeme nulu;

e 20:7 =2, zbytek 6, let us put down another zero to the remainder;

e 60 :7 = 8, the remainder is 4, let us put down another zero to the remainder;

e 40 : 7 =5, the remainder is 5, let us put down another zero digit to the remainder;
e 50:7 =7, the remainder is 1, let us put down another zero digit to the remainder;

e Od této chvile délime 10 : 7 = 1, zbytek 3 ... ale to uz tady jednou bylo, zbytky i
vysledky po déleni se zacinaji periodicky opakovat. Pro¢ tomu tak je?

Rozeberme si tuto situaci: Pti déleni sedmi se po urc¢ité dobé délenec ,vycCerpa“ v tom
smyslu, ze neobsahuje zadné dalsi cifry a pridavame ke zbytku v nizsich fadech pouze
nuly®®. Jediny vliv na kazdy dalsi fadek pisemného déleni maji tedy jen zbytky zbytky po
déleni sedmi, ke kterym pripisujeme stale jen nulu.

18Téz: prihradkovy princip, anglicky — pigeonhole principle.
YN4m se délenec v nasem piikladu déleni vyé&erpal uz po prvnim kroku, protoze byl jednociferny.
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Vime, Ze zbytkid po déleni sedmi je sedm riznych — jsou to ¢isla (a soucasné cifry) 0, 1,
2, 3,4, 5, 6. A nyni vyuzijeme Dirichlettv (pfihradkovy) princip: Sta¢i provést osm krokt
castecného déleni po ,vycCerpani“ délence a protoze moznych zbytkid po déleni sedmi je
pouze sedm, jeden zbytek se po danych osmi krocich zopakuje dvakrat — a po zopakovani
daného zbytku se uz periodicky opakuji vSechny dalsi zbytky ve stejném poradi, takze
desetinny rozvoj naseho ¢isla je nekonecny, ale periodicky.

Pfesnéji feceno, pokud néktery z dil¢ich zbytkl je roven nule, v déleni uz nepokracu-
jeme a desetinny rozvoj takového zlomku je konecny. Tedy obecné lze Tici, ze pii déleni
m :n po ,vyCerpani“ délence m (ktery ma koneéné mnoho cifer, a tak se vycerpat nékdy
musi) sta¢i provést dalsich maximélné n + 1 krokt a dostaneme dil¢i zbytek nula (tj.
desetinny rozvoj daného racionalniho ¢isla je kone¢ny, ukonceny), nebo se néktery z nenu-
lovych zbytkt zopakuje (a tedy desetinny rozvoj daného ¢isla je nekoneény periodicky). O

Ke komplexnim ¢islim?® nyni velmi stru¢né, snad podle materidlu [1], str. 15,16,18:

Dtivodem existence komplexnich cisel je snaha najit feseni napiiklad rovnice
2*+1=0,
kterda ma zaporny diskriminant. Z Tohoto divodu se v matematice zavadi tzv.

(oznadeni 28 ) imagindrni jednotka i takova, ze i* = —1, a také (—i)?> = —1. Pak
muiizeme fici, Ze feSenim rovnice 22 + 1 = 0 jsou i a —i.

'Definice 26a: Kazdé komplexni ¢slo z lze vyjadfit v algebraickém tvaru z = a + bi,
kde a a b jsou redlna cisla a ¢ je imaginarni jednotka.

Diky tomu, ze kazdé komplexni ¢islo je jednoznac¢né urceno uspotradanou dvojici real-
njch Csel [a, b], lze kazdé komplexni Eslo znézornit v tzv. Gaussové roviné ([definice 26b!),
kde na vodorovnou osu vyneseme realné cislo a, na svislou osu realné ¢islo b a obraz
komplexniho ¢isla z = a + bi je pak na prisecikii kolmice k vodorovné ose v bodé a s
kolmici ke svislé ose v bodé b — viz obr. 5.

Na zékladé modelu komplexnich ¢isel v Gaussové roviné lze definovat pro kazdé kom-
plexni &slo kromé nuly ((definice 27a)) pro z # 0 tzv. argument komplexniho &sla z jako
uhel p = argz, ktery svird privodi¢ obrazu tohoto ¢isla v Gaussové roviné s kladnym
smérem osy Re(z) (= vodorovné osy?!, na kterou vynasime tzv. redlnou ¢ast a komplex-
niho &sla z = a + bi), a ((definice 27b!) absolutni hodnotu neboli velikost komplexniho
Cisla |z| jako vzdalenost jeho obrazu v Gaussové roviné od pocatku (= jako délku tohoto
pruvodice), tj. (podle Pythagorovy véty)

2| = Va2 + %, ¢ = argz,

viz obr. 6). A kone¢né, pokud méame definovan trojuhelnik a thel, lze zavést tzv.
( ) goniometricky tvar komplexniho ¢isla z, jenz vyuziva délky pfepony |z| v

20Detailnéjsiho poditani s komplexnimi &isly se dotkneme v predmétu Algebra, 3.
21Podobné I'm(z) oznacuje svislou osu, na kterou vynasime tzv. imaginarni ¢ast komplexniho &isla 2.
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Ain ()

o)

Obrazek 5: Obraz komplexniho ¢isla z := a + ib v Gaussové roviné.

) N\
m (\Y'L\_

|
|

7 fu(w)

Obrazek 6: Vyznam argumentu a velikosti komplexniho ¢isla.

daném trojuhelniku a argumentu ¢ daného komplexniho ¢isla z:
z=|z|-(cosp+i-singp).
Vypocet velikosti |z| komplexniho ¢isla je patrny z Pythagovory véty, vypodet argu-

mentu ¢ plyne z téhoz pravouhlého trojuhelniku, ale pro konkrétni hodnoty a, b ¢isla
z = a + bi potfebuje presné vyjadieni peclivejsi vycet:

0 a=0,b6=0

5 a=0,b>0

B - a=0,b<0
L arctg? ... 1. a 4. kvadrant
7+ arctg? ... 2. kvadrant

—7 + arctg, ... 3. kvadrant

_ Pocitani s komplexnimi ¢isly:
2a) Vypoctéte soucet a soucin ¢isel 2y =2 —i a 29 = 1 + 3i.
2b) Vypoctéte podil ¢isel 2y =2 —i a 2o = 1 + 3.

2¢) Vypoctéte i2, i3, 4, %, %, 47, 8, atd.
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Reseni piikladu: ad 2a) Uvidime, Ze sou¢tem i souc¢inem dvou komplexnich ¢isel je zase
komplexni ¢islo:

21+20=2—i+14+3i=2+1)+i(—1+3)=3+2i;
déle protoze i> = —1, dostaneme pii nasobeni komplexnich ¢isel
21-20=(2—1)- (14+3i) =2+6i —i—3i> =2+ 5i — 3(—1) =5+ 54;

ad 2b) Aby podilem dvou komplexnich éisel bylo komplexni ¢islo, nesmime délit nulou,
ale jinak pro nenulové z, dostaneme vysledek ,,vynasobenim zlomku vhodnou jednickou*:

21 2—1 2—4 1—-3i 2+6i—i—3> 5+5i 1+1 .
zo 143t 1+3 1—-3 1 —9? 1+9 2 2 7

Ve jmenovateli soudinu zlomkt jsme uzili vzorec 22 — y?> = (z — y) - (z + y) — timto
zpusobem vzdy lze odstranit imaginarni jednotku ¢ ze jmenovatele daného podilu — tj.
vysledkem déleni komplexniho ¢isla nenulovym komplexnim ¢islem je zase komplexni ¢islo.

2

ad 2c) Vime, ze i* = —1; proto lze dal§i mocniny imaginarni jednotky pocitat

i* = = (=1)-i=—i

it = = (—i)i=—if=1
o= ti=1-i=1;

S = Pi=ii=—1;

it = i%i=(=1)i=—i;

i it = (1) i =1
atd.

7Z toho je vidét, ze vyssi mocniny imaginarni jednotky ¢ mtizeme vzdy redukovat na realné
¢islo nebo na +17, a tedy i umocnénim komplexniho ¢isla dostaneme opét komplexni ¢islo.

'Definice 28: Celé ¢islo a beze zbytku déli neboli je délitelem celého &sla b, kdy?
existuje celé cislo ¢ tak, ze plati b = a - q. Pokud dislo ginZ s touto vlastnosti neexistuje,
iikdme, ze a nedéli (neni délitelem ¢isla) b.

Studenti pozor, délitelnost znamou ze stfedni skoly jsme trochu rozsitili i na zaporné
délitele, a tim se pocet délitelt kazdého celého cisla zdvojnésobil — kromé kladného
znaménka existuji i délitelé se stejnou absolutni hodnotou, jen se jedna o zaporna cisla.

Definice 29: Kazdé celé &slo b ma vidy nasledujici étyii délitele: 1, —1, b, —b ...
tito délitelé se nazyvaji nevlastni délitelé ¢isla b. VSichni ostatni délitelé (pokud néjaci
existuji) se nazyvaji vlastni délitelé ¢isla b. S tim souvisi dalsi pojem — h - celé
¢islo p se nazyva prvocislo, pokud mé pouze nevlastni délitele; pokud ma i vlastni délitele,
nazyva se slozené ¢islo.




5.2 PREDNASKA 33

Pro libovoln4 celd ¢isla a > 0, b > 0 existuje dvojice celych &sel g, r takovych??, Ze
q > 0,dale 0 < r < a, a plati
b=a-q+r.

Diikaz tohoto tvrzeni je pitkladem diikazu indukci (typu 6), proto jej provedeme?:

Dokazme indukci pro pevné a a ménici se b:

a)

b=0 = 0=a-040, tj.g=0, =0
l=a-0+1, tj.g=0, r=1
b=2 = 2=a-0+2, tj.g=0, r=

I
4

b=a = a=a-1+0, tj.g=1, r=0

b) Pokusme se nyni dokdzat obecny krok, tj. implikaci®*
V() = V(b+1).
Predpokladejme, ze plati V(b), tj. existuji g, 7, tak, ze
b=a-q+ 1.

Zkusme nyni pricist k obéma strandm rovnice jednicku — na levé strané tim dosta-
neme délence (b + 1), ktery nas pravé zajima:

b+1:a-qb—|—7"b+1.

Nyni mohou nastat dvé situace: bud r, + 1 < a, a pak hledané g1, 41 existuji ve
tvaru gp41 = @b, 41 = p + 1; nebo (pfi druhé mozné situaci) r, + 1 = a, a pak

b+l=a-gp+a=a-(gp+1)

a hledané hodnoty jsou qy11 = ¢y +1, 741 = 0. Tedy platii V(b+1), nasli jsme podil
i zbytek pro déleni ¢isel (b+ 1) a a. V obou pfipadech jsme nasli celd ¢isla gpy1, 7p11
tak, aby platilo b+ 1 =a - g1 + rps1-

Nésledujici tii matematické véty jsou diilezité véty z teorie i praxe délitelnosti celych
¢isel. Bylo by mozné o nich mluvit vice, ovSem zde jsou uvedeny jako zajimavé véty z
hlediska svého diikazu — na procvicovani dikazovych metod (viz cviceni).

22Oznaceni prameni z anglického quotient = podil, remainder = zbytek.

ZTvrzeni se zda celkem zfejmé, ale musime provést bud existenéni ditkaz (typ 7 ... Ze dany podil a
zbytek sestrojime pro jakoukoli dvojici a, b ... viz [1], véta 4.2 na str. 23), nebo tvrzeni univerzalné dokazat
indukei pro nekoneéné mnoho dvojic (typ 6 ... viz [15], str.13) — tuto druhou variantu si nyni projdeme.
Dikaz je zkracen diky napadu Jana Pokorného.

240znaceni: V(b) ... tvrzeni plati pro b.
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_ Pro cela ¢isla a, b, ¢ plati:

a) alb A alc = al(b+ ¢);
b) alb A alc = al(b—¢)

(tedy pokud a déli dvé celd ¢isla, déli i jejich soucet, a déli také jejich rozdil).
Dikaz: viz cviceni.

- (Euklidiiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele pfirozenych
¢isel a, b)?*: Pieznacme si ¢isla a, b tak, aby b > a. Provedme nyni nasledujici posloupnost
déleni se zbytkem (podle véty 12):

b:a=qo, zbytek je ro, tedy mame vztah (v) b=a-qo+ ro;
a:rg = q, zbytek je r1, tedy mame vztah (iv) a=ry-q +ri;

o : 1 = G2, zbytek je ro, tedy mame vztah (iii) 19 =11 qo + 795

Tn_o:Tn 1= (qn, zbytek je r,, tedy mame vztah (i) 71, 2 ="p_1" G+ Tn;

Tn1:Tn = Qnt1, zbytek je 0, tedy mame vztah (i) 7,_1 =7y  Goi1;

Pak posledni nenulovy zbytek r, v této posloupnosti déleni je roven nejvétsimu
spolecnému déliteli ¢isel a, b.

Dikaz: Protoze a > rg > r; > ..., tak po konec¢ném poctu krokt musi nastat r,,.; = 0.
Dalsi duikaz provedeme ve dvou krocich: a) dokdzeme, ze r,|a, r,|b; b) dokdZeme, Ze kazdy
jiny délitel j, ktery déli a i b, déli i 7.

ad a) Uvazujme vztahy (i), (it),...,(v) z tvrzeni véty (postupujeme nyni od spodniho
vztahu (i) k hornimu vztahu (v)):

Tn|71n71

13
(id) "2 ral(raoa - G+ 70), G Talras

Tn|To
ral(ro - q1 +11), tj. ala

rol(a - qo+10), tj. rnlb

7 poslednich dvou radki plyne, Ze r, je spole¢nym délitelem cisel a i b.

Zviz [15], str. 13-14.
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ad b) Uvazujme nyni jiného délitele j ¢isel a i b a postupujme nyni od horniho vztahu
(v) ke spodnimu vztahu (i):
13b : . .
) = JlbAjla =l
. v.13b . . .
(i) "2 jlanglro = jlm
)

JlroNjlre = jlr
(i) "2 jlra—e Adlracy =l

Kazdy jiny délitel j ¢isel a, b je i délitelem ¢isla 7, (viz posledni Fadek), tj. r, je ze
vSech déliteli c¢isel a, b ten nejvetsi. O
_ (Bezoutova®® rovnost) Pro libovolna celd ¢isla a, b existuji celd éisla u, v
takova, ze plati:
a-u+b-v=NSD(a,b),

kde NSD(a, b) je nejvétsi spoleény délitel éisel a, b.

Diikaz: Podobné jako v diitkazu véty 14, projdeme systém rovnosti véty 14 zdola nahoru:

Tn (g) Tn—2—"Tn-1'qn (:) 717172_(7’7173_7%72'qnfl)'qn = TnfB'(_qn)—i_TnfT(1+qn71'qn) = ... (;

=

5.3 Cviceni

Cviceni 5.1. Procvicte si vypocty s komplexnimi ¢isly:

la) Pro ¢isla 21 = 14 2i, 25 = 2 — 2i vypoctéte jejich soudet, soucin, podil a druhé
mocniny;

1b) V oboru komplexnich &isel feste rovnici 22 +z + 1 = 0.

Cviceni 5.2. Dokazte véty 13a a 13b dikazem pfimym (typ 2) z definice ¢islo 28.

Cviceni 5.3. Procvicte si praktické uziti véty 14: podle procesu popsaného ve vété
14 naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel 208 a 364. Naleznéte tohoto délitele také
druhym zptisobem, a sice rozkladem ¢isel na soucin prvocisel.

Cviceni 5.4. Pokud se vam nechce ¢ist genialni dikaz véty 14, ve zbyvajicim cCase
muzete dokdzat (pokud jste je tedy nedélali v pfedmétu MA0002) nasledujici jednoduché
skutecnosti, které plati pro celé ¢isla. Jako prvni krok si ovsem vSechny tti tikoly musite
prepsat pomoci symbolického matematického zapisu bez ceskych slov:

4a) Druhd mocnina kazdého lichého ¢isla zmensend o jednicku je délitelnéd osmi;
4b) rozdil druhych mocnin dvou libovolnych lichych ¢isel je délitelny osmi;

4c) soucet t¥i po sobé nasledujicich celych ¢isel, z nichZ prvni a tfeti jsou licha, je délitelny
Sesti.

Vysledky nékterych prikladd a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 13.5.

26Cti: [bezutova]. Viz [15], str. 15.

a-u+b-v.
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6 Binarni relace
6.1 Warm-up: Funkce 04 — Funkce exponencialni (f(z) = a”) a
logaritmické (f(z) = log,(x))

Podrobnéji viz [9], str. 117-150. Urcité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji uceb-
nice [9]):

e Str. 129, obr. 7.7: Nakreslete graf funkce y = a* a funkce k ni inverzni y = log, z,
pokud konstanta a € (0;1).

e Str. 129, obr. 7.6: Nakreslete graf funkce y = a” a funkce k ni inverzni y = log, =,
pokud konstanta a € (1;00). Pro zapamatovani si spravného sparovani grafi sou-
visejicich v této a minulé odrazce plati princip, ktery lze snadno dokazat, Ze totiz
inverzni funkce k rostouci funkci je zase rostouci — a analogicky inverzni
funkce ke klesajici funkci je zase klesajici.

e str. 122, pt. 1, pf. 2 ... porovnavani hodnot, které vyuziva znalosti o grafech funkce
exponencialni;

e str. 124, pt. 7.8.a) ... kresleni grafu funkce exponecialni;

6.2 Prednaska

V této kapitole vyjdeme z definice kartézského soucinu (definice 24) a definujeme pojem
relace, ktery vychazi z latinsko-anglického relation = pribuznost, vztah.

V bézném zivoté uzivame tfadu relaci mezi prvky dvou riiznych mnozin, napi.

e .mam v rozvrhu®“ je relace mezi mnozinou dntl v tydnu a mnozinou predméti ve
skole;

e ,m4 obcas snidani“ je relace mezi mnozinou lidi a mnozinou potravin (pozivatin);

Prikladem relaci mezi prvky jedné mnoziny jsou

e _je biologickym ditétem* ... relace na mnoziné lidi; zvlastni vlastnosti této relace je
to, ze s kazdym ditétem jsou spojeni dva rodice

e _jeho matka je“ ... relace na mnoziné lidi; zvlastni vlastnosti této relace je to, ze a)
jedna matka muze byt v relaci s vice détmi; na druhé strané, nékteré zeny nejsou v
relaci s zddnym ditétem; b) kdyz jdeme v opa¢ném sméru, tak jedno dité je v relaci
s pravé jednou matkou;

e <, > na mnoziné celych cisel;
e | (déli = je délitelem) na mnoziné pfirozenych ¢isel;
e C. O na mnoziné vSech podmnozin dané mnoziny;

e atd.
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Lidové feceno, relace je mnozina néjakych vztahi, pricemz kazdy vztah spojuje dva
objekty (dva prvky) bud ze dvou riznych mnozin, nebo z jedné mnoziny. Plati ovSem
jesté jedna véc, kterou obsahuji vSechny vyse uvedené piiklady: v tomto vztahu mezi
dvéma objekty zalezi na poradi, ve kterém je uvadime — to se rozumi samo sebou, ale
zejména v relaci mezi prvky téze mnoziny si musime dat pozor, ktery prvek uvadime jako
prvni a ktery jako druhy, aby bylo patrno, napf. kdo je matka a kdo dcera; které ¢islo je
mensi nez to druhé ¢islo, apod.

Celkem tedy shrnuto, pojem relace (coz je jediny pojem, kterym se dnes budeme
zabyvat) je (i) mnozina vztahti mezi dvojicemi objektw; (ii) v téchto dvojicich vétsinou
zalezi na poradi. Je tedy vidét, ze k definici relace lze uzit pojmu kartézského soucinu,
protoze to je pravé mnozina dvojic, ve kterych zalezi na poradi.

_ relace mezi mnozinami M; a Ms je néjakd podmnozina kartézského

soucinu M x M. _ relace na mnoziné M je néjakd podmnozina kartézského
soucinu M x M.

Prvky relace jsou tedy usporadané dvojice [z,y], ve kterych zalezi na potradi. Pozor
na rozdil mezi pojmem kartézsky soucin a relace — kartézsky soucin je mnozina vsech
moznych uspofddanych dvojic, které miizeme z danych dil¢ich mnozin sestavit; kdezto
relace je pouze mnozina nékterych téchto dvojic. Napf.

N x N ={[1;1],[2;2], [1; 2], [2,1], [3; 3], [15 3], [3; 1), (2 3], [3; 2], - - .},

ovsem napi. relace , je ostie mensi nez“ obsahuje jen nékteré usporadané dvojice priroze-
nych cisel:
je ostfe mensi nez = {[1;2],[1;3],[2;3],...}.

Kromé fady relaci se v matematice pouziva fada operaci. O operacich (napf. séitani,
od¢itani, prunik, sjednoceni) bude jesté fe¢ — nyni jen zminime hlavni rozdil mezi relacemi
a operacemi: vysledkem operace * (za hvézdicku si dosadte nap¥. s¢itani, ndsobeni, prinik,
apod) mezi dvéma prvky a, b je obecné néjaky tteti prvek a *x b (napi. 2 + 3 = 5), kdezto
relace jen uvadi do vztahu dané dva prvky a, b (napi. 2 < 3).

Relaci budeme bud zadéavat vyctem dvojic, mezi kterymi existuje vztah daného typu,
napiiklad®”
p= {[CL, b]v [bv a]a [b> C], [b7 b]};

ve shodé s uc¢ebnim textem [16], str.17, budeme téz relaci vypisovat takovym stylem, Ze
oznaceni relace bude umisténo v zapise mezi danymi prvky (podobné jako znak ,<* je

2TPodle [1], str. 41-42, s tim rozdilem, Ze uspofadané dvojice budeme znazortiovat nikoli v kulatych
zévorkach, ale ve hranatych — kulaté zavorky si Setfime pro vypis soufadnic vektort v predmétu Algebra
2. Dale nékteré ucebnice uvadéji relace oznacené pismenem R, i kdyz to koliduje s oznaCenim mnoziny
realnych ¢isel. Je tfeba proto oznaceni R vénovat pozornost — ale snad ze souvislosti bude vzdy jasné, zda
se jednd o mnozinu realnych ¢isel nebo mnozinu usporadanych dvojic.
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napsan mezi ¢isly 2 a 3, tj. v nasem prikladu tataz relace bude zapsana pomoci vztaht
apb, bpa, bpc, bpb.

Kazdou relaci na koneéné mnoziné mizeme té7 reprezentovat grafem, kde prvek [a, b]
znézornime Sipkou vychéazejici z a a smétujici do b, prvek [b, b] zndzornime smyckou z b do
b, atd. Tedy v nasem piikaldu relace se ¢tyfmi prvky (= étyfmi vztahy = ¢tyfmi dvojicemi)
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Obrazek 7: Grafova reprezentace relace p — priklad.

Dalsi zptisob, jak lze reprezentovat relaci p, je matice relace (