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2 Polynomy

Cile kapitoly

Prostudovani této kapitoly vam umozni:

» Definovat polynom

» Dglit polynomy

» Hledat Taylofiv rozvoj polynomu

* Urcovat nej¢tSi spoleny cklitel polynomi

» Hledat kadeny polynomu

» VyuZivat Vietovy vztahy k hledani keni polynomu

Doba potrebna k prostudovani

Cca 3 hodiny

Priuvodce studiem

Jiz ze stedni Skoly znate pojem polynomu. Polynom (nebolohwilen) byl chapan
jako matematicky vyraz, ktery je zapsan jakocdsbutkolika jedn@lena. Jedndlen se
sklada z skolika ¢asti —koeficientu (tim miZze byt libovolné realnéislo) a jedné (nebo
vice)proménnych s kladnym celdiselnym exponentem.

V kurzu matematické analyzy jste se s polynomenkadiejako se specialnim
piipadem (realnych) funkci (jedné realné pé&omgé), to znamena jako se zobrazenim
z mnoziny realnyciisel do mnoziny realnychisel. Ritom se sdmito funkcemi velice
prijemne pracuje pro jejich vlastnosti: jejich deftni obor je vZzdy cela mnozina realnych
Cisel, v této mnozin jsou vSude spojité a maji derivace libovolné&du, jimiz jsou ogt
polynomy, atd.

Jiz na zakladni Skole jste se n@iuscitat polynomy a nasobit polynomy. Na&estni
Skole se znalosti rozdliy o déleni polynoni.

Z algebraického hlediska je zvl&Stajimavé, Ze vysledkem¢igani a nasobeni
polynomi jsou ot polynomy. Proto polynomy t¥b algebraickou strukturu se é&wa
(bin&rnimi) operacemi.

Pripomaime tvar, ve kterém jste byli zvykli polynom zapiab\w.ibovolny polynom
muzeme upravit na tvar

ApX™ + Ay X"+ o+ agx + ay,
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kden € N,a,, a4, ...,a, € R.

V tomto textu roz&ime dale znalosti z oblasti polynéro definice dlezitych pojmi
a o dalSi moznosti prace s polynomy.

Budeme pouZzivat pojina znalosti, se kterymi jste se setkalitedqrhézejicich
kurzech algebry. ¥y budeme dokazovat \ipadech, Zeitkaz neni §lis nar@ny a jsme
si jisti, Ze student bude schopen sledovat lidiikatu. Konec dkazu bude standarén
oznaendtveragkem.

Pri vytvareni polynond miZzeme postupovat v podstadvojim zpisobem. Mizeme
je pojimat jako funkce, &mz jste se setkali v matematické analyze. Polynenzde
chapan jako funkce jedné prémmeé x, kterou na celém defignim oboru nizeme zapsat
ve tvaru a,x™ + an,_x™" 1+ -+ a;x+ay, kde ayay,...,a, jsou konstanty. Tato
definice fika, ze kazdy polynom #@ize byt vyjaden jako konény souwet jedn@lenia ve
tvarua,x”, kde promdnna je umocéna na nezaporné caléslo.

Muzeme vSak také vychazet z faktu, Ze polynom ferursvymi koeficienty a ze
rovnost, sitdni i nasobeni polynaimize popsat pomoci rovnosti operaci s jejich
koeficienty. My vyuZijeme druhéhofigtupu a budeme vychazet z algebraické definice
polynomu.

2.1 Algebraicka definice polynomii

Definice 1 Polynomem nad tlesem * rozumime posloupnosta,, a4, a,, ...) prvka
télesa T, v niZ nejvySe kotie® mnohoclend je nenulovych. MnoZinu vSech polynémad
T ozn&ujeme T[x].

Polynomo = (0,0, ...,0) nazyvdmenulovym polynomem

Poznamka: Napr. polynom5x” + 13x° — 2x3 + 2 miZzeme ztotoZnit s posloupnosti (2,
0,0,-2,0,0,13,5).

! Ciselnym lesem rozumime uspédanou trojici(T,+,[), kdeT je podmnoZina mnoziny
komplexnichiisel C takova, z&®UT,10T a plati:

(Ox,ydT)(x+yOT C xyOT) (je uza¥ena na &tani a nasobeni),

(OxOT)(-D).xOT (je uzavena na opmé prvky),

1
(OxOT)(x# 0= —0T) (je uza¥ena na fevracené hodnoty nenulovych péyk
X



Definice 2 Na mnozir T[x] definujeme prof = (agay, ..), g = (b by, ... ) € T[x]:
1) f=9g<Vk €Nya,=by
2) f+g=(ag+by,a,+by,..,ay+ by, ...), f+g € Tlx]
3) f-g9g=1C(cpC1,C3..), frg€TIlx], kde ¢y = aghy, ¢, = apbh; + a1by,c; =
aob, + a,1b; + a, by, atd.

Poznamka: Nap. polynomyf = 2x3 + x? — x + 3 ag = 3x% + 2x + 1 nasobime takto:
frg=2x3-3x>4+2x3-2x+2x3-1+x*-3x*+x*-2x+x*>-1—x-3x*> —x-2x
—x-14+3-3x*+3-2x+3-1
=6x>+4x* +2x3 +3x* + 2x3 +x2 —3x3 - 2x2 —x+9x%2 + 6x + 3
=6x>+ 7x* +x3+8x%>+5x+ 3,
tedyco=3=3-1,¢c;,=5=3-2-1-1, atd. Polynomf - g mizeme zapsat ve tvaru
(3,5,8,1,7,6).

Véta 1 (T[x], +,.) je oborem integritypro kazdédesoT.

Diikaz:
* S¢itani polynomd je komutativni, tj. f + g =g + f.
* S¢itani polynomd je asociativni, tj. f + (g + h) = (f + g) + h.
* Nulovy prvek je nulovy polynom.
» Opany prvek k polynomy = (ay, a4, ...) je polynom—f = (—ay, —ay, ...).
» Nasobeni polynoinje komutativni.
» Nasobeni polynoinje asociativni.
* Jednékou je polynom = (1,0,0, ...,0).

* D¢litelé nuly: je Zejmé, Ze jestlize polynomfya g jsou nenulové, pak takeé jejich
souwin je nenulovy

Poznamka: Nyni ukdZzeme, jakym Zigobem niZzeme polynom zapsany pomoci
posloupnosti zasnit za vyraz, ne ktery jste zvykli zeetini Skoly.
Polynomf = (a,0,0, ...) ztotoZnime s prvkem € T,
(a,0,0,..) =a.
Dale polynom(0,1,0,0, ...) ozn&ime jakox, (0,0,1,0 ...) jakox? atd. Plati
(ag,ay, ...,ax) = (ay,0,0,...) + (0,a4,0,...) + -+ (0, ...,a4,0,..) =
= a,(1,0,...) + a,(0,1,0,...) + a,(0,0,1,0,...) + - + a,(0,0, ...,1,0, ...) =

=ay + a;x + azx? + - + a;x*.

’ Pripomeime, Ze obor integrity je komutativni okruh s jedkoiu bez dlitelé nuly.
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Definice 3 Neclt’ f € T[x]. Pak definujemestupei polynomu (st f) takto: jestlizef #
0,f =ag+ax+-+ax", a, # 0, pak definujeme
stf =n.

Véta 2 Pro stupg polynomu f, g € T[x] plati:

1) st(f +g) < max{st f,st g},

2) st(fg)=stf+stg
Ditkaz: Diikaz prvnigasti je zejmy, proto dokdzemeast 2:f = ay + a;x + -+ + ax*,
g=by+bx+-+bxt, stf =k, stg=1, fg=ayhy+ aphix + -+ apb;x** a je
ziejmé, Ze satin a; b; je nenulovy. Proto stupigoolynomufg jek + 1. O

Poznamka: Budeme uvaZovat polynomy = x3 +2x2+x+1, g=—x3+x? —1,
stf=3,stg=3, polynom f+g=0A-Dx3+Q+Dx*+1A+0)x+1-1=
3x24+x,st(f+g9)=2,fg=—x—x>+x*—x3—x>—x—1,st (f - g) =6.

2.2 Déleni polynomi

Pri déleni polynonii budeme vyuZzivat znalosti, které mamedtenli celychcisel.
Jis€ si vzpomenete na algoritmus, kterym s#i eshapr. peticiferné ¢islo dvojcifernym
¢islem. Velmi podob&ibudeme postupovatipiéleni polynont.

Stejre jako u @leni dvou celycRisel v oboru celyckisel mizeme dostat vysledek
beze zbytku nebo se zbytkemize i vysledkem &eni dvou polynom byt polynom beze
zbytku, nebo tzwcaste&ny podil a zbytek.

Poznamka: Pfipomaime Wtu o cEleni se zbytkem pro cetdsla:

Ke kazdé dvojici celycliisela, b € Z, kdeb # 0, existuje prav jedna dvojice celychisel
q,r € Z tak, Ze plati:

1. a=bq+r,
2. 0 <r <[l

Muzeme nap uvazovatcislaa = 51,b = 5. Vime, ze51:5 =10 + % caste&nym
podilem je tedyislo 10 a zbytek 1. Tento faktitheme zapsat jako
51=5-10+1.

Mohli bychom sice volit i zapi§1 = 5-9 + 6, ale v souladu sipdchozi ¥tou mize byt
zbytek po dleni pti 0, 1, 2, 3 nebo 4.

Analogicka ¥ta o dleni se zbytkem plati také pro polynomyi, nez ji uvedeme,
piipomaime algoritmus &eni dvou polynomi, znamy ze $edni Skoly.



Poznamka (algoritmus déleni dvou polynomi): Mame-li ctlit dva polynomyf a g,
nejdiive musime zkontrolovat, zda jsou oba polynomy t&gény sestugnpodle mocniny
x. Vydélime prvni ¢len polynomu f prvnim ¢lenem polynomug, vysledkem jeg;.
Polynom¢; vynasobime polynomem a vysledny polynony¢,; ode&teme od polynomu
f. Polynomf — g - ¢, ozn&ime jakof;. Je-list f; = st g, pokr&ujeme v dleni. Prvni
¢len polynomuf; délime ot prvnimcélenem polynomuy a postupujeme analogicky jako
v piedchozicasti. Posloupnost krdkilustrujeme na nasledujicintiglac.

Priklad 1 Vydg¢lte polynomyf, g, je-li f = 2x* — 3x3 + x* = 5x + 2, g = x* — 3x + 2.

Reseni:
P1 Q2 @3
l l l
r
(x*—3x3+x%2—=5x+2): (x> —3x + 2) =2x2+3x+6+§
g-P1: 2x* — 6x3 + 4x?
fi=f—9 ¢ 3x3 —3x2 —5x +2
g- Pz 3x3 —9x?% + 6x
f2=f—9-91—9 ¢z 6x% —11x + 2
g-¢3: 6x% —18x + 12
r: 7x — 10

Vysledkem dleni je tedycast&ny podilg(x) = 2x? + 3x + 6 a zbytekr(x) = 7x — 10.

Veta 3 (O céleni se zbytkemKe kazdé dvojici polynoitnf, g € T[x], kdeg # 0, existuje
praw jedna dvojice polynofng, r € T[x] tak, Ze plati:

1) f=9-q+r,

2) str<stg.

Diikaz: Nejdiive dokazeme existenci polyném, r:
a) Kdyzst f <stg,pakqg =0,r=f.
b) Kdyz st f > st g, pak postupujeme podle algoritméehi.
f—g 91=f stf; <stf.Pokudst f; = st g, pak
fi=g-p2=fostfa <stf,

fk-1— 9 Pk = fx, St fx <stg.
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Se&tenim gchto rovnic dostavamg — g - (@1 + - + @) = fi, a pokud ozndme
(o1 + -+ 9r) =q af,=r, dostavameg = g-q + r. Tim jsme dokazali prvni
cast \ety.

Nyni dokdzeme, Ze dvojice takovych polynoja skuténé praw jedna. Gikaz
provedeme sporemjgdpokladejme tedy, Ze by existovalydizné dvojice &chto
polynomi:

f=g-q+r,str<stg, f=g-q+7,str <stg.

Odettenim dostavaméd =g-(q—q) + (r—7) =7 —r = g(q — q). Potom je
ziejme, Zest g > st (r —r) = st g + st (q — q) a protozest g = st g, musi byt
q—q=0, tedy g =q a zplatnosti rovnicee —r = g(q — q) musi také platit
7 =r. Dokazali jsme, Ze se jedna o tutéz dvojici poiyiip coz je v rozporu
s predpokladem. Bkaz je tedy provedel

Priklad 2 ReSte samostainVypogitejteq(x), r(x), je-li f(x) = x5 — x3 + 3x — 5,

a) glx) =x%+7,

b) g(x) =x—2.
Vysledek: a) q(x) =x3—8x,7(x) =59x -5, b) q(x) =x*+2x3+3x%+6x +
15,7(x) = 25.

2.3 Hornerovo schéma

Nasim Gkolem nyni bude &it hodnotu polynomibx* — 4x3 + 7x? — x + 1 v bodt
x = 4. Jist bychom 4 mohli dosadit ze, ale jsme lini umamvat4*, proto potebujeme
jednodussi zjsob, kde bychom pracovali s jednodusSimi vyrazy.

Budeme postupovat nasledujicimugpbem: Z prvnich dvowleni polynomu
vytknemex3 a dostanemé5x — 4)x3. Z tohoto no¥ vzniklého vyrazu atétiho ¢lenu
polynomu vytknemex? a mame[(5x — 4)x + 7]x%. Z tohoto vyrazu atvrtého ¢lenu
polynomu vytknemex a dostanemd[(5x — 4)x + 7]x + 1}x. Celkow tedy bude mit
puvodni polynom tvar

{[Gx—4x+7]x+1}x+1
a kdyz nyni dosadime 4 zadostanem¢[(16)4 + 7]4 + 1}4 + 1 = 1141.

Nyni provedeme zobeéni predchoziho fikladu. Kdyzst f =n>1,f = agx™ +
ax"1+--+a,c€eT, g=x-—c,pakexistuje polynom, stq=n—1,q = bex™* +
b;x"" 2+ -+ b,_,, r = b, aplati

apx" + ax" 1+t a, =@ —c)(box" 1+ -+ b,_1) + by

Danou situaci zapisujeme do tabulky, kterou nazy/Biernerovo schéma



KdyZ roznasobime pravou strante@chazejici rovnice (prodée sami roznasobeni, abyste
se o pravdivosti tvrzeniieswdcili), dostaneme:

a():bo
al = bl _Cbo

az = bz - Cbl

a, =b, —cb,_4

Nas zajimacislo b,, coz je hodnota daného polynomu v é&ad Proto si pedchozi
posloupnost fepiSeme jako

b0=a0
b1 = Cb0+a1

bz = Cb1 + az
b, = cb,,_1 + a,.
Priklad 3 Ur¢ete hodnotu polynomu* — 3x3 + 2x2 — 2x — 16 v bodt x = 5.

Reseni:Pomoci Hornerova schématu nalezneme hodnotu polynvotaném bo# Pritom
S Hornerovym schématem pracujeme podle jiz uvedes®upnosti

b0=a0
b1 = Cb0+a1

bz = Cb1 + a;
b, =cb,_41 + a,.

V nasem pipadt si tedy do prvnihdadku tabulky sepiSeme koeficienty polynomu, do
prvniho sloupce si napiSeme hodngte 5. Do druhéhaddku opiSeme prvni koeficient
bo=a,=1 a dale poitame: 5-1—-3=2;5-24+2=12;5-12—2=58;5-58+

16 = 274.

5 ‘ 1 2 12 58 274
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Zjistili jsme tedy, Ze hodnota polynomu v &o8l je 274. Vysledek tabulky vSakiteme
interpretovat je&t jinym zpisobem. Pokud dime polynomx* — 3x3 + 2x2 — 2x — 16
polynomem x — 5, dostanemezastény podil g(x) = x3 + 2x%2 + 12x + 58 a zbytek
r(x) = 274. O tomto faktu se fzete peswdcit délenim. Vysledek mizeme zapsat jako
x* —3x3 4+ 2x% — 2x — 16 = (x3 + 2x% + 12x + 58)(x — 5) + 274.

Hornerovo schéma tedy tdeme pouzivat k jednoduchémulehi polynomu
linearnim polynomem, jak ukaZzeme v nésledujictiklad.

Priklad 4 Polynomy z Fikladu 2 b) dlte pomoci Hornerova schématu.
Reseni:

‘1 0 -1 0 3 -5
2 |1 2 3 6 15 25

Vysledek jeg(x) = x* + 2x3 + 3x% + 6x + 15, r(x) = 25.

Priklad 5 ReSte samostatn Nalezréte hodnotu polynomuyf (x) = x° — 4x3 + 2x2 — 7
v bodt x = 6. Zapiste ve tvarf (x) = q(x)g(x) + r(x).

Vysledek: f(6) = 6977, x°> — 4x3 + 2x? — 7 = (x* + 6x3 + 32x% + 194x +

1164)(x — 6) + 6977

2.4 Vyuziti Hornerova schématu pro nalezeni Taylorova rozvoje
polynomu

Jis€ si vzpomenete na Taylor polynom, pomoci ¢hoz jste v matematické analyze
mohli v okoli ugitého bodu nahrazovatkteré funkce. BRpomaime Taylorovu ¥tu, ktera
tika, ze jestlize méa funkcg(x) v okoli bodua derivace dan + 1)-nihofadu, mizeme ji
v okoli bodua vyjadrit jako

£ = f@+ 52 (- 0y + 122

kde f(a) +f1(,a)( a) + @ (a)( —a@)? 4t (a)( —a)™ je Taylofiv polynom a
R je zbytek pb Tayloray polynomu. Timto zﬁsobem je mozno ait pribliznou hodnotu
dané funkce v bada.

V piipac, Ze funkcef (x) je polynom, existuje mnohem jednodussisgb, jak najit
Tayloniv polynom, a to pomoci Hornerova schématu.

f(”)( )

(x—a)’ +-+ (x—a)" +R,



Definice 4 Neclt f € T[x], f(x) = apx™ + a;x™ 1+ -+ a,, stf=n, ¢,cq,..,c, €
T. Pak je-li

f=dy+di(x—c)+dy(x—c)?..+dp(x—)",
kde d,,..,d, €T, pak vyraz na pravé stannazyvame Taylorovym rozvojem
(polynomem) o stedu c.

Véta 4 Ke kazdémuw € T, f € T[x] existuje Tayloiiv rozvoj polynomuf o steduc.

Diikaz: Jestlizest f = 0, pakf = d,. Jestlizest f > 1, pak polynomf vydélime vyrazem
(x — c¢) a dostaneme

f=&—-cofi+dystfi=n—-1
fi=(x—-0of, +dy,stfy=n—-2

faci=@—0fptdpq,stfy=n—-n=0
to znamena, Ze polynorf) je konstantni. KdyZz nyni polynorfi nechame beze zmy,
polynomf; vynasobime vyrazeifx — c), polynomf, vyrazem(x — c¢)?, atd., aZ polynom
fn vyrazem(x — c)™ a vSechny takto vzniklé polynomyéseme, dostavame jiz Taylor
polynom o steduc, tj.
f=do+di(x—c)+dy(x—¢)?..+d,(x—c)".0O

Priklad 6 Pro polynomf(x) = apx™ + a;x™" ! + --- + a,, nalezite pomoci Hornerova
schématu Tayldwv polynom o steduc.

Reseni: Polynom f mame upravovat nasledujicim tspbem: f = (x — c)f, + dy =
x—0)[(x—-¢c)f, +dy] +dy =+-. Do prvniho fddku tabulky napiSeme koeficienty
polynomu, do prvniho sloupce piSemiedtc. V prvnim kroku postupujeme tak, jak jsme
v Hornero¥ schématu postupovali vySe. Posledisio v druhémiadku jed,. V druhém
kroku jiz nepracujeme s koeficientyiywdniho polynomu, ale s koeficienty polynonfiy

tj. scisly z druhéhotradku. Kortime o sloupec iiv a poslednicislo je d,. Takto
pokraiujeme dal. Tabulka méa nasledujici tvar:

Ao A Qn
C|ag dy
C|ag dq
Clag d,
c| :
cld,

Cislad,, ..., d,, jsou hledané koeficienty Taylorova polynomu.
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Priklad 7 Pro polynomf (x) = x° nalezrite Taylofv polynom o steduc = 1.

Resent:

[ S O N =\
e e e e
g M W N RO
o w K| O

N | O

g L o

R o

Dostavame tedy
x>=1+5x—-1)+10(x— 12+ 10(x — D3+ 5(x - D*+ (x—1)°

Poznamka: V8imnéte si podobnosti koeficietntTaylorova polynomu vigdchazejicim
piikladu s Pascalovym koeficientem:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Vyzkousejte, zda také polynomys? nebox® maji koeficienty v Taylorovu polynomu o
stteduc = 1 shodné s koeficienty z Pascalova trojuhelnikue@gkzkousejte, jak vypadaji
Taylorovy polynomy o jinych sédech, napc = —1, ¢ = 2, apod.

Priklad 8 Re$te samostatn Pro polynom f(x) = x* — 8x% + 24x% — 50x + 90
nalezrite Taylofiv polynom o steduc = 2.

Vysledek: x* — 8x3 + 24x% — 50x + 90 = 38 — 18(x — 2) + (x — 2)*.

Definice 5 Neclt f € T[x], f(x) = apx™ + a;x" 1+ -+ a,, stf=n, ¢,cq,..,c €
T. Je-li

f=do+di(x—c)+dy(x—c)(x —c3) . +dp(x —c1)(x — ¢3) ... (x — Cp),
pak pravou stranu nazyvar@aussovym interpola&nim polynomem



Véta5 Neclt’ f € T[x],st f =n>1,cq,¢y, ..., ¢, € T. Pak existujicisla dy, dy, ..., d, €
T tak, Zef =do+di(x—c))+dy(x—c)(x—c) + - +dp(x —c)(x —c3) oo (x —
cn). Polynomf lze tedy zapsat ve tvaru Gaussova intefpolte polynomu f zvolenych
Cislechey, ¢y, ..., Cpy.

Diikaz: Polynomf dklime vyrazem(x — c;), dale vyrazenfx — c;), atd. Dostavame:

f=&—-c)fi +d 1
fi=&—c)fa+d4 (x—cp)
fo-1= O —cpfn +dny (x—c)(x—cp) (X — Cpo1)
fa=dn (x=c)(x—cp) o (x —cp)

Ziskané polynomy zfiné roznasobime vyrazy uvedenymi zZsmrou a po&tame,
dostavamef = do +di(x —c1) + da(x —c))(x —co) + -+ dp(x —c))(x — ¢2) ... (x —
cy). O

Priklad 9 Napiste polynomf = 2x°> — 3x* — 5x3 + 2x? + 7x — 9 ve tvaru Gaussova
interpola&niho polynomu, je-lt; = 1,¢, = 2,¢c3 = =3,¢c4 = 2,¢c5 = —1.

Redeni: Budeme postupovat obdabrjako pi hledani Taylorova polynomu pomoci
Hornerova schématu. Do levého sloupce budeme paspgat hodnoty,, ..., cs.

2 -3 -5 2 7 -9
2 -1 -6 -4 3 -6
2 2 3 -4 -5
-3 2 -3 -31
2 2 1 11
-1 2 -1
2

Tvar polynomu tedy je
f=—6-5(x—-1)-31x—-1Dx-2)+11(x—-1Dx-2)(x+3) —
x—Dx-2)x+3)x-2)+2x—1Dx—-2)(x+3)(x—2)(x + 1).

Poznamka: Gaussova interpataiho polynomu je mozno vyuzit k nalezeni polynomu
téhoradu, ktery je dan hodnotaminv+ 1 bodech, jak ukdzeme v nasledujiciitklade.

Pouze pipomeime, Ze déma body je jednoziaé¢ zadana fimka, temi body
parabola, atd. Pro nalezeni polynomu prvniho stumoto potebujeme hodnoty dvou
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bodi, polynomu druhého stuprodnoty fi bodi, obecr pro nalezeni polynom(n + 1)-
niho stup® n bodi.

Priklad 10 Najdéte polynom f € R[x]3 takovy, Ze f(—-2)=3,f(—-1)=1,f(2) =
-2,f(3) =5.

Redeni:Je zejmé, Ze hledany polynom budetiho stupd. NapiSeme si jej tedy ve tvaru
Gaussova interpotaiho polynomu, kde za hodnoty,c,, c; budeme volit hodnoty
nezavisle prognné —2; —1;2% tedy f=dy+d;(x+2)+dy(x +2)(x+ 1) +
d;(x+2)(x + 1)(x — 2).

Do tohoto tvaru polynomu dosadimexzhodnotuc; = —2 a protozZe podle zadani je
f(=2) =3, misto f piSeme 3, tedy3 =d,+d;(—2+2)+d,(—2+2)(—2+1)+
d; (=2 + 2)(—=2 + 1)(—2 — 2) a zji¥ujeme, Zai, = 3.

Obdobré pokraujeme proc, = —1, f(—1) =1, po Upra¢ dostanemel = 3 +

Dale zax volime ¢; = 2,f(2) = -2, vyjde d, = %. Nakonecc, = 3,f(3) =5,
vysledekd; = %

Polynom ma tedy tvarf =3 —2(x+2) +%(x +2)(x+1)+ %(x +2)(x +
1(x—2). Po roznasobeni dostavame

Sami nyni provéte zkouSku, zda hodnoty ze zadani odpovidaji naéemna
polynomu.

Priklad 11 Re$te samostatn Pomoci Gaussova interpdtdho polynomu najite
polynomf € R[x] takovy, Ze

a) f(2)=2f(-2) =-4,
b) f(-1)=2,£(0) = 4,f(2) = 12.
Vysledek:a) f =>x —1,b)f = 3x% —~x + 1

Definice 6 Neclt f € T[x], f(x) = apx™ + a;x" 1+ -+ a,, stf=n, ¢,cq,..,c, €
T.Je-lif =L(x)y; + Ly(x)y, + -+ + L,(x)y,, kdey,, ...,y,, €T,

(x—c)(x—c3) .. (x — Cp)
(c1 — )1 —¢3) (€1 — )

Li(x) =

* SymbolemR [x] znaime mnozinu vSech polynanmad &lesem realnyckisel.
* Maizeme volit libovolnéit hodnoty nezavisle proimné v libovolném piadi, v daldim postupu
musime ale tuto volbu respektovat a dosazokialuy$né funkni hodnoty zg .



(x —c))(x —c3) .. (X = Cp—1)
(Cn - Cl)(cn - Cz) (Cn - Cn—l).
Pokud ¢; # ¢; pro i # j, pak pravou stranu nazyvani@grangeovym interpolaénim
polynomem.

Ln(x) =

Poznamka: Pomoci Lagrangeova polynomuaieme obdob#jako v gipack Gaussova
polynomu najit polynom prochazejici danymi bodyunatém intervalu.

Priklad 12 Pomoci Lagrangeova polynomu n&g polynom, ktery prochazi body
[—1;9],[1;1],[2; 6].

Reseni:Polynom bude mit tvaf = 9L, (x) + L,(x) + 6L;(x), kde

(x—1D(x-2) 1
Ll(x):(—l—l)(—l—Z)zg(x2_3x+2)’

x+1D(x-2) 1
LO=aypa-y - 2® T
L =St DED 1. g

2+1D2-1 3
Po dosazenif = %(xz —3x+2) —%(xz —x—2) +§(x2 — 1) =3x2 — 4x + 2. Sami
ovéite, Ze polynom vyhovuje poZadawk zadani.

Priklad 13 Re$te samostatnPomoci Lagrangeova polynoneste Biklad 11.

Priklad 14 Re$te samostatn Pomoci Lagrangeova polynomu naléenpolynom, ktery
prochazi body—1; 0], [0; 1], [1; 3], [2; —2].

Vysledek: f = —§x3 +%x2 + %x +1

2.5 Délitelnost polynomii

Definice 7 Necht f,g € T[x]. Rikame, Zepolynom g déli polynom f, pra¥ kdyz
existuje takovy polynom € T[x], Ze platif = g.h. PiSeme palg[f.

Véta 6 (Zakladni vliastnostiditelnosti polynoni)
Neclt f,g € T[x], f # 0,g # 0. Pak plati:

1) fof
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2) Pro vSechna, v € T[x] a vSechnd, f, € T[x] plati: Jestlizeg|f; a zarové g|f,,
pak takég|(fiu + fov).

3) Nech h € T[x], pak plati: Jestlizg|g a zarové g|f, pak takéh|f.

4) glf=>stg<stf

5) glf a zarove f|g praw tehdy, kdyZ existuje takovy nenulovy prvele T, Ze plati
g =cf.

Ditkaz:

Ad1)f=1.f=f.1

Ad 2)glfi=3h, €eT(x): fi = g-hq, glfa=3h, ET(x): f, = g.h,. Potomf;.u + f,.v =

g-hi.u+ g.h,.v = g.(hyu + h,v), pokud nyni ozndme h,u + h,v = h, h € T[x], pak
dostavame;.u + f,.v = h.

Ad 3) Jestlizeh|g, potom g = h¢,, obdobr jestlize g|f, potom f = gp,. Tedy f =

992 = (hg1)@; = h(919,), kdeg, ¢, € T (x). Protoh|f.

Ad 4) Jestlizeg|f, potomf = g.h. Pro stupt téchto polynoni platist f = st g + st h,

kdest f # —oo, st g # —o0, st h > 0, tedyst f > st g.

Ad 5) Jestlizeg|f a zarové f|g, pak f = gp, a zarové g = f¢,, potom z pedchozi
¢asti dikazu vime, Zest g < st f a zarové st f < st g, neboli st f = st g. Protoze
st g = st f + st ¢,, musi bytst ¢, = 0, nebolig, je nenulova konstantae T. O

Definice 8 Rikame, Ze polynom € T[x] je spoleinym délitelem polynomi f, g € T[x]
praw tehdy, kdyz plath|g a zarove h|f.

Definice 9 Neclt f,g,d € T[x]. Rikame, Ze polynomd je nejvétsim spol&nym
délitelem polynomu f, g, praw kdyz plati:

1. dlfadlg,

2. Pro vSechny polynomk € T[x] plati: jestlizeh|f a zarové h|g, pakh|d.

Poznamka: NejvétsSi spolény cklitel je tedy ten spolay clitel dvou polynonii, ktery je
délitelny vSemi spolenymi ciliteli.

Poznamka: Nyni uvedeme posloupnost rovnic, ktera se nazyva Eukleattjoritmus pro
polynomy a je mozné pomocéjmajit nejtsi spolény dclitel dvou polynoni. Dtive jste
se seznamili s Eukleidovym algoritmem pro hled&gjivdiSiho spoléného dlitele dvou
celych¢isel, jehoz princip je obdobny a ktery nytiippmeneme naijkladu.

Priklad 15 Metodou Eukleidova algoritmu naleste nej\tSi spolény clitel cisel 450 a
294.

450 = 294-1+ 156



294 =156-1+ 138

156 =138-1+ 18
138 =187+ 12
18=12-1+6
12=6-1+0

NejvétsSi spolény cilitel dvou ¢isel je posledni nenulovy zbytek v Eukleidasdgoritmu,
tedyD(450,294) = 6.

Eukleidiiv algoritmus pro polynomy:

Neclt f,g € T[x],st f = st g,g # 0. Vydélime polynomf polynomemg a v dalSich
krocich vzdy dlitele z pedchoziho kroku vy#lime zbytkem, a to tak dlouho, dokud po
déleni nedostaneme nulovy zbytek.

f=9.q.+r,stry <stgnr #0
g=7"11.qy +13,str, <str,r, #0

L =T75.q3 + 73,5t 13 <str,,r3 0

Tk—2 = Tk-1-9k + Y, T *0

The1 = Tk- Q41 T 0

Véta 7 Pro kazdé dva polynomy,g € T[x],g # 0 existuje nejetSi spoleény clitel.
Jednim zdchto nej¢tSich spolénych cliteld je posledni nenulovy zbytek v Eukleidov
algoritmu pro polynomy ag.

Ditkaz: Z posledni rovnice jetejmé, Zer|r._1, potom z pedposledni rovnicey|r,_,,
atd. az z druhé rovnice,|g a z prvni rovnicery|f, tedy r, je spolény clitel obou
polynomi £, g.

Nyni musime dokazat, Zze kazdy sgolg cklitel polynomi f, g déli ;. Jestlizeh je
spoleény &litel obou polynond, pak z prvni rovnice jefejmé, Zeh|r,, z druhé rovnice, ze
h|r,, atd. az z posledni, 2ér;. O

Poznamka: Podle pedchozi ¥ty nejwtsi spolény clitel neexistuje pouze vifpac, Ze
f=g=0.

Poznamka: Jestlized,,d, jsou dva @izni nejwtSi spoléni cklitelé polynoni f, g, pak
podle vlastnosti 2) z&y 6 plati d,|d,Ad,|d; a podle vlastnosti 5) existuje takove
nenulov&isloc € T, Zed, = c.d,.
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RovrezZ plati, Ze je-lid; nejwtSi spoleény cklitel dvou polynont, pakd, = c.d, je
také jejich nejetsi spolény cklitel.

Veéta 8 Jestlized € T[x] je nejwtSi spolény cklitel polynomi f, g € T[x], pak mnozina
{cd|d € T,c # 0} je mnozina vSech nejétSich spol€nych délitela polynomu f,g.
Rekneme, Ze tito spalei &litelé jsou spoliasociovani

Mezi nejwtSimi spolénymi liteli polynomi f,g je pra¥ jeden, ktery ma u
nejwetsSi mocniny koeficient 1. Tento polynom budeme watynormovany nejvétsi
spoleny délitel a budeme ho zia symbolemNSD(f, g).

Priklad 16 Hledejte nadQ[x] nejwtsiho spoléného dlitele polynomi f(x) = x* —
2x3 = 2x2+7x—6,g(x) = 2x3 — 4x? —x + 2.

Reseni: PouZijeme Eukleitiv algoritmus. Vzhledem k tomu, 28SD(f, g) se nezmni,
pracujeme-li misto §, g s polynomy s nimi asociovanymi, vynasobime nejgffegslem 2
a pak provedemesténi.

—3x2+12x — 12

2x3 —4x% —x+ 2

tedy q,(x) = x,71(x) = —3x% + 12x — 12. Polynom r;(x) zménime normovanim na
polynomx? — 4x + 3 a dale dlime polynomyg(x) ar; (x).

(2x* —4x3 —4x? + 14x —12): (2x3 —4x?> —x+2) =x +

7x — 14
x%2—4x+ 3
takze q,(x)2x + 4,1,(x) = 7x — 14. Polynom r,(x) opt nahradime polynomem
normovanym a provedeme dalglehi. Dostavame
(x> —4x+4):(x—-2)=x-2,
ti. g3(x)=x—-2,13(x) =0. Tedy NSD(f,g) =r(x) =x—2. Nalezeny nejstsi
spoleény clitel je skut&né nad tlesem komplexnichiisel, coz byl poZadavek zadani.

(2x3 —4x? —x+2): (x> —4x+4)=2x+4 +

Poznamka: Najit nejwtSi spolény clitel dvou polynoni je v rékterych gipadech
mozné i pomoci rozkladu obou polyndnZa timto @elem je pateba si zopakovat si
nekteré zakladni rozklady:

e a’—b?>=(a-b)(a+h),

e a®—b3=(a-b)(a*+ab +b?),

e a®>+b3=(a+b)(a*—ab+b?),

e a?+2ab+b*=(atb)?



Definice 10 Rikdme, Ze polynonf € T[x] je ireducibilni® nad tlesemT, praw kdyz
st f = 1 a neexistuji polynomy, h € T[x] tak, abyf = g.h,st g = 1,st h > 1.

Definice 11 Rikame, Ze polynonf € T[x] je reducibilni nad &lesemT, praw existuji
polynomyg, h € T[x] tak, ze platf = g.h,st g > 1,sth > 1.

Poznamka: Ireducibilni polynomy maji v oboru integrit¥[x] analogickou roli jako
prvacisla v okruhuz.

Veéta 9 Ke kazdému nekonstantnimu polynorfite T[x] existujecislo a € T a existuji
ireducibilni polynomygp;, ..., @, € T[x] nadT tak, Ze plati

f=a¢; ..
kde ¢;, i = 1, ...,k jsou normované polynomy. Tento rozklad je jedndmgieaz na ptadi
polynomi ¢y, ..., @k.

Vétu bychom mohli formulovat i jinym Zsobem: Kazdy nekonstantni polyngm
Ize nad &lesemT rozloZzit na so&éin konstanty a normovanych ireducibilnich polyriom

Diikaz: Nech® f € T|[x].

* f jeireducibilni polynom nafll, pak jej normovanim upravime na tyae aq;.

* f je reducibilni polynom. Potom imeme najit jeho rozklad polyndm
ireducibilnich nadl’: f = y, ... .. Pokud tyto polynomy upravime na normovane,
dostavame = aq; ... py.

Nyni je jeS¢ treba dokazat jednoztraost nalezeného rozkladu. Budeme postupovat
sporem. Fedpokladejme tedy, Ze existuji dvané rozklady polynomif:

f=api..or=cy, 1
Polynomy¢g;, 7, jsou ireducibilni nad". Jestlize polynonyp, d&li polynom f, pak musi
platit take <pl-|(;(1 « %) Potom bd’ ¢, = y,, nebo polynomygp,, 7, jsou nesoune.
Pokud nastaneffpad, ze jsou nesosidé, pak mezi polynomy,, ..., y, musi byt takovy

polynom, Ze je roven polynomp,. Analogicky bychom uvazovali pro ostatni polynomy
@5, ..., Pr. Dochazime tedy ke sporu #edpokladem, Ze rozklady jsotzné.d

Poznamka: Kdyz v rozkladu vynasobime stejné ireducibilni paigny, pak
f=ap;* ..o, a; €N.
Tento rozklad se nazy\wanonicky rozklad.

> Ireducibilni znamena nerozloZitelny na gmunekonstantnich polynaim
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Analogii mizeme hledat v okruhu celyctisel. V dalSi Gvaze budeme pracovat
s piirozenymi ¢isly, celécislo bychom z firozeného ziskali eventuelnim vynasobenim
znameénkem minus. Kazdé&inpzené ¢islo n veétSi nez 1 mzZeme rozloZit na s@in
prvatisel,n = p; - ..." py, resp.
a a
n=p'.p .

Napr. ¢islo 20 580 mizeme napsat kanonickym rozkladem jako 3 - 5 - 72.

Véta 10 Nad €lesem komplexnich¢isel jsou ireducibilni polynomy prév vSechny
polynomy 1. stup& VSechny polynomy stugnvétSino nez 1 jsou reducibilni.

Véta 11 Ireducibilnimi  polynomy nad étesem redlnych¢éisel jsou pray vSechny
polynomy 1. stup&a ty polynomy 2. stugn které maji zaporny diskriminant.

Veta 12 Ke kazdémuw € N existuje polynony € Q[x],st f = n tak, zef je ireducibilni
nad glesemq.

Priklad 17 Najdéte rozklady nasledujicich polyndmmadQ|[x], R[x], C[x].
a) x2+x+1,
b) 2x3 +2x% +x + 1,
c) x*+x3+x+1,
d) x® - 2.

Resen:
a) Polynom mizeme rozloZzit zf;sobem znamym zetstni Skoly, tj.
—b+Vb?—4ac —-1+V1-4 -1++-3
2a B 2 B 2
Vidime tedy, Zze nad)[x] i R[x] je polynom ireducibilni, nad’'[x] je jeho rozklad

(=239 (= =3%)

b)2x3 +2x? +x+1=2x*(x+ 1)+ (x+1) =(x+1)(2x% + 1), coz je rozklad v
Q[x] i R[x]. V C[x] mizeme dale poktmvat Upravou (x + 1)(2x%+ 1) =
(x+1)(2x% —i?) = (x + D(V2x — i)(V2x + ).

Ox*+x3+x+1=x3x+D+x+D)=C+DE3+1D)=0C+Dx+ 1% -
x+1) = (x+1)?(x?>—x+1), coz je rozklad vQ[x] i R[x]. V C[x] rozlozime

posledni zavorku jako §ésti a) a dostavanie + 1)2 (x _ 1‘2;‘/5) (x _ 1+2i\/§).

d) x6 — 2 = (x® = V2)(x® ++/2). Vidime tedy, Ze polynom je na@[x] ireducibilni. V
R[x] Ize dale pokreovat, (x3—+2)(x3++2)= (x . \/5) (x2 + VV2x +

X122 =




32) (x + \/_) (x ~2x + ‘7&/—) x] je polynom déle rozloZitelny, my tak ale

vzhledem ke tvaru vyrazu n&oime.

Priklad 18 Najdkte nejwtSi spolény litel polynomi f,g, je-li f=x*—2x2+1,
g=x3+3x*—-x-3

a) pomoci Eukleidova algoritmu,

b) rozkladem.

Reseni:
8x2%-8

x3+3x2—x-3
Nyni zbytek 8x? — 8 upravime na normovany polynon? —1 a pokrgujeme
v algoritmu.
(x3+3x2—x-3):(x*-1)=x+3 zb.O0.
Posledni nenulovy zbytek fx? — 8, coz je jeden z nejtSich spoleénych clitelt a
NSD(f,g) = x* — 1.

b) V nékterych gipadech je mozno polynomy g rozlozit a tim najit spotmé dlitele
a také nejutSi spoleny clitel.
f=x*-2x*+1=(x*-1)?%=(x—1)*(x + 1)?,
g=x3+3x*—x-3=x3—-x+3x?-3=x(x*-1)+3(x*—-1) =
x2=Dx+3)=Cx-Dx+1D(x+3),
NSD(f,g9) = (x —D(x+1) = (x2-1).

a) (x*—2x>4+1):(x3+3x2—x-3)=x-3+

Priklad 19  ReSte samostatnPomoci Eukleidova algoritmu nalete NSD(f, g), je-li
f=x>—x*+x3—x2+x—-1,g=x*—2x?-3x—2.
Vysledek: NSD(f,g) = x*+x + 1

Definice 12 Rikame, Ze polynomy f,g € T(x) jsou nesoudiné, prav kdyz
NSD(f,g) = 1.

Véta 13 Neclt' f,g € T[x],g # 0. Pak existuji u,v € T[x] tak, Z2e fu+gv=

NSD(f,9).
Je-li navicst f >1,stg =1, pak lze najit polynomy,v € T(x) tak, Zestu <

stgnanstv <stf.

Piiklad 20 Pomoci Eukleidova algoritmu ¢ete polynomyu,v tak, aby NSD(f,g) =
fu+gv,je-lif=x*+2x3—x?—4x—-2,g=x"+x3—x?>—-2x—-2.
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Reseni:Nejdiive najdemeVSD(f, g).
x3 —2x
xt+x3 —x2—2x—2

(x*+2x3 —x?—4x—-2):(x*+x3—x*—-2x—-2)=1+

a tento vysledek si zapiSeme ve tvaru

f=9-q1+1r,q. =11 =x>—2x.
Pokraujeme v dleni,
x? =2
x3 —2x’

(x*+x3—x2—-2x—-2):(x3-2x)=x+1+

opét prepiSeme do tvaru
g=71q,+715,q; =x+ 1,1, =x%—2.
Protoze x3 — 2x = x(x%? — 2), je poslednim nenulovym zbytkem polynom a tedy
NSD(f,g) = x* — 2.
Jestlize nyni chceme najit hledany tvar B&§iho spoléného dlitele r, = fu + gv,

budeme postupovat nagps posloupnosti rovnic

f=9 q+n

g=nq;+1.
Z druhé rovnice vyjadmer, = g — r,q,, kam zar, dosadime z prvni rovnice a mame

rn=9——-99)% =(—q)f + (1 +q192)9,
odkud je jiz Zejmé, Zeu = —q, = —x— 1, v =14+ q1q, = x + 2.
Celkow
x2—2=(—x—-1D*+2x3—x2—4x-2)+ (x+ 2)(x* + x3 —x? — 2x — 2).

Roznésobenim pravé strany rovnice prtteezkouSku spravnosti.

Poznamka: Jestlize hledame nejtsi spolény clitel polynomi ve tvaru fu + gv
pomoci Eukleidova algoritmu, neni mozné polynomgmmavat nebo v ramci zjednoduseni
pouzivat asociované polynomy.

Véta 14 Necht' f, g, h € T[x]. Pak plati:
1) Jestlizef|gh a zarové NSD(f,g) = 1, pakf|h.
2) Jestlizef|h, glh aNSD(f,g) = 1, pak(fg)|h.

Diitkaz: Ad 1. Z gedchéazejici &y vime, Ze existuji polynomy,v € T[x] takové, Ze
fu+ gv = NSD(f, g), tedy podle fedpokladu
fu+gv =1
Pokud tuto rovnici vynasobime polynomémpak dostaneme
fhu + ghv = h.
Je Zejmé, zef|f, dale z pedpokladuf|gh, proto z pedchézejici rovnice musi také platit

flh.



Ad 2: Jestlize f|lh, pak existuje h, € T[x] takové, Zeh = fh,. ProtoZe
z predpokladu takég|h, plati po dosazeni za z predchoziho krokug|fh,. Dale
z predpokladu platNSD(f, g) = 1, miZzeme proto vyuzZit prvriidst &ty a dostdvame

glhy =3h; € T[x]: hy = ghy=h = fgh,= (fg)|h O

25



Ulohy k procvicéenti

1. Definujte polynom pomoci algebraické definice. Uieaiakym zfisobem lze od takto

definovaného polynomurgjit ke tvaru polynomu, ktery znate zeesini Skoly.

Vyslovte Wtu o ctleni se zbytkem pro polynomy.

Definujte Taylofiv polynom.

Popiste Eukleitlv algoritmus pro &eni polynond.

Definujte spolény cklitel dvou polynont a nej\tsi spolény clitel dvou polynoni.

Student, ktery p&ital hodnotu polynomu, nd&al nasledujici tléitka na kalkulace:

7X6=X6=—-2=X6=—-3=X6=4+1=X6=+2=X6=

Urcete polynom, ktery student vyhodnocoval a hodnotu

7. Owtte, Ze platit* +t2 —3t+7 = (t3 + 3t2 + 10t + 27)(t — 3) + 88. Sestavte
Hornerovo schéma, které odpovida dané rovnici.

8. Delte polynom—5x* + 4x? — 3x + 4 polynomemx3 + 2x2 — 4.

9. Nalezréte polynom, ktery prochazi body-1; —7], [0; —3], [1; —1],[2; 11].

10. Najdkte nejwtsi spolény clitel polynomi f=x*—x3—-2x*+x+1, g=x3—
x% — x + 1 pomoci Eukleidova algoritmu a pomoci rozkladu.

o gk wn

Vysledky:

6. 7x®—2x*—-3x34+x2+2x,c=6

7.
‘ 1 0 1 -3 7
3 ‘ 1 3 10 27 88
8. _Sx4 10+—16x2—23x+44

x3+2x2-4
9. 2x3 —x*+x-3
10. x%2 -1



3 Algebraické rovnice

Cile kapitoly

Prostudovani této kapitoly vam umozni:
» Definovat algebraickou rovnici
* Hledat kaeny polynomu
» Zopakovat steSeni linearni a kvadratické rovnice
* Seznamit se s obecnyi®Senim rovnice 3. stupn
* PfipomenouteSeni binomické a reciproké rovnice

Doba potrebna k prostudovani

Cca 3 hodiny

Privodce studiem

Definice 13 Algebraickou rovnici budeme rozéirrovnici tvaru

n-—1

ax"+a,_ 1 x" " .ayx+ay =0,

kdea; e Rproi = 0,1,...,n.

Poznamka: ReSit algebraickou rovnici znamena hledatekty polynomu na levé stran

rovnice. V dalSic¢asti budeme ukazovat hledardSeni wkterych typm algebraickych
rovnic, ale také algebraickych nerovnic.

Budeme se zabyvat vyhrafirrovnicemi, jejichZz koeficienty jsou reéln&sla.
Existuji také rovnice s komplexnimi koeficienty, jje o rovnice, na jejichz levé steaje
polynom nad dlesem komplexnicltisel. Protoze se vSak s takovymi polynomyégne
praxi obvykle nesetkate, omezime se na polynomytdesem realnyckiisel.

Pripomaime vSak, Ze polynom s redlnymi koeficientyza mit realné i komplexni
koreny.

3.1 Koreny polynomu

Definice 14 Cisloc € T nazyvameoren polynomuf € T[x], praw kdyz f (c) = 0.
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Véta 15 (Bezoutova ¢ta): Cisloc € T je karen polynomuf € T[x], praw kdyz
(x=olf.

Diikaz: Pro libovolnéc € T a libovolnéf € T[x] platif = (x —c)g + .
1) cjekaen, pakf(c)=0=r=0=f=(x—-c)g=(x—-0o)lf
2) x—-0lf =2f=&—-chheT[x]=f(c) =0 =cje kaen.Od

Definice 15 Cislo ¢ € T nazyvamek-nasobnym ka‘enem polynomuf € T[x],k € N,
praw kdyz plati:

1) (x-o*If
2) (x —co)* nedili f.

Priklad 21 Korenem jaké nasobnosti jgslo 2 pro polynomf(x) = x> — 5x* + 7x3 —
2x% + 4x — 8?

Re3eni:Budeme postupovat pomoci Hornerova schématu:

1 57 -24 -8
2/1 31 0 40
2/1 -1 -1 -2 0
211 1 O
2|1 3 7

Cislo 2 je tedy 3-nasobnym iemem polynomy a plati

f(x)=x5_5x4+7x3—2x2+4‘x—8=(x—Z)(x4_3x3+x2+4)
— -2 - X —x—2) = (1~ 2°( +x+ 1),

Priklad 22 V polynomu f = x° — ax? — ax + 1 nalezste a tak, abygislo c = —1 bylo
alespa 2-nasobnym kienem.

Reseni:
‘1 0 0 -a -a
-1/1 -1 1 A+a) 1 0
-1(1 -2 3 -(4+a) 5+a

Musi platit 5+ a = 0, tedy a = —5. Skuté&ng, polynom x> + 5x2 + 5x + 1 vydglime
polynomem(x + 1)? = x% + 2x + 1 a dostavame



x> +5x2 +5x+1=(x+1)%(x3—2x2 + 3x + 1).

Poznamka: Pi hledani k#eni algebraickych rovnic je uzitaé nasledujici tvrzeni, platné
pro algebraické rovnice s realnymi koeficienty.

Véta 16 Neclt
A X"+ a1 x" ta;x+a, =0
je algebraicka rovnice. Neth,, ..., x,, jsou jeji kaeny (realné i komplexni).
Nec A = max {|a;|; i = 0,...,n-1}. Pak plati:
A
|an|.
2. Paiet kladnych reélnych Keni je roven pétu znaménkovych zém v posloupnosti
nenulovych koeficierit a,,, a,_4, ..., a, nebo o sudéislo mensi.

1. Pro kazdy indexi,i = 1,2,...,n plati nerovnostx;| < 1 +

Dusledek: Jsou-li vSechny koeficienty polynomu kladna reatisla, nenize mit tento
polynom kladné kiteny.

Priklad 23 Najdéte intervaly, ve kterych leZi realné fiemy rovnice2x® + 3x* — 7x3 +
6x? —11x +5 = 0.

A—

lanl

Reseniia, = 2,A =11, tedyx; € 1 + 1+ % = 12—3 Kazdy z kéen rovnice tedy

~r - 13 13
lezi v intervalux; € (—7,7).

V posloupnosti koeficieidt 2, 3, -7, 6, -11, 5 jsodtyfi znaménkové zgny, proto
v intervalu(O, 12—3) lezi 4 nebo 2 ki@ny.

Definice 16 Rikdme, Ze dleso T je algebraicky uzawené praw kdyZ kazdy polynom
f € T[x] stupré alespé 1 ma v &leseT alespa 1 karen.

Priklad 24 Téleso racionalnicltisel neni algebraicky uzgené. Nap. polynomf = x? —

2 ma racionalni koeficienty, jeho stupge 2, ale jeho kienyk = ++/2 nepati do mnoZiny
racionalnich ¢isel. Podob#é téleso redlnychcisel neni algebraicky uzgané. Nap.

polynom f = x? + 1 ma realné koeficienty, jeho stupge 2, ale nema realné iamy,
neba’ k = +i.

Véta 17 (Zakladni véta algebry): Kazdy polynom s komplexnimi koeficienty, jehoz
stupdi je alespa 1, ma alesppl komplexni kéen.

Jina formulace zakladnity algebry niize byt nasledujici: deso komplexnickisel je
algebraicky uzateneé.
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Poznamka: VSechny znaméikazy zakladni $ty algebry vyuZivaji metod matematicke
analyzy. Pro provedenitllazu bychom museli vychézet &které &ty matematické
analyzy, jejimz dsledkem je zakladnicta algebry. Protoikaz nebudeme provéd

Véta 18 Nechlt’ f € T[x],st f =n = 1. Pak polynomf ma v C n koreni, kdyz k —
nasobny keéen pa@itdme zak kofeni. Ke kazdému polynomy € T[x],st f > 1 tedy
existuji¢islaa, a4, ..., a, € C takova, 2¢f = a(x — a;)(x — ay) ... (x — a,).

Diikaz: Podlezakladni ¥ty algebry existuje ki@n a, takovy, zef = (x — ay)fy, st fi; =
n — 1. Jestlizen — 1 > 1, pak existuje kien a, polynomuf; takovy, zZef; = (x — ay)f>,
tedy f = (x — a;)(x — ay)f,, atd. Nakoned = (x — ay) ... (x — a,)fy, st f,, = 0, tedy
polynomf, je konstantnif,, = a. O

Veéta 19 Nechlt’ f € R[x],c € C,f(c) = 0. Pak¢islo ¢ € C je také kéenem polynomy a
ma stejnou nasobnost jakorka c.®

Diikaz: 1) Neclt ¢ je karenem polynomu s reéalnymi koeficienfy= agx™ + -+ + a,. Pak
f(c) = apc™ + -+ + a, = 0. Sta&i ndm dokazat, zg(c) = f(¢):
0=f(c)=apc"++a,=ay"++a, =a.c"+ - +a, =

=ay(O)"+ - +a, =f()=0.
Je tedy ic korenem polynomuf.

2) Neclt ¢ je k — nasobny ken polynomuf,k € N,c#R, ¢ + c. DokdZzeme, 7€
je rovreZ k — nasobny keen.
f=x-ofi=x-x-0f;=[x*—(c+dx+cclf
ProtoZzec + ¢ = 2a acc¢ = a? + b?, ma polynomx? — (¢ + ¢)x + c¢¢ a proto |
polynomf, realné koeficienty.
f=G-0-0ff=-c0k-0—-c)x—-0fy ="
= (x — O)*(x — O)*n,
kde polynomh nemize mit kdenyc, ¢. Tedyc je k — nasobny keen.

3.2 Derivace polynomu

Definice 17 Neclt f e€T(x),f = apx™ + a;x™ '+ -+ a,_1x +a,. Pak polynom
' =nagx™ '+ (n — 1a;x™ 2% + - + a,_, nazyvamealerivaci polynomuf.’

® Pripomeime, co jegislo ¢, které nazyvameéislo komplexg sdruzené Kislu c. Jestlizec = a +
bi,a,b € R, pak¢ = a — bi. Déle plati praiislacy,c, € C plati:c; + ¢, = ¢ + &3, ¢1.¢; = G4.C3,
prok € N: z¥ = (z))¥, proa e R:a=a



Véta 20 Pro derivaci polynorin f, g € T[x] plati:
1) Frg)'=f"x4g
2) (f9)=f.9+9.f
3) keN,(f* =k.fk1.r
4) c¢'=0proceT

Poznamka: Dukaz této ¥ty byl podrobi proveden v matematické analyze.

Véta21 Nect ke N,k >2,ceT,f € T[x]. Pak plati: Je-li¢islo ¢ k-nasobnym
kofenem polynomuf, pak¢islo ¢ je (k — 1)-nasobnym kienem polynomuf’. Je-li ¢
jednoduchym kienem polynomuf, pakc neni kdenem polynomy”.

Diikaz: Nech c je k-nasobny keéen polynomuyf. Pak plati
(x—oFf =f=x-c) hheT[x].
Pro derivaci polynomy plati
f'=k(x—o)*th+(x-ckhr =x-c)fkh+ (x —c)h']
=(x —c)*1f.
To, Zec neni k-nasobnym kienem polynomuf’, dokdzeme sporem. Kdybix — c)*
dglilo polynom f’, pak by platilo f' = (x — ¢)*.h,. Z predchoziho fedpokladu (x —
c)¥|f by pro derivaci muselo platit
(x —c)*hy = (x — O)* [kh + (x — c)A].

Kracenim dostavame

(x —c)hy =kh+ (x —c)h'.
Nyni volimex = ¢ a po dosazeni dostavame

0 = k.h(c).
ProtoZek je nac nezavislé, musi byt(c) = 0, coZz znamena, Ze= (x —c)g,g € T[x] a
f=@=-0fr=x-0)fx-0c)g=(x-c)""g.

To by znamenalo, Zéislo ¢ je (k + 1)-nasobnym kienem polynomuf, coZ je spor
s pavodnim gredpokladem, Ze je pouzek-nasobny kéen polynomuyf. O

Poznamka: Naopak ¥ta neplati: Je-lcislo ¢ korenem polynomuf’, pak nemusi byt
kofrenem polynomy’. Nag. f = (x —3)°+ 7, f(3) # 0, f' = 5(x — 3)* acislo 3 je 4-
nasobnym kienem polynomuyf”.

7S derivaci jste se seznamili jitive i studiu matematické analyzy. Derivace byla definus
obecrt pro funkci a pomoci derivaci bylo mozno vysett iizné vlastnosti funkci, jako jsou
lokélni extrémy funkce, konvexita, konkavita, vygetni pibchu funkce, aj.
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Priklad 25 V polynomu f = ax* + bx® + 1 naleziite koeficientya, b tak, aby keéen 1
byl alesp& dvojnasobny.

Reseni: Je-li 1 dvojnasobnym kenem polynomuf, pak je 1 jednoduchym kenem
polynomu f’. Nalezneme proto derivaci polynonfua ukime hodnoty polynoin f, f*
v bock 1:

f'(x) = 4ax3® + 3bx?
f)=a+b+1
f (1) =4a+3b
Nyni budemeesit nasledujici soustavu rovnic:
a+b+1=0
4a+3b=0
VyteSenim zjiujeme, Zex = 3,b = —4, tedy polynomy ma tvar
f=3x*—4x3 + 1.

Priklad 26 Res$te Biklad 22 pomoci derivace.

Reseni:
f(x)=5x*-2ax—a, f(-1)=—-1—-a+a+1=0, f(-1)=5+2a—a=5+a,
f'(=1) = 0 &a = —5. Vysledkem je polynonf = x> + 5x2 + 5x + 1.

Véta22 Neclt ke Nk >2,c€T,f € T[x]. Pak nésledujici vyroky jsou navzijem
ekvivalentni:

1) c jek —ndsobnym kienem polynomu f.

2) (x—c)*|f a zarové (x — c)*~ ! nedli f.

3) Existuje polynony € T[x] takovy, Zef = (x — c)*. g a zarova g(c) # 0.

4) f(©)=0,f()=0,f"(c)=0,..f*V()=0rFf® %0,

5) cje(k —1) —ndsobnym kienem polynomul = NSD(f, ).

Poznamka: Jestlize hledame vicenasobnéiéiyy polynomu f, miaZzeme postupovat
nasledujicim zfisobem:

1. NajdemeNSD(f,f") =d.

2. Jestlized = 1, pakf nema Zzadné nasobnérkny.

3. Jestlized # 1, pak kazdy ki#en polynomud je také kdéenem polynomuyf, a to
vicenasobnym kKenem: jeho nasobnost je 0 1 vysSi, nez byla v potyrd.

Priklad 27 Ukazte, Ze polynonf(x) = x3 + x? — 5x — 2 € R[x] m& pouze jednoduché
koreny.



Re3eni:Budeme postupovat podlgguichozi poznamky. Najdeme derivaci polynojiu
coz je f'(x) =3x%+ 2x—5. Sami se pomoci Eukleidova algoritmiepwddte, Ze
NSD(f, f") = 1. Polynomf (x) ma tedy skut@né pouze jednoduché keny.

Veta 23 Neclt’ f € T[x],d = NSD(f,f"),f =d.g. Pak plati: Polynomg ma stejné
koteny jako polynony a kazdy kéen polynomuyg je jednoduchy.

Priklad 28 Necht je nagfiklad polynom f = (x — 1)3(x + 2)>(x + 7), polynom d =
(x — 1)%(x + 2)*. Pak polynony = (x — D)(x+ 2)(x + 7) af =d.g.

3.3 Polynomy s celymi koeficienty

Véta 24 Neclt p€ Z, p#0, g € N,NSD(p,q) = 1,¢c = g,f = apx™ + -+ ag € Z[x].
KdyzZ c je karenem polynomtuf, pak pro libovolnén € Z plati:

1) plao,

2) qlan,

3) (p—maq)|f(m).

Diikaz: ¢ = gje karen polynomu, tjf (c¢) = 0. Pro polynonmy miazeme tedy psat

p n p n-1
an (6> +a,4 (5) +--+ay=0.

Jestlize nyni tuto rovnici vynasobime vyrazef dostavame
anp™ + an_1p" g + - a;pq" ! + agq™ = 0.

1) Posledniclen ayq™ prevedeme na pravou stranu a ze vSdaeughazejicictelena
vytknemep, dostavame:

planp™t + -+ a1q" 7] = —aoq™,
tedyp|a,q™ a protoZep aq jsou nesouglnacisla, musi platip|a,.

2) Obdobrt jako v gedchozim kroku fevedemetlen a,p™ na pravou stranu a ze
vSech nasledujicictiena vytknemeg, dostavame:

qlan-1p™ '+ + agq" '] = —anp™,
obdobnou uvahou jako v kroku 1) zjifeme, Zgy|a,,.
3) Polynomf muZzeme vyjétit ve tvaru Taylorova polynomu oistium:
f=cotco(x—m)+ -+ (x—m)" 1+ c,(x —m)™

Je Zejmé, Zef,,, = cy. KdyZ nyni zax dosadime kienc = g, dostavame
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—-_m —-_m n—1 —m n
f(c)=co+c1<p 7 q)+---+cn_1<p 7 q) +cn<p 7 q) =0,

rovnici vynasobime vyrazegi* a dostavame

coq" +c1(p —mq@)q" "t + -+ e (p —m@)" g + cp(p — mg)" = 0.
Stejnou Gvahou jako v krocich 1) a 2) vidime, @e— mq)|c,q™ a protoze
NSD(p —mq,q) = 1, plati(p — mq)|cy, neboli(p —mq)|f(m). O

Poznamka: Pomoci posledni &y miZeme najit vSechny racionalni teoy polynoni
s celymi koeficientyCéast 3) poslednidty piitom vyuzivame tak, Ze 2a volimecislal a
—1, tedy

@ - DIf WA+ If (D).

Priklad 29 Nalezréte vSechny racionalni keny polynomu f = 2x5 + x* — 12x3 —
20x%2 — 19x — 6.

ReSeni:Hledané keéeny budou tvare = S, kdep|(—6), q|2.

D¢litelé ¢isla—6:1,2,3,6,—1, -2, —3, —6.
Kladni ctlitelé ¢isla2: 1,2.

Nyni vytvaiime tabulku, kde v prvnimadku budou vSechny moZno%tiv druhém
faddku odpovidajici moZnostp +q a ve tetim fadku p —q. Protoze f(—1) = 4,
zvyraznime ve druhéniddku vSechny ditele ¢isla 4, f(1) = —54, ve tetim fadku
zvyraznime vSechnyétitele ¢isla —54. Kandidati na k&eny potom budou taisla S’ u

nichz budou zvyrazmy oba dva spodriadky.

p 11 3 -1|-1|-2|-3|-3]| -6

a (1|2 |1 |1 |2 |1|1|2]|1]1]2]1
p+q|2|3 3 |4 5 7 0 |1 -1 (-2 -1 1|5
p—q|0]|-1 |1 2 1 |5 2 (-3 |3 |4 |5 |-7

Kandidati na kéeny jsou tedy tatciisla: 3,_71,—2. Tyto kaeny proétime pomoci

Hornerova schématu:

2 1 -12 -20 -19 -6
—_1 2 0 -12 -14 -14 0
3 2 6 6 0
-2 |2 2




Z Hornerova schématu vidime, ze

f= (x +%).(2x4 —12x%2 —14x —12) = 2x + 1)(x* — 6x* — 7x — 6)
=QRx+1Dx-3)x3+3x2+3x+2)=Qx+Dx—-3)(x+2)(x*+x+1)
Polynomx? + x + 1 nema realné keny a tedy vSemi hledanymi racionalnimidway jsou
sislas, =, 2.

Priklad 30 ReSte samostatn Nalezrte viechny racionalni keny polynomuf = 6x* +
19x3 — 7x% — 26x + 12.
Vysledek: Kandidati na kéeny: 2,%, -3, _?1 f=@+3)2x —1)(3x% + 2x — 4),

. L1, . 1
racionalni kéeny jsou—3, e

Poznamka: Pomoci pedchoziho postupu Izesit také skteré algebraické nerovnice, jak
ukaZzeme na nasledujicimildack.

Priklad 31 Reste nerovnick3 + 4x%2 + x — 6 < 0.

Re3eni:Cislo p je clitelem &isla—6, &islo g je dlitelem &isla 1. Dosadime-liislo 1 do
vyrazu na levé str&nnerovnice, zjistime, Ze hodnota (e Levou stranu nerovnice Si
oznaime jakof (x) a zjiS&ny fakt jakof (1) = 0, coz znamena, Zeje ka‘enem. Z tohoto
davodu nebudeme do tabulky zapisovatlek prop — q, protoZze pro nulu neiiieme
hledat dlitele. Dalef(—1) = 4.

+ I

Po dosazeni kandidat-3, -2, 1,3 do Hornerova schématu zjistime, Zedy polynomu
jsoucisla—3,—2,1 a zadanou nerovniciieme pepsat do tvaru

x-Dx+2)(x+3)<0.

Nyni miZeme postupovat pomodiiselné osy a nulovych bad(provalte sami).
Vysledkem jsou vSechnislax € (—oo; —3) U (—2; 1).

3.4 Vietovy vztahy

Pri feSeni wtitych piiklada je vhodné vyuZzivat vztahy mezi lemy a koeficienty
polynomu, o nichZ pojednava nasledujiéiav
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Véta 25 Nechlt’ rq, 1y, ...,1;, € T jsou vSechny ki@ny polynomuf € T[x],st f =n,f =
a,x™ + - a;x + a,. Pak plati tzvVietovy vztahy:

an—l
- =T'1+7”2+"'+7"n
an
an—z
=nry+nrnrst+ o+ o1t
an

1M
(-t P! o OF SRR LD N SRR OV S L N
n

% _
=D P etz .. Th—1n
n

Ditkaz: Jsou-li ry, 1y, ...,1, koteny polynomu f, plati a,x™ + - a;x +ay = a,(x —
r)(x —13) ..(x —1,). KdyZz pravou stranu roznasobime a porovname keefig u
stejnych mocnin, dostaneme Vietovy vztahi]

Priklad 32 Pomoci Vietovych vztah nalezgte polynom, jestlize zname #any
-1,—-1,-1,3,4.

Reseni:Mame @t koteni, vime tedy, Ze1 = 5. Koeficientas maZzeme volit libovolg,
proto zvolimeas = 1. Potom

Ay
_T:_1_1_1+3+4:4

a
T3=1+1—3—4+1—3—4—3—4+12=—6

a
(—1)3T2=—1+3+4+3+4—12+3+4—12—12=—16
PPV S _
(-D*'F=-3-4+12+12+12=29

(—1)5% = (=1).(=1).(=1).3.4 = —12
Upravou dostavamer, = 12,a, = 29,a, = 16,a; = —6,a, = —4,as = 1. Polynom f
ma tvar
f=x>—4x*—6x3+ 16x% + 29x + 12.
Muzeme provést kontrolu roznasobenim:
f=a,(x+1)3.(x—-3).(x—-4)=1Lx+1D3(x-3).(x—4)
= x> — 4x* — 6x3 + 16x2% + 29x + 12.

Priklad 33 Re$te samostatnPomoci Vietovych vztahnalezite polynom, jestlize znate
korenyi,i,—1 —i.



Vysledek: f =x3+ (1 —Dx?+ (A —-2)x—1—i

Poznamka: Pomoci Vietovych vztah mizeme jednoduchym #pobem zpawti reSit
nekteré kvadratické rovnice s célselnymi kadeny. Mame-li rovniciax? + bx + ¢ = 0,

platir, + r, = —%, .1y = % Nag. v pifpads polynomux? + 5x + 6 plati pro kdeny
2 2

1 +1, = =5 ar,.r, = 6. ReSime-li tuto soustavu rovnic, dostaneme: —2,7, = —3.

Priklad 34 Nalezréte koeficienty a tvar kvadratického polynomu? + bx + ¢, jestlize
, - . . o 5 v o 3
vite, Ze sotin koreni je roven—-a souet kareni -

Re3eni:Podle Vietovych vztahplati:

1) x1+x2=_§

c
2) x1x; = 2

c

Vime tedy, Ze—g = —% a-= —%. Nyni mizeme vzhledem k tvaru zlomlpredpokladat,

a

Zea = 2, potomb = 3 ac = —5. Hledany polynom ma tedy tvax? + 3x — 5.

Priklad 35 Je dana kvadraticka rovniag + 11x + 19 = 0, symbolyx,, x, ozn@&me jeji
dva tizné realné kieny. Vypaitste hodnotu vyrazu? + x2.

Reseni:K feSeni vyuZijeme znalosti Vietovych vztah

1) x1+x2 =_§,

c

2) x1x, = Py
tedy x; +x, = —11, x;x, =19. Upravou vyrazu (x; + x3)? = x? + 2x;x, + x2
dostavamer? + x2 = (x; + x,)? — 2x,x, a po dosazend? + x% = (—11)? — 2.19 = 83.
Priklad by bylo samazjmé moznoiesit i bez Vietovych vztahvypottem kaen

rovnice pomoci vzorce, ale vzhledem k tomu, Z&eRkg nejsou racionalni, by byl postup
pongrné narany, jak se nizete sami fes\wdcit.

Priklad 36 Nalezréte vSechny kieny polynomux* — 4x3 + 5x% — 2x — 6, jestlize vite,
Ze pro kaéeny polynomu plati vztak, + x, = x5 + x4.

Re3eni:Podle Vietovych vztahplati:
1) x+x,+x3+x, =4
2) xyx5 + x1X3 + X1X4 + X3X3 + Xpx4 + X3X, =5
3) XXXz + XXX, + X1 X3X4 + XpX3Xy = 2

4) X1X2X3X4 = —6
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Do prvni rovnice dosadime vztah + x, = x5 + x, a dostavame
2061+ x) =4 =0+ x, =2,x3+x, =2
Z druhé rovnice upravou dostaneme
X1X%5 + x1(x3 + x4) + x2(x3 + x4) + X3%5 = x1%5 + (X3 + x4). (X1 + x3) + X3%4
=X1X, + 22+ x3%, =5 =201, +x3x, =1
Tuto upravenou rovnici dame dohromadysatou rovnici:
2)x1x5 +x3%, =1
4) (x1%2). (x3%4) = —6
Zavedeme substitugix, = u = x3x, =1 —u=u(l—u) = -6
u?—u—6=0
U =3,u, =-2
Navratem k vodnim pronénnym dostavame; x, = 3, x3x, = —2.
Nyni budemefteSit sodasré rovnice x;x, =3 a x; + x, = 2, zavedeme substituci
X1 =V =x, = 2 — v afeSenim rovnice
v2—-2v+3=0
dostavame dva kenyx; = 1+ iv/2,x, = 1 — iv/2.
Obdobré postupujeme pro rovnicgx, = —2 ax; + x, = 2, dostdvame dalSi dva iemy
x3 =1++3,x,=1—+/3.
Jelikoz se jedna o polynodtvrtého stupiy, kterd ma 4 kieny, nasli jsme vSechny iany.

Priklad 37 ReSte samostain Nalezréte v3echny kteny polynomux* + 2x3 + 2x? +
10x + 25 = 0, jestlize mezi kieny polynomu plati vztak, x, = x3x,.

Nyni striené popiSeme zakladni metodyeSeni wkterych vybranych typ
algebraickych rovnic.

3.5 Linearnirovnice

Jednd se o rovnici typax + b = 0,a # 0 . Tato rovnice ma vzdieSeni, a to ve tvaru



3.6 Kvadraticka rovnice

Jedna se o rovnici tvarax? + bx + ¢ = 0,a # 0. S timto typem rovnice jste se poprvé
setkali na zakladni Skole, kde js&sSili kvadratické rovnice ve specialnim tvaru. Qigec
jste se kvadratické rovnice n@lu feSit na stdni Skole. Nyni fipomeneme, jakym
zpasobem se kvadratické rovnibesi.

Pro vypa@et ka'eni vyuzijeme Upravy kvadratické rovnice pomoci metddplreni
na uplnyctverec.

p\? P’
2 — 2 — i
ax®+bx +c=alx +px+q]—a[(x+2) 4+ql

2
Nyni vyraz% — q ozn&ime pismenemd. Pomoci vzorce pro rozditveral dostavame
2% B 14 p _
a[(x+§) —d] = a(x+§—\/a)(x+§+\/a) =0

Provedeme diskusi vzhledem k posledni@enu: Pokud ma byt vyrazz(x+§—

\/E) (x + g + \/3) nulovy, potom musi byt nulova prvni nebo druhaarka, tedy

(x+§—\/a)=0v (x+§+\/a)=0.

. b p? b? ¢ b?-sac . C .
Protozep =-,d=—-—-q=-—F5—-= -—, dostavame pro keny kvadratické rovnice
a 4 4a a 4a
znamy vztah
—b + Vb? — 4ac
X12 = :

2a
Vyraz b? — 4ac = D nazyvamediskriminant a podle toho, zda vychazi kladny nebo
zaporny, nizeme rychle rozhodnout o tom, zda ma rovnice reddid® komplexni ki@ny.

Pripomeaime, Ze v Bkterych jednoduchychifpadech s cettiselnymi koeficienty je
vhodné pouZit Vietovych vztéhk rychlejSimu nalezeni keni. Nag. pro rovnicix? +
7x + 10 = 0 platix;.x, = 10,x; + x, = —7, kofeny jsou tedy; = —2,x, = —5.

3.7 Kubicka rovnice

Kubicka rovnice je rovnice tvarwazx3 + ayx® +a;x+ag=0,a; 0. Pt feSeni
nejprve vydlime tuto rovnicicislema; a po peznaeni koeficient dostdvame rovnici

x3+ax?+bx+c=0
L a ] , -
Zavedeme substituci x = t_§' Po dosazeni a upravdostaneme rovnici Vv tzv.

redukovaném tvaru
t3+pt+q=0
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1, .3

" 2 .. 2 , 3
Oznaime £=cos?n+151n?”=2+17. Dale nechi K = P

2
Ly
27

4
(pevre zvolenou) z obou hodnot druhé odmocniny. Neclale u zn&i libovolnou

ozn&uje jednu

(pevnou) ze i tietich odmocnin3/—%+K a konén¢ vznai tu z fetich

odmocnir?/—g— K, ktera sphuje vztah3uv = —p. Potom kdeny rovnicet® + pt +
q = 0jsou

tt=u+v, t,=cu+ v, t;=~u+ ¢cv.
Posleds uvedené vzorce se nazyv@gprdanovy vzorce

O tom, zda jsou Keny kubické rovnice realn& komplexni, Ize rozhodnout podle
hodnoty diskriminantu, ktery ma tvarD = —4p3 -27 g% Nyni se omezime na
kubickou rovnici t> + pt + ¢ = 0 sredlnymi nenulovymi koeficienty (v tipad
p = 0nebog = 0 jeieSeni trivialni).

3 3
a)D=0:t1=_2\/g,t2=t3= %

b) D > 0: jeden kden realny a dva imaginarni komple€xsdruzené kieny, utené
Cardanovymi vztahy

c) D <O0: tii realné kaeny, které vSak nelze najit pomoci Cardanovych ciz@zv.
»cassus irreducibilis®). Je nutné pouzit gonionukigireSeni:

£}

(|§|)3 vypccitame hodnotu Ghly (jednu pevs zvolenou).
3.

Hledané kéeny jsou pak weny nasledujicimi vztahy:

Ipl ¢ Ipl ¢ @ Ipl ¢ ™
ty =2 <? cosE,tz——Z 3 cos(g—g),tg——Z 3 cos(§+§).

Je Zejmé, Ze Cardanovy vzorce i poslédavedené vztahy jsou pro praktické
pocitani velmi pracné a zdlouhavé. Také obdrzené digige velmi obtizné upravit do
pouzitelného tvaru. Pro naSé€ely bude proto vhodijsi hledatieSeni kubické rovnice
zpisobem, ktery jsme uvedli v kapitole 3.3 a ktery @muge uovat kdeny rovnice
s cel@iselnymi koeficienty.

Nejprve z rovnicecos ¢ =

3.8 Rovnice 4. stupné

Jedna se o rovnici typasx* + azx3 + ayx? + a;x + ag = 0,a, # 0. Tato rovnice je
rovnice posledniho stupnktera je obeahiesitelna. Obecni&Seni rovnic€tvrtého stupa
je vSak natolik pracné a zdlouhavé, Ze se v praxitadtka nepouziva a my jej zde
nebudeme uvad V rovnicich ve Skolské praxi si vysfme s jednoduSSimi apoby
feSeni (pevedeni rovnice ve tvaru bikvadratické rovnieg* + bx? + ¢ = 0 pomoci
substituce na kvadratickou rovniggéSeni binomické nebo reciproké rovnice).



3.9 Rovnice vyssich stupnt

Pro rovnice 5. stugina stupt vysSich uZ Zadny obecny algoritmiesseni neexistufe
Podle teorie, vytviené francouzskym matematikem Galoisem, pro kawdé5 existuje
algebraicka rovnice stupm, kterd nenfeSitelna algebraickymi metodami. Mnohé rovnice
vysSich stupa feSit mizeme, musi mit ale specialni tvar. o je mozné postupné
.hadani“ kaeni, nebo je rovnice takového tvaru, ktery umag feSit rovnici jako
binomickou nebo reciprokou. ®@lbyto metody jsou probirany naetinich skolach a my je
piipomeneme v nasledujicich kapitolach.

DalSi metodou, jak ziskat keny algebraické rovnice, je uziti numerickych metod
Tyto metody se uzivaji velndiasto v souvislosti s rozvojem vyg®ini techniky. Obecny
postup sestava zeitkroki: ohranteni kdeni (podle Wty 16), jejich separace a
aproximace. Pokud hledameikay polynoni s realnymi koeficienty pomoci uvedenych
numerickych metod, pak vyuzivame toho, Ze polynerfupkce spojitd v oboru reélnych
¢isel. Mezi dnes uzivané metody ipamnetoda pleni interval, metoda prosté iterace,
metoda t&en (Newtonova metoda) a Halleyova metodémito problémy se nebudeme
zabyvat.

3.10 Nékteré typy algebraickych rovnic

Binomicka rovnice

Binomicka rovnice je rovnice typu™ = a,n € N,a € C. Podle zakladni &y algebry
existujen feSeni této rovnice. TateSeni jsou tvaru

n a+ 2km a+ 2km
x = +/|a| [COST+isinT

a tvai vrovire vrcholy pravidelnéhon —uhelniku. Tenton —dhelnik lezi v Gaussév
roviné na kruznici, ktera maigtd v pé&atku sodadnicovych os a polo#n r = W- i
hledani &échto kdeni postupujeme nasledujicimigmbem:

1. NapiSeme si hledany k&n ve tvaruc, = r(cos ¢ + ising).

2. Nalezneme polotr r = ’(/m € R.

3. Nalezneme uUhep, pro ktery plating = a + 2km, k € Z, tedy ¢ = %+ % kde

k=0,1,..,n— 1. Uhela najdeme podle toho, kde v Gaussowving leziislo a.
Je to Uhel, ktery sviraprodic ¢islaa s realnou osou.

® Nelze najit univerzalni vzorec, ktery by obsahgealkoeficienty, konény paset aritmetickych
operaci a kongy patet odmocnin.
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Priklad 38 ReS$te vC rovnici x3 —2 = 0. Koteny znazoréte v Gaussay soustay
souadnic.

Reseni:Rovnici si nejdive prepiSeme do tvars® = 2.
1) NapiSeme si hledanéiemy ve tvaruc, = r(cos ¢ + isin ¢).

2) r=32.

3) a =0 neboa = 2m, protozecislo 2 lezi v Gauss@wroving na kladné&asti redlné

osy. Potomy =g+2k7”=¥,k =0,1,2.

Resenim jsouit koreny v nasledujicim tvaru:
xo = V2(cos 0+ isin0) = V2
21 21
X1 = i/f(cos—+ isin—)
3 3
4r 4n
Xy = 3\/§<cos—+ isin—)
3 3
Vidime, Ze prvni kien je reélny, ostatni jsou komplexni. V Gaussowiné tvori
koreny vrcholy rovnostranného trojuhelniku.

Img A

»

Re

Priklad 39 Reste rovnicix® = 2 — 2.

Reseni: Jestlize hledame polam pro &islo z = a + bi, potom plati |z| = Va? + b?,

r = VVaZ + bZ. V nagem fipads tedy|z| = V& + 4 = V8 = 2vZ, r = v/ 2V2.
Cislo 2 — 2i lezi ve ¢tvrtém kvadrantu, Uhek vtomto fipadt zjistujeme jako
a = 21 — a,, kdea, vypaitame z nasledujiciho pravouhlého trojuhelniku:



@ =%,a= 271—%:%”. Koreni je pit a plati pro @

7" Ly 2kn T + 2km
Xy = 2\/5 coOS———— z + ismT ,k=01,2,3,4.

Priklad 40 Reste samostagrbinomické rovnice:

1) x3-27=0

2) x3 =43 4 4i

3) x*+16=0
Vysledky:

21 . . 2T 41 . . 4m
1) xo=3,x; =3(cos—+isin—),x, =3(cos— + isin—
3 3 3 3

4 . .. T 13w . . 13m 25m
2) xg=2 (cos— + Lsm—),x1 =2 (cos— + Lsm—),xz =2 (cos— +
18 18 18 18 18

, .. 25T
Lsm—)
18
31 , .. 3m 51
3) xo=2 cos +lsm , X1 =2(cos—+isin—),x, =2(cos—+

4 4 4

, .. 5m

LsmT),x3 (cos—+lsm )

Reciproka rovnice

Reciprokéa rovnice ma tvar

Apx™ + ay_x™1

wqx +ag =0,
kdea,_; = a; proi =1,2,...,n,neboa,_; = —a; proi =1,2,...,n
Nazev reciproka ziskala proto, Ze je-lieji koren, je% (reciproka hodnota) také kenem.

RozliSujeme reciprokou rovnigudého stupé pro sudén a lichého stupré pro
liché n. Dale rozliSujeme rovnici 1. druhu, jedj,_; = a;, a 2. druhu, je-la,,_; = —a;.
Reciprokou rovnicteSime nasledujicim #apobem:
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» Kazda reciproka rovnice 2. druhu madoc = 1. Pokud ji vya&lime dvoglenem
(x — 1), dostaneme reciprokou rovnici 1. druhu.

» Kazda reciprokd rovnice 1. druhu, lichého stupnd kden ¢ = —1. Pokud ji
vydélime dvoglenem (x + 1), dostaneme reciprokou rovnici 1. druhu, sudého
stupre.

* Reciprokou rovnici 1. druhu, sudého stipgme prevést na algebraickou rovnici
s v , - n ~ . .
poloviéniho stupi delenim vyrazemx'/2, dale zavedeme substituci

y=x+—.

Priklad 41 Najdéte ka‘eny rovnice2x” + 5x% — 3x* + 3x3 — 5x — 2 = 0.

Reseni: Jedna se o rovnici 2. druhu, lichého stupBudeme postupovat nasledujicim
zpisobem:

1) Pomoci Hornerova schématugtivne kaeny —1; 1. Cislo 1 bude utité korenem

rovnice.
2 5 -3 3 0 -5 -2
1 2 7 7 4 7 7 2 0
-1 2 5 2 2 5 2 0
-1 2 3 -1 2 0

Vidime, Zel je jednoduchym k@nem a—1 je dvojnasobnym kenem. Pokud
bychom tatciisla dale progtrovali, jiz bychom v Hornerayschématu v poslednim
sloupci nedostali nulu, jak sitikete sami ostit. PrepiSeme tedy rovnici do tvaru

(x—Dx+1)2Q2x*+3x3—x2+3x+2)=0

a mizeme si vSimnout, Ze veeti zavorce mame novou reciprokou rovnici,
tentokrat 1. druhu, sudého stdpn

2) Upravime rovnici 2x* + 3x3 —x2+3x+2 =0 vydelenim vyrazem x?> a
piesuneme k sa@kxleny se stejnym koeficientem:

1 1
2(x2+—2)+3<x+—>—1=0
X X
3) Volime substitucix +% = t, je poteba zjistit,gemu je rovnoc? + xiz:
2 1 1
(x+—> =t’=>x*+2+=t"=> ¥+ =t>-2
X X X
. £ . p . 2, 1 1\ 4 _
Ziskané vyrazy dosadime do rovnicg (x + xz) + 3 (x + x) 1=0 a
dostaneme



5
2(t2—2)+3t—1=0:,>2t2+3t—5=O:,>t1=—§,t2=1.

Vratime se kfivodni prongnné. Je-lit = —%, pakx+§= —%, tuto rovnici

vynasobime vyrazerdx (za gedpokladu, Zec # 0) a dostavame rovnicdx? +
1

5x + 2 =0, jejimzieSenim jsodislax; = —2,x, = -

Je-lit =1, pakx+§= 1 a obdobnou uUpravou jako veguchozim kroku

1+i3

dostavame rovnict® — 1 + x = 0, jejimzieSenim jsous , = ——

CelkovymieSenim je potom mnozina

{ 1 1-iV3 1+i\/§}

_2’_11_5’1’ 2 2

Priklad 42 Re$te samostain reciprokou rovnici 3x® + x7 — 4x® — x° + 2x* — x3 —
4x%> +x +3 = 0.
Vysledek:

1+iv3 =2 +iV5
2 ' 3 '

X € {—1,1,

45



Ulohy k procviéeni

o kb E

9.

Definujte algebraickou rovnici a jeji keny.

Vyslovte a dokazte Bezoutovitu.

Je tleso celychtisel algebraicky uz&ené? Vysytlete.

Napiste Vietovy vztahy pro polynom 5. stépn

Zjistéte nasobnost keni ¢, = %,cz = —2 pro polynom f(x) = 8x” + 4x® —
2x5 + 3x* — 6x3 — 2x? + 4x — 1.

Pomoci derivace najte vicenasobné keny polynomuf(x) = 4x> + 20x* +
25x3 — 10x% — 20x + 8 € Q[x].

Je dana kvadraticka rovnicg — 5x + 3 = 0. Ozn&me ¢, ¢, jeji koreny. Ukete
hodnotu vyrazuc, + ¢;)? — 3¢;c,.

Na pikladé polynomu f(x) = 4x* — 4x3 + 13x% — 12x + 2 vyswtlete, jakym
zpisobem je mozno hledat racionalnii&oy polynomu s celymi koeficienty.
Najdéte vSechny racionalni koeficienty.

Na mnozir redlnychsiselieste nerovnictx* — 4x3 + 13x? — 12x + 2 < 0.

10.Na mnozig komplexnichtiselteste rovnicbx* — 26x3 + 10x? — 26x + 5 = 0.

Vysledky:
5. ¢, je trojnasobny kien,c, neni kdenem.
6. ¢; = %je trojnasobnym ki@nem,c, = —2 je dvojnasobnym kenem.
7. 16
8. c=-.
2
9. Nemaéieseni.

10.x € {i; —i; 5;3.



4 Polynomy vice proménnych

Cile kapitoly

Prostudovani této kapitoly vam umozni:
» Definovat polynom vice proémnych
e Stanovit stupg polynomu vice prognnych
» Lexikograficky uspgédat polynom vice prognnych
» Definovat symetricky a homogenni polynom
* Definovat elementarni symetrické polynomy

Doba potrebna k prostudovani

Cca 2 hodiny

Privodce studiem

Definice 18 Polynomem on promennych x, ..., x, rozumime sotet kon€ného pdétu
¢lend
f =A1 +A2 + "'+AT,

kde 4; = aix{'xs? .. x\", a; € T je koeficientelenu A;, ki, ..., k, jsou cela nezaporna

¢isla. Polynom on promeénnych nad dlesemT zna&ime symbolemf € T[x,,...,x,].

b4 b4 k 7 7 ~ 7
Stupném ¢lenu xflez X, nazyvameislok, + k, + -+ ky,.

Priklad 43 Stuprém ¢lenu5x3y° je 8.

Poznamka: V dalSim textu bude uzitay také pojem vyskyglenu. Necli f(x, ..., x;,) je
polynomn proménnych aaixflxgz x,’f” je jeho libovolnylen. Pak usp@danoun-tici
celych nezapornyctisel (k4, ..., k,) nazvemevyskou ¢lenu.

Definice 19 Stupeai nenulového polynomuf € T[x,,...,x,] je roven maximalnimu ze
stupiti jeho ¢lena s nenulovymi koeficienty. Polynom, jehoZ vSechibgny maji stejny
stupé s, nazyvameénomogenni polynom(stupré s).

Priklad 44 Polynom x +y je homogenni polynom stupnl, polynom x? — 2xy je
homogenni polynom stupr2, polynomx?y + 3y3 je homogenni polynom stupi.

47



- ~ ky kK k 1 l .y
Definice 20 Cleny A = ax;'x,? ...x,", B = bx;*x;* ...x,* nazvemesdruzenymi ¢leny

pré.\/é tehdy, kdyﬂ(l = ll' kz = lz, ...,kn = ln.

Poznamka: Sdruzenécleny podle moznosti okamZitsgitame. PlatiA+ B = (a +

ki, k2 kn
b) x;tx,? .. xy".

Definice 21 MnozinaT[x4, ..., X,] je vzhledem k operacim +pborem integrity (operace
jsou vSeobecnh definovany, (T[xy, ..., x,], +) je grupa a(T[x4, ..., x,],") je komutativni
pologrupa).

Véta 26 Kazdy polynomf € T[xy,...,x,] lze napsat ve tvaru s&u homogennich
polynomi navzajemiznych stugid, pricemz toto vyjaéeni je jednoznaneé (az na pi@di).

Poznamka: V pripac polynomi jedné prominné bylo mozno jehdleny séadit sestupé
nebo vzestuph vzhledem k exponentu pr@émé. Tuto metodu vSak u polynénvice
proménnych nelze pouzit. Musime proto definovat jinytpps

Véta 27 Necht A = xflxé‘z X" B = xilxéz ..x" jsou dvacleny on promsnnych.

Rekneme, Z¢len A je predlenemB, existuje-li index, 1 < i < n, sphiujici
kl = lll"'lki—l = li—llki> ll"
Jestlizetlen A je pred¢lenemB neboA = B, piSemeA > B.

Véta 28 Relace >» je relace linearniho uspidani na mnozih vSech ¢lent 0 n
proménnych (relace je antireflexivni, antisymetrickgantitivni).

Definice 22 Relaci » nazyvame relaci lexikografického uspdadani ¢leni o n
promennych. Jsou-licleny polynomuf T|[x;,...,x,] uspdadany pomoci této relace,
tikame, Ze jsmeleny polynomuf uspdadali lexikograficky.Clen, ktery je ped viemi
ostatnimicleny tohoto polynomuyf, nazyvameredouciélen polynomu f.

Priklad 45 Urcete lexikografické usgadani polynomuf (x,y,z) = (x — 2y?)(x?z + z)
a jeho vedoudilen.

ReSeni: Roznasobenim dostavame (x,y,z) = x3z + xz — 2x%y?z — 2y%z = x3z —
2x%y?z + xz — 2y*?z, coz je lexikografické uspadani polynomu. féswdcime se o tom
pomoci vyseklend: (3,0,1),(2,2,1),(1,0,1),(0,2,1). Vedoucimelenem polynomu je:3z.



Véta 29 Nechlt’ f,g € T[xq,...,x,] jsou libovolné dva realné nenulové polynomy
proménnych. Pak satin vedoucichéleni polynomi f a g je vedoucimélenem sotinu

f.g

Definice 23 Polynom f(xy,...,x,) € T[xy,...,Xx,] Se nazyvasymetricky, jestlize se
neznéni Zadnou permutaci pramnych, tzn. pro libovolnou permuta@y, ..., «,) indexi
1,2,...,nplati:

f(xal,...,xan) = f(x4,..., Xn)
MnoZinu v8ech symetrickych polyndn proménnych naddlesem realnyckiisel budeme
ozn&ovatRg[xq,...,x,].

Poznamka: Symetricky polynom dvou prognnych spihuje podminkuf (x, y) = f(y, x),
symetricky polynom i proménnych podminku f(x,y,z) = f(x,z,y) = f(y,x,2) =
f,z,x) =f(z,x,y) = f(z,y,x). Polynom x +y je symetricky polynom stugnl,
polynomx? + x + y + y? je symetricky polynom stugre.

Véta 30 Neclt A = xflx;"" x,'f" je vedoucklen symetrického polynomfi(xy, ..., x,)-

Pak platik, > k, >... > k,.

Priklad 46 Nalezréte lexikografické usp@dani symetrického polynomy(x,y,z) =
(x + y)(x + 2)(y + z) ajeho vedouadilen.

Reseni:Roznasobenim dostavanféx, y, z) = x%y + x%z + xy? + 2xyz + xz? + y?z +
yz?, coz je lexikografické usgadani polynomu. Vedoucittenem polynomu je?y.

Véta 31 Necht A = xflxé‘z x,’f” je ¢len on promeénnych. Pak existuje pouze kaime

mnoho vedoucichleni symetrickych polynotin o n proménnych, které jsou zdenemA.

Priklad 47 Bud dan polynom f(x,y,z) = x3y + 2x%y? + x3z + 2x%2% — x*y?z* +
xy3 + xz3 + 2y2z% + y3z + yz3. Urcete vSechny jeho vedougeny.

Reseni: Vy3ky &leni polynomu jsou porads (3,1,0),(2,2,0),(3,0,1),(2,0,2),(2,2,2),
(1,3,0),(1,0,3),(0,2,2),(0,3,1),(0,1,3). Uspdadame-li tyto vySky pomoci relace
uspdadani >, dostaneme(3,1,0) > (3,0,1) > (2,2,2) > (2,2,0) > (2,0,2) > (1,3,0) >
(1,0,3) > (0,3,1) > (0,2,2) > (0,1,3). Vedoucime¢lenemf je tedyclen x3y. Nerovnosti
ki>k,>... > k, zVeéty 30 vSak plati jestpro vysky(2,2,2) a(2,2,0) a proto dalSimi
vedoucimicleny polynomu jsou?y?z? a2x?y?.

Mohli bychom tici, Zze dany polynom je sétem #i jednoduchych symetrickych
polynomi, jejichz vedoucimileny jsoux3y, x%2y?z2, 2x%y?. Zpisob, jakym symetrické
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polynomy rozkladame do séw jednoduchych symetrickych polyném ukazeme
v nasledujictasti.

4.1 Elementarni symetrické polynomy

Definice 24 Polynomy zR|[x, ,...,x,] tvaru:
01(X1, ey Xp) =X + x5 + -+ X,

02 (X1, ey X)) = X1X5 + X1X3 + -+ Xp_1Xp

On_1(X1, ) Xp) = XX . Xpp_q + X1 X3 e Xp_2Xp + oo+ XoX3 . Xp_1Xp
On (X1, o) Xp) = X1X3X3 oo Xp—_1Xp,

nazyvameelementarni symetrické polynomyn proménnych.

Poznamka: Elementarni polynomo; je tedy sottem vSech progmnych x;,...,x,,
polynom o, je sodtem vSech saiinu jejich dvojic, polynomaos; trojic, atd. Polynomy,, je
nakonec sotinem vSech prognnychx,,...,x,. Pro gipadn = 3 a zavedené oztani
proménnychyx, y, z je tedy:
oo =x+y+z
o, = xy + xz + yz
O3 = XyZ
Symetrické polynomy se vyskytuji ve Vietovych vitdza dale je riweme pouzit
pro feSeni soustavy rovnic, kterou bychom nélinteSit pomoci metod znamych ze
zakladni a $edni Skoly, jak ukdzeme.
Nasledujicinlavni véta o symetrickych polynomechieSi existenci a jednozé@ost

vyjadieni libovolného symetrického polynomu pomoci elet@erich symetrickych
polynom.

Véta 32 Kazdy symetricky polynomf(xy,...,x,;) € Rg[x1,...,x,] lze vyjadit jako
polynomn proménnyche; ,o,,..., , hadR, tzn.

f(xl,...,xn) = (p(O-l y O yunn,y O-n)
piicemz toto vyjaéeni je jednoznmeé.

Priklad 48 Pro mocninné satly s, = x¥ + x¥ uzitim binomické vty
B A T
dostavame
S1 = X1 +x2 = 01,
S, = x2 +x2 = (x; + %)% — 2xyx, = 0 — 20,,
S3=x3 +x5 = (x1 + %)% — 3x,%, (%1 + xp) = 07 — 30,0,



atd. Pro obecnéipvedeni symetrického polynomu na &tuelementarnich symetrickych
polynomi nam bude slouzit nasledujici algoritmus.

Algoritmus pro nalezeni vSech vedoucich ¢lenti symetrickych polynomii stupné
ky+k,+--+k, které stoji za vedoucim clenem axflxgz ...x,’f“
(ky 2k, >... 2 k):

1. NapiSeme vySku vedoucikienu polynomu, tj. posloupnost exponieht, ..., k,,.

2. 'V této posloupnosti najdeme posledrsilo wtSi nez 1. Od tohotdisla odéteme 1,
Cisla ,pred” ponechame beze 2ny a cisla ,za“ volime co nejmensSi tak, aby platilo
LolL>..>lali+ L+ +1lg=k;+k,+ - +k,.

3. Postup opakujeme, dokud nedostaneme posloupnbst.l, 1.

Pak v ziskané posloupnosti vy&8&ni jsou popsany vSechny vedowtgny symetrickych
polynomi daného stupf) které stoji za zadanym vedouaflanem.

Pfi hledani symetrického polynomyf(x4,...,x,) ve tvaru ¢(oy,05,...,03)
k prvnimu vedoucimutlenu axflxé‘z x,’f” vytvorime odpovidajiciclen ¢, = 01"1_""2 .
o> . .- X", Obdobr pokrasujeme pro dal3i vedoudieny.

Polynom f lze napsat ve tvary =a@, + Ap, + Bos + -+ We,;, kde a je
koeficient prvniho vedoucihdlenu a konstanty, B, ... jsou neur¢ité koeficienty, které
najdeme dosazovanim konkrétnich hodnatza., x,,.

Priklad 49 Prevefte  polynom f = x#x% + xix% + xfxZ + x2x3 +-- do tvaru

(p(Gl ,Gz,...,Gn).

Redeni: Nejdiive sestavime posloupnost exporieat vytvaime odpovidajici vedouci
¢leny obecného symetrického polynomu, jehoZ veddiedi je x?x3. Takovy polynom by

mél tvar : x?x3 + xZx% + x2x% + - + xZx,x5 + x2x,%, + - + X1 %,X3%4. Ke kazdému

vedoucimuwilenu potom vytvéime odpovidajictlen ¢,:

2 2 o1 = 003 = of
2 1 1 @, =0t oy ol = 0,05
1 1 1 1 @3 =01 to} ol o)l =0,

Pro polynomf tedy plati
f = ac? + Ao 05 + Bay,

kdea = 1 a koeficientyAd, B dopaitame d¥ma volbami za, x,, x5, x,.

Volba 1: (xq,x5,x3,%4) = (1,1,1,0), f=x2x2+--=141+1=3, 0y =x; +x, +
x3=1+1+1=3, Oy = X1X3 + X1X3 + X3 =1+ 1+1=3, 03 =
x1X,x3 = 1,0, = 0. Dosazenim do rovnige= o7 + Ao,05 + Bo, dostavame

3=9+4+34A=A=-2.
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Volba 2: (xq,x,x3,x,) = (1,1,1,1), sami si niZzete dosazenim ¢&kit, Ze f = 6,0, =
4,0, = 6,053 = 4,0, = 1. Plati tedy
6=36+16A+B =B = 2.
Tim dostavame hledany tvar polynomu

f = 0?2 — 20,05 + 20,.

Priklad 50 Symetricky polynomf = (x — y)?(x — z)?(y — z)? prevealte do promninnych

61,02,...,0p.

Reseni:Roznasobenim bychom ziskfli= x*y? — 2x*yz + x*z% — 2x3y? + --- MaZeme
tedy pséat posloupnost expon&ntedoucich¢leni. VySkrtavat pitom budeme vSechny
fadky, kde ma posloupnost vidleni nez 3, protoze polynosima 3 prominné.

4 2 @, = 0t0}
4 1 1 ©, = 0703
3 3 Q3 =03

3 2 1 P4 = 010,03
3 1 1 1 X

2 2 2 P = 03

2 2 1 1 x

2 1 1 1 1 x

=
[ERN
[ERN
=
[ERN
[EE
X

f = 0t0? + Acio; + Boj + Co,0,05 + Do?.

Mame 4 neutité koeficienty, proto budou p@ba 4 @zné volby (vSimgte si, Ze nap
volby (1,1,0) a (0,1,1) jsou z hlediska vysledktoimé, cozZ je zisobeno symettnosti
polynomu):
Volba 1: (x,y,2) =(1,1,0), f=(x—-y)?*(x—-2)?2*(y—2)?>=0,0,=x+ 7y + z=

2,0,=xy +xz+yz=1,03=xyz=0

0=4+B=>B=-4
Volba 2: (x,y,z) = (1,1,1),f = 0,0, = 3,0, = 3,03 = 1
0=81+27A-274+4+9C+D =27=27A+9C+D

Volba 3: (x,y,z) =(1,1,-2), f=0,0,=0,0, = 1.1+ 1.(-2)+ 1.(-2) = -3,05 =

-2

0=274+4D = D = =27



Volba 4: (x,y,z) = (1,1,-1), f =0, 0, =1,0, = 1.1+ 1.(-1) + 1.(-1) = —1,05 =
-1
0=1-A+4+C—-27=22=-A+C
Nyni budemeesit soustavu rovnic pro zbyvajici néité koeficienty:
27 =27A+9C — 27
22=—-A+C
Resenim této soustavy je= —4,C = 18. Celkem

f = ofo? — 40705 — 405 + 180,0,05 — 270%.

Priklad 51 Re$te samostain Prevalte polynom f = x3 +y3+ 23 do prongnnych

01,02,...,0p.

Vysledek: f = o — 30,0, + 303

Priklad 52 ReSte samostatn Prevalte polynom f = (x? + y?)(x? + z2)(y? + z?) do
proménnyches, ,c,,...,0,.

Vysledek: Vedouci¢len x*y?, f = 020? — 20305 — 203 + 40,0,0; — 02
y 102 103 2 10203 3

Symetrické polynomy maji vyuZiti v apli&aich ulohich. My vSak ukdZzeme pouze
dva jednoduché ffklady, abychom ilustrovali uzZit@ost symetrickych polynoin
Vv riznych typech uloh.

Priklad 53 Reste v oboru realnyatisel nasledujici soustavu rovnic
x3+y3=35
xy = 6.

Reseni: Sami si niizete vypstem owiit, Ze x° + y% = ¢ — 30,0, a xy = g,. Tedy
dostavame novou soustavu rovnic

oi — 30,0, = 35

0, =6
Dosazenim druhé rovnice do prvni dostadvame rownici- 180, — 35 = 0, postupnym

hddanim a dosazovanim do Hornerova schématu najjeitg/ realny kéen o; = 5.
Protozes; = x + y, budeme nynieSit soustavu

x+y=5
xy =6,
jejimz reSenim je mnoZzina dvou ugadanych dvoji¢[3,2],[2,3]}.

Provedeme zkousku dosazenim dwquniho zadani a v obouipadech obdrzime
identitu35 =35A 6 = 6.
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Piiklad 54 Kvadr m& hrany o délkach, b,c. Platia+b+c =6 aab + ac + bc = 9.
Urcete objem krychle, ktera ma stejdlouhou &lesovou uhlofi¢ku jako zadany kvadr.

Reseni: Ozna&ime délku hrany krychlek. Télesova udhloficka kvadru méa délku
Va? + b2 + c2, délka tlesové thloficky krychle jev3k. Dostavame tedy rovnici
Jaz + b2 + ¢ =3k,
kterou umocnime a mame
a? + b? + c? = 3k2.
Polynoma? + b? + ¢? je symetricky polynom a plati® + b? + c? = o — 20,, tedy
0?2 — 20, = 3k>.

Ze zadani itom vime, Zzes; =a+ b+ c =6 ao, = ab + ac + bc = 9. TakZe

62 — 2.9 = 3k?,
Upravouk? = 6, k = v/6. Hledany objem krychle potom je
V =k3=6V6.

Priklad 55 Re$te samostatrsoustavu rovnic:
x3+y3 =28
x+y=4

Vysledek: {[3,1],[1,3]}.



Ulohy k procvicéenti

1. Definujte polynomn promennych a jeho stupie
Definujte homogenni a symetricky polynom.
3. Urcete stupi nasledujicich polynoth Jsou homogenni nebo symetrické?
a. x—y,
b. 3xy + 2x?,
4xy? + 3x + 3y + 4x?y,
5x +y2—17,
xy? + yz? + zx?,
f. xy?+yz? + zx* + x%y + y?z + z%x.
4. Uzitim binomické ¥ty napiSte mocninny séat s, = xf +x; pomoci
elementarnich symetrickych polyném
5. Vyjadiete polynom(x + y)(y + z)(z + x) pomoci elementarnich symetrickych
polynomi.

N

®© oo

Vysledky:

3. a. 1, homogenni, b. 2, homogenni, c. 3, symetricky2, neni homogenni ani
symetricky, e. 3, homogenni, f. 3, homogenni a sgokey

4. s, = oy —4ofo, + 207

5. 040, — 03.

55



Literatura

BARBEAU, E. J.:Polynomials Springer — Verlag New York Inc., 1989
BIRKHOFF, G.,MAC LANE, S.:PrelWad modernej algebryPraha: SNTL, 1979

BLAZEK, J., KOMAN, M., VOJTASKOVA, B.: Algebra a teoreticka aritmetikd?raha: SPN,
1985

HERMAN, J., KUCERA, R., SM3A, J.: MetodyreSeni matematickych GlohBrno: RF MU,
1996

HORAK, P.: Polynomy 1. vydani. Brno: UJEP, 1978



