Kapitola 1

Neurcity integral

1.1 Primitivni funkce a neurcity integral

V kurzu Matematicka analyza 1 jsme se seznamili s pojmem derivace, naucili se
derivovat nékteré elementarni funkce a rekli si téz nékteré aplikace derivaci. Jednou
z nich byla i aplikace fyzikélni, a to v(t) = §'(t)—slovy okamzité rychlost je prvni
derivaci drahy podle casu. Je-li ndm znamo jak se méni draha pohybujiciho se télesa
v zavislosti na case, snadno spocitame, jakou rychlosti se hmotny bod v daném
case pohybuje. Co kdyz vSak zname zavislost okamzité rychlosti na ¢ase a nezname
dréhu? Z fyziky vime, ze u pohybu rovnomérné zrychleného plati pro rychlost vztah
v = at, kde a je zrychleni; pro tento typ pohybu se jedna o konstantu. Vime, ze
draha pohybu rovnomérné zrychleného je déna vztahem s = %atQ + S0, kde s¢ je
konstanta, jejiz fyzikalni vyznam je dréaha v ¢ase t = 0. Snadno se presvédcime, ze
s'(t) = v(t) = at.

Vim, ze vam aplikace moc pod fousy nelezou, proto se abstrouham od pohybu
a problém postavim ¢isté matematicky. Otazka zni, zda napt. funkce f : y =«
neni derivaci néjaké funkce. Bez velkych problému zjistime, ze kyzené x obdrzime
derivaci funkce F': y = %x? Je ziejmé, ze tato nalezend funkce neni jedind mozna,
problém ftesi jakakoliv funkce F': y = %xz + ¢, kde ¢ je konstanta. Zeptam-li se,
kterou funkci musim zderivovat, abych dostal cos x, tak mi asi kazdy fekne, ze je
to y = sinx 4 ¢. Avsak ruku na srdce, kdo je mi schopen béhem jedné minuty fici,
ze potiebuji derivovat funkci F': y = %x — %Lsin 2x + % sin4x + ¢, abych obdrzel
pomérné jednoduchou slozenou funkce f : y = sinz? Tusfme, Ze tyto vypocty
budou slozitéjsi nez derivovani, které v jednodussich piipadech zvldada i medveéd
Brumla mého pritele RK, takto domptéra v jednom nejmenovaném cirkuse.

My se vsak nenechame odradit a jsouce povzbuzeni slovy basnika Jana Nerudy
ze maly ten kdo m4 jen maly cil shrneme dosavadni poznatky do prvni definice.

Def. 1.1 Necht F(z) a f(z) jsou funkce definované v otevieném intervalu I. Funkci
F(z) nazgvdme funkci primitioni k funkci f(x), jestlize pro vSechna x € I plati

Fi(x) = f(x).

7 uvodnich poznamek nam plyne rovnéz nase prvni véta, kterou si jisté sami
dokézete coby cvicen.
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Véta 1.1 Nechtf F(z) je primitivni funkci k funkci f(z). Pak i libovolnd funkce
G(z) = F(z) + ¢, kde ¢ € R je libovolnd konstanta, je funkci primitioni k funkci

f(z).

K této vété uvedu dvé pozndmky. Graf primitivni funkce G(z) vznikne posu-
nutim grafu funkce F'(x) o ¢ ve sméru osy z. Mezi mnozinou vsech primitivnich
funkei k f(z) a mnozinou R existuje bijekce. V preddmétu Teorie mnozin se pak
dozvite, ze tyto mnoziny maji stejnou mohutnost, ale to ponékud predbiham.

Je namisté situaci z predchozi véty néjak pojmenovat.

Def. 1.2 Mnozinu vsech funkci primitivnich k funkci f(z) nazjvame neurcitym
integralem funkce f(x) v intervalu I. PiSeme

[ o =

Funkei f(x) nazgvdme integrandem, symbol [ integracnim znakem. Cely proces
budeme nazyvat integrovanim (integract) funkce f(x).

F(z) +c, rel

Zahadny symbol dx tam zatim piSte a nepremyslejte o ném. Jakmile se probojujeme
k integralu urcitému, tak jeho vyznam oziejmime.
Otéazku, zda uvedeny proces ma smysl fesi nasledujici véta.

Véta 1.2 Ke kazdé funkci spojité na intervalu I existuje v tomto intervalu funkce
primaitiont.

Pustme se tedy chuté do hleddni funkei primitivnich, tedy do integrovani.
Neékteri narodové ¢tou zprava doleva, vezmeme-li si z nich priklad a precteme-
li vzorce pro derivovani timto smérem, dostaneme sadu zdkladnich vzorct pro
neurcity integral.

1.1. [0dx=c
1.2. [de=z+c

1.3.

fm”dx:””il n# —1

14. [Ldz =In|z|+c

1.5. fexdm =e* +c

1.6. [a%dr =L 4, a#1

Ina

a>1,

1.7.

[ sinzdz

1.8. [ cosxdx

f cos? x
f 1
sin?

dx

1.9.

1.10. dz

1.11.

—cosx +c
=sinx +c¢
=tgxr +c

= —cotgx + ¢

1 o .
i mdw = arcsinz + ¢
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112, [ mde = arctgz + ¢

U v8ech vzorcu predpokladdme, ze plati pro vSechna piipustna x.

Sami citime, ze podle uvedenych vzorci bychom moc integrali nevyftesili. Zkusime
tedy patrat, zda bychom nemohli obratit i jiné vzorce a véty z derivaci. V piipadé
linedrni kombinace funkci budeme spésni, neb ta se integruje na stejném principu
jako se i derivuje, jak nam to tika nasledujici véta.

Véta 1.3 Necht vintervalu I existuji neurcité integrdly funkci fi(z), fo(z),. .., fo(x)
a necht ci,ca, . .., ¢y jsou libovolné konstanty. Pak existuje i neuréityj integrdl funkce

f(@) = cifi(x) + eafolx) + -+ + cnfulz)

a platt
/ e fi(@) + eafo(@) + -+ eaful)dz = ¢ / fi(@)dz+e, / fol@)dzt- e, / fulz)da

Nekteré integraly muzeme jednoduchou upravou prevést na tzv. integraly ta-
bulkové, jak se o tom presvédéime v nasledujicim piikladu.

Priklad 1.1

c 2 1— 2 1
/tg2xda:—/sm xdx—/ﬂdx—/ —1)dx
cos? x cos? x cos? x

Nyni s vyuZitim vzorce 1. 9. a véty 1. 3. mdme

1 1
/ —1 da::/ dx—/lda::tgx—x—l—c
cos? x cos? x

Bohuzel vyse uvedena je véta je nasim poslednim tspéchem v tomto sméru. Na
rozdil od derivaci neexistuji vzorce pro derivaci soucinu a podilu. Malou utéchou
nam budiz skutecnost, ze ze vzorce pro derivaci soucinu lze odvodit vzorec pro
tzv. derivaci per partes, po ¢esku po cdstech. Toto pro snadnost ponechavame jako
domaci cviceni a budeme pokracovat patii¢nou vétou.

Véta 1.4 Necht funkce u(x) a v(x) jsou spojité v intervalu (a,b) (miZe byt i a =
—00 ¢ b= 00) a necht maji v tomto intervalu spojité derivace. Pak zde plati

¢t Strucnég
/uv’dm = uv — /u/vdx

Pouziti této metody si ukdzeme na nékolika ptikladech.
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Priklad 1.2 Vypoctéte integrdl [ ze®dx. Jelikoz mdme integrovat soucin funkci,
muzeme to zkusit metodou per partes. Nadémné je i to, Ze oba soucinitele umime
deriwovat a integrovat. JelikoZ se e® memeéni ani pri integraci ani pri derivaci,
zamérime svou pozornost na druhého cinitele. Zatimeo [ xdr = % + ¢, tak de-
rivace ' = 1. Volba je tedy jasnda— u = x, v’ = 1, v' = e*, v = €. Podle vzorce

je
/xegcdx = ge® — /e”’dm =ze® —e* +c.

Metodu per partes lze pouzit i opakované, musime vSak vidét svétlo na konci
tunelu, nikov vsak od protijedouciho vlaku.

Priklad 1.3 Vypoctéte integrdl [ z*sinadr. Volime u = a?

v = —cosx. Podle vzorce je

,u = 2x, v = sinx,

/x2 sin zdr = —a? cosx—l—Z/xcosxdx

Na integrdl [ xcosxdx pouzijeme opét metodu per partes s volbou u = x, u' = 1,
v = cosx, v =sinz a obdriime

/xcosxdx:xsinm—/sina:dx:xsinx—f—cosa:.

Je tedy

2

22 sinzdr = —x?

cosx + 2(xsinx + cosz) + ¢

Dalsi zpusob pouziti metody per partes ukazuje néasledujici priklad.

Piiklad 1.4 Vypoctéte integrdl [Inzdx. Zpocdtku nds asi zarazi, Ze zde neni
zZadny soucin. To nas vsak nesmi odradit, podle Palackého véty st ho prosté vy-
tvorime—1.x. Pak uZ je volba jednoznacnd, a to u =Inx, u' = %, vV=1av=nux.

Aplikaci metody per partes mdame

1
/lnxdx:xlnx—/—.x:xlnx—$+c.
T

Obdobnym zpuisobem muzeme integrovat i funkce cyklometrické, jejichz integraly
jste v prehledu zakladnich vzorcu jisté postradali. Zavérem jesté jeden zpusob, jak
lze vyuzit tuto metodu.

Piiklad 1.5 Vypoctéte integrdl [ e” sinxdx. Zde soucin mdame, obé funkce lze snadno
derivovat 1 integrovat, tady je tézké si vybrat. Po delsim premysleni zvolime ndsledujici
moznost: u = sinz, u' = sinz, v = v = e*. Aplikujeme patricny vzorec a mdme

/em sinxzdz = e* — /e”” cos xdzx.

Z vysledku jsme trochu rozpaciti, mame vsak pevnou vuli a z nastoupené cesty ne-
sejdeme. Volba bude v = cosx, u' = —sinx a v’ = v = e*. Vysledkem pak bude

/e”” sinzdr = e*sinx — (ex cosT + / e’ sin xdx) )
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Ocitli jsme se ve stejné situaci, v jaké byl jisty Australan, ktery na dotaz svého
kamardda, pro¢ md na hlavé bouli, odpovédél: Ale koupil jsem si movy bumerang
a ten stary jsem odhodil. Nam tato rdana do hlavy ale nevadi, naopak se nam v
ni rozsviti, protozZe si vsimneme, Ze po odstraneni zdvorek maji integrdaly opacnad
znaménka. Vise uwvedeny vztah mizZeme tedy chdapat tak, Ze se jednd o rovnici, v niz
je mezndmou zadany integrdl, ¢i cheete-li zavedeme substituci [ e” sinxzdx = t. Po
vyresent rovnice zjistime, Ze je

/ex sin vde — © (sin a:2+ cos ) te

Podobné neexistuje univerzalni vzorec pro integraci funkce slozené, na zakladé véty
o derivaci slozené funkce vsak muzeme odvodit vétu o substituci v integralu.

Véta 1.5 Necht funkce F(t) je primitivni funkci k funkci f(t) v intervalu (o, 3).
Necht funkce t = o(x) md derivaci @' (z) v intervalu (a,b) (intervaly mohou byt i
nekoneéné). Pro kazdé x € (a,b) necht je ¢islo p(x) € (a, B). Pak v intervalu (a,b)
je funkce F(p(x)) primitivnd funkci k funkci f(p(x)), tedy plati

/f@@»dwwx—FW@D+c

¢ obuykleji
[ fet@ne e = [ s =Fe)+e
kde t = p(x)

Metodu substituéni muzeme pouzivat v dvoji podobé. Vy byste méli zvladnout
situaci, kdy je v integrandu néjaka slozena funkce vynasobena derivaci jeji vnitini
slozky, jak je to ukdzano v nasledujicim prikladu.

Priklad 1.6 Vypoctéte integrdl fsinsxcos xdx. Zvolme substituci t = sinz, po-
tom je dt = cosxdxr. Tyto udaje dosadime do integrandu, ¢imzZ jsme postaveni
pred novy problém spocitat integrdl [ t3dt. Toto jest tzv. integrdl tabulkovy, ktery
spocitame podle vzorce 1. 8. U neurcitého integrdalu je slusnost vrdtit se k puvodnim
promeénnnym, takZe mdme

t9 9
/sin8xcosxda::/t8dt:§—l—c: smg x+c.

Nékdy v integrandu nemame piimo derivaci vnitini slozky, avsak po upraveé ji
tam dostaneme. V nasledujicim prikladu je ukol pro déti v materské skole.

Piiklad 1.7 Vypoctéte integrdl fx26x3dx. Vnitind slozka je x3. Zvolime substituci
2% = t, dt = 3a%dx. Jak vidime, v integrandu chybi ¢islo 3, proto je tam doddme
zndamou fintou ve formé vyndsobend jednickou tvaru 3 - % Mdme tedy

1 1 1 1
/ZBQGdeQZ = §/3$2€x3d$ = 3 /etdt = get +c= §€x3 +c.
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Ne vzdy je uprava takto snadnd a je tfeba trochu invence jak si ukazeme v
dalsim prikladu.

Priklad 1.8 Vypoctéte integrdl f%dx NezZ se pustime do hledani literatury
abychom tento osemetny integrdl spocitali, tak se trochu zamyslime. Urcité si vsimneme,
zZe se exponenty lisi o dvojku a dame-li si to do souvislosti s faktem, Ze v derivaci
funkci tangens ¢i kotangens se funkce z integrandu vyskytuji ve jmenovateli prdavé

v druhé mocniné. Zkusime tedy ndsledujici upravu.

-6 - 6
sin® x sin® x 1 1

3 d[E: —G—de: tgﬁx 5 dI
cos® cosbxr cos’zx Ccos® &

Substituce t = tgx, dt = @dm je nabiledni a muzeme pokracovat.
1 t’ tg’
/tg6x- dx:/tGdt:—+c: gx+c.
cos? 7 7

Dulezité jsou integraly typu [ %dm. Tento typ integralu fesime substituci t =

f(z), dt = f'(x)dz, kterd vede na integral [ % = In|¢|+ c. Do vaseho vzorcovnicku
si tedy muzete pripsat dalsi vzorec.

f/(x) =1 X C
[ Fie = miswl +

Kdyz uz jste v tom pripisovani, tak si dodejte dalsi dva.

/tgxdx = —In|cosx|+¢

/cotgxdx =In|sinz| + ¢

Na tento vzorec si dame jesté tii priklady, kdy integrand musime nejdiive upra-
vit.

Piiklad 1.9 Vypoctéte integrdl [ L__dx. Integrand upravime ndsledujicim zpiisobem.

sin x cos

1 1 1
/,—dx:/.—dx:/mdlenﬁgx\—kc
sinx cos S . cos? o tgx

Cos T

Piiklad 1.10 Vypoctéte integrdl [ ﬁdl‘. Vyuzitim zndmého vzorce integrand upravime
nasledujicim zpiusobem.

1
1 1 cos2 2 dx T
/sinx * /QSinECOS£ . /tg% 2 t g2 te

2 2

Piiklad 1.11 Vypoctéte integral f ﬁdm. Priklad je podobnyj jako predchozi, proto
st vzpomeneme, Ze chee-li matematik varit ¢agj, musi byt cajnik prazdny a v kredenci.
No a my dostaneme cajnik do kredence za pomoci vzorce cosx = sin(x+ 7). Je tedy

/1d /—1 d 1t1(+7r>+
xT = T = In - i - C
cos T sin(z + %) ) 2

Pripomindme, Ze jsme vlozili substituci x + 5 =1, dv = dt.
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Vratme se jesté k piedchozi substituci a provedme obecnou tvahu. V integralu
[ f(ax + b)dx provedeme substituci ax + b = t, ade = dt ¢i de = 2dt. Proces
integrace probéhne jako v piipadé integrace funkce f(x), jen nesmime zapomenout
vysledek podélit ¢islem a. Pripiste si dalsi vzorec

/fa:c—i—b 1F(ax+b)

Pii pouziti tohoto vzorce jakoz pfi neurcitém integrovani vubec je treba fistrén,
jako je tomu v dalsim ptikladu.

Piiklad 1.12 Vypoctéte integrdl [ ———dx, x € (e,00). Ten interval jsem tam
dal proto, abych nemusel pouZivat absolutni hodnotu v jiZ tak slozitém vyrazu. Inte-
grand ma smysl i pro jind x, podumejte. Po delsi ivaze jsem se rozhodl pro substituci
t=Inx, dt = df. Mdame tedy

1 dt dt
/—dx:/—dt: =Inlnt+c=Inlnlnzx +¢

zlnz - Inlnx tint ln

Pokud se vsak odvdZeme a zavedeme substituci t =Inlnx, dt = ﬁ%dm, je

1
/—dx:/@:lntjtc:lnlnlnx—kc
zlnz - Inlnx t

Substituci muzeme pouzivat i v ”opaéném sméru”, navod ndam k tomu poskytne
nasledujici véta.

Véta 1.6 Necht funkce f(x) md v intervalu (a,b) primitivni funkce F(z). Necht
ddle funkce x = g(t) md v intervalu (o, 8) derivaci ¢'(t) a necht k této funkci
existuje v (o, B) funkce inverznit = ¢(z), x € (a,b). Pak plati

/ f(@)de = / flo — 0(t) + C = F{glp(a)]} + ¢

Pouziti této véty si ukazeme na prikladech.

Priklad 1.13 Vypoctéte integrdl [ G(fdff), € (a,b). Danyg integrand je v inter-

valu (0,1) spojity. Abychom odstranili druhou a treti mocninu soucasné, poloZime
x =t% dv = 6t5dt. Tato funkce je spojitd v intervalu (0,1), md zde i spojitou deri-
vact, je v ném rostouct a zobrazuje tento interval na interval (0,1) pro proménnou
x. Prislusnd inverzni funkce je zrejmé t = .

/ (\/\[—di/_) /6(t3—tt23)-6t5dt _/tt——61dt

Provedeme-li naznacené deleni v integrandu, obdrzime

v dt E+t'+ 3+ +t+ 1+ ! )dt = t6+t5+t4+t2+t+l [t — 1|+
= —)dt = = — ni|t— c
t—1 t—1 6 5 4 2

Jak jsme 7iZ rikali, slusné vychovdani ndm wveli vrdtit se k puvodni proménné x, v
koneéném disledku tedy je
Vadx r  Vadb Va2 Yxr Yz
= —— + 2
6(y/x — /) 6 5 4 3 2

Ve —1|+c¢
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Zkusme jesté jeden.

Priklad 1.14 Vypoctéte integrdl f\/a2 —22,a >0, z € (—a,a). Zde pouzijeme

substituci x = asint, t € (—5,5), dx = acostdt. Dosadime do integrandu a
upravime.

/\/ a? — 2%dx = / Va2 — a?sin®t costdt = a? / V1 —sin?t costdt = a> / cos? tdt

K vypoctu tohoto interdlu muzZeme pouZit vice zpusobu, nejlepsi a nejkratsi cesta k
vysledku vede pres vzorec pro polovicni uhel.

a? a’ 1
az/cos%dt = ?/(1 + cos 2t)dt = 5 <t—|— §sin2t) +c

Abychom ukdzali, Ze se nam dostalo slusného vychovdni, vzpomeneme si na vzorec
pro dvojndsobny thel a tzv. goniometricou jednicku. Vysledek upravime na tvar

2

a 1 a? a?
5 (t + EsiHZt) = E(t +sintcost) = E(t +sint - V/1 —sin?t)
Ze substitucni rovnice x = asint mdme t = arcsin 2, po dosazeni a drobné tuprave,

kterou jpisté odhalite sami mame

a® r T
/\/(12—1’2 = ?arcsin——i-a\/a?—ﬁ—l—c
a

1.2 Integrace racionalni lomené funkce

Velice casto jsme postaveni pred tikol integrovat racionélni lomenou funkci, proto se
této problematice budeme vénovat podrobnéji. Nejprve si vezméte vase poznamky z
algebry a zopakujte si vSe, co vite o polynomu a racionélni lomené funkci. Definice
a vety budu zminovat, jen nékdy je vsak budu uvadét v jejich klasické podobé.
Zaénu pripominkou skutecnosti, ze kazda neryze lomena racionalni funkce muze byt
vyjadiena jako soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce. Jelikoz integrace
polynomu je brnkacka, budeme se vénovat pouze integraci ryze lomené racionalni
funkce.

Jiz staff Egyptané pouzivali tzv. kmenové zlomky, tedy zlomky typu % ostatni
zlomky vyjadiovali pravé pomoci téchto kmenovych, tedy naptiklad % = 2% + 1%.
U ryze lomené raciondlni funkce plati néco obdobného. Zopakujte si pojem koten
polynomu a vézte, ze kazdy polynom lze rozlozit na sou¢in polynomu stupné nejvys
dva. Pak lze formulovat nasledujici vétu.

Plz)
Q(z)

Q(z) = alx — ozl)kl ooz — am)km (1:2 + pix + ql)l1 . (mz + ppx + qn)l",

Véta 1.7 Necht je ddna ryze lomend raciondlni lomend funkce a necht plati

pritom oy je koren polynomu Q(z) ndsobnosti k; a kvadratické polynomy odpovidagji
komplexné sdruzenym kotenum ndasobnosti l;. Pak existuji jednoznacéné uréend redlnd
¢isla oznacend velkymi pismeny tak, Ze plati

P(J?) o Al A2 Ak1

Q) r—ai  @-ap  woagh
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B, By By,
_|_ _|_ _I_ e —_—
T =y (= apy)? (T — Quy)Fm
K1$+L1 K2x+L2 N Kl1x+Ll1
224+pr+q (224 pxe+q)? (22 4+ prz+ q)h
M1{E—|—N1 M2$+N2 Mlnx+Nln
2+t + G (22 pax + gn)? (22 + pnx + )l

Uznévam, ze ta véta je strasnd a dokaze odpudit vétsinu lidi od studia mate-
matiky. Le¢ nehdazejte flintu do zita, mohl by ji tam nékdo najit a vy byste méli
problémy. Na nasledujicich ptikladech uvidite, ze je to véta velmi jednoducha a
porozumi ji kazdy z vés. Nez se pustime do vlastniho rozkladu, uvedu jesté dveé
veéty.

Véta 1.8 Necht P(z) a Q(x) jsou mnohocleny stupné n a necht se shoduji pro
n + 1 hodnot proménné x. Pak jsou tyto mnohocleny totozné.

Véta 1.9 Necht P(x) a Q(x) jsou mnohocleny stupné n a necht se shodugji vsechny
koeficienty u tychZ mocnin Pak jsou tyto mnohocleny totozné.

Nyni se s optimismem pustime do feseni prikladu. Budeme hned fesit integral.

Priklad 1.15 Vypoctéte integral f%dx. Je to integrdl ryze lomené
raciondlni funkce, nejdrive rozloZime jmenovatel na soucin polynomi stupné nejvys
dva. Po jistém usili, napriklad pomoci Hornerova schématu zjistime, Ze polynom
ma tri redlné koreny x =1, x =4 a x = 6. Verim, Ze jste zacali hledat koreny jen
mezi deéliteli ¢isla 24. Patricny rozklad bude

5x2 — 39x + 64 A N B N C
23— 1122 +34x—24 x—1 -4 x—6

Zatim neurcité koeficienty A, B a C' uréime ndsledugjicim zpusobem. Rovnici vyndsobime
spolecnym jmenovatelem a obdrzime

502 — 3924+ 64 = A(x — 4)(z — 6) + B(x — 1)(z — 6) + C(x — 1)(z — 4)

Vzpomeneme si na vétu 1. 8. a prinutime polynomy na levé a na pravé se rovnnaly
dosazenim tri ruzniych hodnot x . Samozrejmé muzeme dosadit libovolné hodnoty,
ale podivame-li se na pravou stranu, mélo by nds trknout, Ze bude velmi vijhodné
dosadit prdave koreny.

r=1=30=10A=A=2

r=4=-12=-6B=B=2

a konecné
r=6=10=10C=C=1

Je tedy

522 — 39z + 64 2 2 1
dr = dr =1 — 1%z —4)*(z -6
/<x3—11x2—|—34$—24) o /(x—1+x—4+x—6) v =n|( ) (@ ) (= )I+e

Pokud koukdte na vysledek ponékud neduvérive, zopakujte si pravidla pro loga-
ritmovans.
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Priklad 1.16 Vypoctéte integrdl [ L&;’?daz. Zde jsou koreny jiZ naznaceny,
prislusny rozklad bude

—22 4+ 272 — 32 A B C

= + +

(x—12(x—-7 (r—12 z2—-1 x-7
Volba x = 1 ddvda —6 = —6A = A =1, volba v = 7 ddvd 136 = 36C = C =
3. Jelikoz ndm koreny dosly, zvolime jeste x = 0 a s vyuZitim jiZ spocitangch
koeficienti mame —32 = =7+ TB + 3, tedy B = —4. Je tedy

/?jiSZi:fi“i/(@jly—$i1+xi7)m::
N Ol

1
=1 Mo

+c

S ptipadem, kdy polynom ma pouze realné koteny jsme se jiz popasovali, hodime
nyni ¢ucku na piipad, kdy ve jmenovateli je nerozlozitelny (ireducibilni) polynom
stupné dva. Budeme se pro zacatek zabyvat jen patficnym parcidlnim zlomkem.

Priklad 1.17 Vypoctéte integrdl | md:p Diskriminant je roven ¢islu -4, trojélen
nelze ddl rozlozit. Mame vsak stésti, v citateli je skoro derivace jmenovatele, jen je
ten vyraz ponékud maly. Tak si ho zvéetsime znamym trikem, kdyZ ho vyndsobime
jednickou tvaru 2 - % Mame tedy

z+3 1 2x 4+ 6 1
————dr == | ——————dr=-In(2* + 62 + 10)+c = In V2?2 + 62 + 10

Jisté vite, pro¢ misto absolutni hodnoty tam vyskocily jen zavorky a kde se nakonec
vzala ta odmocnina.

Priklad 1.18 Vypoctéte integrdl [ 2+16dm Tady nam zase vadi ta Sestndctka,
kdyby tam byla jednicka, tak je to jasny arkus tangens. Toz si ji tam podle Palackého
vety vytvorme.

(S S S SR N U U S SNRURDUNS BN
21167 16) 217 T 6 eyl 2" = gurctg +o

Piiklad 1.19 Vypoctéte integral [ xzijf%dx. Spojime-li poznatky z predchozich
dvou integrdlu, muzZeme psat

/ r+6 p 1/ 2x + 12 d 1/ 2x + 4 p +/ 4 J
—  dr == | ——m—dr =~ | ———dx —dx
224+ 4z +5 2 ) x2+4x+5 2 ) a2 +4x+5 2+ 4z +5

Jednotlivé s¢itance budeme integrovat zvldst.

1 2v +4
L= =222 gr—tn(a®+4
1 2/$2+4x+5x n(z®+4zr+5)+c

4 4
L= ———dr=| ——————dx = 4arct 2
5 /x2—|—4x+5$ /(az‘+2)2+1$ arctg (z +2) + ¢

Doufdm, Ze jste si vzpomnéli na upravu zvanou doplnéni na ¢tverec. Zadany integrdl
je tedy

6
/w2i1$+5dx:1n($2+4$+5)~|—4arctg(33+2)+c
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Na zaver jesté jeden piiklad.

Piiklad 1.20 Vypoctéte integrdl f ﬂ;ﬁ%dw Nejprve rozlozime na parcidlni
zlomky

222 + 13x — 25 A Bx +C

(x +1)(2? + 22z + 10) x+1+x2+2x+10

Znamou upravou obdrzime

202 + 13z — 25 = A(2* + 22+ 10) + (B + C)(z + 1)
a po rozndsobeni
22% + 132 — 25 = Ax? + 2Ax + 10A + Ba®> + Br + Cx + C

Koeficienty spocitdime porovndnim soucinitelu u odpovidajicich si mocnin, ¢imz
obdrzime soustavu tii rovnic o tri nezndmgch.

2 = 2A +C
13 = 2A +B +C
—-25 = 104 +C

Resenim jsou ¢isla A = —4, B = 6, C' = 15. VyuZitim vise wvedenych poznatki
mame

/ 222 4+ 13z — 25 d /—4dw N 1/ 2z + 2 d +/ dx
xr = — —_—AaX _— =
(x +1)(2? + 2z + 10) r+1 3 ) 2242x+10 (x+1)2+9

1 1 1
:—41n|$+1|—|—§1n(:p2—|—2x+10)—|—garctg%—kc

Takto jsouce vybaveni, muzeme kone¢né pristoupit k vypoctu integralu, bude
hodné zélezet na tom, kolik tloh spocitate. Mam pro vas jesté dvé zpravy, jedna
z nich je dobra a druha Spatnd, ja je uvedu v opacném poradi nez jak je obvyklé
u vtipt. Spatnou zprévou je to, ze pies vechnu uvedenou teorii se ndm nepodaif
vzdy najit analytické vyjadieni neurcitého integralu. Napiiklad [ Si%dm =7. To je
rozdil oproti derivovani, kdy umime zderivovat kazdou elementarni funkci. Dobrou
zpravou je skutec¢nost, ze existuje mnoho knizek, kde jsou ruzné integrédly tabe-
lovany, ty poradné spravoéniky obsahuji stovky vzorcu a tim se vyhneme c¢asto
mnoha slozitym vypoc¢tum. Dfinu strojum, pardon tabulkam. Zavérem této ka-
pitolky vam jesté feknu, ze zatimco derivace predstavuje jednosmérnou ulici, k
integralu muzeme dojit mnoha cestami, jde o to vybrat tu nejpohodlné;jsi.
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Kapitola 2
Urcity integral a jeho uziti

2.1 Definice a metody vypoctu

Nyni se pustime do integralu urcitého, nemohu jinak, nez zacit problémem z fyziky.
Nasim tkolem je vypocitat praci, kterou vykona plyn pti déji izotermickém, zmeéni-li
se jeho objem z hodnoty V; = 1m? na hodnotu V5 = 1m?3. My sice mame k dispozici
pomérné jednoduchy vzorec W = pAV, le¢ tento plati jen pro déj izobaricky, kdy
je tlak konstantni, kdezto pti déji izotermickém se tlak méni v zavislosti na objemu
podle Boyle-Mariotova zdkona pV = konst.. My pro jednoduchost polozime tuto
konstantu rovnu jedné, prosté si vybereme tu teplotu, pti niz to tak je. Je tedy
p= % Tato funkce je na intervalu [1; 2] spojitd, dokonce je zde klesajici.

Jelikoz je to problém technicky, nepotiebujeme vysledek presny na miliony de-
setinnych mist. Proto budeme uvazovat takto: Jelikoz tlak béhem celého déje klesé,
nemame k dispozici zadny vzorec. Rozdélme tedy déj na nékolik fazi, kdy se tlak
sice zmeéni, ale ne zase tak moc, abychom ho s pfimhoutenim obou o¢i nemohli
povazovat za konstantni. Pak muzeme pouzit vzorec pro déj izobaricky a celkovou
praci uréime tak, ze secteme jednotlivé diléf visledky. Reknéme, ze budeme objem
brat po 0,2, dostaneme nésledujici hodnoty.

vV 1,0 1,2 1,4 16 1,8 2.0
p 1,00 0,83 0,71 0,63 0,56 0,50

Pesimista si fekne, ze vezme nejmensi hodnotu z kazdého intervalu a vyjde mu
W =1(0,83+40,71 40,63 + 0,56 + 0,5).0,2=0, 65. To optimista vi, ze parni stroj
je tizasné sily zdroj a vezme si naopak ty hodnoty nejvétsi, ¢imz ziskda W = (1 +
0,8340,7140,6340, 56).0,2=0, 75. Je jasné, ze pesimista to podcenil a ze skutecné
vykonand prace bude vétsi, zatimco u optimisty je tomu naopak. Reknéme, ze
pujdeme zlatou stfedni cestou a prohlasime, ze plyn vykonal praci W = 0,70J.
Také vime, ze kdybych nebyl liny a rozdélil interval na vice dilku, byl by vysledek
presnéjsi. Také jsem mohl zvolit jiny zpusob déleni a to takto. Zpocatku klesa tlak
pomérné rychle, intervaly budou kratsi. Ke konci pak mohu volit tseky delsi, nebot
tlak jiz tak prudce neklesi. K tomuto prikladu se jesté vratime.

Zkusme jesté jeden priklad, a to vypocet obsahu obrazce omezeného kiivkami
y =02 =0 =1,y = 22 Udéldme-li si obrdzek, jedna se o lichobéznik,
jehoz jedna strana se nam ponékud pokftivila. Zopakujeme-li postup z predchoziho
piikladu, tak zjistime, ze délime-li po 0,2, obdrzi pesimista hodnotu s = 0,24 a

13
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optimista S = 0, 44. Tentokrat nebudeme lini a déleni zjemnime na polovinu, tedy
délka tsecky na ose x bude 0,1. Pesimista ziska hodnotu s = 0,285, optimista
pak S = 0,385. Jiz od dob Archimédovych vime, ze spravnd hodnota je % K této
hodnoté se oba priblizuji, jeden odspodu a druhy od vrchu. Z hlediska konstrukce
je zfejmé, Ze ji ani jeden z nich nemuze pirekrocit.

Nyni jiz muzeme definovat ur¢ity integral.

Def. 2.1 Necht je v intervalu [a,b] ddna spojitd funkce f(x). Zvolme v tomto in-
tervalu n — 1 bodu xq,xs, ..., 1, 1, které vyhovuji nerovnostem

Aa=Tg<T<Te<...<xp_1<xp=0>

Interval [xy_1, x| nazveme k—tym podintervalem, jeho délka je Axy = x), — Tp_1.
Necht frink(), respektive fumar, (x) je minimdlng, resp. mazimdini hodnota funkce
v daném intervalu. Dolni soucet prislusny tomuto déleni je

5= fuink(x) Ay
k=1

Mnozina dolnich souctu je ohranicend shora, md tedy suprémum, které nazveme
dolni integrdl funkce f(x). Analogicky definujeme horni soucet

S =" fraw (¥) Az
k=1

Mnozina vsech hornich soucti je omezend zdola, md tedy infimum, které nazveme
horni integral. Jsou-li tyto hodnoty stejné, nazveme Riemannovym integrdlem funkce

f(x) a piseme fabf(x)dx

Zamysleme se nad tim, co by se stalo, kdybychom vypreparovali jednu funkéni
hodnotu f(x;). Matematicky ¢uch nam napovida, ze by hodnota integralu byla
stejnd, jeho definici bychom museli pozménit. Zmirnime pozadavek na funkci, bude
nam stacit kdyz bude na intervalu [a, b] ohrani¢end. Rovnéz nemuzeme uvazovat v
jednotlivych podintervalech maxima ¢i minima funkce, ale vzhledem k ohrani¢enosti
maji funkéni hodnoty v kazdém podintervalu infimum a suprémum. Upravime-li
v tomto smyslu vyse uvedenou definici, pak dostaneme opét Riemannuv integral.
Tento postup jsem zvolil proto, ze v otazce ke statnicim budete mit Riemannuv
integral zminén. Uvédomte si jesté, ze Riemannuv integral z ohranicené funkce
nemusi existovat. Napriklad f01 D(z)dx neexistuje, protoze horni integral je roven
jedné, kdezto dolni je roven nule. D(x) je v . mém pojeti oznaceni Dirichletovy
funkce, ktera je definovédna pro vSechna redlnd ¢isla a ma hodnotu D(z) = 1, x
racionalni a D(z) = 0 pro x iraciondlni.

My vsak budeme pracovat vétsinou s funkcemi spojitymi. Pokud se omezime
vyhradné na né, muzeme definici integralu zjednodusit nasledujicim zpusobem.
Vratme se k rozdélen{ intervalu [a, b] tak, jak je uvedeno v definici (2.1).

Def. 2.2 Norma déleni d intervalu [a,b] je dina vztahem v(d) = maxAxy.
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Def. 2.3 Integralnim souctem rozumime vijraz

Sy =Y f(&) Ay,

k=1

kde & je libovolné cislo z intervalu Axy.

Jinak feceno misto souctu dolniho a horniho mame jeden soucet integralni. Dalsi
dulezity pojem je limita integrdlnich souctu.

Def. 2.4 Cislo I nazveme limitou integrdlnich soucti S, jestlize ke kazdémue > 0
existuje takové d > 0, Ze nerovnost

S, —I| <e

je splnéna pro kazdé déleni d daného intervalu, pro které plati v(d) < §, a to
nezdvisle na volbé bodu &. Piseme

I=1lim>»  f(&)Az
k=1

Zduraznuji, ze tato limita je realné cislo zavislé na funkci a intervalu, nikoliv
vSak na déleni intervalu ¢ volbé bodu &. Konecné nasleduje pointa celého procesu.

Véta 2.1 Necht f(x) je spojitd v intervalu [a,b]. Pak limita integrdlnich soucti
existuje a plati

n b
I =l Y f(&)an = [ fla)ds
k=1 a

Této vete se ik zakladni véta integralniho poctu.

V dnesni dobé vykonnych pocitacu lze urcity integral snadno spocitat naptiklad
tak, ze budeme zjemnovat déleni intervalu tak dlouho az se horni a dolni soucet
nebudou v ramci pozadované presnosti lisit. Integruje se vesele vice nez tii sta let
a nasi pradédové neméli co se tyce vypocetni techniky takové moznosti jako my.
Jak si tedy pocinali? To naznaé¢i nésledujici definice.

Def. 2.5 Necht funkce f(x) je spojitd v intervalu I a necht F(x) je libovolnd funkce
k ni primitivni. Pak je

b
| #a)da =P ) - Pl
Takto definovany urcity integrdl se nazjvd Newtonuv.

Nyni mame integraly dva, matematici v rozmachu tvuréi ¢innosti definovali
integrély dalsi (Lebesque, Stielts,...). Jestli si myslite, ze tim vnesli do matematiky
pékny nepofadek, tak jste na velkém omylu, nebot plati véta:

Véta 2.2 Necht k funkci f(x) existuje vice uréitijch integrdli. pak jsou si rovny.
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Tedy zadny zmatek, naopak vyhoda, Ze vypocet néjakého integralu muzeme
nahradit vypoctem jiného, kdy je postup snazsi.
Vratme se k ivodnim piikladim. Prace plynu je pocitdna podle vzorce
%

— =[nV]i=In2—-Inl=1n2=0,69
1V

V tomto ptipadé jsme se skoro trefili, a to je déleni po 0,2 hodné hrubé.

Podobné je
3
1
20 — [T = ©
/x T [3]0 3

Archimédes mél pravdu a my jsme se tim to postupem taky moc nezmylili, vzdyt
kdybychom vzali prumérnou hodnot, tak bychom méli 0,335.

Nyni si ukdazeme vypocet urcitého integralu, jsme-li nuceni pii hledani primitivni
funkce pouzit metodu per partes. Postup je jednoduchy:

No a jeden priklad.
Piiklad 2.1

™

m
xsinzdr = [—x cos x| + / cosxdr = T
0 0

vvvvvv

Véta 2.3 Necht je v uzavieném intervalu I s krajnimi body a, b integrand tvaru
flg(2)]g'(z), kde funkce t = g(z) a jeji derivace ¢'(x) jsou spojité funkce v I a
zaroven f(t) je spojitd funkce pro viechna t = g(x), kde x € I. Pak plati

g(b)

b
/ﬁmmmm: st

g(a

Piiklad 2.2 Vypoctéte integrdl fog sin® x cos wdx. Samoziejmé Ze bychom se mohli
po substitucit navrdtit k puvodnim promeénnym, ale byla by to zbytecnd oklika. Nej-
vodneéjsi substituci se jevi t = sinx, dt = cosxdx. Pretransformujeme meze x =
0=t=0,x=75=1t=1. Potom je

% 1 t7 1 1
/ sin® z cos zdx = / tSdt = [—} = =
0 0 7 0 7

Véta 2.4 Necht funkce f(x) je spojitd v uzavieném intervalu Iy s krajnimi body a,
b, funkce o(t) a @' (t) necht jsou spojité v uzavieném intervalu I s krajnimi body
a a B, pricemz plati p(a) = a a @(B) = b a p(t) je v Iy ryze monoténni. Pak plati

b B
[ r@ae= [ flowre e

Nasleduje jeden priklad.
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Priklad 2.3 Vypoctéte integral f02 V4 — x?dx. Integrovand funkce je v intervalu
[0; 2] spojitd. PouzZijeme substituce x = 2sint, dx = 2 costdt. Nové meze urcéime ze
vztahi 0 = 2sina a 2 = 2sin 8. Mdme mnoho moznosti, nejjednodussi je o = 0,

s

B = 3. Funkce p(t)2sint a ¢'(t) = 2cost jsou v intervalu [0; 5] spojité a p(t) je
zde rostouci. Mdme tedy

2 3 3
/ V4 — x2dy = / V4 —4sin’t-2costdt = 4/ cos? tdt.
0 0 0

Vyuzijeme vzorec pro polovicni thel a mdme
bl 2 =~
4/ cos® tdt = 2/ (14 cos2t)dt = [2t + sin 2t]§ = 7.
0 0

Jestli pak jste st uvédomili, Ze jsme vypocitali obsah cturtkruhu s polomérem r = 2

2.2 Vlastnosti urcitého integralu

Zatimco ve cviceni trénujete vypocet urcitého integralu, my si dame trochu teorie
a uvedeme si nékteré vlastnosti urcitého integralu.

Véta 2.5 Pri zaméné mezi urcitého integrdalu se meni znaménko.

(ééﬂxﬂx:—iéaﬂxMx

Urcity integrél je aditivni, jak nam pravi nasledujici véta.

Véta 2.6 Necht f(z) je spojitd v intervalu I, obsahugicim libovolné poloZeneé body

a <c<b. Pak je
b c b
/f@@:/f@m+/f@m

Zobecnéni této véty si laskave udélejte jako doméci cvicend.
Také v ptripadé urcitého integralu mame vétu o stfedni hodnoteé.

Véta 2.7 Necht funkce f(z) je spojitd v intervalu [a;b]. Pak existuje aspon jeden
bod c € (a;b) takovy, Ze plati

b
&/f@szw—aM@)

Def. 2.6 Funkéni hodnotu f(c) danou rovnici

10 = = [ flands

nazveme stredni hodnotou funkce f(x) v intervalu [a;b].
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Abychom si udélali ndzornou prestavu, vratme se k rovnici v piedchozi véteé.
Je-li f(x) spojitd a nezdpornd v intervalu [a;b], je vyraz na pravé strané roven
obsahu kfivocarého lichobéznika ohraniceném tseckami |[AB|=b—a,z =a,x =
a funkei f(z) v intervalu [a;b]. Tento obsah je stejny jako obsah obdélnika se
zékladnou |AB| = b — a a vysce rovné f(c).

Piiklad 2.4 Urcete stiedni a efektivni hodnotu stridavého proudu, je-li i(t) =
Ilysinwt = Iysin 2%15. Jen tak pro zajimavost wvadim, Ze Iy je amplituda, i(t) je
okamzitd hodnota proudu a w = 2%, je uhlovd frekvence, T je perioda. Stredni
hodnotu budeme pocitat pro polovicni periodu.

‘ 2/51 o 2 T 27rt§ 9
Iy = — in—tdt = =+ — |—cos — = —.
T )y T T o | T, T

Efektivni hodnota je pak odmocnina ze stredni hodnoty i*(t). ToZ se do toho
pustme.

1

T 1 T [2
bof = T/o I2 sin? wtdt = —/0 I2(1 — cos 2wt)dt = Eoio, 707.

T

Efektivni hodnota stridavého proudu je iy = I—°2£O, 707. Jen pro wvysvétleni
nefyzikum. Efektivni hodnota stridavého proudu je hodnota intenzity proudu stej-
nosmeérného, kteryy ma na témze odporu stejny vigkon jako proud stridavy. Za domdci
cvicend si totéZ proved’te pro napéti. V nasich koncindch je efektioni napéti 230 V.

Dalsi véty jsou zrejmé.

Véta 2.8 Je-li f(x) spojitd a nezapornd funkce v intervalu [a;b] , plati

/a ’ F(z)dz >0,

pricemz rovnost plati pouze v pripadé, je-li funkce na tomto intervalu rovna nule.

Veéta 2.9 Necht f(x) a g(x) jsou spojité na intervalu [a;b] a necht pro vsechny
body tohoto intervalu plati f(z) < g(x). Pak je

/abf(w)dx < /abg(l’)dx-

Véta 2.10 Necht funkce f(x) je spojitd na intervalu [a; b] a necht pro vsechny body
tohoto intervalu plati m <3 f(x) < M. Pak plati

b
m(b— a) §/ f(x)de < M(b—a)

Tato véta se nazyva prvni véta o sttedni hodnoté a pouzivi se k odhadu hodnoty
urcitého integralu v piipadé, ze se nam nedafi najit primitivni funkci. Ukazeme si
to na priklade.
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Piiklad 2.5 Odhadnéte hodnotu integralu
| T
= x
o 10+ 23 —0,5co802 ++/T2x*+9

Funkci ve jmenovateli si oznacime ¢(z). Tato funkce je rostouci v intervalu [0; 1],
bo vSechny scitance jsou funkce rostouci. Je 12,5 < ¢(x) < 15. Ostrd nerovnost je
proto, Ze odecitame kvili kosinu malou hdonotu, kterou nezndme. Je tedy 1—15 <I<

1 , . . . . ..
5 Délka intervalu je jedna, proto jsem ji tam nepsal.

Véta 2.11 Necht f(x) je spojitd v [a;b]. Pak plati

/ )] < / | f(a)da

Nu a jesté druhou vétu o stfedni hodnoteé.

Véta 2.12 Necht f(x) a g(x) jsou spojité v intervalu [a; b] a necht g(x) je v tomto
intervalu nezdpornd a nerostouci. Pak existuje aspori jeden bod c € |a;b] takovy, Ze
plati

/  f@)g(e)dz = gla) [ s

Obdobnou vétu lze formulovat i pro ptipad, ze g(x) je v tomto intervalu nezdporna
a neklesajici. Jen meze integralu budou od ¢ do b.
jeji pouziti si opét ukazeme na piikladu.

Priklad 2.6 Odhadnéte hodnotu integralu

10007 i) o
dx
1007 x

Funkce f(x) = sinz a g(z) = % jsou v uvaZovaném intervalu spojité, funkce
g(z) je zde kladnd a klesajici. je tedy

10007 c
1 1
/ T T =— sinxder = ——(1 — cosc)
1007 T 1007 1007 1007

¢ je jisté cislo z uvedeného intervalu, musi pro né platit 0 < 1 — cosc < 2. Je

tedy
10007 _:
1
0 < / sin x dr < -

Zavérem tohoto odstavce si uvedeme dvé véty, které nam mohou znacné zjed-
nodusit vypocet nékterych integralu.

Véta 2.13 Nechl f(z) je funkce sudd. Pak plati

/_ F(a)dz 2/: F(@)da.

Véta 2.14 Necht f(x) je funkce lichd. Pak plati

_a f(z)dx = 0.
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2.3 Uziti urcitého integralu

V této casti si ukadzeme uziti ur¢itého integralu v praxi, zejména v matematice a
fyzice. Z definice integralu je patrnd prvni aplikace. Je-li f(z) > 0 v intervalu [a; 0]
je ff f(z)dz roven obshu kiivoc¢arého rovnobéznika ohrani¢eného osou z, funkef
f(z) a pfimkami o rovnicich x = a a = b. Vypocet si ukdzeme na piikladech.
Je-li obrazec ohranicen kiivkami f(z) a g(z), pficemz pro vSechna x € [a;b] je
f(x) > g(x), spocitame jeho obsah podle vzorce

b
P= / f(@) - g(x)) d.

V tomto piipadé neni nutné, aby funkéni hodnoty obou funkei byly nezaporné,
vzpomente si na Cavalieriho princip.

Piiklad 2.7 Vypoctéte obsah obrazce ohraniceného grafy funkei f(x) = %5 a
g(z) = x2. Grafy obou funkci magi dva spolecné body A[—1;1] a BI[l;
tohoto obrazce je

L2 L2 1]
P:/ —a? da::2/ — 2% ) dx =2 |2arctgr — —2*| =m1—=.
1 \1+2? o \ 1+ a2 3 1,

Piiklad 2.8 Vypoététe obsah rovinného obrazce ohraniceného krivkamiy = 2x—x?
ay = —x. Grafem proni funkce je parabola, kterd md vrchol V[1;1] a je cumdkem
nahoru. Grafem druhé funkce je osa druhého a ctvrtého kvadrantu. Musime spocitat
x—ové souradnice priseciki téchto dvou krivek, budeme tedy vesit rovnici 2z —x? =
—x. Tato rovnice md dvé resent, totiz x1 = 0 a x9 = 3, coZ jsou soucasné meze
integralu.

3, 17 9
>

P:/03[2x—x2—(—:c)]dx: kx -Z

0

Objem télesa, které vznikne rotaci nezdporné funkce f(x) v intervalu [a;b] se
spocita podle vzorce

V= ﬂ/ab f(z)dz.

Téleso jednoduse roziezeme krajeCem na salam na tenké platky, které muzeme
povaZzovat za valec, jehoZ objem je 7 f2(zo)dz. Potom jednotlivé platky zase slozime
dohromady, to je ten integral.

Jako priklad si odvodime vzorec pro objem rotacniho kuzele.

Piiklad 2.9 Odvod'te vzorec pro objem rotacniho kuzele. Toto téleso vznikne rotact
primky y = tx kolem osy x. Je tedy

UT22 20370 ,
V=nr — dr = |m——| = —=7r<v
0 U v

A jesté jeden.
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Priklad 2.10 Vypoctéte objem télesa ohraniceného plochami, které vzniknou ro-
tact parabol y =1 — 2%, y = 22+ 2 a primek v = —1 a z = 1 kolem osy x. Obrdzky
neumim, ale je zrejmé, Ze v daném intervalu je parabola c¢islo dva vidy nad para-
bolou ¢islo jedna, muzZeme pouZit stejny trik jako pri vypoctu obsahu krivocarého
lichobéznika.

1 1
V= 7r/ (22 +2)2 — (1 — 2*)?|do = 27r/ (62® + 3)dx = 27 [22° + 3x]; = 107.
_ 0

1

Pro vypocet délky krivky je dulezita nasledujici véta.

Véta 2.15 Necht krivka je ddna parametricky rovnicemi x = ¢(t), y = (i),
t € [a; B]. Maji-li tyto funkce v tomto intervalu spojité derivace (v krajnich bodech
zprava ¢i zleva), pak je tato krivka schopna rektifikace.

Slova rektifikace se nelekejte, matematici tim jen vyjadiuji skutecnost, ze ma
konecnou délku. Tuto délku spocitame na zakladé nasledujicich vét.

Véta 2.16 Jsou-li funkce ¢'(t) a ¢'(t) spojité v intervalu [o; ], pak délka | krivky
dané parametricky x = (t), y = ¥(t), t € [a; 5] je dana vzorcem

B
- / Vo0 T R0 dt

Jestlize si uvédomime, ze i funkce y = f(z) predstavuje vlastné parametrické
rovnice, kde x =t a y = f(t), 1ze snadno formulovat nasledujici vétu.

Véta 2.17 Délka oblouku grafu funkce y = f(x), x € [a;b] je ddna vzorcem

l:/ab\/mdm.

Priklad 2.11 Zkusme si nejprve odvodit vzorec pro délku kruznice. Zde nam prijdou
vhod jeji parametrické rovnice, které jsou v = rcost, y = sint, t € [0;2n]. Derivace
Jsou ¥’ = —rsint a y = cost. Obvod (délka) kruznice je tedy

27 2
[ = / \/r251n2t+7’2(3052tdt:7“/ dt = 27r.
0 0

A priklad na druhy vzorec.

Piiklad 2.12 Vypoctéte délku grafu funkce y = Incosz, x € [0; §].

jus us 1 jus
zz/3 \/1+tg2xda§:/3 dr = [mtg (g+%)]3£1,317.
0 0 0

COS ™

Jednu fyzikédlni aplikaci jsme si uvedli v motivaénim ptikladu, podobné fesime
mentu. Toto je vsak pomérné slozité a jelikoz jste vétsinou nefyzici, tak to ke ko-
lokviu konkrétné vyzadovat nebudu. Zavérem vam odvodim vzorec pro potencialni
energii pruziny.
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Priiklad 2.13 Je-li deformace pruznd, je pusobici sila primo dmérnd viyjchylce,
plati F = Kx, K je tuhost pruZiny (Hooketv zdkon). Koncovy bod pruziny umistime
do pocdtku a pruZinu potdhneme o d wvpravo. Vypocitaime-li vynaloZenou praci,
mame i potencidlni energit pruziny.

d d 2714d
K 1
W:/Fdxz/mdx:[ ””} — “Ka2
; . 2 |, 2

Jak jiz bylo feceno, v mnoha ptipadech se ndm nepodaii nalézt primitivni funkei,
ackoliv urcity integral zcela jisté existuje. Jak bylo ukazano, umime aspon odhad-
nout jeho hodnotu, ne vzdy se s tim vSak muzeme spokojit. Z definice muzeme
integral spocitat alespon piiblizné, my si ukazeme tii metody.

Metoda obdélnikova spoc¢ivd v tom, ze interval [a;b] rozdélime na n stejnych
dilku, jejichz délka je Az = b_T“,to bude jedna strana obdélnika. Druhou bude
funkéni hodnota v bodé z;. Vypocitame obsah kazdého z obdélniku a vysledky
secteme. Obdrzime

RS O o)+ ) 4 ()]

n

Za predpokladu, ze funkce ma v tomto intervalu spojitou derivaci, umime odhad-
nout i chybu R,,.

Di(b—a)?
Re< 2020 Dy =m0
Interval opét rozdélime na n stejnych dilku, jenze misto obdélniku sestrojime
lichobézniky. Potom je

[ re)de = TR @) + 25 () + 20 () 4+ 2 an) + O

Ma-li funkce f(x) v intervalu [a;b] ohrani¢enou druhou derivaci |f”(x)| < D, je
chyba
Rn < ((Z — b)3D2
- 12n?
Simpsonova metoda spo¢iva v tom, Ze interval [a;b] rozdélime na 2n dilku.
Obrazek opét neumim vlozit, ale v puvodnim rozdéleni nahradime oblouk kfivky

parabolou. Jelikoz parabola je urcena tfemi body, tak ten tfeti ziskdme rozpulenim
puvodniho intervalu. Pak je

b —
/ f(z)dr = b(jna[f(a>+4f(951)+2f(952)+4f($3)+2f($4)+' A2 f(2on—2)+4f (z2n—1)+f (D)
s chybou
D4(b — CL)5 (4)
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2.3.1 Nevlastni integral

’ ’ ’ ’ o x /. 3 . N . ’ [e.9]
Nyni vam zadam zdanlivé nesmyslny problém, a sice spocitat integral f1 I%dx.
Tak dobfe, respektuji vase tukani si na ¢elo a zménim zaddni, spo¢itdme integral

J1* Eda.
10 9 11" 1 9
/1 v { xL TR

Mirné pozménime zadani a vypocitame dalsi integral.

100 4 1710 1 1 9
10 10

jak jiz vime, je integral aditivni, takze je
100
/ —dz =10,9+0,09 =0,99.
. T

Snadno se presvédcime, ze fllo(z)oo z—lgd:v:(),OOQ, tedy

1000 1
/ —dx = 0,999.
1 X

Tusime, ze kdyz budeme horni mez zvySovat nehordaznym zpusobem, hodnota in-
tegralu se sice bude zvétsovat, ale rust nebude nic moc, za desetinou ¢arkou budou
jen pribyvat devitky, ale jednicky se nikdy nedobereme, natoz abychom ji prekrocili.

Zkusme podobnou tvahou rozebrat ff %d:c. Vzhledem k tomu, zZe jiz vime, jaka

bude funkce primitivni, bude vyhodné brat meze v fadé 1,e,€?,¢3, .. ..

‘1
/ —dr=[lnz];=1-0=1
1

T

T

621
/ —dx:[lnx]22:2—1:1

Vzhledem k aditivité integralu mame

62
/ ldgp:[lnm]f:l—klz2

.z
Vysledek nds asi prekvapi. Necht kdokoliv fekne jakkoliv velké (piirozené) &islo,
tak timto zptusobem po urcitém poctu kroku toto ¢islo prekrocime. Ptitom grafy
funkeci x% a % jsou podobné, obé maji za asymptotu osu x, i kdyz pravda ta prvni
se k ni primyka rychleji. Pfesto obsah kiivoc¢arého lichobézniku ohrani¢eném prvni
funkci je tam v déli tam za témi lesy prakticky stejny, zatimco ten ohraniceny
funkci druhou prekracuje myslitelné hodnoty.

A do tfetice vam predvedu jednu zahadu. fol \/1;_7(13: neexistuje, nebot inte-
grovana funkce neni v intervalu [0; 1] spojitd, ba ani ohrani¢end, abychom se mohli
pokusit o integral dle Riemanna. K integrované funkci vsak funkce primitivni exis-
tuje (az na tu nestastnou nulu), ale arcsin z je pro ni definovén. Je tedy nésledujict
vypocet spravny nebo ne?

dx = [arcsin 2], = T _ o= g

1
1
/0 V1 — 22 2

Nejdiive uvedeme jednu definici.
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Def. 2.7 Kazdou funkci F(x) spojitou v intervalu I, pro kterou plati F'(z) = f(x)
v kazdém bodé intervalu I nejuyse s vyjimkou konecného poctu bodu, nazjvdme zo-
becnénou primitivnt funkcid k funkei f(x) v intervalu I. V pripadé uzavient intervalu
rozumime derivact zprava ¢i zleva v kragnich bodech.

Z definice plyne, ze F(z) je v I spojitd, nemusi vSak mit v koneéném poctu
bodu derivaci. Funkce f(z) nemusi byt v koneéném poctu bodu definovana. Nyni

se muzeme vratit k prvnim dvéma prikladum a definovat nevlastni integral s ne-
konecnymi mezemi.

Def. 2.8 Nevlastni integrdl faoo f(z)dz se nazgvd konvergentni, jestlize md funkce
f(z) vintervalu [a; 00) zobecnénou primitivni funkci F(x) a existuje vlastni limita
lim, ., F'(z) = B. Hodnota tohoto integrdlu je

/ f(z)dz = B — F(a).
Je-li limita nevlastni ¢i neexistuje, Tikame, Ze integral diverguje.

Prvni dva piikladu z tvodu této ¢asti mame vyteSené.

Priklad 2.14

1 11 . 1
/ de:{——} = lim (——)+1:O+1:1
. T, T—00 x

Integrdl skutecné konverguje a jeho hodnota je rovna jedné.

Piiklad 2.15 .
/ —dz =[Inz];° = lim Inz — 0 = oco.
1

T T—00
Tento integradl diverguje, jeho hodnota roste nade vsechny meze.

Zbyva nam vyftesit zahadu tfetiho piikladu z ivodu k této ¢asti. K tomu nam
poslouzi nasledujici véta.
Véta 2.18 Funkce f(x), kterd je spojitd v intervalu [a;b) a neohranicend v okoli
bodu b, je integrovatelnd v intervalu [a; b] tehdy a jen tehdy, existuje-li vlastni limita

lim [ f(t)dt =B

z—=b" J,

Za zobecnénou primitivni funkei k funkce f(x) lze v tomto piipadé zvolit funkce
J, f@®dt =z € a;b)
B r=>o
Jelikoz F'(a) =0, je
b T
/ f(z)de = F(b) — F(a) = B = liril / f(t)dt
a =07 Jq

Pokud by funkce nebyla ohrani¢ena v pravém okoli bodu a, budeme postupovat
obdobné, pifslusnou vétu si laskavé odvod'te sami.
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Def. 2.9 Euxistuje-li vlastni limita hrlr)l f f(t)dt = B, rikame, Ze nevlastni in-
r—0—

tegrdl vlivem funkce konverguje. Pokud limita neexistuje ¢i je nevlastni, Tikdme, Ze
nevlastni integrdl vlivem funkce diverguje. Obdobneé definujeme nevlastni integral
vlivem funkce je-li f(x) neohranicend v bodé a

Jelikoz je lim arcsint = 7, je zdhada ttetiho prikladu vyfesena. Doddme-li do
t—1—

jeho vypoctu limitu, je vSe v poradku, integral konverguje k 7.

Vypocet limity je ¢asto velmi slozity, nékdy nam vsak staci znat, zda nevlastni
integral konverguje a pak ho se pokusime vypocitat alespon priblizné. Vét o kon-
vergenci je vice, my si uvedeme jen nékteré.

Véta 2.19 Necht funkce f(x) a g(x) jsou spojité v intervalu I a necht zde plati
0< f(z) < gz ) Konverguje-li integrdl funkce [; 9(x)dx, konverguje i [, f(x)dx.
Diverguge-li [, f( ; f(x)dx, pak diverguje i [, 9( ;9(x)dx. Interval I zahrnuje vsechny vyse
uvedené pripady.

Piiklad 2.16 Integrdl fo cos” ——dx je konvergentni. V intervalu [0;4) zrejmé plati

cos® 1
0< < .
Vi—2 " VJi—=x

Obé funkce jsou v tomto intervalu spojité. Ddle je

4
1 4
der=-2vV4—z| =limv4d—4—-2=0+2=2.
/0 4 — x [ 0 x—4
Integrdl vetsi funkce konverguje, konverguje tedy i zadany integrdl.

Priklad 2.17 Integrdl fol %dw diverquje. V intervalu (0; 1] zrejmé plati

1 3°
0< —< —
X A

a obé funkce jsou zde spojité.

1
1
/ —dz = [lnx] =0—limlnz = +oc0
0

x z—0

Zadany integrdl must tedy divergovat také.

Véta 2.20 Necht funkce f(x), g(x) a h(z) jsou spojité v intervalu I a necht pro
vsechna x € I plati

f(x) < g(x) < h(z).

Konverguyi-li integrdly f[ z)dr a fI x)dx, konverguje i f] x)dx. Interval T
zahrnuje vsechny mozné pmpady

Zavérem nékolik slov o integralu jako funkci horni meze. Zafixujeme-li v in-
tegralu fab f(z)dz dolni mez a horni mez budeme ménit, dostaneme pro kazdou
hodnotu b jiné ¢islo. Kazdé hodnoté b; je prifazeno cislo I;. je tedy definovana
funkce

- / " F)dt = F(x) — F(a).

Zakladni vlastnost tohot integralu udava nasledujici véta.
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Véta 2.21 Je-li funkce f(t)dt spojitd v intervalu I, pak derivace urcéitého integrdlu

Ulz) = / F(t)dt

podle proménné horni meze se v kazdém bodé x € I rovnd hodnoté integrované
funkce v tomto bodé, tedy je U'(x) = f(x). Je-li interval I nékde uzavien, jednd se
o deriaci zprava ¢i zleva.



Kapitola 3

Funkce vice proménnych

V této kapitole se budeme vénovat funkcim vice proménnych. Kdo se dobfe ucil v
minulém semestru, bude mit ilohu zna¢né usnadnénou, nebot fada véci je stejnych
¢i alesponn hodné podobnych. Nékteré véci jsou vSak znéné odlisné, tak si na to
dévejte pozor cili bacha. Budu se snazit na to upozornovat. Na druhé strané vam
to zjednodusim tim, ze se budeme skoro vyhradné bavit o funkci dvou proménnych.

3.1 Limita a spojitost

Def. 3.1 Redlnd funkce dvou redlnych proménnich je zobrazeni M — R, kde M C
RxR. Jingmi slovy kazdé usporddané dvojici [x;y] € M je pritazeno prdvé jedno
z € R. Mnozina M se nazyvd definicni obor, mnozina vsech z, které jsou prirazeny
k néjaké usporddané dvojici [x;y] se nazgvd obor hodnot funkce. Piseme z = f(x,vy).
Nebude-li hrozit nedorozumeént, budeme mluvit struéné o funkci dvou promeénngjch.

Priklad 3.1 Uréete definicni obor funkce z = arcsiny + In (4 — 2? — y?). Budeme
vychdzet ze znalosti funkci jedné proménné a vzpomeneme si na definiéni obory
funkci arkussinus a prirozeny logaritmus. Obé maji jistd omezent, kterd musi platit
soucasné, je tedy

—1<y<1ind—a?—y*>0.

Zatimco pruni podmince vyhovi pds mezi primkamiy = —1 ay = 1, druhé podmince
vyhovi vsechny body wvnitr kruhu se stredem v pocdtku a polomérem r = 2, v
prunim pripadé véetné hranice. Definicni obor je samozrejmé prunik obou oblasti,
le¢ obrdzek zatim neumim.

Def. 3.2 Grafem funkce dvou proménnyjch nazgvdme mnozinu usporddanych trojic
[x,y, 2], kde body [x,y] patii do definicniho oboru funkce. Jingmi slovy je to plocha
o rovnici z = f(z,y). Vrstevnice je krivka o rovnici f(x,y) = c.

Takovym nejbéznéjsim prikladem grafu funkce dvou proménnych je obycejna
plastickd mapa. Proménné ptredstavuji zemépisna sitka a délka, funkéni hodnotu
pak nadmorskd vyska. Patii sem i ona puvodné normélni mapa, ktera se nachazela
v kancelari 91. pésiho pluku a kterou ucinil plastickou az kocour chovany pisafi.
Jen pripominam, ze prvnim, kdo se o této zméné dotykem presvédcil byl oberst
Schroder a ze to mélo pro pisare nepiijemné néasledky. Pojem vrstevnice je prevzat z

27
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geografie a ma stejny vyznam—zlepsit predstavu o grafu funkce v dvourozmérném
modelu.
Uvedeme nékolik priklad.

3.1. 7Z analytické geomtrie vite, ze grafem funkce z = ax + by + ¢ je rovina v Rj.

3.2. Grafem funkce z = /9 — 22 — 92 je horni polovina kulové plochy se stfedem
v poc¢atku a polomérem r = 3 nad podstavnou rovinou os x a .

3.3. Grafem funkce z = 22 + 2 je rotaéni paraboloid s vrcholem v pocatku, jehoz
osou je osa z. Vrstevnice tvoii soustfedné kruznice o rovnicich 2% + 2 = c.

Nyni pristoupime k definici pojmu limita a spojitost. Zac¢neme definici okoli.

Def. 3.3 Vzddlenost dvou bodu Alxy;y1| a Blxa;ys] rozumime éislo

d= \/($2 —21)% + (Y2 — 11)?

Vzdalenost bodi ve vicerozmeérném prostoru si jisté odvodite sami.

Def. 3.4 6-okolim bodu P nazijvdme mnozinu vsech bodu, jejichZ vzddalenost od
bodu P je mensi nez §. Vyymeme-li z této mnoziny samotny bod P, mluvime o
ryzim okold.

Def. 3.5 Rekneme, Ze funkce z = f(x,y) md v bodé M |xo;yo] limitu rovnou éishu
L, jestlize ke kaZdému € > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pro pro vsechny body z ryziho
0 okoli bodu M plati

[fe,y) = L] <e

Piseme  lim  f(z,y) = L.

[z3y]—[z0;y0]

Definice pojmu limity je po formalni strance stejna, jeji vypocet je vsak nékdy
notné komplikovany, kolikrat spise dokazujeme, ze dand funkce limitu nema. Uvidite
zéhy. Ted na uklidnéni uvedeme vétu pro vypocet limity vzhledem k aritmetickym
operacim. Tato véta je shodna s tou, kterou znéte pro funkci jedné proménné.

Véta 3.1 Necht lim f(z,y)=Aa lim g(z,y) = B. Pak plati:
[z5y]—=[zos5y0] [z5y]—=[zos5y0]
im  (f(z,y) £g(z,y) =A£B

[z;y]—[zo5y0]

lim  (f(x,y)-g(z,y) =A-B

[z;3y]—[zo05y0]

lim (f(z,y)
[e3y]—[wosvo] (T, Y)

A
— B
. B#0

Pro funkce dvou proménnych je definovan pojem spojitost analogicky jako u
funkce jedné proménné.
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Def. 3.6 Rekneme, Ze funkce je v bodé Mzo;yo] je f(zoiyo) =  lim  f(z,y).

[z3y]=[zo;v0]
Rekneme, Ze funkce je spojitd v oblasti O, jestlize je spojitd v kazdém bodé této
oblasti.

Poznamka 3.1 Pojem spojitosti v bodé lze samozrejmé definovat i bez pojmu li-
mita, a to tak, Ze definici limity opiSeme a c¢islo L nahradime f(xo;yo)-

Poznamka 3.2 Jestlize jsme zkoumali spojitost funkce na uzavieném intervalu,
tak jsme v krajnich bodech tohoto intervalu definovali spojitost zleva (zprava). U
funkce dvou proménnych toto postrada smysl, presto muzeme uvazovat i o pojmu
spojitost na uzaviené oblasti. Pro hranicni body budeme prosté ignorovat ty body z
jeho okoli, které nespadaji do dané oblasti.

Nyni si ukazeme nékolik piikladu na vypocet limity. Zatimco u funkce jedné
proménné je situace podobnd razbé tunelu z obou stran, kdy se bud trefime piesné
nebo mame dva tunely, zde musime vyzkouset vsechny mozné cesty, a ze jich je.

Piiklad 3.2 Urcete limitu [ l]in[lo ) % Tato funkce v bodeé [0;0] neni definovina,
3y =19

pokusime se tedy spocitat limity pro rizné cesty. Zacnémé primkami y = kx.

) r+y . x4+ ko 1+ kK
hm = hm = lim ——
[zyl—»000x —y a=0x —kr «—=01—Fk

Limity pro ruzné sméry jsou ruzné, limita neexistuje. Tato situace paradoxné ne-
nastane, pokud bychom se priblizovali po paraboldch vy = ka?.

. r+y .. x+kx? | 14ka
lim = lim ———— = lim =
[zy]—[00] x —y a—=0x —kx?  a—01—kx

Priiklad 3.3 Zjistéte, zda existuje  lim 2;‘@_ . Zkusme se nejdriv pribliZovat
[syl—[050] TV T2V

po primkdch y = kx.

2y 5§ 2kx?
= lim =
=0 kx? + 22 — kx

lim ——2— 0,
[z3y]—=[0,0] 2y + 22 — Y

ovsem s vyjimkou k = 2, to je
4
lim ————— =2
z—02x + 2 — 2
Tato limita tedy neexistuje.
K bodu Py[x¢; yo] se z bodu P[x; y] muzeme rovnéz piiblizovat po dvou kolmych
piimkach z = p a y = ¢, kde p a ¢ jsou konstanty, a to dvojim zpusobem. Pak lze

limitu funkce vypocitat postupnym limitnim pfechodem funkce jedné proménné,
jak uvadi nasledujici véta.
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Véta 3.2 Oznacme

Yy—yo |r—x0 T—To | Y—Yo

lim {lim f(m,y)} =1 lim [lim f(m,y)} = L.

Existuje-li limita
lim  f(z,y) =L,

[z;9]—[z0;y0]

pak plati L = Ly = Ls.

Uvédomte si, ze tato véta je implikaci a pfedstavuje pouze podminku nutnou, coz
znaci, ze bude slouzit k dukazu neexistence limity.

Priklad 3.4 Rozhodnéte, zda existuje limita

xr—2y
im
[z5y]—[0;0] 3T + Y

Urcéime postupné limaity.

) . x—2y . =2y
lim | lim = lim —< = —2.
y—0 |2—0 31 + Y y—=0 Yy
. .o —2y . 1
lim |lim =lim — = —.
z—0 | y—0 3x —+ Yy z—0 3y 3

Tato limita neexistuje.
Podobné jako pro funkci jedné proménné plati nasledujici véta.

Véta 3.3 Necht pro viechny body x € O s vyjimkou bodu M [zq;yo] plati f(z,y) =
g(z,y) a necht je  lim  f(x,y)=L. Pakjei lim g(x,y) = L.
[z3y]=[z0;90] [z3y]=[zo;v0]

Priklad 3.5

i T oy g+
wyl=-1] 2t =yt -1 (2 = y) (2 +y) (22 + 32)

Tato funkce je v okoli bodu [1;—1] shodnd s funkci

22 + xy + o
(z +y)(x* +y?)

Jeji limita je v tomto bodé rovna funkéni hodnoté, tedy je

-yt ?+ay+y* 3

lim —— = lim —
eyl=L- 2t —yt -1 (v 4 y) (2 +y? 8

Pfi vypoctu limity muzeme pouzit i nékteré triky zndmé z funkce jedné proménné,
jeden priklad néasleduje.
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Priklad 3.6
3(z* +y°)

lim
[zy]—=[0:0] /a2 +y> +4—2

Vyndsobime-li funkci jednickou ve tvaru

Vrz+y?+4+42
Vi +yr+442

a upravime-li, pocitdme limitu

lim 3(v/2?24+y2+4+2)=12

[z;3]—[0;0]
Zavérem této c¢asti vam uvedu tii limity, které vam urcité néco pripomenou.

. sin f(z,y)

m =1
[z;9]—[z0590] f(%y)

im _
[z39]—=[z0590] f(x, y)

1 f(zy)
lim (1 + —) =e
[z;9]—[z0;y0] f(z,y)

=1

3.2 Parcialni derivace

Uz problémy s limitou nam naznacuji, ze to s derivacemi vubec nebude snadné.
Pokud bychom chtéli udélat néjakou analogii s funkci jedné proménné, bylo by to
znacéné obtizné. Proto pujdeme jinou cestou. Grafem funkce dvou proménnych je
plocha. Pokud vsak plochu fizneme néjakou rovinou, tak fezem je kiivka, kiivku
umime popsat funkei jedné proménné—cajnik je v kredenci. My budeme fezat
rovinami kolmymi k osdm z a y.

Def. 3.7 Necht existuje limita

lim f(%yo) - f(%,yo)
T—T0 xr — Xo

Pak tuto limitu nazveme parcidlnd derivaci podle x v bodé [xo; Yo, znacime % ¢t

fi(z0,y0). Analogicky definujeme parcidlng derivaci podle y. Necht existuje limita

lim f('CEan) - f(ajOa yO)
Y—Yo Y — Yo

Pak tuto limitu nazveme parcidlni derivaci podle y v bodé [xg;yo|, znacime %’;’y)

i f;(aco, Yo). Ma-li funkce parcialni derivaci podle néjaké proménné v kazdém bodé
néejaké oblasti M, potom rikdme, Ze zde ma parcidlni derivaci. Jinymi slovy vznikne
na této oblasti novd funkce, to je stejné jako u funkce jedné promenné.
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Protoze jsme parcialni derivace definovali jako derivace funkce jedné proménné,
plati pro né vsechna pravidla tak jak je znate z kurzu MA1, nebudu je tedy uvadeét.
Stejné tak nebudu fesit derivace vyssich fadi, tam ovSem jeden problém pfece jen
vyvstane. Zalezi na poradi proménnych podle kterych derivujeme nebo nezalezi, to
je o¢ tu bézi. Odpovédndm ddva Schwarzova véta.

Véta 3.4 Necht jsou derivace vy (T, y) a fi(x,y) jsou v bodé Mlxo;yo] spojité.
Pak jsou si rovny.

Obdobnou vétu bychom mohli zformulovat i pro smisené parcidlni derivace
vyssich fadu. Jak vidime, u spojitych funkei je to s parcidlnimi derivacemi jako
s musketyry, je jich o jednu vic nez je jejich fad. Stejné jako tfi musketyii byli
Ctyfi, tak i tfeti parcidlni derivace jsou ¢tyii: f” . f" = f" " . Tak je tomu u

rrr) Jxxyr Jryy a yyy-
parcidlnich derivaci jakéhokoliv fadu.

Piiklad 3.7 Je-li z = u(x) + v(y), je z, = u'(v), z, = v'(y), 2, = u"(2), 2, =

v"(y) a Z:/c/y = Zgl;l.t = 0. Tak je-li z = 3x* — 5y + 1, mdme z,, = 6z a z; = —159°2.
Pro druhé derivace vychdzi 2, = 6, 2, = =30y a z, = z,, = 0.

) Yxx

Piiklad 3.8 Je-liz = u(x)v(y), je 2, = u'(x)v(y), 2, = u(2)v'(y), 2y, = u"(2)v(7),
2 =wu(z)"(y) a 2l =2 = (x)'(y). Tak je-li z = 5%y, mdme 2., = 10zy* a

Yy wy — “yw
z, = 202*y*. Pro druhé derivace vychdzi 2}, = 10y*, 2}, = 602°y* a 2, = 2, =
40xy3.

=t o uw@ o v(@®) g u@'y) o W) o o
Pr}kla/d 3.9 Je-li z = o) je z, = ) T T ) Zne = i) Yyx = Pz =
—%&;y) a zy, = —u(r)? (y)”<ggf)(” WY Konkrétni priklad ddme tento: z = it
Potom je z! = y%, 2y =5 Zg =0, 2y = S—Zf az" = ;—32

Pkud nejsou proménné separovany, postupujeme standardneé.

Priklad 3.10 Uréete proni a druhé derivace funkce z = sin (2% + y?). Mdme z!, =

2z cos (2% + y?), z, = 2ycos (z? + y*). Derivujeme jako soucin a mdme 2 =
2cos (2% + y°) — 4z°sin (z* +9*) a 2, = 2cos (z* +y*) — 4y’sin (z* +3?). Pri
smiSené vyjdeme zy,, a derivujeme podle y, x je konstanta. ObdrZime z;, = —4xy sin (22 + 3

3.3 Totalni diferencial

Podobné jako u funkce jedné proménné zavedeme pojem diferencidl. Samoziejmé,
ze muzeme pro parcialni derivace definovat parcidlni diferencialy naprosto stejnym
zpusobem jako u funkce jedné proménné. Jenze probirdme funkci dvou proménnych,
takze neni dobré, aby si jednotlivé proménné hréaly na svém pisecku. Chépu, ze slovo
totalni neméa dnes nejlepsi povést, lec matematika je na politické situaci nezavisla.
Kdo by s tim mél problém, necht si misto slova totalni mysli ekvivalentni vyrazy
(aplny, celkovy).
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Def. 3.8 Rekneme, Ze funkce f(x,y) je v bodé Mzo;yo] diferencovatelnd (md zde
totdlni diferencidl), je-li

Az = f(xo + h,y0 + k) — f(z0,0) = Ah + Bk + o7(h, k),

kde A, B jsou konstanty, o = vh?>+k*> a lim 7(h,k) =0.

[;k]—0;0]
Na otézku kdy to nastane ndm dé& odpovéd néasledujici véta.

Veéta 3.5 Je-li f(xo,yo) v bodé M[xg; yo] diferencovatelnd, md v tomto bodé parcidlni
derivace pruniho tddu a plati

0 0
A= 8—£($o;?/0) B = a—]yt(io;yo)-

Poznamka 3.3 Ddle budeme pouzivat béiné oznaceni h = dx, k = dy.

Def. 3.9 Je-li funkce f(x,y) v bodéeM |xo;yo] diferencovatelnd, pak vijraz

0 0
dz = 8_£(x0; Yo)dx + 6—5(%; Yo)dy

nazgvame totdlni diferencidl funkce z = f(x,y) v bodé M [zo;yo)
Véta 3.6 Necht f(x,y) je v bodé M[xo;vyo] diferencovatelnd, pak je zde spojitd.

Veéta 3.7 Jsou-li proni parcidlni derivace funkce f(x,y) v bodé M|xq;yo| spojité,
pak je zde diferencovatelnd.

Hlavni vyznam diferencialu funkce jedné proménné spocival v tom, Ze jsme
mohli (skuteény) piirustek funkce v bodé nahradit s jistou chybou diferencidlem,
c¢ili graf funkce nahradit v okoli tohoto bodu tecnou. Obdobné lze postupovat i u
funkce dvou proménnych, jen tecnu nahradime tecnou rovinnou. Jak stanovit jeji
rovnici nam ukéaze dalsi véta.

Véta 3.8 Je-li f(x,y) v bodé M |xo;yo] diferencovatelnd, ma plocha z = f(z,y) v
bode M,|xo; yo; 20| tecnou rovinu, jejiz rovnice md tvar

0 0
2 —2zp = a—i(xo;yo)(x - xo) + 8—;(%; yo)(y - Z/o)

Mensi zadrhel spo¢iva v tom, Ze tak jako neumime (neuréité) integrovat libo-
volnou funkei, ne kazdy vyraz tvaru P(z,y)dx + Q(x,y)dy je diferencidlem néjaké
funkce. Kdy tomu tak je nam odpovi nésledujici véta.

Véta 3.9 Necht funkce P(xz,y) a Q(z,y) jsou spojité v oblasti O a stejné tak jsou
zde spojité i jejich parcidlni derivace. Pak vyraz P(x,y)dx + Q(z,y)dy je totdlnim
diferencidlem jisté funkce f(x,y) prdvé tehdy, kdyz plati

P(z,y) = Q(2,y).
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Uziti diferencialu si ukédzeme na prikladu.

Priklad 3.11 Vidlec md polomér 2 dm a vysku 10 dm. Jak se zméni jeho objem,
jestlize se pri deformaci polomér zvétsi na 2,05 dm a vyska naopak zmensi na 9,8
dm? Objem vdlce je V = mr?v, co? lze chdpat jako funkce dvou proménnich r a v.
Totdlni diferencidl md tvar

dV = 2xrvdr + wridv

Zde je dr = +0,05 a dv = —0,2. Po dosazeni do diferencidlu mdme dV =
1,27=3, 77dm>.

Priklad 3.12 Owvérte, zda vijraz (22° — zy?)dx + (2y° — 2*y)dy je totdlnim dife-
rencidlem této funkce. V pripadé Ze ano, naleznéte tuto funkci. Ovéreni nebude
tézké, nebot P, = —2xy = Q). Na nalezeni funkce, jejiz totdlni diferencidl jsme
pravé objevili, vam poradim jednu inZenyrskou fintu. Zintegrujeme obé cdsti dle
patricné proménné, pricemz tu druhou budeme povaZovat za konstantu.

2
4 2,,2
/(2y3—$2y)dy=%—$2y +c

Do hledané funkce z = f(x,y) vezmeme proni integrdl cely, z druhého pak vezmeme
pouze ty scitance, které se v prunim nevyskytuji. Je tedy

1
z= 5(3:4 — 2y +yt) +c

Totélni diferenciél je velmi dulezity pojem ve fyzice. Je-li vyraz P(x,y)dx +
Q(z,y)dy totalni diferenciél, pak ho lze integrovat, pficemz hodnota tohoto in-
tegralu nezavisi na integracni cesté z bodu A do bodu B, nybrz pouze na hodnotach
funkce z = f(z,y) v téchto bodech (je to jakoby klasicky Newtonuv integral).
Funkce 2z pak reprezentuje velicinu stavovou.

Podobné jako u funkce jedné proménné muzeme definovat totdlni diferencial
radu n.

Def. 3.10 Totdlni diferencidl 7dadu n funkce dvou promenngch je vyraz

0 o\"
(%dx—i_@_y) f(z,y)

Jak postupovat si ukazeme na piikladeé.

Piiklad 3.13 Urcete totdlni diferencidly druhého a tretiho rddu funkce z = ylnx.

Nejdrive si urcime vSechny parcidlni derivace aZ do fadu 3. z;, = ¥, 2, = Inux,
noo_ Yy no _ 1 "o " _2_y " _ _ 1 " _m 7.7
Zor = T3 Zay = 30 Zgy = 05 Zpwe = 355 Zamy = —27s Zagy = Zyyy = 0. Totdlni

diferencidl druhého Tddu je
Y 2
d?z = 2! (dx)* + 22, dvdy + Z?'J’y(dy)2 = —ﬁ(dx)Q + dedy(dy)2
Totdlni diferencidl tretiho Tddu je pak

3. 3 "
d’z = 2" rrx(dr)’ 432,

2 2
(dw)*dy+32,,,dx(dy)” +z,,,

2 3
(dy)* = =5 (de)’ ~ = (do)dy
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3.3.1 Extrémy funkce dvou proménnych

Def. 3.11 Rekneme, Ze funkce f(z,y) md v bodé M|xo;yo] lokdlni mazimum (mi-

nimum,), existuje-li okoli O bodu M takové, Ze pro vsechna x € O plati f(xo,yo) >

flx,y) (f(zo,y0) < f(z,y). V pripadé ostrijch nerovnosti mluvime o ostrém lokdlnim
mazximu (minimu,).

Postup pfi stanoveni extrému je obdobny jako u funkce jedné proménné.

Véta 3.10 Necht funkce f(x,y) md v bodé M |xo;yo] lokdini extrém a necht existugi
v bodé M parcidlni derivace proniho rdadu. Pak je f,(xo,y0) = f, (%0, Y0) = 0.

Poznamka 3.4 Tuk jako u funkce jedné proménné budeme bod M nazyvat bodem
stactondrnim.

Stacionarni (podezielé z extrému) body budeme vySetfovat pomoci nasledujici
vety.

Véta 3.11 Necht M je staciondrni bod a necht v jeho okoli existugi spojité parcidlni
derivace pruniho a druhého radu. Vypoctéme vyraz

D = fgx(xo,yo)f{,;(foayo) - (f:gy(%,yo))Q

"

Je-li D > 0, pak pro fI!. >0 je v bodé M lokdlni minimum a pro fI (zo,yo) < 0 je
v bodé M lokdlni minimum. Je-li D < 0, pak v bodé M extrém neni, je-li D = 0,
nemuzeme o extrému rozhodnout (extrém tady byt mize, ale nemusi).

Poznamka 3.5 Oznaceni D jsme nezvolili ndhodou, D je de facto determinant
druhého tTddu, pricemz v hlavni diagondle jsou derivace podle xx a yy a ve vedlejsi
diagondle jsou derivace smisené (ty jsou si samoziejmé rovny).

Nyni ukédzeme nékolik piikladi.

Piiklad 3.14 Naleznéte lokdini extrémy funkce z = x® + xy? + 622 + y%. Nejprve
spocitame parcialni derivace proniho radu.

fh=32"+y* + 127, fo = 2xy +2y

. Polozime-li tyto derivace rovny nule, ziskame cétyri stacionarni body S1[—1;3],
So[—1; —=3], S3[0;0] a S4[—4;0]. Spocteme tedy parcidlni derivace druhého Tadu

fr = 6x+ 12, fr =2y, Il =2x+ 2.

y vy

Budeme postupné dosazovat jednotlivé stacionarni body a pocitat ¢islo D. V prunich
dvou pripadech je D(Sy) = —36, D(Ss) = —36, extrém nenastdvd. D(S3) = 24 a
protoze je fr (0,0) = 12, je v poédtku minimum. Naproti tomu je D(Sy) = 24, ale
tentokrat je fi (—4,0) = —12, v bodé Sy je tedy mazimum.
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Piiklad 3.15 Urcete lokdlni extrémy funkce z = x® + 4ay + 6y*> — 2z + 8y — 5.
Zacneme pronimi parcidalnimi derivacems.

2 =2x+4y —2 z, = 4r + 12y + 8

Opét polozime obé derivace rovny nule, po vyreseni soustavy dvou linedrnich rovnic
ziskame jeding staciondrni bod S[7;—3|. Druhé parcidlni derivace jsou zl, = 2,

Zy, = 4 a z,, = 12. Viechny jsou konstantni, neni kam dosazovat a determinant
md univerzdlni hodnotu D = 8 > 0. JelikoZ je zIl, = 2 > 0, je v bodé S lokdlni
minimum. Jen pro zajimavost, jeho hodnota je z(7,—3) = —24.

Piiklad 3.16 Urcete lokdlni extrémy funkce = = —3x* —5y*. Spocteme pruni deri-

vace zl, = —1223, Z, = —2013. Jedinym staciondrnim bodem je pocdtek. Jdeme na
druhé derivace. 2}, = =367, 2, = —60y°, 21, = 0. Zrejmé je D = 0, o extrému

nemuzeme timto zpusobem rozhodnout. My si ale vSimneme, Ze funkéni hodnoty
jsou mimo pocdtek zdporné, je zreymé, Ze v pocdatku bude maximum.

Tak jako u funkce jedné proménné muzeme urcovat i extrémy absolutni, a to
v piipadé, Ze je funkce definovand na uzaviené oblasti. Ty pak mohou nastat bud
v bodech lokélnich extrému nebo na hranici oblasti. Ukazeme si to na prikladu,
nejdiive trochu teorie.

Def. 3.12 Rekneme, Ze funkce f(x,y) md v bodé¢ [xo;yo] absolutni mazimum (mi-
nimum,), jestlize pro vSechny body [z;y] € M plati f(z,y) < f(xo,v0) (f(z,y) >

f(x07 yO)

Def. 3.13 Bod [xo; yo] nazveme vnitrnim bodem mnoziny M, existuje-li okoli O
tohoto bodu takové, zZe O C M. Mnozina, kterd obsahuje pouze vnitini body, se
nazyvd oteviend. Bod [xo;yo] nazveme vnéjsim bodem mnoziny M, jestlize kazZdé
jeho obsahugje jak body mnoZiny M, tak i body, které do ni nepatri. MnozZinu vsech
hraniénich bodiu nazyvdme hranici. MnozZina, kterd obsahuje vSechny své hranicni
body, se nazyjva uzaviend.

Def. 3.14 Mnozina M se nazyvd omezend, existuje-li kruh K se stredem v pocdtku
tak, zZe M C K.

Véta 3.12 Necht f(x,y) je spojitd funkce definovand na omezené uzaviené mnoziné.
Pak zde nabyjva své nejmensi a nejvetsi hodnoty.

Priklad 3.17 Stanovte absolutni extrémy funkce z = +/2x — 2% — 4y>. Po do-
plnéni na ctverec zjistime, Ze definicnim oborem jsou vnitrni a hranicni body elipsy
(x — 1) + 4y? < 1. Staciondrni body uréime Fesenim soustavy rovnic

, 2—2x , —8y

2, = =0 2y = =0
24/2x — 2% — 492 24/2x — 2% — 492

Ezistuje jeding staciondrni bod S[1;0]. Je f(1,0) = 1. Stanoveni extrémi na
hranici je obecné velmi obtizné, vezmeme-li rozum do hrsti, tak vidim,e Ze funkce
je na hranici rovna nule a jinak je kladnd. Absolutni maximum je tedy ve stredu
elipsy a minimun na jeji hranici.



3.4. PREHLED LATKY

3.4 Prehled latky

3.1.
3.2.
3.3.
3.4.
3.5.
3.6.
3.7.
3.8.
3.9.
3.10.
3.11.
3.12.
3.13.
3.14.
3.15.

Primitivni funkce a neurcity integral
Zéakladni integracni metody

Integrace per partes

Substituc¢ni metoda

Integrace racionalni lomené funkce

Urcity integral (newtontv, Riemannuv)
Vlastnosti urcitého integralu

Numerické metody vypoctu urcitého integralu
Uziti ur¢itého integralu

Nevlastni integral

Funkce dvou proménnych, definice, graf
Limita a spojitost funkce dvou proménnych
Parcidlni derivace

Totalni diferencidl

Extrémy funkce dvou proménnych

37



