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9.1.3 Piiklad: Leteckd bitva o Anglii. V letecké bitvé o Anglii v roce 1940
bojovala na strané Anglie fada piloti riznych narodnosti. Kralovské letectvo mélo
letadla, kterd vyzadovala dva piloty. N&ktef{ piloti spolu oviem nemohli letét pro
jazykové potiZe nebo pro rozdilnost vycviku. Kolik letadel (tj. dvojic pilottl) mtze
za téchto omezeni vzlétnout najednou?

Tento problém by bylo mozno fesit nalezenim maximélniho parovani v grafu,
jehoz vrcholy jsou piloti a jehoz hrany spojuji piloty, kteff mohou letét spolu.

9.1.4 Prtiklad zahradkérsky. Piedstavme si ovocnou zahradu, ve které je 2n
stromkl a jedna hromada hnoje. Nasim tkolem je pfivézt piil koletka hnoje ke
kazdému stromku. Abychom Zetfili Casem, chceme vzdy vézt k nékterému stromku
plné kolecko, polovinu jeho obsahu slozit a pokratovat s poloprazdnym kole¢kem
k jinému stromku. Kromé asu chceme 3etfit i silami a chceme, aby napf. soulet
drah vykonanych s plnym kolec¢kem byl co nejmensi.

Tuto tlohu Ize prevést na hledédni nejlevnéjsiho perfektniho parovani v Gplném
grafu o 2n vrcholech. Kazdy vrchol odpovid4 jednomu stromku. Cena hrany bude
amérnd ndmaze spojené s jizdou plného kolecka k bliz§imu z obou stromkd, s na-
sledujici jizdou poloprézdného kole¢ka ke druhému z nich a s navratem prazdného
kolecka k hromadé hnoje. Je ziejmé, Ze kazdy stromek (vrchol) musi byt zahrnut
do pfesné jedné jizdy, hrany odpovidajici témto jizddm musi tedy tvofit perfektni
parovani.

9.1.5 Cviceni. Jak byste Fesili pfedchozi Glohu pro lichy podet stromkt?

9.1.6 Priklad: Taneéni. Predpoklddejme, Ze v tane¢nich mé kazdy hoch piesné
k pritelkyn a kazda divka pfesné k pritel. Je mozno uspotradat tanec, p¥i kterém
kazdy hoch i divka tanc¢i s nékterym ze svych piétel? (Zde ponékud nerealisticky
predpokladime, Ze vztah préatelstvi je symetricky.)

Vztah prételstvi mizeme znazornit bipartitnim grafem, v némz kazdy vrchol
mé stupeii k. V tomto grafu hleddme perfektni parovani. UkdZeme, Ze za uvedenych
podminek lze existenci perfektniho parovani zarudit.

9.1.7 Pfirazovaci tloha. Klasickd formulace p¥ifazovaci tlohy, totiz pfifazo-
vani pracovnich dkold pracovnikiim, byla uvedena v 8.2.5, str. 135. Kromé fady
dalsich ptimych aplikaci se pfifazovaci tloha vyskytuje i jako podiloha pii feSeni
niho cestujiciho 12.4.4, str. 206.

Resenim pfifazovaci Glohy se budeme zabyvat v 9.4, str. 171.

9.1.8 Cvieni. Ulohu o nejlevn&jsim maximéalnim parovéni lze pfevést na tlohu
o nejdrazs$im parovani zménou cen hran. Navrhnéte zptisob, jak to udélat.

9.1.9 Poznamka. Ulohy o parovani miiZeme chépat jako hled4ni soustavy dis-
Jjunktnich dvojic vrchol. Podobné tlohy tykajici se disjunktnich trojic jsou pod-
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9.1.4 sniZili ddvku hnoje na tfetinu kolecka, byl by rozvoz hnoje snazsi, ale najit

vvvvvv

9.2 Parovani v obecnych grafech

9.2.1 Stiidavé cesty a kruznice. Bud dédn graf G a v ném parovéani P. StFidavd
cesta (nékdy téZ alternujici cesta) vzhledem k parovani P je takova neorientovand
cesta, ze jeji hrany st¥idavé lezi v P a neleZi v P a je-li krajni vrchol cesty nasycen
v parovani P, pak hrana, kterd jej nasycuje, je ¢asti cesty.

Piiklad st¥idavé cesty je na obr. 9.1 vlevo vyznalen €arkované. Hrany, které
nélezi k parovani, jsou nakresleny silné. Poznamenejme, Ze cesta spojujici vrcholy
1, 6, 3 neni stifdavou cestou, ale jeji prodlouZeni 1, 6, 3, 2 jiz stfidavou cestou je.

1 2

5 4

Obréazek 9.1: Stiidava cesta a zména parovani.

Stiidavd kruznice vzhledem k péarovani P je kruZnice, jejiz hrany stiidavé lezi
a nelezi v parovani P. Stfidava kruznice mé vzdy sudy pocet hran.

Pomoci stfidavych cest a kruZnic lze parovani snadno ménit tim, Ze u hran,
které lezi na cesté nebo kruZnici, zménime pfisluSnost k parovani. Presnéji, je-li
H mnozina hran tvoficich st¥idavou cestu nebo kruZznici vzhledem k pérovani P,
vytvofime nové parovani P’ takto:

jestlize e€ H, pak e€ P& e ¢ P,
jestlize e¢ H, pak e€ P' & e€ P.

Takovou zménu parovani budeme nazyvat zménou podél stiidavé cesty nebo kruz-
nice. Vysledek zmény parovani podél stfidavé cesty je na obr. 9.1 vpravo.

9.2.2 Véta. Bud dén prosty graf G a v ném libovolné parovani P;. Pak pro
kazdé parovani P, v grafu G existuje soustava vrcholové disjunktnich stiidavych
cest a stfidavych kruznic takovd, Ze zménami podél viech téchto cest a kruznic lze
z parovani Py ziskat parovani Ps.

PozNAMKA: Ponévadz st¥idavé cesty a kruZnice nemaji Zadny spoleény vrchol
(jsou vrcholové disjunktni), lze zmény provadét v libovolném poradi.

DUKAZ: UvaZujme faktor G’ grafu G s mnoZinou hran (P; \ P,)U(P;\ P;). Graf G’

tedy obsahuje pravé ty hrany grafu G, které lezi pfesné v jednom z obou parovani
(tj. nikoli v obou).
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Pro kazdy vrchol z € V(G') = V(G) nastane jedna ze étyf moznosti:

1. Jestlize z neni nasycen ani v P;, ani v P, je izolovanym vrcholem v G'.

2. Je-li vrchol z nasycen jen v jednom z parovani Py, P, ma v grafu G’ stupen 1.

3. Je-li z nasycen v P; i P, touz hranou, pak tato hrana nelezi v G’, a vrchol z
je tedy v G’ izolovanym vrcholem.

4. Je-li x nasycen v P; i P, riiznymi hranami e; € P, a e; € P,, pak obé tyto
hrany lez{ v G' a stupeii vrcholu z je roven 2.

Kazdy vrchol mé tedy v grafu G' stupeni nejvySe 2. Z toho plyne, Ze graf G' mé
komponenty souvislosti t¥{ typi:

1. izolovany vrchol,

2. kruZnice sudé délky, jejiz hrany stiidavé lezi v P, a P,

3. cesta, jejiz hrany st¥idavé lezi v P, a P, a jejiz krajni vrcholy jsou rizné,
pfi¢emz kaZdy z nich je nasycen v jednom z obou parovini P, Ps.

Komponenty souvislosti grafu G' pfimo uréuji stfidavé cesty a kruZnice. Provedenim
zmeén parovani P; podél vSech téchto cest a kruznic dostaneme parovani Ps. O

9.2.3 Véta. Parovani P v grafu G je maximalni pravé tehdy, kdyz v grafu G
vzhledem k parovani P neexistuje stfidava cesta spojujici dva volné vrcholy.

DUKAZ: Je-li pdrovani P maximélni, pak vzhledem k nému nemize existovat stii-
davé cesta spojujici volné vrcholy. Kdyby totiz existovala, mohli bychom parovéani
podél ni zvétsit.

Jestlize naopak paroviani P neni maximéilni, vezméme néjaké maximalni paro-
vani (n&jaké urcité existuje) a oznatme je P,. Podle véty 9.2.2 existuje soustava
stfidavych cest a kruZnic takové, Zze zménami podél nich ziskdme parovani P, z pé-
rovani P. PongvadZ |P;| > |P|, musi nékterd z téchto zmén zvétSovat parovani,
musi tedy byt zménou podél st¥idavé cesty s volnymi krajnimi vrcholy (jiné zmény
nezvétduji pofet hran v parovani). O

9.2.4 Cena stifidavé cesty a kruZnice. Uvazujme graf G, jehoZz hrany jsou
ohodnoceny cenami ¢ : E(G) — R. Dale m&jme v grafu G parovani P a vzhledem
k nému stfidavou cestu, popf. kruZnici. MnoZinu hran této cesty, popf. kruZnice,
oznacme H.

Cenu stridavé cesty, popt. kruznice, definujeme jako

C= ) cle= Y, cle).

e€H\P e€cHNP

MA4-li st¥idavé cesta, popf. kruznice, cenu C a provedeme-li podél ni zménu, pak
cena parovani vzroste o hodnotu C.

9.2.5 Véta. Pirovani P v grafu G je nejdrazsi pravé tehdy, kdyz v grafu G
vzhledem k parovani P neexistuje ani stfidava cesta, ani stfidava kruznice s kladnou
cenou.

DUKAZ je podobny dikazu véty 9.2.3 a je pfenechan ¢tendfi jako cviéeni. m]
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9.2.6 Algoritmy pro parovani v obecnych grafech. V3eobecné lze k hledani
maximalniho i nejdrazsiho parovani vyuzit metody zalozené na vétach 9.2.3 a 9.2.5.
Zakladni schéma algoritma je toto:

Zvolime libovolné vychozi parovani P a hleddme, zda vzhledem k nému existuje
stiidava cesta, popr. kruznice, kterd by dovolila parovani zlep§it. Jestlize neexistuje,
pak podle véty 9.2.3, popf. 9.2.5, je parovani P jiz optimdlni. Jestlize existuje,
zménime (tj. zlepS§ime) pdrovdni a znovu hleddme dal3i st¥idavou cestu, popf.
kruZnici.

BohuZel, hleddni potfebnych stfidavych cest a kruznic neni tak jednoduché,
jak se na prvni pohled zda. BéZné metody prohledavani grafii popsané v kap. 3
a zaloZené na znaCkovani vrcholi lze jednoduSe upravit pro hledani stfidavych cest
pouze v bipartitnich grafech (viz 9.3).

V obecnych grafech sice lze pro hledédni st¥idavych cest pouZit backtracking (viz
11.2, str. 189), ten v8ak je ve vétSich grafech netnosné pomaly.

Rychlé (polynomidlni) algoritmy pro péarovani v obecnych grafech existuji,
pracuji v ¢ase O(n3), ale jsou pomérné komplikované a v p¥ipadé nejdrazsiho
parovani se navic opiraji o tzv. dualitu v linedrnim programovani. Z tohoto diivodu
nastinime pouze hlavni myslenky rychlych algoritmd, a to pouze pro maximalni
parovéani (viz 9.2.8). Polynomiélni algoritmy pro maximaln{ i nejdrazsi parovani
jsou popsany napf. v knihdch [Plesnik83], [Chr75] a [Lawler76].

9.2.7 Priklad. Naobr. 9.2 a 9.3 jsou priklady hledani maximalniho a nejdrazsiho
parovani.
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Obrézek 9.2: Vypolet maximalniho parovéni.

Vychozi parovani na obr. 9.2 vlevo bylo ziskdno ndhodnym pfidavanim hran.
Vsimnéte si, ze k tomuto parovani uz nelze pfidat Zddnou dalsi hranu, pfesto ma
dost daleko k maximdlnosti. Stfidavé cesty mezi volnymi vrcholy jsou vyznaceny
Carkované. Viimnéte si také, Ze vysledné maximélni parovéani neni perfektni.
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Vychozi parovani na obr. 9.3 vlevo bylo ziskdno ,hladovym® postupem: postupné
jsme pridévali vidy nejdrazsi pfijatelnou hranu. Stiidavé cesty i kruZnice byly
hledany ruéné s vyuzitim backtrackingu. V3imnéte si, ze nejdrazsi parovéani na obr.
9.3 vpravo jsme mohli ziskat také p¥imo z vychoziho parovéni, kdybychom zvolili
jinou stfidavou kruZznici.
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Obréazek 9.3: Vypocet nejdrazsiho parovani.

9.2.8 Rychly algoritmus pro maximalni parovani. Naznacime hlavni mys-
lenky rychlého algoritmu pro hledéni stiidavé cesty, jejiz krajni vrcholy jsou
volné v parovéni P. Podrobnéjsi popis nebo jiné postupy lze najit v [Kucera83],
[Plesnik83], [Chr75], [Lawler76], [SwTh81].

Zadindme v ndkterém volném vrcholu 7, ktery nazveme kofenem, a vytvafime
tzv. stiidavy strom, ktery mé tu vlastnost, Ze kazda cesta v tomto stromé, kterd
zatind v r, je stfidavou cestou. Strom vytvaFime pomoci znackovani vrchold, pfiemz
pouzivime dva druhy znadek: vrcholy stromu oznaCujeme stiidavé jako wvnéjsi
a vnitini, pii¢em? kofen r je vn&js. V piikladé na obr. 9.4 jsou vné&jsi vrcholy

kresleny jako plné tecky.

_____ ufiznuty kvét

Obrézek 9.4: Utiznuti kvétu a stfidava cesta prochazejici kvétem.

Jestlize najdeme hranu, ktera spojuje vnéjsi vrchol s néjakym volnym vrcholem
riznym od r, mame st¥idavou cestu s volnymi krajnimi vrcholy a miZeme zvétsit
parovani.
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Jestlize najdeme hranu, kterd spojuje dva vnéjsi vrcholy (a kterd tedy nelezi
v provani), nasli jsme kruznici liché délky, kterd byva nazyvana kvétem. Kvét kazi
vlastnost stfidavého stromu, totiz Ze cesta zacinajici v r je stfidavou cestou. Proto
v8echny vrcholy kvétu nahradime jedinym vrcholem a hrany, které vedly z vnéjsku
do kvétu, vedeme do tohoto vrcholu. Tato operace byva nazyvana uiiznutim kvétu.
Lze dokézat, Ze stfidava cesta z r do nékterého volného vrcholu z v pivodnim grafu
existuje pravé tehdy, kdyZz existuje i v upraveném grafu. Déle tedy pokraCujeme
s upravenym grafem (viz obr. 9.4) a déle se snaZime stiidavy strom rozsirit.

Jestlize st¥idavy strom nelze dale rozsifit a nenastdvad zadny z predchozich
pfipadd, tj. kdyZ z vnéjSich vrchold vedou hrany pouze do vnitfnich vrcholi,
odstranime z grafu cely strom a v8echny hrany s nim incidentni. Lze totiz dokdzat,
7e Cast parovani, kterd leZela ve stromé, je ¢asti nékterého maximalniho parovani.
To znamend, ze vynechanou ¢asti grafu se jiz neni t¥eba déle zabyvat. (Ovéite na
priklada!)

Tento postup opakujeme, dokud bud nezredukujeme graf na prazdny (pak
stadvajici parovani je jiz maximdlni), nebo dokud nenalezneme stfidavou cestu
s volnymi krajnimi vrcholy. V tomto druhém pripadé lze stavajici parovani zvétsit.
Jestlize vsak stiidavd cesta prochézi pres vrchol, ktery vznikl ufiznutim kvétu,
musime nejprve kvét obnovit a najit v ném chybéjici ¢ast stiidavé cesty. To se
miize i nékolikrat opakovat, nebot ufiznuty kvét mohl byt soudédsti dalsiho kvétu
atd.

Praktické provedeni tohoto algoritmu je relativné komplikované. Utrezdvani
kvétd se neprovadi zménami grafu, ale pomoci soustavy odkazl ve vhodné datové
struktufe. Detaily i dikaz spravnosti lze najit v [Plesnik83], [Chr75], [Lawler76], po-
nékud odli¥ny algoritmus je uveden v [Kudera83]. Casové naroky téchto algoritmi
jsou O(n?), popt. az O(ny/n).

Poznamenejme, %e v grafu, kterj neobsahuje kruZznici liché délky (tj. ktery je
bipartitni), se kvét nemtize vyskytnout.

9.3 Parovani v bipartitnich grafech

Teorie i algoritmy pro parovani v bipartitnich grafech jsou podstatné jednodussi nez
v obecném pripadé, a to diky tésnému vztahu bipartitniho parovani k tokim v siti.

9.3.1 Pfevod bipartitniho parovdni na tok v siti. Méjme bipartitn{ graf
G se stranami X, Y. Orientaci hran tohoto grafu zvolme tak, aby vSechny hrany
vedly z X do Y. K takto vzniklému orientovanému grafu pfidejme dva vrcholy,
umély zdroj z a umély spotfebi¢ s (viz obrazek 9.5 na néasledujici strané). Déle
pro kazdy vrchol z € X pfidejme hranu ze zdroje z do z a pro kazdy vrchol y € YV
pfidejme hranu z y do spotfebice s. Kapacity téchto pfidanych hran jsou jednotkové,
kapacity ptivodnich hran jsou vét$i nebo rovny jedné. Dolni omezeni toku jsou ve
vSech hranach nulova.

Parovédni v ptivodnim grafu vzajemné jednoznacné odpovidaji celociselnym
toktim od zdroje ke spotfebidi: parovani je tvofeno t€mi hranami ptivodniho grafu,
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kterymi tefe nenulovy (tj. jednotkovy) tok. Maximalni parovani lze tedy hledat
algoritmem pro maximéalni tok, nejdrazsi parovani algoritmem pro nejlevné&jsi tok
(po obrécen{ znamének cen a po eventudlnim pfidani navratové hrany).

Obrazek 9.5: Pievod tlohy o parovéni v bipartitnim grafu na tlohu o toku v siti.

9.3.2 Specidlni algoritmy pro maximalni parovani v bipartitnim grafu
jsou ve své podstaté jen pfeformulovinim a zjednoduSenim algoritmi urcenych pro
maximalni tok. Zlep3ujici cest&, kterd se pouZziva ke zménadm toku v transportni siti,
odpovida v plivodnim grafu st¥idava cesta s volnymi krajnimi vrcholy.

P#imym pieformulovdnim znac¢kovaci procedury 8.3.5 dostaneme tento névod:

1. [Inicializace.] Oznatkujeme viechny volné vrcholy z mnoziny X. Ostatni
vrcholy jsou beze znacek.

2. [Test nalezeni cesty.] Je-li oznatkovan néktery volny vrchol z mnoziny Y,
znackovaci procedura konéi. Je nalezena st¥idava cesta s volnymi krajnimi
vrcholy a podél ni lze zvétsit pocet hran v parovani.

3. [Pokus o znackovdni vpfed.] Jestlize existuje hrana e ¢ P vedouci z oznacko-
vaného vrcholu z € X do neoznackovaného vrcholu y € Y, pak oznackujeme
vrchol y a pokracujeme podle kroku 2. Neexistuje-li takové hrana, pokracu-
jeme podle kroku 4.

4. [Pokus o znackovdni vzad.] Jestlize existuje hrana e € P z neoznactkovaného
vrcholu z € X do oznackovaného vrcholu y € Y, pak oznackujeme vrchol
z a pokracujeme podle kroku 3. Neexistuje-li takova hrana, znackovaci pro-
cedura kondi, stavajici parovani je maximalni.

Tento postup lze jedté dale zjednodusit takto:

1. [Inicializace.] Oznatkujeme viechny volné vrcholy z mnoziny X. Ostatni
vrcholy jsou beze znacek.

2. [Pokus o znackovdni vpied.] Jestlize existuje hrana e ¢ P vedouci z oznacko-
vaného vrcholu z € X do neoznackovaného vrcholu y € Y, pak oznackujeme
vrchol y a pokradujeme podle kroku 3. Neexistuje-li takova hrana, znackovani
kondi, stiidava cesta spojujici volné vrcholy neexistuje.

| ©
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3. [Test nalezeni cesty.] Je-li pravé oznackovany vrchol y volny, znackovaci
procedura konéi, je nalezena st¥idava cesta s volnymi krajnimi vrcholy. Je-
-li vrchol y parovanim P nasycen, pokraujeme podle kroku 4.

4. [Znackovdni vzad.] Oznackujeme vrchol z mnoziny X, ktery je sparovan
s vrcholem y, a pokracujeme podle kroku 2.

Jestlize takto upravens zna&kovaci procedura skoné, aniz nalezla st¥idavou cestu
s volnymi krajnimi vrcholy, pak stavajici parovéni jiz je maximalni. Diikaz tohoto
ddlezitého tvrzeni vyplyva z véty 9.2.3 nebo také z analogie s toky v sitich (véta
8.3.7).

9.3.3 Konigova véta. Bud dan bipartitni graf G se stranami X a Y. Podet hran
v maximélnim parovani v grafu G je roven

(9.1) (X \Al+ [Va(4)]) .

min
ACX
PozNAMKA: Tato véta m4 pro parovéni v bipartitnich grafech podobny vyznam

jako Fordova-Fulkersonova véta 8.3.8 pro toky v sitich. MnoZinu A, pro kterou ve
vyraze (9.1) nastdva minimum, lze sestrojit pomoci znackovaci procedury.

DUKkAz: Ke grafu G sestrojme transportni sit 7' podle 9.3.1.

Vezméme libovolnou mnozinu 4 C X a uvazujme fez W (Z) uréeny mnoZinou
vrcholit Z = {2} U AU Vi (A). (Viz obr. 9.6.) Tento fez obsahuje |X \ A| hran
z mnoziny E*(2) a |V (A)| hran z mnoziny E~(s). Tyto hrany maji jednotkové
kapacity, ostatn{ hrany kapacitu fezu neovliviiuji. Kapacita fezu W(Z2) je tedy rovna
| X'\ 4] +|V&(A)|. Proto 24dné parovéni nemte mit vice nes | X\ 4] +|Ve(A)| hran.

Obrézek 9.6: K dikazu Konigovy véty.

Zbyvé, dokézat, Ze existuje mnoZina A C X, pro kterou nastane rovnost. Podle
Fordovy-Fulkersonovy véty 8.3.8 je velikost maximalniho toku, tj. velikost parovani,
rovna kapacité minim4lniho Fezu. Dokézeme, ze minimaln{ fez m4 popsany tvar
W(Z), kde Z = {z} U AU V(A) pro néjakou mnozinu A CX.
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Uvazujme tedy n&ktery maximélni tok f a pouZijme na néj znackovaci proceduru
8.3.5, str. 141. Vyslednou mnoZinu oznalkovanych vrchold oznaéme Z a déle
oznaéme A = X N Z. (Viz obr. 9.6 na pfedchozi strang.)

Uvazujme libovolny vrchol z € A. Jestlize vrcholem x neprotékd zZadny tok, pak
vrchol z byl oznackovdn po hrang ze zdroje z a uréité jsou oznackovany vSechny
vrcholy mnoziny Vg(z). Jestlize vrcholem z tok protékd, pak vrchol x nemohl
byt oznackovan po hrané& ze zdroje (nebot je nasycena tokem), musel tedy byt
oznac¢kovéan po (jediné) hrang, kterou tok z vrcholu x odtékd. Pak ovSem musel byt
koncovy vrchol této hrany oznalkovan diive neZ x. Ostatnimi hranami z E* (z)
tok netede, proto jejich koncové vrcholy jsou jisté oznackovany (kdyby nebyly, bylo.
by mozno dale znackovat). Tim je dokazéno, Ze Vg(A) C Y N Z. Zadny vrchol
z mnoziny Y \ Vg(A) nemiZe byt oznatkovan, nebot do n&j nevede Zadnd hrana
z oznalkovaného vrcholu (tj. z mnoZiny A). Plati tedy

Ve(A)=YNZ a Z-—-'-{Z}UAUVG(A) 5

a pro mnozinu A tedy nastavé rovnost. O
9.3.4 Hallova véta. Necht G je bipartitni graf se stranami X a Y. V grafu G
existuje parovani, které nasycuje mnozinu X pravé tehdy, kdyZz

(9.2) pro kazdou mnozinu A C X plati |A| < |Va(4)] .

DUKAz: Pokud existuje parovani nasycujici mnoZinu X, pak podminka (9.2)
trivialng plati. Zajimava je pouze opa¢né implikace.
Z podminky (9.2) plyne, Ze pro kazdou mnozinu A C X plati | X \ A|+|Vs(4)| =
= |X|—|A|+|Va(A)| > | X|. Podle K&nigovy véty je tedy pocet hran v maximalnim
pérovéni vétsi nebo roven |X|. V&tsi byt oviem nemiize, proto je roven | X|. O

9.3.5 V&ta. Jestlize v bipartitnim grafu G se stranami X, Y pro kazdé z € X
ay €Y plati d(z) > d(y), pak v G existuje parovéni, které nasycuje vechny vrcholy
mnoziny X.
DUKAZ: Oznaéme

dx = min d(z) a dy= gxeal)/c d(y) .
Plati tedy dx > dy. Vezm&me nyni libovolnou mnozinu A C X. O poctu hran
v fezu W (A) plati

[W(A) > |A] - dx

a také

[W(A)| < [W(V(A)| < V(A -dy .
Odtud |A| - dx < |V(A)|-dy, a ponévadz dx > dy, plati |A] < [V/(A)|. Toto plati
pro libovolnou mnozinu A C X. Podle Hallovy véty tedy existuje parovani, které
nasycuje mnoZinu X. O
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9.3.6 Cviceni. Dokajte, %e z predpokladii predchozi véty plyne, zZe |X| < [Y].
Charakterizujte grafy, pro které jsou splnény piedpoklady véty a plati | X| = |Y|.

9.3.7 Cviceni. Pomoci pfedchozi véty dokaite, %e v piikladu 9.1.6 (taneéni)
existuje feSeni, tj. perfektni parovani.

9.3.8 Véta. V kazdém bipartitnim grafu existuje péarovani, které nasycuje vie-
chny vrcholy s maximélnim stupném.

DUKkAz: Oznalme k maximélni stupefi vrcholu. Graf doplnime novymi hranami
a vrcholy tak, aby byl bipartitni a viechny vrcholy mély stupef k. V takto vzniklém
grafu maji ob& strany stejny pocet vrcholt a podle véty 9.3.5 v ném existuje
perfektni parovani. Nyni ze zvétfeného grafu vypustime vSechny pridané hrany
a vrcholy. Tim ziskdme parovéni v ptivodnim grafu. Toto parovani nasycuje vSechny
vrcholy stupné k, nebot k nim nebyla pfid4dna ?4dn4 hrana. 0

9.3.9 Véta. Necht v bipartitnim grafu G se stranami X, Y existuji dvé parovani
Py, P5. Necht parovani P; nasycuje mnoZinu vrcholt X; C X a parovani P, nasycuje
mnozinu ¥, C Y. Potom existuje parovani P C P, U Py, které nasycuje obé mnoziny
XiCXiv;CY.

DUkAz: Oznatme G' faktor grafu G s mnozinou hran P, U P,. V grafu G maji
vechny vrcholy stupefi 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti grafu G’ jsou tedy
izolované vrcholy, cesty a kruZnice.

Polozme P = P;. Jestlize P nasycuje vechny vrcholy z Y3, pak P je hledané
parovéni. JestliZe P nenasycuje néktery vrchol y € Y3, pak vrchol y je krajnim
vrcholem cesty, kterd je komponentou souvislosti grafu G'. Tuto cestu muZeme
poklddat za stfidavou cestu vzhledem k parovéani P; provedme zménu P podél této
cesty. Nyni je vrchol y nasycen v P a viechny vnitini vrcholy cesty také zlstavaji
nasyceny v P. Ozname v druhy krajni vrchol cesty. Jestlize v € X, pak je nyni
vrchol y nasycen v P. Jestlize v € Y, pak sice neni nasycen v P, ale neni toho tieba,
nebot v tomto p¥ipadé byl vrchol v nasycen pouze v P, a tedy v ¢ Y;. Opakovanim
tohoto postupu budeme ménit parovéni P tak, Ze bude nasycovat stale v&tsi pocet
prvkl mnoziny Y5 a zdroveh celou mnoZinu X;. O

9.4 Prirfazovaci tloha

Uvedeme tzv. madarsky algoritmus pro fefeni pfifazovaci tlohy, tj. pro hledani
nejlevnéjsiho perfektniho parovani v tplném bipartitnim grafu K, ,, jeho? hrany
jsou ohodnoceny cenami. Algoritmus je zaloZen na zménach cen, které nemaji vliv
na vysledné feseni.

9.4.1 Matice cen a jeji transformace. Bud G tplny bipartitni graf se stra-
nami X, Y takovy, Ze | X| = |Y| = n. Pfedpokladejme, 7e vrcholy obou stran X ;
Y jsou oéislovany &isly 1,2,...,n. Hrany grafu G mtZeme bez Ujmy na obecnosti
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ztotoZnit s uspofddanymi dvojicemi vrcholt (z,y) € X x Y. Ceny hran pak miizeme
pfirozenym zpfisobem usporaddat do tvaru matice C, jejiz libovolny prvek c(i, j) je
cenou hrany (3, 7).

Vezméme libovolné ohodnoceni vrcholtt grafu G redlnymi &isly p(v) pro v €
€ V(@) a na zakladg tohoto ohodnoceni definujme matici transformovanych cen Cp
predpisem

cp(d,4) = c(i, §) — p(i) — p(4) -
Transformaci cen se optimalni feSeni pfifazovaci ilohy nezméni, nebot cena kazdého
perfektniho parovani se snizi o tutéz hodnotu

STpi)+ Y pG) = Y pl).

ieX jEY veV(G)

(Ovétte na piikladé!)

Ohodnoceni vrcholfl p nazveme pfipustnym ohodnocenim, jsou-li vSechny trans-
formované ceny nezaporné, tj. c,(i,5) = c(i,5) — p(i) — p(j) > 0.

Je-li p piipustné ohodnoceni vrcholl, pak grafem rovnosti G, nazveme faktor
grafu G, ktery obsahuje pravé ty hrany grafu G, jejichZ transformovana cena je
nulova, tj. c(3,7) = p(i) + p(j). Poznamenejme, Ze viechny ostatni hrany grafu G
maji transformované ceny kladné. Plati tedy tato véta:

9.4.2 Va&ta. Jestlize graf rovnosti G, ureny ohodnocenim vrcholi p obsahuje
perfektni parovani P, pak parovani P je optimalnim feSenim pfifazovaci Glohy.

DUKAZ: Pérovéni P mé v transformovanych cenéch C, nulovou cenu. Zadné jiné
parovéani nemiZe byt levn&jsi, protoze matice C;, neobsahuje zaporné prvky. P je
tedy nejlevnéjsim parovanim vzhledem k transformovanym cendm Cp. Pak je oviem
nejlevnéjsi i vzhledem k ptivodnim cendm C. m]

POZNAMKA: Pfi notné davce §tésti bychom mohli parovani P a ohodnoceni p
uhodnout a pomoci této véty pak uz jen ovéfit, ze jsme hadali spravné.

9.4.3 Madarsky algoritmus pro pf¥ifazovaci tuilohu. Hlavni myslenka tzv.
madarského algoritmu spo¢ivd v nalezeni takového pfipustného ohodnoceni vrchold,
7e v pifslusném grafu rovnosti existuje perfektni parovani.

Vychozi transformovanou matici cen a pfipustné ohodnoceni vrchold ziskdme
tim, %e od kazdého faddku plivodni matice cen odeiteme miniméalni cenu. Tim zis-
kéme v kazdém Fadku alespon jednu nulu. TutéZ operaci miZeme provést také se
sloupci, pak i kazdy sloupec obsahuje alespoii jednu nulu. K takto ziskané trans-
formované matici cen C, sestrojime graf rovnosti G a v ném najdeme maximdlni
parovani (viz 9.3.2, str. 168). Ziskame-li takto perfektni parovéni, je uloha vyfeSena.

Jestlize v grafu G, perfektni parovani neexistuje, pak v ném podle Hallovy véty
existuje mnozina A C X takové, Ze |A| > |Vg, (A)|. Tuto mnoZinu najde znackovaci
procedura 9.3.2 pfi netisp&§ném pokusu o nalezeni stiidavé cesty s volnymi krajnimi
vrcholy: A = Z N X, kde Z je mnozina vech oznackovanych vrchold.
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Abychom mohli v grafu rovnosti Gp zvétsit parovani, potfebujeme oznackovat
dalsi vrchol. K tomu je tieba piidat ke grafu G, nékterou hranu, kters vede
z mnoZiny A do neoznackovaného vrcholu v mno#ing Y, Potfebujeme tedy zménit
ceny, ale chceme to udélat tak, abychom tuto zménu mohli pokladat za transformaci
cen ve smyslu 9.4.1.

Zvysime tedy p(i) na mnoZing A a zaroveti snizime p(j ) na mnozing Vg, (A) o tu-
téZ hodnotu d takovou, aby se vynulovala transformovand cena na, nékteré hrané
vedouci z A do Y \ Vg, (A) a pfitom aby vSechny transformované ceny zustaly
nezaporné. Prakticky to vypada tak, Ze hodnota d bude rovna minimu (ze soudas-
nych transformovanych) cen v priseéiku oznackovanych fadki a neoznackovanych
sloupct.

Takto provedend zména ohodnoceni zarutuje, %e v grafu rovnosti zfistanou
vSechny hrany tvoiici provani a také viechny hrany, které byly pouzity k oznacko-
véani nékterého vrcholu. Navic viak ke grafu rovnosti pfibude alespoii jedna hrana,
po které bude mozno oznackovat alesponi jeden dalsi vrchol. (Pfitom ovSem muze
nékterd nepotfebna hrana z grafu rovnosti také zmizet.)

V takto upraveném grafu rovnosti opét hleddme maximalni parovani, tj. znovu
pouZzijeme znactkovaci proceduru a bud zvétiime parovani, nebo znovu ménime
ohodnoceni vrcholdi, abychom mohli oznagkovat daldi vrchol. Po kone¢ném poétu
krokli nutné ziskdme perfektni parovani, které je podle véty 9.4.2 optimalnim
feSenim prifazovaci tlohy.

Madarsky algoritmus pro feSeni pfifazovaci ulohy lze shrnout takto:

1. [Pocdtecni pripustné ohodnoceni vrcholii.] Pro kazdé i € X polozime p(i) :=
‘= minjey c(t, j). Prokazdé j € Y déle polozime p(5) := min;c x (c(i,5)—p(3)).

2. [Graf rovnosti.] Sestrojime faktor G)p grafu G takovy, ze
E(Gp) = {(1,4) € E(G) | ¢(i, ) - p(i) — p(j) = 0} .

3. [Mazimdlni pdrovdni.] Sestrojime maximélni parovani P v grafu G,. Je-li toto
parovani perfektni, vypocet konéi, vysledné perfektni parovani je nejlevnég;jsi.

4. [Zména pFipustného ohodnoceni vrchold.] Neni-li pArovani P perfektni, nalez-
neme mnozinu A C X takovou, Ze |A| > [Va,(4)|, vypocteme

d = min{c(i, 5) — p(i) - p(j) | i € 4,5 & Vi, (A)}
a zménime p¥ipustné ohodnoceni vrcholt takto:

p(i) := p(i) +d pro viechna i € A,
p(j) := p(j) —d pro viechna j € Vg, (A).

Pokra¢ujeme podle kroku 2.

CASOVE NAROKY: O(n?).
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9.4.4 Piiklad. ReSme pfifazovaci tlohu, kterd je ddna touto matici cen:

Ve
5 3 7 4 5 4 2t
10 11 100 7 8 3 e
18 7 6 6 6 2 dox
6 12 2 1 9 8
8 4 4 4 1 1
4 8 1 3 7 4
Odettenim Fadkovych minim od jednotlivych Fadka ziskdme tuto transformovanou
matici cen a ohodnoceni p(z) vrchold strany X:
p(7)
2 0 4 1 2 1| 3
7 8 7 4 5 0 3
16 5 4 4 4 0| 2
5 11 1 0 8 7| 1 hira
7 3 3 3 0 0f 1 %it.
3 7 0 2 6 3|1 2
Podobné odetteme od kazdého sloupce sloupcové minimum. Tim ziskdme vychozi
ohodnoceni p(j) vrcholt strany Y a transformovanou matici cen, kterd jiz obsahuje
v kazdém tadku a v kazdém sloupci alespon jednu nulu. Sestrojime piislusny graf
rovnosti a v ném zvolime (v podstaté libovolnym zptsobem) vychozi parovani.
p(1)
0 0 4 1 2 11 3 T
5 8 7 4 5 0 3
14 5 4 4 4 0| 2
3 1 1 0 8 7] 1 .
5 3 3 3 0 0] 1 =
1 7 0 2 6 3|1 Dok
| 2 0 0 0 0 0 e
soué
Znatkovanim jsme nasli st¥idavou cestu s volnymi krajnimi vrcholy a podél této
cesty zménime (tj. zvétsime) parovani. Matice transformovanych cen ani samotny
graf rovnosti se tim neméni. Ponévadz vysledné parovéni je$té neni perfektni,
pokra¢ujeme dal$im zna¢kovanim z volného vrcholu:
+ | p(0)
0 0 4 1 2 1( 3 N :
- 5 8 7 4 5 0| 3
- 14 5 4 4 4 0f 2 -
3 1 1 0 8 7|11
5 3 3 3 0 0] 1 9.4.:
1 7 0 2 6 31 1 ohod
p(J) 2 0 0 0 0 0 — samge
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Oznackované vrcholy a jim odpovidajici fadky a sloupce jsou oznaceny Sipkami.
Velikost zmény piipustného ohodnoceni vrcholii d — 4 ziskdme jako minimum
z transformovanych cen v priseciku oznacenych f4dkl a neoznacenych sloupci, tj.
zde druhého a tfetiho fadku a prvniho az patého sloupce. Po transformaci matice

dostaneme:
- § % «~

V transformované matici pfibylo nékolik nul a v grafu rovnosti pfibylo nékolik
hran. Hrana (5,6) naopak z grafu rovnosti ubyla. Parovani stale jedté nelze zvét-
Sit, ale zvétsil se alespon pocet oznackovanych vrchold. Opét vybirdme minimum
z priseciku oznackovanych fadkd a neoznackovanych sloupci, tentokrat d = 1:
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p(i)
0 0 5 2 3 6 3
0 3 3 0 1 0] 7
9 0 0 0 0 o 6
2 10 1 0 8 11| 1
4 2 3 3 0 4| 1
0 6 0 2 6 7|1
p(7) | 2 0 -1 -1 -1 —%

Nyni jiz v grafu rovnosti existuje st¥{dava cesta, podél niZ lze parovani zvétsit.
Dokonce jsou zde tfi takové cesty, nakreslena je pro prehlednost pouze jedna z nich.
Tii vyslednd perfektni pirovani jsou na obr. 9.7. Cena ka?dého z nich je rovna,
souftu ohodnoceni vrchold, tj. 18.

Obrézek 9.7: Tti rovnocenn4 optimalni fegeni prikladu 9.4.4.

9.4.5 Cvieni. ReSte tutéZ prirazovaci tlohu, ale volte jinak vychozi pripustné
ohodnoceni vrchold a vychozi graf rovnosti. Vysledné optimalni p¥ifazeni musi mit
samoziejmeé stejnou cenu, ale postup vypotu miize byt hodné odlisny.
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9.4.6 Poznamka. Pfi vypoltu na pocita¢i se obvykle graf rovnosti explicite
nesestrojuje, maximalni péarovani lze hledat pomoci nulovych prvkid matice Cp,
znackuji se pfitom Fadky a sloupce matice.

9.4.7 Jiné algoritmy pro pfifazovaci tlohu. Pfifazovaci tlohu lze pokladat
za specidlni piipad klasické dopravni dlohy 8.2.4, str. 135, kde X je mnoZina
dodavatel®, Y je mnoZina spotfebitelt a kapacity vSech dodavateli i spotfebiteld
jsou jednotkové. Dopravni Gilohu pak lze feSit bud specidlnim algoritmem, nebo jako
alohu o nejlevnéjsi cirkulaci.

Jinou moZnost predstavuje pfevod pfifazovaci tlohy na tlohu o nejdrazsim
parovéani v témZe aplném bipartitnim grafu. Tento pievod spocivd ve zméné cen
hran (viz cvi¢eni 9.1.8). Vyslednou tlohu o nejdraziim parovéani v bipartitnim grafu
pak lze fesit tak, e vyjdeme z prazdného parovani, které postupné zvétSujeme, a to
vzdy podél st¥idavé cesty, kterd spojuje dva nenasycené vrcholy a kterd mé vzhledem
ke stavajicimu parovani nejvétsi cenu (viz 9.2.4). Lze dokédzat, Ze takto dostaneme
nejdrazsi parovani, které je zaroven optimalnim feSenim piifazovaci tlohy.
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Kapitola 10

Eulerovské tahy

10.1 Zakladni pojmy a aplikace

10.1.1 Eulerovsky tah, pokryvani hran. Pfipomefime, e tah je sled, ktery
neobsahuje Z4dnou hranu dvakrat (viz 1.5.2, str. 20). Eulerovsky tah je takovy
tah, ktery obsahuje vSechny hrany grafu (tedy kaZdou hranu pfesné jedenkrat).
Eulerovské tahy délime na orientované a neorientované a na uzaviené a neuzaviené.

Rekneme, Ze soustava tahti pokrijvd hrany grafu, jestlize kazd4 hrana grafu lezi
pfesné v jednom z nich. Eulerovsky tah je tedy takovy tah, ktery sim pokryva
vSechny hrany grafu.

V souvislosti s eulerovskymi tahy lze formulovat a fesit tyto tlohy:

1. Rozhodnout, zda v grafu existuje eulerovsky tah.

2. Sestrojit eulerovsky tah.

3. Najit nejmensi pocet tahi, které pokryvaji hrany daného grafu.

4. V daném souvislém grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi &isly, najit
nejkrat$i uzavieny sled, ktery obsahuje vSechny hrany grafu (kazdou hranu
aspon jedenkrat).

Pro feSeni téchto tloh jsou zndmy rychlé (polynomidlni nebo dokonce linearni)
algoritmy.

Snadnost feSeni téchto tloh je v pozoruhodném kontrastu s obtiZnosti tzv.
hamiltonovskych tloh, které uvedeme v kapitole 12 (viz 12.1.4, str. 198).

10.1.2 Sedm mosti mésta Krélovce. Mésto Krilovec (Konigsberg, dnesni
Kaliningrad) lezi na biezich feky Pregel a na dvou ostrovech. Bfehy a ostrovy byly
v 18. stoleti spojeny sedmi mosty zhruba podle obr. 10.1 na nésledujici strang.
Obyvatelé mésta se tehdy bavili otédzkou, zda je moZno vykonat prochéazku, kters by
vedla pres kazdy most pfesné jedenkrat. Samoziejmé se pfi tom nesmélo plavat pies
feku. Dokonce se o tom uzaviraly a prohrdvaly sizky, dokud Leonard Euler v roce
1736 nedokazal, Ze takova prochdzka neni mozna. Eulertv zptsob Feseni této hiicky
byvé oznaCovan za pocétek teorie grafii (historické podrobnosti viz [Sigma97]).
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Uloha o sedmi mostech je ekvivalentni tloze najit v grafu, ktery je nakreslen na
obr. 10.1 vpravo, eulerovsky tah.

jf\ c o N

S
\

Obréazek 10.1: Sedm mostd mésta Krélovce a odpovidajici graf.

JC

10.1.3 Kresleni co nejmensim poétem tahii. Na hled4ni eulerovského tahu
Ize zFejmym zpisobem pfevést zndmou tlohu, nakreslit n&jaky dany obrazek (tieba
ydomecek“) jednim tahem, aniZ bychom kreslili nékterou ¢aru dvakrdt a aniz
bychom zvedli tuzku z papiru. Od této tlohy je z¥ejmé odvozen termin tah. Kazdy
asi vi, Ze na nékteré obrazky jeden tah nestadi.

Vznika tedy pfirozend otzka, jaky nejmensi polet tahti je k nakresleni nutny.

Nemusi pfitom jit jen o zdbavnou tlohu. Napf. pfi kresleni pomoci poéitage je
celné minimalizovat podet a délku pfejezdi pisitka bez kresleni. Ponévadz kazd4
¢ara by se méla kreslit pfesné jedenkrat, je tato tloha p¥ibuzné tloze 4. Pozor,
nikoli totoznd, a to ze dvou divodl: obrizek nemusi byt souvisly a navic mohou
byt prejezdy pisdtka piimolaré a nemusi probihat podél kreslenych ¢ar. Je-li viak
kresba souvisld, lze k feSeni pouzit postup podobny algoritmu 10.3.2.

10.1.4 Uloha &inského postika. Pogtak musi pfiroznace poSty projit viechny
ulice svého rajénu. Jak mé postupovat, aby usel co nejméné kilometra?

Tato tloha je pouze slovnim vyjadfenim tlohy 4, uvedené v 10.1.1. Jinym
piikladem ze stejného soudku je optimalizace jizdy kropiciho vozu, kterjy m4
pokropit viechny ulice ve mést8. Refenim se budeme zabyvat v 10.3.

10.1.5 De Bruijnova posloupnost je pfikladem diimyslné aplikace eulerov-
skych tahu:

Méme dano kladné &slo k. Ukolem je najit co nejdelst cyklickou posloupnost nul
a jednicek takovou, Ze zddné dvé k-tice po sobé jdoucich cifer nejsou stejné. Takovs
posloupnost se nazyva de Bruijnova posloupnost.

Tato tloha souvisi s kédovanim zhruba takto: obvod ot4dejiciho se kotoute méa
byt oznacen nulami a jedni¢kami tak, aby bylo moZno uréit pfesnou pozici kotoude
prectenim pouze k po sobé jdoucich &slic.

RESENf: Podet posloupnosti tvofenych k nulami a jednickami je 2. Proto délka
hledané de Bruijnovy posloupnosti nemiize byt vétsi nez 2. Pomoci eulerovskych
tahti dokdzeme, Ze posloupnost o délce 2* existuje, a ziskdme navod, jak ji sestrojit.
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Vezméme graf, kterj mé 251 vrchold, viz pitklad na obr. 10.2 pro k = 4. Vrcholy
ozna¢ime vSemi (k — 1)-ticemi nul a jedni¢ek. Graf bude mit 2* hran oznacenych
viemi k-ticemi nul a jedniek, a to tak, ze hrana oznalens (z1,22,...,Tp—1,Tk)
povede z vrcholu (z1,%2,...,2x-1) do vrcholu (z3,...,2zx_1,z;). To znamen4,
ze z kazdého vrcholu vychdzi presné dvé hrany; jejich oznaceni se ligf pouze na
poslednim k-tém mist&, jedna hrana tam ma jedni¢ku a druhd nulu. Podobné do
kazdého vrcholu vchazi dvé hrany, jejichz oznaéeni se li&i v prvni &islici.

c=1100 100

e = 0000

g = 0011 001

Obrazek 10.2: Graf pro konstrukci de Bruijnovy posloupnosti pro k¥ = 4. Na-
piiklad eulerovskému tahu abcde f ghijklmnpg odpovid4 de Bruijnova posloupnost
1111000011010010.

Libovolny sled v takovémto grafu miZeme snadno zakédovat pomoci posloup-
nosti nul a jednicek: kazd4 ¢islice vyjadfuje jednu ze dvou moznosti jak pokragovat
z daného vrcholu, ktery je oznaden pfedchazejici (k — 1)-tici.

Pivodni tloha o de Bruijnové posloupnosti je tedy pievedena na hleddni uza-
vieného orientovaného eulerovského tahu v popsaném grafu. Tento graf je souvisly
a pro kazdy jeho vrchol z plati d*(z) = d~(z), proto podle véty 10.2.2 pozadovany
eulerovsky tah existuje. Dokonce je ziejmé, ze eulerovskych taht (a tedy i de Bru-
ijnovych posloupnosti) miiZe existovat n&kolik.

Ve vySe uvedené dloze jsme pouzili abecedu o dvou symbolech, totiz {0,1}.
VySe popsanou konstrukci 1ze snadno zobecnit i pro libovolnou vétsi abecedu. M4-li
abeceda n prvki, bude mit de Bruijnova posloupnost délku n*.

10.1.6 Cviceni. Najdéte de Bruijnovu posloupnost pro k = 3 a n = 2. Kolik
takovych posloupnosti je? Reste tutéz tlohu prok =2 an = 3.

10.2 Existence a hledani eulerovskych tahu
10.2.1 Véta. (Euler 1736.) Necht graf G je souvisly. Pak v grafu G existuje

neorientovany uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyZ kazdy vrchol grafu G méa
sudy stupeii.

DUKAZ je téméF shodny s dikazem nésledujici véty 10.2.2. Proto obé véty doka-
Zeme spole¢né. O
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10.2.2 Véta. Necht graf G je souvisly. Pak v grafu G existuje orientovany
uzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz pro kazdy vrchol v plati d* (v) = d=(v).
DUKAz: Diukaz jedné z implikaci je velmi snadny: Pfedpokladejme, Ze v grafu
existuje uzavieny eulerovsky tah (orientovany nebo neorientovany). P¥edstavme si
cestovatele, ktery prochazi grafem podél tohoto tahu. Zfejmé plati, Ze kolikrat pfisel
do néjakého vrcholu v, tolikrdt z néj musel i odejit. Ponévadz pfi tom projde kazdou
hranou pfesné jedenkrat, plynou odtud okamzité tvrzeni o stupnich vrcholi: d(v)
je sudy pro neorientovany tah a d*(v) = d~(v) pro tah orientovany.

Opacné implikace je téz8i, dokdZzeme ji tim, Ze popiSeme (a dokdZeme) postup,
jak eulerovsky tah sestrojit, jsou-li splnény predpoklady jeho existence, tj. souvislost
a vlastnosti stupni.

Zatnéme z libovolného vrcholu zy a prochdzejme hranami grafu libovolné, ale
tak, abychom Zadnou hranou nesli dvakrat. Takto pokracujeme, dokud je to mozné,
hrana. Tato prochdzka zcela jisté skonéi v zg, protoze diky vlastnostem stupiii
nemuze skonéit nikde jinde a diky kone¢nosti grafu nékde skoncit musi. Nalezli
jsme tedy néjaky uzavieny tah.

Nyni jsou dvé moznosti. Je-li tento tah eulerovsky, jsme hotovi. Neni-li tah
eulerovsky, pak nékde v grafu existuje hrana, kterd v tahu nelezi. Mezi zy a touto
hranou existuje cesta (nebot graf je souvisly) a nékde na této cesté musi existovat
vrchol z;, kterym prochédzi tah a z néhoz jesté vychazi né&jakd nepouzitd hrana.
Ve vrcholu z; tah pferufime (rozpojime) a zafneme opét prochizet nepouzitymi
hranami a tim tah (ktery je nyni otevieny) prodluZovat. Diky vlastnostem stuphi
toto prodluZovani skonéi ve vrcholu z;. V tomto vrcholu navdZeme novou &ast tahu
na puvodni, ¢imZ ziskdme uzavieny tah, ktery ma vice hran.

Tento postup (pferuSovani a prodluZovani tahu) opakujeme, dokud existuje
hrana, kterd v tahu nelezi. Diky kone¢nému poctu hran v grafu G nakonec jisté
dostaneme tah, ktery je eulerovsky. O

10.2.3 Poznamka. Pfedpoklad souvislosti v pfedchozich dvou vétéch je zby-
tefné silny: izolované vrcholy by nevadily.

10.2.4 Cviéeni. Dokaite, Ze (slabg) souvisly orientovany graf, jeho# kazdy vr-
chol v spliuje d* (v) = d~(v), je také silné souvisly.

10.2.5 Algoritmus pro hleddni uzavieného eulerovského tahu. Postup
byl jiz vysvétlen v dikaze véty 10.2.2. Zaméfime se na jeho efektivni provedeni.
V algoritmu se stfidavé provadé&ji dvé faze:

1. Existujici tah prodluzujeme, dokud se nestane uzavienym.
2. Uzavieny tah kontrolujeme, zda je eulerovsky.

Pii kontrole prochazime podél tahu a v kazdém vrcholu z testujeme, zda v mno-
zind E(zx), popf. E*(z) existuje hrana h, kterd dosud neni obsaZena v tahu. Pokud
takovou hranu h najdeme, prerusime kontrolu, tah ve vrcholu z rozpojime a za¢neme
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Jej prodluzovat poéinaje hranou h. ProdluZovani skoné&i ve vrcholu z. Po propojeni
staré a nové ¢asti tahu pokradujeme v kontrole po¢inaje vrcholem z (predchazejici
¢ast tahu je jiz zkontrolovédna) a postupujeme podél nové &4sti tahu (ta doud neni
zkontrolovana). Tim je zaji$téno, Ze nejen pii prodluzovani, ale i pii kontrole postu-
pujeme podél kazdé hrany pouze jedenkrat. Cely postup tedy vyZzaduje Cas O(n+m).

10.2.6 Priklad. Sestrojme uzavieny orientovany eulerovsky tah v grafu, ktery je
nakreslen na obr. 10.3. PouZijeme postup 10.2.5. Abychom se vyhnuli nejednoznad-
nosti, budeme k prodluzovéni tahu volit vzdy hranu s nejniZ$im &islem a zaéneme
ve vrcholu v; .

Obrézek 10.3: Graf k piikladu 10.2.6.

V prvé fazi ziskdme tah tvofeny hranami 1, 2, 4, 6. P#i kontrole zjistime, Ze
ve vrcholu vy jsou vSechny hrany obsaZeny v tahu, ale z vrcholu vy vychézi dosud
nepouZitd hrana 5. Tah tedy rozpojime mezi hranami 2 a 4, prodlouzime jej o hrany
3, 3, 8 a znovu spojime. Tim ziskdme uzavieny tah 1, 2, 5, 3, 8, 4, 6. Pokradujeme
v kontrole tam, kde jsme ji pFerusili, tj. ve vrcholu v, (ten je jiz v poraddku) a déle
ve vs, kde zjistime, Ze z v3 vychédzi nepouZit4 hrana 7. Tah proto rozpojime mezi
hranami 5 a 3 a prodlouZenim ziskdme tah 1, 2, 5, 7, 3, 8, 4, 6. Dalii kontrola ve
vrcholech v, v3,v4,v2,v4 jiz ukéZe, Ze tento tah je eulerovsky.

10.2.7 Véta. Necht graf G je souvisly a obsahuje k vrcholti lichého stupné. Pak
nejmensi pocet neorientovanych taht pokryvajicich hrany grafu G je roven k /2.
DUKAz: Nejprve si uvédomme, e &slo k je sudé: Soucet viech stupfitl je roven
2|E(G)|, a je tedy sudy. Kdyby k bylo liché, musel by soucet viech stupnii byt lichy,
coZ by byl spor (soucet lichého po¢tu lichych &isel je vidy lichy).

Pfidejme nyni ke grafu G celkem k/2 hran, které budou spojovat vzdy dva
vrcholy lichého stupné. Tim dostaneme souvisly graf G', v némz vSechny vrcholy
budou mit stupné sudé. Podle véty 10.2.1 tedy v grafu G existuje uzavieny
neorientovany eulerovsky tah.

Nyni odstrafime z grafu G’ pfidané hrany. Tim jednak dostaneme puvodni
graf G, jednak se ndm uzavieny eulerovsky tah v G' rozpadne na celkem k/2
neuzavienych tahd, které dohromady pokryvaji vSechny hrany grafu G. |

10.2.8 Cvi€eni. Kolik taht je nutnych k pokryti viech hran neorientovaného
grafu, o kterém vime, Ze ma 3 komponenty souvislosti, 2 vrcholy lichého stupné
a Zadny izolovany vrchol? Bylo by moZno uréit potfebny pocet taht, kdyby podet
vrchold lichého stupné nebyl 2, ale 47.
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10.2.9 Véta. V orientovaném grafu G bez izolovanych vrchold existuje orien-
tovany neuzavieny eulerovsky tah pravé tehdy, kdyz graf G je souvisly a existuji
v ném dva vrcholy z,y takové, Ze d*(z) = d~(z) + 1 ad*(y) = d (y) — 1 a pro
vSechny ostatni vrcholy v plati d* (v) = d~(v).

DUKAZ je podobny dikazu véty 10.2.7. O

10.2.10 Cviceni. Najdéte zpiisob, jak pro (slab&) souvisly orientovany graf
zjistit na zdkladé stupiiti vrchol nejmensi podet orientovanych tahi, které pokryvaji
jeho hrany. N4vod: pro kazdy vrchol vypoététe éislo R(v) = dt (v) — d~ (v).

10.3 TUloha ¢inského postika

10.3.1 Uloha &inského postika. Postik ma projit vechny ulice mésta a vratit
se do vychoziho mista, a to tak, aby uSel co nejméné kilometrti. PfeloZeno do feéi
graft, jde o tuto ulohu:

Je dén neorientovany souvisly graf, jehoz hrany jsou ohodnoceny kladnymi éisly.
Ukolem je najit nejkratsi uzavieny sled, kterj obsahuje vSechny hrany grafu.

10.3.2 ReSeni tilohy &inského postika. Je ziejmé, 7e existuje-li v grafu eule-
rovsky tah, je tento tah hledanym optimélnim FeSenim.

Pokud v grafu eulerovsky tah neexistuje, pak sled, ktery obsahuje vSechny hrany,
musi nékterymi hranami prochéazet dvakrat nebo i vicekrat. Lze v8ak dokdzat (viz
cvideni 10.3.4), Ze nejkratsi sled prochdzi kazdou hranou pouze jedenkrat nebo
dvakrit. Hleddme tedy sled, v némZ je nejmensi souCet délek hran, které jsou
prochézeny opakované (tj. dvakrat).

V nejkrat$im sledu, ktery obsahuje vSechny hrany grafu, tvofi opakované pro-
chizené hrany soustavu cest, které spojuji vzdy dva vrcholy lichého stupné. Lze
dokézat, Ze tyto cesty jsou navzdjem hranové disjunktni, tj. Ze Zddna hrana grafu
nelezi ve dvou riiznych takovych cestach (viz cvifeni 10.3.5).

Kli¢em k feSeni Glohy tedy je rozdélit vrcholy s lichym stupném do dvojic, a to
tak, aby soucet délek nejkratSich cest mezi vrcholy ve dvojicich byl nejmensi. Toto
je vlastné iloha o parovani, v niz je v8ak tfeba sparovat pouze vrcholy lichého
stupné. Muzeme se na to divat také tak, Ze hleddme nejlevnéjsi perfektni parovéni
v pomocném Gplném grafu K, jehoz vrcholy jsou vSechny vrcholy lichého stupné
pivodniho grafu G a délky hran grafu K jsou délky nejkratsich cest v grafu G.

Cely postup feSeni lze shrnout takto:

1. V daném grafu G najdeme mnoZinu L vrcholl s lichym stupném.

2. Pro v8echny dvojice (z,y) vrchollt mnoZiny L vypoc¢teme délku u(z,y) nej-
krat3i (neorientované) cesty z z do y.

3. Na mnoziné vrchold L definujeme Gplny graf K, jehoZ hrany jsou ohodnoceny
délkami nejkratsich cest u(z,y).

4. V grafu K najdeme nejlevnéjsi perfektni parovani P (viz kapitola 9).
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5. Pro kazdou hranu (z,y) grafu K, kterd le?{ v parovéni P, vezmeme vSechny
hrany plivodniho grafu G, které tvo¥i nejkrati{ cestu z z do Y, a ke grafu G
pfiddme kopie vSech t&chto hran. V grafu G, ktery takto ziskdme, budou mit
v8echny vrcholy sudy stupeii.

6. V grafu G' sestrojime eulerovsky tah. Tento tah proch4zi viemi pfidanymi
hranami, coZ odpovid4 opakovanym prichodtm hranami pivodniho grafu.

7. V eulerovském tahu nahradime vSechny piidané hrany jim odpovidajicimi
hranami grafu pivodniho. Tim ziskdme hledany nejkratsf sled, ktery prochézi
vSemi hranami grafu G.

Dikaz spravnosti tohoto algoritmu se opird o fakt, Ze soudet délek opakované
prochdzenych hran je roven cen& nejlevnéjsiho perfektniho parovani. Vypodet lze
provést v ase O(m + n3).

10.3.3 Piiklad. Re$me tlohu &nského postika pro graf z obrazku 10.4.

o} O
2 3 2 3
fJ 4 J 2 2 oc
2 3 2 3

} L

5 e 8 d 2

Obrézek 10.4: Graf k tloze ¢nského postika 10.3.3.

V grafu je Sest vrchold lichého stupng, L = {a,b,c,d, e, f}. Uplny graf K na
mnoziné vrcholi L je na obr. 10.5 vlevo. Hrany tvofici nejlevnéjsi perfektni parovani
jsou v ném nakresleny silné. Na témZe obrazku vpravo je nakreslen pivodni graf
s pridanymi hranami. Stupné vSech vrchold jsou v ném JiZ sudé, neni tedy problém
najit v ném eulerovsky tah.

a b
‘ﬁ \_7( -
i se
& ) 3

Obréazek 10.5: Regeni tlohy &inského postska 10.3.3.
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10.3.4 Cvicéeni. Dokazte, ze sled, ktery je feSenim tlohy ¢inského postéka,
nemuze prochazet zadnou hranou vice nez dvakrat.

10.3.5 Cviéeni. Dokazte, Ze Zadné dvé cesty, které ke grafu pridavame v kroku
5 algoritmu 10.3.2, nemaji spoletnou hranu. Jinymi slovy, dokazte, Zze v grafu G’
bude ke kazdé hrané grafu G pfiddna nejvyse jedna kopie. Navod: vyuZijte faktu,
ze parovani P je nejlevnéjsi.

10.3.6 Poznamka. Ulohu ¢inského postika jsme pro jednoduchost formulovali
a fedili pouze pro kladné délky hran. Algoritmus 10.3.2 1ze pouzit i na graf, ktery
obsahuje hrany o nulové délce. Dtikaz spravnosti je v tomto obecnéjsim pripadé

sledu vyskytovat i vice nez dvakrat. To v8ak nevadi, na délku sledu to nemd vliv.

10.3.7 Cviceni. Lze algoritmus 10.3.2 pouzit i na graf, ktery obsahuje hrany
o zéporné délce?
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Kapitola 11

NP-tézké ulohy

V predchozich kapitolach jsme se (az na nékolik vyjimek) zabyvali Glohami, pro
které jsou zndmy uspokojivé rychlé algoritmy. Néasledujici dvé kapitoly se naopak
vénuji Glohdm, které jsou (az na vyjimky) ,t&zké“. Co to vak jsou ,t&7ké“ tlohy?

Prvy oddil této kapitoly obsahuje velmi stru¢né shrnuti zakladnich pojmi
a poznatki teorie slozitosti (minéno: slozitosti vypo¢til), zejména teorie tzv. NP-
-tplnosti. Uvddime je jednak proto, aby nase vyroky o obtiZnosti tiloh mély alespoti
trochu solidni zdklad, jednak proto, Ze se v literature lze pomérné &asto setkat
s vyroky o NP-tuplnosti nékterych tloh.

Vyklad v tomto prvém oddile je ponékud abstraktngjsi a vyboéuje mimo ra-
mec teorie grafii. Studium tohoto oddilu muzete pfeskotit, smifite-li se s vdgnim
vyjadrenim, Zze ,,NP-t&zké Glohy jsou obtizné fesitelné“.

V oddilech 11.2 a 11.3 uvedeme dvé metody, které lze pouzit k feSeni pomérné
riznorodych tloh (i negrafovych). Ob& metody se pouzivaji (zejména) k FeSeni
NP-tézkych tloh, obé& lze poklddat za ,inteligentni priizkum vsech myslitelnych
moznosti“ a v obou se prohledavé tzv. strom feeni. Srovnani obou metod je uvedeno
v 11.3.8. Obé metody vyuZijeme v kapitolach 12 a 13.

11.1 Casova sloZitost

Teorie sloZitosti je ¢ast informatiky, kterd se (zjednodusené feteno a mimo jiné)
zabyvé zavislosti doby feSeni tlohy na velikosti instance tlohy.

11.1.1 Typ tlohy a instance ulohy. Slovo ,loha“ se pouzivé ve dvou rtiznych
vyznamech, mezi nimiZ zde musime pe¢livé rozliSovat:

Typ tlohy urcuje, jakym zptsobem je tiloha zaddna, tj. jakd data a v jakém
usporédéani budou tvofit zadani tlohy, co m4 byt vysledkem a jaky mé byt vztah
mezi vysledkem a zaddnim. Instance 4ilohy je konkrétni piipad alohy daného typu.

Zname-li pouze typ tlohy, neméme jesté co pocitat, miizeme vsak piemyslet
o algoritmu, kterym bychom fegili instance tohoto typu tilohy, kdybychom né&jaké
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méli. Poéitat ma smysl, teprve kdyz mame konkrétni zadani, tj. instanci alohy. Viz
téz 1.11.3, str. 32, kde jsme tyto pojmy zavedli pro optimaliza¢ni tlohy.

11.1.2 Velikost instance tlohy. Data, kterd popisuji instanci daného typu
ulohy, tvori vstup do algoritmu, ktery ilohy daného typu Fesi, proto o téchto datech
mluvime jako o vstupnich datech. Velikost instance pak méfime jako objem téchto
vstupnich dat. Obecné se pouziva pocet bit1, ale v grafovych Glohéach, kde zadanim
tlohy je obvykle graf (a moZnd né&jaké jeho ohodnoceni), je zvykem vyjadfovat
velikost vstupnich dat poltem vrcholli nebo poétem vrcholi a poltem hran (tj.
dvéma Cisly).

11.1.3 Doba préace algoritmu. To je tak trochu potiz. Doba vypocltu na
konkrétnim typu pocitale se pro teoretické Gvahy nehodi, protoze pocitace mivaji
riizné rychlé procesory a jakékoli tvrzeni by mélo velice omezenou platnost. Podet
instrukci, které je tfeba pfi vypoctu vykonat, je trochu lepsi, ale i on zavisi na typu
procesoru (procesory mivaji rizné soubory instrukci).

Proto se v teoretickych ivahdch asto pouziva tzv. asymptotické vyjddieni doby
préace algoritmu pomoci symbolu O (velké pismeno O). Pfipometime (viz 1.10.6,
str. 30) jeho definici:

Necht f, g jsou dv& nezdporné funkce redlné proménné. Existuji-li redlné kon-
stanty k, m takové, Ze pro viechna z > m plati g(z) < kf(z), pak piSeme g = O(f).

Zapis g = O(f) se vyslovuje jako ,g je o f“. Vztah g = O(f) je vlastné
odhadem funkce g shora. Nezavisi na chovani obou funkci g a f pro ,,malé“ hodnoty
argumentt (pfesn&ji, pro z < m) a nezavisi také na ndsobeni jedné z funkci néjakou
konstantou.

Rekneme-li, e n&jaky algoritmus pracuje v ¢ase O(f(n)), kde n je velikost
instance ulohy, znamend to, Ze doba jeho prace na instancich od urcité velikosti
vySe nepfesahuje néjaky nasobek funkce f. Pfitom je vSak moZné, Ze pro mnoho
konkrétnich pfipadti vstupnich dat (t¥eba i pro vSechny) bude tentyZ algoritmus
pracovat rychleji. Dokonce i kdyby platil lep&i odhad, napt. O(n?), byl by odhad
O(n3) také pravdivy.

Vyjadfeni doby préce algoritmu symbolem O se neziskdvd méfenim doby sku-
te¢nych vypodtl na pocitaéi, ale teoretickym rozborem éinnosti algoritmu.

Dodejme, Ze je tfeba rozliSovat, zda mame na mysli dobu prace v nejhorsim
pfipadé nebo dobu prace primérnou. Neni vyjimkou, kdyZ néjaky algoritmus ma
odhad priimérné doby-prace fadoveé lepsi neZ odhad pro nejhorsi p¥ipad. Odhady pro
nejhorsi piipad jsou jednodussi (sndze odvoditelné). V této knize se téméf vyhradné
zabyvame jen odhady pro nejhorsi pripad.

Asymptotické vyjaddieni doby prace pomoci symbolu O ma své vyhody i nevy-
hody. Vyhodou je to, Ze se zaméfuje na chovani algoritmu na velikych instancich
uloh. S instancemi malého rozsahu totiZ zpravidla nejsou problémy. Dalsi vyhodou
je nezdavislost na typu a rychlosti poéitace, na programovacim jazyce, prekladaci,
schopnostech programétora apod.

Nevyhoda je v tom, Ze z asymptotického odhadu neni jasné, ktera instance tlohy
je velkd. MuzZe se snadno stit, Ze algoritmus s horSim asymptotickym odhadem
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bude na grafu o feknéme 5000 vrcholech rychlej$i nez jiny algoritmus, ktery je sice
asymptoticky lep3i, ale jeho rychlost se projevi a% na grafech mnohem vétgich.

11.1.4 Rozhodovaci tlohy jsou takové dlohy, jejichz vysledek je bud »ano*,
nebo ,ne“.

Mnohé (ovSem zdaleka ne v8echny) rozhodovaci tlohy jsou odvozeny z optima-
liza¢nich 1loh jako jejich rozhodovaci verze: k zadani tlohy se pfid4 konstanta K
a ptame se, zda existuje pfipustné feeni s hodnotou Géelové funkce, kterd je lepsi
nebo rovna K. Zvlastnim p¥ipadem rozhodovaci verze pak je dotaz, zda existuje
viibec néjaké pripustné feseni dané tlohy (sta¢i vhodné zvolit konstantu K ). Roz-

v s

hodovaci verze tlohy uréité neni t&Z8i nez sama optimaliza¢ni tloha.

11.1.5 Polynomialné resitelné tilohy jsou tlohy, pro néZ existuje algoritmus,
ktery danou tlohu fesi, pfi¢emz doba prace je pro nejhorsi piipad shora omezena
asymptoticky néjakym polynomem, tj. doba price je O(p(n)), kde n je velikost
vstupnich dat a p je n&jaky polynom. Rikdme, Ze takovy algoritmus tlohu Fesi v
polynomidinim céase nebo ze je polynomidlni.

Trida tloh P je tvofena polynomidlné feitelnymi rozhodovacimi alohami.

Polynomiélné fesitelné alohy jsou obvykle poklddany za ,snadno fesitelné“. Pro
mnoho tloh v8ak polynomiélni algoritmus nenf zndm, a to navzdory dlouhému asili
nejlepsich odbornikd.

11.1.6 'T¥ida dloh NP. Rozhodovaci tloha pat¥i do t¥idy NP, kdy? pro ni
existuje tzv. ovéfovaci algoritmus V, ktery m4 tyto vlastnosti:

e jeho vstupem jsou data d popisujici instanci Glohy a tzv. certifikdt, coz je
jakysi bliZe neurceny kus dat, jehoz velikost je shora omezena né&jakym pevné
danym polynomem vzhledem k délce vstupnich dat d,

e pracuje v polynomidlnim ¢ase vzhledem k velikosti vstupnich dat d a dava
vzdy odpovéd ,ano“ nebo ,nevim*,

e pro instanci dané tlohy d, pro kterou je spravnd odpovéd ,ano“, existuje
certifikét c takovy, Ze ovéfovaci algoritmus V(d, c¢) d4 odpovéd ,,ano*,

e pro instanci tlohy d, pro kterou je spravna odpovéd ,ne“, dava ovéfovaci
algoritmus vzdy (pro vSechny mozné certifikaty) odpovéd ,nevim®.

Lidové feceno, rozhodovaci tloha patii do t¥{dy NP, kdy# kladnou odpovéd lze
potvrdit tim, Ze uhodneme vhodny certifikdt a pak v polynomidlnim ¢ase ovéfime,
ze jsme hédali sprévné. Zapornd odpovéd se nepotvrzuje, pouze se pozaduje, aby
v tomto pripadé neexistoval Zadny falesny certifikat, ktery by potvrzoval nespravnou
odpovéd.

V typickych NP-tlohéch se ptame, zda existuje néco, co se mozn4, i t&zko hleds,
ale snadno se ovéfuje, Ze jsme to nasli.

Konkrétnim piikladem je tloha, zda v daném grafu existuje kruZnice, kterd
prochdzi vemi vrcholy grafu (tzv. hamiltonovskd kruznice, viz kapitola 12). Certifi-
kdtem zde je ona kruznice. Ovéfovaci algoritmus ovéiuje, Ze to je opravdu kruznice
a Ze opravdu prochdzi pies vSechny vrcholy grafu.
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Poznamenejme, Ze u NP-tloh je velmi diilezité, jak je poloZena otézka, ktera se
v tloze Tesi. Je to proto, Ze certifikit a potvrzeni pozadujeme pouze pro kladnou
odpovéd. Obracenim otdzky u né&jaké NP-tlohy tedy dostaneme tilohu zcela jinou,
kterd jiz do tfidy NP nemusi patfit (mize byt t&z3i).

Kazda tloha ze ttidy P je zaroveii ve tfidé NP, nebot polynomidlni algoritmus,
ktery tlohu fesi, lze poklddat za algoritmus ové&Fovaci, u néhoZ na certifikdtu neza-
lezi. Plati tedy P C NP. V sou¢asné dobé neni zndmo (nikdo neumi matematicky
dokézat), zda plati rovnost, ale vieobecné se véii, ze P # NP.

Ve tfidé NP jsou tlohy rizné obtiZnosti. NeZ si fekneme, které jsou nejtézsi,
musime umét porovnavat obtiZznost tloh.

11.1.7 Porovnavani obtiZnosti, P-redukce. Uloha 4 je P-redukovatelnd (téz
polynomidiné redukovatelnd) na ulohu B, existuje-li polynomidlni algoritmus, ktery
ze vstupnich dat tGlohy A vyrobi vstupni data pro tlohu B, a to tak, Ze odpovédi
na obé instance jsou stejné. Doba feSeni tlohy B pfi tom nehraje Zaddnou roli.
Existuje-li P-redukce tilohy A na tGlohu B, chapeme to jako doklad, %e tiloha A
je lehé&i nebo stejné obtizna jako tloha B. Pokud existuji P-redukce v obou smérech
(A na B a také B na A), pokldddme obé& alohy za stejné obtizné. Diky P-redukcim
existuji ve tfidé NP skupiny stejné obtiznych aloh. Tfida P je jednou z nich.
Jestlize Gloha A je P-redukovatelnd na tlohu B a B € P, pak také A € P.
Neékolik prikladii P-redukci je uvedeno v 12.2, str. 199.

11.1.8 NP-tplna dloha (anglicky NP-complete) je takova tloha, kterd patii
do NP a je ve tiidé NP nejtézsi v tom smyslu, Ze jakdkoli jind NP-tloha je na ni
P-redukovatelné. T¥idu v8ech NP-tuplnych dloh znaéime NP-C.

NP-tplnych tloh je zndmo mnoho (kniha [GJ79] jich uvadi pfes 300), fada
z nich jsou grafové lohy. V nasi knize se s NP-plnymi tlohami setkdme zejména
v kapitolach 12 a 13.

Vsechny NP-tplné dlohy jsou z hlediska P-redukce stejné t&zké. Kdyby se
podafilo najit polynomidlni algoritmus pro kteroukoli z nich, méli bychom ihned
polynomidlni algoritmy pro vSechny NP-alohy a platilo by P = NP. V podstaté
nikdo nevéri, Ze se takovy algoritmus najde, ale dokéazat to prozatim nikdo nedovede.

11.1.9 NP-tézka dloha (anglicky NP-hard) je takové uloha B, na kterou lze
P-redukovat néjakou NP-tplnou tlohu A.

Na rozdil od NP tplnosti zde nepozadujeme pfislusnost alohy B ke t¥idé NP.
Diky tomu do tfidy NP-tézkych tloh pat#i i optimaliza¢ni tlohy, jejichZ rozhodovaci
verze jsou NP-Uplné. Mezi NP-tézké vSak patfi i mnohé dalsi, daleko obtizngjsi
alohy.

11.1.10 Pozor na specialni pripady. Je bé&Zné, Ze n&jaka tloha je NP-t&7ka,
ale nékteré jeji specidlni pfipady jsou snadno (polynomidlng) Fesitelné.

Naptriklad tloha najit v daném grafu kruZnici, kterd prochdzi véemi vrcholy grafu
(tzv. hamiltonovské kruZnice, viz kapitola 12), je notoricky zndma jako NP-t&7k4,
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ale kdybychom se omezili pouze na grafy, které maji stejny pocet vrcholt i hran,
dostali bychom tlohu (typ tlohy), ktera je trividlné FeSitelnd v linedrnim &ase.

Na tuto zaludnost byste méli dat pozor, aZ se budete vymlouvat, 7e n&jakou
ulohu neumite fesit, protoze je NP-tézka.

11.1.11 Prakticky vyznam teorie NP-tiplnosti. Cel4 teorie NP-tplnosti
pisobi dost pesimistickym dojmem: pokud vé&fime, ze P # NP, pak neni nadéje,
Ze by existovaly polynomidlni (a tedy rychlé) algoritmy pro celou fadu velmi
praktickych uloh.

Reélné vyuziti této teorie je tedy v podstaté alibistické: pokud o né&jaké tloze
umime dokdzat, Ze je NP-t&zk4, a véfime-li, Ze P # NP, pak to, Ze pro nasi tlohu
nedovedeme najit polynomidlni algoritmus, neni 74dnd ostuda, protoze to neumi
nikdo na svété véetné téch nejchytiejsich odborniki.

To oviem viibec neznamend, Ze NP-tplné a NP-t&%ké tilohy nelze fesit. Musime
vSak bud slevit z poZzadavki na rychlost (algoritmus nebude polynomislni, ale
stale jeSté muze byt prakticky pouzitelny), nebo pouZijeme néjaky heuristicky
algoritmus, ktery sice byva rychly, ale musime se smifit s rizikem, %e nedosdhneme
vidy pozadovaného vysledku (napf. najdeme FeSeni, které neni optimalni, nebo
nenajdeme piipustné feeni, i kdyz ve skutetnosti existuje).

Ulohy (instance) malého rozsahu lze témét vidy fedit tzv. metodou hrubé sily,
coZ je vzneSeny nazev pro jednoduché vyzkouSeni vSech moznosti, které prichazeji
v avahu.

Pro mnoho tloh lze pouzit backtracking 11.2 nebo metodu vétvi a mezi 11.3.
Tyto metody lze poklddat za inteligentni vyzkouSen{ viech moZnosti, kdy se dosa-
huje nékdy i zna¢ného zrychleni tim, Ze se nezkoumaji moznosti, které nemohou
prispét k feseni.

11.2 Backtracking

11.2.1 Posloupnosti a strom FeSeni. Backtracking lze pouZit v téch situacich,
kdy kazdé reSeni tlohy (tj. kaZdy prvek prostoru feseni) miZeme povaZovat za
kone¢nou posloupnost, pii¢emz kazdy prvek posloupnosti musi byt vybran z n&jaké
pfedem dané konecné mnoziny. Pfi troSe fantazie se na vétsinu kombinatorickych
uloh mizeme divat timto zptisobem.

Kromé posloupnosti, které pfedstavuji (iplné) feseni tlohy budeme uvazovat
také vSechny jejich pocatecni aseky. Tyto polate¢ni Gseky odpovidaji ¢asteénym
(netiplné uréenym) feSenim. Viechny takovéto posloupnosti miZzeme pokladat za
vrcholy orientovaného grafu, v ném?Z kazd4 ¢dste¢nd posloupnost m3 jako své
nésledniky vSechna své prodlouZzeni o jeden prvek. Tento graf je kofenovym stromem
(kofenem je prazdnd posloupnost) a nazyvame jej stromem fesent.

11.2.2 Backtracking. Nejjednodus§i verze backtrackingu spoé&ivd v prohleda-
vani stromu fefeni do hloubky. Vzdy, kdyZ se pfi prohleddvéani dostaneme k posloup-




190 Kapitola 11. NP-tézké ilohy

nosti, kterd odpovida Gplnému FeSeni, provedeme test, zda toto feSeni je pFfipustné.
U optimalizaéni Glohy navic evidujeme nejlepsi dosud nalezené pripustné reseni.

Takto jednoduchy backtracking bez pouZiti dalsich trikd ovSem neni v podstaté
ni¢im jinym neZ systematicky provedenou metodou hrubé sily. Triky, kterymi lze
vypocet mnohdy i znacné urychlit, spocivaji v tom, Ze vynechdme prohledavani
nékterych podstromi.

M4 smysl prodluZovat jen ty posloupnosti, u nichZ je nadéje, Ze mohou byt
prodlouZzeny na pfipustné feSeni. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, zZe
z4dné prodlouzeni uz nemize byt pfipustné, mizeme usetiit as tim, Ze prohleddvani
pfislusného podstromu pfeskoéime (provedenim névratu).

Resime-li optimaliza¢ni Glohu, miZeme dosdhnout dald{ aspory ¢asu, budeme-
-li schopni pro kaZdou posloupnost 1, ..., z; uréit ¢islo D, které nazveme dolnim,
popi. hornim odhadem (pro minimalizaéni, popf. maximalizaéni Glohu) a které méa
tu vlastnost, Ze prodluzovanim posloupnosti z1, . .., z; nelze dosdhnout pfipustného
feSeni lepSiho nez D. Bude-li tedy pro posloupnost zi,...,z; tento odhad horsi
neZ ndjaké pripustné FeSeni, které uz v té chvili zndme, nemd dalsi prodluzovéni
posloupnosti z1,...,z; smysl a prohledavani pfislusného podstromu mizeme opét
preskodit.

I pfes uvedené moznosti Gspor byva backtracking casové hodné narocny.

Piikladem jednoduchého backtrackingu je algoritmus 3.3.10, str. 56, dalsi pri-
klady uvedeme v kapitolach 12 a 13. Backtracking se v8ak bézné pouZziva i k feSeni
negrafovych loh.

11.2.3 Piiklad. Metodou backtrackingu feSme tuto lohu: Najdéte maximum
funkce 41 + 3z5 + 2x3 + x4 za podminek 2z + 32 + 23 + 324 < 6, 21,22 € {0, 1,2},
z3,z4 € {0,1}.

Tuto Glohu lze samoziejmé& Fesit i mnoha jinymi (a lepSimi) postupy. Zde ndm
viak jde o ukdzku postupu, ktery je ,ve stylu backtrackingu®.

Reseni alohy, tj. vektor (z1,z2,s3,%4) poklddejme za posloupnost celych &isel.
Diléi posloupnosti budeme prodluZzovat zleva doprava a k prodluZovani budeme
pouzivat pfednostné nejvyssi povolené hodnoty.

Ponévad? vSechny proménné mohou nabyvat jen nezdpornych hodnot, mizeme
pfi prohleddvéni stromu feSeni do hloubky provést navrat, jakmile sou¢et hodnot
na levé strané nerovnosti pifesédhne ¢islo 6. Takovou posloupnost totiZ nelze doplnit
na pripustné reSeni.

Horni odhad budeme pro kaZzdé ¢astecné feSeni pocditat tak, ze ¢astecné reSeni do-
plnime nejvy$§imi moznymi hodnotami na délku Gplného feSeni a tuto posloupnost
dosadime do ucelové funkce (bez ohledu na omezujici podminku). Napf. posloup-
nost (1,2) doplnime na (1,2,1,1), odhad tedy je 13. Je zfejmé, Ze vySsi hodnoty
prodluZovanim posloupnosti (1, 2) nelze dosdhnout, ve skuteénosti nedosdhneme ani
onéch 13.

Pro struénost uvedeme jen ty posloupnosti, ze kterych provadime névrat:

(2,2) nepfipustné,
(2,1) nepiipustné,
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(2,0,1,1) nepfipustné,

(2,0,1,0) dplné p¥ipustné fefeni s hodnotou 10,
(2,0,0) odhad 9 < 10,

(1,2 nepiipustné,

(1,1,1,1) nepiipustns,

(1,1,1,0) odhad 9 < 10,

(1,1,0) odhad 8 < 10,

(1,0) odhad 7 < 10,

(0) odhad 9 < 10.

Optimélnim Fe§enim je posloupnost (2,0,1,0) s hodnotou t&elové funkee 10. Viim-
néte si, Ze toto Feeni jsme nasli pomérng brzy. Zbytek vypoctu viak byl nutny pro
ovéfeni, Ze neexistuje lepsi feSeni.

11.3 Metoda vétvi a mezi

Metoda vétvi a mezi se pouziva pouze k feseni optimaliza¢nich dloh. Podobné jako
u backtrackingu se zde prohled4va strom feSeni, ten v8ak byva definovan jinym,
sloZité&jsim zpisobem.

V tomto oddile podéme obecny vyklad metody vétvi a mezi a uvedeme piiklad

pouZiti na negrafové tloze. Piiklady pouziti na lohy teorie grafii jsou uvedeny
v 12.4, str. 203.

11.3.1 Vé&tveni mnoZiny p¥ipustnych FeSeni. Mno¥inu piipustnych FeSeni
tlohy U ozna¢me symbolem P¥(U).

Méjme optimalizaéni tlohu U s tiéelovou funkei f. Ulohu U mZeme Fesit (mimo
jiné) tak, Ze vytvofime tlohy Uy, ..., U, se stejnou ucelovou funkei (tzv. podilohy
tlohy U) takové, Ze

P¥U) = P¥(U1) U...UPKU,) .

Optimalni feeni tlohy U pak lze ziskat tak, Ze vybereme nejlepsi ze viech op-
timélnich feSeni podaloh Uy, ..., U,. Samoziejmé se pfi tom snaZime (v tom je
smysl vétveni), aby podalohy Uy, ..., U, byly v né&jakém smyslu snazi nez pivodni
tloha U, tj. aby nap¥. byly mensi. Dodejme, Ze pfi tom je vyhodné, kdyZ mnoziny
P¥(U7),...,Pi(Uy,) jsou navzéjem disjunktni, ale neni to nutné.

Nalezeni optimélniho feSeni tlohy U je snadné, pokud pro kazdou podilohu U;:

1. bud najdeme optim4lni feen tlohy U;,

2. nebo prokdZeme, ze tloha U; nem4 #4adné piipustné feeni,

3. nebo prokdzeme, ze 74dné piipustné feSeni tGlohy U; neni lepsi nez n&jaké v té
dobé jiz zndmé p¥ipustné feSeni dlohy U.

Casto se oviem stava, ze pro nékterou podilohu (a Casto ne jen jednu) nejsme
schopni piimo zjistit ani jednu z vySe uvedenych t¥i moZnosti. V tom pripadé
pro kazdou takovou podilohu, ozna¢me ji U;, pouzijeme stejny postup jako pro
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tlohu U, tj. rozvétvime ji na podilohy U;,,...,U;, . a pro takto ziskané podulohy se
opét snazime zjistit nékterou z vySe uvedenych moznosti. Nékteré z takto ziskanych
podiloh miZe byt nutno déle vétvit.

11.3.2 Strom reSeni. Jednotlivé podilohy miZeme pokladat za vrcholy kofeno-
vého stromu, ktery nazyvame stromem feseni. Kofenem je vychozi tloha U a z kazdé
tlohy, kterd byla vétvena na podulohy, vedou hrany ke vSem jejim podilohdm. Bé-
hem vypoctu se strom FeSeni méni (zvétsuje).

Pro vypodet jsou zajimavé pouze listy stromu FeSeni. Listy délime na tzv. Zivé
a mrtvé. Za mrtvé pokldddme ty listy (podilohy), u nichZ se jiz podafilo prokdzat
nékterou ze tii moZnosti uvedenych v 11.3.1. Témito podalohami se jiz neni tfeba
dale zabyvat. Ostatni listy (podilohy) jsou Zivé.

Zivou podillohu je t¥eba bud umrtvit (zjisténim nékteré ze t¥i moznosti z 11.3.1),
anebo rozvétvit. Rozvétvenim podiloha prestava byt listem, ve stromé FeSeni se viak
misto ni objevi nékolik novych listl. Vypodlet konéi v okamziku, kdy vSechny listy
stromu FeSeni jsou mrtvé.

11.3.3 Odhady a meze. Pokud pro nékterou podilohu U; zjistime, Ze plati
moznost 3, tj. pokud prokdZeme, Ze zadné pfipustné feSeni tlohy U; neni lepsi nez
néjaké v té dobd jiz znadmé FeSeni ulohy U, je to pfi feSeni dobrd zprava, protoze
tuto podilohu nenf t¥eba vétvit. Nejlepsi dosud zndmé FeSeni tlohy U se vSak béhem
vipoétu obvykle méni (zlepduje), a tak se snadno stane, Ze moznost 3 se o néjaké
podiiloze podaii prokéazat, teprve az najdeme dostate¢né dobré feSeni celé tlohy U.

Proto byva vypodet uspofddan tak, Ze jednak evidujeme nejlepsi dosud zndmé
fefeni a hodnotu jeho ucelové funkce, jednak pro kazdou podilohu U; vypocteme
¢islo Odh(U;) takové, ze Zaddné p¥ipustné Fedeni Glohy U; neni lepsi nez Odh(Us).

Cislo Odh(U;) byva v literatufe nazyvano u minimaliza¢nich tloh dolnim od-
hadem a u maximaliza¢nich aloh hornim odhadem. Cim je odhad bliZe skute¢né
hodnoté optimalniho fefeni podtlohy, tim je tento odhad uZite¢né&jsi, nebot tim
snaze jeho pomoci prokdzeme, Ze pro podilohu plati moznost 3. Odhad je tedy tim
lepsi, ¢im je méné& optimisticky. N&kdy lze volit mezi nékolika metodami vypoctu
odhadu, které davaji riizné kvalitni vysledky.

Zptsob vypoétu odhadu samozfejmé velice zavisi na reSené tloze a na zpiisobu
vytvafeni podiloh. Jako odhad pro podilohu U; se ¢asto pouziva hodnota optimdl-
niho feSeni tzv. relaxované podilohy:

11.3.4 Relaxace nepfijemnych omezujicich podminek. PonévadZ mnozina
pFipustnych feseni tilohy je vZdy popsdna (zaddna) pomoci omezujicich podminek,
provadi se i vétveni tlohy na jeji podtlohy pomoci dodateénych omezujicich pod-
minek, které se k vétvené tloze pridavaji.

Obvykl4 situace je tato: Omezujici podminky vychozi tlohy U lze rozloZit na dvé
skupiny, nazvéme je prijemné a nepfijemné. Vynechdme-li (takzvané relazujeme)
nepifjemné omezujici podminky, dostaneme tzv. relaxovanou tlohu, kterd ma jiz
jenom piijemné omezujici podminky a kterou dovedeme (pokud mozno rychle) fesit.
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Najdeme-li optimélni ¥eSeni r Glohy, ktera vznikla relaxaci z U , jsou dvé moz-
nosti: bud fefeni 7 spliiuje, nebo nespliiuje nepifjemné omezujici podminky. Pokud
spliiuje, pak mame 3tésti, protoze feSeni r je zarovei optimalnim fesenim i samotné
tlohy U, a tlohu U tedy neni tfeba vétvit. Obvykle viak §tésti nemame a Fegeni
r nepiijemné omezujici podminky nespliuje. V takové situaci udéldme dvé véci:
za prvé, hodnotu optimalniho feSeni relaxované tilohy mtizeme pouzit jako odhad,
a za druhé, platnost onéch nepifjemnych podminek si snazime vynutit pfiddvanim
podminek piifjemnych, a to i za cenu toho, Ze se ndm tloha rozpadne (rozvétvi) na
nékolik podiloh.

Podstatné je, Ze pfi vétveni dlohy pfiddvdme vidy jen piijemné omezujici
podminky. Tim je totiz zaruceno, ze takto vzniklé podilohy jsou stejného typu jako
vétvend tloha, a miZeme tedy opé&t pouZit onen trik s relaxaci a ¥eSenim relaxované
podulohy.

Které omezujic{ podminky mtizeme pokladat za pifjemné, je ddno nasi schop-
nosti rozumné rychle fesit pfisludné relaxované podilohy. Zpravidla pro danou tlohu
existuje nékolik moznosti, jak zvolit prostor fefeni a jak preformulovat omezujici
podminky, pfitom oboji m4 zna¢ny vliv na pracnost feSeni metodou vétvi a mezi.
Piiklady uvedeme v 12.4.

11.3.5 Volba podilohy k vétveni by mohla byt zaloZena na prohleddvéni
stromu feSeni napi. do &ifky nebo do hloubky. Casté&ji se viak pro kazdou pod-
tlohu vypocte hodnota, nazvéme ji prioritou, a mezi Zivymi podilohami vybirdme
k vétveni tu, kterd m4 prioritu nejlepsi. B&Zné se v roli priority pouZiva (dolni nebo
nebot u této podilohy lze olekévat, ze zlepsime nejlepsi dosud nalezené fedeni a po-
moci odhadi pak umrtvime nékteré dosud Zivé podilohy.

11.3.6 Shrnuti metody vétvi a mezi. P¥i vypoctu udrzujeme nejlepsi dosud
nalezené pripustné reSeni 7 dané alohy U a jeho hodnotu téelové funkce L. Na
zacatku 7 neni definovano a jako hodnotu L pouZijeme nejhorsi moznou hodnotu
(+00 nebo —o0).

Doporucuje se vSak jesté pred zahdjenim vypoétu metodou vétvi a mezi ziskat
néjakym heuristickym postupem (viz 11.4) co nejlepsi piipustné fegeni # a jeho
hodnotu L, nebot to miZe nésledujici vypocet urychlit.

Déle pfi vypoctu udrzujeme seznam Zivych podiloh.

Obvykle jesté pred zafazenim do seznamu pro kazdou podillohu vypoéteme od-
had, nejcastéji feSenim relaxované verze p¥islusné podtlohy. Pokud pfitom dosta-
neme pripustné feSeni, porovname je s feSenim 7 a déle uchovavame lepsi z nich.
Pokud bylo feSeni 7 nahrazeno lepsim, tj. pokud se zlep§ila hodnota L, projdeme
seznam Zivych podiloh a vyradime ty, které jsou diky nové hodnots L umrtveny.

Pokud podiiloha nemd 7adné pripustné feSeni nebo pokud pro ni dostaneme
odhad, ktery je hor$i nez L, pak tuto podilohu okamZité umrtvime a do seznamu
zivych poduloh ji viibec nezapisujeme.

Ze seznamu Zivych podiloh vybirdme zpravidla tu, kterd mé nejlepsi odhad.
Tuto podilohu ze seznamu odstranime, rozvétvime ji na podilohy, pro kazdou z nich
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ihned vypocteme odhad a ptipadné ji zafadime do seznamu Zivych podiloh, jak bylo
popsano vyse.
Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu néjaks ziva podualoha. Vysledné

Yo

fefeni 7 pak je optimélnim FeSenim tlohy.

11.3.7 Ptiklad. Postup vypoétu metodou vétvi a mezi predvedeme na problému
batohu (viz 2.4.2, str. 44), tj. na negrafové aloze, aby vynikla obecna pouzitelnost
metody. Dalsi pfiklady viz 12.4, str. 203.

M¢gjme batoh o kapacité 40 a p&t pfedmétii s témito vahami a cenami:

pfedméti: | A B C D E

cena ¢;: 50 107 31 31 69
vaha v;: 14 30 9 10 27

Jako prostor feSeni vezmeme R®, jeho prvky jsou uspofddané pétice &isel
Z1,...,%s5, kterd urcuji, kolikrdt zabalime do batohu jednotlivé pfedméty. Ome-
zujici podmmky urCuji, z2e 0 < z; < 1la Z 1 viz; < 40. Nepfijemnou omezujici
podminkou zde je, Ze v8echna x; musi byt nav1c celociselné.

Pro ucely snadného feSeni relaxované tlohy si pfedméty sefadime sestupné podle
jejich ,mérné ceny“, tj. podle podilu cena/véha. Ve vyse uvedeném zadéni je toto
sefazeni jiz provedeno.

Optimélni feSeni relaxované tlohy pak ziskdme velmi jednoduse tak, ze do
batohu budeme uklddat celé predméty v pofadi klesajici mérné ceny, pticemz
posledni z takto zarazenych pfedmétli mozné4 nebude zafazen cely. Pro nasi tlohu
tak dostaneme feSeni o hodnoté 142,73 tvofené celym piedmétem A a Easti 26/30
predmétu B. Jako horni odhad pouZijeme celou &4st této hodnoty, tj. zde 142, nebot
vSechna piipustnd feSeni pivodni (nerelaxované) tilohy U maji hodnotu tG&elové
funkce celociselnou, a ta tedy nemtiZe pfesdhnout 142.

Vétveni budeme provddét vidy na dvé podilohy, a to tak, Ze si vybereme néktery
pfedmét, o némZ v dané podiloze neni je§ts rozhodnuto, a v jedné z podiloh
jej pevné zaradime, zatimco ve druhé jej zakdZeme. V obou podilohéch se tedy
rozhoduje o men$im poctu pfedmétii. P¥idané omezujici podminky, tj. piikazy
a zdkazy, budeme zkrdcené oznafovat symboly + a - tak, Ze napf. -+-.. bude
znamenat, 7e 1. a 3. pfedmét jsou zakdzéany, 2. pfedmét je prikdzan a o ostatnich
pfedmétech neni v podtiloze rozhodnuto.

Pribéh feSeni je zaznamendn v nésledujici tabulce. Podilohy jsou oéislovany
pofadovymi €isly v poradi, jak byly vytvofeny vétvenim. K vétveni byla vybirana
vzdy podiloha s nejlepsim odhadem, a to v pofadi 1, 2, 3, 6, 8, 11.

Cislo pfidand  horni komentaf
podilohy omezeni odhad

1 ... 142 vétveno podle A na podtlohy 2 a 3
2 +.... 142 vétveno podle B na podtlohy 4 a 5
3 n s 141 vétveno podle B na podalohy 6 a 7
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4 ++... —  pretizeno
5 +-... 129 umrtveno po zpracovani podtlohy 9
6 -+... 141 vétveno podle C na podilohy 8 a 9
7 —= 115 umrtveno po zpracovani podtlohy 9
8 i 141 vétveno podle D na podtlohy 10 a 11
9 4=, 138 (optimum) viz koment4f v textu

10 —+++, — pretiZeno

11 -+t 140  vétveno podle E na podilohy 12 a 13

12 —++-+ — pfetiZeno

13 e 138 dalsi optimum

Strom feSeni je na obrazku 11.1.

1: 142
2: 142 \ 3: 141
4: pretiZeno \5: 129 6: 14;/ \7: 115
8: 14f/ 9: 138 opt

&N

10: pfetiZeno 11: 140
12: pretiZeno 13: 138 (opt)

Obrézek 11.1: Strom FeSeni k piikladu 11.3.7. U vrchold jsou napsana &isla podiloh
a hodnoty hornich odhadi.

Podiloha 9 vyZaduje podrobnéjsi komenta¥: ReSenim relaxované verze podulohy
9 jsme zde (ndhodou) dostali celo&iselné Feseni. Ziskali jsme tedy piipustné Feseni
celé ulohy, aniz by bylo nutno podualohu vétvit. V té dob& to bylo prvni pfipustné
IeSeni, které jsme nalezli. Pouzili jsme je ihned k umrtveni podiloh 5 a 7, které v té
dobé byly jeSté Zivé, ale mély ve srovnani s podilohou 9 horsi odhad.

Stoji za zminku, Ze v této chvili jsme jiz méli fedeni, o kterém se pozdsiji ukézalo,
Ze je optimélni, ale v té dobé& jsme to je3t& nevddéli, protoze stile jesté zbyvala
zZiva poduloha 8 s odhadem, ktery dival nadgji na zlepseni. Bylo tedy nutno ve
vypoltu pokrafovat a teprve po rozvétveni podiloh 8 a 11 se ukazalo, Ze lepsi
feSeni neexistuje.

11.3.8 Backtracking versus vétve a meze. Obé& metody maji n&které rysy

spolecné a u nékterych algoritmi je tézké fici, o kterou z obou metod jde.
Backtracking pouZity k feSeni optimalizaéni alohy lze pokladat za specialni pri-

pad metody vétvi a mezi. Na posloupnost, kterd v backtrackingu tvoii ¢stecné
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feeni, se totiz miZeme divat jako na podilohu, v niZ nékolik prvych élenti po-
sloupnosti je pomoci pfidanych omezujicich podminek pevné uréeno. Prodlouzeni
posloupnosti pak znamend pfidani nové omezujici podminky.

Pri backtrackingu vSak prohleddvdme strom feeni vZdy do hloubky (jinak by
to nebyl backtracking), zatimco v metod& vétvi a mezi lze dalsi postup feSeni
volit svobodnéji, a tedy zpravidla vyhodnéji (nap¥. pomoci priorit, viz 11.3.5).
V backtrackingu lze k zamezeni zbyteéného vétveni pouzit i jiné triky neZ dolni,
popf. horni odhady. A koneéné, backtracking lze pouZzit také k feSeni tiloh, které
nemaji optimaliza¢ni charakter (viz napf. 13.3.1).

11.4 Heuristické algoritmy

443

V praxi mnohdy vystaime s feSenim, které je ,dostateéné dobré“, které vsak
ziskdme rychle. Algoritmy, které poskytuji takovito feSeni, nazyvadme heuristické.
Tyto algoritmy byvaji zaloZeny na nejrizné&jsich principech.

Mnohé heuristické algoritmy pracuji tzv. hladovgm zplsobem: FeSeni vytvaii
(konstruuji) postupné a v kaZdém kroku se snaZi o co nejvétsi zlepSeni tcelové
funkce, popf. o co nejvétsi dsporu. Samoziejmé se miiZe stat, ze se ,chamtivost
nevyplati“ a vysledkem je FeSeni, které neni optimélni. Ulohy, v nich? hladovy
postup zarucené vede k optimdlnimu FeSeni, jsou spife vyjimeéné, viz pozndmka
u algoritmu 4.3.7, str. 62, pro minimalni kostru.

Nékteré heuristické algoritmy feSeni mnohokrit opakuji s vyuZitim ndhody
a z takto ziskanych FeSeni vybiraji nejlepsi.

Dalsi heuristické algoritmy vyuzivaji tzv. lokdIni prizkum: vezmou né&jaké stiva-
jici feSeni (zpravidla ziskané néjakou jinou heuristikou) a systematicky je pozménuji,
tj. v jistém smyslu prozkoumavaji okoli stavajiciho feSeni. Pokud n&které z pozmé-
nénych reSeni je lepsi nez feSeni stdvajici, prohldsi toto lepsi feSeni za stdvajici
a pokracuji prizkumem okoli tohoto nového feeni. Toto se opakuje, dokud se dafi
feSeni zlepSovat. Samoziejmé mizeme skondit i d¥ive, pokud najdeme FeSeni, jeho%
kvalita ndm postaluje nebo pokud uZ nemame ¢as na dalsi zlepSovani.

Metodu lokalniho prizkumu lze déle zdokonalit s vyuZitim ndhody. Jednak mi-
Zeme s néjakou pravdépodobnosti akceptovat i zhorSeni Glelové funkce v nadgji, ze
takto pozdéji objevime celkové lepsi FeSeni, jednak miZeme cely postup mnohokrat
opakovat z jiného, ndhodné zvoleného vychoziho FeSeni.

Dalsi, slozit&jsi heuristické algoritmy jsou ,,08izené“ varianty backtrackingu nebo
metody vétvi a mezi, v nichZ pouZzivime nepfesné (ne zcela spolehlivé) odhady.
Prohleddvdame pak men3i strom feSeni a vypolet se miize podstatné urychlit, ale
mitiZe se stat, Ze diky nepfesnému odhadu preskoéime prohled4vani podstromu, ktery
obsahuje optimélni feSeni.

Obecné plati, Ze heuristické algoritmy byvaji ,8ity na miru“ pro uréity typ tlohy,
jejich Gspé8nost zavisi na tom, jak se podafi vyuZit specifickych rysti daného typu
ulohy i specifickych rysi instanci, které chceme Yesit. Pfi jejich ndvrhu hodné zalez{
i na zkuSenosti a citu pro feSeny problém.
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Kapitola 12

Hamiltonovské cesty
a kruznice

12.1 Zakladni pojmy, aplikace a vzajemné prevody

12.1.1 Definice. Hamiltonovskd cesta v grafu G je takovéa cesta, kterd obsahuje
v8echny vrcholy grafu G.

Podobné definujeme hamiltonovskou kruznici a hamiltonovsky cyklus jako kruz-
nici nebo cyklus prochazejici pfes vSechny vrcholy grafu.

12.1.2 Hamiltonova hiadanka. VyS$e uvedené pojmy jsou nazvény podle ir-
ského matematika W. R. Hamiltona, ktery v poloviné 19. stoleti zvefejnil v zemé-
pisném casopise hdadanku, v niZ $lo o nalezeni uzaviené trasy vedouci pfes dvacet
mést, kterd byla rozmisténa ve vrcholech pravidelného dvanéctisténu, pficemz se
pres zadné mésto nesmélo cestovat dvakrat. Pfisluiny graf je na obr. 12.1.

Obrazek 12.1: Dv& nakresleni grafu pravidelného dvanictisténu s vyznalenou
hamiltonovskou kruZznici. Obréazek vpravo lze chépat jako ,Sirokodhly“ pohled
dovniti skrz predni sténu dvanéctisténu.

12.1.3 Typy hamiltonovskych tloh. Ulohy, ve kterych jde o hamiltonovské
pojmy, maji mnoho variant a lze je t¥idit z nékolika riznych hledisek.
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PiedevSim je tfeba odlifit Glohy existenéni a optimalizaéni. V existenénich
ulohéch jde o zjiSténi existence nebo dokonce o nalezeni hamiltonovské cesty,
kruZnice nebo cyklu v daném grafu.

V optimaliza¢nich Glohdch jsou hrany grafu ohodnoceny délkami a poZaduje
se nalezeni hamiltonovské cesty, kruznice nebo cyklu o nejmensi délce. Optimalni
feSeni se pritom Casto hledd v Gplném grafu, protoZe obecnéjsi tlohy lze na tento
specidlni pfipad velmi snadno pfevést (viz 12.2.2).

Déle tdlohy délime na orientované a neorientované podle toho, zda hleddme
orientovanou nebo neorientovanou hamiltonovskou cestu, pfipadné zda hleddme
hamiltonovsky cyklus nebo kruZznici.

V pripadé hamiltonovskych cest musime navic rozliit t¥i aZ ¢tyfi varianty podle
toho, zda je v zadani tlohy pfedepsan vrchol, ve kterém musi hamiltonovska cesta
zalinat, a vrchol, kde musi koncit.

Ve v8ech téchto lohich se miZeme omezit na prosté grafy bez smyéek.

12.1.4 ObtiZnost hamiltonovskych dloh. Vsechny vySe uvedené typy hamil-
tonovskych tloh jsou pro obecné grafy NP-t&zké.

Stoji za zminku, Ze kdybychom tyto lohy ,mali¢ko“ pozménili a namisto sledu,
ktery obsahuje presné jedenkrat kazdy vrchol, pozadovali sled, ktery obsahuje pfesné
jedenkrat kazdou hranu, dostali bychom snadno feSitelné dlohy, kterymi jsme se
zabyvali v kapitole 10 o eulerovskych tazich.

12.1.5 Problém obchodniho cestujiciho. Jde o nalezeni nejkratsi hamilto-
novské kruznice v Gplném neorientovaném grafu, jehoz hrany jsou ohodnoceny dél-
kami.

Nézev (a popularita) této Glohy je zaloZen na nésledujici pfedstavé: obchodni
cestujici ma za kol navstivit v libovolném poradi n mést a vratit se zpét tak,
aby jeho trasa byla co nejkratsi. Pritom se pfedpoklddé, ze vzdalenosti mezi viemi
dvojicemi mést jsou piedem zndmé a symetrické (v obou smérech je vzdalenost
stejnd).

Casto se mluvi také o orientované varianté problému obchodniho cestujiciho -
hleda se nejkratsi hamiltonovsky cyklus v iplném orientovaném grafu.

12.1.6 Piiklad: Dopravni tlohy. Problém obchodniho cestujiciho mé &etné
aplikace, v nichz jde o optimalizaci pohybu dopravniho prostfedku, nap¥. pfi rozvozu
zboZi, vybirani poStovnich schranek apod. Stejny problém se v8ak vyskytuje napt.
pii vrtani velkého podtu dér do desky s plo$nymi spoji pomoci &islicové fizené
vrtagky (minimalizace pfesuni).

V nékterych pfipadech jde o nalezeni (neuzaviené) hamiltonovské cesty. Napf.
pfi rozvozu pracovnikl na roztrou$end pracovi$§té mizeme pozadovat, aby se do-
pravni prostiedek nevracel prazdny, ale aby po skonéeni praci opét naloZil v obra-
ceném porfadi vSechny pracovniky. Vychozi vrchol je pfitom pevné urden, zatimco
koncovy obvykle nikoli.

Mnohé praktické alohy jsou obecnéjsi a zahrnuji problém obchodniho cestujiciho
jako Casteény pripad: jestlize se pfi rozvozu zboZzi nevejde viechno do jednoho auta,
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je tfeba vykonat nékolik jizd (lhostejno, zda postupné nebo nékolika auty najednou).
Optimélni rozvoz by pak mél mit tu vlastnost, ze kazda jizda je optimalnim feSenim
problému obchodniho cestujiciho pro podmnozinu téch mist, ktera jsou touto jizdou
zdsobovana.

12.1.7 Piiklad: Planovdni procesi. Mé&me néjaké vyrobni zafizeni (t¥eba
chemicky reaktor), kterym mame periodicky vyrdbét n produktd pi,p2,...,Dn-
M4-li po vyrobé produktu p; bezprostiedné nasledovat vyroba produktu p;, pak
v z4vislosti na téchto dvou produktech bud je, anebo neni tfeba zafizeni vydistit,
nastavit nebo sefidit, co? stoji né&jaky ¢as nebo penize. Ukolem je najit cyklicky
pléan vyroby vsech produkti (tj. cyklické pofadi produktt) bez ztratovych Cast.

Tuto Glohu lze snadno pfevést na hledani hamiltonovského cyklu v grafu, jehoz
n vrcholt odpovida produkttim py, ps, ..., P, a jehoz hrany vyjadiuji moznost zmén
vyrabénych produktii bez &asovych nebo penéZnich ztrat.

JestliZe v této Giloze hamiltonovsky cyklus neexistuje, cyklicka vyroba bez ztrato-
vych ¢ast neni moZné. V takovém piipadé se miZeme snazit alespon o minimalizaci
ztrat, coZ vede na orientovanou variantu problému obchodniho cestujiciho.

Ma4-li byt vyroba jednordzova (kazdy produkt se ma vyrdbét jen jedenkrat),
pak odpadnou néklady na uvedeni vyrobniho zafizeni do vychoziho stavu, coz vede
k hledani nejkratsi orientované hamiltonovské cesty.

12.2 Vzajemné pievody aloh

Situace, kdy méme FeSit n&jakou tlohu, ale nemdme k dispozici vhodnou metodu
feseni (nebo poéitatovy program), je bohuZel ¢astd. Mnohdy si v8ak lze pomoci tim,
7e danou tlohu pfevedeme (transformujeme) na tlohu jinou, kterou fesit dovedeme,
a z nalezeného FeSeni této druhé tlohy pak odvodime feSeni tGlohy ptivodni. Doved-
nost prevadét jednu tlohu na druhou je obecné velice uZite¢na. V pripadé hamilto-
novskych tloh, které maji znalny pocet variant, je toto ,uméni“ tim uZitecnéjsi.

Souhrnné lze konstatovat, Ze vSechny existenéni hamiltonovské tlohy lze vza-
jemné prevadét (kazdou na kazdou) a totéZ plati i o ilohach optimaliza¢nich. Navic
lze kazdou existenéni ulohu pfevést na analogickou tlohu optimaliza¢ni. Vsechny
tyto pfevody jsou P-redukcemi, viz 11.1.7, str. 188.

Uvedeme zde jen nékteré pievody, ostatni pfenechdme ¢tenaii jako cviceni.

12.2.1 Pievod existenéni tlohy na optimalizaéni je snadny: Dany graf
(prosty a bez smyéek) doplnime na Gplny graf. Délky ptivodnich hran zvolime
nulové, pfidané hrany budou mit délku 1. Nyni plati, Ze v pivodnim grafu existuje
hamiltonovska cesta (kruZnice, cyklus) pravé tehdy, kdyZ v odpovidajicim Gplném
grafu existuje hamiltonovska cesta (kruZnice, cyklus) o nulové délce. Zadné cesta
(kruznice, cyklus) nemiize mit délku zapornou, proto nejkratsi cesta, mé-li nulovou
délku, je FeSenim ptivodni existenéni tlohy. Pokud nejkratsi cesta v iplném grafu méa
délku kladnou, pak v ptivodnim grafu cesta s pozadovanymi vlastnostmi neexistuje:
kdyby existovala, musela by mit nulovou délku.
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12.2.2 Prevod optimalizaéni Glohy na uplny graf. Podobny trik se pouzivé
k prevodu optimaliza¢ni Glohy v obecném grafu na analogickou optimaliza¢ni Glohu
v grafu Gplném. PGvodni graf doplnime na aplny, pfi¢emz jako délku nové pfidanych
hran zvolime néjaké dost velké kladné &islo M. Jako M lze pouzit napf. soucet
absolutnich hodnot délek vSech hran. Potom najdeme optimdlni feseni v Gplném
grafu. Pokud toto feSeni neobsahuje Zadnou z pfidanych hran, je toto FeSeni
i optimédlnim feSenim wlohy pro ptGvodni graf. Pokud naopak néjakou piidanou
hranu obsahuje, pak v pivodnim grafu pfipustné feseni neexistuje.

12.2.3 Fixovany pocdateéni vrchol. Hleddme-li hamiltonovskou cestu, jejiz po-
¢atecni vrchol z v grafu G je pevné dan, miZeme takovou tlohu pievést na obdob-
nou Ulohu ve vétdim grafu G', kde jiz pocateéni vrchol neni pfedepsan. Trik spodiva
v tom, ze ke grafu G pridame kopii ' vrcholu z a hranu z vrcholu z' do z (viz obr.
12.2a). Ponévadz z vrcholu z’ vychédzi v G’ jen jedind hrana, nemtiZe z4dnd hamil-
tonovska cesta v grafu G’ zad¢inat jinde neZ v tomto pfidaném vrcholu a odtud musi
pokracovat pridanou hranou do vrcholu z. V3echny hamiltonovské cesty v G zadi-
najici v  a v8echny hamiltonovské cesty v G' si vzdjemné jednozna¢né odpovidaji,
1isi se pouze v hrané (z,z’). Postupujeme tedy tak, Ze v G’ najdeme hamiltonovskou
cestu (napi. nejkratsi), pak vynechanim pfidané hrany dostaneme (stejné dlouhou)
hamiltonovskou cestu v G, kterd za¢ind tam, kde to bylo pfedepséno, tj. v z.

Stejny trik lze pouzit, je-li pfedepsdn koncovy vrchol hamiltonovské cesty.

Pro optimaliza¢ni Glohu by bylo moZno postupovat stejné (délka pfidané hrany
by byla nulovd), existuje v8ak lepsi moznost. PopiSeme ji pro orientovanou verzi
tlohy: graf ponechdme beze zmény, ale véem hrandm z mnoziny Et(z) zvétsime
jejich délku o dostatecné velké ¢islo M a hrandm z mnoziny E~(z) zvétsime jejich
délku o hodnotu 2M. Tim vSechny orientované hamiltonovské cesty, které zacinaji
ve vrcholu z, prodlouzime o hodnotu M, zatimco vSechny ostatni hamiltonovské
cesty prodlouzime o 3M nebo 2M podle toho, zda vrcholem z prochdzi nebo
v ném konéi. Cesty, které nezainaji v z, jsou tim natolik znevyhodnény, ze
nejkratsi hamiltonovskad cesta pfi zménénych délkidch bude zalinat v z (pokud
takova existuje).

12.2.4 Pfevod neorientované cesty na kruznici. Ulohu najit neorientovanou
hamiltonovskou cestu s libovolnymi krajnimi vrcholy v grafu G lze pievést na tlohu
najit hamiltonovskou kruznici ve vétdim grafu G’, ktery ziskdme tak, e ke grafu

T

G G G

a) z' b) <)
v

Obrézek 12.2: Ilustrace prevodi hamiltonovskych tloh.
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G pridéme jeden novy vrchol v a spojime jej hranami se viemi vrcholy grafu
G. V optimalizalni tloze zvolime délky novych hran nulové. V grafu G’ existuje

hamiltonovska kruznice pravé tehdy, kdyz v G existuje hamiltonovsk4 cesta. Viz
obr. 12.2b.

12.2.5 Prevod hamiltonovské kru¥nice na neorientovanou cestu. Ulohu
najit hamiltonovskou kruznici v grafu G lze naopak pfevést na hledani hamiltonov-
ské cesty s libovolnymi krajnimi vrcholy ve vétsim grafu G', ktery ziskame takto:
Ke grafu G pfidame t¥i nové vrcholy z,y,z a v grafu G zvolime libovolné vrchol v.
Ke kazdé hrané mezi vrcholem v a jeho sousedem a v grafu G p¥iddme v grafu
G' stejné dlouhou hranu mezi a a y. Navic spojime vrcholy y a z a vrcholy v a z
hranami o nulové délce. V takto sestrojeném grafu G’ existuje hamiltonovsk4 cesta
(z z do z) pravé tehdy, kdyZ v G existuje (stejné dlouh4) hamiltonovské kruznice.
Viz obr. 12.2c.

12.2.6 Ptevod orientované verze na neorientovanou. Jako posledni uké-
Zeme pfevod orientovanych verzi hamiltonovskych tloh na verze neorientované. Kaj-
dému vrcholu z; ptivodniho orientovaného grafu piifadime trojici vrcholt zi, =i,
;. Kazdy vrchol zj spojime neorientovanymi hranami o nulové délce s vrcholy z
a z;'. Kazdé orientované hrané z z; do z; v grafu G p¥ifadime v grafu G' stejné
dlouhou neorientovanou hranu spojujici vrcholy z!/' a ). Viz obr. 12.3.

Vtip této konstrukce je v tom, Ze v8echny dvou&érkované vrcholy musi hamil-
tonovska cesta prochdzet stejnym smérem, tj. bud viechny od jedno&irkované ke
tiiarkované, nebo vSechny naopak. Orientované hamiltonovské cesty a cykly v pua-
vodnim grafu G tedy vzajemné jednoznaéné odpovidaji stejné dlouhym neoriento-
vanym hamiltonovskym cestdm a kruznicim v grafu G'.
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Obrézek 12.3: Prevod orientované verze hamiltonovskych tloh na neorientovanou.

12.2.7 Cviceni. Promyslete detaily pfevodu tlohy najit nejkrat3i neorientova-
nou cestu s fixovanym pocateénim i koncovym vrcholem na tlohu bez fixovanych
vrcholl. PouZijte analogii k 12.2.3.

12.2.8 Cviceni. Jak velké musi byt &islo M, které je pouZito v pievodech 12.2.2
a 12.2.3?
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12.2.9 Cviéeni. Najdéte priklad ohodnoceného grafu, v némz nejkratsi neorien-
tovand hamiltonovska cesta neni ¢asti nejkratsi hamiltonovské kruznice.

Jinak feceno, najdéte p¥iklad, ktery ukazuje, Ze nejkratsi hamiltonovskou cestu
nelze hledat tak, Ze vezmeme FeSeni problému obchodniho cestujiciho a vynechame
z néj nejdelsi hranu.

12.2.10 Spravnost pfevodu je tfeba dokazat. Ptredchozi cviceni ukazuje, Ze
ne kazdy nadéjné vypadajici ,pfevod“ jedné tlohy na druhou je korektni a skute¢né
pouzitelny. Chcete-li néjaky prevod pouZit bez rizika chyby, méli byste o tomto
pfevodu dokdzat dvé véci:

e pokud ptivodni tloha m4 feSeni, pak pomoci pfevodu takové reSeni najdeme,
e pokud piivodni iloha FeSeni nemé, pak to pomoci prevodu spolehlivé zjistime.

12.3 Existen¢ni hamiltonovské Glohy

Existenéni hamiltonovské tlohy obecné patii k NP-tézkym tlohdm. V nékterych
specidlnich pfipadech vSak presto lze rychle prokazat, Ze feSeni existuje nebo naopak
neexistuje.

12.3.1 Cvieni. Graf, ktery obsahuje most (viz 4.4.1, str. 65), nemliZe obsaho-
vat hamiltonovskou kruZnici. Najdéte graf, ktery Zddny most neobsahuje a pfesto
v ném hamiltonovsk4 kruZnice také neexistuje.

12.3.2 Véta. (Chvétal 1972.) Necht G je prosty graf bez smy¢ek s n > 3 vrcholy.
Jestlize d; < dy < ... < d, je soubor stupiiii jeho vrcholi a jestlize

(12.1) dp <k = dp—r>n—-k pro 1<k<n/2,

pak graf G obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Jestlize naopak posloupnost &isel d; < dp < ... < d,, nespliuje podminku 12.1,

pak existuje graf o n vrcholech, ktery neobsahuje hamiltonovskou kruZznici a pro
jehoz vSechny vrcholy v; plati d(v;) > d;.
PozNAMKA: Prva Gast véty zaruCuje existenci hamiltonovské kruznice, jsou-li
stupné vrchold ,dost velké“. Druh4 ¢ast vlastné rika, Ze lep$i podminka zaloZena
pouze na stupnich vrchold jiz neexistuje. Dodejme, Ze pokud neni splnéna podminka
12.1 (a takovych graft je spousta), hamiltonovska kruznice miZe a nemusi existovat,
véta o tom nic nerika.

Ditkaz této véty neni jednoduchy, lze jej najit nap¥. v knize [NeSetfil79]. Po-
znamenejme pouze, ze dikaz je proveden sporem a nedéva Zadny ndvod k hledéani
hamiltonovské kruznice, a to ani v pfipadé, kdyz véta jeji existenci zarucuje.

12.3.3 Véta. (Ghouilla-Houri 1960.) Necht G je silné souvisly prosty orientovany
graf s n vrcholy a necht pro kazdy vrchol z plati d*(z) + d~(z) > n. Potom graf G
obsahuje hamiltonovsky cyklus.
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POzZNAMKA: Také tato véta nedava navod, jak hamiltonovsky cyklus hledat, a to
ani v pfipadé, kdy jeho existenci zaruéuje.

12.3.4 Cviceni. Zjistéte, zda existuje hamiltonovsk4 kruznice v tplném bipar-
titnim grafu K g?

12.3.5 Hled4ni hamiltonovskych cest, cykld a kru¥nic. MZeme pouzit
backtracking (viz 11.2, str. 189), ktery v tomto piipadé bude modifikaci algoritmu
3.3.10 k prozkoumdni v3ech cest, které zalinaji ve zvoleném vrcholu. Algoritmus
3.3.10 lze snadno doplnit o test, zda pravé nalezen4 cesta je hamiltonovskou
cestou, kruznici, popf. cyklem. Takto miiZeme ziskat dokonce Gplny seznam viech
hamiltonovskych cest, kruznic & cykld v daném grafu, je to viak Easové velice
naro¢né i pro nepfili§ velké grafy.

Cely postup lze pon&kud zrychlit tim, Ze se v ka?dém kroku snaZime rozpoznat
hrany, které musime nebo naopak nesmime pfidévat ke stévajici cest&, aby ji bylo
mozno doplnit na hamiltonovskou. DosaZitelné zrychleni viak je ¥adové jen asi
dvojnésobné. Detaily lze najit v [Chr75).

Dal8i moznosti je pfevod na optimalizaéni tlohu, viz 12.2.1.

12.3.6 Heuristické postupy. Pro fe§eni hamiltonovskych tloh byla vypraco-
vana také fada pomérné rychlych algoritmi, u nich# viak neni zaru&eno, %e feSeni na-
jdou vidy, kdyz existuje. V jednom z nich nap¥. prodluzujeme stavajici cestu, dokud
je to mozné. Nelze-li jiZ cestu prodlouzit, pokousime se zavéreénou &ast cesty odpojit
a pripojit obracené (viz obr. 12.4) a pokrafovat v prodluzovéni z jiného vrcholu.

—

Obrézek 12.4: Piepojovani cest.
Pro zvySeni nadé€je na Gspéch se doporucuje tyto algoritmy pouZit opakované

na tyZ graf s ndhodné pietislovanymi vrcholy. Podrobnosti lze najit v [Chr75]
a [Kuera83.

12.4 Optimaliza¢ni hamiltonovské tilohy

Optimalizaéni hamiltonovské tlohy jsou pfinejmensim stejn& obtizné jako tlohy
existen¢ni, nebot kaZdou existenéni tlohu lze velmi jednoduse pfevést na FeSeni
tlohy optimaliza¢ni (viz 12.2.1). V3echny tyto tlohy jsou pro obecné grafy NP-
-tézké.

Problém obchodniho cestujictho lze asi nejjednoduseji Fesit takzvanou me-
todou hrubé sily, tedy jednoduchym, ale pracnym vyzkouSenim v3ech p¥ipust-
nych feSeni, tj. viech permutaci (pofadi) vrchold: pro kaZdou permutaci vypod-
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teme délku odpovidajici hamiltonovské kruZnice a vybereme z nich nejkratsi. Po-
Cet vSech pfipustnych feSeni v8ak roste jako faktoridl poétu vrchold, proto pfi-
déni i jen jediného vrcholu prodlouzi vypocet mnohonasobné. Tento primitivni
zpusob feSeni je prakticky pouZitelny jen na grafy s nejvySe asi tak tuctem vr-
choli.

Pro obecné&jsi hamiltonovské optimaliza¢ni Glohy lze podobné pouZit jednoduchy
backtracking (napf. podle 3.3.10, str. 56) k nalezeni vSech hamiltonovskych cest,
kruZznic nebo cykld a z nich pak opét vybrat nejkratsi. Pokud vsak pfi tom
nepouzijeme né&jaké triky pro urychleni vypoctu, je to jen jind forma metody hrubé
sily. V grafech, které maji hodné hran (zejména pak v Gplnych grafech), to neni
o mnoho rychlejsi nez vy$e zminéné vyzkouSeni vSech permutaci.

Dale uvedeme nékolik algoritmi, které lze pouZzit na tlohy o néco rozsdhlejsi
(nékolik desitek vrchold).

12.4.1 Hleddni nejkrat$i neorientované hamiltonovské cesty. PopiSeme
algoritmus, ktery je jednoduchym pouzitim metody vétvi a mezi (viz 11.3, str. 191).
Ulohu pieformulujeme takto:

wexs

Hledame nejlevnéjsi podgraf H daného grafu G takovy, Ze:

1. podgraf H je kostrou grafu G,
2. viechny vrcholy podgrafu H maji stupeii dg(z) < 2.

Prvé z uvedenych omezujicich podminek je pfijemnd ve smyslu 11.3.4, relaxovinim
(uvolnénim) druhé (nepiijemné) podminky totiz dostaneme zndmou tlohu o mini-
maélni kostfe, kterou lze snadno fesit, viz 4.3, str. 61.

Pokud v nejlevngjsi kostie, kterou dostaneme feSenim relaxované tulohy, maji
viechny vrcholy stupefi nejvyse 2, pak tato kostra je nejlevnéjsi nejen mezi kostrami,
ale i mezi vSemi hamiltonovskymi cestami, mame tedy optimalni feSeni.

Pokud ma4 néktery vrchol z v kostie H stupeil dy(z) > 2, pak tlohu rozvétvime
na podilohy. Nejjednodussi verze vétveni je zaloZena na faktu, Ze hrany z mnoziny
Eg(z) nemohou byt v8echny obsaZeny v téZe hamiltonovské cesté. Proto pro kazdou
hranu e € Eg(z) vytvofime podilohu, v niZ je hrana e zakdzana. Tim dostaneme
dp(z) podiloh, které pak fe§ime stejnym postupem jako pivodni Glohu: hleddme
nejlevnéjsi kostru a testujeme stupné vrcholli v této kostie. Je-li tieba, podilohu
déale vétvime zakazovanim dalSich hran.

Dodejme, Ze po zdkazu hrany neni nutno opakovat cely vypoclet nejlevnéjsi
kostry. Zakazem hrany se dosavadni miniméalni kostra rozpadla na dvé komponenty
a tyto komponenty staéi spojit nejlevnéjsi dosud nezakazanou hranou. Vyplyva to
z véty 4.3.14, str. 64.

Pravé popsany postup feSeni je pfedveden v piikladé 12.4.2.

Dodejme dale, Ze vyse uvedeny zptisob vétveni na podilohy je sice jednoduchy,
ale neefektivni, ponévadZ vytvorené podilohy nemaji disjunktni mnozZiny piipust-
nych feSeni. Snadno se pak stane, Ze totéz reSeni se zbyte¢né vyskytuje v nékolika
vétvich stromu FeSeni, strom se pfili§ rozristd a vypocet je zbyteéné pomaly. Plati
to zejména v piipadé, kdy stupeh vrcholu v kostie je vétsi nez tii.

Jl
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Efektivngjsi zptisob vétveni vyuZiva nejen zékazy, ale i vynucenou piitomnost
hrany v kostie:

— zakdZeme hranu e; € Eg(z),

— vynutime hranu e; a zakdZeme e; € Eg(z),

— vynutime hrany e;,e; a zakdZeme vSechny ostatni hrany z mnoziny Eq(x)
(pozor, nikoli pouze z Eg(z)).

Vsimnéte si, Ze u tfeti z t&chto podtloh vyuZivime fakt, e nejvySe dvé hrany
z mnoziny Eg(z) mohou byt obsazeny v hamiltonovské cests. Dale si vSimnéte, Ze
timto zptisobem dostaneme vzdy jen tii podtlohy nezévisle na stupni vrcholu z
v kostfe.

12.4.2 Priklad. Hledejme nejkrat3i hamiltonovskou cestu v tplném grafu, ve
kterém jsou délky hran dany matici

c©o 7T 2 3 11 17
7 oo 10 13 8 10
2 10 oo 10 19 15
3 13 10 oo 16 15

11 8 19 16 oo 13

17 10 15 15 13 oo

K feSeni pouZijeme prévé popsany algoritmus 12.4.1. K vétveni budeme vybirat
vZdy Zivou podilohu s nejnad&jnéjsim (tj. zde nejmensim) odhadem, v&tveni budeme
délat prvym a jednodu$¥im z obou popsanych zpisobi (tj. pouze zakazujeme
jednotlivé hrany). Priibéh vypoltu je patrny z nasledujici tabulky a z obr. 12.5
na nésledujici strané.

podiloha zakizané hrany odhad komenta¥

1 — 30 vétveno na podilohy 2, 3, 4
2 (1, 3) 38 umrtveno diky odhadu
3 (1,2) 33 vétveno na podulohy 5, 6, 7
4 (1, 4) 37 umrtveno diky odhadu
5 (1, 2), (2, 5) 36 umrtveno diky odhadu
6 (1, 2), (2, 3) 34 vétveno na podilohy 8, 9, 10
7 1, 2), (2, 6) 36 optimélni FeSeni
8 (1, 2), (2,3), (1, 3) 42 umrtveno diky odhadu
9 (1, 2), (2, 3), (1, 4) 41 umrtveno diky odhadu

10 (1, 2), (2, 3), (1, 5) 36 umrtveno diky odhadu

12.4.3 Cvigeni. Reste znovu piiklad 12.4.2, ale pouZijte efektivnéjsi zptisob
vétveni, popsany v 12.4.1. Vysledek bude ty7, ale doséhnete jej s mensim stromem
feseni. (Obecné by vysledkem nemusela byt stejnd hamiltonovska cesta, ale délka
vysledné cesty samoziejmé stejnd byt musi.)
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2: 1
6
5
Odhad = 38 Odhad = 33 Odhad = 37
umrtveno diky odhadu l umrtveno diky odhadu
5: 6: 1. ...2 12
6 %3 6%3
5 4 5 4
Odhad = 36 Odhad = 34 Odhad = 36
umrtveno diky odha,iu/ l \ optimélni FeSeni
8 1.2 9: 10 12
:n : *1-*
6 03 60"~ 3
5 4 5 4
Odhad = 42 Odhad = 41 Odhad = 36
hamilt. cesta hamilt. cesta umrtveno diky odhadu

Obréazek 12.5: Strom feSeni k piikladu 12.4.2.

12.4.4 Nejkratdi hamiltonovsky cyklus lze hledat rovnéZ metodou vétvi
a mezi. Ulohu pieformulujeme takto:
Hleddme nejlevnéjsi podgraf H daného grafu G takovy, Ze:

1. hrany podgrafu H tvoii soustavu vrcholové disjunktnich cykla, které procha-
zeji v8emi vrcholy grafu G,
2. podgraf H je souvisly.

Prvou z podminek opét pokladame ve smyslu 11.3.4 za piijemnou, druhou za
nepfijemnou. Relaxovanou tlohu, v niz je uvolnéna (relaxovdna) podminka 2, lze
fesit pfevodem na pfifazovaci ulohu 9.4, str. 171:
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Kazdému vrcholu pivodniho grafu je tfeba pfifadit vrchol, ktery po ném v cyklu
nasleduje, kazdy vrchol zaroveh musi byt pfifazen jako naslednik pFesné jednomu
vrcholu, totiZz svému predchidci. Toto piifazeni miZeme chdpat jako perfektni
parovani v bipartitnim grafu, ktery dostaneme tak, Ze kazdy vrchol ptivodniho grafu
zdvojime.

Jinou mozZnosti, jak hledat zmin&nou soustavu cykld, je pomoci tokl v siti.
Hleddme nejlevngjsi cirkulaci takovou, Ze tok kazdym vrcholem mé jednotkovou
velikost. Tuto tlohu nejprve trikem podle 8.1.13, str. 132, pfevedeme na standardni
tlohu hledéni nejlevnéjsi piipustné cirkulace a tu pak reSime algoritmem 8.7.

Pokud nejkratsi soustava cyklt nesplituje podminku 2, tj. pokud jde o soustavu
vice nez jednoho cyklu, je ziejmé, Ze hrany nékterého (libovolného) z t&chto cykla
nemohou byt vSechny obsazeny v cyklu hamiltonovském. Proto muzeme tlohu
rozvétvit na podilohy nejjednoduseji tak, ze vybereme jeden z cyklt (doporutuje
se, aby mél co nejméné hran) a pro kazdou jeho hranu e; vytvoiime podtlohu U,
v niz je hrana e; zakizana.

V piifazovaci tloze lze zdkaz hrany e; docilit zvySenim jeji ceny na dostatetné
vysokou hodnotu (tzv. prohibitivni cena). P¥itom nenf nutno opakovat cely vypodet
pfifazovaci tlohy, sta¢f zménit cenu zakazované hrany a pokracovat od posledni faze
vypoctu. Pii pouziti toku v siti docilime zékazu zménou kapacity hrany e;. Viz té
pozndmku 8.7.9 k algoritmu Out of Kilter.

Vyse popsany jednoduchy zptisob vétvens na, podilohy je neefektivni, nebot pod-
tlohy nemaji disjunktni mnoziny p¥ipustnych Fesen. Disjunktnosti lze dosdhnout
vynucovanim hran podobné jako v 12.4.1.

Lepsi vysledky (mensi strom feSeni) viak déva nasledujici zpiisob vétveni:
Zvolme né&ktery cyklus a ozna¢me M mnozinu viech jeho vrchold. Ve vysledném
hamiltonovském cyklu musi zcela, jist& byt zahrnuta alespoti jedna hrana z mnoziny
W (M), jinymi slovy, je tieba ,donutit cyklus, aby opustil mnozinu M*. Toho lze
docilit tim, Ze vytvo¥ime poddalohu pro kazdy vrchol v; € M, a to tak, %e zakdZeme
vSechny hrany, které z vrcholu v; vedou do mnoziny M.

Uvedenym postupem lze Feit orientovanou verzi problému obchodniho cestuji-
ciho. Lze jej samoziejmé pouZit i pro feSeni verze neorientované (kde matice délek
hran je symetricka).

12.4.5 Ptiklad. PouZijeme pravé popsanou metodu k nalezeni nejkrat$iho ha-
miltonovského cyklu v Gplném grafu s matici délek hran z prikladu 12.4.2.

Pribéh feSeni je patrny z nésledujici tabulky a obrdzku 12.6 na nésledujici
strané. K vétveni byla pouZita posledni z uvedenych metod.

podiloha zakdzané hrany odhad komentar
1 - 46 vétveno na podilohy 2, 3, 4
2 (1, 3), (1, 4) 55 hamilt. cyklus
3 (3, 1), (3, 4) 51 optimalni YeSenf
4 (4, 1), (4, 3) 50 vétveno na podilohy 5, 6
5 (4, 1), (4, 3), (1, 3) 51 umrtveno diky odhadu
6 (4, 1), (4, 3), (3, 1) 55 hamilt. cyklus
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1 1 2
6 3
5 4
Odhad = 46
2 12 3 1, 2 4@ 1, 2
5 4 5 4 5 4
Odhad = 55 Odhad = 51 Odhad = 50
hamilt. cyklus optimdlni FeSeni / l
5 1 o2 6: 1 2
6%3 6%3
5° 4 5 4
Odhad = 51 Odhad = 55

umrtveno diky odhadu hamilt. cyklus

Obréazek 12.6: Strom feSeni k p¥ikladu 12.4.5.

12.4.6 1-strom a metoda penalizace. Jde o docela pouény trik, ktery lze
pouzit k hleddni nejkratsi hamiltonovské kruznice, a tedy i k feSeni problému
obchodniho cestujiciho. M&jme graf s mnozinou vrchold V(G) = {1,...,n}.

1-strom je faktor H daného grafu G, ktery mé stejny pofet vrcholi a hran
a vrchol 1 v ném m4 stupen dg(1) = 2. Jinak feleno, libovolny 1-strom daného
grafu o n vrcholech dostaneme tak, Ze vezmeme podgraf indukovany mnoZinou
{2,...,n}, najdeme n&jakou kostru tohoto podgrafu a pfiddme k ni vrchol 1 spolu
s néjakymi dvéma hranami z tohoto vrcholu. Kazdy 1-strom tedy obsahuje presné
jednu kruZnici a tato kruZnice prochézi vrcholem 1.

Nyni miiZeme tlohu najit nejkrat$i hamiltonovskou kruZnici pieformulovat
takto: hleddme podgraf H daného grafu G takovy, ze

1. podgraf H je 1-stromem,
2. kazdy vrchol z podgrafu H m4 stupei dg(z) = 2.

Opét plati, e prva z obou podminek je p¥ijemnd, protoZe nejlevnéjsi 1-strom lze
snadno najit pomoci algoritmu pro nejlevn&jsi kostru (viz 4.3): najdeme nejlevnéjsi
kostru na mnoziné {2,...,n} a pfiddme dvé nejlevnéjsi hrany z mnoziny Eg(1).

Pokud nejlevnéjsi 1-strom ndhodou spliiuje i druhou podminku, pak tento
1-strom je zdroven hledanou nejkratsi hamiltonovskou kruZnici.
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Druhd z podminek je v8ak nepfijemnd a ¢ini tlohu obti#nou. Platnost této
podminky samoziejmé lze vynucovat metodou vétvi a mezi podobng jako pfi hledani
nejkratsi hamiltonovské cesty v 12.4.1. Na tuto metodu zpravidla stejné dojde, ale
napfed je vhodné na podilohu zkusit trik, kterému se ¥ika penalizace vrcholi.

KaZzdému vrcholu z grafu G pfitadime ¢slo p(z), tzv. pendle. Kazdé hrané grafu,
kterd spojuje vrcholy ¢ a j, nyni zménime délku z hodnoty a(4, j) na hodnotu a(i, j)+
+p(i) + p(j) a v takto ohodnoceném grafu znovu vyhledame nejlevngjii 1-strom.

Vtip penalizace spodiva v tom, ze délky vsech hamiltonovskych kruznic se vli-
vem pendle zvétsily o stejnou hodnotu, totiz o dvojndsobek sumy viech penile,
tj. o hodnotu 277", p(¢). Délky ostatnich 1-stromii se pfitom mohly zménit ji-
nymi zpiisoby, nékteré mohly stoupnout, jiné klesnout. Proto, podafi-li se vhodné
zvolenym pendle docilit toho, ze nejlevnéjsi 1-strom bude zirovei hamiltonovskou
kruZznici, budeme mit jistotu, Ze tento 1-strom (tj. kruznice) je také nejkratsi ze
vSech hamiltonovskych kruZnic.

Penéle, popi. jeho zména, se zpravidla odvozuje ze stupiit vrcholtt v 1-stromu.
Ma-li vrchol vysoky stupeii, dostane kladné penale, tim se prodrazi hrany z jeho
okoli a je nadé&je, Ze se stupefi snizi. M4-li naopak vrchol stupefi 1, dostane zaporné
penale, ceny hran v jeho okoli klesnou a stupei vrcholu se miize zvétsit. Nejjedno-
dussi pravidlo radf zvétSovat dosavadni pendle vrcholu v o hodnotu k(d(v) — 2), kde
konstanta k nemd byt pfili§ velkd, mtZe byt i rovna jedné. Rizné zpusoby volby
penéle a vypocetni zkuSenosti jsou podrobné popsény v knize [Chr75].

Vypocet obvykle za¢ind s nulovym penéle, tj. s pivodnimi délkami hran tim,
ze vypocteme nejlevnéjsi 1-strom. Pokud neni nalezena hamiltonovsk4 kruznice, tj.
pokud néktery vrchol mé jiny stupe nez 2, vypoteme zmény (pfirustky) pendle
pro jednotlivé vrcholy, zménime délky hran a znovu hleddme nejlevnéjsi 1-strom.

Metoda penalizace bohuZel nevede vzdy k cili. Existuji grafy, kde sebediimysl-
néjsi volba pendle nevynuti vznik hamiltonovské kruznice. Vyse popsany vypodet
by pak nikdy neskoné¢il. Proto je nutno netisp&ny vypocet ukonéit bud kdyz zjis-
time, Ze se opakuje stejnd situace, nebo prosté po piiméfeném poctu neuspésnych
penalizaci.

Ovsem i nelisp&Sna penalizace neni zbyteéna, lze ji pouzit v metods vétvi a mezi
k ziskéni lepsitho dolnfho odhadu. Jestlize jsme pfi pouziti penéle p dostali 1-strom
o cené C, pak ¢&islo C — 237" p(i) lze pouzit jako dolni odhad: délka #&dné
hamiltonovskd kruznice (méfend v ptivodnich, tj. nepenalizovanych cenich) nemuze
byt kratsi nez toto ¢&islo. V priib&hu netispéné penalizace takovychto odhadii
ziskdme nékolik a jako odhad pro celou podilohu pouZijeme nejlepsi (tj. zde nejvetsi)
z nich.

12.4.7 Cvi€eni. Metodu penalizace lze snadno upravit pro hledani nejkrati
neorientované hamiltonovské cesty z daného poéate¢niho vrcholu z do daného
koncového vrcholu y. V takovém pfipadé namisto nejlevngjiiho 1-stromu hleddme
minimélni kostru takovou, Ze vrcholy z a y v ni maji stupei 1. Takovou minimalni

kostru lze snadno najit bud tak, Ze najdeme minimélni kostru na mnoziné vrchold

" V(G) \ {z,y} a pfiddme nejlevn&jsi hrany z vrchold z a y, nebo (jednoduseji)

vrchollim z a y ddme velmi vysoké podateéni penile.
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Jak se zméni délky vSech hamiltonovskych cest z = do y pii pouziti penéle p?
Jakou hodnotu lze pouZit jako dolni odhad v metod& vétvi a mezi?

12.4.8 Heuristické algoritmy pro problém obchodniho cestujiciho. Po-
mérné dobré vysledky dava metoda nejvzddlenéjsiho vkldddni:

Zatneme s trivialni kruznici v n&jakém vrcholu a do této kruZnice postupné
zafazujeme dalsi vrcholy, dokud nedostaneme kruZnici hamiltonovskou. K zafazeni
do kruznice vybirdme vrchol, ktery je od kruZnice nejvice vzdalen (odtud nizev
metody). Presnéji, mame-li kruZnici K, kterd prochdzi vrcholy wvi,...,uvs, pak
vybereme vrchol v, pro ktery je vyraz min{a(v,v;) | i = 1,...,k} nejvétsi. Vrchol
v pak zafadime do kruznice mezi takové dva sousedni vrcholy, aby se tim kruZnice
prodlouzila co nejméné.

Stoji za zminku, Ze o néco ,hladovéjsi“ postup, p¥i némz se vklada vrchol, ktery
je ke kruznici nejblize, dava v priméru o néco horsi vysledky. Je vidét, ze chamtivost
se vzdycky nevypléci.

Dobré vysledky déva také lokdlni prizkum (viz 11.4, str. 196), v némz se
stavajici feSeni snazime vylepSovat provadénim ,drobnych zmén“. Osvédéilo se
kombinovat dva typy zmén. Jedna spo¢iva v tom, Ze ze stavajici hamiltonovské
kruznice odstranime dvé hrany a zbyvajici ¢4sti kruznice propojime ,do kifze“ tak,
aby znovu vznikla hamiltonovskd kruznice. Druhy typ spoéiva v odstranéni vrcholu
a jeho zafazeni na jiné misto kruZnice.
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Kapitola 13

Barevnost, nezavislost, kliky

Pojmy uvedené v nadpise byvaji nékdy oznacovany jako kombinatorické. T¥ebaze
maji dilezité aplikace, jsou tlohy s nimi spojené vétsinou NP-t&zké. Algoritmy pro
barveni grafu a pro hledani nejpocetngjsich nez4vislych mnozin, které zde uvedeme,
jsou zaloZeny na backtrackingu.

V3echny pojmy studované v této kapitole jsou nezavislé na orientaci a na nasob-
nosti hran. MiZeme se tedy omezit na prosté neorientované grafy. Navic se
omezime na grafy bez smyéek.

13.1 Definice a zakladni fakta

13.1.1 Obarveni grafu G (nebo téZ obarveni vrchold grafu) je ohodnoceni
vrcholtt hodnotami z mnoziny B (takzvanymi barvami), a to takové, %e 74dné
dva sousedni vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou. V roli barev
miZeme brat libovolné prvky z libovolné mnoziny, ¢asto pouzivime napf. &isla.
Graf nazyvame r-barevnym, jestliZe existuje jeho obarveni r barvami. Barevnost
grafu (n€kdy téz chromatické ¢islo grafu nebo vrcholovd barevnost) je nejmensi pocet
barev, ktery je potfebny k obarveni grafu. Barevnost grafu G zna&ime x(G).

13.1.2 Cviceni. Najdéte obarveni grafu z obrazku 13.1 tfemi barvami. Ovéite,
Ze toto obarveni je aZ na zdménu barev jediné. Lze obarvit graf, ktery ma smycky?

M\M W
2 4 6 8 C D C D

Obrazek 13.1: Graf a jeho obarveni étyfmi barvami A, B, C, D.
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13.1.3 Nezavisla mnoZina vrcholi v grafu G je takovd mnoZina, jejiz zadné
dva vrcholy nejsou spojeny hranou. Podgraf indukovany touto mnoZinou je tedy
diskrétni. Mazimdini nezdvisld mnoZina je nezévisld mnozina, kterd je maximalni
vzhledem k inkluzi, tj. nezivisld mnozZina, ke které jiz nelze p¥idat z4ddny vrchol,
aniz by prestala byt nezévislou.

Nejpocetnéjsi nezdvisld mnoZina je nezavisld mnoZina, kterd m4 nejvétsi pocet
prvkd (mezi viemi nezavislymi mnoZinami v grafu G). Kazd4 nejpocetn&jsi nezavisla
mnoZina je samoziejmé i maximdlni nezdvislou mnoZinou, ale naopak to neplati.
Jak nejpocetnéjSich, tak i maximdlnich nezavislych mnoZin muaZe byt v témZe
grafu nékolik. Pocet vrcholi v nejpoletnéjsi nezvislé mnoZiné grafu G nazyvame
nezdvislosti grafu G. Nezavislost grafu G znalime a(G). V aplikacich se setkdvadme
také s tlohou najit nejdrazii nezdvislou mnoZinu ve smyslu sou¢tu ohodnoceni
vrchold cenami.

Graf na obr. 13.1 vlevo md tyto maximalni nezavislé mnoziny: {1,4,5,8},
{1,4,7}, {1,6}, {2,5,8}, {2,6}, {2,7}, {3,7} a {3,8}. Nejpocetn&jsi nezavisla
mnozina byla uvedena jako prvni, nezédvislost tohoto grafu je rovna 4. MnoZina
{1,4,5} je ptikladem mnoZiny, kterd je nezdvisld, ale neni maximalni nezavisla.

Viimnéte si, Ze mnozina vrchold, které mohou byt obarveny stejnou barvou, je
vzdy nezavislé.

13.1.4 Klika v grafu G je maximdlni podgraf grafu G, ktery je iplnym (neorien-
tovanym) grafem. Pocet vrcholl v nejvétsi klice nazyvame klikovosti grafu. Klikovost
grafu budeme znacit w(QG).

V grafu na obr. 13.1 je kazd4 klika trojihelnikem, klikovost tohoto grafu je tedy
rovna 3, v grafu je celkem Sest klik.

Kliky a maximalni nezévislé mnoZiny spolu velmi Gzce souvisi. Abychom to
ukazali, sestrojme k danému grafu G tzv. dopliikovy graf —G takto: Oba grafy budou
mit stejné vrcholy. V dopliikovém grafu —G budou dva vrcholy spojeny hranou pravé
tehdy, kdyZ nejsou spojeny hranou v piivodnim grafu G. Je zfejmé, ze doplhkovy
graf —(—G) k dopliikovému grafu —G je shodny s ptvodnim grafem G. Stejné
tak je zfejmé, ze kliky v grafu G odpovidaji vzijemné jednoznaén& maximélnim
nezdvislym mnozindm v doplitkovém grafu —G. Plati tedy a(G) = w(-G) aw(G) =

= a(—QG).

13.1.5 Priiklad: Skladovani nebezpeénych latek. Mé&me n nebezpecnych
latek. Bezpecénostni predpisy zakazuji skladovat nékteré dvojice latek ve stejné
mistnosti (skfini, polici). Kolik nejméné mistnost{ (sk¥ini, polic) je nezbytné tieba
k uskladnéni vSech n latek?

Resen{ lze nalézt pomoci barevnosti: Sestrojme graf G, jeho# vrcholy odpovidaji
zminénym latkdm a v némz jsou dva vrcholy spojeny hranou, jestlize odpovidajici
latky nesmi byt skladovany spoleéné. P¥ipustné umistén{ ldtek do mistnosti pak
odpovida obarveni grafu G. Roli barev zde hraji mistnosti. Potfebujeme tedy
nejméné x(G) mistnosti.

Podivejme se nyni na jinou tGlohu: Mame za kol pfepravit najednou, napt.
v jednom auté, co nejvétsi podet vzorkil téchto latek. Pfepravované vzorky musi
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tvofit nezdvislou mnoZinu v grafu G, miizeme tedy najednou p¥epravit nejvyse a(G)
vzorki.

Pokud by kazdy ze vzorkii mél danou cenu, mohli bychom pozadovat pfepravu
mnoZiny vzorkid, kterd bude mit co nejvétsi cenu. To by odpovidalo nejdrazsi
nezavislé mnoziné v grafu G. Srovnejte tuto posledni variantu s problémem batohu
2.4.2, str. 44. ‘

13.1.6 Priklad: Plidnovédni procesii. Mime za tkol uskutednit n procesd
D1,D2,- -, Pn, PriCemZ nékteré dvojice procesd nesméji (nebo nemohou) probihat
souCasné napf. proto, Ze vyzaduji pouziti stejnych stroji. Kolik ¢asovych jedno-
tek je tieba k uskutecnéni vSech procest, trva-li kazdy proces stejné dlouho (napt.
jednotku Casu)? Jaky nejvétsi polet procesi mize probihat najednou?

Sestrojme graf G, jehoz vrcholy odpovidaji procestim. Dva vrcholy spojime
hranou pravé tehdy, kdyZz odpovidajici procesy nesmé&ji probihat soudasné. Kazdé
obarveni vrcholi grafu G rozdéluje procesy na skupiny, které mohou probihat
najednou (odpovidajici vrcholy jsou obarveny stejnou barvou). Nejkrat$i mozné
provedeni vSech procesti tedy trva x(G). Procesy, které mohou probihat najednou,
vidy tvoii nezdvislou mnoZinu. Maximalni moZny pocet soucasné probihajicich
procesi tedy je roven a(G).

13.1.7 Cviceni. Na Skole se vyucuji pfedméty p;,ps,...,p, ve studijnich sku-
pindch si,s2,...,8,. Na Skole uéi ufitelé uy,us,...,u,,. Pfedpoklddejme, e pro
kazdou studijni skupinu a pifedmét je pfedem pevné uréen uéitel. Ucebni plan je
tedy dan jako seznam trojic (s;,p;,ur), které vyjadiuji, ze ve studijni skuping s;
bude predmét p; ucit ucitel ux. Kolik nejméné vyuéovacich hodin bude nezbytnych
pro splnéni ucebniho planu?

NAvop: Vyucovaci hodinu vyjadfenou trojici (s;, pj, ux) pokladejte za proces (viz
13.1.6). Dva procesy nemohou probihat soucasng, vyZzaduji-li stejného uéitele nebo
stejnou studijni skupinu.

13.1.8 Véta. V prostém grafu G bez smydek plati:

X(G) < max{d(z)|lz e V(G)} +1.

DUkAz: Uvedeme jednoduchy algoritmus, ktery vrcholy grafu G obarvi h +1
barvami, kde h = max{d(z)|z € V(G)}. V roli barev pouZijeme &sla 1,2,...,h+ 1.

Sefadme vrcholy do posloupnosti z1,zs,...,z,. Vrchol z; obarvime barvou 1.
Pak postupné vrcholim 3, z3, . . ., z, pfifadime barvy podle tohoto pravidla: vrchol
z; obarvime nejniz§i barvou, kterd se nevyskytuje mezi dosud obarvenymi sousedy
vrcholu z;.

Ponévadz kazdy vrchol z mé nejvyse h sousedli, musi mezi h + 1 barvami vzdy
existovat alespon jedna barva b, kterou neni obarven zadny soused vrcholu z. Vrchol
z tedy lze obarvit barvou b. Takto lze postupné obarvit vSechny vrcholy grafu

s pouzitim nejvySe h + 1 barev. O
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POzNAMKA: Pravé uvedeny algoritmus je rychly a je vhodny pro prvni odhad
barevnosti. Algoritmus 13.2.1 pro obarveni grafu nejmensim poétem barev vychézi
z obarveni ziskaného touto metodou. Viz také 13.2.7.

13.1.9 Véta. Pro graf G bez smy&ek o n vrcholech plati:

1. x(G) < n.

2. x(G) 2 w(G).

3. x(G)a(G) > n.

4. x(G)+a(G) <n+1.

DUKAZ: Prvni tvrzeni je zfejmé. Druhé tvrzeni vyplyva z faktu, Ze viechny vrcholy
kliky je nutno obarvit riiznymi barvami. K dikazu tietiho tvrzeni si sta&i uvédomit,
Ze vrcholy obarvené stejnou barvou tvofi nezévislou mnozinu. Obarvime-li tedy graf
x(G) barvami, ziskime x(G) nezévislych mnoZin, z nichz ka?da obsahuje nejvyse
a(G) vrchold. Odtud pak plyne nerovnost x(G)a(G) > n.

K dikazu ¢tvrtého tvrzeni obarvéme nejpodetn&jsi nezdvislou mnoZinu prvni
barvou. K obarveni zbyvajicich n — a(G) vrchold zcela jist& stati n — a(G) barev.
Plati tedy n — a(G) + 1 > x(G), coz je jen jiny zapis dokazované nerovnosti. O

13.1.10 'Vé&ta. Necht G je prosty graf bez smycek. Oznaéme n podet vrcholt, m
pocet hran a h maximalni stupefi vrcholu v grafu G. Déle ozna¢me |z a [2] dolni
a horni celou €4st &isla z, tj. nejblizsi celé &islo takové, Ze |z] < z a [2] > z. Potom
o nezévislosti a(G) a barevnosti x(G) plati:

1. a(@) > (2n — m)/3, pfiemZ rovnost plati pouze pro tplny graf K.

2. a(G) > n?/(2m + n), pfiem? rovnost plati pouze tehdy, kdy# souvislé
komponenty grafu G jsou tiplné grafy téze velikosti.

3. a(G) > [n/(h+1)].

4. x(G) + x(-G) <n+1.

5. x(G) > n?/(n® — 2m), p¥itemZ rovnost nastava pravé tehdy, je-li G Gplnym
x(G)-partitnim grafem se stejné velkymi stranami.

6. Vrcholy grafu G lze rozlozit na h+ 1 disjunktnich nezavisljch mnoZin, z nichz
kazd4 ma bud [n/(h + 1)], nebo [n/(h + 1)] vrchold.

DUKAZ lze najit v knize [Berge73]. O

13.1.11 Véta. Pro libovolny graf G bez smy&ek plati:

1. x(G) =1 préavé tehdy, kdy% graf G je diskrétni.
2. x(G) = 2 pravé tehdy, kdyZ graf G neobsahuje kruznici liché délky.
3. x(G) = 2 pravé tehdy, kdyZ graf G je bipartitni.

DUKAZ: Prvni tvrzeni je zfejmé. DokadZeme druhé tvrzeni. K obarveni kruZnice
liché délky potfebujeme nejméné 3 barvy. Je-li tedy x(G) = 2, nemutze graf G
takovou kruZnici obsahovat. Naopak, necht graf G neobsahuje kruznici liché délky.
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PopiSeme, jak lze graf obarvit dvéma barvami. (Je-li graf nesouvisly, obarvime takto
kazdou komponentu zv1ast.)

Zvolme pevné vrchol z. Vrcholy, které maji od vrcholu z lichou vzdalenost (ve
smyslu poctu hran v nejkratsi cesté), obarvime barvou 1, vrcholy, které maji sudou
vzdélenost (véetné vrcholu z) obarvime barvou 2. Musime dokézat, Ze takto ziskdme
skutecné obarven, tj. Ze zZddné dva stejn& obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou.

Vezméme tedy dva libovolné vrcholy u,v, které maji oba lichou (oba sudou)
vzdalenost od z. Mezi vrcholy u,v vede cesta sudé délky, kterd je tvorena &astmi
nejkratsich cest z vrcholu u do z a z vrcholu z do v. Kdyby byly vrcholy u, v spojeny
hranou, tvorila by tato hrana spolu s cestou z u do v kruZnici liché délky. Sestrojili
jsme tedy skute¢né obarveni dvéma barvami.

Tieti tvrzeni je snadné. Kazdé obarveni dvéma barvami uruje rozklad mnoziny
V(G) na mnoziny A, B takové, ze W(A) = W(B) = E(G), graf je tedy bipartitni.
Naopak, je-li graf bipartitni, sta¢i obarvit kaZdou z jeho stran jednou barvou. O

13.1.12 Cviéeni. Jakou barevnost mé strom?

13.1.13 Véta. Rovinny graf bez smycek lze obarvit ¢tyfmi barvami.

PozNAMKA: Tato véta je Fesenim kdysi slavného tzv. problému ¢ty barev: Stadi
Ctyfi barvy k obarveni libovolné politické mapy tak, aby Zddné dva sousedni staty
nebyly vybarveny stejnou barvou?

O feseni tohoto problému se marné pokousely fady matematikd i laikd pres 100
let. Od roku 1890 byl zndm dikaz, Ze stadi p&t barev. Diikaz pro ¢ty¥i barvy viak
byl nesmirné komplikovany (pomoci pocitade bylo nalezeno a vysetfeno asi 1900
dil¢ich pfipadid) a byl nalezen az v roce 1976.

DUSLEDEK: Rovinny graf G bez smycek o n vrcholech ma nezévislost a(G) > n/4.

13.1.14 Véta. Pro kazda dvé celd kladna &isla k a r existuje graf G, ktery ma
barevnost x(G) = k a neobsahuje kruZnici délky mensi nebo rovné r.

PozNAMKA: Tato véta vlastng ¥kd, ze existuji grafy s vysokou barevnosti, které
jsou ,lokalné ridké“. Specidlnim pfipadem této véty je tvrzeni, Ze grafy, které
neobsahuji trojuhelniky, mohou mit libovolné vysokou barevnost. Dikaz tohoto
specidlniho piipadu lze najit v knize [Ne3et#il79).

13.1.15 Hranova barevnost. V nékterych aplikacich je vhodngjsi nebarvit
vrcholy, ale hrany. U obarveni hran pak poZadujeme, aby ka?dé dvé& hrany, které
maji spole¢ny vrchol, byly obarveny rtznymi barvami. Hranovd barevnost (té
chromaticky indez) je nejmensi pocet barev, které sta¢i k obarveni hran. Hranovou
barevnost budeme znaéit x'(G).

VySetiovani hranové barevnosti grafu G lze pfevést na vysetfovani (vrcholové)
barevnosti v tzv. hranovém grafu: Hranovy graf 0G ziskdme takto: Za vrcholy grafu
0G prohlasime hrany ptivodniho grafu G. Dva vrcholy v hranovém grafu G jsou
spojeny hranou, jestlize jim odpovidajici hrany ptivodniho grafu G mély spoleény
vrchol.

g
g
‘
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Obarveni hran grafu G a obarveni vrcholt hranového grafu G si vzajemné
jednoznac¢né odpovidaji, plati tedy x'(G) = x(8G). Navic viak plati:

13.1.16 Vé&ta. (Vizing 1964.) Necht G je prosty neorientovany graf bez smycek
a ozna¢me d maximdlni stupef vrcholu. Pak hranova barevnost je rovna bud d,
nebo d + 1.

PozNAMKA: Navzdory této vétd je presné urceni hranové barevnosti (pfesnéji,
rozhodnuti, zda hranova barevnost je rovna d) v obecném piipadé NP-tplnou
alohou.

13.2 Zjistovani barevnosti

Véta 13.1.11 (a jeji dikaz) spolu s 3.2.7, str. 52, d4vé4 dobry névod ke snadnému
ovéreni, zda dany graf je jedno- ¢i dvoubarevny. Pro tii a vice barev jiz zadny tak
efektivni postup neni zndm. Naopak, rozhodnuti, zda graf je vrcholové r-barevny
pro r > 3, je NP-uplnou tlohou.

Déle uvedeny algoritmus pro barveni grafu nejmensim moznym poétem barev je
klasickym ptfikladem backtrackingu (viz 11.2, str. 189).

13.2.1 Algoritmus pro zjisfovani barevnosti.

VsTuP: graf G, jehoz vrcholy jsou oéislovany é&isly 1,2,...,n. Pro kazdy vrchol z
je déna mnozina P(z) = V(z) N {1,2,...,2 — 1}.

POMOCNE PROMENNE: Prévé zkoumané ¢stedné obarveni budeme uchovavat
v hodnotdch B(z). Hodnoty BARVA(z) budou obsahovat nejlepsi dosud nalezené
obarveni. Proménna OMEZ bude obsahovat ¢&islo barvy, kterou jiz nechceme pouzit
ve snaze ziskat obarveni méné nez OMEZ barvami. S vyjimkou po¢ateni fize bude
proménné OMEZ rovna poltu barev v nejlepdim dosud nalezeném obarveni BARVA.
VYSTUP: vySe popsané proménné BARVA a OMEZ.

METODA: Vzhledem k pevnému oéislovani vrcholt mtizeme kazdé obarveni po-
klddat za posloupnost barev. Tyto posloupnosti budeme systematicky prodluzovat
a zkracovat v duchu backtrackingu.

Pii postupu vpied, tj. pfi prodluzovani ¢asteéné posloupnosti barev, didme
pouzita u vrchold z mnoziny P(z). Niz&{ barvu nelze pouzit (pfi stavajicich barvach
pfedchozich vrcholit), vy$si barvy budou zkouseny v dal$im pribshu backtrackingu
(po provedeni névratu).

Prvé tplné obarveni tedy bude stejné jako v dikaze véty 13.1.8.

Névraty v backtrackingu budeme provadét jednak pfi dosazeni Giplného obarveni,
jednak v situaci, kdy néktery vrchol y dostal barvu OMEZ nebo vyssi. PFidélenim
této barvy jsme totiz dostali ¢astetné obarveni, jehoz prodluzovani jiz nemé4 smysl,
nebot nemize vylepsit nejlepsi dosud zndmé obarveni BARVA.

Cilem néavratu je sniZit barvu ve vrcholu y. Ponévadz viak nizsi barvy v y jiz jsou
vyzkouSeny, je tieba zménit (a tedy zvysit) barvu v nékterém predchozim vrcholu

13.2.:
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z < y. Aby to vSak mélo vliv na vrchol y, musi byt z € P(y), proto provedeme prvy
névrat az do vrcholu z = max(P(y)) a v tomto vrcholu se pokusime zvysit barvu.

Nelze-li barvu ve vrcholu z zvysit (byla by pouzita barva OMEZ), provedeme
dalgi, tentokrat jiZ prosty navrat do vrcholu z — 1,z — 2 atd.

Barvu vrcholu 1 nezvy$ujeme, nemé to smysl. (Pro¢? Zvaite zdménu barev.)
Z podobného diivodu nemé smysl barvit vrchol z barvou b >z

Na pocatku volime OMEZ := n +1, aby hodnota OMEZ nebrénila nalezeni prvého
obarveni.

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] x := 1; B(z) := 1; OMEZ := n + 1.

2. [Postup vpied — obarveni dalsiho vrcholu.] Polozime  := z + 1. Jestlize z > n,
pokracujeme podle kroku 3. V opaéném pfipadé polozime B(z) := minimum
ze vSech barev nevyskytujicich se v mnoziné P(z). Jestlize B(z) > OMEz,
polozime y := z a pokradujeme podle kroku 4, jinak zopakujeme krok 2.

3. [VSechny vrcholy obarveny, pocet barev Jje mensi neZ OMEZ.] Pro viechny
vrcholy z grafu G provedeme BARVA(z) := B(z) a dale polozime OMEZ :=
‘= maximum z hodnot BARVA. Ozna¢me y prvni vrchol, ktery ma barvu
OMEZ, a pokracujme krokem 4.

4. [Ndvrat - pokus o sniZeni barvy ve vrcholu y.] Oznalme 2 posledni vrchol
z mnoziny P(y) a pokrac¢ujme krokem 5.

5. [Pokracovdni ndvratu - pokus o zvyseni barvy ve vrcholu z.] Jestlize z = 1,
vypocet konci. V opaném piipadé polozime b := minimum ze vech barev,
které jsou vétsi nez B(z) a nevyskytuji se v mnoziné P(z). Pokud b < OMEZ
a zdrovei b < z, polozime B(z) := b a pokracujeme podle kroku 2, v opaéném
piipadé polozime z := z — 1 a zopakujeme krok 5.

13.2.2 Priklad. Cinnost algoritmu 13.2.1 pfedvedeme na grafu z obrizku 13.2.
Postup vypoétu je patrny z nasledujici tabulky, kde kazdy f4dek zachycuje hodnoty
B po vykonéani kroku 4.

Obrézek 13.2: Graf k prikladu 13.2.2.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13.2.
1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 (= obarveni 4 barvami) v alg
111 1 2 2 2@ 2 3 3[4 B
of @ .
11 11 2 2 2 3 3 [4] pikla
11 1 1 2 2 €) 2 3 3 2 (= obarveni 3 barvami)
11 1@ 2 2
11 @’ 1 2
1 @1 1
. . . . . ry: [ 13.2.
Ctvere¢kem je zde vidy vyznaden vrchol y, v némZ chceme sniZit barvu. Névraty o
v backtrackingu jsou vyznaceny Sipkami a prvy vrchol, v némz se po névratu zvysila srchol
barva, je v krouzku.
L T g 5 4 y vrchol
Dodejme, Ze v tomto piikladé jsme zvolili o¢islovani vrcholii imyslné trochu ne- . ,
- N . . . je op:
Sikovné, abychom na del$§im vypoc¢tu mohli demonstrovat jeho postup. Kdybychom »
» . [ o . . o poctu
ocislovali vrcholy podle obrazku 13.3, probéhl by vypodet velmi rychle. Ovéite! optien
1, 2 ,)3
13.3
8 Uvede
5 mnozi:
déni n
& \ 13.3.1
10 11 12
VsTu:
Obrézek 13.3: Jiné otislovani vrcholt k pfikladu 13.2.2. VYSTI
Pomo
13.2.3 Poznamka. Rychlost algoritmu 13.2.1 velice zdlezi na ocislovani vrchold. T1,T2,
Doporucuje se nejnizsimi ¢isly ocislovat co nejvétsi kliku a vrcholy s velkym stupném i<k
Cislovat nizsimi ¢isly. Také je vhodné, aby sousedni vrcholy byly ¢islovany pokud D4
mozno sousednimi Cisly. =0,1,
1.1

13.2.4 Cvileni. Vezméte kofenovy strom, ktery mé jeden list v hloubce 2

a ostatni listy v hloubce 1. Urcité vite, Ze barevnost kazdého stromu je rovna 2. 2. (
Pfesto tento strom obarvéte algoritmem 13.2.1. P§i kterém uspofddéani (ocislovéani)

vrcholt probéhne vypocet nejrychleji a pii kterém nejpomaleji?

3.7
13.2.5 Test k-barevnosti. Potfebujeme-li pouze pro dané k zjistit, zda dany z
graf lze obarvit k barvami, lze algoritmus 13.2.1 zrychlit: pri inicializaci poloZime 4. S
OMEZ := k + 1 a v kroku 3, kde je nalezeno obarveni k barvami, miiZzeme vypocet §
ukonéit. Pokud vypocet skonéi v kroku 5, pak obarveni k£ barvami neexistuje. D
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13.2.6 Cvigeni. Snazime-li se jednoduchy backtracking urychlit podobné jako
barvami) v algoritmu 13.2.1, je tieba peclivé ovéfit (dokédzat), Ze urychlenim nevynechime
optimalni fefeni.
Zjistéte, co je Spatné na nasledujicim ,,vylepgeni“ algoritmu 13.2.1, a najdéte
priklad grafu, kde takto »vylepSeny“ postup selze:

barvami)
Snazime-li se snizit barvu vrcholu Y a nelze-li barvu zvysit u vrcholu
z = max(P(y)), pak neprovedeme dalsi nivrat do vrcholu z — 1, ale
rovnou az do druhého nejvyssiho vrcholu z mnoZiny P(y), nebot pouze
vrcholy z mnoziny P(y) ovliviuji barvu vrcholu Y.
» 13.2.7 Heuristické postupy. Algoritmus uvedeny v dfikaze véty 13.1.8 lze
u. Névraty

pouzit pro hruby odhad barevnosti. Jeho vyhodu je fakt, Ze pfi vhodném usporédani
vrcholi méme Sanci ziskat piimo optimalni obarveni. Doporuéuje se volit poradi
vrcholii tak, aby vrcholy s velkym stupném byly pouZity difve. Dal$i mo¥nosti

atu zvysila

»r;r?g:}vluhne— je opakovat vypodet s nihodné zménénym pofadim vrcholt. P#i dostatetném
;O}vac'om po¢tu opakovani pak pomé&rné rychle roste i pravdépodobnost, Ze se strefime do ]
WoLLe: optimalniho obarveni.

13.3 Hledani maximalnich nezavislych mnoZin

Uvedeme relativné rychly algoritmus pro vyhleddni viech maximélnich nezavislych

mnozin zaloZeny na backtrackingu. Po jednoduchych tpravéch jej lze pouzit k hle-

dani nejpoletnéjsi nebo nejdrazsi nezavislé mnoziny.

13.3.1 Algoritmus pro hleddni maximdlnich nezavislych mnoZin.

VsTuP:  Graf G zadany pomoci seznamu vrchol a seznami sousedt V(z).

VYsTUP: Posloupnost seznam@ maximalnich nezdvislych mnoZin.

POMOCNE PROMENNE: V proménné R budeme udriovat posloupnost vrcholt
af vrchold. T1,T2,..., Tk, PiiemZ jeji prvky budou tvofit k-prvkovou nezavislou mnozinu. Pro
n stupném i <k oznaéme R; = {ry,rs,... ,Ti}

v pokud Déle budeme udrZovat dva systémy mnozin vrchold N; a S; pro vSechna i =
=0,1,...,k, pfi¢em? bude platit:
1. Mnoziny S;, N; a R; jsou po dvou disjunktn.
hloubce 2 Y o5, IVg il po dv 2|
= rovna 2. 2. (S;UN;) = mnozina vSech vrchold v takovych, ze R;U{v} je nezavisl4 mnozina,
islovani) tj. vrchol v by bylo mozno piidat k R;.
3. N; = mnozina vSech vrchold, které dosud k mnoiné R; nebyly piidény, tj.
3 zadné nezdvisld mnozina obsahujici R; U {v} dosud nebyla zkoumana.
zda dany
polozime 4. S; = mnoZina vSech vrchold v, jejichz pfidani k mnozin& R; jiz bylo vyzkou-
= vypocCet Seno, tj. vSechny maximélni nezévislé mnoziny obsahujici R; U {v} jiz byly

tuje. prozkoumény.
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METODA: Backtracking spolivd v systematickém prodluZovani a zkracovani po-
sloupnosti R a v odpovidajici 4drzb& mnozin S;, N;, R;.

Méme-li posloupnost R o délce k, pak k jejimu prodlouzeni vybereme n&jaky
vrchol z € Ni. Mnoziny Ni a Sy uschovdme, budeme je potfebovat pozdsji, az
se posloupnost R opét zkrati na délku k. Nyni vSak posloupnost R prodlouzime
o vrchol z tim, Ze polozime r41; := z, vytvofime mnoZiny Njy; a Siy; tak, aby
spliiovaly vySe uvedené podminky, a polozime &k := k + 1.

Z podminek 1-4 vyplyvé, Ze posloupnost R obsahuje maxim&lni nezdvislou
mnozinu pravé tehdy, kdyz Ny, = Si, = 0.

Nelze-li posloupnost R prodlouzit, tj. je-li Ny = @, provedeme v backtrackingu
néavrat, tj. posloupnost zkritime o jeji posledni prvek ry, polozime k := k — 1
a upravime mnoZiny Ny a Sy.

Névrat provedeme také tehdy, existuje-li vrchol y € Sy takovy, ze V (y)NN;, = 0.
V této situaci je totiz jakékoli dalsi prodluzovani posloupnosti R zbyteéné, protoze
kazdé nezdvislé mnozing, kterd by R obsahovala, by k maximalnosti schazel vrchol y.

ALGORITMUS:
1. [Inicializace.] PoloZime k := 0, Sp := () a Ny := V. Pokralujeme krokem 2.

2. [Rozsiteni nezdvislé mnoZiny.] Vybereme libovolny vrchol z € Ny a polozime
Te+1 = T, Sg41 = Sk \ V(2), Neg1 := N\ (V(2) U {z}) a k := k + 1.
Pokracujeme krokem 3.

3. [Test mazimdlnosti mnoZiny Ry.] Jestlize Ny = Sy = @, vytiskneme posloup-
nost R = (ry,rs,...,7%) a pokratujeme podle kroku 6, jinak pokradujeme
krokem 4.

4. [Test moznosti zvétsovdni.] Jestlize Ni, = @, pokracujeme podle kroku 6, jinak
pokracujeme krokem 5.

5. [Test, lze-li Ry doplnit na mazimdini nezdvislou mnoZinu.] Jestlize existuje
vrchol y € Sy takovy, ze V(y) N N = 0, pokracujeme podle kroku 6, jinak
pokracujeme krokem 2.

6. [Ndvrat, zkrdceni posloupnosti R.] Jestlize k = 0, vypodet kon&i. V ostatnich
piipadech polozime z := ry, k := k — 1, Ny := Ni \ {z} a S := S U {z}.
Pokracujeme krokem 4.

13.3.2 Poznamky. Pii vypoltu na poéitali lze systém mnozin S;, N; a R;
uchovévat v jediné matici o n sloupcich, kde n je pocet vrcholi. Pro i > 0 mohou
byt v i-tém fddku zakédovany viechny tii zminéné mnoziny, nebot jsou disjunktn.
Posloupnost R je vhodné udrzovat zvlast. Vime-li, Ze nezdvislost grafu o(G) < K,
pak staci, aby matice méla pouze K fadki.

Jinou mozZnosti je reprezentovat mnoziny S;, IV; jako pole bitt a vyuZit toho pfi
provédéni mnozinovych operaci.

Rychlost prace tohoto algoritmu lze podstatné ovlivnit strategii pro volbu
vrcholu z v kroku 2.
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13.3.3 Priklad. Pomoci algoritmu 13.3.1 vyhledejme vSechny maximalni neza-
vislé mnoZiny v grafu z obr. 13.4.

6 5 4

1 2 3
Obréazek 13.4: Graf k piikladu 13.3.3.

Pribéh préce algoritmu je patrny z nasledujic{ tabulky. Obsah mnoZin Ny, Sj
a Ry je vyznalen pismeny N, S a R. Znak — znamen4, %e pfislusny vrchol nepatii
do Zadné z téchto mnozin. Situace, kdy Ry, byla maximélni nezavisl4 mnozina, jsou
oznaceny hvézditkou (*). Znak ,/ upozoriwuje, Ze byl proveden navrat vyvolany
testem v kroku 5.

k Rk NO,SO,RO Nl,Sl,Rl Nz,Sz,R2 N3,53,R3
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13.3.4 Heuristické postupy. Pro hled4ni nejpoCetngjsich nebo nejdrazsich ne-
zavislych mnoZin se pouzivaji také heuristické algoritmy, které byvaji rychle;jsi, ale
»bez zdruky“. Nejjednodussi je zvolit néktery vrchol a k nému pridavat dalsi tak
dlouho, dokud nedostaneme maximalni nezavislou mnozinu. Pravidlo pro volbu pi-
ddvaného vrcholu mé zdsadni vliv na kvalitu vysledného feeni. Volba miZe byt
i ndhodn4, ale doporucuje se preferovat vrcholy s malym stupném nebo s velkou ce-
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nou. Vypocet je vhodné nékolikrat opakovat s vyuzitim néhody a nakonec si vybrat
nejlepsi z dosaZenych feSeni.

Také lze pouzit metodu lokalniho priizkumu (viz 11.4, str. 196) k postupnému
vylepSovani dosaZeného feSeni napi. tak, ze jeden vrchol z nezévislé mnoziny
odstranime a pokousime se misto néj zafadit jeden nebo i nékolik vrchold jinych.
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Kapitola 14

Rovinné grafy

Rovinné grafy, tj. grafy, které lze nakreslit v roving bez k¥iZeni hran, jsou dilezité
zejména v pocitacové grafice, kde se vyuziva faktu, Ze struktura vrchold a hran
tfirozmérnych hranatych téles odpovidd rovinnym grafiim, a také v elektrotechnice
pfi ndvrhu integrovanych obvodi a tisténych spoji. Dalsi vyznam rovinnych graft
vyplyva z jejich specidlnich vlastnosti. Pro rovinné grafy lze naptiklad zjednodusit
nékteré algoritmy (maximalni tok v siti, prohled4vani bludistg).

14.1 Nakresleni grafu a topologicky rovinny graf

14.1.1 Nakresleni grafu. Formalni definice ik, Ze nakresleni grafu G v roviné
p je dvojice prostych zobrazeni ¢, takovych, Ze ¢ pfifazuje vrcholiim grafu rizné
body roviny p a zobrazeni ¢ pfitfazuje kazdé hrané spojujici nap¥. vrcholy {z,y}
jednoduchou kfivku v roviné p s krajnimi body ¢(z) a ¢(y). Pfitom poZadujeme,
aby z4dn4 kiivka, kterd je obrazem hrany, neobsahovala obraz z4dného vrcholu jako
svlj vnitini bod.

Jednoduché kiivky mohou mit rozliény tvar a mohou se vzdjemné protinat,
pfifem? je nutno rozliSovat obrazy vrcholi od priseéikt kfivek. Proto pfi praktickém
kresleni zndzorfiujeme vrcholy pomoci krouzkd, puntikéi a podobn&, abychom je
odlisili od priseciki.

Rovinné nakresleni je takové nakresleni, v ném?z libovolné dvé kiivky, prifazené
riznym hrandm, maji spoleéné nejvySe dva - a to své krajni — body. Graf, ke
kterému existuje rovinné nakresleni, nazgyvame rovinnym grafem nebo také grafem
plandrnim.

14.1.2 Topologicky rovinny graf je rovinny graf chipany spole¢né se svym
nakreslenim. Formalné tedy topologicky rovinny graf je Sestice (V, E, ¢, p, ¢, %), v niz
(V,E,¢) je graf a (¢,%) je jeho nakresleni v roviné p. Rovinny graf (bez piivlastku
topologicky) je formalné pouze graf (tj. trojice (V, E,¢€)), pro ktery existuje né&jaké
rovinné nakresleni.
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Vlastnosti rovinného grafu se netykaji konkrétniho nakresleni, ale pouze jeho
existence nebo dokonce jen moznosti néjaké rovinné nakresleni vytvofit. Vlastnosti
topologického rovinného grafu zahrnuji navic vechny vlastnosti jeho konkrétniho
nakresleni.

Sténa topologického rovinného grafu je ¢ast roviny ohranidend kiivkami, které
Jjsou obrazy hran. Jedna ze stén je vidy neomezend, ostatni jsou omezené. Dvé stény
nazyvdme sousednimi, jestlize spoletnd &ast jejich hranice je tvofena jednou nebo
nékolika kiivkami, které jsou obrazy hran.

Rekneme, Ze sténa je incidentni s hranou, jestlize kiivka, ktera je obrazem hrany,
tvoli ¢ast hranice (nebo celou hranici) stény. Stupeni stény definujeme jako pocet
hran, s nimiz je sténa incidentni, pfi¢emz kaZdou hranu, ktera je mostem, pocitdme
dvakrat. Naptiklad v grafu na obr. 14.1 m4 sténa B stupeh 6 a sténa C stupen 8.
Dvé stény jsou sousedni, jsou-li obé incidentni s touz hranou.

Obrézek 14.1: Stény topologického rovinného grafu.

14.1.3 Kresleni grafu na kouli, stereografickd projekce. Definice nakres-
leni grafu uvedend v 14.1.1 mtZe byt snadno zobecnéna i na jiné plochy ne? roviny.
Kresleni grafu na povrch koule mé tésny vztah ke kresleni v roving: graf 1ze nakreslit
bez kiiZeni hran na povrch koule pravé tehdy, kdy% je rovinny.

S

[ s A |

- J
Obrézek 14.2: Stereograficka projekce.

Nakresleni na kouli a nakresleni v roviné lze vzajemné pfevadét mnoha zptisoby,
jednim z nich je tzv. stereografickd projekce: Na povrchu koule zvolime dva soumérné
sdruzené body S a J (,severni a jizni p6l“) a zvolime rovinu p, ktera se dotyka koule
v bodé J (viz obr. 14.2). Nyni kaZdému bodu z # S z povrchu koule pfifadime bod
z' v roviné takto: body S a z vedeme pfimku a ta protne rovinu p v bodé z’. Toto
zobrazeni je prosté a zobrazuje cely povrch koule kromé bodu S na celou rovinu,
existuje tedy inverzni zobrazeni. Obé tato zobrazeni jsou spojitd, obrazem kiivky
je tedy opét kfivka.
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Previddime-li nakresleni z koule na rovinu, musime samozfejmé zvolit ,severni
pol“ S tak, aby nelezel v obraze Zadné hrany nebo vrcholu.

Je-li graf nakreslen na povrchu koule tak, Ze se jeho hrany (pfesnéji kiivky
odpovidajici hrandm) nekiiZi, miizeme i zde definovat pojmy sténa, incidence
stény s hranou, stupen stény a sousedni sténa. Na povrchu koule jsou viechny
stény omezené, sténé obsahujici ,severni pél“ S odpovidd v rovinném nakresleni

neomezena sténa.

PozNnAMKA: Kazdy graf lze nakreslit na povrch néjakého télesa tak, aby se obrazy
hran nek#izily. Mnohdy k tomu vSak potfebujeme slozité téleso s mnoha ,dirami“
nebo ,uchy“. Rovinné grafy jsou ty, které lze nakreslit bez kfiZeni na télesa bez
»,dér” a bez ,uch“, tj. na télesa, kterd lze ziskat spojitou deformaci z koule.

14.1.4 Silné ekvivalentni nakresleni. Je-li ddno rovinné nakresleni grafu G,
pak je tim pro kazdy jeho vrchol v definovdno cyklické uspofdddni hran z mnoZiny
E(v), a to tak, Ze budeme kolem vrcholu v obihat ve sméru hodinovych ruéicek.
Dvé rovinnd nakresleni nazyvame silné ekvivalentni, uréuji-li ob& stejnd cyklick4
usporadani hran.

Cyklickd uspordddni hran i silnou ekvivalenci lze definovat také pro grafy
nakreslené na povrch koule. Lze dokazat, Ze jsou-li ddna dvé silné ekvivalentni
nakresleni, lze jedno z druhého ziskat spojitou transformaci.

Pomoci cyklickych uspofddéani hran lze snadno a isporné reprezentovat v podi-
taci to, co je na rovinném nakresleni z grafového hlediska podstatné.

14.1.5 Véta. Necht A je libovolna sténa topologického rovinného grafu G. Pak
existuje silné ekvivalentni nakresleni grafu G takové, Ze sténa odpovidajici A je
neomezena.

DUkaz: Graf G preneseme stereografickou projekci na povrch koule, pootocime jej
tak, aby ,severni p6l“ S byl uvnit¥ pozadované stény a toto nakresleni promitneme
zpét do roviny. O

Dikazy tif nsledujicich vét lze najit v knize [Plesnik83].

14.1.6 Véta. Ke kazdému rovinnému nakresleni prostého grafu bez smydek exis-
tuje silné ekvivalentni nakreslen{ takové, Ze kazd4 hrana je reprezentovana tiseckou.

14.1.7 Véta. Bud dén prosty topologicky rovinny graf bez smyé¢ek s vrcholy
V1,...,Un. Dédle necht je v téZe roviné ddno n riznych bodd ps, ..., p,. Pak existuje
silné ekvivalentni rovinné nakresleni takové, v ném? kazdy vrchol v; je nakreslen
jako bod p;.

14.1.8 Véta. Kazd4 dvé rovinné nakresleni vrcholové 3-souvislého grafu bud jsou
silné ekvivalentni, nebo se takovymi stanou zrcadlovym p¥evrécenim jednoho z nich.
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14.1.9 Mnohostény. Vypuklé mnohostény, tj. vypukld! télesa, jejichz stény
jsou mnohothelniky, pfirozenym zpisobem uréuji graf: vrcholy mnohosténu po-
kldddme za vrcholy grafu a hrany mnohosténu pokldddme za hrany grafu. Ostatné,
odtud pochazi nase grafova terminologie.

Je zfejmé, Ze je-li mnohostén vypukly, je jeho graf rovinny.

Lze dokazat, ze graf je grafem né&jakého vypuklého mnohosténu pravé tehdy,
kdyz je rovinny a vrcholové 3-souvisly.

Pravidelny mnohostén je takovy mnohostén, jehoZ vSechny stény jsou shodné
mnohotihelniky a vSechny vrcholy maji stejny stupen. Graf pravidelného mno-
hosténu je reguldrni (vrcholy maji stejny stupei) a navic také vSechny jeho stény
maji stejny stupefi. Pomoci tzv. Eulerovy formule (viz 14.3.1) 1ze dokdzat, Ze existuje
(az na izomorfismus) pouze pét graft s témito vlastnostmi, existuje tedy pouze pét
pravidelnych mnohosténd. Tyto mnohostény znali jiz staii Rekové, ks se jim také
Platonova télesa. Grafové teoreticky dikaz, Ze je pouze pé&t Platonovych téles, lze
najit v knize [MN96], zde uvedeme pouze ¢iselné charakteristiky Platonovych téles:

pocet stupen
stén [ vrcholi | hran [[ vrcholu [ stény
4 4 6 3 3
6 8 12 3 4
8 6 12 4 3
12 20 30 3 5
20 12 30 5 3

Pravidelny dvanictistén je nakreslen na obr. 12.1, str. 197. Pravidelny Sestistén
asi znate pod nézvem krychle.

14.2 Duadlni grafy

14.2.1 Dualita neorientovanych rovinnych grafi. Mg&jme souvisly neorien-
tovany topologicky rovinny graf G. Dudini graf GP sestrojime takto: Do kazdé
stény s grafu G umistime jeden vrchol s” grafu GP. Pro kazdou hranu e grafu G
sestrojime hranu e, kterd bude spojovat ty vrcholy grafu GP, které odpovidaji
sténdm grafu G incidentnim s hranou e. Viz piiklad na obr. 14.3. Plati:

1. Duadlni graf je také souvisly a rovinny.

Dudlni graf k dudlnimu grafu je ptivodni graf, tj. (GP)P = G.

Dualita pfevadi vrcholy grafu G na stény grafu GP.

Smyéce v grafu G odpovid4 most v grafu GP a naopak.

Kruznici v grafu G odpovida v dudlnim grafu fez Wgp (A) uréeny mnoZzinou
vrcholii A dudlniho grafu, pfi¢emz vrcholy mnoZiny A odpovidaji sténdm grafu
G lezicim uvnitf kruZnice.

GUe N

Ovéfte si to alespon nakreslenim obrézku, lépe viak Gvahou.

! T&leso je vypuklé (té% konvezni), jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje i celou tsetku, kterd
tyto dva body spojuje.
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Obréazek 14.3: Duélni graf ke grafu z obr. 14.1.

14.2.2 Cvi€eni. Nakreslete si rovinné grafy viech Platonovych téles (viz 14.1.9)
a sestrojte k nim grafy duélni. Ziskate tim opé&t grafy mnohostént — kterych?

14.2.3 Dualita orientovanych grafi. Duélni graf k orientovanému souvislému
topologickému grafu je definovan stejné jako pro graf neorientovany, navic je viak
tfeba urcit orientaci hran. Orientaci hrany eP volime tak, aby protinala hranu e
zleva doprava. Jinymi slovy, orientaci hrany e” ziskdme pootofenim hrany e ve
sméru hodinovych ruéi¢ek. Viz piiklad na obr. 14.4.

VY s
N~ N\ A s

AN ~ >

-
—
=~ - =

Obréazek 14.4: Duélni graf k orientovanému grafu.

Tvrzeni uvedend v 14.2.1 plati analogicky pro orientované grafy s vyjimkou
tvrzeni 2: Dudlni graf k dudlnimu grafu GP neni ptvodni graf G, ale graf, ktery
z néj dostaneme obréicenim orientace viech hran.

Dalsi vztahy mezi topologickym rovinnym grafem a jeho dudlnim grafem jsou
uvedeny v 15.3.7, str. 240.




228 Kapitola 14. Rovinné grafy

14.2.4 Minimalni ¥ez a nejkratsi cesta. UvaZujme orientovany topologicky
rovinny graf G, jehoz hrany jsou ohodnoceny kapacitami a jehoZ dva vrcholy, zdroj
z a spotfebil s, lezi na obvodé neomezené stény. Hleddnim maximélniho toku
v takovéto transportni siti jsme se zabyvali v 8.3.15, str. 145.

Vytvofme topologicky rovinny graf G’ pfiddnim navratové hrany e ze spotiebiée
do zdroje a jeji kapacitu zvolme tak, aby nemohla omezit tok. Ke grafu G’ vytvofme
duélni graf. Ozna¢me 2P podate¢ni a sP koncovy vrchol hrany e? v dudlnim grafu
GP (viz obr. 14.5). Hrany dudlniho grafu ohodnotme délkami, které jsou &iselné
rovny kapacitdm hran grafu G'.

N\ PARN / s <
- N
~ \:‘ - ’//
SD

Obréazek 14.5: Duélni graf ke grafu z pfikladu 8.3.16, str. 145. Nejkrat$i cesta
odpovida fezu s minimélni kapacitou.

Kazdé neorientované cesté v dudlnim grafu z vrcholu zP do vrcholu s? odpovida
v grafu G fez, ktery oddéluje zdroj z a spotfebi¢ s. Kapacita fezu je pfitom rovna
délce cesty, ve které poéitdme jenom hrany vpfed. Hrany, kterymi cesta prochézi
proti jejich orientaci, totiZz odpovidaji hrandm, které se v pivodnim grafu diky své
orientaci do kapacity Fezu nepocitaji.

V neorientované rovinné transportni siti je situace jednodussi. Maximélni tok
nasycuje vzdy viechny hrany minimélniho fezu, a proto je minimalni kapacita fezu
rovna délce nejkratdi cesty v dudlnim grafu.

Je tfeba upozornit, Ze v obou piipadech (orientovaném i neorientovaném) v grafu
mohou existovat i Fezy, které neodpovidaji zadné cesté z vrcholu zP do vrcholu sP.
Jsou to fezy W (A) urfené mnozinou vrchold A takovou, Ze podgraf indukovany
touto mnoZinou neni souvisly. Snadno v8ak lze nahlédnout, Ze Zadny takovy rez
neni minim4lni, nebot komponenta obsahujici zdroj z ur¢uje fez s mensi kapacitou.
Je-li fez uréen mnoZinou A takovou, Ze z € A a podgraf indukovany mnoZinou A je
souvisly, pak hrany fezu W(A) tvofi v dudlnim grafu cestu z vrcholu 2P do vrcholu
sP. Tato cesta vede po hranici souvislé oblasti tvofené témi sténami dualniho grafu,
které odpovidaji mnozZiné A.
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14.3 Vlastnosti rovinnych grafu

14.3.1 Véta (Eulerova formule). Pro kazdy souvisly topologicky rovinny graf,
ktery ma n vrchold, m hran a s stén, plati n + s = m + 2.

DUKAz: Graf G miZeme ziskat z jeho kostry postupnym pifiddvanim hran, které
v kostfe nelezi. Kostra topologického rovinného grafu méa jedinou sténu a podet
hran je m = n — 1, proto pro kostru Eulerova formule plati. P¥iddnim hrany
k topologickému rovinnému grafu rozdélime vZdy nékterou jeho sténu na dvé. Leva
i pravé strana Eulerovy formule se tedy pridanim hrany zvétsi o jedni¢ku. Po p¥idéani
vSech hran tedy dostaneme Eulerovu formuli pro ptivodni dany graf. m|

14.3.2 Cviceni. Dokazte zobecnéni Eulerovy formule pro nesouvislé grafy: Pro
topologicky rovinny graf s n vrcholy, m hranami, s sténami a k komponentami
souvislosti plati n + s =m+ k + 1.

Nasledujici tfi v€ty zarucuji, Ze prosté rovinné grafy bez smycéek nemaji ,,p¥ilis
mnoho“ hran, jsou tedy ridké.

14.3.3 Véta. Pro prosty souvisly rovinny neorientovany graf bez smydéek, ktery
ma n > 3 vrcholl a m hran, plati m < 3n — 6.

DUKAz: PonévadZ graf je prosty a bez smyéek, ma kazda sténa (vletné stény
neomezené) stupen alespoii 3. Soucet stupfiti v8ech stén je roven 2m, nebot v ném
kazdou hranu po¢itdme dvakrit. Pocet stén s tedy spliiuje s < 2m/3. Dosadime-li
to do Eulerovy formule, dostaneme n + 2m/3 > m + 2, a tedy m < 3n — 6. )

14.3.4 Véta. Pro prosty souvisly rovinny neorientovany graf bez smyéek a bez
trojuhelniki, ktery mé n > 3 vrcholt a m hran, plati m < 2n — 4.

DUkAz: Stupen kazdé stény grafu je vétsi nebo roven 4. Soudet stupht viech stén
je roven 2m, poCet stén s tedy splije s < 2m/4 = m/2. Dosadime-li to do Eulerovy
formule, dostaneme n +m/2 > m + 2, a tedy m < 2n — 4. O

14.3.5 Véta. V kazdém prostém rovinném neorientovaném grafu bez smyéek
existuje vrchol, jehoZ stupen je mensi nebo roven 5.

DuUkAz: Kdyby kazdy vrchol mél stupeh 6 nebo vice, mél by cely graf alesponr 3n
hran (je-li n poéet vrcholi), coZ by bylo v rozporu s vétou 14.3.3. ]

14.3.6 Cviceni. Pomoci vét 14.3.3 a 14.3.4 dokaZte, Ze grafy K5 a K3 3 nejsou
rovinné.

14.3.7 Véta o ¢tyrech barvach. Rovinny graf bez smycek lze obarvit ¢tyfmi
barvami.

PozNAMKA: Viz komentér k vété 13.1.13, str. 215.
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14.4 Charakterizace rovinnych grafi

14.4.1 Homeomorfni grafy. Dva grafy Gi,G> nazjvime vzijemnd homeo-
morfnimi, jestlize lze jeden ziskat z druhého témito operacemi:

Déleni hrany. Mé&jme hranu e s krajnimi vrcholy z,y. Hranu e odstranime a misto
ni pfiddme novy vrchol v a dvé nové hrany spojujici novy vrchol v s vrcholy
zavy.

Odstranéni vrcholu stupné 2 je opa¢né operace: vrchol stupné 2 odstranime
spolu s ob&ma hranami a nahradime hranou, kterd spoji byvalé sousedy
odstranéného vrcholu.

Obé operace ,zachovévaji rovinnost“ v tom smyslu, ze byl-li graf rovinny pied
operaci, bude rovinny i po ni a naopak. Jsou-li tedy dva grafy homeomorfni, pak
jsou bud oba rovinné, anebo oba nerovinné.

Obrazek 14.6: Grafy homeomorfui s grafy K5 a Ks 3.

14.4.2 Kuratowského véta. Graf je rovinny pravé tehdy, kdyZ neobsahuje
podgraf homeomorfni s grafem K5 nebo Kj 3.

DUKAZ neni jednoduchy, Ize jej najit napi. v [Berge58]. O

PozNAMKA: Pomoci Kuratowského véty lze nap¥. o daném grafu dokézat, Ze
neni rovinny. Pro praktické zjidtovani, zda dany graf je rovinny, to viak neni
vhodny zpisob, protoze vyhleddvdni podgrafti je dost obtizné. Hlavni vyznam
Kuratowského véty spotivd v tom, Ze rovinné grafy charakterizuje pomoci &ist&
grafovych pojmu. Uvédomte si, e pojem rovinného nakresleni neni &isté grafovym
pojmem, pot¥ebujeme k nému pojem roviny, spojitého zobrazeni, kiivky apod.

14.4.3 Cvigeni. Pomoci Kuratowského véty dokazte, Ze tzv. Peterseniv graf
nakresleny vlevo na obr. 1.2, str. 18, neni rovinnym grafem.

14.4.4 Algoritmy pro testovani rovinnosti. Kuratowského véta nediva do-
bry ndvod k testovani rovinnosti. Existuji viak rychlé algoritmy, které v &ase O(n)
nejen rozhodnou, zda graf je rovinny, ale rovinné nakresleni zakédované pomoci
cyklickych uspoiddani hran (viz 14.1.4) dokonce sestroji. Vzhledem ke znaéné
komplikovanosti se jimi nebudeme zabyvat, jejich struény popis lze najit napf.
v [Kucera83, Plesnik83]. Poznamenejme pouze, ze tyto algoritmy postupné pridévaji
kusy grafu ke vhodné zvolené kruZnici a rozhoduji, zda p¥islu$na éast grafu bude
nakreslena uvnit¥ nebo vné kruznice.
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Kapitola 15

Cirkulace a potencialy

Tato kapitola je vénovéna algebraickym vlastnostem cirkulaci, potencidlovych roz-
dilt, kruznic a fezi. Tyto vlastnosti jsou ddleZité zejména v elektrotechnice pii
analyze elektrickych obvodd.

Ke studiu této kapitoly je potfebnd alespon zakladni znalost line4rni algebry,
zejména vektorovych prostori.

Poznamenejme, Ze nésledujici vyklad je moZno dale zobecnit na vektorové
prostory nad obecnymi télesy véetné téles kone¢nych, takze pak lze mluvit napf.
o vektorovém prostoru kruZnic v grafu apod. My se vSak omezime na vektorové
prostory nad télesem redlnych &isel.

V celé kapitole budeme predpokladat, Ze hrany grafu jsou pevné o¢islovany ¢isly
1,2,...,m.

15.1 Vektorovy prostor cirkulaci

Pojem cirkulace jsme definovali v 8.1.1, str. 129, n&které vlastnosti cirkulaci jsou
uvedeny v 8.5, str. 149. Zde nahlédneme o néco hloubéji do algebraického zakulisi
tokdl v siti. Na rozdil od kapitoly 8 se zde nebudeme zabyvat omezenimi toku
(kapacitami) a nebudeme rozliSovat toky p¥ipustné a nepiipustné.

Diky pevnému ocislovani hran &isly 1,2,...,m miZeme kazdou cirkulaci pokla-
dat za m-¢lenny aritmeticky vektor.

15.1.1 Véta. Mnozina v3ech cirkulaci v grafu G tvo¥{ vektorovy prostor, ktery
je podprostorem prostoru R™, kde m = |E(G)].

DUKAzZ vyplyvé z faktu, Ze soulet cirkulaci i ndsobek cirkulace &islem je opét
cirkulace (spliiuje Kirchhoffav zékon). O

15.1.2 KruZnice a cirkulace. Pfipomefime, %e v 8.3.3, str. 140, jsme hrany
libovolné kruznice rozdélili na hrany vp¥ed a hrany vzad, a to podle vztahu orientace
hrany ke sméru priichodu kruZnici.
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Kazdé kruZnici mézeme piifadit tzv. elementdrni cirkulaci f predpisem:

0, jestlize e nelezi na kruznici,
fle) = 1, je-li e hranou vpred,
—1, je-li e hranou vzad.

15.1.3 Fundamentilni soustava kruZnic. UvaZujme graf G a néjaky jeho
napnuty les K (viz 4.2.4, str. 58).

Ke kazdé hrané e € E(G) \ E(K) existuje podle véty 4.2.9 piesné jedna kruznice
k. tvofend hranou e a (nékterymi) hranami lesa K. Tuto kruznici budeme orientovat
tak, aby hrana e byla hranou vpfed. KaZdou takovou kruZnici nazveme fundamen-
télni kruznici a mnozinu vdech fundamentalnich kruznic nazveme fundamentdini
soustavou krusnic vici napnutému lesu K.

Kazda fundamentdlni kruznice k. uréuje elementdrn{ cirkulaci f, kterd mé
v hrané e jednotkovou velikost. Takovou elementérni cirkulaci nazyvdme funda-
mentdlni cirkulaci.

Fundamentdlni matice kruznic je matice, jejiz fddky jsou tvofeny vSemi funda-
mentalnimi cirkulacemi chdpanymi jako Fadkové vektory.

5 8 11

Obréazek 15.1: Fundamentalni soustava kruZznic.

15.1.4 P¢iklad. Graf na obr. 15.1 m4 dvé komponenty souvislosti. Napnuty
les K je vyznacen silnymi ¢arami. Tento les uréuje (jednoznac¢né€) fundamentalni
soustavu kruZnic a fundamentélni matici kruznic:

€1 €2 €3 €4 €5 €g €7 €g €9 €10 €11 €12 €13 €14

ks 1 110 0 0 0 0 0 O0 O O O O
ke o 0 0 1-1 1-1 0 0 0 0 0 0 O
ko 0o 0 0 00 01 1 1-1 00 00
k11 o 0 00 00 00 0-1 1-1 120
k14 0o 0 0-1 1.0 0-1 0 1 0 1 0 1

Radky této matice tvoii bazi vektorového prostoru cirkulaci, coz vyplyvé z na-
sledujici véty.
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15.1.5 Véta. V grafu G zvolme libovolny napnuty les K. Potom mnozina viech
fundamentélnich cirkulaci vzhledem k lesu K tvoif bizi vektorového prostoru
cirkulaci.

DUkAzZ: Je tfeba dokézat, e fundamentalni cirkulace jsou linedrné nezavislé a ze
generuji cely vektorovy prostor cirkulaci.

Nezavislost vyplyva z faktu, Ze kazd4 hrana e € E(G) \ E(K) je obsazena pouze
v jediné fundamentélni kruznici, totiz v k., a proto pouze jedinid fundamentslni
cirkulace, totiz fe, je na této hrané nenulovad. M&-li tedy byt nulové cirkulace
(tj. nulovy vektor) linedrni kombinaci fundamentélnich cirkulaci, musi byt viechny
koeficienty této linedrni kombinace rovny nule. Tim je dokdzana nezavislost.

Uvazujme nyni libovolnou cirkulaci f v grafu G. UkaZeme, 7e f je linearni
kombinaci fundamentélnich cirkulaci. Vezméme postupné viechny hrany e € E(G)\
\ E(K) a od cirkulace f odettéme vzdy f(e)-nasobek fundamentalni cirkulace f..
Je zfejmé, Ze tim vynulujeme cirkulaci na vech hrandch z mnoziny E(G) \ E(k).
ProtoZe vSak zbyvajici hrany neobsahuji Zadnou kruZnici (jde o hrany lesa K),
musi byt vyslednd cirkulace nulova i na nich. Z této Gvahy plyne, Ze pro libovolné
zvolenou cirkulaci f plati

f= Y flef,

e€E(G)\E(K)

a tedy f je linedrni kombinaci fundamentalnich cirkulaci. O

15.1.6 Véta. V grafu o n vrcholech, m hranich a k komponentach souvislosti je
dimenze vektorového prostoru cirkulaci rovna m — n + k.

DUKAz: Dimenze je rovna poltu prvkd béze, tedy podle pfedchozi véty poctu
fundamentélnich cirkulaci, tj. po¢tu vSech hran mimo napnuty les. Podle véty 4.2.8
ma kazdy napnuty les n — k hran. Poget hran mimo napnuty les (a tedy i dimenze
vektorového prostoru cirkulaci) je tedy m — n + k. a

15.1.7 Cyklomatické ¢islo. Dimenzi vektorového prostoru cirkulaci nazyvéme
cyklomatickym éislem grafu.

15.1.8 Poznamka. Vektorovy prostor cirkulaci ma i jiné bize nez fundamentalni
cirkulace ur€ené néjakym napnutym lesem. V topologickych rovinngch grafech lze
napiiklad ziskat bazi prostoru cirkulaci ze soustavy kruZnic uréenych omezenymi
sténami. Ovéfte na prikladé. Viz té% nasledujici cvideni.

15.1.9 Cvi€eni. Vezméte topologicky rovinny graf z obrazku 1.1, str. 18 upro-
stfed, a zvolte jeho libovolnou orientaci. Ovéite, Ze &tyfi elementérni cirkulace ur-
¢ené kruznicemi kolem omezenych stén tvoii bazi prostoru cirkulaci. Qvétte také, ze
tato baze neni fundamentéln{ béz{ vzhledem k Zz4dnému napnutému lesu (tj. kostie)
daného grafu.
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15.2 Potencialy a potencidlové rozdily

15.2.1 Potencidl a potencidlovy rozdil. Bud dan orientovany graf G. Po-
tencidlem nazveme jakékoli ohodnoceni vrcholl p : V(G) — R grafu G redlnymi
Cisly.

Ohodnoceni hran 7 : E(G) — R redlnymi &isly nazyvame potencidlovym
rozdilem, jestliZze existuje potenciél p takovy, Ze pro kazdou hranu e grafu plati:

(15.1) m(e) = p(Kv(e)) — p(Pv(e)) .

Vsimnéte si, Ze potencidlovy rozdil = se nezméni, zvy$ime-li potencidl p o stejnou
konstantu ve viech vrcholech nékteré souvislé komponenty.

Zdaleka ne kazdé ohodnoceni hran je potencidlovym rozdilem. Najdéte pfiklad!
Névod, jak ovéfit, zda dané ohodnoceni je potencidlovym rozdilem, poddme v né-
sledujici vété 15.2.2, Gspornéjsi verzi pak ve vété 15.3.4.

D&le poznamenejme, Ze mame-li pevné zvoleno oéislovani hran &isly 1,2,...,m,
pak kazdy potencidlovy rozdil miZeme poklddat za m-¢lenny aritmeticky vektor.

15.2.2 Vé&ta. Pro libovolnou kruZnici £ oznaéme C',': mnoZzinu hran vpred a C);
mnozinu hran vzad. Ohodnocen{ hran 7 je potencidlovym rozdilem pravé tehdy,
kdyZ pro kaZdou kruZnici k v grafu plati:

(15.2) > me)= Y m(e)=0.

e€Cyf e€Cy

PozNAMKA: Podminka (15.2) je analogii druhého Kirchhoffova zdkona (soulet
napéti podél obvodu je roven nule). Ve vété 15.3.4 ukdzeme, ze podminku (15.2)
staéi ovefit pro fundamentalni soustavu kruznic.

DUKAzZ: Necht 7 je potencidlovy rozdil a p je piisluSny potencidl. Vezméme
libovolnou kruZnici, tj. posloupnost vrchold a hran

Vo, €1,V1,€2,V2,...,€k, Uk,
kde v, = vg. Pro kaZdou jeji hranu plati:

p(v;) — p(vi—1) = 7(e;), je-li e; hranou vpfed, a
p(v;) — p(vi—1) = —7(e;), je-li e; hranou vzad.

Seétenim t&chto rovnic pro v8echny hrany kruZnice dostaneme platnost podminky

(15.2):
k

3 we) = Y we) =Y (p(vi) — p(vica)) = 0.
ecct e€Cy =1

Necht nyni naopak 7 je ohodnoceni hran, které spliiuje podminku (15.2) pro
kaZdou kruZnici k. PopiSeme postup, ktery vede k nalezeni potencialu p spliiujiciho
podminku (15.1).
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V kazdé souvislé komponenté zvolime libovolny vrchol v a ohodnotime jej
libovolnym potencidlem p(v). Dal§im vrcholim v komponentach vypocteme jejich
potencialy postupem, ktery pfipominé znagkovaci proceduru: Existuje-li hrana e
takova, Ze Pv(e) je ohodnocen a Kv(e) nikoli, polozime

p(Kv(e)) :=p(Pv(e)) + 7(e) .
Je-li naopak hrana e takové, ze Kv(e) je ohodnocen a Pv(e) neni, polozime
p(Pv(e)) := p(Kv(e)) — 7(e) .

Platnost podminky (15.2) pro vSechny kruznice zarutuje, e kazd4 hrana, jejiz oba
vrcholy jsou jiz ohodnoceny, splituje podminku (15.1). m]

15.2.3 Véta. Mnozina vSech potencidlovych rozdild v grafu G tvoii vektorovy
prostor, ktery je podprostorem prostoru R™, kde m je poCet hran.

DUKAz: Vezméme dva libovolné potencidlové rozdily m,mp. K nim existuji po-
tencidly pi,ps takové, ze pro kazdou hranu e plati:

m(e) = pi(Kv(e)) - pi(Pv(e)),
ma(e) = p2(Kv(e)) — p2(Pv(e)) .

Soucet potencili p; + p, je samozfejmé také potencial, a ponévadZ
mi(e) + m2(e) = p1(Kv(e)) + p2(Kv(e)) — p1 (PV(e)) — p2(Pv(e))

je souet potencidlovych rozdild 7y 4+, také potencidlovym rozdilem. Podobné naso-
bek potencidlu je potencidl, a tedy i ndsobek potencislového rozdilu je potencidlovy
rozdil. |

15.2.4 Rezy a potencidlové rozdily. Kazdému fezu Wg(A) v orientovaném
grafu G mizeme pfifadit potenciél p definovany piedpisem

_J 0 prove A4,
p(v)—{l prov € A.

Odpovidajici potencidlovy rozdil 7 nazjvame elementdrnim potencidlovym rozdi-
lem. Plati:
1 proee Wt(A),
m(e) =¢ —1 proee€ W~(4),
0 proeg W(A).

Pfipomefime, Ze zvlastnim pi{padem fezu je okoli E(v) vrcholu v.
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15.2.5 Fundamentalni soustava fezu. Méjme graf G a jeho napnuty les K.

Odstranénim libovolné hrany e € F(K) se podle véty 4.2.9 rozpadne nékterd
komponenta lesa K (tj. strom) na dvé komponenty. Oznaéme A tu z nich, kterd
obsahuje pocatecni vrchol hrany e, druhou z nich oznaéme B. Fundamentdlni rez
re uréeny hranou e lesa K nyni definujeme jako fez Wg(A).

MnozZinu vSech fundamentélnich fezd vici napnutému lesu K nazyvame funda-
mentdlni soustavou tezi.

Fundamentdlni potencidlovy rozdil m, ureny hranou e napnutého lesa definu-
jeme jako elementdrni potencidlovy rozdil, uréeny fundamentalnim fezem r.. Plati
tedy m.(e) = 1 a potencial p., ktery tomuto potencidlovému rozdilu odpovida, spl-
fuje pe(4) = 0 a p.(B) = 1, kde A, B jsou komponenty lesa K oddélované hranou e.

Fundamentdlni matice fezu je matice, jejiz fadky jsou tvoreny vSemi fundamen-
talnimi potencidlovymi rozdily, chdpanymi jako radkové vektory.

T5 g 'Ti0

Obrézek 15.2: Fundamentalni soustava fezi.

15.2.6 Piiklad. Fundamentalni soustava fezi v grafu z obrazku 15.1 vzhledem
k témuZz napnutému lesu K je na obrazku 15.2 zndzornéna ¢arkované. Fundamen-
talni matice fezi mé tvar

€1 €2 €3 €4 €5 €g €7 €3 €9 €10 €11 €12 €13 €14
T 1 0-1. 0 0 0 0O OOO O O 0 O
9 0 1-1 0 0 0 OO O O O O 0 O
T4 o 0o 01 0-1 0 0O O O O O 1
T35 o 0o 0 06110 0 0 0O OO O0-1
r7 o 0o 0 0 061 1.0-1 0 0 0 0O
T3 o 0o 0o 0o 00 0 1-1 0 0 0 0 1
710 o 0o 0o 0 0O0 0 01 1 1 0 0-1
712 o 0o o o o 0 060 0 0 1 1 0-1
13 o 0o 0 0O 0O0 0 0 0 0-1 010

Radky této matice tvoif bazi vektorového prostoru potencidlovych rozdili, coz
vyplyva z nasledujici véty.
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15.2.7 Véta. V grafu G zvolme libovolny napnuty les K. Potom mnozina viech
fundamentalnich potencidlovych rozdili vzhledem k lesu K tvoii bazi vektorového
prostoru potencidlovych rozdild.
DUKAZ je podobny diikazu véty 15.1.5 pro cirkulace. Nezavislost fundamentalnich
potencidlovych rozdili vyplyva z faktu, Ze kazd4 hrana e € E(K) je obsaZena pouze
v jediném fundamentalnim fezu.

Vezméme nyni libovolny potencidlovy rozdil 7. UkdZeme, Ze 7 je linearni kom-
binaci fundamentélnich potencidlovych rozdilt. UvaZujme postupné viechny hrany
e € E(K) a od potencidlového rozdilu = ode¢téme vzdy m(e)-nasobek fundamental-
niho potencidlového rozdilu .. Je zfejmé, Ze tim ziskdme potencidlovy rozdil

m=n- Z m(e) - e ,

e€E(K)

ktery je nulovy na vSech hranéch lesa K. Odpovidajici potencidl tedy nabyva tychz
hodnot vzdy na celé souvislé komponenté grafu G, proto je potencidlovy rozdil «'
nulovy na viech hranédch grafu (hrany vedou jen mezi vrcholy téze komponenty).

Tim je dokazéano, Ze
T = Z m(e) - e

e€E(K)

je linedrni kombinaci fundamentalnich potencidlovych rozdild. |

15.2.8 Véta. V grafu o n vrcholech a k komponentach souvislosti je dimenze
vektorového prostoru potencidlovych rozdiléi rovna n — k.

DUKAZ: Dimenze je rovna poétu prvkd béze, tedy podle predchozi véty poctu
fundamentélnich potencidlovych rozdild, tj. poétu hran napnutého lesa, ktery podle
véty 4.2.8 ma presné n — k hran. O

15.2.9 Poznamka. Vektorovy prostor potencidlovych rozdilt m4 i jiné béze nez
fundamentélni soustavy ur€ené néjakym napnutym lesem. Diilezité jsou zejména
baze tvofené z fezl tvaru E(z), nebot piisluiné elementérni potencidlové rozdily
jsou shodné s fadky incidenéni matice.

15.2.10 'Véta. Vektorovy prostor potencidlovych rozdili grafu G je generovan
mnozinou elementérnich potencidlovych rozdili uréenych fezy tvaru E(z), kde z je
vrchol grafu G.

DUSLEDEK: Vektorovy prostor potencidlovych rozdili je generovan fadky inci-
dencni matice. Z fddki incidenéni matice tedy l1ze vybrat bazi vektorového prostoru
potencidlovych rozdila.

DUKAz: DokaZeme, Ze z elementdrnich potencidlovych rozdilt uréenych okolimi
vrchold, tj. Fezy ve tvaru E(z), 1ze ziskat jako linedrni kombinaci libovolny elemen-
tarni potencidlovy rozdil. Z toho pak jiz snadno plyne, Ze lze vygenerovat i jakoukoli
fundamentalni soustavu potencidlovych rozdili a ta jiz podle 15.2.7 generuje cely
prostor.
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Vezméme libovolny ¥ez W(A) a jim urfeny potencidlovy rozdil 7. Oznacme
elementarni potencidlovy rozdil uréeny okolim E(z) libovolného vrcholu z € A.
UkéZeme, Ze pro vSechny hrany grafu plati:

(15.3) me) =Y male) .

T€EA

Pro hrany z fezu W(A) tato rovnost vyplyvd z faktu, Ze hrana e je obsaZena
pouze v jedné z mnozin E(z) a p¥isludny s¢itanec ma spravné znaménko. Ma-li
hrana e oba vrcholy v mnoZiné A, je obsaZena ve dvou mnozinich hran E(Pv(e))
a E(Kv(e)), pfiéemZ na hrané e maji piisluiné s¢itance opa¢nd znaménka, a soucet
je tedy nulovy. Hrany, jejichZ oba vrcholy lezi mimo mnoZinu A, nelezi v Zddném
z uvaZovanych okoli, a proto je na nich soucet také nulovy. Plati tedy:

7r=§ Ty -

Tz€EA

Potencidlovy rozdil 7 tedy je linedrni kombinaci elementdrnich potencidlovych
rozdild, které jsou uréeny okolimi E(z) vrchold = € A. o

15.2.11 Hodnost grafu. Dimenze vektorového prostoru potencidlovych rozdili
je rovna hodnosti incidenéni matice grafu. Tuto dimenzi nazyvime téz hodnosti

grafu.

15.3 Vztahy cirkulaci a potencidlovych rozdila

15.3.1 Skaldrni souédin a kolmost vektori. Dva vektory uw,v € R™ jsou
kolmé, je-li jejich skalarni soucin roven nule. Jsou-li P a P' dva podprostory téhoz
prostoru R™ a je-li kazdy vektor z P kolmy na kazdy vektor z P’, pak prostory P
a P' nazyvdme vzdjemné kolmymi. Z vlastnosti skaldrniho soucinu snadno plyne
toto tvrzeni:

Je-li kazdy vektor z mnoZiny generdtori prostoru P kolmy na kazdy vektor
z mnoziny generatort prostoru P’, pak prostory P a P' jsou vzajemné kolmé.

15.3.2 Véta. Vektorovy prostor cirkulaci a vektorovy prostor potencidlovych
rozdild jsou vzdjemné kolmé.

DUKAZ: Stadi dokdzat, Ze libovolnd fundamentalni cirkulace je kolmé na libovolny
fundamentélni potencidlovy rozdil vi¢i témuZ napnutému lesu. To je v8ak snadné:
Staéi si uvédomit, ze libovolnd fundamentalni kruZnice a libovolny fundamentalni
fez bud nemaji Zaddnou spoletnou hranu, nebo maji piesné dvé spoletné hrany.
Tyto dvé hrany bud jsou stejné orientovdny vadi kruZnici (obé vpfed nebo obé
vzad) a rozdilng viéi fezu (jedna dovnitf druhd ven), nebo jsou rozdilné orientovény
vzhledem ke kruZnici a stejné vii¢i fezu. Ve v8ech téchto pfipadech maji ve skaldrnim
soudinu &initelé odpovidajici témto hrandm opa¢nd znaménka a vzajemné se rusi.
Skalarni sou€in fundamentalni cirkulace a fundamentalniho potencidlového rozdilu
je tedy nulovy. O
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15.3.3 Lemma. Mé&me kruznici k a ji odpovidajici element4rni cirkulaci f-
Potom ohodnoceni hran 7 spliiuje podminku (15.2) (druhy Kirchhoffiiv zdkon) pravé
tehdy, kdyZ vektory m a f jsou kolmé.

DUKAZ vyplyva bezprostiedné z definice elementarni cirkulace a skaldrnfho sou-
¢inu. 0

15.3.4 Véta. Bud G orientovany graf a = ohodnoceni jeho hran. Potom nésle-
dujici podminky jsou ekvivalentni:

7 je potencidlovy rozdil.

Podminka (15.2) (druhy Kirchhoffv zakon) plati pro kazdou kruZnici.
Podminka (15.2) plati pro kazdou fundamentéalni kruZnici.

Vektor 7 je kolmy na kazdou fundamentdlni cirkulaci vzhledem k n&jakému
napnutému lesu K.

5. Vektor 7 je kolmy na kazdou cirkulaci f v grafu G.

ol el

DUKAz: 1 & 2 vyplyva z véty 15.2.2; 2 = 3 plati trividlng; 3 = 4 vyplyva
z lemmatu 15.3.3; 4 = 5 vyplyva z vlastnosti vektorovych prostord; 5 = 2 vyplyva
opét z lemmatu 15.3.3. O

15.3.5 Lemma. M¢&jme fez W(A) a jemu odpovidajici element4rni potencidlovy
rozdil 7. Potom ohodnoceni hran f spliiuje podminku

(15.4) Y. f@- Y fle=0

eEW+(A) eEW=(A)

pravé tehdy, kdyz vektory f a m jsou kolmé.

DUKAZ plyne bezprostiedné z definice elementdrniho potencidlového rozdilu. O

15.3.6 Véta. Bud G orientovany graf a f ohodnoceni jeho hran. Potom nésle-
dujici podminky jsou ekvivalentni:

. f je cirkulace.

. Podminka (15.4) plati pro kazdy fez.

Podminka (15.4) plati pro kaZdy fundamentalni fez.

Vektor f je kolmy na kazdy fundamentélni potencidlovy rozdil vzhledem
k néjakému napnutému lesu K.

5. Vektor f je kolmy na kazdy potencidlovy rozdil.

RN

DUKAZ: 1 ¢ 2 je zfejmé z definice cirkulace a fezu; 2 = 3 plati trivialng; 3 = 4
vyplyvé z lemmatu 15.3.5; 4 = 5 vyplyva z vlastnosti vektorovych prostord; 5 = 2
opét vyplyva z lemmatu 15.3.5. O
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15.3.7 Cirkulace a potencidlové rozdily v rovinnych grafech maji dali
zajimavé vlastnosti. Uvazujme orientovany topologicky rovinny graf G a k nému
dudlni graf GP (viz 14.2.3, str. 227). Kazdou cirkulaci v grafu G miizeme pokladat
za potencidlovy rozdil v GP, a také naopak kazdy potencidlovy rozdil v G mtZeme
poklddat za cirkulaci v GP. (Ovéfte na ptikladg!) Z toho také plyne, e cyklomatické
¢islo grafu G je rovno hodnosti grafu GP, a naopak hodnost grafu G je rovna
cyklomatickému &islu grafu GP.

15.4 Analyza elektrické sité

V tomto oddile naznacime, jak lze vlastnosti vektorovych prostort cirkulaci a poten-
cidlovych rozdili pouzit pfi analyze elektrické sité slozené ze zdrojt stejnosmérného
napéti a z rezistord. Podrobné&jsi vyklad tykajici se obecnégjsich obvodf by presa-
hoval rdmec této knizky, zdjemce odkazujeme na knihy [SwTh81, KSCh89] a na
specialni elektrotechnickou literaturu .

15.4.1 Kirchhoffovy zdkony. Uvazujme elektrickou sit sloZenou z rezistort a ze
zdroji napéti. Sit snadno zndzornime orientovanym grafem. Orientaci hran miizeme
zvolit libovolné. Vrcholy grafu odpovidaji uzlim elektrické sité (vodi¢tm), hrany
odpovidaji vétvim. V kazdé vétvi miize byt jeden nebo nekolik zdroji napéti a jeden
nebo nékolik rezistorti. Kazdou vétev e ovéem muiZzeme zjednodusit tak, ze obsahuje
vzdy jeden zdroj napéti e, (miZe mit i nulovou velikost) a jeden rezistor o odporu
R.: pro tento Gcel ve vétvi se¢teme napéti viech zdroji a podobné seéteme odpory
vSech rezistorli a vnitfni odpory vech zdroji.

Proud protékajici vétvi e oznacime I, napéti U, na této vétvi je souctem napéti
zdroje €. a Gbytku napéti na rezistoru, ktery podle Ohmova zékona je roven R.I.,.
Plati tedy U, = ¢, — R1,.

Proudy a napéti v siti musi spliiovat 1. a 2. Kirchhoffiv zdkon. Jinymi slovy,
ohodnoceni hran I, musi byt cirkulaci ve smyslu definice 8.1.1, str. 129, a ohodnocen{
hran U, musi pro kazdy obvod (tj. kruznici) spliiovat podminku (15.2), a tedy podle
véty 15.2.2 musi byt potencidlovym rozdilem.

VSechny tyto podminky muZzeme snadno vyjadfit pomoci soustavy linedrnich
rovnic, v nich jako nezndmé vystupuji proudy v jednotlivych hranach I.. U pod-
minek z 1. Kirchhoffova zdkona to je zcela pfimocaré. Pro podminky plynouci z 2.
Kirchhoffova zékona vyjadiime napéti U, pomoci vztahu U, = e, — R.I,, v ném%
e pokladame za konstantu a pievedeme ji na pravou stranu. Typick4 rovnice pro
nékterou kruznici tedy ma tvar

R +Rols+...=¢1+e9+...

Soustava rovnic pro v8echny vrcholy a vSechny kruznice m4, oviem zbyteéné mnoho
rovnic a je linedrné zévisla. Pro feSeni soustavy je vyhodné, aby rovnice byly linedrné
nezavislé. Toho lze docilit takto:

Zvolime kostru grafu (pfedpokladdme, Ze sit je souvisla) a vzhledem k této kostie
nalezneme fundamentélni soustavu fezid a fundamentalni soustavu kruznic. Rovnice
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pro proudy (1. Kirchhoffv zékon) sestavime pouze pro fundamentdlni fezy, rovnice
pro napéti (2. Kirchhoffiiv zdkon) sestavime pouze pro fundamentélni kruznice. Z vét
15.3.4 a 15.3.6 vyplyva, Ze plati-li oba Kirchhoffovy zikony pro fundamentélni fezy
a fundamentalni kruznice, plati oba v plném rozsahu, tj. pro vSechny fezy i pro
vechny kruznice (obvody).

Podle vét 15.1.6 a 15.2.8 m4 tato soustava celkem m rovnic o m neznamych, kde
m je poCet hran grafu. Kdybychom tuto soustavu rovnic vytesili, ziskali bychom
velikosti proudii v jednotlivych vétvich sité. Napéti bychom pak dopocitali podle
Ohmova zékona.

Vypodet viak lze jesté déle usnadnit podstatnym zmen3enim velikosti soustavy
rovnic. Rovnice sestavené podle 1. Kirchoffova zdkona pro fundamentélni fezy
totiz maji velmi jednoduchy tvar a umoziuji snadno vyjadiit proudy v hranéch
kostry jako linedrni kombinace tzv. smyckovych proud, tj. proudd v hranach mimo
kostru. Tato vyjadieni dosadime do rovnic ziskanych ze 2. Kirchhoffova zdkona pro
fundamentalni kruZnice, &im¥ dostaneme soustavu m —n + 1 rovnic prom —n +1
smy¢kovych proudd. Resenim této soustavy ziskdme smyckové proudy a z nich pak
jiz snadno dopoéitdme proudy v ostatnich hranéch.

Lze dokézat, 7e matice S soustavy rovnic pro smytkové proudy je symetricka
a ze jeji prvky si; lze ziskat i zcela mechanickym zptisobem podle vzorce

n
(15.5) 8ij = Z Rikitkje
t=1

kde ki, kj: jsou prvky fundamentalni matice kruznic K. Matici S lze ziskat také
jako maticovy soutin § = KRK T kde K je fundamentalni matice kruznic, KT je
transponovand fundamentdlni matice kruZnic a R je matice, jejiz prvky na diagonale
jsou rovny odporim R; a ostatni prvky jsou nulové.

Cely postup vypoltu piedvedeme na prikladé.

L (3 X

Rs | €5 i 5

Rs

=
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+
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15.4.2 Priiklad. Naleznéme proudy a napéti v jednotlivych vétvich elektrické
sité z obr. 15.3 na pfedchozi strané. Rovnice vyjadiujici 1. Kirchhoffiv zdkon pro
fundamentélni soustavu fezli maji tvar

To & L+ 1+ I
rg: - +I3+1,
(15.6) Ts - Iy +Is + I
Te - I+ I — Iy
T8 : I+ Ig+ Iy

[/l

OO O OO

a rovnice vyjadiujici 2. Kirchhofftiv zdkon pro fundamentélni soustavu kruznic maji
tvar

ki : R — Ryl +R3ls = ¢,
(15 7) ky: —Rzlz + Ryly — Rsls — Rglg = —¢5,
’ k7 : Relsg + RyI; — Rgls = e7,
kg: —Roly — Rsls — Rglg + Rgly = —€9—¢€5.

ReSenim této soustavy 9 rovnic o 9 nezndmych bychom mohli p¥imo ziskat
proudy v jednotlivych vétvich. Méné pracny vSak je tento postup: Proudy ve
vétvich, které jsou ¢asti kostry, vyjaddiime ze soustavy (15.6) jako linedrni kombinace
ostatnich. Stejné vztahy vSak lze snadno vy¢ist pfimo z grafu na obr. 15.3 vpravo.

L = -I-1I,
I = L -1,
(15.8) I = -I4-1,
Is = —-I4+1Ir,
Igs = —-I;-1Iy.

Nyni dosadime ze vztahi (15.8) do soustavy (15.7), ¢imZ ziskdme pouze m —n +
+ 1 = 4 rovnice o 4 neznadmych Iy, Iy, I, Iy:

(Ri+ R2+ R3)h —Rsly + Rely = €1,
(15 9) —R3I + (R3 + R4+ Rs + Rg)ly — RgI; + Rsly = —¢5,
' —Rgly+ (Re + R7 + Rg)I; + Rgly = e7,
RoIy + RsIy + Rgl7 + (Ry+ Rs + Rg + Ro)lg = —g9 —€5.

VyfeSenim této soustavy ziskdme proudy I, Is,I7,Is a dosazenim do (15.8)
zbyvajici proudy. Ovéfte, Ze tytéz koeficienty soustavy rovnic (15.9) poskytuje
i vzorec (15.5).

15.4.3 Cviéeni. Vyfeste pfiklad 15.4.2 pro konkrétni hodnoty ; = e5 = 7 =
:6V,€9 = 12V,R1 = R5 =R7 = 1Q,R9 =ZQ,R2 =R3 =R4 =R6 =R8 =10Q.

Pak zvolte jinou kostru, popf. i jinou orientaci hran a feSeni opakujte. Vysledek
musi byt samoziejmeé tyz.

2.
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4.
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V-1.3.2 (str. 16).
2. Plati d(z) > |E(z)| > |V (z)|
3. Plati m(z,z) = m™*(z,z) = pocet smyé&ek ve vrcholu z
4. NemtZe. Jejf vrchol by musel zdroven patfit i nepatfit do mnoZiny A
5. Plati [W(A4)| > |V (4)\ 4] .
V-1.4.3 (str. 18). Vrcholy oznadte po¢inaje levym vrcholem ve sméru hodino-
vych rucicek d, c, e, b, f,a. Neni to jedind moZnost
V-1.4.4 (str. 18). Prvé tfi jsou navzdjem izomorfni, &tvrty nikoli
V-1.5.4 (str. 20). Ze sledu, ktery neni cestou, miizeme vynechdnim ¢asti mezi
opakujicimi se vrcholy ziskat cestu, kterad vede z tého% vrcholu do tého¥ vrcholu,

a zajistuje tedy stejnou dostupnost
V-1.8.2 (str. 24). Dvanéct hran. Kdyby graf H mél navic smy¢ku, bylo by to 13

hran.
V-1.8.3 (str. 25). Mohou. Viechny hrany obou grafii jsou smy¢kami, nebot jiné
hrany by se v obou maticich sousednosti projevily nestejnymi hodnotami.

V-1.8.5 (str. 25). Pro orientovany graf je
pro i # j,

+
T _ -m ( a])
BE* = { d(i) proi =j,
zatimco pro neorientovany graf je
(z) proi = j.

V—-2.2.9 (str. 41). Vzhledem k obrovskému poétu vrcholti (n&kolik triliond) je
hledani cest v takovém grafu nerealné. V takovych piipadech je vzdy tfeba vyuZzit

specidlnich vlastnosti konkrétni tlohy.
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V-3.1.6 (str. 49). V kroku 2 vybirdme vZdy hranu, jejiZ jeden vrchol m4 znacku
a druhy nikoli.

V-3.1.7 (str. 49). V algoritmu 3.1.1, str. 47, upraveném podle cviéeni 3.1.6,
zafadime do kroku 2 test, zda existuje hrana, kterd spojuje dva oznackované vrcholy
a kterd nebyla pouZita v kroku 3 k oznatkovéni #4dného z téchto dvou vrchold.
K tomu lze pouZit hodnoty ODKUD.

V-3.3.8 (str. 55). Neni to pravda. Naptiklad v grafu na obr. 5.2, str. 72, v dobé
navratu z vrchold 5 nebo 6 neni oznackovan vrchol 9.

V-4.2.10 (str. 60). VSechny vrcholy jsou (dokonce orientovang) dostupné z ko-
fene, proto je graf souvisly. Z vlastnost{ vstupnich stupfid plyne, Ze je-li n pocet
vrchold, je pocet hran n — 1. Podle véty 4.2.9 je tedy stromem.

V-4.2.12 (str. 60). Je-li souvisly a ma-li alespon tolik hran, kolik m& vrcholfi.
V—-4.2.13 (str. 60). Dv& nebo tfi.
V-4.2.14 (str. 61). K4 ma dvé neizomorfni kostry, K5 m4 tfi.

V-4.3.12 (str. 64). Kdyby ceny hran nebyly rfizné, mohla by pfiddnim v3ech
hran spliwjicich podminku (%) vzniknout v grafu L kruZnice. Jednoduchym pftikla-
dem je graf, kde nékolik nejlevnéjsich hran m4 stejnou cenu a tvofi kruZnici.

Uprava Bortivkova algoritmu spo&iva v tom, %e ceny hran udinime rtiznymi. Lze
to udélat bud zvétSenim vSech cen o velmi mald riznd &sla, anebo 1épe tak, Ze pri
porovnavani cen dvou hran v piipadé stejnych cen rozhodneme podle pofadovych
¢isel obou hran.

V—-4.4.6 (str. 66). Cesty, které jsou vrcholové disjunktni, jsou i hranové dis-
junktni. Naopak to ovSem neplati.

Rovnost vrcholového a hranového stupné souvislosti neplati nap¥. pro graf, ktery
dostaneme z K4 odstranénim jedné hrany.

V-5.2.10 (str. 77). V grafu na obr. 5.3 je 9 riznych topologickych uspoiddani vr-
cholt: 123456879, 123546879, 123564879, 123568479, 124356879, 132456879, 13254-
6879, 132564879, 132568479, 123456879.

V-5.2.11 (str. 77). Je-li vy, vs,...,v, topologické uspofddani vrcholti, pak topo-
logické usporadani hran ziskdme tak, Ze nejprve zafadime v8echny hrany z mnoziny
E*(v;1), pak viechny hrany z Et(v3) atd.

Je-lieg,es,...,en topologické usporddani hran, mizeme topologické uspofddéani
vrcholi ziskat tak, Ze nejprve zafadime vrcholy s kladnym vystupnim stupném, a to
v pofadi, v némZ se vyskytuji poprvé v posloupnosti Pv(e;),Pv(es),...,Pv(en)
a na konec zafadime v libovolném pofadi vrcholy s vystupnim stupném nulovym.

V-6.7.
a vykor

- V-T7.3.

Vye
také ho
do sou
polookr
sledt z



=dky cvideni
! ma znacku
viceni 3.1.6,

rané vrcholy
ou vrchold.

. 72, v dobé

tupné z ko-
=11 n pocet

= vrcholti.

znim vSech
avm prikla-

- tak, Ze pfi
pofadovych

ranové dis-
zraf, ktery

ofadéani vr-
279, 13254-

. pak topo-
'z mnoziny

asporédani
pném, a to
... Pv(en)
nulovym.

Vysledky cvideni 245

V-5.3.5 (str. 79). Tvrzeni 8 a 9 pridat lze, viz nasledujici ditkaz. Tvrzeni 10
spliiuji i grafy, které maji vice nez n — 1 hran, proto tvrzeni 10 pfidat nelze.

4 = 8: 1z existence kofene plyne souvislost.

8=19: z vlastnosti stupiiti vrcholi plyne, ¥e graf ma piesné n — 1 hran. Ze
souvislosti a po¢tu hran plyne, %e G je stromem, a proto neobsahuje kruZnici.

9= 5: neobsahuje-li graf kruZnici, neobsahuje ani cyklus.

V-5.5.5 (str. 84). Graf hry je podobny jako na obrizku 5.7, ale bez vrcholu 0.
Jadrem je mnozina {1,5,9,13}.

V-6.3.9 (str. 98).

a:  vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
vzdalenost | 0 14 6 10 22 28 31 42 30 35
ODKUD - 32 13 34 45 56 6-7 7-8 59 6-10

4-7

b:  vrchol 1 2 3 4 5 6 7 8 9
vzdéalenost | 0 2 2 6 1 0 9 4 6
ODKUD - 12 2-3 24 35 56 5-7 6-8 89

3-6

V-6.5.3 (str. 101). Piikladem je graf z obr. 6.3, str. 97.

V-6.7.5 (str. 106). Vysledna matice vzdalenost:

0 2 8 4 4
8 0 6 2 2
3 -5 0 -3 -3
7 -1 4 0 1
6 -2 4 0 0

V—-6.7.6 (str. 106). Matici Q inicializujeme piikazem Q(4, j) := j pro viechna 4, j
a vykonny piikaz uvnit¥ cyklt nahradime p¥ikazem:

kdyz M(i,j) > M (i, k) + M(k, ),
pak proved M (i, ) := M (i, k) + M(k, j) a navic Q(i, §) := Q(3, k).

V-7.8.5 (str. 121). Oba algoritmy zaéinaji s rozdilng definovanymi maticemi.

Vychozi matice A ve Floydové algoritmu 6.7.3 zahrnuje kromé hodnot hran
také hodnoty trividlnich sledd (nuly na diagonéle), nebot jejich opakované zahrnuti
do souttl @ nevadi. Kleeneho algoritmus vSak musi kvili obecnym uzavienym
polookruhtim zapoditat trividlni sledy jen jednou, proto jsou hodnoty trividlnich
sledl z vychozi matice vylougeny a jsou zapoéitdny aZ na konci vypoétu.
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V-7.8.7 (str. 121). Matice $ifek nejsirsich sledd:
© 6 7T 7T 7 7
4 oo 5 4 4 4
4 6 o0 4 4 4
4 6 8 oo 4 4
4 6 7 7 o0 T
4 6 8 8 4 oo

V-7.4.7 (str. 125). s(vi,v1) = 1, s(v1,v2) = 3%, s(v1,v3) = 3%, s(v1,vq) = 1.
s(v1,vs) = %- s(v1,v6) = %-

V-8.1.14 (str. 183). Zaporny tok v hrané incidentni s v by nemusel prochézet
hranou e, a omezeni toku v hrané e, by bylo nedéinné.

V-8.1.17 (str. 133). Je-li napf. tok v hran€ h omezen na interval (z;,z,) a je-li
zévislost ceny toku na jeho velikosti ddna grafem na obr. 15.4, nahradime hranu h
Ctverici rovnobéznych hran hy,. .., hy takto:

e lle) c(e) a(e)
hy = z] y1/z1
0 =z—z1 (y2—w1)/(z2—1zx1)
h3 0 T3 — Ty (y3 - yz)/(l‘3 - $2)
0 =z4—2z3 (ys4—ys3)/(zd —x3)

cena,
Ya

n
Ys
Y2

Ty Ty T3 I4

Obréazek 15.4: Konvexni zévislost ceny toku na velikosti toku.

V-8.2.10 (str. 139). Kapacity hran budou jednotkové, dolni omezeni nulové. Ke
grafu piiddme navratovou hranu z cilového vrcholu ¢ do vychoziho vrcholu r a v této
jediné hrané bude dolni i horni omezeni toku jednotkové. Nejkratsi cestu budou
tvofit ptvodni hrany s jednotkovym tokem.

Cyklus se zdpornou délkou miize zpisobit chybny vysledek, nebot jeho hrany
mohou byt nasyceny tokem, a tim mohou byt nepouZitelné pro tok, ktery mé uréit
nejkratsi cestu.
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V-8.4.10 (str. 149). Pokud pfipustny tok najdeme, bylo omezeni stanoveno
dobfe. (To plati pro hledani p¥ipustného toku. Pro hledani toku maximélniho by
omezeni mohla byt i takto pFilis silna.)

Pokud pfipustné cirkulace neexistuje a navratova hrana je souasti fezu se za-
pornou kapacitou, pak je tfeba omezeni v ndvratové hrané zménit (uvolnit). Pokud
piipustnd cirkulace neexistuje, ale fez se zapornou kapacitou névratovou hranu ne-
obsahuje, pak omezeni v névratové hrané bylo stanoveno dobfe, ale piipustny tok
v piivodnim grafu neexistuje.

V-9.1.5 (str. 162). Doprostied hromady hnoje umistime fiktivni stromek.

V-9.1.8 (str. 162). Necht je déna tloha o nejlevnéj§im maximalnim parovani.
Zvolime néjaké dosti velké kladné &islo M, napf. vétsi nez soucet cen viech hran,
a pak pro kaZdou hranu e jeji cenu c(e) nahradime cenou M — c(e). V grafu s takto
zménénymi cenami pak Fe§ime tlohu o nejdraziim parovani.

Oznaéme m pocet hran v maximalnim parovéni. Vysledné parovani P, které je
nejdrazsi viici novym cendm, musi obsahovat také m hran, nebot jinak by kterékoli
maximélni pdrovani mélo lepsi (totiz vyssi) cenu. Parovani P je oviem nejdrazsi
i mezi viemi maximalnimi parovénimi a jeho cena je mM — > ecp c(e). Parovani P
tedy mé ze vSech maximélnich parovani nejmensi hodnotu Yeepcle).

V-9.3.6 (str. 171). Kdyby bylo |X| > |Y], platilo by 3.y d(z) > 2oyey A1),
coZ neni mozné, nebot soucty stupiii na obou strandch grafu musi byt stejné.
Rovnost | X| = |Y| je mozna pouze tak, Ze viechny vrcholy maji stejny stupeii.

V-9.3.7 (str. 171). Piedpoklady v&ty 9.3.5 jsou splnény, existuje tedy parovéni,
které nasycuje jednu z obou mnozin. Graf je vSak reguldrni (viechny vrcholy maji
stejny stupefi), proto | X| = |Y|. Zmin&né parovani je tedy perfektni.

V-10.1.6 (str. 179). Pro k = 3 a n = 2 jsou de Bruijnovy posloupnosti dvé:
00011101 a 00010111. (Posloupnost, kterou ziskdme cyklickou zaménou, poklddédme
za tutéz cyklickou posloupnost.)

Pro k = 2 a n = 3 mé de Bruijnova posloupnost délku 9 a téchto posloupnosti
je 22.

V-10.2.4 (str. 180). Graf spliuje pfedpoklady véty 10.2.2, existuje v ném tedy
uzavreny orientovany tah, ktery prochézi viemi hranami. Diky souvislosti tento tah
prochdzi i vSemi vrcholy. Kazdé dva vrcholy tedy jsou spojeny orientovanym sledem.

V-10.2.8 (str. 181). Oba vrcholy lichého stupné lezi v téze komponents souvis-
losti. Pro kazdou komponentu souvislosti tedy bude stagit jeden tah, jeden z téchto
tahti bude neuzavieny.

Kdyby pocet vrcholi lichého stupné byl 4, byly by nutné 3 nebo 4 tahy
v zdvislosti na tom, zda vSechny vrcholy lichého stupné lezi v téze komponents,
nebo dva a dva v rznych komponentéach.
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V-10.2.10 (str. 182). Oznalme K = Y .y, |R(v)|. Je-li K = 0, pokryva hrany V-1'
grafu jeden uzavieny (a eulerovsky) orientovany tah. Je-li K > 0, je k pokryti hran
tfeba K /2 neuzavienych orientovanych tahd.

DUkAz: Jeli K > 0, oznalme k* soudet viech kladnjch a k= soucet viech

zépornych hodnot R. Ponévadz ), ., R(v) = 0, plati kT = —k~ = K/2. MiZeme

tedy ke grafu ptidat celkem k* hran, které vedou z vrcholi se zdpornym R do

vrchold s kladnym R, a to tak, aby vznikl graf G, v ném# kazdy vrchol m4 stejny

vstupni i vystupni stupeii. V grafu G’ existuje orientovany uzavieny eulerovsky tah. 0
Odstranénim pfidanych hran se tento tah rozpadne na k¥ neuzavienych taht, které

pokryvaji hrany ptvodniho grafu.

Méné nez K /2 taht k pokryti hran nestadi, nebot pfiddnim mensiho poétu hran V-1
nelze ziskat graf, v némz by existoval orientovany uzavieny eulerovsky tah. O
V-1
V-10.3.4 (str. 184). KaZdou hranu, kterou sled prochdzi k-krat, nahradme k stiid:
kopiemi. Kdyby pro nékterou hranu bylo ¥ > 2, bylo by moZno dvé z t&chto hran vrche
odebrat. Sudost stupiii by tim zlstala zachovéna, ale eulerovsky tah by se zkratil.
V-1:
V-10.3.5 (str. 184). Kdyby n&které dvé cesty mély spoleénou hranu e, parovani kostr
P by nebylo nejlevnéj§i. Vynechdnim hrany e z obou cest se tyto cesty rozpadnou nidade
na ¢4asti, z nichZ lze sestavit jiné dvé cesty o mendi celkové délce. Viz obr. 15.5.
_ _
Obrézek 15.5: Néhrada dvou cest se spole¢nou hranou e dvéma hranové disjunkt-
nimi cestami.
V-10.3.7 (str. 184). Je-li v grafu hrana se zpornou délkou, tiloha ztraci smysl.
Opakovanym prochazenim takovou hranou sem a tam lze totiz dosdhnout libovolné
malé (zaporné) délky sledu. Zadny sled pak neni nejkratsi, vzdy existuje sled jesté
kratsi.
V-12.2.7 (str. 201). Jsou-li fixovany vrcholy z, y, pak prodlouzime o dostateéné
velkou hodnotu M v8echny hrany z mnoZiny E(z) U E(y). Hamiltonovské cesty,
které zacinaji ve vrcholu z a konéi ve vrcholu y (nebo naopak), se tim prodlouzi
0 2M, zatimco vSechny ostatni hamiltonovské cesty se prodlouZi o 3M nebo o 4M.
Pokud v daném grafu existuje viibec n&jakd hamiltonovskd cesta spojujici z a y,
pak nejkrat$i hamiltonovské cesta v grafu s prodlouZenymi hranami bude spojovat
praveé vrcholy z a y.
7 4 ’ ’ . ’ ’ V_12
V-12.2.8 (str. 201). Stagi, aby M bylo vét5i nez délka optimalni cesty. Pondvadz vy
ji pfedem nezndme, lze zvolit napf. délku nejdelsi hrany vynasobenou po&tem nejlev
vrcholi. —2%
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V-12.2.9 (str. 202). Viz obr. 15.6.

Obrézek 15.6: Priklad, Ze nejkrat$i hamiltonovsk4 cesta nemusi byt obsaZena

V-12.3.1 (str. 202). Piikladem je graf K 3.

v nejkrat$i hamiltonovské kruznici.

V-12.3.4 (str. 203). V bipartitnim grafu musi hamiltonovsk4 kruznice pfechézet
stfidavé mezi ob&ma stranami grafu, obé& strany by tedy musely mit stejny pocet

vrchold.

V-12.4.3 (str. 205). V prvych tfech podilohach sice dostaneme stejné minimalni
kostry jako v 12.4.2, ale s podstatné silnéj$imi p¥idanymi omezenimi, coZ urychli

| “?_’a,dnou nésledujici vypocet. Pribéh vypodtu mize byt tento:
r. 15.5.
o podiloha  zakdzané vynucené odhad komentaf
hrany hrany
1 — - 30 vétveno na 2, 3, 4
) 2 (1, 3) - 38 umrtveno odhadem
fisjunkt-
3 (1,4 (1, 3) 37 umrtveno odhadem
ract smysl. 4 (]-a 2)7 (1) 5)5 (1a 3)’ (11 4) 33 vétveno na 5, 6; 7
st libovolnd (1, 6)
foted et 5 (1L,2,(L5), (1,3),(1,4 38  hamilt. cesta
(1, 6), (2, 5)
dostateCné 6 (1,2), (1,5), (1,3),(1,4), 36  umrtveno odhadem
s cealy, (1,6),(2,3)  (2,5)
1 prodlouzi
webo 0 4M. 7 (1,2), (1,5), (1,3),(1,4), 36 optimalni feSeni
mjici = a y, (1,6),(2,4), (2 5), (2, 3)
i= spojovat (2, 6)

V-12.4.7 (str. 210). Délky vSech hamiltonovskych cest z  do y se penalizaci
zvy$i o hodnotu (23"}, p(é)) —p(z) — p(y). Jestlize jsme pii pouziti penale p dostali
nejlevnéjsi 1-strom o cené C, lze jako dolni odhad pouzit &islo C + p(z) + p(y) —

-2 Z?:l (7).

- Ponévadz
ou poctem
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V-13.1.2 (str. 211). V obarveni podle obrazku 13.1 sta¢i barvu D nahradit
barvou A. Graf, ktery m4a smy¢ku, nelze obarvit.

V-13.1.12 (str. 215). Strom o alespon dvou vrcholech je vidy dvoubarevny.

V-13.2.4 (str. 218). Nejrychlejsi vypocet bude pfi usporadéani vrcholi vzestupng
podle jejich hloubky, tj. kofen jako prvni a vrchol v hloubce 2 jako posledni. Naopak
vypocet bude nejpomalejsi, kdyZ vSechny listy budou na zadatku a kofen na konci.

V-13.2.6 (str. 219). Vrcholy mezi nejvy3sim a druhym nejvys$sim v P(y) mohou
ovlivnit barvu vrcholu £ = max(P(y)) a tim i barvu vrcholu y. Viz graf na obr. 15.7,
kde ,,vylepSeny“ algoritmus pfehlédne moznost zvysit barvu vrcholu 3 a v dasledku
toho nenajde optimélni obarveni.

2 3 4
barva: 1 2 2 3 4
Obrézek 15.7: Protipiiklad ke cvi¢eni 13.2.6.

V-14.2.2 (str. 227). Krychle je dualni k pravidelnému osmisténu, pravidelny
dvandctistén je dudlni k pravidelnému dvacetisténu. Ctyistén je dudlni sdm k sobé.

V-14.3.2 (str. 229). Diikaz je podobny diikazu véty 14.3.1, ale namisto kostry
pouZijeme napnuty les (viz 4.2.4, str. 58, a 4.2.8, str. 59).

V-14.4.3 (str. 230). Viz obr. 15.8.

d 1 4

4 6
2 5
2 3 3 6

Obrézek 15.8: Petersentv graf je homeomorfni s K3 3.

V-15.4.3 (str. 242). Rozsifend matice soustavy rovnic pro smy&kové proudy m4

tvar
21 -10 0 10| 6

-10 31 =10 1| 6
0 -10 21 10| 6
10 1 10 22|18
Jejim TeSenim dostaneme I; = 2,56468 A, I; = 1,56498 A, I, 2,56468 A, Iy =
= —3,22084 A a déle pak I, = 0,65616A,I5 = 0,99970A,I5 = 1,65596 A, I
=0,99970 A, Is = 0,65616 A.
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A v ,
Prehled znacdeni
R, N = mnoZina redlnych a pfirozenych ¢isel (vietns nuly) 1.12.1, str. 32
| M| = pocet prvk mnoZiny M 1.12.1, str. 33
A\ B =rozdil mnozin A a B 1.12.1, str. 33
n = obvykle polet vrcholt grafu 1.10.6, str. 31
m = obvykle polet hran grafu 1.10.6, str. 31
00 = nekoneéno 6.2.10, str. 93
O(f) = asymptoticky odhad funkce f shora 1.10.6, str. 30
V(G) = mnoZina vrcholi grafu G 1.3, str. 15
E(G) = mno%ina hran grafu G 1.3, str. 15
Pv(e) = poéatetni vrchol hrany e 1.1.2; str. 11
Kv(e) = koncovy vrchol hrany e 1.1.2, str. 11
V(z) = mnoZina sousedf vrcholu z 1.3, str. 15
V*(z) = mnozina néslednikd vrcholu z 1.3, str. 15
V~(z) = mnoZina predchiidct vrcholu z 1.3, str. 15
E(v), E*(v), E~(v) = okoli vrcholu 1.3, str. 15
d(v), d*(v), d~(v) = stupent vrcholu 1.3, str. 15
W(A), W*(A), W~(A) = fez ureny mno¥inou A 1.3, str. 15
m(v,w), m*(v,w) = nésobnost hrany 1.3, str. 15
G = G' = izomorfismus grafi G a G’ 1.4.2, str. 17
K, = Uplny graf o n vrcholech 1.6, str. 21
Ky,n = tplny bipartitni graf se stranami o m a n vrcholech 1.6, str. 21
D*(v) = mnozina vrcholt orientovand dostupnych z vrcholu v  5.1.10, str. 69
Gt = tranzitivni uzavér grafu G 5.4.1, str. 79
G* = reflexivni a tranzitivni uzavér grafu G 5.4.1, str. 79
®,®,* = operace v polookruhu 7.1.1, str. 110
w(G) = klikovost grafu 13.1.4, str. 212
a(G) = nezdvislost grafu 13.1.3, str. 212
x(G) = vrcholovd barevnost grafu 13.1.1, str. 211
X'(G) = hranovd barevnost grafu 13.1.15, str. 215
-G = doplitkovy graf 13.1.4, str. 212

GP = dudlni graf

14.2, str. 226




