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9.1.3 P Íklad: Letecká bitva o Anglii. V letecké bitvě o Anglii v roce 1940
bojovala na straně Anglie ada pilotri r zn ch národností. Královské letectvo mělo
letadla, která vyžadovala dva piloty. Někte í piloti spolu ovšem nemohli letět pro
jazykové potíže nebo pro rozdílnost v; cviku. Kolik letadel (tj. dvojic pilotti) mriže
za těchto omezení vzlétnout najednou?

Tento problém by bylo možno ešit nalezením maximálního párování v grafu,
jehož vrcholy jsou piloti a jehož hrany spojují piloty, kte í mohou letět spolu.

g.t.4 P íklad zahrádká sk . P edstavme si ovocnou zahradu, ve které je 2n
stromkri a jedna hromada hnoje. Naším rikolem je p ivézt pril kolečka hnoje ke
každému stromku. Abychom šet ili časem, chceme vždy vézt k některému stromku
plné kolečko, polovinu jeho obsahu složit a pokračovat s poloprázdn; m kolečkem
k jinému stromku. Kromě času chceme šet it i silami a chceme, aby nap . součet
drah vykonanych s pln;ím kolečkem byl co nejmenší.

Tirto írlohu lze p evést na hledání nejlevnějšího perfektního párování v riplném
grafu o 2n vrcholech. Každ vrchol odpovídá jednomu stromku. Cena hrany bude
riměrná námaze spojené s jízdou plného kolečka k bližšímu z obou stromkťr, s ná-
sledující jízdou poloprázdného kolečka ke druhému z nich a s návratem prázdného
kolečka k hromadě hnoje. Je z ejmé,, že každy stromek (vrchol) musí b t zahrnut
do p esně jedné jízdy, hrany odpovídající těmto jízdám musí tedy tvo it perfektní
párování.

9.t.5 Cvičení. Jak byste ešili p edchozí lohu pro lich; počet stromkťr?

9.1.6 P íklad: Taneční. P edpokládejme, že v tanečních má každ hoch p esně
k p ítelkyh akaždá dívka p esně & p átel. Je možno uspo ádat tanec, p i kterém
každ, hoch i dívka tančí s někter;fm ze sv ch p átel? (zde poněkud nerealisticky
p edpokládáme, že vztah p átelství je symetrick .)

Vztah p átelství mťržeme znázornit bipartitním grafem, v němž každ vrchol
má stupeň /í. V tomto grafu hledáme perfektní párování. Ukážeme , že za uveden ch
podmínek lze existenci perfektního párování zaručit.

9.L.7 P i azovací riloha. Klasická formulace p i azovací ťrlohy, totiž p i azo-
vání pracovních ťrkolri pracovníkrim, byla uvedena v 8.2.5, str. 135. Kromě ady
dalších p ím ch aplikací se p i azovací irloha vyskytuje i jako podírloha p i ešení
složitějších riloh, viz nap . írloha čínského pošťáka 10.3, str. I82, a problém obchod-
ního cestujícího 12.4.4,, str. 206.

Řešením p i azovací írlohy se budeme zabyvat v 9.4, str. 171.

9.1.8 Cvičení. Úlohu o nejlevnějším maximálním párovánílze p evést na írlohu
o nejdražším párování zménou cen hran. Navrhněte zprisob, jak to udělat.

9.1.9 Poznámka. Útorry o párování mrižeme chápat jako hledání soustavy dis-
junktních dvojic vrchol . Podobné írlohy tykající se disjunktních trojic jsou pod-
statně obtížnější (NP-těžké). Znamertá to nap ., že kdybychom v zahrádká ské t oze
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9.1.4 snížili dávku hnoje na t etinu kolečka, byl by rozvoz hnoje snazší, ale najít
optimální ešení by bylo složitější.

9.2 Párování v obecnych grafech
g.z.L St ídavé cesty a kružnice. Buďdán graf G a v něm parování P. St í,dauá

cesta (někdy též alternující, cesta) vzhledem k párování P je taková neorientovaná
cesta, že jeji hrany st ídavě leživ P aneleživ P aje-li krajní vrchol cesty nasycen
v párování P, pak hrana, která jej nasycuje, je částí cesty.

P íklad st ídavé cesty je na obr. 9.1 vlevo vyznačen čárkovaně. Hrany, které
náIeží k párování, jsou nakresleny silně. Poznamenejme, že cesta spojující vrcholy
1,6,3 není st ídavou cestou, ale její prodloužení 1,6, 3,2:iž st ídavou cestou je.

Obrázek 9.1: St ídavá cesta azména parování.

St ídauó kružnice vzhledem k párováni P je kružnice, jejíž hrany st ídavé leží
a neleží v párování P. St ídavá kružnice má vždy sudy počet hran.

Pomocí st ídav ch cest a kružnic lze párování snadno měnit tim, že u hran,
které Ieží na cestě nebo kružnici, změníme p íslušnost k párování. P esněji, je-li
H množina hran tvo ících st ídavou cestu nebo kružnici vzhledem k párování P,
vytvo íme nové párování P' takto:

jestliže ee H, pak ee P'<+e/.P,
jestliže eťH, pak ee P'<*ee P.

Takovou změnu párování budeme naz vat změnou podél st í,d,aué cesty nebo kruž-
nice. Y sledek změny párování podél st ídavé cesty je na obr. 9.1 vpravo.

9.2.2 Věta. Buď dán prost; graf G a v něm libovolné párování P1. Pak pro
každé párování Pz v grafu G existuje soustava vrcholově disjunktních st ídavych
cest a st ídaq ch kružnic taková, že zménami podél všech těchto cest a kružnic lze
z párování P1 ziskat párování Pz.

PozNÁnaxe: Poněvadž st ídavé cesty a kružnice nemají žáďny společn; vrchol
(jsou vrcholově disjunktní),Ize změny provádět v libovolném po adí.

Důx.lz: Uvažujme faktor G' grafu G s množinou hran (Pr \Pr) U(Pz\Pr). Graf G'
tedy obsahuje právě ty hrany grafu G, které leží p esně v jednom z obou párování
(t3. nikoli v obou).
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Pro každ;i vrchol r e V(GI) = V(G) nastane jedna ze čty možností:

1. Jestliže r není nasycen ani v P1, ani v Pz,je izolovanym vrcholem v G'.
2. Je-li vrchol r nasycen jen v jednom z párování P1, P2, má v grafu G/ stupeň l.
3. Je-li r nasycen v Pl i P2 touž hranou, pak tato hrana ne|eží y G' ,, a vrchol r

je tedy v G' izo\ovan m vrcholem.
4. Je-li r nasycen v P1 i P2 rÍrun mi hranami e1 e Pt a ez e Pz, pak obě tyto

hrany Ieží v G' a stupeň vrcholu r je roven 2.

Každ vrchol má tedy v grafu G' stupeň nejv še 2. Z toho plyne, že gtať. G' má
komponenty souvislosti t í typri:

1. izolovan; vrchol,
2. kružnice sudé délky, jejíž hrany st ídavě leží v P1 a P2,
3. cesta, jejíž hrany st ídavé leží v Pr a Pz a jejíž krajní vrcholy jsou r,ťnné,

p ičemž každ z nich je nasycen v jednom z obou párování Pt, Pz.

Komponenty souvislosti grafu G' p ímo určují st ídavé cesty a kružnice. Provedením
změn párování & podél všech těchto cest a kružnic dostaneme párování P2. D

g.2.3 Věta. Párování P v grafu G je maximální právě tehdy, když v grafu G
vzhledem k párování P neexistuje st ídavá cesta spojující dva volné vrcholy.

Důxez: Je-li párování P maximální, pak vzhledem k němu nemriže existovat st í-
davá cesta spojující volné vrcholy. Kdyby totíž existovala, mohli bychom párování
podél ní zvětšit.

Jestliže naopak párování P není maximální, vezměme nějaké maximální páro-
vání (nějaké určitě existuje) a označme je Pr. Podle véty 9.2.2 existuje soustava
st ídav; ch cest a kružnic taková, že zménami podél nich získáme párování P1 z pá-
rování P. Poněvadž |fll > lPl, musí některá z těchto zmén zvětšovat párování,
musí tedy b t změnou podél st ídavé cesty s voln;imi krajními vrcholy (jiné změny
nezvětšují počet hran v párování).

9.2.4 Cena st ídavé cesty a kružnice. Uvažujme graf G, jehož hrany jsou
ohodnoceny cenami c: E(G) + R. Dále mějme v grafu G párování P a vzhledem
k němu st ídavou cestu, pop . kružnici. Množinu hran této cesty, pop . kružnice,
označme H.

Cenu st í,daué cesty, pop . kružnice, definujeme jako

r|-rcl'-)-rc{u'),
"-uérr" e,Hflp

Má-li st ídavá cesta, pop . kružnice, cenu C a provedeme-li podél ní změnu, pak
cena párováni vzroste o hodnotu C.

9.2.5 Věta. Párování P v grafu G je nejdražší právě tehdy, když v grafu G
vzhledem k párování P neexistuje ani st ídavá cesta, ani st ídavá kružnice s kladnou
cenou.

Důxaz je podobn d kazu věty 9.2.3 a je p enechán čtená i jako cvičení. n
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9.2.6 Algoritmy pro párování v obecn ch grafech. Všeobecně lze k hledání
maximálního i nejdražšího párování vyttžít metody založené na větách 9.2.3 ag.2.5.
Záklaďní schéma algoritmri je toto:

Zvolíme libovolné v chozí párování P a hledáme, zda vzhledem k němu existuje
st ídavá cesta, pop . kružnice, která by dovolila párování zlepšit. Jestliže neexistuje,
pak podle věty 9.2.3, pop . 9.2.5, je párování P již optimální. Jestliže existuje,
změníme (tj. zlepšíme) párování a znovu hledáme další st ídavou cestu, pop .

kružnici.
Bohužel, hledání pot ebn; ch st ídav ch cest a kružnic není tak jednoduché,

jak se na první pohled zdá. Béžné metody prohledávání grafri popsané v kap. 3
a založené na značkování vrcholri lze jednoduše upravit pro hledání st ídav ch cest
pouze v bipartitních grafech (viz 9.3).

V obecn ch grafech sice lze pro hledání st ídavlfch cest použít backtracking (viz
11.2, str. 189), ten však je ve větších grafech neitnosně pomal;í.

Rychlé (polynomiální) algoritmy pro párování v obecn ch grafech existují,
pracují v čase O(n'), ale jsou poměrně komplikované a v p ípadě nejdražšího
párování se navíc opírají o tzv. dualitu v lineárním programování. Z tohoto d vodu
nastíníme pouze hlavní myšlenky rychl ch algoritmri, a to pouze pro maximální
párování (viz 9.2.8). Polynomiální algoritmy pro maximální i nejdražší párování
jsou popsány nap . v knihách [Plesník83], [Chr75] a [Lawler76].

9.2.7 P íklad. Na obr. 9.2 a 9.3 jsou p íklady hledání maximálního a nejdražšího
párování.

Obrázek 9.2: V počet ma>cimálního pá,rování.

Y chozi párování na obr. 9.2 vlevo bylo získáno náhodnym p idáváním hran.
Všimněte si, že k tomuto párování lž nelze p idat žádnou další hranu, p esto má
dost daleko k maximálnosti. St ídavé cesty mezi voln mi vrcholy jsou vyznačeny
čárkovaně. Všimněte si také, že v sledné maximální párování není perfektní.



166 Kapitola 9. Parování

Y chozí párování na obr. 9.3 vlevo bylo získáno ,,hladov m" postupem: postupně
jsme p idávali vždy nejdražší p ijatelnou hranu. St ídavé cesty i kružnice byly
hledány ručně s využitím backtrackingu. Všimněte si, že nejdražší párování na obr.

9.3 vpravo jsme mohli získat také p ímo z v chozího párovarrí, kdybychom zvolili
jinou st ídavou kružnici.

Obrázek 9.3: V počet nejdražšího párování.

9.2.8 Rychl algoritmus pro maximální prirování. Naznačíme hlavní myŠ-

lenky rychlého algoritmu pro hledání st ídavé cesty, jejíž krajní vrcholy jsou

volné v párování P. Podrobnější popis nebo jiné postupy lze najít v [Kučera83],

[Plesník83], [Chr75], [Lawler76], [SwTh81].
Začínáme v některém volném vrcholu r, kter nazveme ko enem, a vytvá íme

tzv. st í,daay strom, kter; má tu vlastnost, že každá cesta v tomto stromě, která
začínáv r, je st ídavou cestou. Strom vytvá íme pomocí značkování vrcholťr, p iČemŽ

používáme dva druhy značek: vrcholy stromu označujeme st ídavě jako unějšÍ,

a unit ní, p ičemž ko en r je vnější. V p íkladě na obr. 9.4 jsou vnější vrcholy
kresleny jako plné tečky.

Obrázek 9.4: TJ íznutí květu a st ídavá cesta procházející květem.

Jestliže najdeme hranu, která spojuje vnější vrchol s nějak; m voln m vrcholem
rrizn m od r, máme st ídavou cestu s voln mi krajními vrcholy a mrižeme zvětšit
párování.
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Jestliže najdeme hranu, která spojuje dva vnější vrcholy (a která tedy neleží
v párování), našli jsme kružnici liché délky, která b;fvá nazyvána kuětem. Květ kazí
vlastnost st ídavého stromu, totiž že cesta začínající v r je st ídavou cestou. Proto
všechny vrcholy květu nahradíme jedin m vrcholem a hrany, které vedly z vnějšku
do květu, vedeme do tohoto vrcholu. Tato operace byvá nazyvána u í,znutí,m kuětu.
Lze dokázat,že st ídavá cesta z r do některého volného vrcholu r v privodním grafu
existuje právě tehdy, když existuje i v upraveném grafu. Dále tedy pokračujeme
s upraven m grafem (viz obr. 9.4) a dále se snažíme st ídav;f strom rozší it.

Jestliže st ídav strom nelze dále rozší it a nenastává žádny z p edchozích
p ípadri, tj. když z vnějších vrcholri vedou hrany pouze do vnit ních vrcholri,
odstraníme z grafu cel; strom a všechny hrany s ním incidentní. Lze totiž dokázat,
že část párování, která Ležela ve stromě, je částí některého maximálního párování.
To znamená,, že vynechanou částí grafu se již není t eba dále zabyvat. (Ově te na
p íkladě!)

Tento postup opakujeme, dokud buď nezredukujeme graf na ptázdny (pak
stávající párování je již maximální), nebo dokud nenalezneme st ídavou cestu
s voln; mi krajními vrcholy. V tomto druhém p ípadě lze stávající párování zvětšit,
Jestliže však st ídavá cesta prochází p es vrchol, kter vznikl u íznutím květu,
musíme nejprve květ obnovit a najít v něm chybějící část st ídavé cesty. To se
mriže i několikrát opakovat, neboť u íznut květ mohl b)rt součástí dalšího květu
atd.

Praktické provedení tohoto algoritmu je relativně komplikované. U ezávání
květ se neprovádí zménami grafu, ale pomocí soustavy odkazri ve vhodné datové
struktu e. Detaily i drikaz správnosti lze najít v [Plesník83], [Chr75], [Lawler76], po-
někud odtišn algoritmus je uveden v [Kučera83]. Časové nároky těchto algoritmri
jsou O(n3), pop . až O(nz\fr,).

Poznamenejme, že v grafu, kter;É neobsahuje kružnici liché déIky (tj. kter je
bipartitní), se květ nemťrže vyskytnout.

9.3 Párováni v bipartitních grafech

Teorie i algoritmy pro párování v bipartitních grafech jsou podstatně jednodušší než
v obecném p ípadě, a to díky těsnému vztahu bipartitního párování k tokrim v síti.

9.3.1 P evod bipartitního párování na tok v síti. Mějme bipartitní graf
G se stranami X, Y. Orientaci hran tohoto grafu zvolme tak, aby všechny hrany
vedly z X do Y. K takto vzniklému orientovanému grafu p idejme dva vrcholy,
uměly zdroj z a uměl spot ebič s (viz obrázek 9.5 na následující straně). Dále
prokaždyvrchol r ,X p idejmehranu zezdroje z dor aprokaždy vrchol a Y
p idejme hranu z y do spot ebiče s. Kapacity těchto p idanych hran jsou jednotkové,
kapacity privodních hran jsou větší nebo rovny jedné. Dolní omezení toku jsou ve
všech hranách nulová.

Párování v privodním grafu vzájemně jednoznačně odpovídají ce}očíselnym
tok m od zdroje ke spot ebiči: párování je tvo eno těmi hranami privodního grafu,

K,,
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orání:38
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kter;fmi teče nenulov (tj.
algoritmem pro maximální
(po obrácení znamének cen

jednotkov ) tok. Maximální párování lze tedy hledat
tok, nejdražší párování algoritmem pro nejlevnější tok
a po eventuálním p idání návratové hrany).

Obrázek 9.5: P evod ťrlohy o párování v bipartitním grafu na rilohu o toku v síti.

9.3.2 Speciální algoritmy pro maximální párování v bipartitním grafu
jsou ve své podstatě jen p eformulováním a zjednodušením algoritmri určen ch pro
maximální tok. Zlepšující cestě, která se používá ke změnám toku v transportní síti,
odpovídá v ptivodním grafu st ídavá cesta s voln;fmi krajními vrcholy.

P ím; m p eformulováním značkovací procedury 8.3.5 dostaneme tento návod:

1. |Iniciati,zace.] Označkujeme všechny volné vrcholy z množiny X. Ostatní
vrcholy jsou beze značek.

2. |Test nalezení, cesty.] Je-li označkován někter voln; vrchol z množiny Y,
značkovací procedura končí. Je nalezena st ídavá cesta s voln mi krajními
vrcholy a podél ní lze zvětšit počet hran v párování.

3. |Pokus o značkouání, up ed.] Jestliže existuje hrana e í P vedoucí z označko-
vaného vrcholu r e X do neoznačkovaného vrcholu a e Y, pak označkujeme
vrchol y a pokračujeme podle kroku 2. Neexistuje-li taková hrana, pokraču-
jeme podle kroku 4,

4. |Pokus o značkouóní, uzad.] Jestliže existuje hrana e e P z leoznačkovaného
vrcholu r e X do označkovaného vrcholu a Y, pak označkujeme vrchol
r a pokračujeme podle kroku 3. Neexistuje-li taková hrana, značkovací pro-
cedura končí, stávající párování je maximální.

Tento postup lze ještě dále zjednodušit takto:

1. |Iniciali,zace.) Označkujeme všechny volné vrcholy z množiny X. Ostatní
vrcholy jsou beze značek.

2. [Pokus o značkouání, up ed.] Jestliže existuje hrana e / P vedoucí z označko-
vaného vrcholu r , X do neoznačkovaného vrcholu a e Y, pak označkujeme
vrchol 3t a pokračujeme podle kroku 3. Neexistuje-li taková hrana, značkování
končí, st ídavá cesta spojující volné vrcholy neexistuje.
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3, |Test nalez.enÍ, cestY.] Je-li právě označkovan vrchol y voln;i, značkovací
Procedura konČÍ, je nalezena st ídavá cesta s voln mi kiajními vrcholy. Je_-li vrchol g párováním p na ycen, pokračujeme podle kroku +.

4, |ZnaČkoudnÍ, uzad.] Označkujeme vrchol z mno žiny X , kter;f je spárován
s vrcholem g, a pokračujeme po,dle kroku 2.

JestliŽe takto uPravená značkovací procedura skončí, aniž na1ezla st ídavou cestu
s voln; mi krajními vrcholy, pak stávající párování jižje maximální. Drikaz tohoto
driteŽitého tvrzení vypl;vá z véty g.2.3 nebo takéL analogie s toky v sítích (věta
8.3.7).

9,3,3 KÓnigova věta. Buďdán bipartitní graf G se stranami X a )z. počet hran
v maximálním párování v grafu G je roven

(9.1) .tlrtx \ Ál + lvc(A)D .

PozNÁuxe: Tato věta má pro párování v bipartitních grafech podobn.!r v rznam
jako Fordova-Fulkersonova věta 8.3.8 pro toky v sítích. Množinu-A, pro kterou ve
vYraze (9.1) nastává minimum, lze sestrojit pomocí značkovací proceáury.
Důxnz: Ke grafu G sestrojme transportní síť, T podle 9.3.1.

Vezměme libovolnou množinu A e X a uvažujme ez W(Z) určen množinouvrchol Z =.{r}u AuVg(A). (viz obr. 9.6.) Tento re, obsahuje |x \á| hranz mnoŽinl E+(r) u lUc(A)| hran z množiny E-(s). Tyto hrany mají jednotkové
kaPacitY, ostatní hrany kapacitu ezu neovlivňují. Kapacita reruw (z) jeiedy rovna
lX \ /l + |VG@)|. Proto žádné párování nemrižó mít více než |X \ ,4l Í v"raj| hran.

Obrázek 9.6: K drikazu Kónigovy věty.

ZbYvá dokázat, Že existuje množina A g X, pro kterou nastane rovnost. podle
FordovY-FulkersonovY věty 8.3.8 je velikost maximálního toku, tj. velikost párování,
rovna kaPacitě minimálního ezu. Dokážem e, že minimáln í ez má popsany tvarW(Z), kde Z - {z}u AUV,(A) pro nějakou množinu Á C x.

tVc(A)
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Uvažujme tedy někter; maximální tok / a použijme na něj značkovací proceduru
8.3.5, str. t4I. V slednou množinu označkovanlich vrcholri označme Z a dále
označme A _ X n Z. (Yíz obr. 9.6 na p edchozí straně.)

Uvažujme libovoln vrchol r e A. Jestliže vrcholem c neprotékážádn tok, pak
vrchol r byl označkován po hraně ze zdroje z a určitě jsou označkovány všechny
vrcholy množiny Vc@).Jestliže vrcholem r tok protéká, pak vrchol r nemohl
b t označkován po hraně ze zdroje (neboť je nasycena tokem), musel tedy b t
označkován po (jediné) hraně, kterou tok z vrcholu r odtéká. Pak ovšem musel b t
koncov vrchol této hrany označkován d íve než x. Ostatními hranamí z E+(r)
tok neteče, proto jejich koncové vrcholy jsou jistě označkovány (kdyby nebyly, bylo
by možno dále značkovat). Tím je dokázáno, že Vg(A) g Y n Z. Žádn vrchol
z množiny )' \ Vc@) nemriže byt označkován, neboť do něj nevede žádná hrana
z označkovaného vrcholu (tj. , množiny Á). Platí tedy

vc@) _y n z a z _ {z}u Á u vc(A),

a pro množinu A tedy nastává rovnost.

9.3.4 Hallova věta. Nechť G je bipartitní graf se stranami X aY. V grafu G
existuje pároviá,ní, které nasycuje množinu X právě tehdy, když

pro každou množinu Á g X platí lÁl š lvc@)l

Důxez: Pokud existuje párování nasycující množinu X, pak podmínka (9.2)

triviálně platí. Zajímaváje pouze opačná implikace.
Z podmínky (9.2) plyne, že pro každou množinu A e X platí lX\Ál +|VG@)| _

_ lxl _lAl+|vc@)l > lXl. Podle Kónigovy věty je tedy počet hran v ma>cimálním

párování větší nebo roven lX|. Větší b t ovšem nem že, proto je roven |X|. ú

9.3.5 Věta. Jestliže v bipartitním grafu G se stranami X, Y pro každé r , X
aa e Y platí d(") > d(y), pak v G existuje párování, které nasycuje všechny vrcholy
množiny X.
Důxaz: Označme

(9.2)

a také

dx : T*a@)

Platí tedy dy ) dv. Vezměme nyní
v ezu W (A) platí

lW(A)| > |A|.dx

lW (A)l s lW (V(á))l < lv (A)l . dv

odtud lAl.dx <lv(A)l .dr, a poněvadž dx ) dv, ptatí lÁl š lV(A)|. Toto platí
pro libovolnou množinu A e X.Podle Hallovy věty tedy existuje párování, které
nasycuje množinu X. n

a dv = ma+ d(u) .

a,Y

libovolnou množinu Á g X. O počtu hran
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9.3.6 Cvičení. Dokažte, že z p edpoklad p edchozí věty plyne, že lxl š l l.charakterizujte grafy, pro které jsou splněny p edpoklady uĚty á platí lxl -lyl
g.3-7 CviČenÍ. Pomocí p edchozí věty dokažte, že v p íkladu g.1.6 (taneční)
existuje ešení, tj. perfektní párování.

9.3.8 Věta. V každém bipartitním grafu existuje párování, které nasycuje vše-
chny vrcholy s maximálním stupněm.

DŮxez: Označme k maximální stupeň vrcholu. Graf doplníme nov mi hranami
a vrcholy tak, aby byl bipartitní a všechny vrcholy měly stupeň /c. V takto vzniklém
grafu mají obě strany stejn; počet vrcholri a podle věty g.3.5 v něm existuje
Perfektní párovánÍ. Nyní ze zvétšeného grafu vypustíme všechny p idané hrany
a vrcholy. TÍm získáme párování v privodním grafu. Toto párování nasycuje všechny
vrcholy stupně k, neboť k nim nebyla p idána žádná hrana. D

9.3.9 Věta. Nechť v bipartitním grafu G se stranami X, existují dvě párování
Pt, Pz. Nechť Párování P1 nasycuje množinu vrcholri Xr e X a párov ámí Pz nasycuje
mnoŽinu Yz e I/. Potom existuje párování P e P1LJ Pz, které nasycuje obě množiny
Xr X iY2 EY.
DŮxaz: Označme G' faktor grafu G s množinou hran Pr u Pz.Y grafu G' maji
vŠechny vrcholy stupeň 0, 1 nebo 2, komponenty souvislosti grafu G' jsou tedy
izolované vrcholy, cesty a kružnice.

PoloŽme P : Pt Jestliže P nasycuje všechny vrcholy z Yz, pak P je hledané
PárovánÍ. JestliŽe P nenasycuje někter vrcho| a e Y2, pak vrchol 3r je krajním
vrcholem cesty, která je komponentou souvislosti grafu G'. Ttrto cestu mrižeme
Pokládat za st ídavou cestu vzhledem k párování P; provedme změnu P podél této
cesty. Nyní je vrchol 9 nasycen v P a všechny vnit ní vrcholy cesty také zristávají
nasYcenY v P. OznaČme u druh; krajní vrchol cesty. Jestliže u e X , pak je nyní
vrchol 3l nasycen v P. Jestliže u Y, pak sice není nasycen v P, ale není tohó t eta,
neboť v tomto p ípadě byl vrchol u nasycen pouze v Pt,a tedy u í Yt Opakováním
tohoto Postupu budeme měnit párování P tak, že bude nasycovat stále větší počet
prvkri množiny Y2 a zároveň celou množinu X1. tr

9.4 Píiíazovací riloha
Uvedeme tzv. mad'arsky algoritmus pro ešení p i azovací rilohy, tj. pro hledání
nejlevnějŠÍho perfektního párování v ťrplném bipartitním grafu Kr,n,jehož hrany
jsou ohodnoceny cenami. Algoritmus je založen na změnách cen, které nemají vliv
na v;isledné ešení.

9.4.1 Matice cen a její transformace. Buď G ripln bipartitní graf se stra-
nami X,Y takov , že|X| - l l = n. P edpokládejme,že vrcholy obou stran X,
I/ jsou očíslovány čísly I,2,...,n. Hrany grafu G mťržeme bez írjmy na obecnosti

17l

platí
které

D
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ztotožnit s uspo ádan; mi dvojicemi vrcholri (*,a) . X x Y. Ceny hran pak mrižeme
p irozen; m zprisobem uspo ádat do tvaru matice C, jejíž libovoln; prvek c(i, j) je
cenou hrany (i, j).

Vezměme libovolné ohodnocení vrcholri grafu G rcáInymi čísly p(u) pro u

e V (G) a na základě tohoto ohodnocení definujme matici transformovan; ch cen C,
p edpisem

cr(i, j) = c(i, j) - p(l,) - p(j) .

TYansformací cen se optimální ešení p i azovací írlohy nezmění, neboť cena každého
perfektního párování se sníží o tutéž hodnotu

!r(r)+|n(il_ 
' 

p@).
iQX jY u ,V(G)

(Ově te na p íkladě!)
Ohodnocení vrcholri p nazveme p í,pustn m ohodnocení,m,, jsou-li všechny trans-

formované ceny nezáporné, tj. cr(i, j) : c(i, j) - p(l,) - p(j) > 0.

Je-li p p ípustné ohodnocení vrcholri, pak gratem roanosti G, nazveme faktor
grafu G, kter; obsahuje právě ty hrany grafu G, jejichž transformovaná cena je

nulová, tj. c(i, j) : p(i) +p(j). Poznamenejme, že všechny ostatní hrany grafu G
mají transformované ceny kladné. Platí tedy tato věta:

g.4.2 Věta. Jestliže graf rovnosti G, určen; ohodnocením vrcholri p obsahuje

perfektní párování P, pak párování P je optimálním ešením p i azovací Írlohy.

Důxaz: Párování P má v transformovan ch cenách Co nulovou cenu. Žaane iiné
párování nemriže blit levnější, protože matice Co neobsahuje záporné prvky. P je
tedy nejlevnějším párováním vzhledem k transformovan m cenám Co. Pakje ovŠem

nejlevnější i vzhledem k privodním cenám C. n

PoznÁuxa: P i notné dávce štěstí bychom mohli párování P a ohodnocení p
uhodnout a pomocí této věty pak už jen ově it, že jsme hádali správně.

g.4.3 Madhrsk algoritmus pro p i azovací rilohu. Hlavní myšlenka tzv.
madbrského algoritmu spočíváv na\ezení takového p ípustného ohodnocení vrcholri,
že v p íslušném grafu rovnosti existuje perfektní párování.

Y chozí transformovanou matici cen a p ípustné ohodnocení vrcholri získáme
tím, že od každého ádku privodní matice cen odečteme minimální cenu. Tím zís-

káme v každém ádku alespoň jednu nulu. Tutéž operaci mrižeme provést také se
sloupci, pak i každ sloupec obsahuje alespoň jednu nulu. K takto získané trans-
formované matici cen Co sestrojíme graf rovnosti Gp a v něm najdeme maximální
párování (víz 9.3.2, str. 168) . Získáme-li takto perfektní párovánÍ, je írloha vy ešena.

Jestliže v grafu Go perfektní párování neexistuje, pak v něm podle Hallovy věty
existuje množina A e X taková, že |A| > lVco(Á)|. Tuto množinu najde značkovací
procedura 9.3.2 p i neirspěšném pokusu o nalezení st ídavé cesty s volnymi krajními
vrcholy: A _ Z fl X, kde Z je množina všech označkovan;ích vrcholri.
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AbYchom mohli v grafu rovnosti Go zvětšit párování, pot ebujeme označkovat
dalŠÍ vrchol. K tomu je t eba p idat ke grafu Go něktirou hranu, která vede
z mnoŽinY Á do neoznaČkovaného vrcholu v množině Y. Pot ebujeme tedy změnit
cenY, ale chceme to udělat tak, abychom tuto změnu mohli pokládat za transformaci
cen ve smyslu 9.4.1.

ZvYŠÍme teďy p(i,) na množině .4. a zároveň snížíme p(j) namnožině Vc,(A) o tu-
téŽ hodnotu d takovou, aby se vynulovala transformovaná cena na některé hraně
vedoucí z A do Y 

_\ Vcr(A) 
" 

p itom aby všechny transformované ceny zristaly
nezáPorné. Prakticky to vypadá tak, že hodnota d bude rovna minimu (ze součas-
n; ch transformovan ch) cen v prrisečíku označkovan; ch ádk a neoznačkovan;ich
sloupcri.

Takto Proveden á zména ohodnocení zaručuj e, že v grafu rovnosti zristanou
vŠechnY hranY tvo ící párování a také všechny hrany, které byly použity k označko-
vání některého vrcholu. Navíc však ke grafu rovnosti p ibudó alóspoň jedna hrana,
Po které bude moŽno označkovat alespoň jeden další vrcho1. (p itom ovšem mriže
některá nepot ebná hrana z grafu rovnosti také zmizet.)

V takto upraveném grafu rovnosti opět hledáme maximální párová,ní, tj. znovu
PouŽijeme znaČkovací proceduru a buď zvětšíme párování, .r"to znovu měníme
ohodnocení vrcholťr, abychom mohli označkovat další vrchol. po konečném počtu
krokťr nutně získáme perfektní párování, které je podle věty 9.4.2 optimálním
ešením p i azovací írlohy.

Mad'arsk;i algoritmus pro ešení p i azovací írlohy lze shrnout takto:

1. [PoČáteČnÍ, p Í,pustné ohodnocení, urchot .) Pro každé i, e X položíme p(i) :_
:: min76y c(i,, j). Prokaždé j eY dálepoložímep(j):-- min;671 ("(i, j)-'p'(x)).

2. |Graf rounosti.] Sestrojíme faktor Go grafu G takov.lr, že

E(G _ {(i,, j) e E(G) l "Q,il - p@ - p(j) - 0} .

3. fMaximdlnÍ, párouónÍ.] Sestrojíme maximální párování p v grafu Gr. Je_li toto
Párování PerfektnÍ, q poČet končí, v;isledné perfektní párování je nejlevnější.

4. [Změna P Í,pustného ohodnocení, urchold.] Není-li párování P perfektní, nalez-
neme množinu A C X takovou, že |A| > lVco(,4)l, uypočteme

d : min{c(i,,j) - p(i) - p(j) | i e A,j ť Vc,(A)}

a změníme p ípustné ohodnocení vrchol takto:

p(i,) :_ p(i,) + d pro všechna ,i e A,
p(j) :: p(j) - d pro všechna j e Vc,(A).

Pokračujeme podle kroku 2.

česovÉ ruÁRoxy: O(rn).
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g.4.4 P íklad. Řešme p i azovací rilohu, která je dána touto maticí cen:

5 3 7 4 5 4
101110783
18 7 6662
612 2198
8 4 4411
4 8 1374

Odečtením ádkov ch minim od jednotliv ch ádk získáme tuto transformovanou
matici cen a ohodnocení p(i) vrchol strany X:

p(i)
2 0 41
7 874
16 5 44
511 10
7 333
3 7 02

Podobně odečteme od každého sloupce sloupcové minimum. Tím získáme v chozí
ohodnocení p(j) vrcholri strany Y a transformovanou matici cen, která již obsahuje

v každém ádku a v každém sloupci alespoň jednu nulu. Sestrojíme p íslušn graf

rovnosti a v něm zvolíme (v podstatě libovoln; m zprisobem) v chozí párovánÍ.

Značkováním jsme našli st ídavou cestu s voln mi krajními vrcholy a podél této
cesty změníme (tj. zvětšíme) párování. Matice transformovan ch cen ani samotn
graf rovnosti se tím nemění. Poněvadž v sledné párování ještě není perfektnÍ,

pokračujeme dalším značkováním z volného vrcholu:
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OznaČkované vrcholY a jim odpovídající ádky a sloupce jsou označeny šipkami.velikost změny p ípustného ohodno..rrí vrcholri d = 
-4 

ziskáme jako minimum
z transformovanYch cen v prrisečíku označen,ch ádkri a neoznačen ch sloupcti, tj.zde druhého a t etího ádku a prvního až pátého sloupce. Po transformaci matice
dostaneme:

V transformované matici p ibylo několik nul a v grafu rovnosti p ibylo několik
!ran,_ 

Hrana (S,0) naopak z grafu rovnosti ubyla. Párování stále ještě nelze zvét-
Šit, ale zvětŠil se alesPoň počet označkovan ch vrchol . Opět vybíráme minimum
z PrriseČÍku označkovan;. ch ádk a neoznačkovan ch sloupcri, tátokrát d, = l:

NYní jiŽ v grafu rovnosti existuje st ídavá cesta, podél níž |ze párování zvětšit.
Dokonce jsou zde_t i takové cesty, nakreslena je pro p ehlednost polze jedna z nich.T i vYsledná perfektní párování jsou na obr. d.7. C.nu každého z nich je rovna
součtu ohodnocení vrchol , tj. 18.

>< S,ťXX
obrázek 9.7: T i rovnocenná optimální ešení p íkladu g.4,4.

9,4,5 CviČenÍ. ŘeŠte tutéž p i azovací írlohu, ale volte jinak v chozip ípustné
ohodnocení vrcholri a v chozí graf rovnosti. V; sledné optimální p i azení musí mít
samoz ejmě stejnou cenu, ale postup vypočtu m že blii trodně oánSnY.
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9.4.6 Poznámka. P i q počtu na počítači se obvykle graf rovnosti explicite
nesestrojuje, maximáIní párováni lze hledat pomocí nulovych prvkri matice Cp,
značkují se p itom ádky a sloupce matice.

g.4.7 Jiné algoritmy pro p i azovací ťrlohu. P i azovací ťrlohu lze pokládat
za speciální p ípad klasické dopravní írlohy 8.2.4, str. 135, kde X je množina
dodavatel , Y je množina spot ebitelri a kapacity všech dodavatelri i spot ebitelri
jsou jednotkové. Dopravní ťrlohu pak lze ešit buď speciálním algoritmem, nebo jako
ťrlohu o nejlevnější cirkulaci.

Jinou možnost p edstavuje p evod p i azovací írlohy na irlohu o nejdražším
párování v témže plném bipartitním grafu. Tento p evod spočívá ve změně cen

hran (viz cvičení 9.1.8). V slednou írlohu o nejdražším párování v bipartitním grafu
pak lze ešit tak, že vyjdeme z prázdného párování, které postupně zvětšujeme, a to
vždy podél st ídavé cesty, která spojuje dva nenasycené vrcholy a která má vzhledem
ke stávajícímu párování největší cenu (viz 9.2.4).Lze ďokázat,že takto dostaneme
nejdražší párování, které je zároveň optimáIním ešením p i azovací írlohy.
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Kapitola 10

Eulerovské tahy

10.1 Základní pojmy a aplikace
10.1.t Eulerovsk tah, pokr vání hran. P ipomeňme, že tah je sled, kter
neobsahuje žádnou hranu dvakrát (viz I.5.2, str. 20). Eulerousk tah je takov
tah, kter obsahuje všechny hrany grafu (tedy každou hranu p esně jedenkrát).
Eulerovské tahy dělíme na orientoaané a neorientouané ana uzau ené a neuzau ené.

Řekneme, že soustava tahri pokr ud, hrany grafu,jestliže kažďá hrana grafu leží
p esně v jednom z nich. Eulerovsky tah je tedy takov tah, ktery sám pokr; vá
všechny hrany grafu.

V souvislosti s eulerovsk mi tahy lze formulovat a ešit tyto irlohy:

1. Rozhodnout, zda v grafu existuje eulerovsky tah.
2. Sestrojit eulerovsk tah.
3. Najít nejmenší počet tah , které pokr vají hrany daného grafu.
4. V daném souvislém grafu, jehož hrany jsou ohodnoceny kladn; mi čísly, najít

nejkratší uzav eny sled, kter obsahuje všechny hrany grafu (každou hranu
aspoň jedenkrát).

Pro ešení těchto írloh jsou známy rychlé (polynomiální nebo dokonce lineární)
algoritmy.

Snadnost ešení těchto írloh je v pozoruhodném kontrastu s obtížností tzv.
hamiltonovsk;fch írloh, které uvedeme v kapitole 12 (viz L2.L4, str. 198).

10.1.2 Sedm mostri města Královce. Město Královec (Konigsberg, dnešní
Kaliningrad) leží nab ezích eky Pregel a na dvou ostrovech. B ehy a ostrovy byly
v 18. století spojeny sedmi mosty zhruba podle obr. 10.1 na následující straně.
Obyvatelé města se tehdy bavili otázkou, zďa je možno vykonat procházku, která by
vedla p es každy most p esně jedenkrát. Samoz ejmě se p i tom nesmělo plavat p es
eku. Dokonce se o tom uzavíraly a prohrávaly sázky, dokud Leonard Euler v roce

1736 nedokázal, že taková procházka není možná. Eulerriv zptisob ešení této h íčky
b; vá označován za počátek teorie grafii (historické podrobnosti viz [Šišma9|).
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(tloha o sedmi mostech je ekvivalentní llrlloze najít v grafu, kter; je nakreslen na
obr. 10.1 vpravo, eulerovsk tah.
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Obrázek 10.1: Sedm mostri města Královce a odpovídající graf.

l0.1.3 Kreslení co nejmenším počtem tahri. Na hledání eulerovského tahu
lze zíejm m zp sobem p evést známou írlohu, nakreslit nějak dan; obrázek (t eba
,,domeček") jedním tahem, aniž bychom kreslili některou čáru dvakrát a aniž
bychom zvedli tužku z papíru. Od této lohy je z ejmě odvozen termín tah. lKažd r
asi ví, že na některé obrázky jeden tah nestačí.

Vzniká tedy p irozená otázka,jak; nejmenší počet tahri je k nakreslení nutn;i.
Nemusí p itom jít jen o zábavnou írlohu. Nap . p i kreslení pomocí počítače je

ričelné minimalizovat počet a délku p ejezd pisátka bez kreslení. Poněvadžkaždá
čára by se měla kreslit p esně jedenkrát, je tato ťrloha p íbuzná loze 4. Pozor,
nikoli totožná, a to ze dvou drivodri: obrázek nemusí b t souvisl;f a navíc mohou
b t p ejezdy pisátka p ímočaré a nemusí probíhat podél kreslen;ich čar. Je-li však
kresba souvislá, |ze k ešení použít postup podobn algoritmu 10.3.2.

10.1.4 Útloha čínského pošťrika. Pošťák musí p i roznášce pošty projít všechny
ulice svého rajónu. Jak má postupovat, aby ušel co nejméně kilometrri?

Tato Írloha je pouze slovním vyjád ením ťrlohy 4, uvedené v 10.1.1. Jin;im
p íkladem ze stejného soudku je optimalizace jízdy kropicího vozu, kter; má
pokropit všechny ulice ve městě. Řešením se budeme zab vat v 10.3.

10.1.5 De Bruijnova posloupnost je p íkladem d myslné aplikace eulerov_
sk; ch tahri:

Máme dáno kladné číslo k. Útkolem je najít co nejdelší cyklickou posloupnost nul
a jedniček takovou, že žáďné dvě &-tice po sobě jdoucích cifer nejsou stejné. Taková
posloupnost se naz vá de Bruijnoua posloupnost.

Tato ťrloha souvisí s kódováním zhruba takto: obvod otáčejícího se kotouče má
byt označen nulami a jedničkami tak, aby bylo možno určit p esnou pozicí kotouče
p ečtením pouze k po sobě jdoucích číslic.

ŘPŠBNÍ: Počet posloupností tvo en ch & nulami a jedničkami je 2&. Proto délka
hledané de Bruijnovy posloupnosti nem že b t větší než 2k. Pomocí eulerovsk ch
tahri dokážeme, že posloupnost o délce 2e existuje, a získáme návod, jak ji sestrojit.
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Vezměme graf, kteru má2e-1 vrcholti, viz p íklad na obr. 10.2 pro k = 4. Vrcholy
označíme všemi (/í - l)-ticemi nul a jedniček. Graf bude mít 2k hran označen ch
všemi k-ticemi nul a jedniček, a to tak, že hrana označená (rr,*r,..., frk_1,,frk)
povede z vrcholu (*r,*r,...,frk_L) do vrcholu (*r,...,frk_I,r*). To znamená,
že z každého vrcholu vychází p esně dvě hrany; jejich označení se liší pouze na
posledním k-tém místě, jedna hrana tam má jedničku a druhá nulu. Podobně do
každého vrcholu vchází dvě hrany, jejichž označení se liší v první číslici.

c = 1100 100110

a: II1K
\i=1101 k=0100,/
\ j=1010 ,/

n_oroo@1-1001
,/ n_0101

,/p=tOtt rn_0010\

\tooo
roo}6

,/e/í _ooot

_ 0000

9 = 0011

Obrázek 10.2: Graf pro konstrukci de Bruijnovy posloupnosti pro /c : 4. Na_
p íklad eulerovskému tahu abcdeíshWffiísrlťovídá de Bruijnova posloupnost

Libovoln sled v takovémto grafu mrižeme snadno zakódovat pomocí posloup-
nosti nul a jedniček: každá číslice vyjad uje jednu ze dvou možností jak pokračovat
z daného vrcholu, kter; je označen p edcházející (k - l)-ticí.

P vodní ťrloha o de Bruijnově posloupnosti je tedy p evedena na hledání uza-
v eného orientovaného eulerovského tahu v popsaném grafu. Tento grafje souvisl
a pro každ r jeho vrchol r platí d+ (") - d- (r), proto podle věty 10.2 .2 požadovan;i
eulerovsk tah existuje. Dokonce je z ejmé, že eulerovsk ch tah (a tedy i de Bru-
ijnoq ch posloupností) mriže existovat několik.

Ve v še uvedené { oze jsme použili abecedu o dvou symbolech, totiž {0, 1}.
V; Še popsanou konstrukci lze snadno zobecnit i pro libovolnou větší abecedu. Má_li
abeceda n prvkri, bude mít de Bruijnova posloupnost délku ne.

10.1.6 CvičenÍ. Najděte de Bruijnovu posloupnost pro k = 3 a n : 2. Kolik
takov; ch posloupností je? Řešte tutéž írlohu pro k = 2 a n _ 3.

I0.2 Existence a hled ání eulerovskych tahri
10.2.1 Věta. (Euler 1736.) Nechť graf G je souvisl;i. Pak v grafu G existuje
neorientovan uzav en eulerovsk tah právě tehdy, kďyž každ vrchol grafu G má
sud stupeň.

DŮxl,z je témě shodn s drikazem nasledující věty 10.2.2. Proto obě věty doká-
žeme společně. D

001011
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t0.2.2 Věta. Nechť graf G je souvisl;. Pak v grafu G existuje orientovany
uzavíeny eulerovsk tah právě tehdy, když pro každ vrchol o platí d+(r) _ d-(u).
Důxaz: Drikaz jedné z implikací je velmi snadny: P edpokládejme, že v grafu
existuje uzavíen eulerovsk;i tah (orientovan;i nebo neorientovan; ). P edstavme si
cestovatele, kter;i procházi grafem podél tohoto tahu. Z ejmě platí, že kolikrát p išel
do nějakého vrcholu u, tolikrát z něj musel i odejít. Poněvadž p i tom projde každou
hranou p esně jedenkrát, plynou odtud okamžitě tvrzení o stupních vrcholri: d(u)
je sud; pro neorientovan; tah a d+(r) - d- (u) pro tah orientovan .

Opačná implikace je těžší, dokážeme ji tím, že popíšeme (a dokážeme) postup,
jak eulerovsk tah sestrojit, jsou-li splněny p edpoklady jeho existence, tj. souvislost
a vlastnosti stupňri.

Začněme z libovolného vrcholu rg a procházejme hranami grafu libovolně, ale
tak, abychom žádnou hranou nešli dvakrát. Takto pokračujeme, dokud je to možné,,
tj. dokud z vrcholu, kam jsme právě p išli, vycházíještě nějaká dosud nepoužitá
hrana. Tato procházka zce|a jistě skončí v rg, protože díky vlastnostem stupňri
nemriže skončit nikde jinde a díky konečnosti grafu někde skončit musí. Nalezli
jsme tedy nějak uzav en tah.

Nyní jsou dvě možnosti. Je-li tento tah eulerovsky, jsme hotovi. Není-li tah
eulerovsk , pak někde v grafu existuje hrana, která v tahu neleží. Mezi r9 a touto
hranou existuje cesta (neboť graf je souvisl; ) a někde na této cestě musí existovat
vrchol 11, kterym prochází tah a z něhož ještě vychází nějaká nepoužitá hrana.
Ve vrcholu 11 tah p erušíme (rozpojíme) a začneme opět procházet nepoužit;fmi
hranami a tím tah (kter je nyní otev eny) prodlužovat. Díky vlastnostem stupňri
toto prodlužování skončí ve vrcholu frt. V tomto vrcholu navážeme novou část tahu
na privodní, čímž získáme uzav eny tah, kter má více hran.

Tento postup (p erušování a prodlužování tahu) opakujeme, dokud existuje
hrana, která v tahu neleží. Díky konečnému počtu hran v grafu G nakonec jistě
dostaneme tah, kter je eulerovsk . tr

10.2.3 Poznámka. P edpoklad souvislosti v p edchozích dvou větách je zby-
tečně siln; : izolované vrcholy by nevadily.

10.2.4 Cvičení. Dokažte, že (slabě) souvisly orientovan graf, jehož každ;f vr-
chol u splňuje d+(r) - d- (r), je také silně souvisl .

10.2.5 Algoritmus pro hledání uzav eného eulerovského tahu. Postup
byl již vysvětlen v drikaze věty 10.2.2. ZaméŤíme se na jeho efektivní provedení.
V algoritmu se st ídavě provádějí dvě fáze:

1. Existující tah prodlužujeme, dokud se nestane uzav en;fm.
2. Uzav en;f tah kontrolujeme, zda je eulerovsk;i.

P i kontrole procházime podél tahu a v každém vrcholu r testujeme, zda v mno-
žiné E(r), pop . E+(r) existuje hrana h, která dosud není obsažela v tahu. Pokud
takovou hranu h najdeme, p erušíme kontrolu, tah ve vrcholu r rczpojíme a začneme
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10.2. Existence a h]edání eulerovskych tah

jej Prodlužovat počínaje hranou h. Prodlužování skončí ve vrcholu r. Po propojení
staré a nové Části tahu pokračujeme v kontrole počínaje vrcholem r (p eách-azěiici
Část tahu je jiŽ zkontrolována) a postupujeme podél nové části tahu (ia doud není
zkontrolována). TÍm je zajištěno,, že nejen p i prodlužování, ale i p i kontrole postu_
Pujeme podél kaŽdé hrany pouze jedenkrát. Cel postup tedy vyžaduje čas O(n+m).

10.2.6 P Íklad. Sestrojme uzav en; orientovan] eulerovsk; tah v grafu, kter je
nakreslen na obr. 10.3. Použijeme postup 10.2.5. Abychom se vyhnuli nejednornič-
nosti, budeme k prodlužování tahu volit vždy hranu s nejnižším číslem a začneme
ve vrcholu ut.

Obrázek 10.3: Graf k p íkladu 10.2.6.

V prvé fází získáme tah tvo en hranami L, 2, 4,6. P i kontrole zjistíme, že
ve vrcholu ul jsou vŠechny hrany obsaženy v tahu, ale z vrcholu u2 v chází dosud
nepouŽitá hrana 5. Tah tedy rozpojíme mezi hranami 2 a 4, prodloužíme jej o hrany
5, 3, 8 a znovu spojíme. TÍm získáme uzav en; tah L,2,5,3, 8, 4, 6. Pokračujeme
v kontrole tam, kde jsme ji p erušili, tj. ve vrcholu u2 (ten je již v po ádku) a dále
YQ U3, kde zjistíme, že z ug vycbání nepoužitá hrana 7. Tah proto rozpojíme mezi
hranami 5 a 3 a prodloužením získáme tah 1, 2,5,7,3,8,4,6. Datší kontrola ve
vrcholech u3lu3,,u4,u2,ua již ukáže, že tento tah je eulerovsk;f.

t0.2.7 Věta. Nechť graf. G je souvisl;f a obsahuje k vrchol lichého stupně. Pak
nejmenŠÍ počet neorientovanych tahri pokr vajících hrany grafu G je roven klz.
DŮxnz: Nejprve si uvědomme, že číslo k je sudé: Součet všech stupňri je roven
2|E(G)l, a je tedy sud . Kdyby & bylo liché, musel by součet všech stupňri b; t lich; ,
což by byl spor (součet lichého počtu lichych čísel je vždy lich ).

P idejme nyní ke grafu G celkem kf2 hran, které budou spojovat vždy dva
vrcholY lichého stupně. Tím dostaneme souvisl; gtať. G' , v němž všechny vrcholy
budou mít stupně sudé. Podle věty 10.2.1 tedy v grafu G' existuje uzav eny
neorientovan eulerovsk tah.

Nyní odstraňme z grafu G' p idané hrany. Tím jednak dostaneme ptivodní
graf G, jednak se nám uzav en eulerovsk tah v G' rozpadne na celkem kf2
neuzav enych tah , které dohromady pokr;fvají všechny hrany grafu G. D

10.2.8 Cvičení. Kolik tahri je nutn ch k pokrytí všech hran neorientovaného
grafu, o kterém víme, Že má 3 komponenty souvislosti, 2 vrcholy lichého stupně
a Žádn'izolovan vrchol? Bylo by možno určit pot ebn počet tahri, kdyby poeut
vrcholri lichého stupně nebyl 2, ale 4?.

1B1
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t0.2.9 Věta. V orientovaném grafu G bez izolovan ch vrcholri existuje orien-
tovan; neuzav en eulerovsk; tah právě tehdy, když graf G je souvisl a existují
v něm dva vrcholy *,y takové,,že d+(r) _ d-(r) * 1 a d+( - d-(u) - 1a pro
všechny ostatní vrcholy u platí d+(r) _ d-(u).

Důxaz je podobn; d kazu věty 10.2.7. D

t 0.2.10 Cvičení. Najděte zprisob, jak pro (slabě) souvisl orientovan;i graf
zjistit na základě stupňri vrcholri nejmenší počet orientovan;ich tahri, které pokryvají
jeho hrany. Návod: pro každ; vrcholvypočtěte číslo R(t,) =d,*(r) - d-(r).

10.3 (Jloha čínského pošťáka

10.3.1 ťlloha čínského pošťrika. Pošťák má projít všechny ulice města a vrátit
se do v chozího místa, a to tak, aby ušel co nejméně kilometr . P eloženo do eči
grafti, jde o tuto ťrlohu:

Je dán neorientovan; souvisl;f graf, jehož hrany jsou ohodnoceny kladn mi čísly.
Úkolem je najít nejkratší uzav eny sled, kter; obsahuje všechny hrany grafu.

10.3.2 Řešení rilohy čínského pošťáka. Je z ejmé, že existuje-li v grafu eule-
rovsk tah, je tento tah hledan m optimálním ešením.

Pokud v grafu eulerovsk tah neexistuje, pak sled, kter obsahuje všechny hrany,
musí někter mi hranami ptocházet dvakrát nebo i vícekrát. Lze však dokázat (viz
cvičení 10.3.4), že nejkratší sled prochází každou hranou pouze jedenkrát nebo
dvakrát. Hledáme tedy sled, v němž je nejmenší součet délek hran, které jsou
procházeny opakovaně (tj. dvakrát).

V nejkratším sledu, kter obsahuje všechny hrany grafu, tvo í opakovaně pro-
cházené hrany soustavu cest, které spojují vždy dva vrcholy lichého stupně. Lze
dokázat, že tyto cesty jsou navzájem hranově disjunktní, tj. že žádná hrana grafu
neleží ve dvou rrizn; ch takovych cestách (viz cvičení 10.3.5).

Klíčem k ešení írlohy tedy je rozdělit vrcholy s lich m stupněm do dvojic, a to
tak, aby součet délek nejkratších cest mezí vrcholy ve dvojicích byl nejmenší. Toto
je vlastně ťrloha o párování, v níž je však t eba spárovat pouze vrcholy lichého
stupně. Mtižeme se na to dívat také tak, že hledáme nejlevnější perfektní párování
v pomocném írplném grafu K, jehož vrcholy jsou všechny vrcholy lichého stupně
p vodního grafu G a délky hran grafu K jsou délky nejkratších cest v grafu G.

Cel; postup ešení lze shrnout takto:

1. V daném grafu G najdeme množinu -L vrcholri s lich m stupněm.

2. Pro všechny dvojice (r,a) vrcholri množiny .D vypočteme délku u(r,y) nej-
kratší (neorientované) cesty z r do g.

3. Na množině vrcholri .L definujeme ťrpln; graf, K,jehož hrany jsou ohodnoceny
délkami nejkratších cest u(x,a).

4. V grafu K najdeme nejlevnější perfektní párování P (viz kapitola g).
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5. Pro každou hranu (r, grafu K, která leživ párování P, vezmeme všechny
hranY P vodního grafu G, které tvo í nejkratší cestu z r do y, ake grafu G
p idáme kopie všech těchto hran. V grafu Gl , kter.!, takto získáme, buáou mít
všechny vrcholy sud stupeň.

6. V grafu G' sestrojíme eulerovsk; tah. Tento tah prochází všemi p idanymi
hranami, coŽ odpovídá opakovanym prťrchodrim hranami p vodního grafu.

7. V eulerovském tahu nahradíme všechny p idané hrany jim odpovídajícími
hranami grafu privodního. Tím získáme hledan; nejkratší sled, ktery ptochází
všemi hranami grafu G.

D kaz správnosti tohoto algoritmu se opírá o fakt, že součet délek opakovaně
Procházen ch hran je roven ceně nejlevnějšího perfektního párování. V po čet lze
provést v čase O(* + n').

10.3.3 P Íklad. Řešme rilohu čínského pošťáka pro graf z obrázku 10.4.

Obrázek 10.4: Graf k ťrloze čínského pošťáka 10.3.3.

V grafu je šest vrcholri lichého stupně, L = {a,b,c,d,,e,í}. Úrplny graf y'í na
mnoŽině vrcholťr L je na obr. 10.5 vlevo. Hrany tvo ící nejlevnější perfektni párování
jsou v něm nakresleny silně. Na témže obrázku vpravo je nakreslen privodní graf
s P idan; mi hranami. Stupně všech vrcholri jsou v něm již sudé, není tedy probiém
najít v něm eulerovsk tah.

L
Obrázek 10.5: Řešení ťrlohy čínského pošťáka 10.3.3.
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10.3.4 Cvičení. Dokažte, že sled, kter je ešením rilohy čínského pošťáka,
nemriže procházet žádnou hranou více než dvakrát.

10.3.5 Cvičení. Dokažte, že žádné dvě cesty, které ke grafu p idáváme v kroku
5 algoritmu 10.3.2, nemají společnou hranu. Jin mi slovy, dokažte, že v grafu G'
bude ke každé hraně grafu G p idána nejv še jedna kopie. Návod: využijte faktu,
že párování P je nejlevnější.

10.3.6 Poznámka. Útlohu čínského pošťáka jsme pro jednoduchost formulovali
a ešili pouze pro kladné délky hran. Algoritmus 10.3.2 Lze polžít i na graf, kter
obsahuje hrany o nulové délce. Drikaz správnosti je v tomto obecnějším p ípadě
složitější, neboť je t eba počítat s tím, že hrana o nulové délce se mriže ve v sledném
sledu vyskytovat i více než dvakrát. To však nevadí, na délku sledu to nemá vliv.

10.3.7 Cvičení. Lze algoritmus 10.3.2 použít i na graf, kter;f obsahuje hrany
o záporné délce?
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Kapitola 11

I\P-téžké ťrlohy

V p edchozích kapitolách jsme se (až na několik v;fjimek) zabyvali írlohami, pro
které jsou známy uspokojivě rychlé algoritmy. Následující dvě kapitoly se naopak
věnují ťrlohám, které jsou (až na q_ijimky) ,,,téžké". Co to však jsou ,,těžké" ťrlohy?

Prv oddíl této kapitoly obsahuje velmi stručné shrnutí základních pojmri
a poznatkri teorie složitosti (míněno: složitosti v počtri) , zejména teorie tzv. NP-
-ťrplnosti. Uvádíme je jednak proto, aby naše v roky o obtížnosti írloh měly alespoň
trochu solidní základ, jednak proto, že se v literatuíe |ze poměrně často setkat
s v;froky o NP-írplnosti někter; ch riloh.

V klad v tomto prvém oddíle je poněkud abstraktnější a vybočuje mimo rá-
mec teorie graf . Studium tohoto oddílu mrižete p eskočit, smí íte-li se s vágním
vyjád ením,, že ,,NP-těžké irlohy jsou obtížně ešitelné".

V oddílech lL.2 a 11.3 uvedeme dvě metody, které lze použít k ešení poměrně
rriznorodych írloh (i negrafov ch). Obě metody se používají (zejména) k ešení
I p-těžk}rch írloh, obě lze pokládat za ,,inteligentní prrizkum všech mysliteln; ch
možnostÍ" a v obou se prohled ává tzv . strom ešení. Srovnání obou metod je uvedeno
v 11.3.8. Obě metody využijeme v kapitolách 12 a 13.

11.1 Časov á složitost
Teorie složitosti je část informatiky, která se (zjednodušeně ečeno a mimo jiné)
zabyvá závislostí doby ešení írlohy na velikosti instance írlohy.

11.1.1 Typ ťrlohy a instance rilohy. Slovo ,,ťtloha" se používá ve dvou r zn; ch
v znamech, mezi nimiž zde musíme pečlivě rozlišovat:

Typ (1,Iohy určuje, jak m zprisobem je riloha zadána, tj. jaká data a v jakém
uspo ádání budou tvo it zadání ťrlohy, co má b t v;fsledkem a jak;í má b;ít vztah
mezi vysledkem a zadáním. Instance lohy je konkrétní p ípad írlohy daného typu.

Známe-IÍ pouze typ rilohy, nemáme ještě co počítat, mrižeme však p em; šlet
o algoritmu, kter m bychom ešili instance tohoto typu rilohy, kdybychom nějaké
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měli. Počítat má smysl, teprve když máme konkrétní zadání, tj. instanci ťrlohy. Viz
též 1.11.3, str. 32, kde jsme tyto pojmy zavedli pro optimalizační rilohy.

Ll.L.z Velikost instance rilohy. Data, která popisují instanci daného typu
rilohy, tvo í vstup do algoritmu, ktery rilohy daného typu eší, proto o těchto datech
mluvíme jako o vstupních datech. Velikost instance pak mě íme jako objem těchto
vstupních dat. Obecně se používá počet bit , ale v grafov; ch rilohách, kde zadáním
ťrlohy je obvykle graf (a možná nějaké jeho ohodnocení), je zvykem vyjad ovat
velikost vstupních dat počtem vrchol nebo počtem vrchol a počtem hran (tj.
dvěma čísly).

1l,.1.3 Doba práce algoritmu. To je tak trochu potíž. Doba q počtu na
konkrétním typu počítače se pro teoretické rivahy nehodí, protože počítače mívají
rrizně rychlé procesory a jakékoli tvrzení by mělo velice omezenou platnost. Počet
instrukcí, které je t eba p i q počtu vykonat, je trochu lepší, ale i on závísí na typu
procesoru (procesory mívají r zné soubory instrukcí).

Proto se v teoretick ch írvahách často používá tzv. asymptotické uyjád ení, doby
práce algoritmu pomocí symbolu O (velké písmeno O). P ipomeňme (viz 1.10.6,
str. 30) jeho definici:

Nechť /, 9 jsou dvě nezáporné funkce reálné proměnné. Existují-li reálné kon-
stanty k, m takové, žepro všechna r ) m platí g(r) š kí ("), pak píšeme s _ O(í).

Zápis 9 = O(í) se vyslovuje jako ,9 je o í". Yztah g _ O(í) je vlastně
odhadem funkce g shora. Nezávisí na chování obou funkcí g a í pro ,,malé" hodnoty
argument (p esněji, pro x 1 m) a nezávisí také na násobení jedné z funkcí nějakou
konstantou.

Řekneme-Ii, že nějak;í algoritmus pracuje v čase O(í(")), kde n je velikost
instance rilohy, znamená to, že doba jeho práce na instancích od určité velikosti
q še nep esahuje nějak násobek funkce /. P itom je však možné, že pro mnoho
konkrétních p ípadri vstupních dat (t eba i pro všechny) bude tentyž algoritmus
pracovat rychleji. Dokonce i kdyby platil lepší odhad, nap . O(n'), byl by odhad
O(r') také pravdiq .

Vyjád ení doby práce algoritmu symbolem O se nezískává mě ením doby sku-
tečn; ch vlipočtri na počítači, ale teoretickym rozborem činnosti algoritmu.

Dodejme, že je t eba rozlišovat, zda máme na mysli dobu práce v nejhorším
p ípadě nebo dobu práce prriměrnou. Není q jimkou, když nějak algoritmus má
odhad prriměrné doby,práce ádově lepší než odhad pro nejhorší p ípad. Odhady pro
nejhorší p ípad jsou jednodušší (snáze odvoditelné). V této knize se témě vyhradně
zab,vámejen odhady pro nejhorší p ípad.

Asymptotické vyjád ení doby práce pomocí symbolu O má své v hody i neqi-
hody. V; hodou je to, že se zamě uje na chování algoritmu na velik ch instancích
írloh. S instancemi malého rozsahu totiž zpravidla nejsou problémy. Další vlihodou
je nezávislost na typu a rychlosti počítače, na programovacím jazyce, p ekladači,
schopnostech programátora apod.

Nevyhoda je v tom, že z asymptotického odhadu není jasné, která instance írlohy
je velká. Mriže se snadno stát, že algoritmus s horším asymptotickym odhadem
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bude na grafu o ekněme 5000 vrcholech rychlejší než jin r algoritmus, kter; je sice
asYmptoticky lepŠÍ, ale jeho rychlost se projeví až na grafech mnohem větších.

t1.1.4 Rozhodovací ťrlohy jsou takové írlohy, jejichž v sledek je buď ,,ano'',
nebo ,, l ".

Mnohé (ovšem zdaleka ne všechny) rozhodovací rilohy jsou odvozeny z optima-
lizačních írloh jako jejich rozhodovací verze: k zadání rilohy se p idá konstanta .Ií
a ptáme se, zda existuje p ípustné ešení s hodnotou írčelové funkce, která je lepší
nebo rovna K. Zvláštním p ípadem rozhodovací vetze pak je dotaz, zda existuje
vribec nějaké p ípustné ešení dané ťrlohy (stačí vhodně zvolit konstantu K). Roz-
hodovací verze rilohy určitě není těžší než sama optimalizační ťrloha.

11.1.5 Polynomiálně ešitelné ťrlohy jsou ťrlohy pro něž existuje algoritmus,
kter; danou írlohu eší, p ičemž doba práce je pro nejhorší p ípad shora omezena
asymptoticky nějak; m polynomem, tj. doba práce je O(p(n)), kde n je velikost
vstupních dat a p je nějak; polynom. Říkáme, že takov;f algoritmus írlohu eší u
polynomiální,m čase nebo že je polynomiální.

fiída ťrloh P je tvo ena polynomiálně ešiteln mi rozhodovacími rilohami.
Polynomiálně ešitelné írlohy jsou obvykle pokládány za ,,snadno ešitelné". Pro

mnoho Írloh však polynomiální algoritmus není znám, a to navzdory dlouhému írsilí
nejlepších odborník .

11.1.6 fiída ťrloh NP. Rozhodovací riloha pat í do t ídy NP, když pro ni
existuje tzv. ouě ouací, algori,tmus V, kter;f má tyto vlastnosti:

o jeho vstupem jsou data d popisující instanci írtohy a tzv. certifi,kd,t, což je
jak si blíže neurčen;i kus dat, jehož velikost je shora omezena nějakym pevně
dan;im polynomem vzhledem k délce vstupních dat d,

o pracuje v polynomiálním čase vzhledem k velikosti vstupních dat d a dává
vždy odpověď ,,ano" nebo ,,nevím",

. pro instanci dané Írlohy d, pro kterou je správná odpověď ,,ano", existuje
certifikát c takov , že ově ovací algoritmus V(d,c) dá odpověď ,,ano",. pro instanci Írlohy d, pro kterou je správná odpověď ,,ne" , dává ově ovací
algoritmus vždy (pro všechny možné certifikáty) odpověď ,,nevím".

Lidově ečeno, rozhodovací riloha pat í do t ídy NP, když kladnou odpověď lze
Potvrdit tím, že uhodneme vhodnl certifikát a pak v polynomiálním čase ově íme,
že jsme hádali správně. Záporná odpověď se nepotvrzuje,, pouze se požaduje, aby
v tomto p ípadě neexistova|žádn falešny certifikát, kter; by potvrzoval nesprávnou
odpověď.

V typick ch lt[P-rilohách se ptáme, zda existuje něco, co se možná i těžko hledá,
ale snadno se ově uje, že jsme to našli.

Konkrétním p íkladem je írloha, zda v daném grafu existuje kružnice, která
prochází všemi vrcholy grafu (tzv. hamiltonovská kružnice, viz kapitola 12). Certifi-
kátem zde je ona kružnice. Ově ovací algoritmus ově uje, že to je opravdu kružnice
aže optavdu prochází p es všechny vrcholy grafu.
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Poznamenejme, že u NP-riloh je velmi driležité, jak je položena otázka, která se
v ťrloze ešÍ. Je to proto, že certifikát a potvrzení požadujeme pouze pro kladnou
odpověd'. Obrácením otázky u nějaké NP-ťrlohy tedy dostaneme ťrlohu zce|ajinou,
která již do t ídy NP nemusí pat it (mriže b}rt těžší).

Každá írloha ze t íďy P je zátoveň ve t ídě NP, neboť polynomiální algoritmus,
kter;i ťrlohu eší, lze pokládat za algoritmus ově ovací, u něhož na certifikátu nezá-
leží. Platí tedy P g NP. V současné době není známo (nikdo neumí matematicky
dokázat),, zda platí rovnost, ale všeobecně se vé í,že P l NP.

Ve t ídě NP jsou ťrlohy rizné obtížnosti. Než si ekneme, které jsou nejtěžší,
musíme umět porovnávat obtížnost riloh.

1t.t.7 Porovnávání obtížnosti, P-redukce. Úlloha A je P-redukouatelná (též
polynomiálně redukouatelnó,) na írlohu B, existuje-li polynomiální algoritmus, kter;
ze vstupních dat írlohy ,4 vyrobí vstupní data pro irlohu B, e to tak, že odpovědi
na obě instance jsou stejné. Doba ešení ťrlohy B p i tom nehraje žádnou roli.

Existuje-li P-redukce írlohy A na írlohu B, chápeme to jako doklad,, že ťrloha Á
je lehčí nebo stejně obtížnájako ťrloha B. Pokud existují P-redukce v obou směrech
(Á na B a také B na,A), pokládáme obě rilohy za stejně obtížné. Díky P-redukcím
existují ve t ídě NP skupiny stejně obtížn; ch ťrloh. T ída P je jednou z nich.

Jestliže ťrloha ,4 je P-redukovatelná na irlohu B a B P, pak také Á e P.
Několik p íklad P-redukcí je uvedeno v I2.2, str. 199.

lt.1.8 NP-ťrplná riloha (anglicky NP-complete) je taková írloha, která pat í
do NP a je ve t ídě NP nejtěžší v tom smyshl, že jakákoli jiná NP-írloha je na ni
P-redukovatelná. TYídu všech NP-írpln ch írloh značíme NP-C.

NP-írpln;ich írloh je známo mnoho (kniha [GJ79] jich uvádí p es 300), ada
z nich jsou grafové rlohy. V naší knize se s NP-ripln mi ťrlohami setkáme zejména
v kapitolách 12 a 13.

Všechny NP-írplné rilohy jsou z hlediska P-redukce stejně těžké. Kdyby se
poda ilo najít polynomiální algoritmus pro kteroukoli z nich, měli bychom ihned
polynomiální algoritmy pro všechny NP-rilohy a platilo by P _ NP. V podstatě
nikdo nevě í, že se takoq_ algoritmus najde, ale dokázat to prozatím nikdo nedovede.

11.1.9 NP-těžká ťrloha (anglicky NP-hard) je taková ťrloha B,, na kterou lze
P-redukovat nějakou NP-ťrplnou írlohu .4.

Na rozdíl od NP irplnosti zde nepožadujeme p íslušnost rilohy B ke t ídě NP.
Díky tomu do t ídy NP-těžk}rch írloh pat í i optimalizační írlohy, jejichž rozhodovací
vetze jsou NP-ťrplné. Mezi NP-těžké však pat í i mnohé další, daleko obtížnější
írlohy.

11.t.10 Pozot na speciální p ípady. Je běžné, že nějaká ťrloha je NP-těžká,
ale některé její speciální p ípady jsou snadno (polynomiálně) ešitelné.

Nap íklad ťrloha najít v daném grafu kružnici, která procházívšemi vrcholy grafu
(tzv. hamiltonovská kružnice, víz kapitola 12), je notoricky známajako NP-léžká,
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ale kdybychom se omezili pouze na grafy, které mají stejn počet vrcholri i hran,
dostali bychom ťrlohu (typ ťrlohy), která je triviálně ešitelná v lineárním čase.

Na tuto záludnost byste měli dát pozor, až se budete vymlouvat, že nějakou
ťrlohu neumíte ešit, protože je NP-těžká.

11.1.11 Praktick v, znarn teorie NP-ťrplnosti. Celá teorie NP-írplnosti
pťrsobí dost pesimistick; m dojmem: pokud vě íme, že P l NP, pak není naděje,
že by existovaly polynomiální (a tedy rychlé) algoritmy pro celou adu velmi
praktick;fch írloh.

Reálné využití této teorie je tedy v podstatě alibistické: pokud o nějaké i\oze
umíme dokázat, že je NP-těžká, a vě íme-Ii, že P l NP, pak to, že pro naši rilohu
nedovedeme najít polynomiální algoritmus, není žádná ostuda, protože to neumí
nikdo na světě včetně těch nejchyt ejších odborníkťr.

To ovšem vribec neznamená,že NP-írplné a NP-těžké írlohy nelze ešit. Musíme
však buď slevit z požaďavkri na rychlost (algoritmus nebude polynomiální, ale
stále ještě mriže b1 t prakticky použiteln; ), nebo použijeme nějak; heuristick;f
algoritmus, kter sice byvá rychl; , ale musíme se smí it s rizikem, že nedosáhneme
vždy požadovaného v sledku (nap . najdeme ešení, které není optimální, nebo
nenajdeme p ípustné ešení, i když ve skutečnosti existuje).

Úttohy (instance) malého rozsahu lze témě vždy ešit tzv. metod,ou hrubé sí,ly,,

což je vznešeny název pro jednoduché vyzkoušení všech možností, které p icházejí
v ťrvahu.

Pro mnoho ťrloh lze použit backtracking 11.2 nebo metodu větví a mezí 11.3.
Tyto metody lze pokládat za inteligentní vyzkoušení všech možností, kdy se dosa-
huje někdy í značného zrychlení tím, že se nezkoumají možnosti, které nemohou
p ispět k ešení.

LL.2 Backtracking
11,2.L Posloupnosti a strom ešení. Backtracking lze použít v těch situacích,
kdy každé ešení rilohy (tj. každ}' prvek prostoru ešení) m žeme považovat za
konečnou posloupnost, p ičemžkažd prvek posloupnosti musí b t vybrán z nějaké
p edem dané konečné množiny. P i troše fantazie se na většinu kombinatorick; ch
ťrloh mrižeme dívat tímto zprisobem.

Kromě posloupností, které p edstavují (írplné) ešení rilohy budeme uvažovat
také všechny jejich počáteční írseky. Tyto počáteční riseky odpovídají částečn m
(neťrplně určen;ím) ešením. Všechny takovéto posloupnosti mrižeme pokládat za
vrcholy orientovaného grafu, v němž každá částečná posloupnost má jako své
následníky všechna svá prodloužení o jeden prvek. Tento graf je ko enov m stromem
(ko enem je prázdná posloupnost) a naz váme jej stromem ešení,.

lt.2.2 Backtracking. Nejjednodušší verze backtrackingu spočívá v prohledá-
vání stromu ešení do hloubky. Vždy, když se p i prohledávání dostaneme k posloup_
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nosti, která odpovídá ťrplnému ešení, provedeme test, zda toto ešení je p ípustné.
U optimalizační irlohy navíc evidujeme nejlepší dosud nalezené p ípustné ešení.

Takto jednoduch; backtracking bez použití dalších trikri ovšem není v podstatě
ničím jinym než systematicky provedenou metodou hrubé síly. Tfiky, kter mi lze
v počet mnohdy i značně urychlit, spočívají v tom, že vynecháme prohledávání
někter ch podstromri.

Má smysl prodlužovat jen ty posloupnosti, u nichž je naděje, že mohou b t
prodlouženy na p ípustné ešení. Pokud jsme tedy schopni s jistotou poznat, že
žáďnéprodlouženílž nem že blit p ípustné, mrižeme ušet it čas tím, že prohledáváni
p íslušného podstromu p eskočíme (provedením návratu).

Řešíme-li optimalizační írlohu, mrižeme dosáhnout další ťrspory času, budeme-
-li schopni pro každou posloupnost 11 ,...tfri určit číslo D, které nazveme dolním,
pop . horním odhadem (pro minimalizační, pop . maximalizační írlohu) a které má
tu vlastnost,že prodlužováním posloupnosti rr ,...,fri nelze dosáhnout p ípustného
ešení lepšího než D. Bude-li tedy pro posloupnost 11 , . . . , ri tento odhad horší

než nějaké p ípustné ešení, které lž v té chvíli známe, nemá další prodlužování
posloupnosti 11 )...)r2 sm/sl a prohledávání p íslušného podstromu m žeme opět
p eskočit.

I p es uvedené možnosti írspor b vá backtracking časově hodně náročn; .

P íkladem jednoduchého backtrackingu je algoritmus 3.3.10, str. 56, další p í-
klady uvedeme v kapitolách12 a 13. Backtracking se však běžně používá i k ešení
negrafov; ch irloh.

11.2.3 P íklad. Metodou backtrackingu ešme tuto ťrlohu: Najděte maximum
funkce 4rr,+3rz*2rg*t4 zd podmínek 2u*3rr+rs*3rl, 16, rl,tz e {0, 1,2},
t3,T4 {0, 1}.

Tirto rilohu lze samoz ejmě ešit i mnoha jin mi (a lepšími) postupy. Zďe nám
však jde o ukázku postupu, kter je ,,ve stylu backtrackingu".

Řešení írlohy, tj. vektor (rr,rr,ts,rl) poktádejme za posloupnost cel ch čísel.
Dílčí posloupnosti budeme prodlužovat zleva doprava a k prodlužování budeme
používat p ednostně nejvyšší povolené hodnoty.

Poněvadž všechny proměnné mohou nab vat jen nezáporn;fch hodnot, mrižeme
p i prohledávání stromu ešení do hloubky provést návrat, jakmile součet hodnot
na levé straně nerovnosti p esáhne číslo 6. Takovou posloupnost totiž nelze doplnit
na p ípustné ešení.

Horní odhad budeme pro každé částečné ešení počítat tak, že částečné ešení do-
plníme,nejvyššími možn mi hodnotami na délku írplného ešení a tuto posloupnost
dosadíme do irčelové funkce (bez ohledu na omezující podmínku). Nap . posloup-
nost (1,2) doplníme na (L,2,1, 1), odhad tedy je 13. Je z ejmé, že vyšší hodnoty
prodlužováním posloupnosti (1, 2) nelze dosáhnout, ve skutečnosti nedosáhneme ani
oněch 13.

Pro stručnost uvedeme jen ty posloupnosti, ze kter ch provádíme návrat:

(2,2)
(2,I)
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(2,0, 1, 1) nep ípustné,
(2,0, 1,0) riplné p ípustné ešení s hodnotou 10,(2,0,0) odhad9<10,
(I,2) nep ípustné,
(1, 1, 1, 1) nep ípustné,
(1,1,1,0) odhad9<10,
(1,1,0) odhad8<10,
(1,0) odhad7<10,
(0) odhad9<10.

OPtimálním eŠením je posloupnost (2,0,1,0) s hodnotou írčelové funkce 10. Všim-
něte si, Že toto eŠení jsme našli poměrně brzy. Zbytek v počtu však byl nutn pro
ově ení, že neexistuje lepší ešení.

11.3 Metoda větví a mezí
Metoda větví a mezí se pouŽÍv á polze k ešení optimalizačních ťrloh. podobně jako
u backtrackingu se zde prohledává strom ešeni, ten však byvá definován;in m,
složitějším zprisobem.

V tomto oddíle Podáme obecn v;. klad metody větví a mezí a uvedeme p íklad
PouŽití na negrafové Írloze. P íklady použití na ťrlohy teorie grafri jsou uvedeny
v 12.4, str. 203.

rl,3,Nětvení množiny p ípustn ch ešení. Množinu p ípustn ch ešení
ťtlohy U označme symbolem P (t/).

Mějme oPtimalizační rilohu [/ s írčelovou funkcí /. ťrlohu U mtňeme ešit (mimojiné) tak, Že vytvo íme rilohy (Jt,...,Un se stejnou írčelovou funkcí 1trr. pod,,ilohy
lohy U) takové, že

P (u) _ P (u1) U...UP (t/,?) .

OPtimální eŠení ťrlohy U pak lze získat tak, že vybereme nejlepší ze všech op_timálních ešení podriloh fh,. . . ,Un. Samoz ejmě se p i tom snažíme (v tom je
smYsl větvenÍ), abY PodťrlohY U1 ,. . . ,(Jn byly v nějakém smyslu snazší než privodní
riloha U, tj.abY nap . byly menší. Dodejme, že p i tom je ,oyhod.ré, když množinyP (rrr),..., PŤ(U") jsou navzájem disjunktní, ale není to nutné.

Nalezení oPtimálního eŠení írlohy U je snadné, pokud pro každou podriloh u LIr:

1. buď najdeme optimální ešení ítlohy Ui,
2. nebo prokážeme, že írloha(Ji nemážádné p ípustné ešení,
3. nebo ProkáŽeme, Že Žádné p ípustné ešení rilohy (}i není lepší než nějaké v té

době již známé p ípustné ešení irlohy t/.

Často se ovŠem stává, Že pro některou podrilohu (a často ne jen jednu) nejsme
schoPni P Ímo zjistit ani jednu z v,še uveden ch t í možností. V tom' p ípadě
Pro kaŽdou takovou podírlohu, označme ji (Ii, použíjeme stejn postup jako pro
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ťrlohu U , tj.rozvětvíme ji na podrilohy Uh, . . . ,Ui,_ a pro takto získané podrilohy se
opět snažíme zjistit některou z v še uvedenych možností. Některé z takto získanych
podriloh mriže byt nutno dále větvit.

11.3.2 Strom ešení. Jednotlivé podťrlohy mrižeme pokládat za vrcholy ko eno-
vého stromu, kter; naz ,váme stromem ešení. Ko enem jev rchozí ťrloha U azkaždé
lohy, která byla větvena na podírlohy, vedou hrany ke všem jejím podírlohám. Bě-

hem v počtu se strom ešení mění (zvětšuje).
Pro vypočet jsou zajímavé pouze listy stromu ešení. Listy dělíme na tzv. ži,ué

a mňué. Zamrtvé pokládáme ty listy (podrilohy), u nichž se již poda ilo prokázat
některou zetíí možností uveden ch v 11.3.1. Těmito podťrlohami se jížnení t eba
dáIe zabyvat. Ostatní listy (podírlohy) jsou živé.

Živou podírlohu je t ebabuďumrtvit (zjištěním některézet í možností z 11.3.1),

anebo rozvětvit. Rozvětvením podírloha p estává b t listem, ve stromě ešení se však
místo ní objeví několik nov; ch listri. Vlipočet končí v okamžiku, kdy všechny listy
stromu ešení jsou mrtvé.

lt.3.3 Odhady a fiaeze. Pokud pro některou podírlohu Ul zjistíme, že platí
možnost 3, tj. pokud prokážeme,že žádné p ípustné ešení ťrlohy Ui není lepší než
nějaké v té době jlž známé ešení ťrlohy U,, je to p i ešení dobrá zpráva,, protože
tuto podírlohu není t eba větvit. Nejlepší dosud známé ešení írlohy [/ se však během
v počtu obvykle mění (zlepšuje), a tak se snadno stane, že možnost 3 se o nějaké
podírloze poda í prokázat, teprve až najdeme dostatečně dobré ešení celé írlohy U.

Proto byvá vypočet uspo ádán tak, že jednak evidujeme nejlepší dosud známé
ešení a hodnotu jeho írčelové funkce, jednak pro každou podírlohu U,i vypočteme

číslo Odh(t/,) takové,žežádné p ípustné ešení írlohy U,i neni lepší než Odh(U,).
číslo Odh(Uc) b vá v literatuíe naz váno u minimalizačních :íu.loh dolní,m od-

hadem a u maxima\izačních írloh horní,m odhadem. Čim ;e odhad b|íže skutečné
hodnotě optimálního ešení podírtohy, tím je tento odhad užitečnější, neboť tím
snázejeho pomocí prokážeme, že pro podírlohu platí možnost 3. Odhad je tedy tím
lepší, čím je méně optimistick . Někdy lze volit mezi několika metodami vypočtu
odhadu, které dávají rrizně kvalitní v sledky.

Zprisob v počtu odhadu samoz ejmě velice závisí na ešené :iulroze a na zp sobu
vytvá ení podílloh. Jako odhad pro podrilohu Ul se často používá hodnota optimál-
ního ešení tzv. relaxované podrilohy:

11.3.4 Relaxace nep íjemn ch omezujících podmínek. Poněvadž množina
p ípustn; ch ešení írlohy je vždy popsána (zadána) pomocí omezujících podmínek,
provádí se i větvení ťrlohy na její podťrlohy pomocí dodatečn ch omezujících pod-
mínek, které se k větvené riloze p idávají.

Obvyklá situace je tato: Omezující podmínky v chozí ťrlohy U |ze rozložit na dvě
skupiny, nazvěme je p í,jemné a nep í,jemnd. Vynecháme-li (takzvaně relaxujeme)
nep íjemné omezující podmínky, dostaneme tzv. relaxovanou írlohu, která má jlž
jenom p íjemné omezující podmínky a kterou dovedeme (pokud možno rychle) ešit.
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Najdeme-li optimální ešení r írlohy, která vznikla relaxací z (} , jsou dvě mož-
nosti: buď ešení r splňuje, nebo nesplňuje nep íjemné omezující podmínky. Pokud
sPlňuje, pak máme štěstÍ, protože ešení r je zároveň optimálním ešením i samotné
Írlohy U, & rilohu U teďy není t eba větvit. Obvykle však štěstí nemáme a ešení
r nep íjemné omezující podmínky nesplňuje. V takové situaci uděláme dvě věci:
za Ptvé, hodnotu optimálního ešení relaxované rilohy mrižeme použítjako odhad,
a za druhé, platnost oněch nep íjemn; ch podmínek si snažíme vynutit p idáváním
Podmínek p íjemn; ch, a to i za cenu toho, že se nám írloha rozpadne (rozvětví) na
několik podirloh.

Podstatné je, že p i větvení ťrlohy p idáváme vždy jen p íjemné omezuiící
podmínky. TÍm je totiž zaručeno, že takto vzniklé podrilohy jsou stejného typu jako
větvená Írloha, a mrižeme tedy opět použít onen trik s relaxací a ešením re]axované
podrilohy.

Které omezující podmínky mrižeme pokládat za p íjemné, je dáno naší schop-
ností rozumně rychle ešit p íslušné relaxované podrilohy. Zpravidla pro danou írlohu
existuje několik možností, jak zvolit prostor ešení a jak p eformulovat omezující
Podmínky, p itom obojí má značn; vliv na pracnost ešení metodou větví a mezí.
P íklady uvedeme v L2.4.

11.3.5 Volba podrilohy k větvení by mohla b t za\ožena na prohledávání
stromu ešení nap . do ší ky nebo do hloubky. Častěji se však pro každou pod-
Írlohu vypočte hodnota, nazvěme ji prioritou, a mezi živymi podírlohami vybíráme
k větvení tu, která má prioritu nejlepší. Běžně se v roli priority používá (dolní nebo
hornÍ) odhad. Vybíráme pak podrilohu, která má odhad nejlepší (nejnadějnější),
neboť u této podrilohy lze očekávat,, že zlepšíme nejlepší dosud nalezené ešení a po-
mocí odhadri pak umrtvíme některé dosud živé podrilohy.

11.3.6 Shrnutí metody větví a rnezí. P i v; počtu udržujeme nejlepší dosud
nalezené p ípustné ešení r dané ťrlohy U a jeho hodnotu írčelové funkce tr. Na
zaČátkl;, není definováno a jako hodnotu L použijeme ne.jhorší možnou hodnotu
(+* nebo -m).

DoporuČuje se však ještě p ed zahájením v počtu metodou větví a mezí získat
nějak m heuristick m postupem (viz l1.4) co nejlepší p ípustné ešení r a jeho
hodnotu tr, neboť to m že následující q počet urychlit.

Dále p i v;ípočtu udržujeme seznam živlfch podriloh.
Obvykle ještě p ed zaíazením do seznamu pro každou podťrlohu vypočteme od-

had, nejčastěji ešením relaxované vetze p íslušné podrilohy. Pokud p itom dosta-
neme p ípustné eŠenÍ, porovnáme je s ešením r a dále uchováváme lepší z nich.
Pokud bylo ešení nahrazeno lepším, tj. pokud se zlepšila hodnota ^L, projdeme
eznam žív rch podírloh a vy adíme ty, které jsou díky nové hodnotě .L umrtveny.

Pokud podírloha nemá žádné p ípustné ešení nebo pokud pro ni dostaneme
odhad, kter je horší než L, pak tuto podírlohu okamžitě umrtvíme a do seznamu
živych podírloh ji vribec nezapisujeme.

Ze seznamu živych podirloh vybíráme zpravidla tu, která má nejlepší odhad.
Tuto podťrlohu ze seznamu odstraníme, rozvětvíme ji na podírlohy, pro každou z nich
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ihned vypočteme odhad a p ípadně ji za adíme do seznamu živ rchpodťrloh, jak bylo
popsáno v še.

Tento postup opakujeme, dokud je v seznamu nějaká živá podírloha. Vysledné
ešení r pak je optimálním ešením rilohy.

11-.3.7 P Íklad. Postup q počtu metodou větví amezíp edvedeme na problému
batohu (viz 2.4.2, str. 44), tj. na negrafové riloze, aby vynikla obecná použitelnost
metody. Další p íklady viz I2.4, str. 203.

Mějme batoh o kapacité 40 a pět p edmětri s těmito vahami a cenami:

p edmět

I

C tt& C1l

váha ui:
50 L07 31 31 69
L43091027

Jako prostor ešení vezmeme IR5, jeho prvky jsou uspo ádané pětice čísel
xll. . .ttt, která určují, kolikrát zabalíme do batohu jednotlivé p edměty. Ome-
zující podmínky určují, že 0 1 rl { 1 u Di=, uiri 140. Nep íjemnou omezující
podmínkou zde je,, že všechna r, musí b; t navíc celočíselná.

Pro ričely snadného ešení relaxované írlohy si p edměty se adíme sestupně podle
jejich ,,měrné ceny", tj. podle podílu cenafváha. Ve v;iše uvedeném zadáníje toto
se azení již provedeno.

Optimální ešení relaxované írlohy pak získáme velmi jednoduše tak, že do
batohu budeme ukládat celé p edměty v po adí klesající měrné ceny, p ičemž
poslední z takto za azen ch p edmětri možná nebude zaíazen cel;. Pro naši ťrlohu
tak dostaneme ešení o hodnotě142,73 tvo ené cel;im p edmětem A a částí 26130
p edmětu B. Jako horní odhad použijeme celou část této hodnoty, tj. zde 142, neboť
všechna p ípustná ešení privodní (nerelaxované) rilohy U mají hodnotu írčelové
funkce celočíselnou, a ta tedy nemriže p esáhnout I42.

Větvení budeme provádět vždy na dvě podťrlohy, a to tak,že si vybereme někter
p edmět, o němž v dané podťrloze není ještě rozhodnuto, a v jedné z pod rloh
jej pevně zaíadíme, zatímco ve druhé jej zakážeme. V obou podťrlohách se tedy
rozhoduje o menším počtu p edmětri. P idané omezující podmínky, tj. p íkazy
a zákazy, budeme zkráceně označovat symboly + a - tak, že nap . -+-. . bude
znamenat,ŽeI. a 3. p edmět jsou zakázány,2. p edmět je píikázán a o ostatních
p edmětech není v podírloze rozhodnuto.

Prriběh ešení je zaznamenán v následující tabulce. Podírlohy jsou očíslovány
Po adov mi čísly v po adí, jak byly vytvo eny větvením. K větvení byla vybírána
vždy podťrloha s nejlepším odhadem, a to v po adí 1,2,3,6, 8, 11.

číslo p idaná horní komentá
pod rlohy omezení odhad

9:
ce]

e
do

že
žít
,,
d

1

2

3

I42 větveno podle

L42 větveno podle
l47 větveno podle

A na podrilohy 2 a 3

B na podrilohy 4 a 5
B na podrilohy 6 a 7

11
sp'

pa

ABCDE
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r. tj. p íkazy
. -+-.. bude
a o ostatních

nr očíslovány
[-[a rrybírána

,:,_]

4
b

6
7

8
9

10
11

L2
13

++...

-l

-++..
-l-

-+++.

-++-+

p etíženo
I2g umrtveno po zpracování podrilohy g

L4l větveno podle C na podrilohy 8 a 9
115 umrtveno po zpracování podťrlohy 9

l4L větveno podle D na podrilohy 10 a 11
138 (optimum) viz komentá v textu

p etíženo
140 větveno podle E na podrilohy 12 a 13

p etíženo
138 další optimum

Strom ešení je na obrázku 11.1.

I:1,42

2: t42-/ 
\* 

3: 141

-/\r/\
4: p etíženo 5: 129 6: 141 7: LIl

,/\
8: 141 9: 138 opt

,/\
10: p etíženo 11: 140

,/\
12: p etíženo 13: 138 (opt)

Obrázek 11.1: Strom ešení k p íkladu 11.3.7. U vrcholri jsou napsána čísla podriloh
a hodnoty horních odhadri.

Podťrloha 9 vyžaduje podrobnější komentá : Řešením relaxovanéverzepodírlohy
9 jsme zde (náhodou) dostali celočíselné ešení. Získali jsme tedy p ípustné ešení
celé ťrlohy, aníž by bylo nutno podírlohu větvit. V té době to bylo první p ípustné
eŠenÍ, které jsme nalezli. Použili jsme je ihned k umrtvení podťrloh 5 a 7, které v té

době byly ještě žívé, a|e měly ve srovnání s podrilohou 9 horší odhad.
StolÍ za zmínku, že v této chvíli jsme již měli ešení, o kterém se později ukázalo,

Že je optimálnÍ, ale v té době jsme to ještě nevěděli, protože stále ještě zb rva\a
živá podriloha 8 s odhadem, kter; dával naději na zlepšení. Bylo tedy nutno ve
v poČtu pokraČovat a teprve po rozvětvení podriloh 8 a 11 se ukázalo, že lepší
ešení neexistuje.

11.3.8 Backtracking ver us větve a meze. Obě metody mají některé rysy
spoleČné a u někter ch algoritmri je těžké íci, o kterou z obou metod jde.

Backtracking použitlt t< ešení optimalizační írlohy lze pokládat za speciální p í_
pad metody větví a mezÍ. Na posloupnost, která v backtrackingu tvo í částečné
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ešení, se totiž mrižeme dívat jako na podťrlohu, v níž několik prq ch členri po-
sloupnosti je pomocí p idan ch omezujících podmínek pevně určeno. Prodloužení
posloupnosti pak znamená p idání nové omezující podmínky.

P i backtrackingu však prohledáváme strom ešení vždy do hloubky (jinak by
to nebyl backtrackirg), zatímco v metodě větví a mezí lze další postup ešení
volit svobodněji, a tedy zpravidla v hodněji (nap . pomocí priorit, viz L1.3.5).
V backtrackingu"lze k zamezení zbytečného větvení použít i jiné triky než dolní,
pop . horní odhady. A konečně, backtracking lze použít také k ešení ťrloh, které
nemají optimalizační charakter (viz nap . 13.3.1).

LL.4 Heuristické algoritmy
V praxi mnohdy vystačíme s ešením, které je ,,dostatečně dobré", které však
získáme rychle. Algoritmy, které poskytují takováto ešení, laz váme heuri,sti,cké.
Tyto algoritmy b vají založeny na nejrrlznějších principech.

Mnohé heuristické algoritmy pracují tzv. hladou m zprisobem: ešení vytvá í
(konstruují) postupně a v každém kroku se snaží o co největší zlepšení ričelové
funkce, pop . o co největší írsporu. Samoz ejmě se mriže stát, že se ,,chamtivost
nevyplatí" a v; sledkem je ešení, které není optimální. (llohy, v nichž hladoq
postup zaručeně vede k optimálnímu ešení, jsou spíše v; jimečné, viz poznámka
u algoritmu 4.3.7, str. 62, pro minimální kostru.

Některé heuristické algoritmy ešení mnohokrát opakují s využitím náhody
a z takto získan ch ešení vybírají nejlepší.

Další heuristické algoritmy využívajítzv.lokó,Iní, pr zkum: vezmou nějaké stáva-
jící ešení (zpravidla získané nějakou jinou heuristikou) a systematicky je pozměňují,
tj. v jistém smyslu prozkoumávají okolí stávajícího ešení. Pokud některé z pozmě-
něn; ch ešení je lepší než ešení stávající, prohlásí toto lepší ešení za stávající
a pokračují pr zkumem okolí tohoto nového ešení. Toto se opakuje, dokud se da í
ešení zlepšovat. Samoz ejmě mrižeme skončit i d íve, pokud najdeme ešení, jehož

kvalita nám postačuje nebo pokud už nemáme čas na další zlepšování.
Metodu lokálního pr zkumu lze dále zdokonalit s využitím náhody. Jednak mri-

žeme s nějakou pravděpodobností akceptovat i zhoršení ťrčelové funkce v naději, že
takto později objevíme celkově lepší ešení, jednak mrižeme cel postup mnohokrát
opakovat z jiného, náhodně zvoleného v chozího ešení.

Další, složitější heuristické algoritmy jsou ,,ošizené" varianty backtrackingu nebo
metody větví a mezí, v nichž používáme nep esné (ne zcela spolehlivé) odhady.
Prohledáváme pak menší strom ešení a v počet se mťrže podstatně urychlit, ale
mriže se stát, že díky nep esnému odhadu p eskočíme prohledávánípodstromu, kter;i
obsahuje optimální ešení.

Obecně platí, že heuristické algoritmy b; vají ,,šity na míru" pro určit typ rilohy,
jejich írspěšnost závisi na tom, jak se poda í využít specifick; ch rysti daného typu
írlohy i specifick; ch rysri instancí, které chceme ešit. P i jejich návrhu hodně zá|eží
i na zkušenosti a citu pro ešen;i problém.
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Kapitola L2

Hamiltonovské cesty
a kružnice

t2.L Základní pojmy, aplikace a vzájernné p evody
12.1.1 Definice. Hamiltonouská cesta v grafu G je taková cesta, která obsahuje
všechny vrcholy grafu G.

Podobně definujeme hamiltonousleou kružnici a hamiltonousk cyklus jako kruž-
nici nebo cyklus procházející p es všechny vrcholy grafu.

12.t.2 Hamiltonova hádanka. Vyše uvedené pojmy jsou nazvány podle ir-
ského matematika W. R. Hamiltona, ktery v polovině 19. století zve ejnil v země-
pisném časopise hádanku, v níž šlo o nalezení lzav ené trasy vedoucí p es dvacet
měst, která byla rozmístěna ve vrcholech pravidelného dvanáctistěnu, p ičemž se
p es žádné město nesmělo cestovat dvakrát. P íslušn; graf je na obr. l2.I.

Obrázek L2.1: Dvě nakreslení grafu pravidelného dvanáctistěnu s vyznačenou
hamiltonovskou kružnicí. Obrázek vpravo lze chápat jako ,,širokoírhl; " pohled

dovnit skrz p ední stěnu dvanáctistěnu.

12.1.3 Typy hamiltonovsk ch riloh. Útlohy, ve kter ch jde o hamiltonovské
pojm}r, mají mnoho variant alzeje t ídit z několikarrizn; ch hledisek.
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P edevším je t eba odlišit rilohy existenční a optimalizační. V existenčních
rilohách jde o zjištění existence nebo dokonce o nalezení hamiltonovské cesty,
kružnice nebo cyklu v daném grafu.

V optimalizačních írlohách jsou hrany grafu ohodnoceny délkami a požaduje
se nalezení hamiltonovské cesty, kružnice nebo cyklu o nejmenší délce. Optimální
ešení se p itom často hledá v írplném grafu, protože obecnější írlohy |ze na tento

speciální p ípad velmi snadno p evést (viz 12.2.2).
Dále irlohy dělíme na orientované a neorientované podle toho, zda hledáme

orientovanou nebo neorientovanou hamiltonovskou cestu, p ípadně zda hledáme
hamiltonovsk cyklus nebo kružnici.

v p ípadě hamiltonovsk;ich cest musíme navíc rozlišit tíi až čty i varianty podle
toho, zďa je v zadání írlohy p edepsán vrchol, ve kterém musí hamiltonovská cesta
začínat, a vrchol, kde musí končit.

Ve všech těchto ťrlohách se mrižeme omezit na prosté grafy bez smyček.

1,2.1.4 Obtížnost hamiltonovsk ch riloh. Všechny q še uvedené typy hamil-
tonovsk ch ťrloh jsou pro obecné grafy NP-těžké.

Stojí za zmínku, že kdybychom tyto írlohy ,,maličko" pozměnili a namísto sledu,
kter obsahujep esnějedenkrátkažď vrchol,požadovalisled,kter obsahujep esně
jedenkrát každou hranu, dostali bychom snadno ešitelné írlohy, kter mi jsme se
zab; vali v kapitole 10 o eulerovsk ch tazích.

I'2.t.6 Problém obchodního cestujícího. Jde o nalezení nejkratší hamilto-
novské kružnice v plném neorientovaném grafu, jehož hrany jsou ohodnoceny dél-
kami.

Název (a popularita) této rilohy je za|ožen na následující p edstavě: obchodní
cestující má za rikol navštívit v libovolném po adí n měst a vrátit se zpět tak,
aby jeho trasa byla co nejkratší. P itom se p edpokládá, že vzdálenosti mezi všemi
dvojicemi měst jsou p edem známé a symetrické (v obou směrech je vzdálenost
stejná).

Často se mluví také o orientované variantě problému obchodního cestujícího -
hledá se nejkratší hamiltonovsk cyklus v írplném orientovaném grafu.

t2.t.6 P íklad: Dopravní rilohy. Problém obchodního cestujícího má četné
aplikace, v nichž jde o optimalizaci pohybu dopravního prost edku, nap . p i rozvozu
zboži, vybírání poštovních schránek apod. Stejn problém se však vyskytuje nap .

p i vrtání velkého počtu děr do desky s plošn mi spoji pomocí číslicově ízené
vrtačky (minimalizace p esunri).

V někter; ch p ípadech jde o nalezení (neuzav ené) hamiltonovské cesty. Nap .

p i rozvozu pracovníkri na roztroušená pracoviště mrižeme požadovat, aby se do_
pravní prost edek nevracel prázdn , ale aby po skončení prací opět naložil v obrá-
ceném po adí všechny pracovníky. Y chozí vrchol je p itom pevně určen, zatímco
koncovl obvykle nikoli.

Mnohé praktické rilohy jsou obecnější a zahrnují problém obchodního cestujícího
jako částečn p ípad: jestliže se p i rozvozu zboží nevejde všechno do jednoho auta,
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je t eba vykonat několik jízd (lhostejno, zda postupně nebo několika auty najednou).
Optimálnírozvoz by pak měl mít tu vlastnost,žekaždá jízdaje optimálním ešením
problému obchodního cestujícího pro podmnožinu těch míst, která jsou touto jízdou
zásobována.

12.1.7 P íklad: Plánování procesri. Mějme nějaké vyrobní za ízení (t eba
chemickl reaktor), kter;fm máme periodicky vyrábět n produktri pt,pz,. . . ,,pn.

Má-li po q robě produktu p,t bezprost edně následovat v;iroba produktu p j, pak
v závislosti na těchto dvou produktech buď je, anebo není t ebazaíízení vyčistit,
nastavit nebo se ídit, což stojí nějak čas nebo peníze. ftkolem je najít cyklicky
plán v; roby všech produktri (tj. cyklické po adí produktri) bez ztrátov ch časri.

T\rto ťrlohu lze snadno p evést na hledání hamiltonovského cyklu v grafu, jehož
n vrcholri odpovídá produktťrtn pt,pz,. . . ,pn djehož hrany vyjad ují možnost zmén
vyráběn ch produktri bez časoqich nebo peněžních ztrát.

Jestliže v této iloze hamiltonovsk; cyklus neexistuje, cyklická q roba bez ztráto-
v;fch časri není možná. V takovém p ípadě se mrižeme snažit alespoň o minimalizaci
ztrát, což vede na orientovanou variantu problému obchodního cestujícího.

Má-Ii b t v roba jednorázová (každy produkt se má vyrábět jen jedenkrát),
pak odpadnou náklady na uvedení v; robního za ízení do v;fchozího stavu, což vede
k hledání nejkratší orientované hamiltonovské cesty.

L2.2 Yzájemné p evody ťrloh

Situace, kdy máme ešit nějakou írlohu, ale nemáme k dispozici vhodnou metodu
ešení (nebo počítačov program), je bohužel častá. Mnohdy si však \ze pomoci tím,

že danou ťrlohu p evedeme (transformujeme) na rilohu jinou, kterou ešit dovedeme,
a z nalezeného ešení této druhé rilohy pak odvodíme ešení rilohy privodní. Doved-
nost p evádět jednu írlohu na druhou je obecně velice užitečná. V p ípadě hamilto-
novsk; ch riloh, které mají značn r počet variant, je toto ,,umění" tím užitečnější.

Souhrnně lze konstatovat, že všechny existenční hamiltonovské ťrlohy lze vzá-
jemně p evádět (každou na každou) a totéž platí i o írlohách optimalizačních. Navíc
Ize každou existenční rilohu p evést na analogickou írlohu optimalizační. Všechny
tyto p evody jsou P-redukcemi, viz tL.I.7,, str. 188.

Uvedeme zde jen některé p evody, ostatní p enecháme čtená i jako cvičení.

1,2.2.I P evod existenční ťrlohy na optimalizační je snadn; : Dan;í graf
(prost a bez smyček) doplníme na írpln graf. Délky p vodních hran zvolíme
nulové, p idané hrany budou mít délku 1. Nyní platí, že v privodním grafu existuje
hamiltonovská cesta (kružnice, cyklus) právě tehdy, když v odpovídajícím irplném
grafu existuje hamiltonovská cesta (kružnice, cyklus) o nulové déIce. Žádna cesta
(kružnice, cyklus) nemriže mít délku zápornou, proto nejkratší cesta, má-li nulovou
délku, je ešením privodní existenční írlohy. Pokud nejkratší cesta v riplném grafu má
délku kladnou, pak v privodním grafu cesta s požadovan mi vlastnostmi neexistuje:
kdyby existovala, musela by mít nulovou délku.
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L2.2.2 P evod optimalizační ťrlohy na ripln graf. Podobn; trik se používá
k p evodu optimalizační írlohy v obecném grafu na analogickou optimalizační irlohu
v grafu írplném. Privodní graf doplníme na ťrplny, p ičemž jako délku nově p idan;fch
hran zvolíme nějaké dost velké kladné čís|o M. Jako M |ze potňít nap . součet
absolutních hodnot délek všech hran. Potom najdeme optimální ešení v riplném
grafu. Pokud toto ešení neobsahuje žádnou z p idan ch hran, je toto ešení
i optimáIním ešením rilohy pro privodní graf. Pokud naopak nějakou p idanou
hranu obsahuje, pak v pťrvodním grafu p ípustné ešení neexistuje.

12.2.3 Fixovan počáteční vrchol. Hledáme-li hamiltonovskou cestu, jejíž po-
čáteční vrchol r v grafu G je pevně dán, mrižeme takovou ťrlohu p evést na obdob-
nou rilohu ve větším grafu G', kde již počáteční vrchol není p edepsán. T ik spočívá
v tom, žeke grafu G p idáme kopii r' vrcholu r a hranu z vrcholu r' do r (viz obr.
I2.2a). Poněvadž z vrcholu r' vychází v G' jen jediná hrana, nemriže žádná hamil-
tonovská cesta v grafu Gl začínat jinde než v tomto p idaném vrcholu a odtud musí
pokračovat p idanou hranou do vrcholu r. Všechny hamiltonovské cesty v G zači-
nající v r a všechny hamiltonovské cesty v G' si vzájemně jednoznačně odpovídají,
liší se pouze v hraně (r,*'). Postupujeme tedy tak,,že v G'najdeme hamiltonovskou
cestu (nap . nejkratší), pak vynecháním p idané hrany dostaneme (stejně dlouhou)
hamiltonovskou cestu v G, která začíná tam, kde to bylo p edepsáno, tj. v r.

Stejn; trik lze použít, je-li p edepsán koncovl vrchol hamiltonovské cesty.
Pro optimalizační rilohu by bylo možno postupovat stejně (délka p idané hrany

by byla nulová), existuje však lepší možnost. Popíšeme ji pro orientovanou verzi
írlohy: graf ponecháme beze zmény, ale všem hranám z množiny E+ (r) zvětšíme
jejich délku o dostatečně velké číslo M a hranám z množíny E- (r) zvětšíme jejich
délku o hodnotl2M. Tím všechny orientované hamiltonovské cesty, které začínají
ve vrcholu r, prodloužíme o hodnotx M,, zatímco všechny ostatní hamiltonovské
cesty prodloužíme o 3M nebo 2M podle toho, zda vrcholem r prochází nebo
v něm končí. Cesty, které nezačínají v r, jsou tím natolik znevyhodněny, že
nejkratší hamiltonovská cesta p i změněn ch délkách bude začínat v r (pokud
taková existuje).

12.2.4 P evod neorientované cesty na kružnici. Úlohu najít neorientovanou
hamiltonovskou cestu s libovoln;imi krajními vrcholv v grafu G lze p evést na írlohu
najít hamiltonovskou kružnici ve větším grafu G', kter; získáme tak,, že ke grafu

Obrázek 12.2: Ilustrace p evodri hamiltonovsk ch írloh.
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12.2. Vzájemné p evody itloh 20I

G P idáme jeden noq vrchol u a spojíme jej hranami se všemi vrcholy grafu
G. V optimalizační íioze zvolíme délky nov;ich hran nulové. V grafu G' áxistu;e
hamiltonovská kružnice právě tehdy, když v G existuje hamiltonovská cesta. Viz
obr. 12.2b.

12.2.5 P evod hamiltonovské kružnice na neorierrtovanou cestu. úlohu
najít hamiltonovskou kružnici v grafu G Lze naopak p evést na hledání hamiltonov-
ské cesty s libovoln; mi krajními vrcholy ve větším grafu G' , kter získáme takto:
Ke grafu G p idáme t i nové vrcholy í,U, z a v grafu G zvo!íme libovolně vrchol u.
Ke každé hraně mezi vrcholem u a jeho sousedem a v grafu G p idáme v grafu
G' stejně dlouhou hranu mezi a a a.Navíc spojíme vrcholy u a z a vrcholy a a r
hranami o nulové délce. V takto sestrojeném grafu G' existuje hamiltonovská cesta
(z r do z) ptávé tehdy, kďyž v G existuje (stejně dlouhá) hamiltonovská kružnice.
Viz obr. L2.2c.

12.2,6 P evod orientované verze na neorientovanou. Jako poslední uká-
Žeme p evod orientovan ch verzíhamiltonovsk ch ťrloh na verzeneorientované. Kaž-
dému vrcholu ri p vodního orientovaného grafu p i adíme trojici vrcholťr rti, r'it,
r'o" . Kažďy vrchol r|' spojíme neorientovan; mi hranami o nulové délce s vrctróty r|
& I'i" . Každé orientované hraně z ri do 17 v $rafu G p i adíme v grafu G' stejnĚ
dlouhou neorientovanou hranu spojující vrcholy *'.i" a rti.Yíz obr. 12.3.

Vtip této konstrukce je v tom, že všechny dvoučárkované vrcholy musí hamil_
tonovská cesta procházet stejn m směrem, tj. buď všechny od jednočárkované ke
t íčárkované, nebo všechny naopak. Orientované hamiltonovské cesty a cykly v pli-
vodním grafu G tedy vzájemně jednoznačně odpovídají stejně dlouh;im neoriento-
vanym hamiltonovsk; m cestám a kružnicím v grafu G'.
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Obrázek 12.3: P evod orientované verze hamiltonovsk; ch ťrloh na neorientovanou.

!2.2.7 Cvičení. Promyslete detaily p evodu ťrlohy najít nejkratší neorientova-
nou cestu s fixovan m poČátečním i koncoq m vrcholem na írlohu bez fixovan;ich
vrcholri. Použijte analogii k 12.2.3.

12.2.8 CvičenÍ. Jak velké musí byt číslo M,kteréje použito v p evodech 12.2.2
a 12.2.3?
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12.2.9 Cvičení. Najděte p íklad ohodnoceného grafu, v němž nejkratší neorien-
tovaná hamiltonovská cesta není částí nejkratší hamiltonovské kružnice.

Jinak ečeno, najděte p íklad, kter ukazuje, že nejkratší hamiltonovskou cestu
nelze hledat tak, že vezmeme ešení problému obchodního cestujícího a vynecháme
z néj nejdelší hranu.

t2.2.LO Správnost p evodu je t eba dokázat. P edchozí cvičení ukazuje, že
ne každ nadějně vypadající ,,p evod" jedné írlohy na druhou je korektní a skutečně
použiteln . Chcete-li nějak;i p evod použít bez rizika chyby, měli byste o tomto
p evodu dokázat dvě věci:

o pokud privodní írloha má ešení, pak pomocí p evodu takové ešení najdeme,
o pokud privodní ťrloha ešení nemá, pak to pomocí p evodu spolehlivě zjistíme.

L2.3 Existenční hamiltonovské ťrlohy

Existenční hamiltonovské írlohy obecně pat í k NP-těžk;im ťrlohám. V někter ch
speciálních p ípadech však p esto lze rychle prokázat, že ešení existuje nebo naopak
neexistuje.

L2.3.1 Cvičení. Graf, kter obsahuje most (viz 4.4.I, str. 65), nemriže obsaho-
vat hamiltonovskou kružnici. Najděte graf, kter žádn most neobsahuje a p esto
v něm hamiltonovská kružnice také neexistuje.

L2.3.2 Věta. (Chvátal 1972.) Nechť G je prost graf bez smyček s n ) 3 vrcholy.
Jestliže 1 dz 4. . . š d" je soubor stupňri jeho vrcholri a jestliže

(12.1) d,plk =+ dn_n)n-k pro I<klnf2,
pak graf G obsahuje hamiltonovskou kružnici.

Jestliže naopak posloupnost čísel š dz 1... š d, nesplňuje podmínku 12.1,
pak existuje graf o n vrcholech, kter neobsahuje hamiltonovskou kružnici a pro
jehož všechny vrcholy ui platí d(r) ) .

PozxÁIrax.q,: Prvá část věty zaručuje existenci hamiltonovské kružnice, jsou-li
stupně vrcholri ,,dost velké". Druhá část vlastně íká, že lepší podmínka za|ožená
pouze na stupních vrcholri již neexistuje. Dodejme, že pokud není splněna podmínka
l2.I (a takov; ch grafri je spousta), hamiltonovská kružnice mriže a nemusí existovat,
věta o tom nic ne íká.

Drikaz této věty není jednoduch , lze jej najít nap . v knize [Nešet i179]. Po-
znamenejme pouze, že d kaz je proveden sporem a nedává žádn návod k hledání
hamiltonovské kružnice, a to ani v p ípadě, když věta její existenci zaručuje.

12.3.3 Věta. (Ghouilla-Houri 1960.) Nechť G je silně souvisl prost; orientovarr;
graf s n vrcholy a nechť pro každ vrchol r platí d+ (r) + d- (r) ž n. Potom graf. G
obsahuje hamiltonovsk;i cyklus.

1:

P
ar

Li
ti1

li
be

3,1
.),
d.r

ce
ha

ná

hr
m(

dr,

L2
vá
jd,
je
aI

Ii

na
aI

t]t;
_..]

:-:
-:,



Esqt- a kružnice 12.4. Optimalizační hamiltonovské lohy 203

Lratší neorien-
e.

novskou cestu
D a vynecháme

ení ukazuje, že
hní a skutečně
byste o tomto

ešení najdeme,
phlivě zjistíme.

l \r někter;ich

P nebo naopak

emrjže obsaho-
ahuje a p esto

n ž 3 vrcholy.

odmínku 72.L,
lrrržnici a pro

užnice, jsou-li
LíDka za|ožená
,ě",a podmínka
nusí existovat,

kšetfi179]. Po-
iTod k hledání
nručuje.

ff orientovan
Potom graf G

PozNÁuxa: Také tato věta nedává návod, jak hamiltonovsk cyklus hledat, a to
ani v p ípadě, kdy jeho existenci zaručuje.

t2.3.4 Cvičení. Zjistěte, zda existuje hamiltonovská kružnice v ťrplném bipar-
titním grafu Ka,a?

t2.3.6 Hledání hamiltonovsk ch cest, cyklri a kružnic. Mrižeme použít
backtracking (viz IL2, str. 189), kter; v tomto p ípadě bude modifikací algoritmu
3.3.10 k prozkoumání všech cest, které začínají ve zvoleném vrcholu. Algoritmus
3.3.10 lze snadno doplnit o test, zda právě nalezená cesta je hamiltonovskou
cestou, kruŽnicÍ, pop . cyklem. Takto m žeme získat dokonce ťrpln seznam všech
hamiltonovsk; ch cest, kružnic či cykl v daném grafu, je to však časově velice
náročné i pro nep íliš velké grafy.

Cely postup lze poněkud zrychlit tím,že se v každém kroku snažíme rozpoznat
hrany, které musíme nebo naopak nesmíme p idávat ke stávající cestě, aby ji bylo
možno doplnit na hamiltonovskou. Dosažitelné zrychlení však je ádově jen asi
dvojnásobné. Detai|y lze najít v [Chr75].

Další možností je p evod na optima|izační rilohu, víz L2.2.I.

12.3.6 Heuristické postupy. Pro ešení hamiltonovsk; ch ťrloh byta vypraco-
vána také ada poměrně rychl ch algoritmri, u nichž však není zaručeno, že ešení na-
jdou vždy, když existuje. V jednom z nich nap . prodlužujeme stávající cestu, dokud
je to možné. Nelze-Ií:iž cestu prodloužit, pokoušíme se závěrečnou část cesty odpojit
a p ipojit obráceně (viz obr. L2.4) a pokračovat v prodlužování zjiného vrcholu.,"L,.L

Obrázek 12.4: P epojování cest.

Pro zv šení naděje na ťrspěch se doporučuje tyto algoritmy použít opakovaně
na tyŽ graf s náhodně p ečíslovan mi vrcholy. Podrobnosti lze najít v [Chr75]
a [Kučera83].

I2.4 Optimalizační hamiltonovské lohy
Optimalizační hamiltonovské ťrlohy jsou p inejmenším stejně obtížné jako ťrlohy
existenčnÍ, neboť každou existenční rilohu lze velmi jednoduše p evést na ešení
Írlohy optimalizační (viz l2.2.I). Všechny tyto írlohy jsou pro obecné grafy NP-
-téžké.

Problém obchodního cestujícího lze asi nejjednodušeji ešit takzvanou me-
todou hrubé síly, tedy jednoduch m, ale pracn;im vyzkoušením všech p ípust_
n; ch eŠenÍ, tj. všech permutací (po adí) vrcholri: pro každou permutaci vypoč-
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teme délku odpovídající hamiltonovské kružnice a vybereme z nich nejkratší. Po-
čet všech p ípustn ch ešení však roste jako faktoriál počtu vrcholri, proto p i-
dání i jen jediného vrcholu prod|ouží q počet mnohonásobně. Tento primitivní
zprisob ešení je prakticky použiteln jen na grafy s nejv še asi tak tuctem vr-
cholri.

Pro obecnější hamiltonovské optimalizační rilohy lze podobně použít jednoduch;
backtracking (nap . podle 3.3.10, str. 56) k nalezení všech hamiltonovskych cest,
kružnic nebo cyklti a z nich pak opět vybrat nejkratší. Pokud však p i tom
nepoužijeme nějaké triky pro urychlení v počtu, je to jen jiná forma metody hrubé
síly. V grafech, které mají hodně hran (zejména pak v írpln; ch grafech), to není
o mnoho rychlejší než vyše zmíněné vyzkoušení všech permutací.

Dále uvedeme několik algoritmri, které lze použít na ťrlohy o něco rozsáhlejší
(několik desítek vrcholri).

l2.4.t Hledání nejkratší neorientované hamiltonovské cesty. Popíšeme
algoritmus, kter je jednoduch m použitím metody větví amezí (viz 11.3, str. 191).
Únohu p eformulujeme takto:

Hledáme nejlevnější podgraf .F/ daného grafu G takov r, že:

1. podgraf. H je kostrou grafu G,
2. všechny vrcholy podgrafu H mají stupeň d,p(r) <2.

Prvá z uvedenych omezujících podmínek je p íjemná ve smyslu 11.3.4, relaxováním
(uvolněním) druhé (nep íjemné) podmínky totiž dostaneme známou írlohu o mini-
mální kost e, kterou lze snadno ešit, viz 4.3, str. 61.

Pokud v nejlevnější kost e, kterou dostaneme ešením relaxované rilohy, mají
všechny vrcholy stupeň nejv; še 2,paktato kostra je nejlevnější nejen mezi kostrami,
ale i mezi všemi hamiltonovskymi cestami, máme tedy optimální ešení.

Pokud má některy vrchol r v kost e .F/ stupeň dn(r) ) 2, pak írlohu rozvětvíme
na pod rlohy. Nejjednodušší verze větvení je za|ožena na faktu, že htany z množiny
Eu(*) nemohou byt všechny obsaženy v téže hamiltonovské cestě. Proto pro každou
hranu e e Eg(r) vytvo íme podťrlohu, v niž je hrana e zakánána. Tím dostaneme
du(r) podťrloh, které pak ešíme stejn; m postupem jako privodní írlohu: hledáme
nejlevnější kostru a testujeme stupně vrcholri v této kost e. Je-li t eba, podírlohu
dále větvíme zakazováním dalších hran.

Dodejme, že po zákazu hrany není nutno opakovat cel;f v počet nejlevnější
kostry. Zákazem hrany se dosavadní minimální kostra rozpadla na dvě komponenty
a tyto komponenty stačí spojit nejlevnější dosud nezakázanou hranou. Vypl vá to
z véty 4,3.14, str. 64.

Právě popsan postup ešení je p edveden v p íkladě 12.4.2.

Dodejme dále, že vyše uveden; zprisob větvení na podrilohy je sice jednoduch 
,

ale neefektivní, poněvadž vytvo ené podťrlohy nemají disjunktní množiny p ípust-
n ch ešení. Snadno se pak stane, že totéž ešení se zbytečně vyskytuje v několika
větvích stromu ešení, strom se p íliš rozrristá a v počet je zbytečně pomal . Platí
to zejména v p ípadě, kdy stupeň vrcholu v kost e je větší než t i.

1

.:
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EfektivnějŠÍ zPrisob větvení využívá nejen zákazy, ale i vynucenou p ítomnost
hrany v kost e:

- zakážeme hranu et En(x),
- vynutíme hranu e1 a zakážeme ez e En(r),
- vYnutíme hrany elte2 a zakáŽeme všechny ostatní hrany z množiny Ec(x)

(pozor, nikoli pouze z Eg@)).

VŠimněte si, že u t etí z těchto podriloh využíváme fakt, že nejvyše dvě hrany
z mnoŽÍny Ec(r) mohou b;it obsaženy v hamiltonovské cestě. Dále si všimněte, žie

tímto zPrisobem dostaneme vždy jen t i podťrlohy nezávisle na stupni vrcholu z
v kost e.

12.4.2 P Íklad. Hledejme nejkratší hamiltonovskou cestu v riplném grafu, ve
kterém jsou délky hran dány maticí

K eŠení pouŽijeme právě popsan; algoritmus I2.4.I. K větvení budeme vybírat
vŽdy Živou podírlohu s nejnadějnějším (tj. zde nejmenším) odhadem, větvení budeme
dělat Prv; m a jednodušším z obou popsan; ch zprisobri (t:. pouze zakazujeme
jednotlivé hrany). Pr běh v počtu je patrn;i z následující tabulky a z obr. 12.5
na následující straně.

pod loha zakázané hrany odhad komentá
1-
2 (1,3)
3 (I,2)
4 (L,4)

5 (1,2), (2,,5)
6 (1,2), (2,3)
7 (L,2), (2,6)

30 větveno na podirlohy 2,3j

42 umrtveno díky odhadu
4L umrtveno díky odhadu
36 umrtveno díky odhadu

t2.4.3 CviČenÍ. Řešte znovu p íklad 12.4.2, ale použijte efektivnější zprisob
větvení, popsan; v 12.4.1. V sledek bude tjrž, a\e dosáhnete jej s menším stromem
eŠenÍ. (Obecně by v sledkem nemusela b t stejná hamiltonovská cesta, ale délka

v sledné cesty samoz ejmě stejná byt musí.)

/* 7 2 3 11 17\
I z oo 10 13 8 10l
lz10oo101915l
l s1310oo1615l
lrr 81916oo13l
\rr 10 15 15 13 *)

38 umrtveno díky odhadu
33 větveno na podrilohy 5, 6, 7
37 umrtveno díky odhadu

36 umrtveno díky odhadu
34 větveno na podťrlohy 8, 9, 10
36 optimální ešení

8 (I,2), (2, 3), (1, 3)
9 (L,2), (2, 3), (1, 4)
10 (L,2), (2, 3), (1, 5)

l
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Obrázek l2.5: Strom ešení k p íkladu 12.4.2.

t2,4.4 Nejkratší hamiltonovsk cyklus lze hledat rovněž metodou větví
a mezí. Ítlohu p eformulujeme takto:

Hledáme nejlevnější podgraf ^F/ daného grafu G takov , že:

1. hrany podgrafu / tvo í soustavu vrcholově disjunktních cyklri, které prochá-
zejí všemi vrcholy grafu G,

2. podgraf H je souvisl; .

Prvou z podmínek opět pokládáme ve smyslu 11.3.4 za p íjemnou, druhou za
nep íjemnou. Relaxovanou ťrlohu, v níž je uvolněna (relaxována) podmínka 2,Ize
ešit p evodem na p i azovací ťrlohu 9.4, str. 171:
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KaŽdému vrcholu Privodního grafu je t eba p i adit vrchol, kter;i po něm v cyklunásleduje,kaŽd vrchol zároveí musí b t p i azen jako následníkp esně jednámu
vrcholu, totiŽ svému P edchridci. Toto p i azení mrižeme chápat jako perfektní
Párování v biPartitním grafu, kter dostaneme tak, žekažd .,orchol p,i,ooanino grafu
zdvojíme.

Jinou moŽnostÍ, jak hledat zmíněnou soustavu cyklri, je pomocí tok v síti.
Hledáme nejlevnější cirkulaci takovou , že tok každ rm rrr.ňolá* má jednotkovou
velikost. T\rto Írlohu nejprve trikem podle 8.1.13, str. 132, p evedeme na standardní
Írlohu hledání nejlevnější p ípustné cirkulace a tu pak ešíme algoritmem 8.7.

Pokud nejkratŠÍ soustava cyklri nesplňuje podmínku 2, ti. polkud jde o soustavu
více neŽ jednoho cyklu, je z ejmé, že hrany některého (libovoiného)-z těchto cyklri
nemohou b t všechny obsaženy v cyklu hamiltonovském. proto m žeme ťrlohu
rozvětvit na Podrilohy nejjednodušeji tak,, že vybereme je,den z cyklri (doporučuje
se, abY měl co nejméně hran) a pro každou jeho hranu e6 vytvoríme poattorru uo,
v nížje hrana ei zakázána,

V P i azovací :luloze lze zákaz hrany e; docílit zvyšením její ceny na dostatečně
vYsokou hodnotu (tzv. prohibitivní cena). P itom není nutno op"kouut cel;i v počet
P i azovací rilohY, stačí změnit cenu zakazované hrany a pokračtvat od posledrri fá"e
vYPoČtu. P i PouŽití toku v síti docílíme zákazu změnou kapacity hrany e,i. yiz též
poznámku 8.7.9 k algoritmu Out of Kilter.

V Še PoPsan jednoduch zp sob větvení na podírlohy je neefektivní, neboť pod-
ÍrlohY nemají disjunktní množiny p ípustn ch ešení. DisJunktnosti lze dosáhnout
vynucováním hran podobně jako v L2.4.Í.

LePŠÍ v sledky (menŠÍ strom ešení) však dává následující zprisob větvení:
Zvolme někter; cyklus a oznaČme M množinu všech jeho ur.hol,i. Ve v; sledném
hamiltonovském cyklu musí zcelajistě b t zahrnuta alespoň jedna hrana i množiny
W+(M),,jin mi slovy, je t eba ,,donutit cyklus, aby opustil množinu M,,. Toho lze
docílit tím, že vytvo íme podrilohu pro každ vrchol il e M, a to tak, že zakážeme
všechny hrany, které z vrcholu ?ri vedou do množiny M.

Uveden; m PostuPem lze eŠit orientovanou verzi problému obchodního cestují-
cího. Lze jej samoz ejmě použít i pro ešení vetze neorientované (kde matice délek
hran je symetrická).

12,4,5 P Íklad. PouŽijeme právě popsanou metodu k nalezení nejkratšího ha_
miltonovského cyklu v Írplném grafu s maticí délek hran z p íkladu 12.4.2.

Prriběh eŠení je patrn; z následující tabulky a obrázku 12.6 na následující
straně. k větvení byla použita poslední z uveden ch metod.

podírloha zakánanéhrany odhad komentá
1_
2 (1, 3), (L,4)
3 (3, 1), (3, 4)
4 (4, L), (4, 3)

55 hamilt. cyklus
51 optimální ešení
50 větveno na podrilohy 5, 6

46 větveno na podírlohyT, 1 Z

5 (4, 1), (4, 3), (1, 3) 51 umrtveno díky odhadu6 (4, L), (4, 3), (3, 1) 55 hamilt. cyklus
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Obrázek 12.6: Strom ešení k p íkladu t2.4.5.

1,2.4.6 l-strom a metoda penalizace. Jde o docela poučn; trik, kterlr lze
použít k hledání nejkratší hamiltonovské kružnice, a tedy i k ešení problému
obchodního cestujícího. Mějme graf s množinou vrcholri V(G): {1, ...,n}.

l-strom je faktor ,Fl daného grafu G, kter;i má stejn; počet vrcholri a hran
a vrchol 1 v něm má stupeň d í(1) = 2. Jinak ečeno, libovoln; l-strom daného
grafu o n vrcholech dostaneme tak, že vezmeme podgraf indukovan množinou

{2,...,n}, najdeme nějakou kostru tohoto podgrafu a p idáme k ní vrchol 1 spolu
s nějak mi dvěma hranami z tohoto vrcholu. Každ l-strom tedy obsahuje p esně
jednu kružnici a tato kružnice prochází vrcholem 1.

Nyní mrižeme ťrlohu najít nejkratší hamiltonovskou kružnici p eformulovat
takto: hledáme podgraf .F/ daného grafu G takov ,, že

1. podgraf H je l-stromem,
2. každy vrchol r podgrafu H má stupeh dg(x) _ 2.

Opět platí, že prvá z obou podmínek je p íjemná, protože nejlevnější l-strom lze
snadno najít pomocí algoritmu pro nejlevnější kostru (viz 4.3): najdeme nejlevnější
kostru na množině {2, ...,n} a p idáme dvě nejlevnější hrany z množíny EcG).

Pokud nejlevnější l-strom náhodou splňuje i druhou podmínku, pak tento
l-strom je zároveň hledanou nejkratší hamiltonovskou kružnicí.
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Druhá z podmínek je však nep íjemná a číní rilohu obtížnou. Platnost této
Podmínky samoz ejmě lze vynucovat metodou větví amezí podobně jako p i hledání
nejkratŠÍ hamiltonovské cesty v I2.4.L. Na tuto metodu zpravidla stejně dojde, ale
naP ed je vhodné na podrilohu zkusit trik, kterému se íká penal,izace urcholti.

KaŽdému vrcholu r grafu G p i adíme číslo p(r),tzv. pend,te.Kažďéhraně grafu,
která spojuje vrcholy i a j, nyní změníme délku z hodnoty a(i,, j) na hodnotu a(i, j)*
+ p(i,) + p(j) a v takto ohodnoceném grafu znovu vyhledáme nejlevnější l-strom.

Vtip penalizace spočívá v tom, že délky všech hamiltonovsk;ích kružnic se vli-
vem penále zvětŠily o stejnou hodnotu, totiž o dvojnásobek sumy všech penále,
tj. o hodnotu ZD?=rp(i,). DéIky ostatních l-stromri se p itom mohly změnit ji-
n; mi zptisoby, některé mohly stoupnout, jiné klesnout. Proto, poda í-li se vhodně
zvolen m penále docílit toho, že nejlevnější l-strom bude zároveh hamiltonovskou
kruŽnicÍ, budeme mít jistotu, že tento l-strom (tj. kružnice) je také nejkralší ze
všech hamiltonovskych kružnic.

Penále, pop . jeho změna, se zpravidla odvozuje ze stupň vrcholri v l-stromu.
Má-li vrchol vysok;i stupeň, dostane kladné penále, tím se prodraží hrany z jeho
okolí a je naděje, že se stupeň sníží. Má-li naopak vrchol stupeň 1, dostane zápotné
penále, ceny hran v jeho okolí klesnou a stupeň vrcholu se mriže zvětšit. Nejjedno-
dušší pravidlo radí zvětšovat dosavadní penále vrcholu u o hodnotu k(d,(u) _ 2), kde
konstanta k nemá b;ft p íliš velká, mriže byt i rovna jedné. Rrizné zprisoby volby
penále a vypočetní zkušenosti jsou podrobně popsány v knize [chr75].

V;fpočet obvykle začíná s nulov m penále, tj. s privodními délkami hran tím,
Že vypočteme nejlevnější l-strom. Pokud není nalezena hamiltonovská kružnice, tj.
pokud někter; vrchol má jin;f stupeň než 2, vypočteme změny (p írustky) penále
pro jednotlivé vrcholy, změníme délky hran a znovu hledáme nejlevnější l-strom.

Metoda penalizace bohužel nevede vždy k cíli. Existují grafy, kde sebedrimysl-
nější volba penále nevynutí vznik hamiltonovské kružnice. V še popsan vypočet
by pak nikdy neskončil. Proto je nutno neírspěšn;f v počet ukončit buď když zjis-
tíme, Že se opakuje stejná situace, nebo prostě po p imě eném počtu neírspěšn ch
penalízací.

OvŠem i neírspěšná penalizace není zbytečná, Ize jí použít v metodě větví a mezí
k získání lepšího dolního odhadu. Jestliže jsme p i použití penále p dostali l-strom
o ceně C, pak číslo C - ZDT=rp(i) lze použít jako dolní odhad: ,délka žádné
hamiltonovská kružnice (mě ená v privodních, tj. nepenalizovan;ích cenách) nemriže
b t kratší než toto číslo. V pr běhu neírspěšné penalizace takoq chto odhadri
získáme několik a jako odhad pro celou podírlohu použijeme nejlepší (q. zde největší)
z nich.

12.4.7 CvičenÍ. Metodu penalizac e lze snadno upravit pro hledání nejkratší
neorientované hamiltonovské cesty z daného počátečního vrcholu r do ,daného
koncového vrcholu g. V takovém p ípadě namísto nejlevnějšího l-stromu hledáme
minimální kostru takovou, že vrcholy r a a v ní mají stupeň 1. Takovou minimální
kostru lze snadno najít buď tak, že najdeme minimální kostru na množině vrcholrj
V(G) \ {r, a} a p idáme nejlevnější hrany z vrchol t & a, nebo (jednodušeji)
vrcholrim r a u dáme velmi vysoké počáteční penále.
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Jak se zméní délky všech hamiltonovsk; ch cest z r do a píi použití penále p?
Jakou hodnotu lze použít jako dolní odhad v metodě větví a mezí?

12,4.8 Heuristické algoritmy pro problém obchodního cestujícího. Po-
měrně dobré v sledky dává metoda nejuzd,dlenější,ho uktddání,:

Začneme s triviální kružnicí v nějakém vrcholu a do této kružnice postupně
za anljeme dalŠÍ vrcholy, dokud nedostaneme kružnici hamiltonovskou. K zaíazení
do kružnice vybíráme vrchol, kter; je od kružnice nejvíce vzdáIen (odtud název
metody). P esněji, máme-li kružnici K, která ptochází vrcholy 1)!l...,uk, pak
vybereme vrchol ?,r, pro kter je v rraz min{a(u, ,) l i - 1,. ..,,k} největší. Vrchol
t' pak za adíme do kružnice mezi takové dva sousední vrcholy, aby se tím kružnice
prodloužila co nejméně.

Sto;Í za zmínku, že o něco ,,hladovější" postup, p i němž se vkládá vrchol, kter;f
je ke kružnici nejblíže, dáváv pr měru o něco horší q sledky. Je vidět, že chamtivost
se vždycky nevyplácí.

Dobré v; sledky dává také lokální prrizkum (viz 11.4, str. 196), v němž se
stávající ešení snažíme vylepšovat prováděním ,,drobn ch změn". Osvědčilo se
kombinovat dva typy zmén. Jedna spočívá v tom, že ze stávající hamiltonovské
kruŽnice odstraníme dvě hrany a zb ,vající části kružnice propojíme ,,do k íže" tak,
aby znovu vznikla hamiltonovská kružnice. Druh;i typ spočívá v odstranění vrcholu
a jeho za azení na jiné místo kružnice.
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Kapitola 13

Barevnost, Itezávislost, kliky

Pojmy uvedené v nadpise b vají někdy označovány jako kombinatorické. T ebaže
mají d ležité aplikace, jsou írlohy s nimi spojené většinou NP-těžké. Algoritmy pro
barvení grafu a pro hledání nejpočetnějších nezávíslych množin, které zde uvedeme,
jsou založeny na backtrackingu.

Všechny pojmy studované v této kapitole jsou nezávislé na orientaci a na násob-
nosti hran. Mrižeme se tedy omezit na prosté neorientované grafy. Navíc se
omezíme na grafy bez smyček.

13.1 Definice a základní fakta
13.1.t Obarvení grafu G (nebo též obarvení vrchol grafu) je ohodnocení
vrchol hodnotami z množiny B (takzvan;imí baruami), a to takové, že žádné
dva sousední vrcholy nejsou ohodnoceny (obarveny) stejnou barvou. V roli barev
mrižeme brát libovolné prvky z libovolné množiny, často používáme nap . čísla.

Graf nazyváme r-barevn; m, jestliže existuje jeho obarvení r barvami. Bareunost
gralu (někdy též chromatické číslo grafu nebo urcholouá bareunost) je nejmenší počet
barev, kter je pot ebn k obarvení grafu. Barevnost grafu G značíme x(G).

L3.1.2 Cvičení. Najděte obarvení grafu z obrázku 13.1 t emi barvami. Ově te,
že toto obarvení je až na záměnu barev jediné. Lze obarvit graf, kter; má smyčky?

Obrázek 13.1: Graf a jeho obarvení čty mi barvami A, B, C, D.



2l2 Kapitola 13. Barevnost, nezávislost, kliky

13.t.3 Nezávislá množina vrcholťr v grafu G je taková množina,, jejíž žádné
dva vrcholy nejsou spojeny hranou. Podgraf indukovan; touto množinou je tedy
diskrétní. Marimální, nezáuisló, množina je nezávislá množina, která je maximální
vzhledem k inkluzi, tj. nezávislá množina, ke které jíž ne|ze p idat žádnj, vrchol,
aniž by p estala b rt nezávislou.

Nejpočetnější, nezduislá množina je nezávislá množina, která má největší počet
prvk (mezi všemi nezávisl mi množinami v grafu G).Každánejpočetnější nezávislá
množina je samoz ejmě i maximální nezávislou množinou, ale naopak to neplatí.
Jak nejpočetnějších, tak i maximálních nezávisl; ch množin mriže b t v témže
grafu několik. Počet vrcholri v nejpočetnější nezávislé množině grafu G naz!,váme
nezáuislostí, graíu G. Nezávislost grafu G značíme o(G). V aplikacích se setkáváme
také s írlohou najít nejdražší nezávislou množinu ve smyslu součtu ohodnocení
vrcholri cenami.

Graf na obr. 13.1 vlevo má tyto maximální nezávislé množiny: {L,4,5,8},
{l,,4,7}, {1,6}, {2,5,8}, {2,6}, {2,7}, {3,7} a {3,8}. Nejpočetnější nezávislá
množina byla uvedena jako první, nezávislost tohoto grafu je rovna 4. Množina
{L,4,5} j. p íkladem množiny, která je nezávislá, ale není maximální nezávislá.

Všimněte si, že množina vrchol , které mohou b;.it obarveny stejnou barvou, je
vždy nezávislá

13.1.4 Klika v grafu G je maximální podgraf grafu G, kter je ťrpln; m (neorien-
tovan m) grafem. Počet vrcholri v největší klice nazyváme klikouostí, gratu. Klikovost
grafu budeme značit u(G).

V grafu na obr. 13.1 je každá klika trojírhelníkem, klikovost tohoto grafu je tedy
rovna 3, v grafu je celkem šest klik.

Kliky a maximáIní nezávislé množiny spolu velmi rj,zce souvisí. Abychom to
ukázali, sestrojme k danému grafu G tzv. d,oplňkou 7raf -G takto: Oba grafy budou
mít stejné vrcholy. V doplňkovém grafu -G budou dva vrcholy spojeny hranou právě
tehdy, když nejsou spojeny hranou v privodním grafu G. Je zíejmé, že doplňkov;
graf -(-G) k doplňkovému grafu -G je shodn s p vodním grafem G. Stejně
tak je z ejmé, že kliky v grafu G odpovídají vzájemně jednoznačně maximálním
nezávisl m množinám v doplňkovém grafu -G. Platí tedy o(G) = w(-G) a c.,,(G) _
_ o(-G).

13.1.5 P íklad: Skladování nebezpečn ch látek. Mějme n nebezpečn ch
látek. Bezpečnostní p edpisy zakazují skladovat některé dvojice látek ve stejné
místnosti (sk íni, polici). Kolik nejméně místností (sk íní, polic) je nezbytně t eba
k uskladnění všech nlátek?

Řešení lze nalézt pomocí barevnosti: Sestrojme graf G,, jehož vrcholy odpovídají
zmíněn;fm látkám a v němž jsou dva vrcholy spojeny hranou, jestliže odpovídající
látky nesmí b; t skladovány společně. P ípustné umístění látek do místností pak
odpovídá obarvení grafu G. Roli barev zde hrají místnosti. Pot ebujeme tedy
nejméně XG) místností.

Podívejme se nyní na jinou írlohu: Máme za ikol p epravit najednou, nap .

v jednom autě, co největší počet vzorkri těchto látek. P epravované vzorky musí
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tvo it nezávislou množinu v grafu G, mťržeme tedy najednou p epravit nejq še a(G)
vzorkťr.

Pokud by každ;i ze vzorkti měl danou cenu, mohli bychom požadovat p epravu
množiny vzork , která bude mít co největší cenu. To by odpovídalo nejdražší
nezávislé množině v grafu G. Srovnejte tuto poslední variantu s problémem batohu
2.4.2, str. 44.

13.1.6 P íklad: Plánování procesri. Máme za ťrkol uskutečnit n procesri
pt,pz,. . . ,pn, p ičemž některé dvojice procesri nesmějí (nebo nemohou) probíhat
současně nap . proto, že vyžadují použití stejn ch strojri. Kolik časov ch jedno-
tek je t eba k uskutečnění všech procesri, trvá-li každ r proces stejně dlouho (nap .

jednotku času)? Jak největší počet procesri mriže probíhat najednou?
Sestrojme graf G, jehož vrcholy odpovídají procesrim. Dva vrcholy spojíme

hranou právě tehdy, když odpovídající procesy nesmějí probíhat současně. Každé
obarvení vrcholti grafu G rozdéluje procesy na skupiny, které mohou probíhat
najednou (odpovídající vrcholy jsou obarveny stejnou barvou). Nejkratší možné
provedení všech procesri tedy trvá XG).Procesy, které mohou probíhat najednou,
vžďy tvo í nezávislou množinu. MaximáIní možn; počet současně probíhajících
procesri tedy je roven CI(G).

13.1.7 Cvičení. Na škole se vyučují p edměty pt,p2,. . . ,pn ve studijních sku-
pinách .s1, 2,..., r. Na škole učí učitelé uL,1,12,...,um.P edpokládejme, že pro
každou studijní skupinu a p edmět je p edem pevně určen učitel. Učební plán je
tedy dán jako seznam trojic (E,pi,u*), které vyjad ují, že ve studijní skupině si
bude p edmět pi učit učitel ut. Kolik nejméně vyučovacích hodin bude nezbytn; ch
pro splnění učebního plánu?

I.[Ávop: Vyučovací hodinu vyjád enou trojicí (rl,,,pj, u7r) pokládejte za proces (viz
13.1.6). Dva procesy nemohou probíhat současně, vyžadují-li stejného učitele nebo
stejnou studijní skupinu.

13.1.8 Věta. V prostém grafu G bez smyček platí:

xG) < max{d(")l* Y(G)} + 1 .

Důxez: Uvedeme jednoduch; algoritmus, kter; vrcholy grafu G obarví n i r
barvami, kde h : max{d(*)l" Y(C)}. V roli barev použijeme čísla L,2,...,h+L.

Se adme vrcholy do posloupnosti xI,Tz,. . . ,ln.Vrchol 11 obarvíme barvou 1.

Pak postupně vrchol m 12, r'3l. .. , r,., p i adíme barvy podle tohoto prbvidla: vrchol
rt obarvíme nejnižší barvou, která se nevyskytuje mezí dosud obarven mi sousedy
vrcholu r;.

Poněvadž každy vrchol r má nejv; še h sousedri, musí mezi h + I barvami vždy
existovat alespoň jedna barva b, kterou není obarvenžádny soused vrcholu r. Vrchol
r tedy lze obarvit barvou b. Takto lze postupně obarvit všechny vrcholy grafu
s použitím nejv še h + L barev.
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PoztvÁtuxe: Právě uveden; algoritmus je rychl; a je vhodny pro první odhad
barevnosti. Algoritmus 13.2.1 pro obarvení grafu nejmenším počtem barev vychází
z obarvení získaného touto metodou. Viz také 13.2.7.

13.1.9 Věta. Pro graf G bez smyček o n vrcholech platí:

L. y(G) < n.
2. xG) 2 w(G).
3. x(G) a(G) > n.
a,x(G) +a(G) šn*1.

DŮxez: První tvraeníje z ejmé. Druhé tvrzení vypl vá z faktu, že všechny vrcholy
kliky je nutno obarvit rtizn mi barvami. K drikazu t etího tvrzení si stačí uvědomit,
Že vrcholy obarvené stejnou barvou tvo í nezávislou množinu. Obarvíme-li tedy graf
X(G) barvami, získáme XG) nezávisl; ch množin, z nichž každá obsahuje nejv; še
a(G) vrcholri. Odtud pak plyne nerovnost y(G)a(G) > n.

K d kazu čtvrtého tvrzení obarvěme nejpočetnější nezávislou množinu první
barvou. K obarveni zb vajících n - a(G) vrcholri zcelajistě stačí n - CI(G) barev.
Platí tedy rr, - a(G) + 1 > X(G), což je jen jin zápis dokazované nerovnosti. n

t 3.1.10 Věta. Nechť G je prost; graf bez smyček. Označme n počet vrcholri, rn
počet hran a h maximální stupeň vrcholu v grafu G. Dále označme Ld u fcl dolní
a horní celou část čísla fr, tj.nejbližší celé číslo takové, že |rJ š r a lrl ž r. Potom
o nezávislosti a(G) a barevnosti XG) platí:

1. a(G) ž (2n - n,L)13, p ičemž rovnost platí pouze pro írpln; graf Kg.

komponenty grafu G jsou riplné grafy téže velikosti.
3. a(G) ž l"l(h + 1)l.
a. xG) + x?G) ( rr, * 1.

5. x(G) > ,' l(n' - 2*), p ičemž rovnost nastává právě tehdy, je-li G ripln;im
y(G)-partitním grafem se stejně velk; mi stranami.

6. Vrcholy grafu G |ze rozložit na h + 1 disjunktnícb nezávisl;ích množin, z níchž
kďždá má buď L"l(h + l)J, nebo l"l(h+ 1)l vrchol .

Důxez lze najít v knize [Berge73].

13.1.11 Věta. Pro libovoln; graf G bez smyček platí:

L. xG) = 1 právě tehdy, když graf G je diskrétní.
2. x(G) : 2 právě tehdy, když graf G neobsahuje kružnici tiché délky.
3. xG) : 2 právé tehdy, když graf G je bipartitní.

DŮxnz: První tvrzení je z ejmé. Dokážeme druhé tvrzení. K obarvení kružnice
liché délky pot ebujeme nejméně 3 barvy. Je-li tedy XG) - 2, nemriže graf G
takovou kružnici obsahovat. Naopak, nechť graí G neobsahuje kružnici liché délky.
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D

Popíšeme , jaklze graf obarvit dvěma barvami. (Je-li graf nesouvisl , obarvíme takto
každou komponentu zvlášť.)

Zvolme pevně vrchol r. Vrcholy, které mají od vrcholu r lichou vzdálenost (ve
smyslu poČtu hran v nejkratší cestě), obarvíme barvou 1, vrcholy, které mají sudou
vzdálenost (včetně vrcholu r) obarvíme barvou 2. Musíme dokáz at,že takto získáme
skutečně obarvení, tj. žežáďné dva stejně obarvené vrcholy nejsou spojeny hranou.

Vezměme tedy dva libovolné vrcholy u,u, které mají oba lichou (oba sudou)
vzdálenost od r. Mezi vrcholy u,u veďe cesta sudé délky, která je tvo ena částmi
nejkratších cest z vrcholu u do r a z vrcholu r do u. Kdyby byly vrcho|y u,u spojeny
hranou, tvo ila by tato hrana spolu s cestou z u do u kružnici liché délky. Sestrojili
jsme tedy skutečně obarvení dvěma barvami.

fietí tvtzeníje snadné. Kažďé obarvení dvěma barvami určuje rozklad množiny
V(G) na množiny A,B takové, že W(A) : W(B) : E(G), graf je tedy bipartitní.
Naopak, je-li graf bipartitní, stačí obarvit každou z jeho stran jednou barvou. tr

13.1.12 Cvičení. Jakou barevnost má strom?

13.1.13 Věta. Rovinn; graf bez smyček lze obarvit čty mi barvami.
PozNÁuxe: Tato věta je ešením kdysi slavného tzv. problému čty bareu: Stačí
čty i barvy k obarvení libovolné politické mapy tak, aby žádné dva sousední státy
nebyly vybarveny stejnou barvou?

O ešení tohoto problému se marně pokoušely ady matematik i laik p es 100
let. Od roku 1890 byl znám drikaz, žestačí pět barev. Drikaz pro čty i barvy však
byl nesmírně komplikovan (pomocí počítače bylo nalezeno a vyšet eno asi 1900
dílčích p ípadri) a byl nalezen až v toce 1976.

DŮSlpopx: Rovinn; graf G bez smyček o n vrcholech mánezávislost a(G) > nl4.

13.1.14 Věta. Pro každá dvě celá kladná čísla k ar existuje graf, G, kter má
barevnost XG) = k a neobsahuje kružnici délky menší nebo rovné r.
PozNÁiuxe: Tato věta vlastně íká, že existují grafy s vysokou barevností, které
jsou ,,lokálně ídké". Speciálním p ípadem této věty je tvtzení, že grafy,, které
neobsahují trojírhelníky, mohou mít libovolně vysokou barevnost. Drikaz tohoto
speciálního p ípadu lze najít v knize [Nešet il79].

13.1.15 Hranová barevnost. V někter;fch aplikacích je vhodnější nebarvit
vrcholy, ale hrany. U obarvení hran pak požadujeme, aby každé dvě hrany, které
mají společn;í vrchol, byly obarveny rriznymi barvami. Hranouá bareunost (též
chromatick inder) je nejmenší počet barev, které stačí k obarvení hran. Hranovou
barevnost budeme značit X'(G).

Vyšet ování hranové barevnosti grafu G |ze p evést na vyšet ování (vrcholové)
barevnosti v tzv. hranovém grafu: Hranoa graf 0G získáme takto: Za vrcholy grafu
óG prohlásíme hrany privodního grafu G. Dva vrcholy v hranovém grafu áG jsou
spojeny hranou, jestliže jim odpovídající hrany p vodního grafu G měly společnlf
vrchol.
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Obarvení hran grafu G a obarvení vrchol hranového grafu óG si vzájemně
jednoznačně odpovídají, platí teďy yl (G) : X@G). Navíc však platí:

13.1.t6 Věta. (Vizing 1964.) Nechť G je prost neorientovan;f graf bez smyček
a oznaČme d maximální stupeň vrcholu. Pak hranová barevnost je rovna buď d,
nebo d+1.
PozuÁuxe: Navzdory této větě je p esné určení hranové barevnosti (p esněji,
rozhodnutÍ, zda hranová barevnost je rovna d) v obecném p ípadě NP-írplnou
írlohou.

L3.2 Zjišťování barevnosti
Věta 13.1.11 (a její drikaz) spolu s 3.2.7, str. 52, dává dobr návod ke snadnému
ově enÍ, zda dan graf je jedno- či dvoubarevn . Pro t i a více barev jíž žáďn , tak
efektivní postup neni znám. Naopak, rozhodnutí, zda graf je vrcholově r-barevny
pro r ž 3, je NP-írplnou rilohou.

Dále uveden algoritmus pro barvení grafu nejmenším možn m počtem barev je
klasickl m p íkladem backtrackingu (viz 11.2, str. 189).

13.2.1 Algoritmus pro zjišťování barevnosti.

VsruP: graf G, jehož vrcholy jsou očíslovány čísly 1, 2, . . . ,,n. Pto každy vrchol r
je dána množina P(r) _ V(r)n {1, 2,...,,x - I}.
PouocNÉ PnovĚNNÉ: Právě zkoumané částečné obarvení budeme uchovávat
v hodnotách B(r). Hodnoty Benva(r) budou obsahovat nejlepší dosud nalezené
obarvenÍ. Proměnn á Ovr,z bude obsahovat číslo barvy, kterou již nechceme použít
ve Snaze získat obarvení méně než otvnz barvami. S v jimkou počátečnífáze bude
Proměnná )MEZ rovna poČtu barev v nejlepším dosud nalezeném obarvení Banva.
VÝsrup: q še popsané proměnné BeRva a oMEz.
MProPa: Vzhledem k pevnému očíslování vrchol mrižeme každé obarvení po-
kládat za posloupnost barev. Tyto posloupnosti budeme systematicky prodlužovat
a zkracovat v duchu backtrackingu.

P i postupu vp ed, tj. p i prodllžování částečné posloupnosti barev, dáme
následujícímu vrcholu r jako v chozí vždy nejnižší barvu, která (momentálně) není
pouŽita u vrcholri z množinv P(r). Nižší barvu nelze použít (p i stávajících barvách
p edchozích vrcholri), vyšší barvy budou zkoušeny v dalším prriběhu backtrackingu
(po provedení návratu).

Prvé ťrplné obarvení tedy bude stejné jako v drikaze věty 13.1.8.
Návraty v backtrackingu budeme provádět jednak p i dosažení írplného obarvení,

,jednak v situaci, kdy někter;í vrchol g dostal barvu olr.Ez nebo vyšší. P idělením
této barvy jsme totiž dostali částečné obarvení, jehož prodlužování jíž nemá smysl,
neboť nemťrže vylepšit nejlepší dosud známé obarvení Benva.

CÍlem návratu je snížit barvu ve vrcholu 3r. Poněvadž však nižší barvy v ajiž jsou
vYzkouŠenY, je t eba změnit (a tedy zv šit) barvu v některém p edchozím vrcholu
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r < a. Aby to však mělo vliv na_vrghol g, musí byt r e P( , proto provedeme prvy
návrat aŽ do vrcholu r = max( P(ň) a v tomto vrcholu ,. pot rrrime zv;fšit barvu.

Nelze-li barvu ve vrcholu r zv šit (byla by použita barva oMEZ), provedeme
další, tentokrát již prost; návrat do vrcholu r - L, fr - 2 atd.

Barvu vrcholu 1 nezvyŠujeme, nemá to smysl. (Proč? Zvažte záměnu barev.)z podobného drivodu nemá smysl barvit vrchol r barvou b > r.
Na PoČátku volíme }MEZ :: n*1, aby hodnota oMEz nebránila nalezení prvého

obarvení.

AlcorurMUS:

1. [Inicializace.] r:: 1; B(*):: 1; oMEz :: n * I.
2- |PostuP up ed - obaruenÍ, datší,ho urcholu.] Položíme r := r* 1. Jestl iže r ) n.

PokraČujeme podle kroku 3. V opačném p ípadě položíme B(r) :: minimum
ze vŠech barev nevyskytujících se v množiné P(r). Jestliže' a@) > oMEz,
PoloŽÍme a :: fr a pokračujeme podle kroku 4, jinak zopakujeme krók z.

3, |VŠechnY urcholY obarueny, počet bareu je menší, než owtrrz.] pro všechny
vrcholY r grafu G provedeme BaRve(r) :_ B(") a dále položíme oMEz :_
:= maximum z hodnot Benvn. Označme y první vrchoi, ktery má barvu
oMEz, a pokračujme krokem 4.

4, [Náurat - Pokus o snÍ,žení, baruy ae urcholu a] Označme r poslední vrchol
z množinv P(a) a pokračujme krokem 5.

5. [PokraČoudnÍ, nduratu - polcus o zu šení, baruy ue archolu r.] Jestliže r: L,
qiPoČet konČÍ. V oPačném p ípadě položíme b := minimum ze všech barev,
které jsou větŠÍ než B(*) a nevyskytují se v množiné P(r). pokud b < ovpz
a zárove t b { r, PoloŽÍme B(r) := b apokračujeme podle kroku 2, v opačném
p ípadě položíme tr :: r - 1 a zopakujeme krok 5.

13,2.2 P Íklad. Činnost algoritmu 13.2.1 p edvedeme na grafu z obrázku t3.2.
PostuP vypoČtu je patrn z následující tabulky, kde každ raaet zachycuje hodnoty
B po vykonání kroku 4.

4

Obrázek 13.2: Graf k p íkladu 73.2.2.
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Čtverečkem je zde vždy vyznačen vrchol g, v němž chceme snížit barvu. Návraty
v backtrackingu jsou vyznačeny šipkami a prv;f vrchol, v němž se po návratu zv šila
barva, je v kroužku.

Dodejme, že v tomto p íkladě jsme zvolili očíslování vrcholri ťrmyslně trochu ne-
šikovně, abychom na delším q počtu mohli demonstrovat jeho postup. Kdybychom
očíslovali vrcholy podle obrázku 13.3, proběhl by q počet velmi rychle. Ově te!

Obrázek 13.3: Jiné očíslování vrcholri k p íkladu 13.2.2.

13.2.3 Poznámka. Rychlost algoritmu L3.2.I velice záleží na očíslování vrcholri.
Doporučuje se nejnižšími čísly očíslovat co největší kliku a vrcholy s velk m stupněm
číslovat nižšími čísly. Také je vhodné, aby sousední vrcholy byly číslovány pokud
možno sousedními čísly.

13.2.4 Cvičení. Vezměte ko enov; strom, kter;i má jeden list v hloubce 2

a ostatní listy v hloubce 1. Určitě víte, že barevnost každého stromu je rovna 2.

P esto tento strom obarvěte algoritmem 13.2.1. P i kterém uspo ádání (očíslování)
vrcholri proběhne v počet nejrychleji a p i kterém nejpomaleji?

13.2.5 Test k-barevnosti. Pot ebujeme-li pouze pro dané k zjistit, zda dany
gtaf.lze obarvit k barvami,Ize algoritmus 13.2.1 zrychlit: p i inicialízací položíme
oMEz ;= k * 1 a v kroku 3, kde je nalezeno obarvení ,k barvami, mrižeme q počet
ukončit. Pokud v počet skončí v kroku 5, pak obarvení k barvami neexistuje.
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13.3. Hledání maximáIních nezávist ch množin

13,2,6 CviČenÍ. SnaŽÍme-li se jednoduch; backtracking urychlit podobně jakov algoritmu 13,2.1, je t eba pečlivě ově it (áokázat), Ze uiychiením nevynechámeoptimální ešení.
Zjistěte, co je ŠPatně na následujícím ,,vylepšení" algoritmu 13.2.1, a najdětep íklad grafu, kde takto ,,vylepšen '' postu| ,.E.,

SnaŽÍme-li se sníŽit barvu vrcholu y a nelze-li barvu zv šít u vrcholur _ max(P(aD, Pak neProvedeme další návrat do vrchtlu r _ 1, ale
rovnou až do druhého nejvyššího vrcholu z množínv p( , neboť pouze
vrcholy z množinv P( ovlivňují barvu vrcholu y.

13,2,7 Heuristické postupy. Algoritmus uveden v drikaze věty 13.1.8 lze
PouŽÍt Pro hrub odhad barevnosti. Jeho v; hoduje faki, že p i vhodném uspo ádánívrcholri máme Šanci získat p ímo optimální obarvení. Doioručuje se volit po adívrcholri tak, abY vrcholy s velk;.Ím stupněm byly použity d ív.. outsi možnostíje oPakovat v PoČet s náhodně změněn;lm páraaim vrchol . p i dostatečném
PoČtu oPakování Pak poměrně rychle roste i pravděpodobnost , že se strefíme dooptimálního obarvení.

13.3 Hledání maximálních nezávislych množin
Uvedeme relativně rYchl algoritmus pro vyhledání všech maximáln ích nezávrsl;ich
mnoŽin za|oŽenY na backtrackingu. Po jednoduch ch ťrpravách jej lze použít t ňte-
dání nejpočetnější nebo nejdražší nezávislé množiny.

1S,3,r Algoritmus pro htedání maximálních nezávisl ch množin.
VsruP: Graf G zadan pomocí seznamu vrchol a seznamri soused V(r).vÝsrup: posloupnost seznamri maximátních nezávislych množin.
PotvtocNÉ PnouĚNNÉ: V proměnné R budeme udržovat posloupnost vrcholťr
Ťt,T2l. . .,Tk, p ičemž její prvky budou tvo it k-prvkovou nezávislou množinu. Proi < k označme Rl : {rr,rr,...,rl.}.

Dále budeme udrŽovat dva systémy množin vrchol Nl, a 
^Sz 

pro všechna i :: 0, 1, . . .,k, p ičemž bude platit:

1. Množiny ,Si, Nt a R; jsou po dvou disjunktní.

2, (^9,Ul'r.1 : mnoŽina vŠech vrcholri u takov ch,že R{) {r} je nezávislá množina,
tj. vrchol u by bylo možno p idat k &.

3, ,.^'r' = mnoŽina vŠech vrcholri, které dosud k množině .Bi nebyly p idány, tj.
Žádná nezávislá množina obsahující R.i.U {u} dosud nebyia zkoumána.

4, &: mnoŽina vŠech vrcholti u, jejíchž p idání k množiné Ri již bylo vyzkou_
Šeno, tj. vŠechny maximální nezávislé množiny obsahující ňi u ir} iiz ayry
prozkoumány.

219
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Mntone: Backtracking spočívá v systematickém prodlužování a zkracování po-
sloupnosti ^E a v odpovídající držbě množin Sl, Nr, Rl.

Máme-li posloupnost R o délce ,k, pak k jejímu prodloužení vybereme nějaky
vrchol r e Np. MnoŽiny Nr, a ^91 uschováme, budeme je pot ebovat pozdéji, až
se posloupnost .R opět zkrátí na délku &. Nyní však posloupnost rB prodloužíme
o vrchol x tím, že po|oŽíí[ fl.u1 i: I, vytvo íme množin Nt+r a Sr+r tak, aby
splňovaly v še uvedené podmínky, a položíme k :_ k + L.

Z podmínek 1-4 vypl rvá, že posloupnost R obsahuje maximální nezávislou
množinu právě tehdy, když Ne - Sn = a.

Nelze-li posloupnost R prodloužit, tj. je-li l6 - 0, provedeme v backtrackingu
návrat, tj. posloupnost zkrátíme o její poslední prvek rp, položíme k :- k - í
a upravíme množiny Nx a ,St.

Návrat provedeme také tehdy, existuje-li vrchol a e S* takoq , žeV(g)í].l/t : 0.
V této situaci je totiž jakékoli další prodlužování posloupnosti R zbytečné, protože
každé nezávislé množině, která by R obsahovala, by k maximálnosti scházel vrchol y.

AlcontrMUS:

1. |Inicializace.] Po|ožíme k:: 0, ,S9 := 0 a No :: V. Pokračujeme krokem 2.

2. |Rozší, ení, nezáuislé množiny.] Vybereme libovoln vrchol r l t a položíme
rn+t i= xl ,Sr+r ::,St\I/("), Nt+r :: AIt\(Y(")U{"}) ak:= k+I.
Pokračujeme krokem 3.

3. |Test maximálnosti množina RN.] Jestliže Ne - ,S* - 0, vytiskneme posloup-
nost R : (rt,T2l. , . ,,rk) a pokračujeme podle kroku 6, jinak pokračujeme
krokem 4.

4. |Test mažnosti zuětšouání.] Jestliže Nft _ 0, pokračujeme podle kroku 6, jinak
pokračujeme krokem 5.

5. fTest, tze-li Rx d,optnit na marimtíIní nezáuislou množinu.] Jestliže existuje
vrchol a Sn takoq, že V(y) n Ne = 0, pokračujeme podle kroku 6, jinak
pokračujeme krokem 2.

6. |NÓurat, zlcrácení, posloupnosti R.] Jestliže k =0, v počet končí. V ostatních
p ípadech položíme tr i= Tk, k :: k - 1, N,, :: Nr \ {"} &,S1 :: 56 U {r}.
Pokračujeme krokem 4.

13.3.2 Poznámky. P i qipočtu na počítači lze systém množin Sl, Nt a R,i.

uchovávat v jediné matici o rz sloupcích, kde rr, je počet vrcholri. Pro ? > 0 mohou
b t v i,-tém ádku zakódovány všechny t i zmíněné množiny, neboť jsou disjunktní.
Posloupnost .R je vhodné udržovat zvlášť. Víme-li, že nezávislost grafu a(G) 1 K,
pak stačí, aby matice měla pouze K ádk .

Jinou možností je reprezentovat množiny Sl, N1jako pole bitri a využít toho p i
provádění množinov ch operací.

Rychlost práce tohoto algoritmu lze podstatně ovlivnit strategií pro volbu
vrcholurvkroku2.
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13.3. Hledání maximálních nezávisl ,ch množin

13.3.3 P Íklad. Pomocí algoritmu 13.3.1 vyhledejme všechny maximální nezá-
vislé množiny v grafu z obt.13.4.

6

L23
Obrázek L3.4: Graf k p íkladu 13.3.3.

Prriběh práce algoritmu je patrn z následující tabulky. Obsah množin Nr, ,St
a R*je vyznačen písmen N, S aR. Znak - znamená,že p íslušn; vrchol nepat í
do žádné z těchto množin. Situace, kdy R7, byla maximální nezávislá množina, jsou
označeny hvězdičkou (*). Znak g/ tpozorňuje, že byl proveden návrat vyvolany
testem v kroku 5.

13.3.4 Heuristické postupy. Pro hledání nejpočetnějších nebo nejdražších ne-
závisl; ch množin se používají také heuristické algoritmy, které b vají rychlejší, ale
,,bez záruky". Nejjednodušší je zvolit někter; vrchol a k němu p idávat další tak
dlouho, dokud nedostaneme maximální nezávislou množinu. Pravidlo pro volbu p i-
dávaného vrcholu má zásadní vliv na kvalitu v;;ísledného ešení. Volba mriže b]ft
i náhodná, ale doporučuje se preferovat vrcholy s mal m stupněm nebo s velkou ce-
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nou. V PoČet je vhodné několikrát opakovat s využitím náhody a nakonec si vybrat
nejlepší z dosaženl,ich ešení.

Také lze PouŽÍt metodu lokálního pr zkumu (viz I1.4, str. 196) k postupnému
vYlePŠování dosaŽeného ešení nap . tak, že jeden vrchol z nezávislé množiny
odstraníme a pokouŠÍme se místo něj za adit jeden nebo i několik vrcholri jin;ich.
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Kapitola L4

Rovinné grafy

Rovinné grafy, tj. grafy, které lze nakreslit v rovině bez k ížení hran, jsou driležité
zejména v počítačové grafice, kde se využívá faktu, že struktura vrcholri a hran
t írozměrn; ch hranatych těles odpovídá rovinn m grafrim, a také v elektrotechnice
p i návrhu integrovan ch obvod a tištěn ch spojri. Další v znam rovinnlich grafri
vypl; vá z jejich speciálních vlastností. Pro rovinné grafy lze nap íklad zjednodušit
některé algoritmy (maximální tok v síti, prohledávání bludiště).

I4.L Nakreslení grafu a topologicky rovinny graf
l4.1.t Nakreslení grafu. Formální definice íká, že nakreslení, grafu G v rovině
p je dvojice prost chzobrazení $,ll; takovych,že $ píi azuje vrcholrim grafu r zlé
body roviny p a zobrazení lls p i azuje každé hraně spojující nap . vrcholy {*,,a}
jednoduchou k ivku v rovině p s krajními body ó(") a ó(a).P itom požadujeme,
aby žádná k ivka, která je obrazem hrany, neobsahovala obraz žádného vrcholu jako
svrij vnit ní bod.

Jednoduché k ivky mohou mít rozličn tvar a mohou se vzájemně protínat,
p ičemž je nutno rozlišovat obrazy vrcholri od pr sečíkri k ivek. Proto p i praktickém
kreslení znázoríujeme vrcholy pomocí kroužkri, puntíkti a podobně, abychom je
odlišili od prrisečíkri.

Rouinné nakreslení je takové nakreslení, v němž libovolné dvě k ivky, p i azené
riznym hranám, mají společné nejv še dva - a to své krajní - body. Graf, ke
kterému existuje rovinné nakreslení, naz rváme rouinn m grafem nebo také grafem
planórní,m.

L4.1.2 Topologick rovinn graf je rovinn graf chápany společně se sq m
nakreslením. Formálně tedy topologickli rovinn graf je šestice (V, E , , p, ó, t!),, v níž
(V,E,e) je graf a (ó,rh) jejeho nakreslení v rovině p. Rovinn graf (bez p ívlastku
topologicky) je formálně pouze graf (tj. trojice (V,E,e)), pro kter existuje nějaké
rovinné nakreslení.
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Vlastnosti rovinného grafu se netykají konkrétního nakreslení, ale pouze jeho
existence nebo dokonce jen možnosti nějaké rovinné nakreslení vytvo it, Vlastnosti
topologického rovinného grafu zahrnují navíc všechny vlastnosti jeho konkrétního
nakreslení,

Stěna topologi,clcého rouinného graíu je část roviny ohraničená k ivkami, které
jsou obrazy hran. Jedna ze stěn je vždy neomezená, ostatní jsou ome zené. Dvě stěny
naz váme sousední,mi, jestliže společná část jejich hranice je tvo ena jednou nebo
několika k ivkami, které jsou obrazy htan.

Řekneme , že stěna je incidentní, s hranou,, jestliže k ivka, která je obrazem hrany,
tvo í část hranice (nebo celou hranici) stěny. Stupeň stěny definujeme jako počet
hran, s nimiž je stěna incidentní, p ičemž každou hranu, která je mostem, počítáme
dvakrát. Nap íklad v grafu na obr. L4.L má stěna B stupeň 6 a stěna C stupeň 8.
Dvě stěny jsou sousední, jsou-li obě incidentní s touž hranou.

Obrázek 14.1: Stěny topologického rovinného grafu.

14.1.3 Kreslení grafu na kouli, stereografická projekce. Definice nakres-
lení grafu uvedená v I4.I.L m že b; t snadno zobecněna i na jiné plochy než roviny.
Kreslení grafu na povrch koule má těsny vztah ke kreslení v rovině: graf lze nakreslit
bez kíížení hran na povrch koule právě tehdy, když je rovinn;f.

Obrázek l4.2: Stereografická projekce.

Nakreslení na kouli a nakreslení v rovině |ze vzájemně p evádět mnoha zprisoby,
jedním z nich je tzv. stereografi,cká projekce: Na povrchu koule zvolíme dva souměrně
sdružené body S a J (,,severní a jížní pól") a zvolíme rovinu p,ktetáse dot ká koule
v bodě J (vizobr. 14.2). Nyní každému bodu r + S z povrchu koule p i adíme bod
z'vrovinětakto: body S ax vedemep ímku ataprotnerovinupv bodě r'. Toto
zobrazení je prosté a zobraafie cel povrch koule kromě bodu ,S na celou rovinu,
existuje tedy inverzní zobrazení. Obě tato zobrazeníjsou spojitá, obrazem k ivky
je tedy opět k ivka.
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P evádíme-li nakreslení z koule na rovinu, musíme samoz ejmě zvolit ,,severní
pól" 

^9 
tak, aby neležel v obraze žádné hrany nebo vrcholu.

Je-li graf nakreslen na povrchu koule tak, že se jeho hrany (p esněji k ivky
odpovídající hranám) nek íží, m žeme i zďe definovat pojmy stěna, incidence
stěny s hranou, stupeň stěny a sousední stěna. Na povrchu koule jsou všechny
stěny omezené, stěně obsahující ,,severní pól" ,S odpovídá v rovinném nakreslení
neomezená stěna.

PozNÁNax.q.: Každy graf lze nakreslit na povrch nějakého tělesa tak, aby se obrazy
hran nek ížily. Mnohdy k tomu však pot ebujeme složité těleso s mnoha ,,dírami"
nebo ,,uchy". Rovinné grafy jsou ty, které lze nakreslit bez kííženi na tělesa bez
,,děr" abez ,,uch", tj. na tělesa, která Lze získat spojitou deformací z koule.

t4.I.4 Silně ekvivalentní nakreslení. Je-li dáno rovinné nakreslení grafu G,
pak je tím pro každy jeho vrchol u definováno cykli,cké uspo d,dání, hran z množíny
E(r), a to tak, že budeme kolem vrcholu u obíhat ve směru hodinov ch ručiček.
Dvě rovinná nakreslení naz váme silně elcuiualentní,, určují-li obě stejná cyklická
uspo ádání hran.

Cyklická uspo ádání hran i silnou ekvivalenci lze definovat také pro grafy
nakreslené na povrch koule. Lze dokázat, že jsou-li dána dvě silně ekvivalentní
nakreslení, Ize jedno z druhého získat spojitou transformací.

Pomocí cyklick;fch uspo ádání hran lze snadno a ťrsporně reprezentovat v počí-
tači to, co je na rovinném nakreslení z grafového hlediska podstatné.

14.t.5 Věta. Nechť Á je libovolná stěna topologického rovinného grafu G. Pak
existuje silně ekvivalentní nakreslení grafu G takové, že stěna odpovídající A je
neomezená.

Důxaz: Graf G p eneseme stereografickou projekcí na povrch koule, pootočíme jej
tak, aby ,,severní pól" 

^9 
byl uvnit požadované stěny a toto nakreslení promítneme

zpět do roviny. n

Drikazy t í následujících vět lze najít v knize [Plesník83].

1"4.I.6 Věta. Ke každému rovinnému nakreslení prostého grafu bez smyček exis-
tuje silně ekvivalentní nakreslení takové,žekaždá hrana je reprezentována risečkou.

'l"4.1.7 Věta. Buď dán prostl topologick rovinn; graf bez smyček s vrcholy
1)1,1...,,un. Dále nechť jev téže rovině dáno n rtnnych bod pt,,...,pn. Pak existuje
silně ekvivalentní rovinné nakreslení takové, v němž každ vrchol ul je nakreslen
jako bod p;.

t 4.1.8 Věta. Každádvě rovinná nakreslení vrcholově 3-souvislého grafu buďjsou
silně ekvivalentní, nebo se takovymi stanou zrcadlovlim p evrácením jednoho z nich.
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226 Kapitola 14. Rovinné grafy

14.1.9 Mnohostěny. Vypuklé mnohostěny, tj. vypuklál tělesa, jejichž stěny
jsou mnohoírhelníky, p irozen m zprisobem určují graf: vrcholy mnohostěnu po-
kládáme za vrcholy grafu a hrany mnohostěnu pokládáme za hrany grafu. Ostatně,
odtud pochází naše grafová terminologie.

Je z ejmé, že je-li mnohostěn vypukl , je jeho graf rovinn; .

Lze dokázat,, že graf je grafem nějakého vypuklého mnohostěnu právě tehdy,
kdyžje rovinn a vrcholově 3-souvisl1 .

Praui,delny mnohostěn je takovy mnohostěn, jehož všechny stěny jsou shodné
mnohoírhelníky a všechny vrcholy mají stejn; stupeň. Graf pravidelného mno-
hostěnu je regulární (vrcholy mají stejn; stupeň) a navíc také všechny jeho stěny
mají stejny stupeň. Pomocí tzv. Eulerovy formule (viz 14.3.1) |ze dokázat,žeexistuje
(až na izomorfismus) pouze pět graf s těmito vlastnostmi, existuje tedy pouze pět
pravideln; ch mnohostěn . Tyto mnohostěny znali již sta í Řekové, íká se jim také
Platonoua tělesa. Grafově teoretick drikaz, že je pouze pět Platonovych těles, lze
najít v knize [MN96], zde uvedeme pouze číselné charakteristiky Platonov;ích těles:

počet stupeň
stěnIvrcholriIhran vrcholu I stěny

Pravideln dvanáctistěn je nakreslen na obr. 12.1, str. 197. Pravideln šestistěn
asi znáte pod názvem krychle.

L4.2 Duální grafy
t4.2.1 Dualita neorientovan ch rovinnl ch grafri. Mějme souvisl;i neorien-
tovan topologick rovinn; graf G. Duó,lní, graf GD sestrojíme takto: Do každé
stěny s grafu G umístíme jeden vrchol sD grafu GD . Pro každou hranu e grafu G
sestrojíme hranu eD,, která bude spojovat ty vrcholy grafu GD, které odpovídají
stěnám grafu G incidentním s hranou e. Yiz p íklad na obr. 14.3. Platí:

1. Duální graf je také souvisl;i a rovinny.
2. Duální graf k duálnímu grafu je p vodní graf, tj. (GD)D - G.
3. Dualita p evádí vrcholy grafu G na stěny grafu GD.
4. Smyčce v grafu G odpovídá most v grafu GD a naopak.
5. Kružnici v grafu G odpovídá v duálním grafu ez W6o (Á) určen;i množinou

vrcholri Á duálního grafu, p ičemž vrcholy množiny á odpovídají stěnám grafu
G ležícím uvnit kružnice.

Ově te si to alespoň nakreslením obrázku, lépe však ťrvahou.

lTěleso je vypukté (též konuexní,), jest|iže s každ; mi dvěma body obsahuje i celou risečku, která
tyto dva body spojuje.
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Obrázek t4.3: Duální graf ke grafu z obt. L4.1.

L4.2.2 Cvičení. Nakreslete si rovinné grafy všech Platonov ch těles (víz I4.L.9)
a sestrojte k nim grafy duální. Získáte tím opět grafy mnohostěnri - kter ch?

14.2.3 Dualita orientovan; ch grafri. Duální graf k orientovanému souvislému
topologickému grafu je definován stejně jako pro graf neorientovan;, navíc je však
t eba určit orientaci hran. Orientaci hrany eD volíme tak, aby protínala hranu e
zleva doprava. Jin;fmi slovy, orientaci hrany eD získáme pootočením hrany e ve
směru hodinov ch ručiček. Yiz p íklad na obr. 14.4.

Obrázek L4.4: Duální graf k orientovanému grafu.

Tvrzení uvedená v 14.2.1 platí analogicky pro orientované grafy s v; jimkou
tvrzení 2: Duální graf k duálnímu grafu GD není privodní graf G, ale graf, kter
z néj dostaneme obrácením orientace všech hran.

Další vztahy mezi topologick m rovinn m grafem a jeho duálním grafem jsou
uvedeny v 15.3.7, str.240.
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L4.2.4 Minimální ez a nejkratší cesta. Uvažujme orientovan;f topologick
rovinny graí G, jehož hrany jsou ohodnoceny kapacitami a jehož dva vrcholy, zdroj
z a spot ebič s, Ieží na obvodě neomezené stěny. Hledáním maximálního toku
v takovéto transportní síti jsme se zab; vali v 8.3.15, str. 145.

Vytvo me topologick;i rovinn graf G' p idáním návratové hrany e ze spot ebiče
do zdroje a její kapacitu zvolme tak, aby nemohla omezit tok. Ke grafu G' vytvo me
duální graf. Označme zD počáteční a sD koncov; vrchol hrany eD v duálním grafu
GD (viz obr. 14.5). Hrany duálního grafu ohodnoťme délkami, které jsou číselně
rovny kapacitám hran grafu G'.

\\\\\\\

l
,š 

;100

,'"'

l,,----- \É_,__---,
sD

Obrázek 14.5: Duální graf ke grafu z p íkladu 8.3.16, str. 145. Nejkratší cesta
odpovídá ezu s minimální kapacitou

Každéneorientované cestě v duálním grafu z vrcholu zD do vrcholu sD odpovídá
vgrafu Gíez,kter oddělujezdroj zaspot ebičs. Kapacita ezu jep itomrovna
délce cesty, ve které počítáme jenom hrany vp ed. Hrany, kter;fmi cesta prochází
proti jejich orientaci, totiž odpovídají hranám, které se v privodním grafu díky své
orientaci do kapacity ezu nepočítají.

V neorientované rovinné transportní síti je situace jednodušší. Maximální tok
nasycuje vždy všechny hrany minimálního ezu, a proto je minimální kapacita ezu
rovna délce nejkratší cesty v duáIním grafu.

Je t eba upozornit , že v obou p ípadech (orientovaném i neorientovaném) v grafu
mohou existovat ííezy, které neodpovídají žádné cestě z vrcholu zD do vrcholu sD.

Jsou to íezy W (A) určené množinou vrcholri .4 takovoll,, že podgraf indukovan
touto množinou není souvisl; . Snadno však lze nahlédnout, že žádn r takov ez
není minimální, neboť komponenta obsahující zdroj z určuje ez s menší kapacitou.
Je-li ez určen množinou Á takovou, že z e A a podgraf indukovan množinou Á je
souvisl , pak hrany ezuw(A) tvo í v duálním grafu cestu z vrcholu zD ďo vrcholu
sD. Tato cesta vede po hranici souvislé oblasti tvo ené těmi stěnami duálního grafu,
které odpovídají množiné A.
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t4.3 Vlastnosti rovinn ,chr graf
14.3.1 Věta (Eulerova formule). Pro každ souvisl topologick rovinn graf,
kter;f má n vrcholri, m htana s stěn, platí n * s - m * 2.

DŮxaz: Graf G mtňeme získat z jeho kostry postupn m p idáváním hran, které
v kost e neleží. Kostra topologického rovinného grafu má jedinou stěnu a počet
hran je m : fl - I, proto pro kostru Eulerova formule platí. P idáním hrany
k topologickému rovinnému grafu rozdělíme vžďy některou jeho stěnu na dvě. Levá
i pravá strana Eulerovy formule se tedy p idáním hrany zvětší o jedničku. Po p idání
všech hran tedy dostaneme Eulerovu formuli pro privodní dan; graf. n

t4.3.2 Cvičení. Dokažte zobecnění Eulerovy formule pro nesouvislé grafy: Pro
topologick; rovinn;i graf s n vrcholy,* hranami, s stěnamí ak komponentami
souvislosti platí n * s : rTL * k + I

Následující t i věty zaručují, že prosté rovinné grafy bez smyček nemají ,,p íliš
mnoho" hran, jsou tedy ídké.

14.3.3 Věta. Pro prost; souvisl rovinn; neorientovan graf bez smyček, kter
má n ) 3 vrcholi a m hran, platí m 1 3n - 6.

DŮxaz: Poněvadž graf je prost a bez smyček, má kažďá stěna (včetně stěny
neomezené) stupeň alespoň 3. Součet stupňri všech stěn je roven 2m, neboť v něm
každou hranu počítáme dvakrát. Počet stěn s tedy splňuje s < 2ml3. Dosadíme-li
to do Eulerovyformule, dostanemen*2ml32m* 2, atedy m!3n-6. n

t4.3.4 Věta. Pro prost souvisl; rovinn neorientovan; graf bez smyček a bez
trojirhelník , kter mán ) 3 vrcho|iam hran, platí m{2n-4.
Důxaz: Stupeň každé stěny grafu je větší nebo roven 4. Součet stupňri všech stěn
je roven 2m, počet stěn s tedy splňuje s < 2ml4 _ nxlz. Dosadíme-li to do Eulerovy
formule, dostanemen*rnlz> m*2, atedy ml2n-4. tr

14.3.5 Věta. V každém prostém rovinném neorientovaném grafu bez smyček
existuje vrchol, jehož stupeň je menší nebo roven 5.

Důxaz: Kdyby každjr vrchol měl stupeň 6 nebo více, měl by cel graf alespoň 3n
hran (je-li n počet vrcholri), cožby bylo v rozporu s větou 14.3.3. D

L4,3.6 Cvičení. Pomocí vět 14.3.3 a !4.3.4dokažte, že grafy Ks a,[í3,3 nejsou
rovinné.

t4.3.7 Věta o čty ech barvách. Rovinn; graf bez smyček lze obarvit čty mi
barvami.

PoznÁuxa: Viz komentá k větě 13.1.13, str. 215.
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L4.4 Charakte zace rovinnych grafii
I4.4,t florneomorfní grafy. Dva grafy Gt,Gz nazyváme vzájemné homeo-
mortními, jestliže lze jeden získat z druhého těmito operacemi:

Dělení hrany. Mějme hranu e s krajními vrcholy r,a. Hranu e odstraníme a místo
ní P idáme nov;i vrchol u a dvě nové hrany spojující nov vrchol u s vrcholy
r aa.

Odstranění vrcholu stupné 2 je opačná operace: vrchol stupně 2 odstraníme
sPolu s oběma hranami a nahradíme hranou, která spojí b;fvalé sousedy
odstraněného vrcholu.

Obě operace ,,zachovávají rovinnost" v tom smyslu, že byl-li graf rovinn p ed
oPeracÍ, bude rovinn;f i po ní a naopak. Jsou-li tedy dva grafy homeomorfní, pak
jsou buď oba rovinné, anebo oba nerovinné.

Obrázek 14.6: Grafy homeomorfní s grafy Ka a Kz,s.

!4.4.2 Kuratowského věta. Graf je rovinn právě tehdy, když neobsahuje
podgraf homeomorfní s grafem K5 nebo K3,s.

Důrcez není jednoduch , lze jej najít nap . v [Berge58]. n
PozNÁuxe: Pomocí Kuratowského věty lze nap . o daném grafu dokázat, že
není rovinn . Pro praktické zjišťování, zda dan graf je rovinn , to však není
vhodn; zpťrsob, protože vyhledávání podgrafii je dost obtížné. Hlavní v rznam
Kuratowského věty spočívá v tom, že rovinné grafy charakterizuje pomocí čistě
grafov ch pojmri. IJvědomte si, že pojem rovinného nakreslení není čistě grafov;fm
Pojmem, pot ebujeme k němu pojem roviny, spojitého zobrazení, k ivky apod.

t4,4.3 CvičenÍ. Pomocí Kuratowského věty dokažte, že tzv. Petersen u graf
nakreslen;í vlevo na obr. 1.2, str. 18, není rovinn; m grafem.

14.4.4 Algoritmy pro testování rovinnosti. Kuratowského věta nedává do-
bry návod k testování rovinnosti. Existují však rychlé algoritmy, které v čase O(")
nejen rozhodnou, zda graf je rovinnli, ale rovinné nakreslení zakódované pomocí
cyklick;fch uspo ádání hran (viz L4.I.4) dokonce sestrojí. Vzhledem ke značné
komplikovanosti se jimi nebudeme zabyvat, jejich stručn popis lze najít nap .

v [KuČera83, Plesník83]. Poznamenejme pouze, žetyto algoritmy postupně p idávají
kusy grafu ke vhodně zvolené kružnici a rozhoduj í, zd,a p íslušná část grafu bude
nakreslena uvnit nebo vně kružnice.
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Kapitola 15

Cirkulace a potenciály

Tato kapitola je věnována algebraick m vlastnostem cirkulací, potenciálov ch roz-
dílťr, kružnic a ezri. Tyto vlastnosti jsou driležité zejména v elektrotechnice p i
anal rze elektrick;ich obvodri.

Ke studiu této kapitoly je pot ebná alespoň základní znalost lineární algebry,
zejména vektorov ch prostorri.

Poznamenejme, že následující v klad je možno dále zobecnit na vektorové
prostory nad obecn; mi tělesy včetně těles konečn;fch, takže pak lze mluvit nap .

o vektorovém prostoru kružnic v grafu apod. My se však omezíme na vektorové
prostory nad tělesem reáln ch čísel.

V celé kapitole budeme p edpokládat, že hrany grafu jsou pevně očíslovány čísly
tr2r. . .rffi.

15.1 Vektorovy prostor cirkulací
Pojem cirkulace jsme definovali v 8.1.1, str. 129, některé vlastnosti cirkulací jsou
uvedeny v 8.5, str. 149. Zde nah\édneme o něco hlouběji do algebraického zákulisí
tokti v síti. Na rczdíI od kapitoly 8 se zde nebudeme zabyvat omezeními toku
(kapacitami) a nebudeme rozlišovat toky p ípustné a nep ípustné.

Díky pevnému očíslování hran čísly 1, 2,. . .,m mižeme každou cirkulaci poklá-
dat za m-čIenny aritmetick vektor.

15.1.t Věta. Množina všech cirkulací v grafu G tvo í vektorov prostor, ktery
je podprostorem prostoru lRm, kde m _ |E(G)|.
DŮxaz vypl vá z faktu, že součet cirkulací i násobek cirkulace číslem je
cirkulace (splňuje Kirchhoffriv zákon).

16.1,2 Kružnice a cirkulace. P ipomeňme, že v 8.3.3, str. 140, jsme hrany
libovolné kružnice rozdělili na hrany vp ed a hrany vzad, a to podle vztahu orientace
hrany ke směru prrichodu kružnicí.
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Kažďé kružnici mrižeme p i adit tzv. elementární, cirleulaci, / p edpisem: 15.
fun
cirl

í (") :{
0, jestliže e ne|eží na kružnici,
1, je-li e hranou vp ed,

-1, je-li e hranou vzad.
Dů
8en

15.1.3 Fundamentální soustava kružnic. Uvažujme graf G a nějak;í jeho

napnuty les K (viz 4.2.4, str. 58).

Ke každé hraně e E(G) \ E(lí) existuje podle véty 4.2.9 p esně jedna kružnice
/t. tvo ená hranou e a (někter mi) hranami lesa K. Tirto kružnici budeme orientovat
tak, aby hrana e byla hranou vp ed. Každou takovou kružnici nazveme fundamen-
tóIní, kružnicí, a množinu všech fundamentátních kružnic nazveme fundamentáInÍ,
soustauou kružnic vriči napnutému lesu K.

Každá fundamentální kružnice k" určuje elementární cirkulaci Í", která má
v hraně e jednotkovou velikost. Takovou elementární cirkulací naz,váme funda-
mentdlní, cirkulací,.

Fundamentd,lní, mati,ce kružnic je matice, jejiž ádky jsou tvo eny všemi funda-
mentálními cirkulacemi chápan mi jako ádkové vektory.
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Obrázek 15.1: Fundamentální soustava kružnic.

t5.L.4 P íklad. Graf na obr. 15.1 má dvě komponenty souvislosti. Napnut1

les K je vyznačen silnymi čarami. Tento les určuje (jednoznačně) fundamentální
soustavu kružnic a fundamentální matici kružnic:

Řaaty této matice tvo í bázi vektorového prostoru cirkulací, což vyplyvá z ná,
sledující věty.

15.
cirk
nap
stěr

1 2 eg e4 e5 e6 e7 eg eg 19 P'11 12 -13 14

ks / 11t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0\
ka l o 0 0 1-1 1-1 0 0 0 0 0 0 0l
kg I o 0 0 0 0 0 1 1 1-1 0 0 0 0l
kn l o 0 0 0 0 0 0 0 0-1 1-1 1 0l
ku \ 0 0 0-1 1 0 0-1 0 1 0 1 0 I l

Du
fun,
má
vek

15.
cak,

15.
ste
čen
tatt
dan
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15.1. Vektorovy prostor cirkulací

15.1.5 Věta. V grafu G zvolme libovoln; napnut les K. Potom množina všech
fundamentálních cirkulací vzhledem k lesu K tvo í bázi vektorového prostoru
cirkulací.

DŮxnz: Je t eba ďokázat, že fundamentální cirkulace jsou lineárně nezávislé a že
generují cel; vektorov; prostor cirkulací.

Nezávislost vypl vá z faktu, že kažďá hrana e e E(G) \ E'(/() je obsažena pouze
v jediné fundamentální kružnici, totiž v k", a proto pouze jediná fundamentáIní
cirkulace, totiž Í", je na této hraně nenulová. Má-li tedy b;ft nulová cirkulace
(tj. nulovy vektor) lineární kombinací fundamentálních cirkulací, musí byt všechny
koeficienty této lineární kombinace rovny nule. Tím je dokázána nezávislost.

Uvažujme nyní libovolnou cirkulaci / v grafu G. tJkážeme, že / je lineární
kombinací fundamentálních cirkulací. Vezměme postupně všechny hrany e E(G)\
\ E(lí) a od cirkulace / odečtěme vždy /(e)-násobek fundamentální cirkulace /..
Je z ejmé,, Že tím vynulujeme cirkulaci na všech hranách z množiny "E(G) \ E'(e).
Protože však zbyvající hrany neobsahují žádnou kružnici (jde o hrany lesa K),
musí b; t v; sledná cirkulace nulová i na nich. Z této rvahy plyne, že pro libovolně
zvolenou cirkulaci / platí

í- í("), í" ,
e E(G)\,E(lí)

a tedy / je lineární kombinací fundamentálních cirkulací.

15.1-.6 Věta. V grafu o n vrchoLech, m hranách a k komponentách souvislosti je
dimenze vektorového prostoru cirkulací rovna m - n * k.

DŮxaz: Dimenze je rovna počtu prvk báze, tedy podle p edchozí véty počtu
fundamentálních cirkulací, tj. počtu všech hran mimo napnuty les. Podle véty 4.2.8
mákaŽdy napnut; les n - & hran. Počet hran mimo napnut les (a tedy i dimenze
vektorového prostoru cirkulací) je tedy rn - n * k.

t5.1.7 Cyklomatické číslo. Dimenzi vektorového prostoru cirkulací naz.yváme
cyklomatickym čí,slem graíu.

1-5.1.8 Poznámka. Vektorov prostor cirkulací má i jiné bázenežfundamentální
cirkulace určené nějak m napnut;fm lesem. V topologick ch rovinn; ch grafech lze
naP Íklad získat bázi prostoru cirkulací ze soustavy kružnic určen; ch omezen mi
stěnami. Ově te na p íkladě. Viz též následující cvičení.

15.1.9 Cvičení. Vezměte topologick; rovinn graf z obrázkl1.1, str. 18 upro-
st ed, a zvolte jeho libovolnou orientaci. Ově te, že čty i elementární cirkulace ur-
Čené kružnicemi kolem omezen ch stěn tvo í bázi prostoru cirkulací. Ově te také, že
tato báze není fundamentálníbázi vzhledem k žádnému napnutému lesu (tj. kost e)
daného grafu.
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L5.2 Potenciály a potenciálové rozdíly

',ó.2,t 
Potenciál a potenciálov rozdíl. Buď dán orientovan graf G. Po-

tenciálem nazveme jakékoli ohodnocení vrcholri p , V(G) + IR, grafu G reáln;imi
čísly.

Ohodnocení hran zr : E(G) -+ IR reáln; mi čísly naz váme potenci,ó,lou m
rozdí,Iem, jestliže existuje potenciál p takov , že pro každou hranu e grafu platí:

15,2

\

libor
pote
tako

Je-li

Plat:
vrch

16.2
proS1

Dť,r
tenci

Souč

je soL

bek p

rozdí

16.2,
grafu

Odpc
lem.'.

P ipo

(15.1) r(e) _ p(Kv(e)) -p(Pv(e))

Všimněte si, že potenciálov rozdil zr se nezmění, zv šíme-li potenciáI p o stejnou
konstantu ve všech vrcholech některé souvis}é komponenty.

Zdaleka ne každé ohodnocení hran je potenciálovl m rozdílem. Najděte p íklad!
Návod, jak ově it, zda dané ohodnocení je potenciálov m rozdílem, podáme v ná-
sledující větě 15.2.2, írspornější verzi pak ve větě 15.3.4.

Dále poznamenejme, že máme-li pevně zvoleno očíslování hran čísly 1, 2,. . . ,n'L,
pak každ; potenciálov rozdíl m žeme pokládat za m-čIenn; aritmetick vektor.

L6.2,2 Věta. Pro libovolnou kružnici k označm" Cť množinu hran vp ed a C;
množinu hran vzaď. Ohodnocení hran rr je potenciálov m rozdílem právě tehdy,
když pro každou kružnici & v grafu platí:

(15.2) D"(r)-D"(r) -0.
eecd e .Co

PozNÁtrlxe: Podmínka (15.2) je analogií druhého Kirchhoffova zákona (součet
napětí podél obvodu je roven nule). Ve větě 15.3.4 ukážeme, že podmínku (15.2)

stačí ově it pro fundamentální soustavu kružnic.

Důxaz: Nechť zr je potenciálov;í rozdíL a p :e p íslušn potenciál. Vezměme
libovolnou kružnici, tj. posloupnost vrcholri a hran

Uo,etrUL, 2lU2,..., krUlr,

kde u* - ,uo.Pro každou její hranu platí:

p(u) - p(u*t) : r(e , je-li ei hranou vp ed, a
p(u) - p(u*t) _ -n("), je-li e1 hranou vzad.

Sečtením těchto rovnic pro všechny hrany kružnice dostaneme platnost podmínky
(15.2):

D "(r)- D "(r) -f{r(r)-p(u*r))=0.
eecI e ,Cf, i=L

Nechť nyní naopak zr je ohodnocení hran, které splňuje podmínku (15.2) pro
každou kružnici k. Popíšeme postup, kter; vede k nalezení potenciálu p splňujícího
podmínku (15.1).
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V kaŽdé souvislé komponentě zvolíme libovoln; vrchol t, a ohodnotíme jej
libovoln; m Potenciálem p(u).Dalším vrcholrim v komponentách vypočteme jejich
PotenciálY PostuPem, kter;f p ipomíná značkovací proceduru: Existuje-li hrana e
taková, že Pv(e) je ohodnocen a Kv(e) nikoli, položíme

p(Kv(e)) :- p(Pv(e)) + zr(e) .

Je-li naoPak hrana e taková, že Kv(e) je ohodnocen a Pv(e) není, položíme

p(Pv(e)) := p(Kv(e)) - r(e) .

Platnost podmínky (15.2) pro všechny kružnice zaručuj e, že každ,á hrana, jejíž oba
vrcholy jsou již ohodnoceny, splňuje podmínku (15.1). D

15.2.3 Věta. Množina všech potenciáloq ch rozdílri v grafu G tvo í vektorov;í
prostor, kter je podprostorem prostoru IR.*, kde m ie počet hran.

DŮxez: Vezměme dva libovolné potenciálové rozdíIy rltŤ2. K nim existují po_
tenciály pt,pz takové, žepro každou hranu e platí:

rt(e) _ pl(Kv(e)) - pr(Pv(e)) ,

nr(u) _ p2(Kv(e)) - pr(Pv(e)) .

součet potenciál p, + pz je samoz ejmě také potenciál, a poněvadž

n,,(") + 7r2(e) _ pl (Kv(e)) + p2(Kv(e)) - pr(Pv(e)) - p2(Pv(e)) ,

je součet potenciáloq ch rozdílri rl*lrz také potenciálov; m rozdílem. podobně niáso-
bek Potenciálu je potenciál, a tedy i násobek potenciálového rozdílu je potenciálov;
rozdíl. tr

15.2.4 Ř,ezY a potenciálové rozdíly. Každému íezu Wg(/) u orientovaném
grafuGm žemep i aditpotenciálpdefinovan p edpisem

p@)_{ 9 ptoueA,
[ 1 prou/A.

OdPovídající potenciálov; rozdíl r naz váme elementární,m potenciáIouym rozd,í,-
lem. Platí:

( t proeeW+(A),
r(e)_{ -1 proeeW-(A),

( 0 proeíW(A).
p ipomeňme, že zvláštním p ípadem ezu je okolí E(r) vrcholu u. I
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15.2.6 F\rndamentální soustava ez . Mějme graf, G a jeho napnut; les K.
Odstraněním libovolné hrany e e E(K) se podle véty 4.2.9 rozpadne některá

komponenta lesa K (tj.strom) na dvě komponenty. Označme .4 tu z nich, která
obsahuje počáteční vrchol hrany e, druhou z nich označme B. Fund,amentální, ez
r" určen hranou e lesa K nyní definujeme jako íezW6(A).

Množinu všech fundamentáIních ezri vriči napnutému lesu K naz váme funda-
mentáIní, soustauou ez .

FundamentáIní, potenci,álou rozdí,l zr" určen;f hranou e napnutého lesa definu-
jeme jako elementární potenciálov rozdíl, určen; fundamentálním íezem ru. Plati
tedy rc.(.) _ 1 a potenciáI p", kter tomuto potenciálovému rozdílu odpovídá, spl-
ňuje pu(Á) : 0 up"(B) : 1, kde ,4, B jsou komponenty lesa K oddělované hranou e.

Fundamentólní, matice ez je matice, jejíž ádky jsou tvo eny všemi fundamen-
tálními potenciáloq mi rozdíIy, chápan mi jako ádkové vektory.

\

I

I

I

I

I

Irz ra | ! rro rn| rrs l

Obrázek I5.2: Fundamentální soustava ezri.

L5.2.6 P íklad. F\rndamentální soustava ezri v grafu z obrázku 15.1 vzhledem
k témuž napnutému lesu K je na obrázku 15.2 znázotnéna čárkovaně. Fundamen-
tální matice ezri má tvar
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Řaaty této matice tvo í bázi vektorového prostoru potenciáloq ch rozďíltt, což
vypl; vá z následující věty.
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15.2.7 Věta. V grafu G zvolme libovoln; napnut; les .Ií. Potom množina všech
fundamentálních potenciálov; ch rozdíl vzhledem k lesu K tvo í bázi vektorového
prostoru potenciálovl ch rozdílri.

DŮxe,z je podobn drikazu věty 15.1.5 pro cirkulace. Nezávislost fundamentálních
potenciálov ch rozdíl vypl vá z faktu, žekaždáhrana e e E(K) je obsažena pouze
v jediném fundamentálním ezu.

Vezměme nyní libovoln potenciálov rozdíI r.IJkážeme, že r je lineární kom-
binací fundamentálních potenciálov ch rozdílti. Uvažujme postupně všechny hrany
e E(K) a od potenciálového rozdílu zr odečtěme vždy n,(e)-násobek fundamentál-
ního potenciálového rozdílu r". Je zíejmé, že tím získáme potenciáloq rozdíl

*1 _ 7T- 

' 

r(e).t",l| - 
e E(K)

ktery je nulov na všech hranách lesa K. Odpovídající potenciál tedy nab; vá t chž
hodnot vždy na celé souvislé komponentě grafu G, proto je potenciálov;i rozďíI rl
nulovy na všech hranách grafu (hrany vedou jen mezi vrcholy téže komponenty).
Tím je dokázáno, že

7l- 

' 

r(e).ru
eeE(K)

je lineární kombinací fundamentálních potenciálov ch rozdílri.

15.2.8 Věta. V grafu o n vrcholech a k komponentách souvislosti je dimenze
vektorového prostoru potenciálov ch rozdílri rovna n - k.

DŮl<lz: Dimenze je rovna počtu prvkri báze, tedy podle p edchozí véty počtu
fundamentálních potenciálov ch rozdílri, tj. počtu hran napnutého lesa, kter podle
véty 4.2.8 má p esné n - & hran. tr

15.2.9 Poznámka. Vektorov prostor potenciáloqich rozdílri má i jiné báze než
fundamentální soustavy určené nějak m napnut m lesem. Driležité jsou zejména
báze tvo ené z ezri tvaru E(r), neboť p íslušné elementární potenciálové rozdíly
jsou shodné s ádky incidenční matice.

15.2.10 Věta. Vektorov prostor potenciáloq ch rozdílri grafu G je generován
množinou elementárních potenciálov ch rozdíl určen; ch íezy tvaru E(r), kde r je
vrchol grafu G.
DŮsr,PoBx: Vektorov; prostor potenciálov;ich rozdílri je generovan ádky inci-
denční matice. Z íádk: incidenční matice tedy lze vybrat bázi vektorového prostoru
potenciálov ch rozdílri.

DŮxaz: Dokážeme, že z elementárních potenciálov; ch rozdílťr určen ch okolími
vrchol , tj. íezy ve tvaru E("),lze získat jako lineární kombinaci libovoln; elemen-
tární potenciálov, rozdil. Z toho pak již snadno plyne, želze vygenerovat i jakoukoli
fundamentální soustavu potenciálov ch rozdílri a ta již podle L5.2.7 generuje cel;
prostor.

-I ,,
l

|,,

-,-{ 
i
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Vezměme libovoln íezW(A) a jím určen; potenciálov rozdíIr. Označme zr,
elementární potenciálovy rozdíl určen; okolím E(") libovolného vrcho\u r . A.
Ukážeme, že pro všechny hrany grafu platí:

r(e) _ D",@)
a.A

(15.3)

15.:

15.:
Potr
tehc

Důl
činu

15.:
dují

1

2

3
4

5

Důt
z lel
opě1

15.i
tozi

(15.

prár

Důt

15.:
dují

1

2

3
4

5

Důl
vypl
opět

Pro hrany z ezu W (A) tato rovnost vypl vá z faktu, že hrana e je obsažena
pouze v jedné z množín E(") a p íslušn sčítanec má správné znaménko. Má-li
hrana e oba vrcholy v množiné A, je obsažena ve dvou množinách hran E(PV(e))
a E(Kv(e)), p ičemž na hraně e mají p íslušné sčítance opačná znaménka, a součet
je tedy nuloq . Hrany, jejichž oba vrchoIy Ieží mimo množinu A, neleží v žádném
z uvažovan; ch okolí, a proto je na nich součet také nulovy. Platí tedy:

r - DT,,
g, .A

Potenciálov r rozďíI r tedy je lineární kombinací elementárních potenciálov; ch
rozdíl , které jsou určeny okolími E(r) vrcholri x . A. D

t5.2.1J Hodnost grafu. Dimenze vektorového prostoru potenciálov ch rozdílri
je rovna hodnosti incidenční matice grafu. Tlrto dimenzi naz váme též hodností,
grafu.

15.3 Vztahy cirkulací a potenciálovl ch rozdíl
15.3.1 Skalární součin a kolmost vektor . Dva vektory u,,u IR- jsou
kolmé,je-li jejich skalární součin roven nule. Jsou-li P a P' dva podprostory téhož
prostoru ]R^ a je-li každ; vektor z Pkolml nakažd vektor z P', pak prostory P
a P' naz váme vzájemně kolm mi. Z vlastností skalárního součinu snadno plyne
toto tvrzení:

Je-li každ vektor z množiny generátorťr prostoru P kolm na každy vektor
z množíny generátorri prostoru P', pak prostary P a P' jsou vzájemně kolmé.

15.3.2 Věta. Vektorov prostor cirkulací a vektorov;i prostor potenciálov ch
rozdílri jsou vzájemně kolmé.

Důxaz: Stačí dokázat, že libovolná fundamentální cirkulace je kolmá na libovoln;
fundamentální potenciálov; rozdíl v či témuž napnutému lesu. To je však snadné:
Stačí si uvědomít, že libovolná fundamentální kružnice a libovoln; fundamentální
ez buď nemají žádnou společnou hranu, nebo mají p esně dvě společné hrany.

Tyto dvě hrany buď jsou stejně orientovány vriči kružnici (obě vp ed nebo obě
vzaď) a rozdílně vtiči ezu (jedna dovnit druhá ven), nebo jsou rozdílně orientovány
vzhledem ke kružnici a stejně vtiči ezu. Ve všech těchto p ípadech mají ve skalárním
součinu činitelé odpovídající těmto hranám opačná znaménka a vzájemně se ruší.
Skalární součin fundamentální cirkulace a fundamentálního potenciálového rozdílu
je tedy nuloq .
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15.3.3 Lemrna. Mějme kružnici k a jí odpovídající elementární cirkulaci /.
Potom ohodnocení hran zr splňuje podmínku (15.2) (druh;i Kirchhoffriv zákon) právě
tehdy, když vektory T a í jsou kolmé.

DŮxaz vypl vá bezprost edně z definice elementární cirkulace a skalárního sou-
clnu.

(15.4)

' 
ík)-

eeW+(A) e .

/(e) - 0
A)

D

15.3.4 Věta. Buď G orientovan; graf a zr ohodnocení jeho hran. Potom násle-
dující podmínky jsou ekvivalentní:

1. zr je potenciálov rozdíl.
2. Podmínka (15.2) (druh Kirchhoffriv zákon) platí pro každou kružnici.
3. Podmínka (15.2) platí pro každou fundamentální kružnici.
4. Vektor zr je kolmy ,ra každou fundamentální cirkulaci vzhledem k nějakému

napnutému lesu K.
5. Vektor zr je kolm; na každou cirkulaci / v grafu G.

DŮxaz: 1<+ 2vyplvázvéty L5.2.2;2 + 3 platí triviálně; 3 =+ 4vyp\yvá
z lemmatu 15.3.3; 4+ 5 vypl;íváz vlastnostívektorov ch prostorri; 5 +2 vyplyvá
opět z lemmatu 15.3.3.

15.3.5 Lemrna. Mějme ez W (A) a jemu odpovídající elementární potenciálov1
rozdíI zr. Potom ohodnocení hran / splňuje podmínku

D
W-(

právě tehdy, když vektory í a n jsou kolmé.

DŮxez plyne bezprost edně z definice elementárního potenciálového rozdílu. tr

15.3.6 Věta. Buď G orientovan graf a / ohodnocení jeho hran. Potom násle_
dující podmínky jsou ekvivalentní:

1. / je cirkulace.
2. Podmínka (15.4) platí pro každj, ez.
3. Podmínka (15.4) platí pro každ fundamentáIní íez.
4. Vektor / je kolm na každ fundamentální potenciálov rczdíl vzhledem

k nějakému napnutému lesu K.
5. Vektor / je kolm ,nakaždy potenciálov; rozdil.

DŮxez: L e 2je z ejmé z definice cirkulace a ezu; 2 + 3platí triviálně; 3 + 4
vypl;iváz lemmatu 15.3.5; 4+ 5 vypl;iváz vlastností vektorov; ch prostorťr; 5 +2
opět vyplyvá z lemmatu 15.3.5.
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15.3.7 Cirkulace a potenciálové tozdíly v rovinn ch grafech mají další
zajímavé vlastnosti. Uvažujme orientovan topologick; rovinny graf G a k němu
duáIní graf GD (vízt4.2.3, str. 227). Každou cirkulaci v grafu G mrižeme pokládat
za potenciálov rozdíI v GD , a také naopak každy potenciál ovy rozdíl v G mrižeme
pokládat za cirkulaciv GD. (Ově te na p íkladě!) Z toho také plyne, že cyklomatické
ČÍslo grafu G je rovno hodnosti grafu GD, & naopak hodnost grafu G ie rovna
cyklomatickému číslu grafu GD.

L5.4 Anal; za elektrické sítě
V tomto oddíle naznačíme, jak lze vlastnosti vektorov ch prostorri cirkulací a poten-
ciáloq ch rozdílri použít p i anal;fze elektrické sítě složené ze zdtojů stejnosměrného
napětí a z tezistorri. Podrobnější v klad tykající se obecnějších obvodri by p esa-
hoval rámec této knížky, zájemce odkazujeme na knihy [SwTh81, KŠCh89] a na
speciální elektrotechnickou literaturu .

15.4.1 Kirchhoffovy zlákony, Uvažujme elektrickou síť složenou z rezistor a ze
zdrojri napětí. Síť snadno znázorníme orientovan m grafem. Orientaci hran mrižeme
zvolit libovolně. Vrcholy grafu odpovídají uzlrim elektrické sítě (vodičrim), hrany
odpovídají větvím. V každé větvi mriže b; t jeden nebo několik zdrojri napětí a jeden
nebo několik rezistorri. Každou větev e ovšem mrižeme zjednodušit tak, že obsahuje
vžďy jeden zdroj napětí eu (mriže mít i nulovou velikost) a jeden rezistor o odporu
-R.: pro tento ričel ve větvi sečteme napětí všech zdrojri a podobně sečteme odpory
všech rezistorri a vnit ní odpory všech zdroj .

Proud protékající větví e označíme .I., napětí U" na této větvi je součtem napětí
zdroje e" a ribytku napětí na rezistoru, kter podle Ohmova zákonaje roven R"I".
PlatítedyU"- e-RuI".

Proudy a napětí v síti musí splňovat I. a 2. Kirchhoff v zákon. Jin mi slovy,
ohodnocení hran .I" musí b t cirkulací ve smyslu definice 8.1.1, str. 129, a ohodnocení
hran Q musí pro každ; obvod (tj. kružnici) splňovat podmínku (15.2), atedy podle
věty 15.2.2 musí b t potenciálov; m rozdílem.

Všechny tyto podmínky mrižeme snadno vyjád it pomocí soustavy lineárních
rovnic, v nich jako neznámé vystupují proudy v jednotliv ch hranách I". IJ pod-
mínek z 1. Kirchhoffova zákona to je zcela p ímočaré. Pro podmínky plynoucí z 2.
Kirchhoffova zákona vyjád íme napětí [/" pomocí vztahu [J" - e" - RuI", v němž
e" pokládámeza konstantu a p evedeme ji na pravou stranu. Typická rovnice pro
některou kružnici tedy má tvar

RtIt* RzIz +...:6t * z*...
Soustava rovnic pro všechny vrcholy a všechny kružnice má ovšem zbytečně mnoho
rovnic a je lineárně závislá. Pro ešení soustavy je v hodné, aby rovnice byly lineárně
nezávislé. Toho lze docílit takto:

Zvolíme kostru grafu (p edpokládáme, že síťje souvislá) a vzhledem k této kost e
nalezneme fundamentální soustavu ezi a fundamentální soustavu kružnic. Rovnice

15.4, Anal,

pro proudr,
pro napětí
15.3.4 a 15.

a fundamel
všechny kr,,,

Podle ,,,É

m je počet
velikosti pr
Ohmova za

Vypoče,
rovnic. Rc,
totiž maji
kostry jakc
kostru. Tal
fundament:
smyčkor,! c:
již snadnc

Lze dcl
a že její p:

(15.5)

kde k,t. A'.

jako matic
transponc,,
jsou rovnr,

Cel1, p:

Obráz



15.4. Anal za elektrické sítě

pro proudy (1. kirchhoffriv zákon) sestavíme pouze pro fundamentální ezy, rovnice

pro napěti 1i. xi..rrhoff v zákon) sestavíme pouze pro fundamentální kružnice, z vét

15.3.4 a 15.3.6 vypl vá, že platí_li oba Kirchhoffovy zákony pro fundamentální ezy

a fundamentální t*zrri.u, platí oba v plném rozsahu, tj. pro vŠechnY ezY i Pro

všechny kružnice (obvody).
Podle vět 15.1.6 a 15.2.8 má tato soustava celkem rn rovnic o m nez;nám ch, kde

rn Je počet hran grafu. kdybychom tuto soustavu rovnic vy ešili, získali bychom
.,retit osti proudri v jednotli"ycn větvích sítě. Napětí bychom pak dopočítali podle

ohmova zákona.
V počet však 1ze ještě dále usnadnit podstatn; m zmenŠením velikosti soustavY

rovnic. Rovnice sestavené podle 1. kirchoffova zákona pro fundamentáIní ezy

totíž mají velmi jednoduchl tvar a umožňují snadno vyjád it proudy v hranách

kostry;ai<o lineární kombinace tzv. smyčkouych proud , tj, proudri v hranách mimo

kostru. Tato vyjád ení dosadíme do rovnic získan; ch ze 2. kirchhoffova zákona pro

fundamentální kružnice, čímž dostaneme soustavun,L_n*L rovnic pro rn _n*l
smyčkov ch proudri. Řeiením této soustavy získáme smyčkové proudy a z nich pak

již snadno dopočítáme proudy v ostatních hranách,

Lze doká zat, že *uii.. , soustavy rovnic pro smyčkové proudy je symetrická

a že její prvky sii \ze ziskat i zce|a mechanick; m zprisobem podle yzotce

íl,

slj :Y Rtkltkit ,

1_1L:L

kde ki1, kit jsou prvky fundamentální matice kružnic k. Matici s Lze získat také

jako maticovy ,orrčir, 
'S 

_ KRKi, kde K je fundamentální matice kruŽnic, KT je

irurrrporrouu.rá fundamentální matice kružnic a R je matice, jejíž PrvkY na diagonále

jsou iovny odporrim Rr a ostatní prvky jsou nulové,

Cel postup v; počtu p edvedeme na p íkladě,

obrázek 15.3: p íklad elektrické sítě a fundamentální soustavy kružnic a ezri.

24Ie a potenciály
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15.4.2 P íklad. Nalezněme proudy a napětí v jednotlivl ch větvích elektrické
síté z obr. 15.3 na p edchozí straně. Rovnice vyjad ující 1. Kirchhoffriv zákon pro
fundamentální soustavu ezri mají tvar

lq:
(15.7) I:',

kg:

a rovnice vyjad ující 2. Kirchhoff v zákon pro fundamentální soustavu kružnic mají
tvar

Rth-RzIz*Rs.rs = Ll
-RsIe * RaIa - RsIs-.Ro.Io = - 5,

RaIa*RzIr-Rsls = 7,
-RzIz-RsIs-Esls*fig.rg _ - g- a.

Řešením této soustavy 9 rovnic o 9 neznám ch bychom mohli p ímo získat
proudy v jednotliv ch větvích. Méně pracn; však je tento postup: Proudy ve
větvích, které jsou částí kostry, vyjád íme ze soustavy (15.6) jako lineární kombinace
ostatních. Stejné vztahy však lze snadno vyčíst p ímo z grafu na obr. 15.3 vpravo.

(15.6)

(15.8)

(15.9)

Ťzi h*Iz*Is : 0,
Tg| -/r*Is*Ia = 0,
Ťs: Iq*Ia*Is : 0,
Ť6i Ia*Ia-Iz -- 0,
Tai Iz*Is*Ig : 0

12 : -h-Is,
ft = h-Il ,

15 : -Is,-Ig,
Ia = -Iq,*Iz,Ia = -Iz-Is.

(Rr + Rz*Rs)/r - RsIq * RzIg _ t,
-RsIt+ (Rs * Rl,* Rs * Re)Ia - RaIz * RsIg _ - 5,

-ReIa,+ (Ro * Rz*.Rs)/z *R6/9 _ 7,
Rzh * RsIl* RsIz + (Rz*Rs *Rs *Bg)/g _ -6s -ts .

v,

v-l.1
2.

3.
4.

5.

v_l..
qich l

V-1..

v-l.I
opaku
a zajii

v_l.{
hran.

v_l.t
hrany

v_l.t

Zatími

v_2,2
hledár
speciá.

Nyní dosadímé zevztahi (15.8) do soustavy (15.7), čímž získáme pouze n,L-n+
* 1 : 4 rovnice o 4 neznám ch 11,14, I7, Ig:

Vy ešením této soustavy získáme proudy /r,Is,Iz,Ig o. dosazením do (15.8)
zb vající proudy. Ově te, že tyIéž koeficienty soustavy rovnic (15.9) poskytuje
i vzorec (15.5).

15.4.3 Cvičení. Vy ešte p íklad L5.4.2 pro konkrétní hodnoty L = 5 : 7 =
- 6V, s=L2Y,RL: Rs= Rz:10,R9 -2Q,Rz= Re= R4,: Eo: Es: lQQ.

Pak zvolte jinou kostru, pop . i jinou orientaci hran a ešení opakujte. V; sledek
musí b t samoz ejmét ž.
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h elektrické
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nze n,L - n*

Es.

l do (15.8)

) poskytuje

, c5 - c7 -
ns - 100.
e V; sledek

Vysledky cvičení

V-l.3.2 (str. 16).

2. PLatí d(r) > l0(")l ž lY(")l .

3. Platí m(r,r) : *+(*,r) : počet smyček ve vrcholu fi .

4. Nem že. Její vrchol by musel zároveí pat it i nepat it do množiny A .

5. Platí lW(A)l>lV(A) \ Ál .

V*1.4.3 (str. 18). Vrcholy označte počínaje leq m vrcholem ve směru hodino_
v;fch ručiček d, c, e,b, í, a. Není to jediná možnost.

v-1.4.4 (str. 18). Prvé t i jsou navzájem izomorfní, čtvrt; nikoli.

V-t.5.4 (str.20). Ze sledu, kter; není cestou, m žeme vynecháním částí mezí
opakujícími se vrcholy získat cestu, která vede z téhož vrcholu do téhož vrcholu,
a zajišťuje tedy stejnou dostupnost.

V-1.8.2 (str. 2a). Dvanáct hran. Kdyby graf, H měl navíc smyčku, bylo by to 13
hran.

V-1.8.3 (str. 25). Mohou. Všechny hrany obou grafii jsou smyčkami, neboť jiné
hrany by se v obou maticích sousednosti projevily nestejn;;?mi hodnotami.

V-1.8.5 (str. 25). Pro orientovan; graf je ,{

BBT _{ -*+(i,j) proil j,,

-t d,(i) proi=j,
zatímco pro neorientovan graf je

V-2.2.9 (str. a1). Vzhledem k obrovskému počtu vrcholri (několik trilionri) je
hledání cest v takovém grafu nereálné. V takov ch p ípadech je vždy t eba vylžít
speciálních vlastností konkrétní rilohy.

BBT : {n:i,' i:::!';

I
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V-3.1.6 (str. 49). V kroku 2 vybíráme vždy hranu, jejíž jeden vrchol má značku
a druhy nikoli.

V-3.1.7 (str. 49). V algoritmu 3.1.1, str. 47, upraveném podle cvičení 3.1.6,
za adíme do kroku 2 test, zda existuje hrana, která spojuje dva označkované vrcholy
a která nebyla použita v kroku 3 k označkování žádného z těchto dvou vrcholri.
K tomu lze použít hodnoty Ooxuo.

V-3.3.8 (str. 55). Není to pravda. Nap íklad v grafu na obr. 5.2, str. 72, v době
návratu z vrcholri 5 nebo 6 není označkován vrchol 9.

V-4.2.1O (str. 60). Všechny vrcholy jsou (dokonce orientovaně) dostupné z ko-
ene, proto je graf souvisl;i. Z vlastností vstupních stupňri plyne, že je-li n počet

vrcholri, je počet hran n - I. Podle véty 4.2.9 je tedy stromem.

V-4.2.t2 (str. 60). Je-li souvisl; a má-li alespoň tolik hran, kolik má vrcholri.

V-4.2.1,3 (str. 60). Dvě nebo t i.

V-4.2.14 (str. 61). Ka má dvě neizomorfní kostry, K5 má t i.

V-4.3.t2 (str. 64). Kdyby ceny hran nebyly tůzné, mohla by p idáním všech
hran splňujících podmínku (x) vzniknout v grafu .L kružnice. Jednoduch; m p íkla-
dem je graf, kde několik nejlevnějších hran má stejnou cenu a tvo í kružnici.

Úprava Borrivkova algoritmu spočívá v tom, že ceny hran učiníme r:|uzn rmi. Lze
to udělat buď zvětšením všech cen o velmi malá rizná čísla, anebo lépe tak, že p i
porovnávání cen dvou hran v p ípadě stejn ch cen rozhodneme podle po adov ch
čísel obou hran.

V-4.4.6 (str. 66). Cesty, které jsou vrcholově disjunktní, jsou i hranově dis-
junktní. Naopak to ovšem neplatí.

Rovnost vrcholového a hranového stupně souvislosti neplatí nap . pro graf, ktery
dostaneme z Ka odstraněním jedné hrany.

V-5.2.10 (str. 77). V grafu na obr. 5.3 je 9 rrizn;fch topologick ch uspo ádání vr-
cholri: 123456879, t23546879, 123564879, L23568479, t24356879, 132456879, 13254-
6879, 132564879, 132568 479, 123456879.

V-5.2.1r (str. 77). Je-li t,1 ,,u2t...lan topologické uspo ádání vrcholri, pak topo-
logické uspo ádání hran získáme tak, že nejprve za adíme všechny hrany z množiny
E*(rr), pak všechny hrany z E+(u2) atd.

Je-li e1 ,e2l...,etn topologické uspo ádání hran, m žeme topologické uspo ádání
vrcholri získat tak, že nejprve za adíme vrcholy s kladn m v stupním stupněm, a to
v po adí, v němž se vyskytují poprvé v posloupnosti Pv(e1), Pv(e2) 1. . . ,Pv(e-)
a na konec za adíme v libovolném po adí vrcholy s v stupním stupněm nuloq m.

v_6.3,

a: 1,1

\tž-o

b: rrl

vi
re

!|rlsle t

v-5.3
splňují

4+
8=

souvislr
9+

v-5.5,
Jádren

v_6.5 ,

v_6.7,

v-6.7.
a vykor

v-7.3.
Vl,c

také ho
do soui
polookr
sledri z
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;l nná značku

Fičení 3.1.6,
rané r,rcholy
iou \.rchol .

,. i2. v době

nilpné z ko-
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V-5.3.5 (str. 79). Tvrzení 8 a g p idat !ze, viz následující drikaz. Tvrzení 10
sPlňují i grafy, které mají více než n - ! hran, proto tvrzení 10 p idat nelze.

4 + 8: z existence ko ene plyne souvislost.
8 =+ 9: z vlastností stupňri vrcholri plyne, že graf má p esné n - l hran. Ze

souvislosti a poČtu hran plyne, že G je stromem, a proto neobsahuje kružnici.
9 + 5: neobsahuje-li grafkružnici, neobsahuje ani cyklus.

V-5.5.5 (str. 8a). Graf hry je podobn jako na obrázku 5.7, ale bez vrcholu 0.
Jádrem je množina {1,5,9, 13}.

V-6.3.9 (str. 98).

vrchol
vzdálenost 28

3_2 1_3 3_4 4_5 5_6 5_9 6_10

9vrchol
vzdálenost
Ooxuo 2_3 2_4 3_5 5-6 5_7

3_6
6_8 8_9

V-6.5.3 (str. 101). P íkladem je graf z obr. 6.3, str. 97.

matice vzdáleností:

V-6.7.6 (str. 106). Matici Q inicializujeme p íkazem QQ,fl :_ i pro všechnai,, j
a v; konny p íkaz uvnit cyklri nahradíme p íkazem:

když M(i,, j) > M(i,,k) + M(k, j),
pak proveď M(i,, j) ,: M(i,,k) + M(k, j) a navíc QQ, j) :_ Qu,,k).

V-7.3.5 (str. 1,2l). Oba algoritmy začínají s rozdílně definovan;imi maticemi.
Y chozí matice A ve Floydově algoritmu 6.7.3 zahrnuje kromě hodnot hran

také hodnoty triviálních sled (nuly na diagonále), neboť jejich opakované zahrnutí
do součtri O nevadí. Kleeneho algoritmus však musí kv li obecn m uzav en m
polookruhrim započítat triviální sledy jen jednou, proto jsou hodnoty triviálních
sledri z vychozí matice vyloučeny a jsou započítány až na konci v;ipočtu.

303110

6_7 7_8
4_7

v_6.7.5 (str. 106). 
"n,:;

í;
t,;

2 8 4 4\
0 6 2 2l

-5 0 _3 _3 l._1 4 0 1|_2 4 0 0/

98

42

b2
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V-7.3.7 (str. Lzl). Matice ší ek nejširších sledti:

V-7.4.7 (s_tr. 126). .s(tll,ur) = 1, s(u1 ,uz):3|, s(ul,us) : 3l, s(ut,un) : I.
(ur,rr) = 3. r(ur,ro) : t.

V-8.1.14 (str. 133). Záporn tok v hraně incidentní s u by nemusel procházet
hranou e., a omezení toku v hraně e, by bylo neričinné.

V-8.t.17 (str. 133). Je-li nap . tok v hraně h omezen na interval (rl,ca) a je-li
závislost ceny toku na jeho velikosti dána grafem na obr. l5.4, nahradíme hranu h
čtve icí rovnoběžn;ich hran ht,. .. , ha takto:

e l(e) c(e) a(e)
ht t1 X1 atlrt
h2 0 xz - xt (a, - a,,) l@2 - í1)
hz 0 xg-tz (ar-a l@3-z.2)
hn 0 frq-r'g (an-a l@a-z3)

Obrázek I5.4: Konvexní závislost ceny toku na velikosti toku.

V-8.2.10 (str. 139). Kapacity hran budou jednotkové, dolní omezení nulové. Ke
grafu p idáme návratovouhranu z cílovéhovrcholu c do v chozíhovrcholu r av této
jediné hraně bude dolní i horní omezení toku jednotkové. Nejkratší cestu budou
tvo it privodní hrany s jednotkoq.fm tokem.

Cyklus se zápornou délkou mriže zp sobit chybn v sledek, neboť jeho hrany
mohou b;it nasyceny tokem, a tím mohou b t nepoužitelné pro tok, kter; má určit
nejkratší cestu.

Vy"

v{
dobi
ome

I
porl
píp
obsa
vpU

v_3

v_g
Zvol
apa
zmá

(

nejd
max
ime
tedy

v_9
což
Rovr

v-g
kterr
stejr

/q 6 7 7 7 7 \
I a oo 5 4 4 4l
l + 6 oo 4 4 4l
la,68oo44ll+ 6 7 7; i l

\ 4 6 8 8 4 *)

v_1
0001
za tt

r
je 22

v-1
uzav
proc

v-1
losti,
tahti

Ií
vzá
nebo



sJedky cvičení

r(ur,ul) : 1.

ld procházet

'?t,tn) a je-li
ilíme hranu h

nulové. Ke
rluravtéto
m,tu budou

li o hrany
r 

^á 
určit

V ,sledky cvičení 247

V-8.4.10 (str. l4g). Pokud p ípustn; tok najdeme, bylo omezení stanoveno
dob e. (To platí pro hledání p ípustného toku. Pro hledání toku maximálního by
omezení mohla b}rt i takto p íliš silná.)

Pokud p ípustná cirkulace neexistuje a návratová hrana je součástí ezu se zá-
Pornou kapacitou, pak je t eba omezení v návratové hraně změnit (uvolnit). Pokud
P ÍPustná cirkulace neexistuje, a\e íez se zápornou kapacitou návratovou hranu ne-
obsahuje, pak omezení v návratové hraně bylo stanoveno dob e, ale p ípustn;i tok
v p vodním grafu neexistuje.

V-9.1.5 (str. 162). Doprost ed hromady hnoje umístíme fiktivní stromek.

V-9.1.8 (str. 1,62). Nechť je dána riloha o nejlevnějším maximálním párování.
Zvolíme nějaké dosti velké kladné čís|o M, nap . větší než součet cen všech hran,
a pak pro každou hranu e její cenu c(e) nahradíme cenou M - c(e). V grafu s takto
změněnlimi cenami pak ešíme írlohu o nejdražším párování.

Označme rrr, počet hran v maximáIním párování. V;fsledné párování P, které je
nejdraŽŠÍ vťrči nov; m cenám, musí obsahovat také m hran, neboť jinak by kterékoli
maximální párování mělo lepší (totiž vyšší) cenu. Párování P je ovšem nejdražší
i mezi všemi maximálními párováními a jeho cena je mM - D"ep c(e). Párování P
tedy má ze všech maximálních párování nejmenší hodnotu f..] c(e).

V-9.3.6 (str. 17L). Kdyby bylo |X| > lYl, platilo by D,ex d(*) > Dorrd(ň,
coŽ není možné, neboť součty stupňri na obou stranách grafu musí b1ii- stejné.
Rovnost lXl : lYl j. možná pouze tak, že všechny vrcholy mají stejny stupeň.

V-9.3.7 (str. l7l). P edpoklady věty g.3.5 jsou splněny, existuje tedy párování,
které nasycuje jednu z obou množin. Graf je však regulární (všechny vrcholy mají
stejn stupeň), proto lxl = |Y|. Zmíněné párování je tedy perfektní.

V-10.1,.6 (str. 179). Pro k - 3 a n = 2 jsou de Bruijnovy posloupnosti dvě:
00011101 a 00010111. (Posloupnost, kterou získáme cyklickou záměnou, pokládáme
za tutéž cyklickou posloupnost.)

Pro k : 2 a n - 3 má de Bruijnova posloupnost délku g a těchto posloupností
je 22.

V-l0.2.4 (str. 180). Graf splňuje p edpoklady věty !0.2.2, existuje v něm tedy
uzavÍeny orientovan tah, kter prochází všemi hranami. Díky souvislosti tento tah
Prochází i všemi vrcholy. Každé dva vrcholy tedy jsou spojeny orientovan;Ém sledem.

V-10.2.8 (str. 181). Oba vrcholy lichého stupně leží v téže komponentě souvis-
losti. Pro každou komponentu souvislosti tedy bude stačit jeden tah, jeden z těchto
tahri bude neuzav en .

kdyby počet vrchol lichého stupně byl 4, byly by nutné 3 nebo 4 tahy
v závislosti na tom, zda všechny vrchoty lichého stupně |eží v téže komponentě,
nebo dva a dva v r zn ch komponentách.
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V-10.2.10 (str. 182). Označme K : Duev lB(r)|. Je-li K - 0, pokr;fvá hrany
grafu jeden uzav en (a eulerovsky) orientován; tah. Je-li K ) 0, je k pokrytí hran
t eba K f 2 neuzav en ch orientovanlich tahti.

záporn ch hodnot ^B. Poněvadž|orrR(u) - 0, platí k+ - -k- - Kl2. Mrižeme
tedy ke grafu p idat celkem /c+ hran, které vedou z vrcholri se záporn m R do
vrcholri s kladn; m "B, a to tak, aby vznikl graí Gl , v němž každ vrchol má stejn;
vstupní i v stupní stupeň. V grafu G' existuje orientovan uzav eny eulerovsk; tah.
Odstraněním p idanych hran se tento tah rozpadne na &* neuzav en;fch tahri, které
pokryvají hrany privodního grafu.

Méně než K l2 tahri k pokrytí hran nestačí, neboť p idáním menšího počtu hran
nelze získat graf, v němž by existoval orientovan)i uzav en eulerovsk; tah. n

V-10.3.4 (str. 184). Každou hranu, kterou sled prochází k-krát, nahradme k
kopiemi. Kdyby pro některou hranu bylo k ) 2, bylo by možno dvě z těchto hran
odebrat. Sudost stupňri by tím ztistala zachována, ale eulerovsk tah by se zkrátil.

V-10.3.5 (str. 184). Kdyby některé dvě cesty měly společnou hranu e, párování
P by nebylo nejlevnější. Vynecháním hrany e z obou cest se tyto cesty rozpadnou
na části, z níchž lze sestavit jiné dvě cesty o menší celkové délce. Viz obr. 15.5.

Obrázek 15.5: Náhrada dvou cest se s]rol:ffi hranou e dvěma hranově disjunkt-

V-t0.3.7 (str. 184). Je-li v grafu hrana se zápornou délkou, riloha ztrácí smysl.
Opakovan; m procházením takovou hranou sem a tam lze totiž dosáhnout libovolně
malé (záporné) délky sledu. Žaani, sled pak není nejkratší, vždy existuje sled ještě
kratší.

V-l2.2.7 (str. 201). Jsou-li fixovány vrcholy r, y, pak prodloužíme o dostatečně
velkou hodnotu M všechny hrany z množiny E(r) U E(ň. Hamiltonovské cesty,
které začínají ve vrcholu u a končí ve vrcholu y (nebo naopak), se tím prodlouží
o 2M , zatímco všechny ostatní hamiltonovské cesty se prodlouží o 3M nebo o 4M .

Pokud v daném grafu existuje v bec nějaká hamiltonovská cesta spojující fr d a,
pak nejkratší hamiltonovská cesta v grafu s prodloužen; mi hranami bude spojovat
právě vrcholy r a a.

V-12.2.8 (str. 201). Stačí, aby M bylo větší než délka optimální cesty. Poněvadž
ji p edem neznáme, lze zvolít nap . délku nejdelší hrany vynásobenou počtem
vrcholri.
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V-l2.2.9 (str. 2O2). Yiz obr. 15.6.

céí-_-_>ód3*
Obrázek 15.6: P íklad, že nejkratší hamiltonovská cesta nemusí b t obsažena

v nejkratší hamiltonovské kružnici.

V-12.3.1 (str. 2O2). P íkladem je graf, K2,g.

V-t2.3.4 (str. 203). V bipartitním grafu musí hamiltonovská kružnice p echázet
st ídavě mezi oběma stranami grafu, obě strany by tedy musely mít stejn počet
vrcholri.

V-l2.4.3 (str. 205). V prq ch t ech podírlohách sice dostaneme stejné minimální
kostry jako v L2.4.2, ale s podstatně silnějšími p idan;imi omezeními, což urychlí
následující v; počet. Prriběh v počtu mriže bl t tento:

podriloha zakázané
hrany

vynucené
hrany

odhad komentá

1

2

3

4

5

6

7

(1, 3)

(1,4)

(L,2), (1, 5),
(1, 6)

(L,2), (1, 5),
(1, 6), (2,5)

(1,2), (1, 5),
(1,6), (2,3)

(L,2), (1, 5),
(1, 6) , (2,4),
(2, 6)

(1, 3)

(1,3), (1,4)

(1,3), (1,4)

(1, 3), (1,4),
(2, 5)

(1, 3), (1,4),
(2, 5), (2, 3)

větveno na 2,3, 4

umrtveno odhadem

umrtveno odhadem

větveno na 5, 6, 7

hamilt. cesta

umrtveno odhadem

optimální ešení

30

38

37

33

38

36

36

V-1"2.4.7 (str. ztD). Délky všech hamiltonovsk; ch cest z r do g se pena|izací
zv ší o hodnotu (ZD.?=r p(i,)) - p(r) - p@).Jestliže jsme p i použití penále p dostali
nejlevnější l-strom o ceně C , |ze jako dolní odhad použít čísto C + p(r) + p(y) -
- zD?:rP(i),

4 4
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V-13.1.2 (str.211). V obarvení podle obrázku 13.1 stačí barvu D nahradit
barvou Á. Graf, kter; má smyčku, nelze obarvit.

V-t3.1.12 (str. 2t5). Strom o alespoň dvou vrcholech je vždy dvoubarevn .

V-l3.2.4 (str. 21S). Nejrychlejší v;fpočet bude p i uspo áďánívrcholťr vzestupně
podle jejich hloubky, tj. ko en jako první a vrchol v hloubce 2 jako poslední. Naopak
v počet bude nejpomalejší, když všechny listy budou na začátku a ko en na konci.

V-13.2.6 (str. ztg). Vrcholy mezi nejvyšším a druh m nejvyšším v P(ň mohou
ovlivnit barvu vrcholu r : max( P(aD a tím i barvu vrcholu y. Yíz graf na obr. 15.7,
kde ,,vylepšen " algoritmus p ehlédne možnost zvl šit barvu vrcholu 3 a v drisledku
toho nenajde optimální obarvení.

Obrázek 15.7: Protip íklad ke cvičení 13.2.6.

V-l4.2.2 (str. 227). Krychle je duální k pravidelnému osmistěnu, pravideln1
dvanáctistěn je duální k pravidelnému dvacetistěnu. Čty stěn je duální sám k sobě.

V-t4.3.2 (str. 22g). Drikaz je podobn drikazu věty 14.3.1, ale namísto kostry
použijeme napnuty les (viz 4.2.4, str. 58, a 4.2.8, str. 59).

V-L4.4.3 (str. 230) . Yíz obr. 15.8.

Obrázek 15.8: Petersenriv graf je homeomorfní s K3;..

V-15.4.3 (str. 242). Rozší ená matice soustavy rovnic pro smyčkové proudy má
tvar

2345
2234

vrchol: 1

barva: 1
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silná, 67
spot ebič, L29
stav, 37

absorbující, II7
hry, 83
markovského etězce, 116

stéaa,224
stereografi cká proj ekce, 224
strom, 58

ko enov;i,2t,77
napnut;, 58
ešení, 189, 192

st ídav , 166
uspo ádan ,,22

stupeň
souvislosti, 65, I34, 225, 226
stény,224
vrcholu, 16
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topologick; rovinn , graf,223
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trojrihelník, 20
typ írlohy, 32, 185

írčelová funkce, 32
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NP-ťrplná, 188
optimalizační, 31, 187, 191
p i azovací,135, I7L,206
rozhodovací, L87
t ídy NP, 187
t ídy P, 187

uspo ádání, 35
cyklické, 225
topologické, 74,83, 98

uzávér, IL2
tranzitivni,79, tL4

velikost toku, 130

věta
Fordova-Rrlkersonov a, L42
Hallova, 170
Kónigova, 169
Kuratowského, 230
Mengerova, 66, 134

vrchol, 11

zákoa Kirchhoffťrv, I29, 234
zásobník, 53,70-73
zďroj, I29
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ru- l42

p ehled značení

p ehled zílačení

t4r R, N : množina reáln ch a p irozenllich čísel (včetně nuly)
lMl - počet prvkri množiny M
Á\B _rozdílmnožin AaB
n - obvykle počet vrcholri grafu
rTL = obvykle počet hran grafu
oo = nekonečno
O(í) = &symptotick odhad funkce / shora

V(G) : množina vrcholri grafu G
E(G) _- množina hran grafu G
Pv(e) - počáteční vrchol hrany e
Kv(e) : koncov;i vrchol hrany e

V(*) = množina sousedri vrcholu r
V+ (r) = množina následníkri vrcholu r
V- (r) = množina p edchridcťr vrcholu r
E(r), E+(u), E-(r) = okolí vrcholu
d(o), d+(r), d-(r) : stupeň vrcholu
W (A), W+ (A), W- (A) : ez určen; množinou Á
m(u,w), m+(u,w) : násobnost hrany

G = G' : izomorfismus grafri G a G'
Kn _ írpln grafo n vrcholech
K*,, - ťrPln bipartitní graf se stranami o m a n vrcholech
D+ (r) : množina vrcholri orientovaně dostupn; ch z vrcholu u
G+ : tranzitivní uzávěr grafu G

, G* = reflexivní a tranzitivní uzávěr grafu G
0,8,* = operace v polookruhu

a(G) = klikovost grafu
O.(G) : nezávislost grafu
X(G) = vrcholová barevnost grafu
X'(G) = hranová barevnost grafu
-G _ doplňkov;i graf
go _ duální graf
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