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TEORIE GRAFŮ

1 Co to je teorie grafii a kdy vznikla

Odpověď na uveden é otázky je tentokrát poněkud jednodušší než tomu bylo
u analogick ch otánek v 1. kapitole.

Teorie grafri je relativně samostatná část diskrétní matematiky; pochopení
základních pojmri této teorie nevyžaduje hluboké znalosti jin ch matematic-
k ch disciplín. \čtšina pojmri o nichž budeme v této kapitole hovofit, má vcelku
jednoduchou a názornou interpretaci. Podobně jako v 1. kapitole si však mu-
síme uvědomit, že se budeme zabyvat pouze těmi nejjednoduššími pojmy a
že j ednoduchá formulace problematiky vtibec nep edzn amenáv ájednoduchost
ešenídanych problém .

V matematice se s pojmem ,,grať'setkáváme často a v nejniznějších sou_
vislostech. Běžně nap íklad hovo íme o,,grafech funkcí". Teorie graf se však
zab vá objekty zcelajiného druhu. V tomto paragrafu ještě nepodáme zcela
p esnou definici pojmu ,,$rať'. Pokusíme se pouze o vysvětlení intuitivního
velmi názorného smyslu tohoto pojmu, stručně uvedeme, jak a kdy se tento
pojem v matematice objevil anaznačíme, proč má teorie graf četné aplikace
nejen v matematice, ale i v, adě nematematick ch oborri.

Ve světové literatu e patrně neexistuje učebnice teorie grafii, v níž by se
dffve nebo později neobjevila známá loha o sedmi mostech města Královce,
neboťv souvislosti s touto rilohou se v matematice pojem ,,$íať' objevil poprvé.

Jak tato loha zní? Městem Kónigsberg (česky Kriálovec, dnešní Kali-
ningrad v Rusku) teče eka Pregel. V této ece jsou dva ostrovy, které byly
s pevninou a vzájemně propojeny sedmi mosty. Schéma této situace je na
obrázku 1.1.

Úkolemie zjistit, zd.a je možné vyjít zjednoho místa, projít po každém mostě
právě jednou a skončit procházku ve vychozím bodě.
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98 II. TEORIE GRAFŮ

Obr. 1.1: Schéma 7 mostti v Kónigsbergu

Tuto tílohu ešil (a vy ešil) v roce 1736 L. Euler. Ten samoz ejmě dob e
věděl, že ešení nezávisí na délce mostti, šffce eky a podobně, ale pouze na
tom, které části města jsou jednotlivymi mosty propojeny. Znánorníme-li si
jednotlivé části města jako kroužky v rovině a mosty jako spojnice pffslušn ch
částí, je okamžitě z ejmé,že vy ešit uvedenou rílohu znamená, nánorné ečeno,
,,namalovat jedním tattem" ,,grať'na obr. 1.2.

Obr. 1 .2: Grafová interpretace lohy o 7 mostech

Euler samoz ejmě ešil nejen uvedenou lohu (čtená pravděpodobně ví, že
poŽadovanou procházku uskutečnit nelze), ale vy ešil obecně, které ,,$ízfy"
lze jedním tahem namalovat (iak o tom budeme hovo it v paragrafu 6).

Po uvedeném Eulerově 1 sledku se více než 100let,,grafová" problematika
v matematice neobjevila. Až v polovině 19. století se anglick matematik
A. Cayley zab ,va| otázkou, kolik existuje izomeni uhlovodíku CnH2ra2. (Jak
čtená patrně ví, první t i členy uhlovodftové ady, tj. metan, etan, propan,
mají jediny izomer, čtvrty čIen již má izomery dva - butan a izobutan). Cayley
udělal v podstaté tutéž abstrakci jako Euler. Když si znázornil jednotlivé atomy
jako kroužky v rovině a spojil ,,hranou" kroužky znázorňující ty atomy, mezi
nimiž je chemická vazba, p evedl ,,chemick," problém na problém nalezení
počtu ,,Ňznych" grafťt p edepsaného typu, jak je uvádíme na obr. 1.3. (Kroužky,
z nichŽ ,,vycháaejí" čty i hrany, odpovídají atomrim uhlftu, kroužky, z nichž
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vycházíjediná hrana, odpovídají atomrim vodíku. Jak uvidíme v paragrafu 4,

jsou uvedené gra$ p ípadem tzv. ,, trom ".)
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1.3: Grafy izomerri uhlovodíku

Analogicky se pfirozen m zprisobem k pojmu ,, í8ť' dostal G. Kirchhoff
ve sv ch pracech o elektrick ch obvodech.

V téže době, tj. zhruba v polovině 19. století, zaěíná historie jednoho
z nejslavnějších problém teorie graf , tzv. problému čty barev. O tomto
problému budeme podrobněji hovofit v paragrafu 8.

První ,,grafovou" práci v české matematické literatu e publikoval v roce
1926 O. Bonivka, když vy ešil otázku, jak elektrifikovat danou skupinu měst
sítí minimální délky (o tomto problému budeme obecněji hovofit v paragrafu 4).

První monografii o teorii graf uve ejnil v roce 1,936 madarsk matematik
D. Kónig. Jeho kniha Theorie der endlichen und unendlichen Graphen byla
vpravdě prukopnická apo dlouhá desetiletí ve světě prakticky jediná.

Doslova bou liv rozvoj prodělává teorie grafii v posledních zhruba čty i-
ceti letech, kdy se neustále rozši uje spektrum aplikací této teorie.

Nyní je snad již alespoň částečně zíejmé,jaké objekty se tedy v teorii grafri
studují.

Buďdrána nějaká množina V # a (ve většině pffpadri konečná). Její prvky
nazveme vrcholy nebo též uzly. P edstavme si tyto vrcholy jako malé kroužky
v rovině. Některé dvojice vrcholri mohou b tvzájemně spojeny tzv. hranou.
V někter ch ,,grafech" mohou b t dva vrcholy spojeny i více než jednou hranou
(takovy je nap ftlad graf na obr. 1.2), někdy je pffpustná mezi vrcholy nejv še
jedna hrana (iako nap íklad v grafech na obr. 1.3). V někten ch grafech jsou
hrany ,,orientovány", tj. je vyznačen směr, od kterého uzlu ke kterému p íslušná
hrana vede; takové hrany nazyváme šiplq. V některych grafech se p ipouštějí
tzv. smyčlq, tj. hrany vedoucí z uzlu do sebe samého. Někdy se dokonce
p ipouštějí ,,hrany" spojující více než dva uzly. (Pak hovo íme obvykle o tzv.
hypergrafu.)
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Pfitom je jistě zíejmé (a později to p esně ukážeme), že,,$f&fy'! ve vyše

uvedeném smyslu lze definovat abstraktně, nezávisle na zp sobu jejich kon-

krétního ,,nakreslení". Toto kreslení bude driležité jen v některych p íPadech

(nap íklad v paragrafu 7, kde se budeme zabyvattzv. rovinn mi graíy),

Některé p ípady, které lze popsat pomocí grafii, jsme uvedli na zaČátku

tohoto paragrafu. Čten,á si jistě dovede p edstavit adu dalŠÍch situacÍ, které

lze takto charakterizovat.
Grafem je nap ftlad automapa ČR. Vrcholy jsou jednotlivé obce, hranY jsou

p íslušné silnice. Tento graf je navíc tzv. ohodnoceny - jednotliv m hranám

jsou pripsána kladná čísla (vzdálenosti). Grafem je schémazapojení barevného

televizoru i plán vodovodní sítě města Brna. Pomocí grafii lze PoPsat v robní

procesy ivztahy mezipracovníky v daném závodé. Pomocí pojmri teorie graf

1ze charakteňzovat strukturu programu pro počítač i rczpis sPortovní soutěŽe

atd. Za grafy lze pov ažovat hasseovské diagramy uspo ádanych mnoŽin a v bec

každou množinu, na nížje definovánabinrární relace.

I pro teorii grafri platí to, co jsme uvedli již v 1. kapitole. Chceme-li

napffklad v konečném ohodnoceném grafu najít,,nejkratŠÍ cestu" z jednoho

vrcholu do druhého, mohlo by se zdát nejjednodušší všechny cesty vypsat

(e jich p ece pouze konečně mnoho), a pak mezí nimi vybrat tu nejkratŠÍ.

Nemožnost tohoto postupu vypl vá z toho, že již pro poměrně ,,malé" grafy

je všech možností tak mnoho, že ani pomocí poČÍtaČ není uveden; postuP

realizovateln .

U ady jednoduše fomulovateln ch riloh není dodnes nalezen ,,efektivnÍ"
algoritmus pro jejich ešení. Jmenujme zamnohé alespoňtzv. problém obchod-

ního cestujťcího: Obchodní cestující mó projít danou mnoŽinou měst avrátit se

tam, odkud vyšel. Nóklady na jeho cestu p itom mají b t co nejmenší.

Je zYejmé, že tuto situaci lze popsat ohodnocenym grafem, v němŽ vrcholy
jsou jednotlivá města, hranou spojíme města mezi nimiŽ je p ímé dopravní

spojení akaždé hraně p i adíme náklady spojené s cestováním mezi danl mi

vrcholy.
Jakkoliv jednoduch se uveden problém zdá, jde o jeden z nejkompliko-

vanějších problémri diskrétní matematiky.
y závérutohoto paragrafu je nutno ještě uvést, že terminologie v této oblasti

není ustá|ená ajednotná ani ve světové ani v české matematické literatu e.

Dokonce i samotn; pojem ,,$tzť'mriže mít v rťrzn ch knihách odlišn v znam,

podle toho, jak cíl autor sleduje.

My budeme v dalším grafem rozumět to, co se často nazyvá obyČejn 7raÍ
(neorientovan graf bez smyček abez násobn; ch hran). Yzájemn poměr jed_

notliq ch typ graf (orientovan ch, neorientovan ch, multigrafti, hypergrafii

atd.) popíšeme v paragrafu 9.
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2. Zíkladní pojmy 101

Základní pojmy

2.1. Definice. Buď U ť a fibovolná množina, buď I/ C 32(U). Uspo áda-
nou dvojici |U, HJnaz váme graf .

Prvky množiny U nazyváme uzly (nebo též vrcholy) grafu, prvky množiny 1
hrany grafu IU, H].

2.2. Poznámka. (a) Uvědomme si, že podle definice je množina uzlri vždy
neprázdná, avšak množina hran mriže byt prazdná.

(b) Nechť U je t íprvková množina {x,y, {x, y}}, H buď množina
{{;, y}, {x,, {x, y}}}.Pak je podle definice 2.1 IU, H] graf. Popis tohoto grafu
je vŠak nep ehledn , neboť {x,y} je současně jeden z uzli i jedna zhtan.
AbYchom se vyhnuli podobn m nep íjemnostem, budeme nadifle automaticky
p edpokládat (respektive označení volit tak), že U fi H = a.

(c) Uvědomme si, že v grafu IU , Hl každé dva uzly tvo í nejv še jednu
hranu.

(d) Je-li íU, Hl graf, pak jsou hrany dvouprvkové podmnožiny množiny
U. MÍsto {x, y} e f/ budeme obvykle užívat jednoduššího zápisu.ry e H,tj.
budemehovoitohranách xy,uu,abapodobně. (P itomje zíejmé,žexy e H
Právě tehdy, kdyŽ yx e H,ti. hrany jsou podle definice,,neorientované,,.) Je-li
x e U , není xx hrana (tj. v našem grafu neexistují ,,smyčky..).

(e) Podle definice m že byt množina uzl grafu íU, H] konečná i neko-
neČná. Řftáme, Že fU , n] je konečn |raí, je-li U konečná množina. V dalším
budeme píevažné hovofit o konečn ch grafech.

(f) GrafY si budeme Často p edstavovat tak, jak jsme to uvedli již v paragrafu
1. Je-li ÍU, Hl graf , p edstavíme si uzly jako malé kroužky v rovině, dva uzly
x, } Pak sPojíme nějakou Kivkou (nejčastěji - ne však nutně _ rísečkou) právě
tehdY, kdYŽ xy e H . Získan , obrazekje v mnoha pffpadech užitečn , uvědo-
mme si vŠak, Že jeden atentyž graf Lze znánomit obrázky, znichž nemusí b t
v bec zíejmé, že jsou to nakreslenítéhožgrafu. Je-li nap ftIad U = {a, b, c, d|
a H = ?z(U),je na všech obrazcích2.4a< nakreslen tento graf IU, H].

(g) Terminologie teorie grafri často vychazí z takto konstruovanl ch ob-
rázk . Tak nap ftlad ftáme, že.r, y jsou koncové uzly hrany xy, o uzlech
1.1,1) e U íkámq že jsou sousední, pokud uu , H,hranaaD spojuje uzly d, b,
hrana xy je incidentní s uzly x, y atd.
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IL TEORIE GRAFŮ

Obr.2.4: Rrizná nakreslení grafu Ka

2.3. Definice. Úplry* grafemnamnožinéU / arozumímegraf íIJ, ?z(U)].
(Tzn., že v plném grafu jsou každé dva uzly spojeny hranou.)
Úpln graf na množině U je obvyklé značit symboleffi Ko, kde n = lUl.

Na obrázcích2.4u,je tedy nakreslen graf Ka.

2.4. Definice. Budte dány grafy 8t = íUt, H ,8z = íUz, Hzl. Pak íkáme,
žé:

(a) 8t = S2, jest|iže Ut - Uz, Ht = H2,

(b) fu je podgrafem grafu S2, jestllže U1 C Uz, Ht g Hz,

(c) $1 je faktorem grafu S2, je-li podgrafem grafu 8z a U t = U2,

(d) fu je vlastním podgrafem grafu S2, je-li podgrafem tohoto grafu a
p itom 8t / 8z,

(e) 8t, 8z jsou disjunktní,jestliže U t O Uz = a,

(0 8t, 8z jsou komplementární, jestliže U t = Uz, Ht O Hz = a, Hll) H2 =

= ?z(U).

(
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. rT í1ťU 2. Zikladní pojmy l03

2.5. P Íklad. Na obr. 2.5a,b jsou vzájemné komplementární vlastní podgrafy
grafu K+. Oba uvedené grafy jsou současně faktory grafu Ka.

(a)

Obr. 2.5: Komplementární podgrafy grafu

(b)

Ka

2.6. Definice. Buď [U, Hl graf. Řekneme , že uze| x U ie konečného
stupně, jestliže inciduje s konďn m počtem hran. V opačném pffpadě je .r
uze| nekonečného stupně.
Je-li ; uzel konečného stupně, oznaéíme počet hran, které s tímto uzlem
incidujÍ, symbolem st x. Toto číslo naz váme stupeň uzlu x. Je_li st í = 0,
naz vá se uzel x izolovan .

2.7. Poznámka. (a) Platí

stx=l{yeU:xy /}l .

(b) V grafu na obr. Z.Saplatísta = st b = std =2,stc = 0, takže c je
izolovany uzel tohoto grafu.

V grafu na obr. 25b platíst a = st D = st d = 1, st c = 3.
v grafu ko je zíejmě stupeň každého uzlu roven číslu n - 1.
(c) Je z ejmé, Že v konečném grafu jekažd uzel konečného stupně. I v ne-

koneČném grafu však mohou b t samoz ejmě všechny uzly konečného stupně.
Nap ftlad na obr. 2.6 je nekonečn , graf, jehožkažd uzelmástupeň 2.

Zvolíme-li vŠak zamnoŽinu uzlti nap ftlad množinu ]R všech reálnych čísel
a definujeme-li množinu H hran takto:

x,y e lR,xy e /y' +=+ lx-yleQ,
je z ejmě [R, 1] nekonečny graf, v němž jsou všechny uzly nekonečného
stuPně. Tento graf samoz ejmě nakreslit (ani schématicky) dost dob e není
možné.

:-a



104 II. TEORIE GRAFŮ

Obr,2.6: Graf, jehož všechny uzly mají stupeň 2

2.8. Věta, Bud'f[J, Hl konečn graf. Pak platí

Ir' x =2.\Hl.
xeU

Drikaz. Indukcí vzhledem k číslu l//|. JeJi lH] = 0, tj. H - a, je tvrzení
zíejmé, nebot'stx = 0prokažd uze|x e U. Nechťtvrzení platíprokažd
graf na množině uzl U , kter má nejv še ň hran. Buď nyní 8 = íU , Hl takov
graf, že|Hl = h+1. Buďxy e H libovolnáhrana. V grafu 8* = íU, H-{;r, y}]
je á hran, takže v $* platí I rt x = 2. ň. Stupně všech uzlťr v 8 a $*jsou však

stejné ažnaazly x,y, ktJ8'. ajív Sstupeň o jedničku větší nežv $*
zejměplyne, žev$platí D rt x=2.h+2=2.(h+1).

xeU

V drikazu véty 2.11 využijeme následujícího označení.

2.9.Definice. Buď 8 = íU, /] konečn, graf, t e No buďlibovolné. Pak
klademe

or(8) = l{x e U; st x = fr}l .

Symbol or(8) tak udává počet uzlri stupné k v grafrr 8. Ie evidentní, že
pouze pro konečně mnoho ft No je or(8) / 0. (P edpokládrám e, že $ je
konečny!)

Nap ftlad v grafu na obrázku 2.5aje og - 1, oz -_ 3, otr= 0 pro 0 / k / 2.
V grafu na obr. 2.5b platí ot - 3, o3 = I, ok = 0 pro ostatní k.

Z definice čísel ot, je zíejmé, že p|atí

2.10. Pomocná věta. Bud'$ = fU , H] konečn graf. Pak

Irrr=Ik.ok($).
xeU t=0

Následuj ícího elementárn ího tvrzení budeme často využív at.

2.11, Věta. Počet uzl lichého stupně v každém konečném ?rafu je sud .

. Odtud
a
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Drikaz. Buď 8 = IU, 1] konečn graf. Počet uzlri lichého stupně je roven číslu

D orj*r. Pfitom
j=0

žry . ozj *žrrr+ l) . o2j+l =
j=0 j=0
oo oo

Dri . @zi + azj*t)+ f ozj+t.
j=0 j=0

odtud celkem
oo oo

Dor,*, =) . lHl -Dri . @zi * ozj*t).
j=0 j=0

Protoz; na pravé straně poslední rovnosti stojí prokazatelně číslo sudé, je i
číslo D orj*, sudé.

j=0

2.12; Poznrámka. (a) Pro nekonečné grafy tvruení 2.11 zíejmě neplatí. Nap í-
klad v grafu na obr. 2.7 existuje právě jeden uzel lichého stupně.

Obn 2.7: Graf s jedin m uzlem lichého stupně

(b) StuPně uzlti grafu hrají driležitou roli v adě rívatr. Jedna z typick ch
tíloh spočívá v následujícím: buď dána konečná posloupnost a1 , a2, . . . , an
nezáPorn ch celych ČÍsel. Tato posloupnost se nazyvá grafovó, když exisťuje
graf [U,.F/] takov ,,že U - íut,...,L!n}, st a; = ai, í = 1 n. Snadno
lze ukánat, Že existují posloupnosti, které nejsou grafové. Nutná a dostatečná
podmínka toho, aby posloupnost byla grafová, je uvedena nap íklad v [l2],
str. 37.

ii,r, =
j=0

2.13. Definice. Řekneme, že gtaf íU, H] je pravidelny sraí k-tého stupně
(nebo stručně jenom k-pravideln grafl, jestliže st x = t pro každ, uzet

I
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2.14. P íklad. (a) Úpln graf Koje pravideln graf stupně n - 1.

(b) Na obr. 2.8a je konečn a na obr. 2.8b nekonďn pravideln graí 3.
stupně.

(a)

Obr. 2.8: Pravidelné grŇ 3. stupně

z.7,S.Poznámk a. Z véty 2.11 bezprost edně plyne, že v konečném pravidel-
ném grafu lichého stupně je počet uzlri sud .

Y závéru tohoto paragrafu se stručně zmíníme o tom, jakYm zp sobem je
možno graf zadat.

Uvažujme nap ftlad graf na obr. 2.9. Tento graf je jistě p ehledn a z ob-
tázkaje čteniffi okamžitě jasné, o jakém grafu hovo íme. Zadání grafu jeho
nakreslením je proto jedno z nejčastějších. Mnohdy je však nutno volit zadání
jiné. Obrázekm že blít nep ehledn a nap íklad jako vstup do počítače je (ale-
spoň ptozatím) prakticky nepoužite|n,. V těchto p ípadech je nejobvyklejší
graf zadat pomocí vhodně sestavené posloupnosti nebo pomocí jist ch matic.
Ukažme si alespoň některé z nejbéžnějších možností.

Pro zadání grafu je vhodné označit uzly p irozenymi čísly 1,... ,n Qak
jsme to udělali na obr. 2.9). Označíme-li graf na obr. 2.9jako [[I, H), je

U = {I,2,3,4,5,6I
H = {{1, 4}, {1, 5}, {2,5I, {3, 5}, {3, 6}, {5, 6}}

zápis tohoto grafu lze ,,zakódovat" následující posloupností:

(6, 6, 1, 4, 1, 5, 2,5, 3, 5, 3, 6, 5, 6).
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Obr. 2.9:

(Jak čtená jistě post ehl, udává první číslo pďet uzlti, druhé pďet hran, a
pak následuje soupis všech hraíl, pfičemž závorky v označení hran m žeme
pochopitelně vynechat.)

Tentyž graf však m žeme popsat i jinou posloupností nap íklad takto:

(6,6,2,4,5, t,5,2,5, 6, 1 , |,4,1,2,3,6,2,3,5).

První číslo udává pďet uzl , dnrhé počet hran; pak postupně následuje stupeň
uzlu 1 (kter je roven 2) avyčet s ním sousedících uzlri (což jsou uzly 4 a 5),
dále stupeň uzlu 2 (kter je roven 1) a sousední uzel (tj. 5) atd.

Matici sousednosri grafu IU, Hl sestavíme z nul a jedniček tak, že arj = t
právě tehdy, když ij e H.

Matice sousednosti grafu na obr. 2.9 je uvedena v tabulce 2.1.

Tab. 2.1: Matice sousednosti grafu z obr. 2.9

Tak zvan ou znaménkovou matici obdržíme tak, že v matici sousednosti
místo jedniček napíšeme znaménko + a místo nul znaménko -.

Dalšími možnostmi - aje jich celáYada - se nebudeme zabyvat.

0 0 0 1 1 0-
000010
000011
100000
111001
001010

IRlFŮ t07
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3 Souvislé grafy

3.1. Definice. Buď íU, Hl graf, xO,xn e U budte libovolné uz|y. Posloup-
nost uzl a hran tvanr

Xg, XgX1, X1, XlX2, . . . , Xn_l, Xn_lXn, Xn

se naz; vá sled zaěínající v uzlu xg a konéící v azlu xn. Uzly xl, ..., xn_L
naz ,váme vnit ní uzly tohoto sledu, číslo n (tj. počet hran ve sledu) naz váme
déll<ou tohoto sledu.

3.2. P íklad. V grafu na obr. 2.9 je nap íklad

1, 15, 5, 52, 2, 25, 5, 53, 3

sled délky 4 začínající v uzlu 1 a končící v uzlu 3.

3.3. Poznámka. (a) Podle definice je každ uzel sledem nulové délky.
(b) Existuje-li mezi dvěma niznymi uzly sled, existuje mezi nimi z ejmě

nekonečně mnoho sled . M žeme totiž,jednoduše ečeno, kteroukoliv hranu
v daném sledu libovolně mnohokrát opakovat. Nap íklad v grafu na obr. 2.9
existují mezi uzly 1a 2 sledy

1, 1,5, 5,52,2
,l,, 

15, 5, 52, 2, 25, 5, 52, 2

1", 1,5, 5, 52,2, 25, 5, 52,2, 25, 5, 52, 2 atd.

Vzhledem k tomu, že ve sledu se mohou hrany i uzly opakovat, má smysl
následující definice.

3.4. Definice. Sled, vněmž seneopakuježádnáhrana, senaz vátahv daném
grafu. Je-li počáteční azel tahu roven koncovému, nazyvá se ta}r uzav eny.
V opačném p ípadě se tento tah naz ,vá otev en .

Sled, v němž se neopakuj e žádny uzel, se nazyvá cesta.
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3.5. Poznámka. Je zíejmé, že každá cesta je táem, avšak opačné tvrzení
obecně neplatí.

Nap íklad v grafu na obriázku 2.9 je 2,25,5, 53, 3,36,6,65,5, 51, 1 ote-
v en tah, avšak není to cesta, neboť se opakuje uzel 5.

3.6. \6ta. Necht'v grafu íV, Hl existuje mezi uzly x, y (J, x / y sled. Pak
mezi nimi existuje v daném graíu alespoň jedna cesta.

Drikaz. Tvrzení je vcelku zíejmé. Nechťje dán sled meziuzly x, y:

X = X0, XoXl, . . ., Xn-|, Xn_!Xn, Xn = !.
Pokud tento sled není cestou, existují xi, xi, i < j , tak, že xi = x j. Pak ale je
J0, . . ., Xi, xixi+l, Xi+l, . . ., xn opět sled mezi uzlu x, !. (Z privodního sledu
jsme ,,vYŠkrtli" sek od x; do xi.) Není-li takto získany sled cestou, musí se
v něm nějak uzel opakovat. Pffslušnou část sledu pak mrižeme opět vyškrtnout.
Po koneČném poČtu krokri pakz privodního sledu jistě z stane cesta z x do y.

3.7. P Íklad. V grafu na obr. 2.9 existuj í mezi uzly la 3 dvě cesty: 3"anu *l
délku 2, druhá délku 3.

3.9. Poznámka. Podle poznámky 3.3a je každ graf tvo en jedin m uzlem
souvisl . SouvislY je i graf na obr. 2.9, avšak graf na obr. 2.5a souvisly není,
neboť v něm neexistuje sled nap ftlad mezi uz\y a a c.

v dalším budeme pot ebovat následující tvrzení.

3.1"0. \čta. Bud' IU, H] souvisl graf, x (J, st .r = 1, *y H hrana
incidentní s uzlem x. Pak je graítu - {xl, H - {xy}] souvisl .

Drikaz. Budte u,,u , U - {xl libovolné dvanavzájem r znéuzly.(Kdyby ta-
kové dva uzly neexistovaly, bylo by U = {x,y|, H = {xyl a-graf
tU - {xl, H - {xy}] by byl [{y}, a7, cožje souvisly gtaf podle poznámky
3,9), ProtoŽe je IU, H) souvisl}, existuje v něm sled rnezi uzly u, l) apodle
větY 3.6 existuje mezi těmito uzly alespoň jedna cesta. Nyní si stačí uvědo_
mit, Že naŽádné cestě meziuzly u,u nem že ležethrana xy. (|Jzel .r by totiž
musel bYt vnit ním uzlem této cesty. Protože -r inciduje pouze s hranou xy,
obsahuje daná cesta sek ..., !, !x, x, x!, !,.. . . Pak to ale není cesta, ne-
boť v daném sledu se opakuje uzel y.) Každá cesta mezi u, u je tedy sledemy íU - {x}, H - {xy}], takže tento graf je souvisl}. o

l3.8. Definice. Graf, v němž mezi každ mi due*á
z ,vá souvisl .

I

]

T]
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3.11. Poznámka. Graf IU - {x|, H - {xy}] je tedy souvisl vlastní podgraf
grafu íU, Hl (za p edpoklad věty 3.10).

Buď IU, Hl libovoln graf. Definujeme-li na množině U relaci ^, takto:

X - Y <=+ existuje sled mezi uzly x, !,

je zíejmé, že relace - je ekvivalence na množině U. (Reflexivita plyne zpo-
známky 3.9, symetrie a tranzitivita je z ejmá.) Tato ekvivalence určuje rozklad
U f - na množině U. Pro každ azel x U označme U (x) tu tfidu tohoto
rozkladu, v níž|ežíuzelx. Je tedy

U (x) - {r e U; existuje sled meziuz|y t, x|.

označíme-li
H(x)={uu e H: u eU(x),u U(x)|,

je z ejmě íU (x), H (x)l podgraf grafu íU, Hl (pro každ uze| x e U).

3.12. Definice. Buď íU, Hl graf, x e U libovoln uzel. Podgraf

lU (x), H (x))

grafu íU , Hl se naz vá komponenta grafu íU, Hl pffslušná uzlu x.

3.13. Poznámka. Je zíejmé, že graf íU, H]je souvisl právě tehdy, když má
právě jednu komponentu.

Komponenty grafu jsou - jinak ečeno - maximální souvislé podgrafy
daného grafu.

3.14. Poznámka. Souvislé grafy lze rovněž považovat za metrické prostory.
Je-li totiž íU , H] souvisl graí a x, ! U libovolné uzly, existuje mezi těmito
uzly podle věty 3.6 alespoň jedna cesta. Mezi cestami z uzlu x do uzlu y jistě
existuje cesta minimální délky. Označme její délku Q@, y). Pro čtená e bude
jistě snadn m cvičením ově ení toho, že pro každét i uzly x, !, z e U platí:

(a) 8(x, }) = 0 právě tehdy, když x = !,

(b) e(x, }) = Q(y,x),

(c) 8(x, y) + c(y, z) ' p(x, z).

To však právě znarrcná, že (U, a) je metrick prostor.
Lze tedy na souvislé grafy aplikovat i metody teorie metric ch prostor .
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Jak uvidíme, budou v dalším hrát souvislé grafy d ležitou roli. Zvláště
v znamné pak budou souvislé pravidelné grafy.

Nap ftlad na obr. 2.6 je souvisly pravideln gtaf 2. stupně. Nás však budou
zajímat p edevším konečné souvislé pravidelné grafy 2. stupně.

3.15. Definice. Konečny souvisl; pravideln graf druhého stupně se naz ,vá

kružnice.
Počet uzlri v kružnici naz ,váme její déll<ou.

3.L6. P Íklad. Na obrázku 3.10a je kružnice délky 3, na obrázku 3.10b kruž-
nice délky 6.

Obr. 3.10: Kružnice

Graf na obnízku 3.10a se - vcelku pochopitelně - rovněž naz ,vá troj hel-
ník. (y teorii graf je tak troj helník zvláštním pffpadem kružnice.)

V dalŠÍch rívatrách uvidíme, že jednou z důležit ch charakteristik grafu
bude to, zdaobsa}ruje jako podgraf nějakou kružnici. Nap íklad graf na obr.2.9
obsatruje právě jednu kružnici (trojrihelnft o vrcholech 3,5,6),graf na obr. 2.8a
obsatruje kruŽnic celou adu, avšak grafy na obr. 1.3 neobsahují jako podgraf
žádnou kružnici.

Právě takovymi grafy se nyní budeme zab ,vat.
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4 Stromy

Stromy tvoff jednu z nejdťrležitějších tffd grafri. Mají adu aplikací v nejniz-
nějších oborech. Jak jsme uvedli jižv paragrafu 1, pat í mezi první grafy, které
byly v matematice zkoumány.

4.1. Definice. Konečn souvisl graf neobsatrující jako podgraf žádnou kruž_
nici, se naz vá strom.
Graf, jehož každá komponenta je stromem, se naz vá les.

4.2.Poznámka. Les je tedy graf neobsatrující žádnou kružnici. Strom je ko-
nečnl souvisl les.

Pojmenování ,,strom" a ,,les" souvisí s tím, jak lze tyto objekty nakreslit.
P ftlad ,,odpovídajícího" nakreslení je na obr. 4.1 l.

Obr. 4.1 1: Les

Stromy lze charakterizovat rtnn mi zptisoby. V následujícím tvrzení uve-
deme některé nutné a dostatečné podmínky toho, aby graf byl stromem.

4.3. Větá. Bud'[U , Hf konečn graf. Pak jsou následující nrzení ekvivalentní:



a
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(a) íU , H] je strom.

(b) Mezi každ mi dvěma uzly v íU, H] existuje próvě jedna cesta.

(c) íU, H] je souvisl a platí lHl = lul - 1.

(d) íU, Hl neobsahuje kružnici a |Hl = lUl - 1.

Drikaz. Dokážeme postupně implikace (a)=+(b), (b)+(c), (c)+(d), (d)+(a).
(a) =+ (b): Strom [U, H] ie souvisl , takže podle věťy 3.6 existuje mezi

kaŽd mi dvěma uzly alespoň jedna cesta. Pot ebujeme proto pouze dokánat, že
nemohou existovat dva uzly, mezi nimiž je více cest. To je však zíejmé. Kdyby
totiŽ existovaly azlry u, u e U, mezi nimiž by existovaly dvě Ňzné cesty, pak
bY z ejmě v fU,,ill] existovala kružnice, což podle definice stromu není možné.

(b) =+ (c): Existuje-li mezikaždymi uzly u, u e U cesta, je IU, H]souvisly.
Zb vá tedy pouze dokázat rovnost lHl = lUl - 1. Drikaz provedeme indukcí
vzhledem k lU |. Pro lU l = 1 je tvrzení zíejmá Nechť tedy uvedená rovnost
platí pro všechny grafy splňující (b) s počtem uzlri nejv še n. Nechť |(t, H] je
graf splňující (b) takov ,, že lUl = n + l. Buď uu e 1 libovolná hrana. Graf
íU, H - {xy}] není souvisl azíejmémáprávé dvě komponenty (isou to U (x)
a U (y)).Podle indukčního p edpokladu je v každé z téchto komponent počet
hran o jedničku menší než počet uzlti. V grafu IU, H - {ry}] je tedy n - |
hran, tj. v grafu IU, H] je, - lul - 1 hran, což jsme chtěli dokázat.

(c) + (d): Nechťgraf íU, H] splňuje podmínku (c). Pot ebujeme dokázat,
že v tomto grafu neexistuje kružnice. P ipusttne tedy, že v grafu íU, H] kruž-
nice existuje. Je-li xy e / libovolná hrana ležící na této kružnici, pak jejím
vYnecháním vznikne souvisly graf íU, H - {xy}]. (Souvislost tohoto grafu
je zÍejmá; libovolné dva uzly dovedeme v tomto grafu jistě spojit vhodn;im
sledem, roli hrany xy v p ípadě pot eby supluje zbylá část kružnice.) kdyby
v grafu ÍU, H - {xy}] opět existovala nějaká kružnice, vynecháme v ní rovněž
některou hranu. Po konečném počtu krokri obdržíme souvisl graf neobsahu_
jící Žádnou kružnici, tj. strom. Počet hran v tomto stromu je však menší než
lU l - 1, neboť tolik hran měl podle p edpokladu graf íU , H]. To je však spor,
neboť jsme již dokáza|i, že (a)=+(c), tj. strom obsa}ruje nutně lU l _ 1 hran.

(d) + (a): Pot ebujeme dokázat, že graf splňující (d) je nutně souvisl; .

P edpokládejme tedy, že graf íU, H] splňuje podmínku (d) a není souvisl; .

Pak je tvo en komponentami 8t,...,8, @ > 2).Každáztécltto komponent
je stromem (neboť IU, H]je podle (d) les). Označme &i = íUt, HiJ. Protože
(a)=+(c),platí lírl=lUl- 1pro i -1 n. Odtud

n

lHl=Ital=ftl uil- 1) = |ul-n,
i=l i=l

1

a
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kde n >Z.Toje však spor, neboťpodle p edpokladu platí l /l = lul - L .
4.4. \ěta. Každ strom s alespoň dvěma uzly obsahuje alespoň dva uzly prv-
ního stupně.

D kaz. Buď íU, H] strom, lul > 2. Podle vět 2.8 a4.3 platí

Ir, x=2.1Hl=2.(lul - 1)=2.1U1-2.

P itomst x > 
'il 

každ trzelx eU.I(dybyalespoňdvauzlynemělystupeň
1, bylo by číslo á r' x větší než 2 . lul - 2. o

4.5. P íklad. Buď n > Zlibovolné pfirozené číslo. Pak jistě existuje strom o n
uzlech, kten obsatruje právě dva uzly 1. stupně. Takovy strom se nazyvá had.

Pron > 3 m ževestromuo nuzlech evidentněexistovatnejv še n-1,
uzlri 1. stupně. Strom, kter máprávé n - I uzl 1. stupně (z celkového počtu
n ), se nazyvá hvězda.

Na obr.  .IZaje had a na obr. 4.I2b hvězda pto n = 6.

/w
Obr. 4.I2: Had a hvězda

V definici 2.4 jsme definovali faktor grafu lU, H] jako podgraf, jehož
množina uzl je rovněž U .V dalším nás budoa zajímatpodgrafy a faktory bez
kružnic.

4.6. Definice. Kostrou grafu IU, H] rozumíme takov faktor fU, Ht), kter
je stromem.

4,1.Pííktad. (a) Graf z obn2.9 obsatruje t i kostry které jsou znázorněny na
obr.4.13.

(b) Kružnice délky n zíejmé obsa}ruje n koster; každá kostra vznikne vy-
necháním právě jedné hrany.

(c) Strom obsahuje právě jednu kostru - sebe sama.

(a)
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Obr.4.13: Kostry grafu zobr.2.9

Nyní je p irozená otánka, které grafy kostru obsalrují. Protože kostra grafu
je souvisl podgraf, nemriže samoz ejmě kostru obsahovat graf, kter siám není
souvisl . Jak je tomu v souvisl ch grafech uvádí následující tvrzení.

4.8. \Gta. Každ koneča souvisl graf obsahuje alespoň jednu kostru.

Drikaz. Buď ÍU , H]konečn souvisl graf. V tomto grafu jistě existuje nějak}
podgraf, kter je stromem. Stačí totlž zvolit libovoln , uzel x e LI a podgraf
[{x}, al je strom. Označme á množinu všech strom v f[J, ^F/]. Protože je gtaf
IU, H] konečny, obsa}ruje pouze konečně mnoho podgrafu, takže tím spíše je
i mnoŽina á konečná (a víme, že neprázdná). Protože á je konečná, obsatruje
alespoň jeden maximální prvek (tj. strom, ktery není podgrafem žádného jiného
stromu). Buďtedy tU* , H*)někten maximálníprvek v E.Zíejmě stačídok ázat,
že U = U* (pak je totiž [U* , H*l faktor a tedy kostra v |tJ, H]).

P ipust?ne, že ie U / (J*, tj. existuje y U - U". Zvolme .í (J*
libovolně. Protože je[U,l/] souvisl;í, existuje v něm cesta z x do y. V této
cestě pak ale nutně existuje alespoň jedna hrana uw e H taková, že u e u*,
w ť U*. Pak je ale z ejmé[U U {w}, H U {uu}] strom v fU, /]. (Souvislost je
zÍejmá, neboť ÍU* , H*fje souvisly; p idáním hrany uul jsme pfitom evidentně
nemohli uzav ítŽádnou kružnici.) To je však spor, neboť f{J*, H*fje vlastním
podgrafem takto vzniklého stromu a tak není max imální v .3 . .

V P Íkladu 4.7 jsme viděli, že gtaf m že mít více koster. Proto je p irozená
otánka, jak urČit poČet koster daného grafu. Jeden ze zákkadních poznatk
v tomto směru dokazal již v roce 1899 Cayley.

4.9.wt,,. Počet koster v plném ?raíu Ko je roven číslu nr-2

Drikaz. Drikaz tohoto tvrzení nebudeme provádět.



4.10. Poznámka. Jak v dalším uvidíme, je zdárrlivě jednoduch postup, totiž

postupné prově ování všech možností, již u poměrně ,,mal ch" graf prakticky

neuskutečniteln (i p i použití počítačri),

obecná metoda, pró praktick v počet však nepfftiš pohodlná, je za1ožena

na rn počtu determinuntň vyryo eného z tzv. [aplaceovy matice sousednosti

daného grafu. Tato matice je definována následovně: Je_li LU, Hl konečn;

gtaf, U = {Ii . . . , nI, jep íslušná matice (ai)?, j=t definována takto:

Následující p íklad uvádíme z toho dtivodu, Že ilustruje uŽiteČnost vYtvo-

ujících funkcí zavedenych v 1. kapitole,

4.!l.P íklad. Žeb ík Zn je graf s 2n uzly definovany tak, jak je znázoméno

na obr. 4.I4.

Í -| jestližeij e H,

aij =| rt ;, jestliže i = j,

I o, jestliže i / j,,ij / H.

X1 X2 X3 Xn-l Xn

n
Yn-l Yn

In
Yr Yz Yl

Obr.4.I4: Žebík

Naším kolem je určit počet Án koster v žebííku Z",

gn-faktoremv Zrnazveme takovy faktor, kter je utvo en dvěma disjunkr

ními stromy (viz defini ci 2.4), z nichžjeden obsahuje uze]' xn a druh uzel yr,

(p íklade m gn-faktoru v Zn jefaktor, jehož jeden strom obsahuje vŠechnY uzlY

x; a druh všechny uzly y;.) Počet rpn_faktoni y Z, oznaéme Br.

Je z ejmé,že platí At = Bt = 1.

Nyní odvodíme rekurentní formule pro v počet hodnot An, Br. PŤedpoklá_

dejme, žeznáme At, ..., An, Bl,..., Bn. Uvažme, jak mrižeme zkonstruovat

kostru y Zn+t Je z ejmé,žetolzeprávéjedním z následujících dvou zPrisobti:

(a) K některé kost e v Z, p idáme některé dvé z hran xnxn+l, xn+I!n+',

!n!n+t.Zkaždé kostry v Zn tak získáme t i kostry y Zn+t,

(b) K některému gr-faktoru v Zr píidáme všechny t i hrany xnxn+L, xn+l!n+|,

ln!n+|,
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Odtud plyne formule An+l = 3Ao + Bn.
Stejně jednoduše|ze odvodit formuli Bn+l =2A, + Br.
Takto získané rekurentní formule nyní vy ešíme pomocí vytvoŘrjících

funkcí. položme

F(x)=Ě Aoxn, G(x)=Ě B,xn.
n=I n=l

tj.

n=L n=|

xí3F(x)+ G(x)] = x .DAn*r*' = E Arxn = F(x) - Atx = F(x) - x.
n=l n=2

Analogicky
x[ZF(x) + G(x)] = G(x) _ x.

Budeme-li stručně místo F(x) psát pouze F amísto G(x) pouze G, obdrželi
jsme následující dvě rovnice pro neznámé F, G:

Úpravou dostáváme

X(3F+G) = F_x
x(2F+G) = G_x.

F(3x - 1) +;(G + 1) = 0

x(2F+1)+G(x-l) = 0.

Pak platí

3F(x) + G(x)= Ď'rO n + Br)xn= An+lxn,

Ze druhé rovnice plyne

o_x(ZF+I).t- x '

takže dosazením do první rovnice máme

F(3x- 1) + r.x(2F !1)+1 - x 
-o.t-x

odtud
F(x)=_- 3-_.

' x2-4x+l'
Funkci F (x) nyní rczložíme v mocninnou adu. Platí

x2-4x+1 =(x-a)(x - P), kdea =2+*fr,P=2-Ó.

].\

ďá-

rat
bri:

r+1,

:

L-



Rozložme funkci F(x) na parciální zlomky:

F(x)= - *- ="A,,*"B,.-x2-4x+1 (x-a)(x- ) x-a x-B

Konstanty A, B určíme porovnáním koeficient v rovnosti

x=A(x-P)+B(x-a).

Protože

A=
z+ ^fr ^ft -zfr=
z.,,fr ' zrtr '

dostáváme

.fr+Z t .,E-z 1 l ( a p \Ftx) = ffi'H* ,6, x-B=16\"-"-x-B)=
= #(*-#)=#(+ +)

protože zlomky v závorce mrižeme (pro vhodné x) považovat za souČty geo-

metrick}ch ad s kvociente 
^ },respektive 

1, dost áváme

F(x)=*[t G)" ;G),] =*;(;-#) xn=

1 Š 
( B_n _ a_n) x, =š É-' - o-' 

xn =1 P-" - u-" 
*, .= f_ BHG-" -o-")*" ?, u _ B L,=| o ]p *

Protože a = 1, platí pro všechna ,x rovnost un B' = 1. Odtud plyne, že

F(x)=Ďryx,=Žry-"
n=l ' n=l I

Protože však podle definice F(x) = Anx', dokána|i jsme tak
n=|

A,=# = *[rr* .,fl), - (2- ar].
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4.12. Poznámka. S určováním počtu koster v daném grafir ťlzce souvisí pro_
blém, kolik vlastně existuje ?raí, na dané množině uzl .

Takto zformulovaná otázkaje ovšem jednoduchá. Je-li íI], Hl graf na n

uzlech, jepodledefinice H c ?z(D,p ičemžvíme, že|?z(,]r' = (;) .(Yiz
véta3.4 z 1. kapitoly.) Všech graf s množinou uzl U je tedy tolili, kolik
má mnoŽina ?2(U ) podmnožin. OznŇíme-li g,, počet grafri na n uzlech, platí
podle uvedeného

ltt=Z0,
Jak rychle roste posloupnost (g")[,, plyne z následující tabulky:

n

8n

1

1

2
2

3

8

4
64

5

1,024
6

32768
7

2097 152
8

2684354 544

Nyní je snad zíejmé, proč ešení grafov ch loh nakreslením nebo vypsá_
ním,,všech možností" nemá ve většině p ípadri naději na spěch.

Určovárrí počtrr grafri nanuzlech je však pfirozené následujícím zprisobem
,,zkomplikovat".

Zprávé uvedené tabulky plyne, ženat ech uzlech existuje celkem 8 grafii.
Všechny tyto grafy jsou uvedeny na obr. 4.15.

o

/

o

"\

\

o

/\
t ech uzlechObr. 4.15: Grafy na

Z uvedeného obrázku je patrné, že některé z uvedenych 8 grafri jsou si
natolik ,,Podobné", žeje nerozlišíme, pokud se nedíváme na označení uzl .

(Čtená si jistě okamžitě uvědomil , že- jde o graf! nakreslené ,,pod sebou...)
Tuto,,podobnost" nyní precizujme.

o

o-o

^

[._

o
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4.13. Definice. Budte íUt, H|l, IUz, Hz| grafy. Zobtazení f : U1 + U2 se
naz vá izomorftsmzs grafrr íUt, H na graf íUz, HzJ, když plať:

1. / je bijekce,

2. xy e Ht právě tehdy, když í (x) í (y) e Hz.

Dva grafy jsou izomoůí, když mezi nimi existuje alespoň jeden izomorfis-
mus.

Čtená si jistě okamžitě uvědomuj e, že izomorfismus je ekvivalence na
t ídě všech grafii.

V jistém slova smyslu driležitější než otázka, kolik existuje na n uzlech
všech grafii, je problém, kolik na n uzlech existuje neizomoďních graf . Tak
nap ftlad na čty ech uzlech existuje 64 grafri, avšak jen 11 neizomorních grafii,
jak je patrno z obr. 4.16.

Odvození metody pro v počet počtu hn neizomoďních grafri na n uzlech
p esahuje naŠe možnosti. (Jde o tzv. PóIyovu enumerační metodu, o nížjsme
se zmiňovali již v paragrafu 1 1. kapitoly.) Existuje však jednoduch odhad
pro čísla hr; je totiž zíejmé, že platí :"'

)G)
hn > 

Ť, 
-----_-

neboť na n-prvkové množině jistě existuje nejv še n! vzájemně izomoďních
grafii. Uveden odhad je p i své jednoduchosti pro velká n velmi p esn . Lze
totiž dokázat, že

=Q.

I posloupnost (hn)[, roste ,,velmi rychle", jak lze vyčíst z následující
tabulky:

n
h,

1

1

2
2

3

4
4
11

5

34
6

t56
7

1 034
8

12344
9

308 168

Dokonce i poČet to neizomorfních strom na n uzlech (pfi veškeré ,jedno-
duchosti" stromri) roste po ád ještě tak rychle , že ijejich systematick p ehled
pro poměrně malá n je nemožny (viz tabulku na straně 172).

Jak jsme uvedli již ve větě 4.8, obsatruje každ konečn souvisl graf
alesPoň jednu kostru. Viděli jsme, že kostra grafu obecně není určena jedno-
znaéné. Uvědomme si však, že podle véty 4,3 mají všechny kostry stejn počet
hran (roven početu uzl zmenšen o jedničku).

* (o"-+)
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Obr. 4.16: Neizomoďní Erafy na čty ech uzlech

AbYchom koneČně uviděli nějakou aplikaci teorie graf , budeme se nyní
zab vathledráním vhodn ch koster v tzv. ohodnocenych grafech. K tomu však
pot ebujeme nejprve následující definici.

na

ch
iik
rtl,

ch
ne
ad

,i

an

.!L

_l

_:1

JI

4.14. Definice. Nechť je IU, H] graf. B
(respektive í: U + R). Trojici |[I, H, í] naz ,váme hranově ohodnoceny
(respektiv e uzlově ohodnocenfl graf .
Črsto /(r) nazyváme ohodnocení htany (respektive uzlu) r.

II

_J1
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4.t5. Definice. Buď IU, H, /] hranově ohodnocen konečny souvisly graf.

Kostra íU, H*] grafu IU, H7 se nazyvá minimální kostra y fU, H, íf, když
pro každou kostru fU, Ht] grafu IU, H7 platí

Dr<o>sIí@).
heH* heH1

4.L6. Poznámka. Protože konečny souvisly graf obsa}ruje pouze konečně
mnoho koster, obsatruje nutně každy konečny souvisl; hranově ohodnocen
graf alespoň jednu minimální kostru. Současně je evidentní, že minimální
kostra obecně není jednoznačně určena.

4.17. P íklad. Buď dána množina měst A, B, C, D, E, F.V tabulce 4.2nechť
jsou uvedeny náklady na vybudování železnice mezi jednotliv mi městy (v mi-
liónech Kč). Naším kolem je nyní navrhnout mezi uveden mi městy že|ez-

A B C D E F
A
B
C
D
E
F

0

13

27

18

5

30

1,3

0

7

18

4

12

27

7

0

3

8

11

18

18

3

0

9

24

5

4

8

9

0

15

30

12

q
24

15

0

Tab. 4.2: Náklady na vybudování železnice mezi městy

niční síť tak, aby každá dvě města byla vzájemně po železnici dosažitelná a aby
p itom náklady na vybudování že|eznice byly minimální.

Grafová formulace zadané rilohy je jednoduchá. Naším kolem je z ejmě
na|ezení minimální kostry v plném grafu Ko s uzly A, B, C, D, E, F, jehož
hranové ohodnoceníje dáno uvedenou tabulkou.

Ke konkrétnímu ešení této lohy se vrátíme za chvfli. Uvědomme si, že
v zadaném pffpadě bychom pravděpodobně minimální kostru našli poměrně
btzy i bez nějaké teorie. V komplikovanějším p ípadě je však nalezení mi-
nimální kostry bez znalosti vhodného algoritmu velmi obtížné. Proto si nyní
jednoduch algoritmus pro konstrukci minimální kostry uvedeme. (První algo-
ritmus pro nalezení minimální kostry nalezl již v r. 1,926 O. Borťrvka, jak jsme
se již zmínili v paragrafu 1 1. kapitoly. Podrobněji o historii tohoto algoritmu
viz.nap.v[13]).
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4.18. \ěta. Algoritmus pro hledrání minimální kostry: Bud'f(}, H, í] konečn
souvislY hranově ohodnocen graf. Všechny hrany sestavme do posloupnosti
(ht,...,hr)tak,abyposloupnost(f (ht), .. ., í(hr))bylaneklesající. (Takové
usPo ádlíní hranvzhledem ke konečnosti grafu jistě existuje i trdyž obecně není
určeno jednoznačně.)

Požadovan algoritmus nyní m žeme popsat takto:

PoložHg-a,i=l.

Obsahuje ?raíIU, Hi-t U {hi}t kružnici? Pokud ano, p ejdi k bodu (4).
Pokud ne, p ejdi k bodu (3).

Polož Hi - Hi_t U {hil. P ejdi k bodu (5).

Polož H; - Hi-l.

Je i = n? Pokud ano, pokračuj podle bodu (6). Pokud ne, p ejdi k bodu
(8).

Polož Hi = K.

KONEC. íU, Kl je minimální kostra.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

nt

"1-

7-

(6)

(7)

(8) Zvětši hodnotu i o jedničku a vrat'se k bodu (2).

PoPsan m zp sobem skuteČně v IU, lJ sestrojr*" ň.álníkostru íU , K].
To, Že IU, K]je kostra, je evidentní. Nyní je však nutno dokázat, že tato

kostra je minim ální, tj. že pro každou kostru [t] , L] v í(J , H] p|atí L í rn> 
=s D í(h).

hL
Tento d kaz nebudeme provádět. Jednoduše jej lze provést nap íklad po-

mocí teorie tzv. matroid , o nichž v tomto textu nehovo íme.

ŘeŠení P Íktadu 4.17. HranY grafu K6 uspo ádáme do vhodné posloupnosti
nap íklad následovně: (CD, BE, AE, BC, CE, DE, CF, BF, AB, EF, AD, BD,
DF, AC, AF). ohodnocení p íslušnlích hran tvo í posloupnost

(3, 4, 5,7, 8, 9, 71,, 12, 13,15, 18, 18, 24, 27, 30).

Nyní podle algoritmu do kostry postupně vybereme hrany CD, BE, AE, BC,
CF. (Viz obr. 4.17.) (Víme,že kostra musí obsahovat 5 hran.)

MinimáIní nráklady na železniční síť jsou tak 30 milionri kč.
4,19, P Íktad. Na obr. 4.78aje hranově ohodnoceny graí,na obr. 4.18b jeho
minimální kostra. Ponecháme čtená i, aby si promysleI, zdaie tato minimální
kostra určena jednoznačně.

heK

^7

:.]

:.u
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\

Obr. 4.17: Minimální kostra

Obr. 4.18: Minimální kostra v ohodnoceném grafu

1.

POZNÁUKY A CVIČBNÍ

Najděte sedm neizomoďních podgrafri grafu K3.



5. Mosty, artikulace a některé grafové charakteristi

5 Mosty, artikulace a některé grafové charakteristiky

V p edchazejícím paragrafu jsme hovo ili pYeváňné o grafech neobsa}rujících

žádnou kružnici. ,,\ětšina" grafri však pochopitelně kružnice obsa}ruje. V adě

rivah o grafech je nutno hrany rozlišovat podle toho, zdakežínanějaké knrŽnici

nebo nikoliv.

5.1. Definice. Hrana grafu se nazyvá most,když ne|eží nažádné kružnici.

5.2. P íklad. (a) Ve stromu je každá hrana mostem.
(b) Graf na obr. 5.19 obsatruje právě jeden most - hranu xy.

Obr. 5.19: Graf s jedin;. m mostem

5.3. Věta. Bud'xy mostv souvislém grafuIU, H).Pak je 7raííU, H - {xy}]
nesouvisly a má právě dvě komponenty.

D kaz. V grafu íU, H - {xy}] neexistuje sled meziuzly x, y,takže tento graf
je nesouvisly. Množinauzl se rozpadne evidentně na dvě disjunktní množiny
U(x) aU(y) (pfi označeníz definice 3.12). .

5.4. Drisledek. Každá kostra konečného souvislého grafu obsahuje všechny
mosty tohoto graíu.

5.5. Definice. Řekneme, že uzďr x (I grafu [U, H) je artikulace, když
existují hrany xy, xz e H , xy / xz,kteté ne|eží současně nažádné kružnici.

5.6. P íklad. (a) Ve stromu je artikulací každ uzel, jehož stupeň je alespoň 2.

(b) Graf na obr. 5.20 má právě jednu artikulaci - uzel. x.
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Obr. 5.20: Graf s jednou artikulací

5.7. Definice. Buď S = íU, H] graf , r,
!^\::) 

g H definujeme takto: je-li hrana uu mostem, je H(uu! - {uu}.Pokud u u mostem není, pak

H (uu) = {xy e H; existuje kružnice v s obsahující xy i uu }.

Dále položme

U (uu) - {r e U; t inciduje s některou hranou z H (uu)}.

Pak je zÍejmě IU (uu), H (uu)]podgrafem grafu $.Tentopodgraf naz, vámečlen grafu , p íslušn hrané uu.

5'8, P Íklad, Člen grafu z obr.5.20 p íslušny hraně ab jetrojrihelník o vrcho_lech a, b, x, člen pffslušny hraně cd jekružnice o vrchole ch c, d, e, x.
Buď lU, H] graf a uu, xyjeho libovolné navzájem Ňznéhrany takové, žeH(uu) n H@y) / a.Nechťnap íklad ab e H(uu) o H(xy).Pak v [U, H]existuje kružnice R1 obsatrující hrany uu i ab. Nechť R1 = IL]t,Htl, Rz == íUz, 12]. Podle p edpokladu je lUt n Uzl ž 2, neboť a, b C Ut OU2. Budter, ,s ut o uz libovolné navzájem ruzné uzly. pak existuie v Rj cesta z r dos obsahující hranu uu. protože u1 o (]zje konečná mnizina, existují prvky/'0' 0 Ut ) Uz takové, Že délkauvedené cesty je minim ální. Označme tutominimální cestu C1. Protože však /.0, , 0 (Jz,existuje mezil,., 0 cesta C2 v R2obsahující hranu "ry. Spojením cest Ct a C2 však z ejmé v IU,/1] obdržímekružnici obsahující hranu uu ihranv xy.To však znamená, že xy e H(uu) asoučasně uu , H (xy). Odtud plyne H (uu) = H (xy).

Právě jsme tak dokáza\i, žepro dvě hrany uu , xy e H platíbudto H (uu) oň H(xY) = a nebo H(uu) = H(xy). Protože pro libovolnou hranu uu e H
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platí uu e H (uu), je H (uu) ť a. Odtud celkem plyne

5.9. \ěta. Systémmnožin {H(uv); uu e H| no í rozkladnamnožině H.

Zatímco komPonenty grafu tvo í disjunktní podgrafy, členy grafu obecně
disjunktní podgrafy daného grafu nejsou. platí totíž

5.10. \ěta. Uzel x je artikulací grafu íU, H] právě tehdy, když existují hrany
xy / xz, z nichž každá pat í do jiného členu 7rafu.

D kaz. Je-li -r artikulace, pak existují hrany x!, xz neležícína jedné kružnici.
Pak ale H(xy) 7 H(xz). Pat í-li naopak hrany x!,xz Ňzn,mčlen m grafu,
neexistuje kruŽnice, která by obě hrany obsatrovala. To však znamená, že x je
artikulace.

D leŽitou charakteristikou graf je tzv. ,,cyklomatické číslo,., naz vané též
Bettiho číslo daného grafu.

5.12. \čta. Cyklomatické číslo každého konečného grafu je neruiporné.

Drikaz. Buď IU, H]koneČn; souvisly graf,ti. k = 1. podle věty 4.8 existuje
v fU,lll] kostra IU, H . Podle věty 4.3 platí lHtl = lul - 1. Protože l /rl <
< |H |, plyne odtud lHl > |U| - t,tj.

lH\-\Ul+1>0.
(b) Nechť IU, H] je konečn nesouvisly graf s komponentami

[Ut, H, . ..,I(Jt, Ht].Podle (a) prokaždé i ='!,,2, ..., k platí lHil - lt]il +
+ 1 > O,takže

k

rrt Hil - luil +1) = l H| - lul+fr > 0.
i=l

Z dtkazu věty 5. 12 a véty 4.3 okamžitě plyne- ll
:lJ

artikulac e a ně kte ré 8 raíov é charakte ris tilql

5.11. Definice. Buď 8 = IU,1/] koneč" erut
naz, váme číslo

v(il=líl-|Ul+k,
kde fr je počet komponent grafu $.
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5.13. Věta. Cyklomatické číslo konečného grafu je rovno nule próvě tehdy,

když je tento graí lesem.

5.14. Poznámka. Z v še uvedeného je z ejmé, že cyklomatické číslo grafu

udává v jistém smyslu ,,míru složitosti" tohoto grafu. Nrázorně ečeno, v(8)
udává, kolik hran je v 8, nutno odstranit, aby v $ nezistalažádná kružnice.

Tak jsme v še popsan; m zprisobem charakterizova|i, alespoň v jistém

smyslu, ,,složitost" grafu. Je samoz ejmě tičelné umět vhodn; m zprisobem
popsat i jiné grafové charakteristiky. Ukažme si takovou charakteristiku alespoň
na p ípadě souvislosti grafri.

Elementární odhad ,,míry souvislosti" grafu je evidentní - touto mírou je
počet komponent. Popis ,,míry souvislosti" souvislého grafu je komplikova-
nější, i když čteniá patrně má jistou intuitivní p edstavu o tom, co to znamená,
že jeden graf je ,,souvislejší" než druhy.

5.15. Definice. Buď 8 = fU, ^F1] souvisl graf. Množina A C U se nazyvá
uzlovy ez grafu l{], H], jestliže se souvistof'grafu poruší, vyškrtneme-li
z fU, 1] všechny uzly množiny Á a všechny hrany, které s těmito uzly
incidují. (Tj. graf íU - A, H - {xy e H; xy n A /ailje nesouvisl .)

Uzlovy stupeň souvislosti u($) grafu , je minimálnímohutnost uzlového ezu
vS.

5.16. Poznámka. Podle definice 5.1,5lze určit uzloq stupeň souvislostikaž-
dého konečného souvislého grafu kromě pln ch grafii K, (promyslete si,
které hrany musíme podle definice 5.15 vyškrtnout!). Pro tyto grafy definito-
ricky klademe

u(K")=n_l,

Podobně jako uzlov se definuje i hranovy stupeň souvislosti.

5.17. Definice. Buď 8 = IU,11] souvisly graf. Množina Ht C 1 se nazyvá
hranovy ez v S, je-li graf {U , H - 1{1] nesouvisl .

Hranovy stupeň souvislosti h(8) grafu , je minimální mohutnost hranového
íezu v S.

5.18. Poznámka. Podle definice 5.77 lze určit h(il pro každy konečny sou-
visl graf kromě grafu Kr (tj. grafu o jednom uzlu). Pro tento graf definitoricky
klademe h(Kr) _ g.
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5.19. P íklad. Pro graf 8 na obr. 5.21a platí u(8) = 2, h(&) = 3. Jeden

z minimálních uzloq ch ezti je vyznačen plnymi kroužky, jeden z minimiálních
hranov ch ezri jevyznačen tučnymi hranami. Na obr. 5.21b, respektive 5.21c,
je graf vznikl ,,odstraněním" p íslušného uzlového, respektive hranového,

íezu.

X
(c)

Obr. 5.21: Hranov a uzlov íez v grafu

5,2a. \6ta. Bud'$ = íU , H] konečru souvisl 7raí. Pak platí

u(8) < h(8) < mi4{st ;; x e U}.

D kaz. Je-li h(fl) = 0, je také u(8,) = 0, neboť 8, jev tom pffpadě Kr. Je_li
h(il - 1, existuje hrana xy H taková, že fU, H - {xy}] je nesouvisl graf.
Pak je vŠak z ejmě 8 = Kz (a tedy u(il = 1 podle poznámky 5.16) nebo je

{x}, respektive {y} uzlov íez v $ (takže opět rr (8) = 1).

P edpokládejme proto, že h($) > 1. Buď.F/1 hranovy íez, l 1rl = h(il.
Zvolme hranu h e Hl libovolně. Nakaždé dalšíhraně e e Hl zvolme uzelx,
tak, že x" není incidentní s hranou h. Nyní z grafu , odečteme všechny uzly
x, (e e Ht - {hD a hrany s těmito uzly incidentní. Je-li takto vznikl graf
nesouvisly, p|atí u(il < h(8). V opačném p ípadě obdržíme nutně uzlovy íez,
p idáme-li kuzl mx, ještě jedenzuzlri tvoffcích hranu h.Pakaleu(8) = h(il.

Dokázali jsme tak, že u(g,) s h(8,). Druhá nerovnost ve větě je však
zíejmá, neboťpro každ uzel x e U tvo í množina všech hran incidentních s x
evidentně hranov ez. .

Ve větě 2.8 jsme dokáza|i, že v konečném grafu lU , H] platí Ž ,t , =

=2l1|.odtudvšakokamžitěplyne,žemin{st.r;xUt<
nerovnosti az věty 5.20 plyne d sledek.

, :-
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5.21. Drisledek . Bud'S = fU , H) konečn souvisl graf. Pak

h zlHl(il s 
lul

Pro uzlovou i hranovou souvislost jsou známy v znartné charakteňzační
věty (Mengerova a Fordova-Fulkersonova). Vzhledem k jejich závažnosti
v adě aplikací je uvedeme,ikdyžjejich drikazy p esatrují riámec našeho textu.
K formulaci těchto vět však pot ebujeme následující jednoduchou definici.

5.22. Definice. Graf $ se naz vá uzlově, respektive hranově k-souvisl ,

jestliže platí u(8) > k, respektive h(g) >k.

5.23. Věta. (Mengerova věta.) Graf $ je uzlově k-souvisl právě tehdy, když
pro knždé dva uzly x, y existuje k cest z x do y, které jsou až na uzly x, y
vuijemně disjunktní.

5.u. Drisledek. Graf $ je uzlově L-souvisl próvě tehdy, když ke každym
dvěma uzl m x, y existuje kružnice v $, která je obsahuje.

5.25. Věta. (Fordova-Fulkersonova věta.) Graf S je hranově k- souvisl právě
tehdy, když pro každé dva uzly x, y existuje k cest z x do y, které jsou hranově
disjunktnť.
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6 Eulerovské a hamiltonov ké grafy

Kreslení obrázkri ,jedním ta}tem" je obvyklou součástí tzv. rekreační matema-
tiky. Pravděpodobnékažd čtená si již jako dítě vyzkoušel, že ,,domeček" na

obr.6.22alze jedním tatrem nakresliu a snadno lze ověfit, že obr. 6.22bjedním
tatrem nakreslit nelze.

Obr. 6.22: Kreslení grafri jedním talrem

Jak jsme uvedli jižv paragrafu 1, vy ešil tuto problematiku jižv 18. století
Euler v souvislosti s problémem sedmi mostri města Královce.

P ipomeňme si ještě, že,,t l" v grafir jsme definovali v definici3.4.

6.1. Definice. Řekneme, že graf S |ze sestrojit jedním tahem, když v $ exis-
tuje tah obsatrující všechny hrany tohoto grafu.

V dalším udáme popis všech grafii, které lze jedním tahem sestrojit.

6.2. Definice. Konečny grafbezizolovanych uzl, jehožkaždy uzeljesudého
stupně, se nazyvá eulerovsl< .

6.3. Věta. Každy uzel eulerovského grafu je obsažen alespoň v jedné kružnici.

D kaz. Buď IU , H] eulerovsky graf , x e U libovolny uzel. Protože x není
izolovany, existuje hrana.ry s tímto uzlem incidentní. Tato hrana však nemťrže
byt mostem, neboť v tom p ípadě by podle věty 5.3 gtaf fU , H - {xy}] byl
nesouvisly a komponenta obsahující bod x by obsatrovala jedin uzel lichého
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stupně (totiž azel x). To však podle véty 2.11 není možné. Odtud plyne, že
hrana xy Ieží na nějaké knržnici, a tedy i x |eží na knržnici. .

6.4.lňta.. Konečn souvisl graí lze sestrojit jedním uzav enym tahem právě
tehdy, l<dyž je tento graf eulerovsk .

D kaz. I.Lze-lri konečny graf sestrojit jedním uzavíen m ta}rem, je tento graf
nutně souvisl1 . V uzav eném tatru pfitom z každétto uzlu tolikrát vystoupíme,
kolikrát jsme do něj vstoupili. Je tedy stupeň každého uzlu sud .

II. Buď 8 = íU , /í] souvisly eulerovsk -graf. Dokážem e, že S lze sestrojit
jedním uzav en m tahem.

Zvo|me libovolně aze| u e U . Podle věty 6.3 leží tento uzel na nějaké kruž-
nici, pfičemžkružnice je uzav en m tahem v $. Množina A všech uzav en ch
tahri obsahujících uzel u je tedy neprázdná. Protože je A konečná, obsa}ruje
tahy maximální délky. Nechťtedy a9 e A je někten tatr maximální délky.

P edpokládejme nyní, že existuje hrana xy e H,kteránení obsažena v tatru

a6. Označme

H" = lxy e H; xy není obsažena v tahu cy6},

U* = {x e U; existuje y e U tak,že xy e H*}.

Pak je íU* , H*f podgraf grafu S. Z definice grafu fU* , H*]je p itom okamžitě
zíejmé, že je to eulerovsk graf.

Protože je $ souvisl , existuje nutně uzel u . U*, kter je obsažen v tahu
a6. Protože jefU* , H*f eulerovsk , je uzel u obsažen v nějaké kružnici C grafu

íU*, H*f. Když nyní v $ utvoffme sled začínajícív u, pokračujeme v némaž
do uzlu u, nyní projdeme kružnici C až do uzlu u a pak dokončíme tatr oh až
do uzlu r, vytvoffme v 8 azavíen tatr obsatrující uzel u,jehož délka je větší
než délka tahu ag. To je však spor s definicí ag. To znamená,že H* = a, atak
a6 obsahuje všechny hrany. .

Pomocí véty 6.4 nyní snadno popíšeme i ty grafy, které lze sestrojit jedním
otev en m tahem.

6.5. 
'Věta. 

Bud'S konečn souvisly 7raí. Pak lze $ sestrojit jedin m otev enym
tahem právě tehdy, když S obsahuje právě dva uzly lichého stupně.

Obsahuje-Ii 8 próvě dva uzly lichého stupně, pak otev eny tah v jednom

z těchto uzl nutně začíná a ve druhém končí.

Drikaz. I. Nechť lze souvisly graf , sestrojit jedním otev en m tatrem začína-
jícím v uzlu x a končícím v uzlu y. Pak jsou uz|y x, y evidentně lichého stupně
a všechny ostatní uzly jsou stupně sudého.
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II. Nechť 8 = IU, n] je konečn souvisl graf obsahující právě dva uzly
;,y lichého stupně. Buďz í U libovoln; prvek. Položme U1 - U U{e},
Ht = H U {xz, Yz}. PakjeíUt, Htf souvisl eulerovsky graf,takžepodle věty
6.4lze tento graf sestrojit jedním uzavíen m tahem. Uvažme takov uzavíen,
tah; jistě m Žeme p edpokl ádat, že začíná a končí v uzlu z. Kdyžnyní z tohoto
tahu ,,vyškrtneme" hrany xz, yz, dostaneme z ejmě požadovany otev en tah.

Jak si Čtená jistě mnohokrát povši\ul i v jinych matematick}ch dis_
ciPlínách, lze tutéŽ skutečnost často popsaiira první pohled zcela odlišnymi
zPtisobY. Samoz ejmé, že je tomu tak i v teorii grafti. Proto i tak jednodu-
chátvrzení jako jsou věty 6.4 a6.5 |ze v literatu e najít ve zcela odlišn; ch
formulacích. ukažme si to alespoň na jednom p íkladu.

6.6. Definice. Jsou-li IU, Hl, f(Jt, Ht] graŤ,
í : U -> U1 homorfismem grafu IU, H) do grafu lLIt, Ht], jestliže
pro každou hranu xy H platí,že f (x)f(y) e & (tj. hrana sezobrazína
hranu). (Srovnej s definicí izomorfismu uvedenou v definici 4.13.)

Vcelku snadno lze dokázat následující tvrzení, jehož d kaz p enecháme
čtená i.

6.7-Yéta. Souvisly |raíIU, H] je eulerovsky právě tehdy, když je homorfuím
obrazem kružnice déllq) |H|.

P eformulování vět6.4 a6.5je nyní zíejmé.

Problematika, kterou se nyní budeme zabyvat,jakkoliv je jednou z nej-
komPlikovanějŠÍch částí teorie graf , má svrij prap vod v hffčce, kterou v roce
1859 vYmYslel irsky matematik W. R. Hamilton (známy p edevším objevem
tzv. kvaternion ).

Jak dob e víme, jedním z péti pravideln ch mnohostěn je pravideln1
dvanáctistěn, jehoŽ povrch je tvo en shodnymi pěti helnfty. (o pravideln ch
mnohostěnech budeme podrobněji hovo it v poznámce 7.17.) povrch tohoto
dvanáctistěnu rozvinuty do roviny je na obr. 6.23a. Hamilton p ipojil ke kaž_
dému z dvaceti vrcholri tohoto dvanáctistěnu jméno některého světového vel_
koměsta a nabídl jednomu v robci hraček v robu ,,hlavolamu", jehož ešením
je ,,cesta kolem světa" po hranách daného dvanáctistěnu, během níž se vyjde
z nékterého města, kaŽdYm z dalších měst se projde právě jednou a cestovatel
se nakonec vrátí do vychozího města.

Grafová formulace tohoto ,,hlavolamu" je evidentní. Je dán graf o 21uzlech
(vrcholY dvanáctistěnu), hrany grafu odpovídají hranám dvanáctistěnu (ak
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v paragrafu 7 odvodíme, je těchto
najít kružnici prochánející všemi
z ešení. Hrany ležící na kružnici
viděli na obr. 2.8a.)

hran 30) a naším kolem je v tomto grafu
uzly. Na obr. 6.23b je znázoměno jedno

jsou vytaženy silněji. (Graf 6.23b jsme již

Obr. 6.23: Povrch dvanáctistěnu

Nyní uved'me standardní terminologii.

6.8. Definice. Graf se nazyvá hamiltonovslq, když v něm existuje kružnice
prochánející všemi uzly. Tato kružnice se nazyvá hamiltonovskó.

6.9.Poznámka. (a) V definici 2.13 jsme definovali pravideln; graf. Faktor,
ktery je pravidelnym grafem, nazyváme pravideln m faktorem. Pravideln;
faktor 2. stupně obvykle naz váme kvadraticlqm faktorem. Mrižeme tedy íci,
že hamiltonovská kružnice je souvisl kvadraticlq faktor daného grafu.
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(b) Graf na obr. 6.23b je hamiltonovsk . Je však zíejmé, že existují grafy,
které hamiltonovské nejsou. Takové jsou nap íklad všechny stromy; protože
v nich neexistuje žádná kružnice, neexistuje v nich tím spíše kružnice hamil-
tonovská.

Jakkoliv se na první pohled m že zdát problém char akteňzace hamilto-
novsk}ch grafii jednoduch; , není dodnes známa žádná nutná a dostatečná
podmínka této skutečnosti. P ed uueden}nn-qěktel ch znám ,chv sledk ještě
uved'me jeden p ftlad.

6.10. P íklad. S Eulerov m jménem je spojována i následující loha: M, že
jezdec projít šachovnici (o 64 polích) tak, aby každ m polem prošel právě
jednou a posledním tahem se vrótil na v chozí pole?

Grafová formulace je snadná. Uvažujeme graf, jehož uzly jsou jednotlivá
pole na šachovnici. Dva uzly jsou pak spojeny hranou právě tehdy, když jezdec
mriŽe skočit z jednoho pole na druhé. Naším kolem je nyní v tomto grafu najít
hamiltonovskou kružnici - pokud ovšem existuje.

Již dávno je známo, že pops any graf je opravdu hamiltonovsk . Dodnes
se vŠak nap ftlad neví, kolik hamiltonovsk ch kružnic vlastně v tomto grafu
existuje.

Nakreslit dan graf nemá smysl, neboť obrázekby byl značné nep ehledn .

Popsat v něm hamiltonovskou kružnici je však velmi jednoduché. Do polí
schématicky znázorněné šachovnice vepíšeme čísla |,2, . . . ,64 v takovém
po adÍ, v jakém jimi bude jezdec postupně procházet. Řešení, které uvádíme
v tabulce 6.3 (popsal je v rcce 1862 šachista Jaenisch je mimo ádně d vtipné
tím, Žeje současně polomagickym čtvercem; součet čísel v každém ádku a
kaŽdém sloupci je roven 260. (Srovnej s Eulerovym magick}m čtvercem ve
cvičení k paragrafu 10, kap. 1.)

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 49 64 21 40 13 36 27
6122 95233283916
48 7 60 I20415429
59 445 8 53 3217 42
64725744193055
3 58 5 46 31 5643 18

Tab. 6.3: Jaenisch v polomagick čtverec

Nyní tedy uvedme některé vlastnosti hamiltonovsk ch graf . Následující
nutná podmínka plyne bezprost edné z dtisledku 5.24.
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6.11,. Věta. Je-liShamiltonovslql graf, jejehouzlov stupeňsouvislostiu(il Z
z2.

Snadno však |zeukánat, že podmínkazvéty 6.1,7 není pro existenci hamil-
tonovské kružnice postačující. Nap íklad graf ná obr. 6.24 má uzlov stupeň

souvislosti roven 2, je však snadné se p esvědčit, že není hamiltonovsk .

Obr. 6.24: Graf s u(8,) - Z,ktery není hamiltonovsk

Nalezení dostatečn ch podmínek toho, aby graf byl hamiltonovsk; , bylo
velmi obtížné. Jednu znejznámějšíclt odvodil v roce 1952 Dirac.

6.í2. '\čta. Necht'8 = íU, H) je konečn rraí, lUl = n >_ 3 a st x >

kažó uzel x e U. Pak je S hamiltonovsk .

D kaz. Uvědomme si nejp rve, že každy konečny graf je podgrafem něja-
kého hamiltonovského grafu. Zejménam žeme graí IU , /1] doplnit o množinu
uzlri V a o množinu hran {xy; x e U,y e V} na hamiltonovsk graf. Je-li
totlžU = {ut,...,un}, stačípoložit V = {ut,...,un} Gde U nV = a)
a hamiltonovskou kružnicí je z ejmě kružnice prochánející postupně uzly
Ul, Ulr ll2, U2, . . . , Un, Un, Uy.

. Nechťnyní graf S = l(J,ll] splňuje p edpoklady věty a pipusttne, že
není hamiltonovsky. Označme fr nejmenší možn počet uzlti, o které když
doplníme spolu s hranami v še uveden m zp sobem graf S, tak obdržíme
hamiltonovsky graf S*.le-IiU = {ut ur},V = {ut uk},U* = U l)V,
H* = H U {uiu1; ui U,r j VI, je 8- = fU*, H*].Y 8* tedy podle
p edpokladu existuje hamiltonovská kružnice C, procházející postupně uzly
xl, x2, . . ., xm, kde m = n + k > 4, neboťpodle p edpokladu je n } 3, k > 1,.

OznaČení uzlri jistě mriŽeme zvolit tak,že xI = ttl, x2 = u:, x3 _ uz (tj. kružnice
začíná,,doplněnou" hranou). V H nyní nemriže byt hrana xtxg (- uúz). Kdyby

n
- Dro2,
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totlž x14 e H,bylo by doplnění grafrr S o uze| x2 = u1 zbytečné a to je spor
s minimalitou čísla /<.

Označme nyní K množinu hran z H*, které ne|eží na kružnici C. Je-li
xlxi . K pro některé i / 3, pak x3x;..,t ť K,tj.4x;a1 H*, neboť x3xi+l
jistě není hrana knržnice. Kdyby totiž 4x;+t K, mohli bychom v $,* sestrojit
kružnici procházející postupně uzly

Xl, Xi, Xi_!, Xi_2, . . . , X3, Xi+1, Xi+2, ,. , , Xl.

Tato kružnice je však hamiltonovská v grafu, kter obdržíme z 8* odečte-
ním uzlu x2 = ul a všech hran s tímto uzlem incidentních. To je však spor
s p edpokladem, že k je nejmenší nutn počet dodan ch uzlri.

Nyní určíme, kolik je v K hran tvanr xúi. Uvědomme si, že v 8* platí
stu; ._t*/<prokaždyuze|ui eU.(Y 8 jestui r r,,v 8* suzlemu;
navíc sousedí uzlty u1 up.) Protože v knržnici C sousedí s uzlem x1 dva
uzly,je v K alespoň t*k - 2hran tvanr xlxi. Podle v šeuvedeného to však
znamená,žev H* není minimálné i+k -2brantvaru x3x; (kromě hran x3xi+l
pro .xl.r; e K je to, jak již víme,ještě hrana h\.)

Nyní uvažme, co všechno o uzlu .r3 víme. Yychazí z něho alespoň t * k
hran x3x;, pfitom však v 8* nesousedí minimálně, á + k - 1, uz|y xi / xl.
Protože však všech uzl x; / xg je n + k - 1, musí platit

(;-o) * (;-o_,) <n+k_l.

Odtud však plyne, že k < 0, cožje spor s p edpokladem, že 8 není hamilto-
novsk; ,takžek>L o

V roce 1960 odvodil norsk} matematik O. Ore ještě obecnější dostateč_
nou podmínku existence hamiltonovské kružnice v daném grafu. Je okamžitě
zíejmé, že Diracova věta je drisledkem následujícího Oreho tvrzení.

x, ! U, které nejsou sousední, platí 
:

stx+sty>|U|.

Pak je graíIU, H] hamiltonovsk .

Drikaz. Drikaz tohoto tvrzení nebudeme provádět. o

6.14. Poznámka. Jak jsme již uvedli, není dosud známa pro hamiltonovské
grafy charakterizační věta, která by udávala nutnou a dostatečnou podmínku.
Proto byly hledány takové podmínky alespoň pro některé d ležité tíidy grafii.
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Dlguho byla nap íklad nevy ešena Taitova hypotéza , že každl rovinn uzlově
3-souvisl 3-pravideln graf je již nutně hamiltonovsk . (O rovinn ch grafech
budeme podrobněji hovofit v paragrafu 7. Jsou to jednoduše ečeno grafy, které
lze v rovině nakreslit tak, že se jejich hrany nfprotí,nají.) Z platnosti Taitovy
hypotézy by mimochodem plynulo kladné ešení problému čty barev - viz
paragraf 7. V roce 1956 však jeden z nejv znamnějších odbornftri v teorii
graf W. T. Tutte uvedenou hypotézu vyvrátil. Tutte v protip íklad je uveden
na obr, 6.25.

Obr. 6.25: 3-souvisl 3-pravideln nehamiltonovsk graf

Tutte však dokánal, že každ rovinn uzlově 4-souvisl graf je již nutně
hamiltonovslq.

6.15. Poznámka. Existuje-li v grafu cesta procbánející všemi uz|y, nazyvá
se tato cesta hamiltonovská. Graf, v němž existuje hamiltonovská cesta, se
nazyvápolohamiltonovsk . Je z ejmé,žekaždlí hamiltonovs grafje současně
polohamiltonovsk; ; stejně tak je evidentní, že obrácené tvrzení obecně neplatí.
Nap ftlad graf kzie polohamiltonovsk , avšak není hamiltonovsk}.

PozNÁtr,tKy A cvIčENí

Najděte t i neizomoďní hamiltonovské grafy na čty ech uzlech.

Najděte dva neizomoďní hamiltonovské grafy na pěti uzlech, které mají
nejv še šest hran.

Najděte v Kl t i hamiltonovské kružnice, v nichž je obsaženo všech 21
hran grafu K7.

1.

)
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7 Rovinné grafy

V Pr běhu dosavadního v kladu jsme sice grafy ,J<reslili", intuitivně je jistě
kaŽdému Čtenáfi zÍejmé,jak se toto kreslení provádí, avšak fakticky jsme se
mohli bez tohoto kreslení obejít, neboťžádná definice anižádnétvrzenínebylo
na tomto kreslení závislé. (I když je nutno si uvědomit, že právě možnost
názomého kreslení je jedním z hlavních drivod četnosti a rozmanitosti aplikací
teorie grafri.)

V tomto paragrafu vŠak bude kreslení graf hrát centrální roli. proto je
nutno některé Pojmy precizovat. Nejprve však uzav eme následující domluvu.

7.1,. Dohoda. V celém paragrafu 7 pojem ,, íílť' značí,,konečny grať'.

7.3. Poznámka. (a) V teorii graf se studují nakreslení grafii na Ňznych plo-
chách (naP Íklad na sfé e, na anuloidu apod.). P es driležitost těchto nakreslení
se v dalším budeme zab vatpouze nakreslením grafii v rovině.

(b) Oblouk, jak známo,je topologick} obraz sečky. (Oblouk v rovině je
tedy obraz intervalu ía, b] c ]Er p i zobrazení f : E1 + fu, které je prosté,
sPojité amátu vlastnost, Že inverzní zobrazení í-| je rovněž spojité.) protože
obloukri mezi dvěmabody x, ! Q existuje nekonečně mnoho, plyne odtud,
že graf mriže mít v rovině nekonečně mnoho nakreslení.

Na obr. 7.26a4 jsou oblouky mezi uzly x,!.Na obr. 7.26eje k ivka
s koncov mi body x, !,kterávšak není obloukem.

(c) GrafY samoz ejmě většinou kreslíme tak, že hrany znázorňujeme jako
seČkY nebo jiné ,jednoduše vyhlížející" Kivky a nikoliv tak, jak je to pro-

vedeno naP Íklad na obr. 7.26d. P esto má obecně graf nekonečně mnoho
na]<reslenÍ, neboť není jednoznačně p edem dáno ani rozmístění uzl v rovině.
Ponecháme na ČtenáÍi, aby si promyslel, žena obr. 7.27a-eje nakreslen tent žgraf. t

mV.'I'o, Že je na vYŠe uvedenych obrázcích nakreslen jeden a tent ,ž graf,lze
jinYmi slovY zformulovat tak, žekaždé dva grafy, kieré mají nakreslení na
některém z obt. 7 .27,jsou izomoďní.

7.2.Defrnice. Buď dán graf IU, H]. Nakreslenr toň@
vznikne tak, Že uzly znánorníme jako body eukleidovské rovin y W a hranu
xy e H znázorníme jako oblouk v ]Ez s koncov mi body x, !.

-lrT-

.,J

:_i]3
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(a)

Obn7.26: K ivky s koncovymi body .r, y

Uvážíme-li, že na těchto obráncíchjsme kreslili jednoduch graf na šesti
uzlech, není jistě p ekvapuj ící, že obecně rozeznat, zda dané dva grafy jsou izo-
moďní, je jednou z nejtéžších otazek teorie graf . Dodnes není znám efektivní
algoritmus pro ešení tohoto problému

P i nakreslení grafu se hrany mohou, avšak nemusí, vzájemně Kížit. P i
někteq ch rivahách a aplikacích je driležité zjistit, zdalze dany graf nakreslit
tak, aby se hrany neKížily. (Nap ftlad v problematice tištěnych spojri apod.)
Tím je motivována následující definice.

7.4. Definice. Graf se naz vá rovinn (též planárnfi, když existuje takové
jeho nakreslení, žekaždé dvě Ňzné hrany mají nejvyše jeden společn bod -
uze|, kter je p ípadně s oběma hranami incidentní.

Na první pohled je zíejmé, že napííklad stromy nebo kružnice jsou ro-
vinn mi grafy. Dokázat, že nějak graf je rovinny je však z ejmě jednodušší,
než dokánat, že dan graf rovinn; není. Častou h íčkou je nap íklad nalezení
rovinného nakreslení grafu na obr. 7.27a. (Podle této známé rekreační lohy se

l40 t II. TEORIE GRAFŮ
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Obr.7 .27: Izomoďní gtafy na šesti uzlech

také tomuto grafu Často Íkát i domy a t i studně.) Iakv dalším uvidíme, nemá
tato loha ešení, neboť graf na obr.7.27anení rovinn .

7,5, P Íklad. Graf Kq je rovinn; , i když jeho ,,béžné" nakreslení je takov é, že
se hranY Protínají (obr. 7.28a). D ležité totiž je, že existuje nakreslení, v némž
se hranY neProtínají (obr. 7.28b). Tent ,ž gruf lr"však nakreslit ještě mnohem
,,elegantněji" (obr. 7 .28c).

Existence nakreslení grafu Kazobr.7.Z8czákonitě vypl váz následuj ícího
tvrzenÍ, které odvodil Wagner v roce 1936. D kaz tohoto tvrzení nebudeme
uvádět.

7,6,Yéta. Graf je rovinn právě tehdy, když existuje jeho rovinné nakreslení
takové, že všechny jeho hrany jsou znázorněny tisečlenmi.

Jedním z nejdrileŽitějších tvrzenío rovinnych grafech je tzv. Eulerova věta.
k její formulaci však pot ebujeme následující definici.

7.7,Defrnice. Buď [t], H] rovinny souvisly gráT B
vinné nakreslenÍ. OznaČme W množinu všech oblastí, nanéžie tímto nakres_
lením rovina rozdělena (včetně ,,vnějšku"). Pak trojici I(J, H, Wf nazveme
mapou.
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(c)

Obr. 7.28: Rrizná nakreslení grafu Ka

7.8.Poznámka. Oblast, jak známo, je otev ená souvislá množina. Nap íklad
každáknržnice rozdé|í rovinu na dvě oblasti - vnit ek a vnějšek. Mapa určená

nakreslením grafu Kanaobr. 7.28c obsatruje 4 oblasti. Nakreslenítéhož grafu

na obr. 7.28a žádnou mapu neurčuje, neboťuvedené nakreslení není rovinné.

7.g. \ňlta. (Eulerova věta.) Bud'||J , H , W] tibovolná mapa. Pak

lI4zl + lUl _ lHl =2. (7.|)

Dťrkaz. Indukcí vzhledem k číslu l1íl. Je-li H - a, je nutně lUl = 1, neboť
graf fU,I/] jesouvisl1 . Pakale lil/| = 1arqvnost7.1jesplněnatriviálně.

P edpokládejme nyní, že rovnost 7.1 platí pro všechny mapy II] , H , W]
takové, že |H l . n.Buď íU, H, W] mapa, líl = n+1. Rozlišíme dva p ípady:

(a) Graf IU , H] obsatruje most .ry. Podle věty 5.3 je graf IU , H - {xy}]
nesouvisly amádvěkomponenty lUt, Ht],íUz, Hz]. Protože l11rl < n,lHzl <

< n, platípodle indukčního p edpokladu pro mapy IU t, H t, W t) alUz, Hz, Wz)

lWrl + lUrl - l /rl = lWzl + lUzl - lHzl =2.

Dáleplatí l 1rl+ lízl+1, =lH l (neboť od H jsme odečetli hranu xy) a lUrl+
+lUzl = lU |. Odečtením mostu se v dané mapě počet oblastí nezměnil, avšak

vsoučtu lWrl+lWzlie,,vnějšek" započítándvakrát. Proto l ťrl+lWzl = lI4z|+1.
odtud celkem dostáváme:

lWl +lU\-\Hl= (lIryrl +lWzl -1)+(lUrl+lUzD-
- (Htl+lHzl + 1) = (lWrl+ lUr l - líil) + (lWzl+lUzl - lHzD -2-

=) +) _) -)
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V p ípadé, že íU, H] obsatruje most, je tak véta doY,ázána.
(b) Nechť IU,, H] neobsalruje most. Buď h e H libovolná hrana. Protože h

není most,leŽÍ na nějaké kružnici. Označme C kružnici maximální délky, která
obsatruje hranu ň. Uvnit kružnice C je nutně nějalcí oblast, která vynecháním
hrany á v mapé íU, H,W) zanikne. V mapě fU, Ht,WtJ vzniklé z mapy
ÍU , H , W] odečtením hrany h je tedy o jednu hranu a jednu oblast méně než
v mapě ptivodní. Protože l /rl = n,platípro mapu íU, Ht,W rovnost 7.L,ti.
l 7rl+ lul- l 1rl = 2. Odtudvšakplyneplatnost7.1ipromapu íU, H,W7..

Pomocí Eulerovy věty lze snadno dokázat následující driležité tvrzení.

7.10. Věta. Graf K5 ftj. tipln graf na pěti uzlech) ani graf z obr 7.27a (tj. graf
,,3 domy a 3 studně") není rovinn .

Drikaz. (a) Pfipusťme, že graf ,(5 je rovinn . Nechť tedy [U, H, W]je mapa
vzniklá někter m jeho rovinn m nakreslením. Platí |U| = 5, lHl = 10, ť.
lWl = 2+lH| - lUl = 7.Každá oblast pitom musí mít hranici alespoň ze
t í hran akaŽdá hrana odděluje alespoň dvě oblasti (protože v K5 neexistují
mosty). Platí tak

2,10>3.\Wl ,

tj. lwl < 7, cožje spor.
(b) Analogicky. Kdyby íU, H, W]byla mapa vzniklá rovinn m nakresle_

ním grafu ,,3 domy a 3 studně", platilo by v této mapé, lU l = 6, lHl = g, tj,
lWl = 5. Každá oblast je opět omezena alespoň t emi hranami. Každá kruž-
nice v |U, H] má jistě sudou délku (pravidelně se v ní musí st ídat ,,domy" a
,,studně") , takže každá kružnice má délku nejméně 4. odtud plyne

2.g >_ 4 .lwl 
,

tj. lWl < 5, cožje spor. o

7.1l. Poznámka. Jakdokazalv roce 1930 v, znamn polsk matematik K. Ku-
ratowski, hrají Erafy zvéty 7 .l0 v charakterizaci planárníchgraf zcelazásadní
roli (viz véta7.16). Proto se těmto graf m často také íká Kuratowského grafu.
Pro jejich driležitost si tyto grafy ještě jednou nakresleme (obr. 7.2g), i když
jsme se s nimi již nejednou setkali.

7.|2. Definice. Buď IU , H]
hrana.Buďz ťUUH
H* = (H - {xy}) U {xz, yzlr.

lU, H] p lením hrany xy.

libovolny graf, xy H jeho libovolná
libovoln prvek. Položme (J* = t] U {zI,
Pak ekneme, že graf IU*, H*f vznikl z grafu

_1-q. J
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Obr. 7 .29: Kuratowského grafy

Obr. 7.30: P lení hrany
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7.13. P Íklad. Graf na obr.7.30b vznikl z grafuna obr. 7.3}aprilením jedné
zhran.

I z nánonl je zÍejmé, že pfi kreslení graf se takové dva grafy, z nichžjeden
vznikl z druhého postupnym prilením hran, ,,chovají stejně". Tím je motivována
následující definice

7.14. Definice. Řekneme, že grafy 8, Jt jsou homeomorfní, jestliže existují
konečné posloupnosti grafii

8,8t,8z,...,8n
Jt, Jťt, Jtz,..., Jt^

takové, že :

(a) 8, je izomoďní s Jt*;

(b) v kaŽdé z těchto posloupností vznikl následující graf zpíedcházejícího
prilením některé hrany.

7.1S. P íklad. Každé dvě kružnice jsou homeomoďní.

Nyní uvedeme bez dílkazu již zmiňovanou kuratowského větu.

7.16. \čta. Graf je rovinny próvě tehdy, když neobsahuje podgraf homeo-
mofuí s někter m Kuratowského ?raíem (tj. s některym grafem z obr 7.29).

7.|7. Poznámka. Ukažme si, jak lze pomocí teorie rovinnl ch graf jednoduše
zodpovědět jeden z klasick}ch geometrick ch problém .

JiŽ sta í Řekové znalipět typti pravidelnych mnohostěnti (tzv. platónovych
těles): (a) Pravideln Čty stěn, (b) krychli, (c) pravideln osmistěn, (d) pravi-
deln dvanáctistěn, (e) pravideln; dvacetistěn. (Viz obr. 7.31).

Neuměli vŠak dokázat, zda existují ještě jiné pravidelné mnohostěny. Me-
todami teorie gratti nyní ukážeme, že žádné další pravidelné mnohostěny ne_
existují. k tomu však pot ebujeme několik jednoduch; ch pojmri.

Omezená mnoŽina r c & se nazyvá hvězdovitá, když existuje bod s e T
takovY, Že kaŽdá polop ímka s počátečním bodem s má s hranicí množiny 7
Právě jeden sPoleČny bod. Jezíejmé,že ,,béžná" konvexní tělesa (koule, hranol,
válec aPod.) jsou hvězdovité množiny. Snadno však lze ukázat, že existují i
nekonvexní hvězdovitá tělesa.

Z definice hvězdovité množiny okamžitě plyne, že jejíhranici lze zobrazit
sPojitou bijekcí na sféru. (Protože je T omezená, je částí nějaké koule v tra.

1o

)

l



146 II. TEORIE GRAFŮ

Obr. 7.31: Platónova tělesa

Uvedená bijekce je realizována,,promítáním" hranice na p íslušnou kulovou
plochu ze st edu s.)

Mnohostěn, kten j e zárov eňhvězdov,itou množinou, nazv eme hv ě zdov ity m
mnohostěnem.

Jak dob e víme, hvězdovity mnohostěn se nazyvá pravidelny, jestliže
vŠechny jeho stěny jsou navzájem shodné pravidelné mnoho helníky. Ke
kaŽdému pravidelnému mnohostěnu existují píirozená čísla n, p taková, že
vŠechny stěny jsou shodné pravidelné n- helníky av každém jeho vrcholu se
st ká p hran. Uspo ádaná dvojice ln, p] se nazyvá Schtcifli v symbol daného
pravidelného mnohostěnu.
Schláfli v symbol Platónov ch těles je následující: pravideln čty stěn má
sYmbol [3,3], krychle í4,3f, pravideln osmistěn [3,4], pravideln1/ dvanácti_
stěn [5, 3] a konečně pravideln dvacetistěn [3, 5].

Jak jsme uvedli, lze hranici každé hvězdovité množiny zobrazit spojitou
bijekcína sféru. Zejménatedy lzetakto na sféru zobrazithranici (d. povrch) kaž_
dého pravidelného mnohostěnu. Uvedenym zobtazením povrchu mnohostěnu
vznikne na sfé e ,,mapa". (Definice mapy na sfé e je analogická definici 7.7
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7. Rovinné grafy l47

mapy V rovině.)
UŽitím tzv. stereografické projekce však lze snadno dokazat, že pro mapy

na sfé e rovněž platí Eulerova věta7.9.
(P ipomeňme si, že stereografická projekce je zobrazení sféry s vyjmut m

jedním bodem na rovinu, definované následovně:
Nechťse sféra ̂  dot ká roviny Fa v bodě P. Buď PN pr měr sféry ,S (viz

obr.7.32). Buď.T S libovolny bod rrizny od N. Bod í (x) e Wje pr sečík
polop ímky Nx s rovinou trz. Je zíejmé, že stereografická projekce / je bijekcí
množiny S - {N} naE- azobrazení f i /-l jsou spojitá. Nyníje také z ejm é,že
pfi stereografické projekci se mapa na sfé e zobrazí na mapu v rovině, pfičemž
se uzly zobrazí na uzly, hrany na hrany a oblasti na oblasti. Proto evidentně
platí Eulerova věta i pro mapy na sfé e.)

Obr. 7 .32: Stereografická projekce

Buď nyní 7 pravidelny mnohostěn. Označme R počet jeho stěn, M počet
hran, N poČet vrchol , n poČet stran jedné stěny, p počet hran sbíhajících se
v jednom vrcholu.

ProtoŽe každá hrana spojuje dva vrcholy a v každém vrcholu se sbíhá p
hran, platí

Np _ 2M. (7.2)

ProtoŽe kuždá stěna je omezena nhranami akaždáhrana sousedí se dvěma
stěnami, platí

Rn = 2M. (7.3)
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Konečně, podle Eulerovy věty platí

N+R-M=2. (7.4)

Rovnice 7.2,7.3,7.4 jsou rovnice o neznámych M, N, R s param'etry n, p
p ičemž tyto parametry jsou p irozená čísla větší nebo rovna 3. Z,7.2 - 7.4
dostáváme

(7.5)M=
2np 4n 4p

2p +2n - np' 2p +2n - np'
R=

2p +2n - np'
Protože všechna čísla M, N, P jsou kladná, musí platit 2p +2n - np > 0, tj.

(n-2)(p -2) <4, nž 3, p > 3.

Protože n -2 > 0, p -2 > 0, platínutně (n -2)(p -2) {1,2,3|. Odtud
dostáváme:

(a) (n-2)(p-2)=1, + n=3,p=3,

(b) (n-2)(p-2)=2 =+ n=3,p=4 nebo n=4,p=3,

(c) (n-2)(p-2)=3 =+ n=3,p=5 nebo n=5,p=3.
Pravideln m mnohostěn proto existuje nejv še pět druhti, tj. právě pět druh .

Hodnoty M, N, R, fl, p těchtopravideln chmnohostěnriudávátabuka7.4.

R M N n p
Pravideln čty stěn

Krychle

Pravidelnl osmistěn

Pravideln y dv anáctistěn

Pravidelny dvacetistěn

4

6

8

12

20

6

12

12

30

30

4

8

6

20

t2

3

4

3

5

3

3

3

4

3

5

Tab. 7 .4: Tabulka hodnot R, M , N , fl, p pro Platónova tělesa

POZNÁUKY A CVIČPNÍ

1. Podle Wagnerovy věty 7.6lzekaždy planární graf namalovat bez protí-
niání hran , jimižjsou sečky. Namalujte tak Kuratowského grafy, z nichž
je odebrána jedna hrana.

N-
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8 Barvení grafri

Nejprve si na dvou jednoduch ch problémech ilustrujme drivody, které vedly
k problem atice,,barvení" grafri.

8.1. Problém. Mějme dánu množinu L rťnn ,ch druh lék . Pfitom je známo,
které dvojice Ňznych lék se pacient m nesmějí podávat současně. Na mno_
Žiné L chceme definovat rozklad tak, že |éky ležící v jedné t ídě rozkladu se
soČasně podávat mohou. (Takov rozklad jistě existuje - nap íklad rozklad
na jednoprvkové t ídy.) NáŠ problém nyní zní: Jat<y je minimální počet t íd
takového rozkladu?

P eformulujme si problém následovně: Buď IL , H) graf , v němž pro .r, y
e L platí xy e H ptávé tehdy, když se léky.r, y nesmějí podávat současně.
NYní si p edstavme, že uzly grafu íL, H) obarvíme barvami (mod e, červeně
atd.) tak, ŽeŽádné dva sousední uzly nebudou obarveny stejnou barvou.

Problém 8.1 nyní mrižeme p eformulovat takto: Jaky minimální počet barev
k vyše uvedenému obarvení pot ebujeme?

."

8.2. Problém. Je dána množina V rádiovych vysílacích stanic akaždástanice
x V má urČenu mnoŽinu V, C V stanic, s nimiž má udržovat spojení.
Ptáme se, jaky je minimální možny počet rrizn ch frekvencí, které musí b t
k dispozici, chceme-li zajistit, aby každá stanice x e V udržovala s každou ze
stanic z množiny % spojení na jiné frekvenci?

Grafová formulace je opět jednoduchá. Utvo me graf, v němž V je množina
uzl a dva uzly jsou spojeny hranou právě tehdy, když p íslušné stanice mají
udrŽovat spojení. Hledáme minimální počet barev nutny k takovému obarvení
hran tohoto grafu, žekaždé dvě hrany, které majíspolečn uzel,jsou obarveny
nizně.

P ed uvedením základních v sledkti o barvení graf uzav eme, podobně
jako v paragrafu 7, následující dohodu.

8.3. Dohoda. V celém paragrafu 8 slovo ,,$ízť' značí,,konečny grať..

,-r }
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8.4. Definice. Buď íU, HJ graf . Zobrazení f : U + N[ nazveme obarvení
uzl ,jestliže pro každé dva sousední azly x,y U platí í(x) / í(y) (ts.
xyeH + í(x)/í(y)).
Řekneme ,že gtaf íU, H] je uzlově k-chromaticlq,existuje-li obarvení f uz|tl
takové, želíQ)| = t.
Uzlové chromatické číslo XG) grafu S je nejmenší číslo k e N6 takové, že

S je uz|ově k-chromatick}.

Z defrnice je z ejmé, žekažd graf má jednoznačně určené uzlové chroma-
tické číslo. Jeho nalezení v konkrétních p ípadech však mriže b t velmi obtížné.
Dtikaz následujícího tvrzeníje však jednoduch , aproto ho p enecháme čtená i.

8.5. Věta. Bud'S = tU , Hl graf. Pak platí:

(a) x(8)=1 <==+ H=a.

(b) Je-li $ strom a lH l > 1, pak x(8) = 2.

GraŤ s uzloq m chromatick m číslem 2 hrají v adě aplikací driležitou
roli. Jak nyní uvedeme, je charakteristika těchto grafri velmi jednoduchá.

8.6. \Gta. Bud'8 = fU, H] graf, H / a. Pak X(8) = 2 právě tehdy, když
neobsahuje kružnici liché déllry.

Drikaz. I. Nutnost podmínky je zíejmá, neboťk obarvení kružnice liché délky
je nezbytné užít alespoň tff barev.

II. Nechť 8 = íU,1/] neobsa}ruje kružnici liché délky. Dostatečnost této
podmínky budeme dokazovat indukcí vzhledem k počtu kružnic v S. Uvé-
domme si p itom, že d kaz stačí provést pro souvislé grafy, neboť obarvení
uzl v jednotlivl ch komponentách mrižeme provádět samostatně a nezávisle
na sobě.

Neobsahuje-li $ žádnou kružnici, je 8 strom a podle věty 8.5(b) platí
xG,) = 2. Nechť tedy tvrzení p|atí pro každ souvisl graf obsahující nejv še
n Wužnic sudé délky. Buď nyní 8 = íU , H) graf obsa}rující n + 1 kružnic sudé
délky. Buď C libovolná kružnice v S. Zvolme v C libovolně hranu xy. Graf
8* = lU, H - {xy}] obsalruje nejvl še nWužnic,takže podle p edpokladu platí
XG,") _ 2. Odtud plyne existence obarvení azlt f : U + {1,2} grafu $*.
Kružnice C bez hrany xy je had, v némž se obarvení uzl pravidelně st ídá.
Protože tento had obsahuje sud počet uzl , ie í (x) í í (y). To však znarnená,
že í je současně obarvením grafu S, čímžje drikaz hotov. .
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8. Barvení grafťt 1_51

8.7. Definice. Nechť 8 = íU, H]je graf a nechť |ze množinu U rozložit na
dvě neprázdné disjunktní podmnožiny U1 , (J2 tak, že každá hrana má jeden
uzel v ut a druh uzel v uz. pak se graf $ naz vá bipartitní. uveden
bipartitní graf se obvykle zapisuje ve tvanr fU1, U2,, Hf.
Bipartitní graf íU,V,I1] se nazyvátiplny,když pro každé dva uzly x e (J,
y e V platí xy /. Je-li lUl = m, lvl = n, značí se pln bipartitní graf
fU, V,11] symbolem K*,r.

Tak nap ftlad Kuratowského graf ,,3 domy a 3 studně" na obr. 7 .29bje graf
Ks,s. Pro bipartitní graf S s neprazdnou množinou hran z ejmě platí x(8) = 2.

Bipartitní grafy jsou studovány zejména v souvislosti s tzv. pórováním
v grafech, coŽje jedna z nejzávažnějších částí kombinatoriky a teorie grafri.

Zformulujme si nejprve jeden z klasick ch kombinatorick ch problémri,
tzv. problém o svatbách.

8.8. P íklad. Je dána množina H hochti amnožina D dívek, lDl > |H|. Každ
hoch zná alespoň jednu dívku. Jalai je nutná a dostatečná podmínka toho, aby
se každy hoch mohl oženit s dívkou, kterou zná?

Nalezení jednoduché nutné podmínky je snadné: kdyby existovala nějaká
k-tice chlapcri (k . | /l) taková, že všech dívek, které by zna| alespoň jeden
chlapec z této k -tice, by bylo méně než k,pak by jistě nebylo možnépožadované
svatby uskutečnit.

Jak dokázal v roce 1935 Ph. Hall, je tato jednoduchá nutná podmínka sou-
Časně také podmínkou dostatečnou. Hallova větaje jedním z nejdriležitějších
kombinatorickych tvrzení. D kaz tohoto tvrzení nebudeme provádět.

8.9. Věta. (Hallova věta.) Bud'dóna množina Sr, i = 1, . . . , n, neprázdn ch
konečnych množin. pak jsou následující nrzení el<vivalentní:

(a) Existuje prosté zobrazení f :

pro každé i - l,...,ft.

n

{1,.. .,n} -+ [J Si takové, že í(i) e Si
i=1

(b) Pro každou podmnožinu a / A C{1, .. .,n} platí lAl < 
l U OI
ltel, l

Grafová interpretace Hallovy věty je jednoduchá. Buď dán bipartitní graf
lU,V, H1,\U| < |V|.Prokažd uzelx , U oznaómeV, = {y V; xy H}.

8.10. Definice. Párováním v daném bipartitním grafu
každy jeho podgraf f(J* , V*', H*], ktery je pravidelnym
zkaždého uzlu vychází právějedna hrana).

IU, V, H) nazveme
grafem 1. stupně (d.

---

"4



ZHallovy věty okamžitě plyne, že v bipartitním grafu í(J, V,I1] existde
alespoň jedno párov ání íU , V* , H*)právě tehdy, když pro každou podmnožinu
fr/UtcUplatí

lurl < f lv,t.
xeU1

Párování v bipartitním grafu se naz vá plné,je-li faktorem daného grafu
(tj. Y- = v).Je z ejmé, že v íU , V, /] plné párovrání existuje právě tehdy,
když kromě podmínky 8.1 navíc platí lul = |Vl.

Jestliže v bipartitním grafu íU,V, ̂ F1] 
ptírování neexistuje, je pfirozené

hledat maximální (vzhledem k počtu hran) podgraf y IU , V, Hf, ktery je pra-
videln m grafem 1. stupně. Takové podgrafy mají adu aplikací v operačním
v zkumu, v lineiárním programoviání apodl.

Na obr. 8.33a je bipartitní graf, v němž neexistuje párování (e to faktor
grafu Ks,s). Na obr. 8.33b je jeden z maximálních pravideln ch podgraf 1.

stupně.

(a) (b)

obr. 8.33: Ma"rimální pravideln podgraf 1. stupně v daném grafu

Nyní se vrat?ne k problematice barvení uzlri v grafu.
Jakkoliv je obecně určení čísla XG) obtížné,jejednoduchá jeho následující

majorizace.

8.11.\6ta. Bud'S=fU, H] graf. Označme Q = max{st x; x e U}. Pakplatí

x(g,)<8+1.
lNe3HZneiŠÍ z algoritmťr pro hledání tohoto maximálního podgrafu je tzv. madbrslcy algo-

ňtmus.

(8. 1)

o
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D kaz. Indukcí vzhledem k číslu |U|. Pro lUl = 1je tvrzení zíejmé. Nechť
tedy tvrzení věty platí pro všechny grafy íU, H) takové, že |U| < n. Buď
nyní 8 = lU, Hf graf,lUl = n + I. Označme S* graf, kter vznikne z grafu $
odečtením některého uz|u x a všech hran s tímto uzlem incidentních. podle

í: (U -{x}) + {1 q+1}.Vgrafu ,všaksuzlemxsousedínejvyšep
uzlti, takže uzly v $ mtňeme obarvit následovně:

g(t)={ 
"", 

píot/x,

I r prot=x,

kde p {1, . .., Q+ l}je takovy prvek, že p / í(u)pro všechny uzly u e IJ,
tu e H. Pak je g obarvení daného grafu nejvl še 8 + 1 barvami. o

Nyní se budeme zab vat barvením hran.

8.12. Definice. Buď[U, H]graf. Zobrazení f : H + Nnazveme obarvením
hran,jestližeprokaždédvěhrany ht,hz e H,h í h2,takové,žehloh2 /a,
platí í(h) / í(h .

Řekneme, že gtaf IU, H] je hranově k-chromaticl , když existuje obarvení
f hran takové, že |í(H)| < k.
Hranové chromatické číslo xn(8) grafu $ je nejmenší číslo k e N6 takové,
že $ je hranově k-chromatick .

Ve větě 8.11 jsme uvedli horní odhad uzlového chromatického čísla. Má_li
symbol a t Ž smysl jako ve větě 8.11, je z definice okamžité zíejmé, že pto
hranové chromatické číslo platí xn(8) > q.Jak v roce 1964 dokázal rusk}
matematik G. V. Vizing, platí dokonce následující věta, kterou uvedeme bez
drikazu.

8.13. \čta. Pro libovolny graf $ platí Q S XnG) s Q + 1.

8.14. Poznámka. Hranové chromatické číslo daného grafu tedy mriže nab; t
jen dvou hodnot: q nebo q + 1. Řekneme, že graf S pat í do první, respektive
da druhé t ídy, je-li x7(8) = q, respektive x1,(8) = 8 + 1.

Ie zÍejmé,ženapYkladkaždákružnice sudé délky patff do první tffdy, každá
kružnice liché délky do druhé t ídy. Dodnes však není známa charakt eňzace
p ísluŠnosti graf k těmto t ídám. P itom není zastoupení grafti v těchto t ídách
ani zdaleka rovnoměrné. Jak v roce 1977 dokázatiP. Erdós a R. J. Wilson, platí
následující tvrzení:

I5
R

l
J

r.]-
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OznaČíme-li pi@) počet ?raí,ťt na n uzlech pat ících do i-té t ídy, platí

J*ffi=o,
Podle [12] existuje nap íklad L43 souvisll ch grafri s nejvyše šesti uzly a

pouze 8 z nich pat í do druhé t ídy. Těchto 8 grafii je na obr. 8.34.

ffi

o

^

Q
ffi

Obr. 8.34: Grafy druhé t ídy na nejv še šesti uzlech

8.15. P íklad. D ležit m grafem pat ícím do druhé tffdy je tzv. Petersen v
graí (obr. 8.35a). J. Petersen uve ejnil v roce 1891 práci v níž podrobně po_
psal vlastnosti pravidelnych graf ; p edevším pak studoval problém existence
pravideln ch faktoni v těchto grafech.
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Obr. 8.35: Petersenriv graf a jeho kvadratick faktor

Jak je okamžitě zíejmé,je Petersen v graf pravideln m grafem 3. stupně.
Obsahuje pravidelny faktor 1. stupně (tzv. lineární faktor) * hrany tohoto fak-
toru jsou na obr. 8.35a vyznačeny tučně. Petersen v graf obsa}ruje i pravidetn
faktor 2. stupně (tj. kvadraticlql faktor); tento faktor je na obr. 8.35b.

Tento kvadratick faktor však není souvisly. Ponecháme čtenáfi, aby si
Promyslel, Že souvisly kvadratick; faktor (tj. hamiltonovská kružnice) v pe-
tersenově grafu neexistuje. Petersen v graf proto není hamiltonovsk . Lehce
však |ze ukázat, že je polohamiltonovs (viz poznámka 6. 15).

Na dokreslení toho, co jsme o znánorňování graf uvedli v poznám ce 7 .3,
nechť si Čtená promyslí, že všechny t i grafy na obr. 8.36 jsou izomoďní
s Petersenovym grafem.

8.16. Poznámka. Hranové obarvení grafii p ekvapivě souvisí s latinsk mi
čtverci, o nichž jsme hovo ili v 1. kapitole, paragraf 10.

Lehce lze dokázat, že plné bipartitní grafy patíí do první t ídy. Evidentně
platí

Xn(K-,) = q = max(m,n).

Buďn e N libovolné. Pak ptatí Xn(Kr,r) = n. Označme Kr,n = |{J, V, Hf,
U = Iut,...,ur},V = {ut,...,|)n}, d. H = {uiui;i = 1,...,fl, j =
- 1,...,n|. Buď í: H + {1,...,n} obarveníhran. Definujmečtvercovou
matici (oii)?,i=t takto: aij = í(uiu;). Pakjezíejmé,žetatomatice jelatins im
čtvercem íádu n.

Na obr. 8.37 je uvedené pílíazení provedeno pro obarvení hran grafu Kl.s.
Hranové obarvení grafu Kr,, lt barvami však současně evidentním zp -

sobem urČuje n rŮznych plnych párování v Kr,, (Každá barva určuje jedno
takové piárování). protože počet plnych párování y k,,, lze algebraic mi
metodami vypoČÍtat (tento poČet udává tzv. permanent matice sousednosti da-
ného grafu - viz cvičen|, lze odtud rovněž odvodit, že latinskych čtverc ádu

\a

L

/
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(c)

Obr. 8.36: Rrizná nakreslení Petersenova grafu

n je alespoň
n|..(n - 1)! .(n -2)l . ,.. . 1!.

Nap ftlad latinsk ch čtvercri 6. ádu je alespoň 6! . 5l . 4l .3| . 2l = 24 883 220.

8.I7. Poznámka. S problematikou barvení graf zce souvisí jeden znejzná-
mějŠÍch matematick ch problém 20. století, tzv. problém čty barey. Formu_
lace tohoto problému je jednoduchá: Mějme v rovině zeměpisnou mapu, naníž
je několik stát . Chceme, aby mapa byla vybarvena tak, jak je to obvyklé, tj.
aby kaŽd stát byl vybarven nějakou barvou tak, že žádné dva sousední státy
nejsou obarveny stejně.

Obr. 8.37: Obarvení grafu Ky ap íslušn latinsk čtverec

1-
n

3=
3

2

1

2

3

1,

2

3
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NaŠÍm kolem je zjistit, jak počet barev nezbytně pot ebujeme, abychom
mohli takto vybarvit každou zeměpisnou mapu.

Aby formulace problému byla regu|érní,je nutno up esnit dvě skutečnosti:
(a) p edpokládáme, že ťtzemíkaždého státu je ,,souvislé" (což v praxi není

vždy splněno - viz nap íklad USA (Aljaška));
(b) dva státy považujeme zasousední, když mají společnou hraniční ,,čáru"

(d. nedot kají se jen v izolovan ch bodech). Lehcelzeukánat, že jenutno mít
k dispozici alespoň čtyfi barvy (obr. 8.38).

Obr. 8.38: P ftlad mapy

Ve vŠech konkrétních p íkladech se vždy poda ilo nqít obarvení čty mi
barvami.

Nalezení drikazu, že tomu tak je ziákonitě, se však ukázalo b t jedním
z nejobtížněj ších problémri moderní matematiky.

P eformulujme si nyní uvedenl problém do grafovó terminologie. Mějme
dánu nějakou zeměpisnou mapu (splňující v še uvedené podmínky). Nyní
zkonstruujme graf 8 = lt],,lLI] následovně. Na rizemí každého státu zvolme
jeden bod; tyto body tvo í množinu U . Dva uzly spojíme hranou právě tehdy,
kdYŽ P ÍsluŠné státy sousedí. Takto získan graf je jistě rovinn}, neboťhrany
m Žeme kreslit tak, aby neprocházely zemím žádného dalšího státu (hra-
nici dvou státri m Žeme ,,p ekročit" v hraniční čá e). Tak nap íklad stát m na
obr. 8.38 odpovídá graf Ka.

Obarvení zeměpisné mapy je nyní ekvivalentní s obarvením uzlri takto
sestrojeného rovinného grafu. V grafové terminologii lze tedy problém čty
barev p eformulovat takto:

Platí pro každ rovinny 7raí fl nerovnost x(8) < 4?
To, Že i relativně komplikované grafy uvedenou podmínku splňují, samo-

z ejmě ještě nic neznamená.
Historie toho problému sa}rá až do let 1840 - 1850, kdy se tímto problémem

zabYvali A. F. Móbius, A. de Morgan a další. Mnohokrátbyluveden problém

;

",d
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zdánlivé ,,vy ešen", vždy se však ukázalo, že v d kazu byla nějaká chyba.
V roce 1890 dokazal P. J. Heawood (právě p i rozboru jednoho z chybn ch
d kazri), že pro každ rovinn ?raí 8 platí xG) < 5 (tzv. věta o pěti barvách).
Definitivně problém čty barev vy ešili (pozitivné) až v roce 1976 K. Apple a
W. Haken z univerzity v Illinois (USA), když dokázali, že vskutku pro každ
rovinny graf g, platí X(8) < 4.

Drikaz tohoto tvrzení p evedli na prově ení vlasfirostí témě dvou tisíc
speciálních grafii. Samotné prově ení pak provedli na počítači, kter,_ na to
spot eboval 1200 hodin strojového času.

I tyto daje demonstrují obtížnost celého problému.

Podrobněji o historii tohoto problému viz nap íklad v knize [13] .

PozNÁnaKy A cvIčENí

l. Permanent matice A = (ori) typum/n,ffi 1n je definován jako

per(Á) =' alit . a2iz . .. . . ami^,

kde se sčítá p es všechny variace la prvkri z množiny {|,2,...,n}.
Vypočtěte peímanent matic:

ii)

12
12
11
l2
11

Á=(

B=(

.= (

a)

b)

c)

l l)
;)
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9. Zobecnění ljmu graf

9 Zobecnění pojmu graf

Jak jsme uvedli jiŽ v paragrafu 1, není grafová terminologie v literatu e zda-
leka jednotná. Ustálen; v ,znam nemá ani pojem Eraí. Nyní uvedeme definici
tzv. ,,obecného grafu", která zahrnuje většinu běžně studovanych grafri jako
speciální p ípady.

V obecném grafu tak mohou existovat současně hrany orientované i ne-
orientované, mezi dvěma uzly nemusí existovat žádná hrana, ale m že jich
existovat i více neŽ jedna atd. Možnl ch ,,typ " grafii tak existuj e celá ada.
NejdrileŽitějŠÍ rozdělení graf obdržíme podle toho, zda v nich existují více_
násobné hranY Či nikoliv a podle toho, zda jsou všechny hrany orientované
respektive všechny neorientované.

9.1. Definice. obecn m grafem naz ,váme trojici tU, H, d, kd" U, H jr*
disjunktní množiny, tI / 0 a g: H + U2 ts U U Pz(U).
Prvky množiny U naz ,váme uzly, prvky množiny H hrany a 9 je tzv. inci-
denční zobrazení.
Je,li cp(h) U2, naz ,vá se h orientovaná hrana, je-li cp(h) e U U ?2(J), je
h neorientovaná hrana.
Orientovaná hrana h se naz ,vá orientovaná smyčka, je-li 9@) = íx,x] pro
nějak uzelx eU.
Neorientovaná hrana se naz ,vá smyčka, je-li cp(h) e U .

orientované hrany h, k se nazyvají souhlasně rovnoběžné, je-li 9@) = a(k)
anesouhlasně rovnoběžné, je-li cp(h) = [x, y] / íy, x] = aG).
Neorientované hrany h, k se nazyvalí rovnoběžné, je-li a@) = 9(k).
Násobností hrany h e H nazyváme číslo l{ft H; p(k) _ a&)I[

9.2.Definice. Buď , = f{J,H,p] obecn , graf. E*@
hrana h e H s násobností větŠÍ než jedna, naz, vá se S multigraf (nebo též
pseudograf). Je-li násobnost všech hran rovnajedné, nazyváse s prosty sraí.
obsahuje-li 8 pouze neorientované hrany, nazyvá se neorientovan praí.
Jso,u-li všechny hrany v S oňentované, je $ tzv. orientovany graf .

Rekneme, Že 8 je smíšeny 7raí, není-li ani orientovany ani neorientovany.
(Ve smíŠeném grafu tedy existuje alespoň jedna orientovaná a alespoň jedna
neorientovaná hrana.)

r_
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9.3. Poznámka. Formální popis prostého grafu mrižeme snadno zjednodušit.
Incidenční zobrazení je podstatné u multigraf . V prostém grafu mrižeme pffmo
p edpokládat, že H C U2 U U U 

"z(U) 
a 9 je pak identické zobrazení (tj.

9(h) = h pro každou hranu h e H). (Tzn., že prost graf mrižeme definovat
jakodvojici|U,^F1],kde U /a,H cU2vU upz(U),U nH =a.)

Orientovan i neorientovany graf pfitom mriže a nemusí b t prost .

Driležitou charakteristikou grafu je v mnoha situacích skutečnost, zda dany
graf obsatruje smyčky či nikoliv.

Prost neorientovan graf bez smyček se naz vá obyčejn graí. Prost}
orientovany graf bez smyčeknaz váme obyčejn orientovan graf .

9.4.Poznámka. V paragrafech 2 - 8 jsme tedy ,,grafem" rozuměli obyčejn
graf.

Kromě obyčejn ch grafri, které jsme dosud studovali, tvoff druhou nej-
častěji studovanou t ídu grafii prosté orientované grafy, respektive obyčejné
orientované grafy.

Místo prost orientovany graf, respektive obyčejn orientovan graf, se
často stručně íká jen,,orientovan; grať'.

Uvažme, žekdyž íU, H]je prost orientovan , graf , je H C [J2, tj. H je
binární relace naU. Tento graf je pak obyčejn m orientovan m grafem právě
tehdy, když je relace .F/ areflexivní.

Prosté orientovan é grafy tedy nej sou nic jinéh o než množiny s binární relací.
Všechno, co známe o binrárních relacích, proto m žeme na tyto grafy p enést.
Mohlo by se proto zdát, že studium orientovan; ch graffl jako samostatn ch
objekt je zbytečné. Z tradičních drivodri a vzhledem k specifičnosti metod
teorie grafii se však orientované grafy intenzivně studují.

9.5. Poznámka. Prost; orientovan graf je podle v še uvedeného dvojice
[U, Hf, kde U / a, H c U2. V teorii graf jsou však tyto grafy obvykle
zadávány jin m zp sobem. Ke každému uzlu x e U jezadánamnožina f (x)
těch uzlti, do nichž z x vede orientovanáhrana, kterou naz váme šipkou.

9.6. Definice. Buď U / a fibovolná množina, T: U -+ ?(U) buďlibovolné
zobrazení. Pak se dvojice [U, f ] naz váorientovany graf . U jemnožina uzl .

Zuz|ux vede do uzlu y orientovanáhrana $, právétehdy, když y e f (.r).

9.7.?oznámka. Z vyše uvedeného je z ejmé, co to
graf {U , I. ] je reflexivní, symetric , antisymetrick ,

znamená, že orientovany
tranzitivní a podobně.
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Řadu pojmri lze z obyčejn ch grafťr p enést na neorientované grafy prak_
ticky beze změny - nap íklad pojem ,podgrať', ,,izomorfismus graf " atd.
U někter ch pojm docltází k jist m modifikacím. Tak nap ftlad roli stupně
uzlu x brají dva tzv. polostupně ll(x)l a |r-t(")| (ť.počty hran zuzlu x
vycházejících av uzlu x končících).

Roli kružnice v orientovan ch grafech hraje tzv. cyklus. Acykliclc graf je
orientovan graf neobsatrující jako podgraf žádn cyklus.

D ležitou t ídou orientovan ch grafri jsou tzv. turnaje. Areflexivní orien-
tovan graf se nazyvá turnaj, jestliže pro každé dva Ňzné uzly x, y platí, že
jsou spojeny hrano, S, , respektiv 

" fr 
.

P es veškeré odlišnosti mezijednotlivymi typy grafii však lze ííci, že pro
toho, kdo zvládne teorii pro jeden z typ , je snadné pochopení pojm i pro
zb vající typy.

V aplikacích se pochopitelné užívá rriznych typ grafii, podle toho, jak
typ je pro popis zadané situace nejv hodnější.

Zobecnéní pojmu graf je však možno provést i jin m zp sobem, než jak
jsme to provedli v definici 9.1. Někdy je v hodné apot ebné studovat,,grafy",
jejichž hrany spojují vícenež dva uzly. Takovym grafrim se íká obvykle hyper-
graÍy.(V posledních letech se v české literatu e ujímá pro hypergrafy termín
spoleČnosí, místo o hranách hypergrafu se pak hovoff o t mech společnosti.)

Je zÍejmé, že pojem hypergrafu zce souvisí nap íklad s blokovymi sché_
maty, o nichž jsme hovo ili v 1. kapitole, paragrafu 10.

9.8. Definice. Hypergraf je trojice IU, H, g],kde U / a je množina uzl , H
je množina hran a g: H + (?(U) - WD je incidenční zobrazení.

9.9.Poznámka. Hypergraf je tedy - jednoduše ečeno - systém nepriázdn ch
PodmnoŽin množiny uzlťr. Některé množiny se p itom v tomto systému mohou
opakovat.

Existuje-li číslo k takové, že pro každou hranu h e H platí lp@)l = k,
íkáme, že hypergraf je uniformní (respektive k-unifurmní).

Ie zÍejmé, že Z-uniformní hypergraf je totéžjako neorientovan , graf bez
smyček.

Je-li incidenční zobrazení prosté (tj. ,,násobnost" každé hrany je rovna
jedné), nazyvá se hypergraf prost . Podobně jako u prostého grafu m žeme
p edpokládat, že ptosty hypergraf je dvojice IU, /í], kde H a. @(U) - íat).
P enesenííady pojmri z graf na hypergrafy je jednoduché.

-r
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V tomto dodatku uvádíme základní biografické daje osobností, které jsou
v textu zmíněny. Podrobnější životopisy včetně obrazov ch materiálti lzenalézt
nap . na CD-ROM t3].

d'ALEMBERT Jean Baptiste Le Rond (1717-1783)
Francouzsk matematik a fy zík, osvícensk y frlozof , j eden z encyklopedistti.

BELL Eric Temple (1883-1960)
Americk matematik skotského p vodu.

BERNOULLI Jacob L (1654-1705)
Šv carsk matematika fyzik,první zplejády slavn chBernoulli .

BETTI Enrico (1823-1892)
Italsk matematik.

BoRtJvKA otakar (1 899_1 995)
Y znamn; česk matematik, profesor univerzity v Brně.

CATALAN Eugěne Charles (1 814-1 894)
Belgick matematik.

CAYLEY Arthur ( 1 821-1 895)
Anglick matematik.

DESCARTES René (latinsky Renatus CARTESIUS) (1596-1650)
Francouzsk filozof, matematik, fyzik a p írodovědec, jeden ze zakladatel
novověké filozofie a vědy.

DIRICHLET Peter Gustav Lejeune (1805-1859)
Německ matematik.

l62
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oŮnrn Albrecht (147 t_I528)
Německ malí a grafik.

ERDÓS paul (1913-t9g6)
Madarsk} matematik.

EUKLEIDÉS z Alexandrie (asi 340-270 p . Kr.)
Staro eck matematik, autor nejv znamnější matematické knihy dosavadní
historie.

EULER Leonhar d, (l7 07 -I7 83)
Šv carsk matematik, fyzik a fyziolog, jeden z nejv ,znamnějších matematik
všech dob.

FERMAT Pierre ( 1 601-1 665)
Francouzsk} matematik a právník.

FERRERS Norman Macleod (1 829-1903)
Anglick matematik.

FIBONACCI (vl. jménem Leonardo Pisánsk ) (asi 1170-po l24O)
První velk} matematik evropského st edověku.

FRANKLIN Benjamin ( 1 706- 17 90)
Americky státnft, p írodovědec a filozof. Vzděláním samouk se vlastní pílí
vypracoval na jednoho zpíedních osvícensk ch myslitel .

FULKERSON Delbert Ray (1924*1976)
Americk matematik.

GALILEI Galileo (1564-1642)
Italsky fyzik, astronom, matematik a filozof, zakladatel experimentálních me_
tod zkoumání pffrody, kritik scholastiky, p edstavitel renesančního mechanis-
tického pojetí p írody.

HALL Phillip (1904-1982)
Anglick} matematik.

^ť
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HAMILTON William Rowan, sir (1805-1865)
Irsk matematik a astronom.

HARDY Godfrey Harold (1877-1947)
Anglick matematik, největší světovy odborník v teorii čísel první poloviny
20. století.

HASSE Helmut (1 898-1979)
Německ} matematik.

HEAWOOD Percy John (1861-1955)
Anglick matematik.

HUYGENS Christian (L629-I695)
Nizozemsk} matematik a fyzlk.

JANG Hui (asi 1238-asi 1298)
Čínsklí matematik.

KEMPE Alfred Bray (L849-I922)
Anglick matematik.

KIRCHHOFF Gustave-Robert (1324-1887)
Německ fyzik a mechanik.

KIRKMAN Thomas Penyngton (1 806-1 895)
Anglick kněz. Ve voln; ch chvflích se zab val matematikou.

rÓNtc Dénes (ts8Llg44)
Madarsk matematik.

KURATOWSKI Kazimierz ( 1 896-1 980)
polsk matematik.

LAPLACE Pierre Simon (1749-1827)
Francouzsk matematik, fyzik a astronom.



Dodatek I: Biografie 165

LEIBNIZ Gottíried Wilhelm von (1646-17 16)
Německ matematik, filozof, právník, historik, jazykovědec, diplomat, wná-
lezce a polyhistor, zakladatel moderní matematické analyzy.

LUCAS Francois Edouard Anatole (1842-1891)
Francouzsk matematik.

MacMAHON Percy Alexander (1854-1929)
Anglick matematik.

MENGER Karl (1902-1985)
Rakousko-americk matematik.

naÓnrUS August Ferdinand (1790-1 869)
Německ matematik a astronom.

de MORGAN Augustus (180G1909)
Skotsk matematik a logik.

NETTO Eugen Otto Erwin (1848-1919)
Německ matematik.

ORE Oystein (1 899-1968)
Americk matematik norského p vodu.

OZANAM Jacques ( 1640-17 17)
Francouzskl matematik, chemik a teolog.

PARKER Ernest Tilden (1926-199t)
Americk matematik.

PASCAL Blaise (1623-1662)
Francouzsk matematik, fyzíka filozof.

PETERSEN Jutius Peter Christian (1339-1910)
Dánsk matematik.

,t
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PLATÓN @27_347 p . Kr.)
Staro eck} filozof, jeden z největších antick ch myslitelri.

pÓr,ya Gyergy (1 887-1 985)
Madarsk matematik.

RADEMACHER Hans (1892-1,9 69)
Německ} matematik.

RAMANUJAN Srinivasa Aaiangar (1 887-1920)
Indick matematik.

ROTA Gian-Carlo (1,932-1999)
Americk matematik italského privodu.

SCI{LÁFLI Ludwis (1 8 1a-1 895)
šv carsk matematik.

STBINER Jacob ( 1 796-1 863)
Německ matematik.

STIFEL Michael (148'7 -1,567)
Německ} matematik.

STIRLING James (l692-t77 0)
skotsk matematik.

TAIT Peter Guthrie (1831-1901)
Skotsk} matematik a filozof.

TARRY Gaston ( 1 843-1 9 1 3)
Francouzsky matematik*amatér.

TARSKI Alfred (1901-1977)
Americ matematik a logik polského ptivodu.

YOUNG John Wesley (1,879-1932)
Americk matematik.
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1

2

,x
120
720

5 040
40 320

362 880
3 628 800

39 91,6 800
479 001 600

6 227 020 800
87 178 29t 200

t 307 674 368 000

2 432 902 008 176 64a 000

15 511 2l0 043 330 985 984 000 000

Tab. 1.1: Tabulka hodnot n !

1

2
3

4
5

6
7
8

9
10
11

12

13

t4
15
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n=0
1
,)

3

4
5

6
7
8

9
10

000000000
100000000
210000000
331000000
464100000
510 10 5 1 0 0 0 0
6 15 2a 15 6 1 0 0 0
72l 35 35 21, 7 1 0 0
828 56 70 56 28 8 1 0
936 84126t26 84 36 9 0

10 45 l20 2l0 252 2l0 t20 45 10

Tab. 1.2: Pascalriv troj helník

6 7 8 910

1 11111111 1

0 11223344 5

0 01123 4 5 7 8
0 001123 5 6 9
0 0001123 5 7
0 0 0 0 01123 5
0 00000112 3
0 00000011 2
0 00000001 1

0 00000000 1

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1

p(n, k) n=| 2 3 4 5 6 7 8 9 10

k ='l,
2
3

4
5

6
7
8

9
10

Tab. 1.3: Počet p(n,k) rozklad čísla nnal< sčítanc

t=0 1
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n p(n) n p(n) n p(n) n p(n)

1

2
3

4
5

6
7

8

9

10

11

12

13

14

15

l6
17

18

19

20

1

2
3

5

7
11

15

22
30
42
56
77

101

135

I76
23l
297
385
490
6n

2t
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32
33
34
35
36
37
38
39
40

792
1@2
t 255
l575
1 958
2 436
3 010
3 7t8
4 565
5 604
6842
8349

10 143

L2310
L4833
17 977
21,637
26 015
31 185

37 338

41

42
43
M
45
46
47
48
49
50
51

52
53
34
55
56
57
58

59
60

M 583
53 I74
63 26t
75I75
89 134

105 558
1z4754
u7 n3
l73 525
204 226
239 943
281 589
329 931
386 155

45t n6
526 823
6t41,54
7l5 220
831 820
966 467

70

80

;ó

100

iió

l20

;;;

2oo

4 087 968

1,5 796 476

56 634 173

19o 569 292

6a7 L63746

1 8M 349 560

3 163 ln 352

3 972 999 029 388

s(n, k)

n=l
2
3

4
5

6

Tab. 1.4: Počet p(n) rozklad číslan

100
-1 1 0
2_3 1

*6 11 -624 -50 35
*120 n4 -225

0
0
0
0
0
0

56
0 00
0 00
0 00
1 00

-10 1 0
85 -15 1

Tab. 1.5: Tabulka hodnot Stirlingov ch čísel prvního druhu
\

k=O
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S(n,,t)

:l
z
3

4
5

6
7
8

9
10

6 7 8 910
000000000
100000000
3l0000000
76l000000
1525101
31 90 65 15

00000
10000

63301350l40211000
ln 966 t70t 1050 266 28 1 0 0
255 3025 7770 6951 264ó 462 36 1 0
5l1 9330 34105 42525 228n 5580 750 45 l

Tab. 1.6: Tabulka hodnot Stirlingov ch čísel druhého druhu

Tab. 1.7: Bernoulliova čísla

b1k

2 l 0.16667- | "r^""
4 l 0.03333.Iv,vJJ.

6 l 0.0238l| ",
8 | 0,033 33
10 l 0,07576^v I vrvrJ

12 l 0,2531,1^- | 
vr-JJ

14 l 1,166 67
16 l 7,0921,6
18 l s+,,971,l8lv l " J),, ,

20 l 529,12424
22 l 6192,123 19

24 l 86 580,253 11

26 l 1 425 517 ,166 67
28 l 27 298231,067 82
30 | 601580873,90064

!

k=1
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
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n t(n) n t(n)

1

2
3

4
5

6
7

8

9
10

11

í2
13

1

1

1

2
3

6
12

23
47

106

235
551

1 301

I4
15

16

17

18

19

20
2L
22
23
24
25

26

3 159

7 741,

L9 320
48 629

I23 867

3L7 955
823 065

21,44 505
5 623 756

1,4 828 074
39 299 897

104 636 890
279 793 450

Tab. 1.8: Počet tn neizomorfních strom nan uz|ech
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(3n + l)-funkce, 69
3-sít', 84
t-pravidelny graf, 105

k-uniformní hypergraf, 161

acyklic\ graf, 161

adjungovan rozklad,51 .

anagram,23
artikulace, 1,25

Bellova čísla,32
Bernoulliova čísla, 69
Bettiho čís|o, 127

binomick; koeficient, I2
bipanitní graf, 151

blokové schéma, 8t
blokové schéma typu (u , b, k, r, },),

81

bloky blokového schématu, 81

bod konečné afinní roviny, 86

bod v projektivní rovině, 91

cesta, 108

charakteristická rovnice formule, 63
cyklomatické číslo,'1.27
cyklus, 161

člen grafu, 1,26

design, 81

Dirichletriv princip, 55

disjunktní grafy, l02
délka kružnice, 1 11

délka sledu, 108
dělení íetézce,74

ekvivalentní latinské čtverce, 84
Eulerova funkce, 45
Eulerova funkce gama, 11

Eulerova identita, 79
Eulerova véta,I41,
Eulerova čísla, 70
Eulerova loha o 36 dristojnících,

85

eulerovsk} graf,l3L

faktor grafu, 1,02

Ferrersov v diagram, 51

Fibonacciova posloupnost, 65
Fibonacciova čísla, 65

fluktuační permutac e, 7 0
funkcionáI,37

graf, 101

graf ,,t i domy a t i studné", I4I
grafová posloupnost, 105
grafy druhé t ídy, 153
grafy první t ídy, 153

had,1,14
Hallova věta, 151

hamiltonovská cesta, 13B

hamiltonovská kružnice, 1 34
hamiltonovsky graf, 134
Hanojská věž,67
homeomoďní grafy, 145

homomorfismus graf , 133

hrana, 99,159
hrana grafu, 101

173
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hranové chromatické číslo, 153
hranově /<-chromatick graf, 153

hranově t-souvisly graf , 1,30

hranově ohodnoceny graf, I2I
hranovy stupeň souvislosti, l28
hranov íez,128
hvézda, LI4
hvězdovi tá množina, 1 45

hvězdovit mnohostěn, 146
hypergraf, 99,1.61,

incidenční zobrazení, 159, l6t
izolovan; uzel, 103
izomorfismus graf , t20
izomoďní grafy,120

Kirkmannriv problém 15 dívek, 83
koeficientíady,7"l,
kombinace k-té tíídy, 2l
kombinace s opakováním, 25
kombinatorická identita, 16

kombinační číslo, 13

komplementární grafy, l02
komponenta grafu, 110
kompozice, 48
koncové uzly hrany, 101

konečná afinní rovina, 86
konečná geometrie, 86
konečná projektivn rovina, 91

konečn graf,101
konfigurace, 7, 81

konvergence ady funkcí na mno-
žiné, 71

konvergence ady v bodě, 71

kostra grafu,114
kružnice v grafu, 111

Kuratowského grafy, 143
kvadratick faktor, l34, 1,55

kvaternion, 133

Laplaceova matice sousednosti, 1 1 6
latinsk čtverec ádu n,83

les, 112
lineární faktor, 155

linerární funkcion ál, 37
lineiární rekurentní formule Ř-tého

ádu s konstantními koefi-
cienty,60

Lo-šu, 9
Lucasova posloupnost, 67

magick ětverec,9Z
mapa,l4'l,
matice sousednosti grafu, 107
matroid, 123
madarsk algoritmus, I52
minimálníkostra, 122

množina hran, 161

množina uzl , 160, 161

mocninná íada,7l
most, 125
multigraf, 159

nakreslení grafu, 139
neizomoďní stromy, 120
nekonečn á íada funkcí, 7 1

neorientov aná hrana, 1 59
neorientovan graf, 159

nesouhlasně rovnobéžnéhrany, 1 59
násobnost hrany, 159

obarvení hran, 153

obarvení uzl , 150
obecny graf, 159
obyčejn graf,100, 160
obyčejn orientovan graf, 160
ohodnocení hrany (uzlu), 12l
ohodnocen graf,100
orientovan á hrana,'l, 59
orientovaná smyčka, t59
orientovan, graf, 159, 160
ortogonální latinské čtverce, 84
otev enl tah, 108
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Pascal v troj helník, 15

permanent matice, 158
permutace,20
permutace s opakováním, 23

Petersen v graf,I54
planární graf, 140

Platónova tělesa, 145
podgraf gtafu, I02
polohamiltonovsk graf, 138
polomagick čtvercc,93
poloměr konvergence, 7 I
polostupeň uzlu, 161

pravideln faktor,I34
pravideln graf, 105
pravideln mnohostěn, 146
pravidlo součinu, 19

princip duality, 91

princip inkluze a exkluze, 40
princip vylučování a zapojování prvk,

40
problém o svatbách, 151

problém obchodního cestujícího, 1 00
problém čty barev,99, '1,56

prosty graf, L59
prost hypergraf, 161

pseudograf, I59
pseudom agicky čtverec, 95
párování, 151

p ímka v afinní rovině, 86
p ímka v projektivní roviné,91,
p lení hrany, 1,43

rovinny graf, 100, 140
rovnoběžky v afinnírovině, 86
rovnoběžné hrany, 159

rozklad daného typu, 33

rozklad množiny,32
rozklad čísla,49
Řreni mapa,9
íez,74
ešení rekurentní formule, 59

ád konďné afinní roviny, 88
ád konďné projektivní roviny, 92
ád rekurentní formule, 59

samoadjungovanl rozklad, 51

Saturn,9
Schláfliriv symbol, 146
sled, 108

smyčka, 99, L59
směr v afinní rovině, 86
smíšen graf,1,59

souhlasně rovnoběžné hrany, 159

souvisly graf, 109

součet konečné ady, 11

součet íady,71,
společnost, 161

Steineniv systém trojic, 81

stereografi cká projekce, 147

Stirlingova formule, 12

Stirlingova čísla 1. druhu, 14

Stirlingova čísla 2. druhu,34
Stirling v troj helník, 35
strom, 112
stupeň uzlu, 103
supeímagick čtverec, 95
svaz k-tic,24
systém trojic, 81

šipka, 99, 160

tah v grafu, 108

troj helník, 111

turnaj, 161

tffdy rozklada,32
tym,161

uniformní hypergraf, 16I
uzavíeny tah,108
uzel, 159

uzel grafu,99, LDI
uzel konečného stupně, 103

uzel nekonečného stupně, 103
uzlové chromatické číslo, 150
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uzlově k-chromatick graf, 150

uzlově k-souvisl graf, 130

uzlově ohodnocen graf, l21.

uzlovy stupeň souvislosti, 128

uzlov íez, l28
riloha o hostech, 43

riloha o sedmi mostech města krá-
lovce, 97

riplné párovárrí,152
pln bipartitní graf, 151

ripln graf,102

variace k-té tíídy, 19

variace s opakov áním, 22
variace, permutace a kombi nacebez

opakování,22
Velik Lo-šu, 93

vlastní podgraf grafir, 102

vnit ní uzel, 108

vrchol grafu, 99, 101

vytvo ující funkce, 73
věta o pěti barvách, 158

Youngriv svaz,52

zjemnění rozkladu, 32
znaménková matice, t07
žeb ík, 116
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