MASARYKOVA UNIVERZITA ® PRIRODOVEDECKA FAKULTA

EDUARD FUCHS

DISKRETNI MATEMATIKA
PRO UCITELE

Leonhard Euler

Brno 2001




. |
cIrovl a .

averec-
ipovida

OBSAH

2 jejich
PREDMLUVA 3
OBSAH 5
1 KOMBINATORIKA 7
1 Co to je kombinatorika akdy vznikla . . . . .. ... ... .. 7
2 Zakladni kombinatorické funkce . . . .. ... ... ... .. 11
3 Zékladni kombinatorické pojmy . . .. ... .. .. .. ... 19
4  Rozklady kone¢nych mnoZin . . . . ... ... ........ 32
5 Princip inkluze aexkluze . . . . ... ... ... .. ... .. 40
6 Rozklady pfirozenych ¢éisel na séitance . . . . . . ... .. .. 48
7 Rozd€lovéani do pfihradek . . . . .. . ... ... ... .... 55
8 Resenf rekurentnich formuli . . ... ... .......... 59
9  Vytvotujici funkee . . . .. ... ... ... L. 71
10  Blokova schémata, latinské ¢tverce a koneéné roviny . . . . . 81
2 TEORIE GRAFU 97
1 Co to je teorie grafi akdy vznikla . . . . ... ... ... .. 97
2  Zé&ladnipojmy . . .. ... ... ... 101
3 Souvislé grafy . . . . . ... ... ... ... L 108
4 Stromy . . . ... 112
5 Mosty, artikulace a nékteré grafové charakteristiky . . . . . . 125
6 Eulerovské a hamiltonovské grafy . . ... ... .. .. ... 131
7 Rovinnégrafy . . . ... ... ... ... ... ....... 139
8 Barvenigrafd .......................... 149
9  Zobecnénipojmugraf. . . ... ... ... ... ... ... . 159
DODATEK 1: BIOGRAFIE 162
DODATEK 2: TABULKY 167
REJSTRIK 173
LITERATURA 177




KA

yod

sta-

adu

1.2

£ho

bot’

pro
laci

Kapitola 2

TEORIE GRAFU

1 Co to je teorie grafu a kdy vznikla

Odpovéd na uvedené otdzky je tentokrat ponékud jednodusii neZ tomu bylo
u analogickych otdzek v 1. kapitole.

Teorie grafti je relativné samostatna ¢4st diskrétni matematiky; pochopeni
zékladnich pojmu této teorie nevyZaduje hluboké znalosti jinych matematic-
kych disciplin. V&tsina pojmi o nichZ budeme v této kapitole hovofit, ma vcelku
Jjednoduchou a ndzornou interpretaci. Podobné& jako v 1. kapitole si viak mu-
sime uvédomit, Ze se budeme zabyvat pouze t&mi nejjednodusiimi pojmy a
Ze jednoduchd formulace problematiky viibec nepfedznamenéava jednoduchost
feSenf danych problémd. '

V matematice se s pojmem ,,graf* setkdvdme Casto a v nejrizngjSich sou-
vislostech. B€Zné napiiklad hovoifme o ,,grafech funkci*. Teorie grafti se v§ak
zabyva objekty zcela jiného druhu. V tomto paragrafu je3t€ nepoddme zcela
pfesnou definici pojmu ,,graf“. Pokusime se pouze o vysvétleni intuitivniho
velmi ndzorného smyslu tohoto pojmu, strun& uvedeme, jak a kdy se tento
pojem v matematice objevil a naznaéime, pro¢ md teorie graf etné aplikace
nejen v matematice, ale i v fad€ nematematickych obori.

Ve svétové literatuie patrné neexistuje ucebnice teorie grafil, v niZ by se
diive nebo pozdgji neobjevila zndm4 iiloha o sedmi mostech mésta Krdlovce,
nebot'v souvislosti s touto tilohou se v matematice pojem ,,graf* objevil poprvé.

Jak tato tloha zni? Mé&stem Konigsberg (esky Kralovec, dne$ni Kali-
ningrad v Rusku) tece feka Pregel. V této fece jsou dva ostrovy, které byly
s pevninou a vzdjemné propojeny sedmi mosty. Schéma této situace je na
obrazku 1.1.

Ukolem Jje Zjistit, zda je moiné vyjit z jednoho mista, projit po kazdém mosté
pravé jednou a skoncit prochdzku ve vychozim bodé.
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98 II. TEORIE GRAFU

Obr. 1.1: Schéma 7 mostti v Konigsbergu

Tuto tlohu fesil (a vyfesil) v roce 1736 L. Euler. Ten samoziejmé dobie
vEdél, Ze feSeni nezdvisi na délce mostd, Sifce feky a podobné, ale pouze na
tom, které C4sti mésta jsou jednotlivymi mosty propojeny. Znazornime-li si
Jjednotlivé ¢asti mésta jako krouzky v rovin€ a mosty jako spojnice pfislu§nych
Casti, je okamZité zfejmé, Ze vyfesit uvedenou tdlohu znamen4, nazorné fedeno,
,namalovat jednim tahem* ,,graf* na obr. 1.2.

\
—

Obr. 1.2: Grafov4 interpretace dlohy o 7 mostech

Euler samoziejmé fesil nejen uvedenou ilohu (Stendf pravd&podobnd vi, Ze
pozadovanou prochédzku uskutecnit nelze), ale vyfesil obecng, které ,,grafy*
Ize jednim tahem namalovat (jak o tom budeme hovofit v paragrafu 6).
Pouvedeném Eulerové vysledku se vice neZ 100 let ,,grafova‘ problematika
v matematice neobjevila. AZ v poloving 19. stoleti se anglicky matematik
A. Cayley zabyval otdzkou, kolik existuje izomert uhlovodiku C,Hy,,. (Jak
Ctendf patrn€ vi, prvni tfi ¢leny uhlovodikové fady, tj. metan, etan, propan,
maji jediny izomer, Ctvrty ¢len jiz m4 izomery dva — butan a izobutan). Cayley
udélal v podstaté tutéz abstrakci jako Euler. Kdy?Z si zndzornil jednotlivé atomy
jako krouZzky v rovin€ a spojil ,,hranou* krouzky znézorfiujici ty atomy, mezi
nimiZ je chemickd vazba, pfevedl ,,chemicky* problém na problém nalezeni
poctu ,,riiznych* grafii pfedepsaného typu, jak je uvddime na obr. 1.3. (Krouzky,
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1. Co to je teorie grafii a kdy vznikla? 99

vychézi jedin hrana, odpovidaji atomim vodiku. Jak uvidime v paragrafu 4,
jsou uvedené grafy pfipadem tzv. ,,stromi“.)

crEEy |

butan izobutan

(@) (b) © (d) ©
Obr. 1.3: Grafy izomert uhlovodiku

Analogicky se pfirozenym zptisobem k pojmu ,,graf* dostal G. Kirchhoff
ve svych pracech o elektrickych obvodech.

V téZe dobé, tj. zhruba v poloviné 19. stoleti, zaCind historie jednoho
z nejslavn&jich problému teorie grafii, tzv. problému C&tyF barev. O tomto
problému budeme podrobné&ji hovofit v paragrafu 8.

Prvni ,,grafovou* praci v eské matematické literatuie publikoval v roce
1926 O. Boravka, kdyZ vyfesil otdzku, jak elektrifikovat danou skupinu mést
sit{ minimdln{ délky (o tomto problému budeme obecnéji hovofit v paragrafu 4).

Prvni monografii o teorii grafti uvefejnil v roce 1936 madarsky matematik
D. Konig. Jeho kniha Theorie der endlichen und unendlichen Graphen byla
vpravdé prikopnickd a po dlouhd desetileti ve svété prakticky jedina.

Doslova bouflivy rozvoj prodélava teorie grafii v poslednich zhruba &tyfi-
ceti letech, kdy se neustéle roz$ifuje spektrum aplikaci této teorie.

Nynfi je snad jiZ alespoti ¢4stené ziejmé, jaké objekty se tedy v teorii graft
studuji.

Bud' ddna n&jakd mnoZina V # @ (ve vétSing piipadi konecnd). Jeji prvky
nazveme vrcholy nebo téZ uzly. Pfedstavme si tyto vrcholy jako malé krouZzky
v rovin€. Nekteré dvojice vrchold mohou byt vzdjemné spojeny tzv. hranou.
V nékterych ,,grafech* mohou byt dva vrcholy spojeny i vice neZ jednou hranou
(takovy je napiiklad graf na obr. 1.2), n€kdy je pfipustnd mezi vrcholy nejvyse
jedna hrana (jako napiiklad v grafech na obr. 1.3). V n&kterych grafech jsou
hrany ,,orientovédny*“, tj. je vyznacen smér, od kterého uzlu ke kterému piislusna
hrana vede; takové hrany nazyvdme Sipky. V nékterych grafech se ptipoust&ji
tzv. smycky, tj. hrany vedouci z uzlu do sebe samého. Nékdy se dokonce
piipoustéji ,hrany* spojujici vice neZ dva uzly. (Pak hovoiime obvykle o tzv.
hypergrafu.)
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Pfitom je jisté zfejmé (a pozdgji to pfesné ukdZeme), Ze »grafy* ve vyse
uvedeném smyslu Ize definovat abstraktné, nezdvisle na zpusobu jejich kon-
krétniho ,,nakresleni “. Toto kresleni bude dileZité jen v n&kterych piipadech
(napiiklad v paragrafu 7, kde se budeme zabyvat tzv. rovinnymi grafy).

Nekteré piipady, které lze popsat pomoci grafdi, jsme uvedli na zaCétku
tohoto paragrafu. Ctenf si jisté dovede predstavit fadu dalSich situact, které
1ze takto charakterizovat.

Grafem je napiiklad automapa CR. Vrcholy jsou jednotlivé obce, hrany jsou
piislusné silnice. Tento graf je navic tzv. ohodnoceny — jednotlivym hrandm
jsou pfipsana kladna &isla (vzdalenosti). Grafem je schéma zapojeni barevného
televizoru i plan vodovodn{ sité mésta Brna. Pomoci grafli lze popsat vyrobni
procesy i vztahy mezi pracovniky v daném zavode. Pomoci pojmi teorie graf
lze charakterizovat strukturu programu pro po&ita€ i rozpis sportovni soutéZe
atd. Za grafy Ize povaZovat hasseovské diagramy uspofadanych mnoZin a viibec
ka?dou mnoZinu, na niZ je definovéna bindrni relace.

I pro teorii graf plati to, co jsme uvedli jiz v 1. kapitole. Chceme-li
napiiklad v kone&ném ohodnoceném grafu najit ,nejkratsi cestu“ z jednoho
vrcholu do druhého, mohlo by se zdét nejjednodussi vSechny cesty vypsat
(je jich prece pouze kone¢ngé mnoho), a pak mezi nimi vybrat tu nejkrat§i.
NemoZnost tohoto postupu vyplyvé z toho, Ze jiz pro pomé&mé ,,malé* grafy
je vSech moZnosti tak mnoho, Ze ani pomoci pocitatd neni uvedeny postup
realizovatelny.

U fady jednoduse fomulovatelnych dloh neni dodnes nalezen ,,efektivni
algoritmus pro jejich feSeni. Jmenujme za mnohé alespoi tzv. problém obchod-
ntho cestujiciho: Obchodni cestujici md projit danou mnoZinou mést a vrdtit se
tam, odkud vysel. Ndklady na jeho cestu pFitom maji byt co nejmensi.

Je zfejmé, Ze tuto situaci 1ze popsat ohodnocenym grafem, v némZ vircholy
jsou jednotlivd mésta, hranou spojime mé&sta mezi nimiZ je pfimé dopravni
spojenf a kazdé hran& pfifadime nékiady spojené s cestovanim mezi danymi
vrcholy.

Jakkoliv jednoduchy se uvedeny problém zd4, jde o jeden z nejkompliko-
vangjSich problémi diskrétni matematiky.

V z4véru tohoto paragrafu je nutno je§t& uvést, Ze terminologie v této oblasti
neni ustdlend a jednotnd ani ve sv&tové ani v Ceské matematické literatufe.
Dokonce i samotny pojem ,,graf* miZe mit v riznych knihach odli$ny vyznam,
podle toho, jaky cil autor sleduje.

My budeme v dal§fm grafem rozumét to, co se Casto nazyva obycejny graf
(neorientovany graf bez smycek a bez nésobnych hran). Vzdjemny pomér jed-
notlivych typi graféi (orientovanych, neorientovangch, multigraféi, hypergraf
atd.) popiSeme v paragrafu 9.
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2 Zakladni pojmy

2.1. Definice. Bud' U # @ libovolnad mnoZina, bud H € #,(U). Usporida-
nou dvojici [U, H] nazyvdme graf.

Prvky mnoZiny U nazyvdme uzly (nebo téZ vrcholy) grafu, prvky mnoZiny H
hrany grafu [U, H].

2.2. Poznamka. (a) Uvédomme si, Ze podle definice je mnoZina uzld vidy
neprazdnd, aviak mnoZina hran miZe byt prazdn4.

(b) Necht U je tfiprvkovd mnoZina {x,y,{x,y}}, H bud mno¥ina
{{x, ¥}, {x, {x, y}}}. Pak je podle definice 2.1 [U, H] graf. Popis tohoto grafu
je viak neptehledny, nebot’ {x, y} je soucasn& jeden z uzld i jedna z hran.
Abychom se vyhnuli podobnym nepi{jemnostem, budeme nadéle automaticky
pfedpoklddat (respektive oznaceni volit tak), e U N H = .

(¢) Uvédomme si, Ze v grafu [U, H] kaZdé dva uzly tvoii nejvyse jednu
hranu.

(d) Je-li [U, H] graf, pak jsou hrany dvouprvkové podmnoZiny mnoZiny
U. Misto {x, y} € H budeme obvykle uZivat jednodusitho zépisu xy € H, tj.
budeme hovofit o hranach xy, uv, ab a podobn&. (Pfitom jezfejmé, Zexy € H
prave tehdy, kdyZ yx € H, tj. hrany jsou podle definice ,»neorientované“.) Je-li
x € U, nenf xx hrana (tj. v na¥em grafu neexistuji »smyCky*).

(e) Podle definice miZe byt mnoZina uzli grafu [U, H] kone&n4 i neko-
neénd. Rikdme, 7e [U, H 1je konecny graf, je-li U kone&nd mnoZina. V dal$fm
budeme pfevazné hovofit o kone&nych grafech.

(f) Grafy si budeme Casto pfedstavovat tak, jak jsme to uvedli JiZ v paragrafu
1. Je-li [U, H] graf, pfedstavime si uzly jako malé krouZky v roving, dva uzly
x, y pak spojime né&jakou kiivkou (nejéast&ji — ne viak nutng — useckou) pravé
tehdy, kdyZ xy € H. Ziskany obrizek je v mnoha piipadech uZite¢ny, uvédo-
mme si vSak, Ze jeden a tentyZ graf Ize zn4zornit obrazky, z nichZ nemusi{ byt
viibec zfejmé, Ze jsou to nakresleni tého? grafu. Je-li napiiklad U = {a, b, ¢, d}
a H = $,(U), je na viech obrézcich 2.4a—c nakreslen tento graf [U, H].

(g) Terminologie teorie grafii &asto vychézi z takto konstruovanych ob-
razkd. Tak napfiklad fikdme, Ze x, y jsou koncové uzly hrany xy, o uzlech
u, v € U fikdme, Ze jsou sousedni, pokud uv € H, hrana ab spojuje uzly a, b,
hrana xy je incidentni s uzly x, y atd.
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Obr. 2.4: Rizn4 nakreslen{ grafu K,

2.3. Definice. Uplnym grafemnamno?iné U # @ rozumime graf [U, $,(U)].
(Tzn., Ze v dplném grafu jsou kazdé dva uzly spojeny hranou.)

Uplny graf na mnoZiné U je obvyklé znagit symbolem K,, kde n = |U|.

Na obrézcich 2.4a—c je tedy nakreslen graf K.

2.4. Definice. Budte d4ny grafy §; = [U;, Hi], 2 = [U,, H,]. Pak fikdme,
ze:

(a) 9,1 = gng,jestliie U, =U,, H1 = H,,
(b) 41 je podgrafem grafu G, jestlize U, C U,, H; C H,,
(¢) 41 je faktorem grafu §,, je-li podgrafem grafu 4, a U; = U,,

(d) 41 je viastnim podgrafem grafu 4, je-li podgrafem tohoto grafu a
pfitom §; # G2,

©) 41, 9> jsou disjunkni, jestlize Uy N U, = @,

() 41, G2 jsou komplementdrni, jestlize Uy = U,, HHNH, =@, HHU H, =

= P, (U).
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2.5. Priklad. Na obr. 2.5a,b jsou vzdjemn& komplement4rni vlastni podgrafy
grafu K. Oba uvedené grafy jsou souasn& faktory grafu K.

d d

C
° / \
- a ob
(@) (b)
Obr. 2.5: Komplementarni podgrafy grafu K,

2.6. Definice. Bud' [U, H] graf. Rekneme, Ze uzel x € U je konedného
stupné, jestliZe inciduje s kone¢nym poltem hran. V opa¢ném piipadé je x
uzel nekonecného stupné.

Je-li x uzel konecného stupng, oznalime podet hran, které s timto uzlem
incidujf, symbolem st x. Toto &islo nazyvame stuperi uzlu x. Je-li st x = 0,
nazyva se uzel x izolovany.

2.7. Poznamka. (a) Plat{
stx={y e U; xy € H}|.

(b) V grafu na obr. 2.5a plati sta = st b = std = 2, st ¢ = 0, tak¥e cje
izolovany uzel tohoto grafu.

V grafunaobr. 2.5b platista=st b=std =1, st ¢ = 3.

V grafu K, je zfejmé stupeti ka?dého uzlu roven &fslu n — 1.

(c) Je zfejmé, Ze v koneéném grafu je kazdy uzel kone&ného stupné. I v ne-
konetném grafu viak mohou byt samoziejm& vSechny uzly kone&ného stupné.
Napfiklad na obr. 2.6 je nekoneény graf, jehoZ kazdy uzel ma stupeii 2.

Zvolime-li vS§ak za mnoZinu uzld napiiklad mno%inu R viech redlnych Cisel
a definujeme-li mnoZinu H hran takto:

x,yERxyeH <= |x—yleQ

Je zfejm€ [R, H] nekoneny graf, v n&m? jsou vSechny uzly nekoneéného
stupn€. Tento graf samoziejm& nakreslit (ani schématicky) dost dobfe nenf
mozZné.
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N \,
\, N,
\

Obr. 2.6: Graf, jehoz vSechny uzly maji stupeii 2

2.8. Véta. Bud’{U, H] konecny graf. Pak plat{

Zstx=2~|H|.

xeU

Diikaz. Indukci vzhledem k &islu |H]|. Je-li |H| = O, tj. H = @, je tvrzeni
zfejmé, nebot’ st x = 0 pro kazdy uzel x € U. Necht tvrzeni plati pro kazdy
graf na mnoZing uzld U, ktery ma nejvySe h hran. Bud' nyni § = [U, H] takovy
graf, Ze |H| = h+1.Bud'xy € H libovoln4 hrana. V grafu §* = [U, H —{x, y}]
je h hran, takZe v §* plati > _ st x = 2-h. Stupn& viech uzli v § a §* jsou viak

xeU

stejné aZ na uzly x, y, které maji v § stupefi o jednicku vétsi nez v §*. Odtud
ziejmé plyne, Ze v G plati ) stx=2-h+2=2-(h+1). °
xeU

V diikazu véty 2.11 vyuZijeme ndsledujiciho oznadeni.

2.9. Definice. Bud' § = [U, H] koneny graf, k € Ny bud’ libovolné. Pak
klademe

ox(§)=l{x e U; st x =k}|.

Symbol 0} ($) tak uddvé pocet uzli stupn& k v grafu §. Je evidentni, Ze
pouze pro kone¢né€ mnoho k € Ny je 0x(4) # 0. (Pfedpoklddame, Ze § je
konecny!)

Napiiklad v grafu na obrdzku 2.5aje 0p = 1,0, =3, 0, =0 pro 0 # k # 2.
V grafu na obr. 2.5b plati o7 = 3, 03 = 1, 0} = 0 pro ostatnf k.

Z definice &isel oy, je zfejmé, Ze plati

2.10. Pomocna véta. Bud’'§ = [U, H] konecny graf. Pak

D ostx=Y k-on(g).
=0

xeU k

Niésledujiciho elementdrniho tvrzeni budeme asto vyuZivat.

2.11. Véta. Pocet uzlii lichého stupné v kaZdém konecném grafu je sudy.
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Diikaz. Bud' § = [U, H] kone&ny graf. Po&et uzlii lichého stupné je roven &islu
o0

Z O2j+1. Pfitom

j=0
o0 (o <] o0
Dojop = Y 200+ Q2j+1) oy =
j=0 =0 j=0
o0 o0
= ZZJ' (02 +02j41) +ZUZj+l-
— =
Odtud celkem

(e ¢] (e 0]
D o2n =2-[Hl = 3 2j - (03 +0200).

Jj=0 j=0
ProtoZe na pravé stran& posledni rovnosti stoji prokazateln& &islo sudé, jei
o0
Cislo Z 02j+1 sudé. ®
j=0

2.12. Poznamka. (a) Pro nekone&né grafy tvrzenf 2.11 zfejmé neplati. Napfi-
klad v grafu na obr. 2.7 existuje pravé jeden uzel lichého stupné.

c c a—— -------

[o]
o
[
o
!

Obr. 2.7: Graf s jedinym uzlem lichého stupng

(b) Stupné uzli grafu hraji ddleZitou roli v fad& tvah. Jedna z typickych
tloh spo¢ivd v ndsledujicim: bud’ ddna konecn4 posloupnost ay, as, ..., a,
nezdpornych celych &isel. Tato posloupnost se nazyva grafovd, kdy? existuje
graf [U, H] takovy, 7e U = {ui, ..., un}, stu; = a;,i =1,...,n. Snadno
Ize ukdzat, Ze existujf posloupnosti, které nejsou grafové. Nutn4 a dostatedns
podminka toho, aby posloupnost byla grafov, je uvedena napiiklad v [12],
str. 37.

2.13. Definice. Rekneme, 7e graf [U, H] je pravidelny graf k-tého stupné
(nebo stru¢né jenom k-pravidelny graf), jestlize st x = k pro kazdy uzel

xeU.




106 IL. TEORIE GRAFU

2.14. P¥iklad. (a) Uplny graf K, je pravidelny graf stupné n — 1.
(b) Na obr. 2.8a je kone¢ny a na obr. 2.8b nekoneny pravidelny graf 3.
stupné.

Obr. 2.8: Pravidelné grafy 3. stupn&

2.15. Poznamka. Z véty 2.11 bezprostfedn& plyne, Ze v kone¢ném pravidel-
ném grafu lichého stupné je pocet uzld sudy.

V zévéru tohoto paragrafu se stru¢né zminime o tom, jakym zplisobem je
mozno graf zadat.

UvaZujme napiiklad graf na obr. 2.9. Tento graf je jist& prehledny a z ob-
razku je Ctendfi okamfZit€ jasné, o jakém grafu hovofime. Zad4ni grafu jeho
nakreslenim je proto jedno z nej¢ast&j§ich. Mnohdy je viak nutno volit zad4n{
jin€. Obrdzek miZe byt nepfehledny a napiiklad jako vstup do po&itade je (ale-
sponi prozatim) prakticky nepouZitelny. V t&chto piipadech je nejobvyklejsi
graf zadat pomoci vhodné sestavené posloupnosti nebo pomoci jistych matic.
UkazZme si alespofi nékteré z nejb&Zné&jsich moZnosti.

Pro zadéni grafu je vhodné oznatit uzly pfirozenymi &isly 1,...,n (jak
jsme to udé€lali na obr. 2.9). Ozna&ime-li graf na obr. 2.9 jako [U, H], je

U
H

{1,2,3,4,5, 6}
{1, 4}, {1, 5}, {2, 5}, {3, 5}, {3, 6}, {5, 6}}

Zapis tohoto grafu lze ,,zakédovat* nésledujici posloupnosti:

(6,6,1,4,1,5,2,5,3,5,3,6,5,6).
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Obr. 2.9:

(Jak Ctendf jist€ postfehl, uddva prvnf &islo pocet uzll, druhé pocet hran, a
pak nasleduje soupis vSech hran, pfi¢emZ zdvorky v oznaen{ hran miZeme
pochopiteln€ vynechat.)

TentyZ graf v§ak miZeme popsat i jinou posloupnosti napiiklad takto:

6,6,2,4,5,1,5,2,5,6,1,1,4,1,2,3,6,2,3,5).

Prvni &islo udédva pocet uzli, druhé pocet hran; pak postupné nésleduje stupeii
uzlu 1 (ktery je roven 2) a vycet s nim sousedicich uzlt (coZ jsou uzly 4 a 5),
déle stupeii uzlu 2 (ktery je roven 1) a sousedni uzel (tj. 5) atd.
Matici sousednosti grafu [U, H] sestavime z nul a jedniCek tak, Ze a;; = 1
avidel- pravé tehdy, kdyZ ij € H.
Matice sousednosti grafu na obr. 2.9 je uvedena v tabulce 2.1.

bem je 0 00 110
0 00010
2 7 Ob- 0 0 0 01 1
u jeho 1 0 00 0O
zadani 1 1.1 0 0 1
e (ale- | 0 01 0 1 0
videjsi
Latice Tab. 2.1: Matice sousednosti grafu z obr. 2.9

Tak zvanou znaménkovou matici obdrZime tak, Ze v matici sousednosti
misto jedni¢ek napiSeme znaménko + a misto nul znaménko —.
Dal§imi moZnostmi — a je jich celé fada — se nebudeme zabyvat.

n (jak
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3 Souvislé grafy

3.1. Definice. Bud [U, H] graf, xy, x, € U budte libovolné uzly. Posloup-
nost uzli a hran tvaru

X0 X0X15 X1y X1X25 «« oy Xp—15 Xn—1Xn, Xn

se nazyva sled zacinajici v uzlu xp a konéici v uzlu x,. Uzly x;, ..., x,-;
nazyvame vnitini uzly tohoto sledu, ¢islo n (tj. pocet hran ve sledu) nazyvidme
délkou tohoto sledu.

3.2. Priklad. V grafu na obr. 2.9 je naptiklad
1,15,5,52,2,25,5,53,3
sled délky 4 zacinajici v uzlu 1 a kon¢ici v uzlu 3.

3.3. Poznamka. (a) Podle definice je kaZdy uzel sledem nulové délky.

(b) Existuje-li mezi dvéma riznymi uzly sled, existuje mezi nimi zfejmé
nekone¢né mnoho sledii. MiiZeme totiZ, jednoduse fe&eno, kteroukoliv hranu
v daném sledu libovolné mnohokrat opakovat. Naptiklad v grafu na obr. 2.9
existuji mezi uzly 1 a 2 sledy

1,15,5,52,2
1,15,5,52,2,25,5,52,2
1,15,5,52,2,25,5,52,2,25,5,52,2 atd.

Vzhledem k tomu, Ze ve sledu se mohou hrany i uzly opakovat, ma smysl
nésledujici definice.

3.4. Definice. Sled, v némz se neopakuje Z4dn4 hrana, se nazyva tah v daném
grafu. Je-li po¢ate¢ni uzel tahu roven koncovému, nazyva se tah uzavieny.
V opatném pfipad€ se tento tah nazyva otevieny.

Sled, v némZ se neopakuje Zadny uzel, se nazyv4 cesta.
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3.5. Poznamka. Je zfejmé, Ze kaZd4 cesta je tahem, avsak opa&né tvrzeni
obecné neplati.

Naptiklad v grafu na obrézku 2.9 je 2, 25, 5, 53, 3, 36, 6, 65, 5, 51, 1 ote-
vieny tah, avSak nenf to cesta, nebot’ se opakuje uzel 5.

3.6. Véta. Necht'v grafu [U, H] existuje mezi uzly x, y €U, x #ysled Pak
mezi nimi existuje v daném grafu alespori jedna cesta.

Dikaz. Tvrzeni je vcelku zfejmé. Necht je dén sled mezi uzly x, y:
X = X0, X0X1, - -y Xp—1, Xn—1Xp, Xp = y.

Pokud tento sled neni cestou, existujf x;, x j» I < J,tak, Ze x; = x;. Pak ale je
X0y ooy Xiy XjXj+1s Xj4l, - - ., Xy OPEL sled mezi uzlu x, y. (Z pivodniho sledu
jsme ,,vySkrtli“ dsek od x; do x j-) Neni-li takto ziskany sled cestou, musi se
v n€m n&jaky uzel opakovat. P¥isluinou &4st sledu pak miZeme opét vyskrtnout.
Po kone€ném poctu kroki pak z piivodniho sledu jist® zéistane cesta z x do y.

[ ]

3.7. Priklad. V grafu na obr. 2.9 existuji mezi uzly 1 a 3 dvé cesty: jedna ma
délku 2, druhd délku 3.

3.8. Definice. Graf, v némZ mezi ka’dymi dvéma uzly existuje sled, se na-
zyva souvisly.

3.9. Poznamka. Podle poznidmky 3.3a Je kazdy graf tvofeny jedinym uzlem
souvisly. Souvisly je i graf na obr. 2.9, avsak graf na obr. 2.5a souvisly nen,
nebot’ v ném neexistuje sled napiiklad mezi uzlyaac.

V dal$fm budeme potfebovat nésledujici tvrzeni.

3.10. Véta. Bud’ [U, H] souvisly graf. x € U, stx = 1, xy € H hrana
incidentni s uzlem x. Pak je graf [U — {x}, H — {xy}] souvisly.

Dikaz. Budte u, v € U — {x} libovolné dva navzdjem rzné uzly. (Kdyby ta-
kové dva uzly neexistovaly, bylo by U = {x,y}, H = {xy} a graf
(U — {x}, H — {xy}] by byl [{y}, 9], co? je souvisly graf podle poznamky
3.9). ProtoZe je [U, H] souvisly, existuje v ném sled mezi uzly u, v a podle
véty 3.6 existuje mezi t&mito uzly alespoti jedna cesta. Nyni si stad{ uvédo-
mit, Ze na Z4dné cest& mezi uzly u, v nemiie lezet hrana xy. (Uzel x by totiz
musel byt vnitinim uzlem této cesty. Protoze x inciduje pouze s hranou xy,
obsahuje dand cesta usek ..., y, yX,x,xy,y,.... Pak to ale neni cesta, ne-
bot’ v daném sledu se opakuje uzel y.) Kazdé cesta mezi u, v je tedy sledem
v[U — {x}, H — {xy}], takZe tento graf je souvisly. °
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3.11. Poznamka. Graf [U — {x}, H — {xy}] je tedy souvisly vlastni podgraf
grafu [U, H] (za pfedpokladi véty 3.10).

Bud [U, H] libovolny graf. Definujeme-li na mnoZiné U relaci ~ takto:
x~y <= existuje sled mezi uzly x, y,

je zfejmé, Ze relace ~ je ekvivalence na mnoZiné U. (Reflexivita plyne z po-
znamky 3.9, symetrie a tranzitivita je zfejm4.) Tato ekvivalence urCuje rozklad
U/~ na mnoziné U. Pro kazdy uzel x € U oznaCme U (x) tu tfidu tohoto
rozkladu, v niZ leZi uzel x. Je tedy

U (x) = {t € U, existuje sled mezi uzly ¢, x}.

Oznacéime-li
Hx)={uve H, ue U(x),v e UXx)},

je zftejmé [U (x), H (x)] podgraf grafu [U, H] (pro kazdy uzel x € U).

3.12. Definice. Bud [U, H] graf, x € U libovolny uzel. Podgraf
[U(x), H(x)]

grafu [U, H] se nazyva komponenta grafu [U, H] piislu$nd uzlu x.

3.13. Poznamka. Je zfejmé, Ze graf [U, H] je souvisly pravé tehdy, kdyZ ma
préve jednu komponentu.

Komponenty grafu jsou — jinak fe€eno — maximélni souvislé podgrafy
daného grafu.

3.14. Poznamka. Souvislé grafy lze rovnéZ povaZovat za metrické prostory.
Je-li totiZ [U, H] souvisly graf a x, y € U libovolné uzly, existuje mezi témito
uzly podle véty 3.6 alespoii jedna cesta. Mezi cestami z uzlu x do uzlu y jisté
existuje cesta minimdlni délky. Ozna¢me jeji délku g(x, y). Pro &tenafe bude
jist€ snadnym cvi¢enim ovéfeni toho, Ze pro kazdé tfi uzly x, y, z € U plati:

(a) o(x,y) =0 pravé tehdy, kdyz x = y,
() o(x,y) =0(y, x),
(© olx,y)+0(y,2) = o(x, 2).

To v8ak pravé znamen4, Ze (U, @) je metricky prostor.
Lze tedy na souvislé grafy aplikovat i metody teorie metrickych prostord.
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Jak uvidime, budou v dal§fm hrat souvislé grafy dileZitou roli. ZvIa§ts
vyznamné pak budou souvislé pravidelné grafy.

Napfiklad na obr. 2.6 je souvisly pravidelny graf 2. stupn&. N4s viak budou
zajimat pfedeviim konecné souvislé pravidelné grafy 2. stupné.

3.15. Definice. Kone¢ny souvisly pravidelny graf druhého stupné se nazyva
kruZnice.

Pocet uzli v kruZnici nazyvame jeji délkou.

3.16. Priklad. Na obrazku 3.10a je kruZnice délky 3, na obrdzku 3.10b kruz-
nice délky 6.

@ (b)
Obr. 3.10: KruZnice

Graf na obrdzku 3.10a se — vcelku pochopiteln& — rovn&z nazyva trojithel-
nik. (V teorii grafi je tak trojihelnik zvl4$tnim ptipadem kruZnice.)

V dalSich dvahich uvidime, e jednou z dileZitych charakteristik grafu
bude to, zda obsahuje jako podgraf n&jakou kruznici. Nap¥iklad graf na obr. 2.9
obsahuje pravé jednu kruZnici (trojihelnik o vrcholech 3,5,6), graf na obr. 2.8a
obsahuje kruZnic celou fadu, aviak grafy na obr. 1.3 neobsahuji jako podgraf
Z&dnou kruZnici.

Préve takovymi grafy se nyni budeme zabyvat.
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4 Stromy

vvvvvv

néjsich oborech. Jak jsme uvedli jiZ v paragrafu 1, patfi mezi prvni grafy, které
byly v matematice zkoumény.

4.1. Definice. Konecny souvisly graf neobsahujici jako podgraf Zadnou kruz-
nici, se nazyva strom.
Graf, jehoZ kaZd4 komponenta je stromem, se nazyva les.

4.2. Poznamka. Les je tedy graf neobsahujici Z4dnou kruZnici. Strom je ko-
necny souvisly les.

Pojmenovani ,,strom* a ,les* souvisi s tim, jak lze tyto objekty nakreslit.
Priklad ,,odpovidajiciho* nakresleni je na obr. 4.11.

4

Obr. 4.11: Les

Stromy lze charakterizovat riznymi zpGsoby. V nésledujicim tvrzeni uve-
deme nékteré nutné a dostateéné podminky toho, aby graf byl stromem.

4.3. Véta. Bud'[U, H] konecny graf. Pak jsou ndsledujici tvrzent ekvivalentni:
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(a) [U, H] je strom.

(b) Mezi kaZdymi dvéma uzly v [U, H] existuje prdvé jedna cesta.
(c) [U, H]je souvisly a plati |H| = |U| — 1.

(d) [U, H] neobsahuje kruznicia |H| = |U| — 1.

Diikaz. Dok4Zeme postupn& implikace (a)=>(b), (b)=>(c), (©)=(d), (d)=(a).
(a) = (b): Strom [U, H] je souvisly, takZe podle véty 3.6 existuje mezi
kaZzdymi dv€ma uzly alespoii jedna cesta. Potfebujeme proto pouze dokazat, Ze
nemohou existovat dva uzly, mezi nimiZ je vice cest. To je viak zfejmé. Kdyby
totiZ existovaly uzly u, v € U, mezi nimiZ by existovaly dv& riizné cesty, pak
by ziejmé v [U, H] existovala kruZnice, coZ podle definice stromu neni moné.
(b) = (c): Existuje-li mezi kazdymi uzly u, v € U cesta,je [U, H] souvisly.
Zbyva tedy pouze dokdzat rovnost |H| = |U| — 1. Dikaz provedeme indukci
vzhledem k |U|. Pro |U]| = 1 je tvrzeni zfejmé. Necht tedy uvedena rovnost
plati pro vSechny grafy spliiujici (b) s potem uzld nejvyse n. Necht [U, H] je
graf spliiujici (b) takovy, Ze |U| = n + 1. Bud uv € H libovolnd hrana. Graf
[U, H — {xy}] nen souvisly a zfejm& m4 pravé dvé komponenty (jsou to U (x)
a U(y)). Podle induké¢niho ptedpokladu je v kazdé z téchto komponent po&et
hran o jedni¢ku men3f neZ pocet uzli. V grafu [U, H — {xy}] je tedy n — 1
hran, tj. v grafu [U, H]je n = |U| — 1 hran, coZ jsme chtéli dokézat.
(c) = (d): Necht graf [U, H] spliiuje podminku (c). Potfebujeme dokazat,
Ze v tomto grafu neexistuje kruZnice. Pfipustme tedy, 7e v grafu [U, H] kruz-
nice existuje. Je-li xy € H libovolnd hrana leZici na této kruZnici, pak jejim
vynechdnim vznikne souvisly graf [U, H — {xy}]. (Souvislost tohoto grafu
je ziejmd; libovolné dva uzly dovedeme v tomto grafu jists spojit vhodnym
sledem, roli hrany xy v piipad® potfeby supluje zbyl4 &4st kruZnice.) Kdyby
v grafu [U, H — {xy}] opét existovala n&jakd kruZnice, vynechdme v nf rovn&?
nékterou hranu. Po koneéném poétu krokd obdrZime souvisly graf neobsahu-
jict Zadnou kruZnici, tj. strom. Pocet hran v tomto stromu je vSak mensi nez
|U| — 1, nebot’ tolik hran m&l podle predpokladu graf [U, H]. To je v8ak spor,
nebot jsme jiZ dokézali, Ze (a)=>(c), tj. strom obsahuje nutn& |U| — 1 hran.
(d) = (a): Potfebujeme dokdzat, 7e graf spliiujici (d) je nutn& souvisly.
Pfedpoklddejme tedy, Ze graf [U, H] spliuje podminku (d) a neni souvisly.
Pak je tvofen komponentami §, ..., ¢, (n > 2). Kazd4 z t&chto komponent
je stromem (nebot [U, H] je podle (d) les). Oznaéme %: = [U;, H;]. ProtoZe
(@)= (c), plati |H;| = |U;| — 1 proi =1, ..., n. Odtud

|HI =) Hi =Y (Ul -1)=|U| —n,
i=1 i=1
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kde n > 2. To je viak spor, nebot podle pfedpokladu plati |H| = |U| —1. e

4.4. Véta. KaZdy strom s alespori dvéma uzly obsahuje alespori dva uzly prv-
niho stupné.

Diikaz. Bud [U, H] strom, |U| > 2. Podle vét 2.8 a 4.3 plati

D stx=2-|H|=2-(UI-1)=2-]U| -

xeU

Pfitom st x > 1 pro kazdy uzel x € U. Kdyby alespoii dva uzly nemély stupefi
1, bylo by &islo Y st x vét§inez 2. |U| — 2. v

xeU

Z X7

4.5. Pfiklad. Bud n > 2 libovolné pfirozené &islo. Pak jisté existuje strom o n
uzlech, ktery obsahuje pravé dva uzly 1. stupné. Takovy strom se nazyva had.
Pro n > 3 miZe ve stromu o n uzlech evidentné existovat nejvyse n — 1
uzlt 1. stupné. Strom, ktery md pravé n — 1 uzlu 1. stupné (z celkového poctu
n), se nazyva hvézda.
Na obr. 4.12a je had a na obr. 4.12b hvézda pron =

\/

(®)

VAVAVA

Obr. 4.12: Had a hvézda

V definici 2.4 jsme definovali faktor grafu [U, H] jako podgraf, jehoZ

mnoZina uzli je rovnéz U. V dal$im nds budou zajimat podgrafy a faktory bez
kruZnic.

4.6. Definice. Kostrou grafu [U, H] rozumime takovy faktor [U, H,], ktery
je stromem.

4.7. Priklad. (a) Graf z obr. 2.9 obsahuje tfi kostry, které jsou zndzornény na
obr. 4.13.

(b) Kruznice délky n zfejmé obsahuje n koster; kaZd4 kostra vznikne vy-
nechdnim prave jedné hrany.

(c) Strom obsahuje pravé jednu kostru — sebe sama.
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%

O

Obr. 4.13: Kostry grafu z obr. 2.9

Nyni je pfirozend otdzka, které grafy kostru obsahuji. ProtoZe kostra grafu
je souvisly podgraf, nemiZe samoziejm& kostru obsahovat graf, ktery sam nen{
souvisly. Jak je tomu v souvislych grafech uvadi ndsledujici tvrzeni.

4.8. Véta. Kaidy konecny souvisly graf obsahuje alespori jednu kostru.

Diikaz. Bud [U, H] kone&ny souvisly graf. V tomto grafu jists existuje néjaky
podgraf, ktery je stromem. Stali totiZ zvolit libovolny uzel x € U a podgraf
[{x}, @] je strom. Oznaéme $ mnoZinu viech stromd v [U, H]. Protoze je graf
[U. H] konecny, obsahuje pouze kone&n& mnoho podgrafi, takZe tim spise je
1 mnoZina 4§ kone¢nd (a vime, Ze neprdzdnd). ProtoZe 4§ je konedn4, obsahuje
alespoti jeden maximalni prvek (t]. strom, ktery nenf podgrafem 74dného jiného
stromu). Bud'tedy [U*, H*] n&ktery maximalni prvek v §. Ztejmé staci dokdzat,
Ze U = U™ (pak je totiz [U*, H*] faktor a tedy kostra v [U, H]).

Pripustme, Ze je U # U*, tj. existuje y € U — U*. Zvolme x € U*
libovolné. ProtoZe je [U, H] souvisly, existuje v ném cesta z x do y. V této
cest€ pak ale nutn€ existuje alespoii jedna hrana vw € H takovd, 7e v € U*,
w ¢ U*. Pak je ale zfejmé [U U {w}, H U {vw}] strom v [U, H]. (Souvislost je
zfejmd, nebot’ [U*, H*] je souvisly; pfiddnim hrany vw jsme pfitom evidentn&
nemohli uzaviit Zddnou kruZnici.) To je v§ak spor, nebot [U*, H*] je vlastnim
podgrafem takto vzniklého stromu a tak neni maxim4lni v 4. °

V piikladu 4.7 jsme vid&li, Ze graf miZe mit vice koster. Proto je pfirozend
otdzka, jak ur¢it polet koster daného grafu. Jeden ze zdkladnich poznatki
v tomto sméru dokazal jiZ v roce 1899 Cayley.

4.9. Véta. Pocet koster v iplném grafu K, je roven &islu n"=2.

Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni nebudeme provadeét. °
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4.10. Poznamka. Jak v dal§fm uvidime, je zdénlivé jednoduchy postup, totiz
postupné provéfovani viech moZnosti, jiZ u pomémé ,,malych* grafi prakticky
neuskutecnitelny (i pfi pouZiti po¢ita&d).

Obecn4 metoda, pro prakticky vypoZet viak nepiili¥ pohodin4, je zaloZena
na vypoétu determinantu vytvoteného z tzv. Laplaceovy matice sousednosti
daného grafu. Tato matice je definovana nésledovng: Je-li [U, H] kone¢ny
graf, U = {1, ..., n}, je piislusnd matice (a;;); j=1 definovéna takto:

—1, jestlizeij € H,
aij =14 sti, jestliZei=]j,
0, jestlizei #j,ij € H.
Nasledujici ptiklad uvadime z toho dtivodu, Ze ilustruje uZitecnost vytvo-
fujicich funkei zavedenych v 1. kapitole.

4.11. P¥iklad. Zebiik Z, je graf s 2n uzly definovany tak, jak je znazoméno
na obr. 4.14.

X1 X2 X3 Xp-1 Xn
G* c o-— ------------------------ ——o_—_—-——o
O— fo} e e esecnccssssceascnsenses mmmm () m——

Yi Y2 Y3 Y1 Yn

Obr. 4.14: Zebik

Nasim tkolem je uréit pocet A, koster v Zebtiku Z,.

@n-faktorem v Z, nazveme takovy faktor, ktery je utvofen dvéma disjunkt-
nimi stromy (viz definici 2.4), z nichZ jeden obsahuje uzel x, a druhy uzel y,.
(P¥ikladem ¢, -faktoru v Z, je faktor, jehoZ jeden strom obsahuje viechny uzly
x; a druhy vSechny uzly y;.) Pocet ¢, -faktord v Z, oznaCme B,,.

Je zfejmé, Ze plati A; = By = 1.

Nyni odvodime rekurentnf formule pro vypocet hodnot A,, B,. Pfedpokla-
dejme, Ze zndme Ay, ..., An, By, ..., B,. Uvaime, jak muaZeme zkonstruovat
kostru v Z,+1. Je zfejmé, Ze to 1ze prévé jednim z ndsledujicich dvou zpisobi:

(a) K n&které kostfe v Z, pfiddme nékteré dv& z hran x,X,+1, Xn+1Yn+l>
YnYns1. Z kazdé kostry v Z, tak ziskame ti kostry v Z,41.

(b) K n&kterému g, -faktoru v Z, pfiddme viechny tfi hrany x,Xu+1, Xn+1 Yn+1,
YnYn+1-
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Odtud plyne formule A,.; = 3A, + B,.

Stejné jednoduse lze odvodit formuli B,,; = 24, + B,.

Takto ziskané rekurentni formule nyni vyfe§ime pomoci vytvotujicich
funkci. PoloZme

F(x) = i Ax", G(x) = i B, x".

n=1 n=1
Pak plati
[e.e] oo
3F() +G(x) =) (BAy+B)x" =Y Apuix",
n=1 n=1
tj.

xBFx) +Gx)] =x - Z Aparx" = Z Apx" = F(x) — A1x = F(x) — x.

n=1 n=2

Analogicky
x[2F(x) + Gx)] = G(x) — x.

Budeme-li stru¢né misto F (x) psit pouze F amisto G (x) pouze G, obdrZeli
jsme nésledujici dvé rovnice pro nezndmé F, G:

xBF+G) = F—x
x(2F + G) G —x.

Upravou dostdvdme

FBx—-1+x(G+1) = 0
x2F+1)+Gx-1) = 0.
Ze druhé rovnice plyne
x(2F +1)
G=——,
1—-x
takZe dosazenfm do prvni rovnice méme
2F+1)+1—
FGx—1)4x. 2EEED*1I=x
1—x
Odtud
F(x) = —
x2—4x+1

Funkci F(x) nyni rozloZime v mocninnou fadu. Plat{

—dx+l=(x—a)(x—fB), kdea=2++/3,8=2—/3,
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Rozlozme funkci F(x) na parcidlni zlomky:

x _ x A + B
2_4x+1 (x-—a)x—B) x—a x—B

Fx) =~

Konstanty A, B uréfme porovnénim koeficientd v rovnosti

x=A(x—B)+Bx —a).

ProtoZe
A=2+J§ B=«/3_—-2
2v3 ' 243
dostavame
F(x)=«/§+2‘l+~/§—2.1=1(a_ﬂ)=
2/3 x—a 2/3 x—p 2/3\x—a x-pB

1 1 1\ 1 1 1
W3 \E—-1 3=1 24/3\1-3 1-3% '

ProtoZe zlomky v z4vorce miZeme (pro vhodné x) povaZovat za soucty geo-
o . - .X h
metrickych fad s kvocientem B, respektive —, dostdvdme
o

oSG 50w E w7

1 - —n —n\ ..n - " —a" n - B —a™ n
=a—ﬂz(ﬂ — o )x =Z—————-——a_; X =Z————a_; X",

n=0 n=0

ProtoZe a8 = 1, plati pro viechna n rovnost «" 8" = 1. Odtud plyne, Ze

Fi) = Z nﬂn ﬁ——n_ —n)xn=ian_ﬁnxn.

o0
ProtoZe viak podle definice F(x) = ) A,x", dokézali jsme tak

n=1

(X"» _ ﬂn

A, =
a—p

[(2+f)" - ﬁ)"] .

sl~
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4.12. Poznamka. S uréovdnim po&tu koster v daném grafu tizce souvisf pro-
blém, kolik viastné existuje grafii na dané mnoZiné uzlii.
Takto zformulovand otdzka je ovSem jednoduchd. Je-li [U, H] graf na n

uzlech, je podle definice H € £»(U), pfi¢emZ vime, Ze | P, (U)| = (;) (Viz

véta 3.4 z 1. kapitoly.) VSech grafi s mnoZinou uzli U je tedy tolik, kolik
md mnoZina $,(U) podmnoZin. Ozna&ime-li g, pocet grafli na n uzlech, plati
podle uvedeného

gn = 2(;)

Jak rychle roste posloupnost (g,),2,, plyne z nasledujici tabulky:

n||1{213]4 5 6 7 8
8 || 112 |8]64|1024 | 32768 | 2097152 | 2684354 544

Nyni je snad zfejmé, pro¢ feSeni grafovych iloh nakreslenfm nebo vypsa-
nim ,,v§ech moZnosti “ nem4 ve v&tsin& piipadii nad&ji na dspéch.

Ur€oviéni potu grafii na n uzlech je vak pfirozené ndsledujicfm zpisobem
»zkomplikovat*.

Z prave uvedené tabulky plyne, Ze na tfech uzlech existuje celkem 8 grafi.

Vsechny tyto grafy jsou uvedeny na obr. 4.15.
o] [

/ ° / o

o . o o [o]

SN YA
VAN

Obr. 4.15: Grafy na tfech uzlech

Z uvedeného obrizku je patrné, Ze nékteré z uvedenych 8 graft jsou si
natolik ,,podobné“, Ze je nerozlidime, pokud se nedivdme na oznageni uzlg.
(Ctensf si Jist€ okamZit€ uvédomil, Ze jde o grafy nakreslené »pod sebou*.)
Tuto ,,podobnost* nyni precizujme.
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4.13. Definice. Budte [U;, H,], [U,, H,] grafy. Zobrazeni f: U, — U, se
nazyva izomorfismus grafu [U,, H,] na graf [U,, H,], kdyZ plati:

1. f je bijekce,
2. xy € H, pravé tehdy, kdyZ f(x) f(y) € H,.

Dva grafy jsou izomorfni, kdyZ mezi nimi existuje alespoti jeden izomorfis-
mus.

Ctenéf si jisté okamZit¥ uvdomuje, ¥e izomorfismus je ekvivalence na
tfid€ vSech grafi.

V jistém slova smyslu dileZit&j$i neZ otdzka, kolik existuje na n uzlech
vech grafi, je problém, kolik na n uzlech existuje neizomorfnich grafii. Tak
napiiklad na Ctyfech uzlech existuje 64 grafi, aviak jen 11 neizomornich grafd,
jak je patrno z obr. 4.16.

Odvozeni metody pro vypocet potu h, neizomorfnich graft na n uzlech
pfesahuje naSe moZnosti. (Jde o tzv. Pélyovu enumeracni metodu, o niZ jsme
se zmifiovali jiZ v paragrafu 1 1. kapitoly.) Existuje vak jednoduchy odhad
pro &isla h,; je totiZ zfejmé, e plati .

20
>

hy,

’

n!

nebot’ na n-prvkové mnoZing jisté existuje nejvyse n! vzdjemnd izorri?;rfm’éh
grafi. Uvedeny odhad je pfi své jednoduchosti pro velkd n velmi ptesny. Lze

totiZ dokazat, Ze
. 20
lim (A, — — ) =0.
n—oco n!

I posloupnost (h,);2; roste ,,velmi rychle®, jak lze vy&ist z nasledujici
tabulky: ’

n|l1]2|3]|4/]5 6 7 8 9
hy | 1124 |11]34|156 | 1034 | 12344 | 308 168

Dokonce i poet t, neizomorfnich stromii na n uzlech (pfi veskeré ,,jedno-
duchosti** stromil) roste pofad jests tak rychle, Ze i jejich systematicky prehled
pro pomérn€ mala n je nemoZny (viz tabulku na strang 172).

Jak jsme uvedli jiz ve vét€ 4.8, obsahuje kazdy kone¢ny souvisly graf
alespoti jednu kostru. Vidéli jsme, Ze kostra grafu obecn& nenf uréena jedno-
znaén€. UvEdomme si viak, Ze podle véty 4.3 maji viechny kostry stejny pocet
hran (roven pocetu uzli zmenseny o jednicku).
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Obr. 4.16: Neizomorfn{ grafy na &tykech uzlech

Abychom kone¢n& uvidgli n&jakou aplikaci teorie grafi, budeme se nyni
zabyvat hleddnim vhodnych koster v tzv. ohodnocenych grafech. K tomu viak
potiebujeme nejprve nésledujici definici.

4.14. Definice. Necht je [U, H] graf. Bud' déno zobrazeni f: H — R
(respektive f: U — R). Trojici [U, H, f1nazyvame hranové ohodnoceny
(respektive uzlové ohodnoceny) graf.

Cislo f(z) nazyvame ohodnoceni hrany (respektive uzlu) z.
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4.15. Definice. Bud [U, H, f] hranové ohodnoceny koneény souvisly graf.
Kostra [U, H*] grafu [U, H] se nazyva minimdini kostra v [U, H, f], kdyZ
pro kaZzdou kostru [U, H,] grafu [U, H] plati

Yy <Y f.

heH* heH;

4.16. Poznamka. ProtoZe kone¢ny souvisly graf obsahuje pouze kone&né
mnoho koster, obsahuje nutné kazdy konecny souvisly hranové ohodnoceny
graf alesponl jednu minimdlni kostru. SouCasné je evidentni, Ze minimdlni
kostra obecné neni jednoznaéné uréena.

4.17. Priklad. Bud ddna mnoZina mést A, B, C, D, E, F. V tabulce 4.2 necht
jsou uvedeny néklady na vybudovéni Zeleznice mezi jednotlivymi mésty (v mi-
liénech K¢). NaSim tkolem je nyni navrhnout mezi uvedenymi meésty Zelez-

A|B|C|D|E|F
Al 0 |13]|27]18] 5 |30
B 13| 0|7 |18|4]12
cl27]7]0]3]|8]|11
D|18 |18 | 3 9 | 24|
E|5|4|8|9]|0]15
F|30|12|11|24]|15]| 0

Tab. 4.2: Ndklady na vybudovani Zeleznice mezi mé&sty

ni¢nf sit’tak, aby kazd4 dvé mésta byla vzdjemné po Zeleznici dosaZitelnd a aby
pfitom néklady na vybudovani Zeleznice byly minimalni.

Grafova formulace zadané tlohy je jednoduchd. Nasim dkolem je zfejmé&
nalezeni minimalni kostry v Gplném grafu Ks s uzly A, B, C, D, E, F, jehoz
hranové ohodnoceni je ddno uvedenou tabulkou.

Ke konkrétnimu feSeni této dlohy se vritime za chvili. Uv&domme si, Ze
v zadaném piipad€ bychom pravdépodobn€ minimélni kostru na§li pomé&rmng
brzy i bez néjaké teorie. V komplikovanéj§im pfipadé je v¥ak nalezeni mi-
nimalni kostry bez znalosti vhodného algoritmu velmi obtiZzné. Proto si nyni
jednoduchy algoritmus pro konstrukci minimalni kostry uvedeme. (Prvnf algo-
ritmus pro nalezeni minim4lni kostry nalezl jiZ v r. 1926 O. Borivka, jak jsme
se jiZ zminili v paragrafu 1 1. kapitoly. Podrobné&ji o historii tohoto algoritmu
viz. napt. v [13)]).
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4.18. Véta. Algoritmus pro hled4ni minimdln{ kostry: Bud'[U, H, f] konecny
: souvisly hranové ohodnoceny graf. Vsechny hrany sestavme do posloupnosti
' (hi, ..., hy) tak, aby posloupnost ( f (h,), .. ., S (hy)) byla neklesajici. (Takové
uspordddni hran vzhledem ke konecnosti grafu jisté existuje i kdyZ obecné neni
urceno jednoznacné.)

PoZadovany algoritmus nyni mifeme popsat takto:

(1) PoloZ Hy=0,i =1.

(2) Obsahuje graf (U, H;_; U {h;}] kruznici? Pokud ano, prejdi k bodu (4).
Pokud ne, pFejdi k bodu (3).

(3) PoloZ H; = H;_y U {h;}. PFejdi k bodu (5).

At (4) Polo H; = H;_,.
Lzl (5) Je i = n? Pokud ano, pokracuj podle bodu (6). Pokud ne, prejdi k bodu
(8).

(6) PoloZ H; = K.
(7) KONEC. [U, K] je minimdln{ kostra.
(8) Zvétsi hodnotu i o jednicku a vrat’se k bodu (2).

Popsanym zptisobem skute¢né v [U, H 1 sestrojime minimélni kostru [U, K 1.
To, Ze [U, K1 je kostra, je evidentn. Nyni je viak nutno dokazat, Ze tato
kostra je minimdlni, tj. Ze pro kaZdou kostru [U, L] v [U, H] plati Y f(h) <

heK
=2 fh.
helL ..
Tento diikaz nebudeme provadét. Jednoduse jej lze provést napiiklad po-
- mocf teorie tzv. matroidii, o nich? v tomto textu nehovoifime.

Reseni prikladu 4.17. Hrany grafu K uspofddédme do vhodné posloupnosti
napfiklad nésledovng: (CD, BE, AE, BC, CE, DE, CF, BF, AB, EF, AD, BD,
DF, AC, AF). Ohodnocen{ prislusnych hran tvof{ posloupnost

(3,4,5,7,8,9,11, 12,13, 15, 18, 18, 24, 27, 30).

Nyni podle algoritmu do kostry postupné vybereme hrany CD, BE, AE, BC,

CF. (Viz obr. 4.17.) (Vime, Ze kostra musf obsahovat 5 hran.)
mi Minimdlni néklady na Zelezni¢ni sit’ jsou tak 30 miliont K¢&.
I;; 4.19. Priklad. Na obr. 4.18a je hranové ohodnoceny graf, na obr. 4.18b jeho
- minimdlni kostra. Ponechdme &tendfi, aby si promyslel, zda je tato minimaln{

kostra uréena jednoznaéné.
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W J/ /

Obr. 4.17: Minimalni kostra

—OI>

o
o]
(o)

Obr. 4.18: Minimdlni{ kostra v ohodnoceném grafu

POZNAMKY A CVICEN(

1. Najdéte sedm neizomorfnich podgraft grafu K.
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5 Mosty, artikulace a nékteré grafové charakteristiky

V predchézejicim paragrafu jsme hovofili pfevaZn€ o grafech neobsahujicich
74dnou kruZnici. ,,VétSina“ grafd vSak pochopiteln€ kruZnice obsahuje. V fadé
tivah o grafech je nutno hrany rozliSovat podle toho, zda leZ{ na n€jaké kruZnici
nebo nikoliv.

FS.I. Definice. Hrana grafu se nazyva most, kdyZ neleZi na Zddné kruZnici. J

5.2. Priklad. (a) Ve stromu je kazd4 hrana mostem.
(b) Graf na obr. 5.19 obsahuje pravé jeden most — hranu xy.

(o] o—
/\v o o
X

Obr. 5.19: Graf s jedinym mostem

5.3. Véta. Bud’xy most v souvislém grafu (U, H]. Pak je graf [U, H — {xy}]
nesouvisly a md prdvé dvé komponenty.

Dukaz. V grafu [U, H — {xy}] neexistuje sled mezi uzly x, y, takZe tento graf
je nesouvisly. MnoZina uzll se rozpadne evidentné na dv€ disjunktni mnoZiny
U (x) a U(y) (pfi oznaceni z definice 3.12). °

5.4. Dusledek. KaZdd kostra konecného souvislého grafu obsahuje vsechny
mosty tohoto grafu.

5.5. Definice. Rekneme, Ze uzel x € U grafu [U, H] je artikulace, kdyZ
existuji hrany xy, xz € H, xy # xz, které nelezi soucasn€ na Zaddné kruZnici.

5.6. Priklad. (a) Ve stromu je artikulaci kazdy uzel, jehoZ stupeii je alespoii 2.
(b) Graf na obr. 5.20 m4 pravé jednu artikulaci — uzel x.
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Obr. 5.20: Graf s jednou artikulac{

5.7. Definice. Bud’ % = [U, H] graf, uv € H libovolni hrana. MnoZinu
H@uv) C H definujeme takto: Je-li hrana uv mostem, je H(uv) = {uv}.
Pokud uv mostem nent, pak

H(uv) = {xy € H; existuje krunice v § obsahujici xy i uv }.

Dale polozme

Uwmv)={teU:¢ inciduje s nékterou hranou z H(uv)}.

Pak je ziejmé& [U (uv), H (uv)] podgrafem grafu §. Tento podgraf nazyvdme

clen grafu § piislusny hrang uv.

5.8. Piklad. Clen grafu z obr. 5.20 piisluiny hran& ab je trojihelnik o vrcho-
lech a, b, x, &len prislusny hrang cd je kruZnice o vrcholech c,d, e, x.

Bud'[U, H] graf a uv, xy jeho libovolné navzdjem rizné hrany takové, 7e
H(uv) N H(xy) # @. Necht napiiklad ab € H(uv) N H(xy). Pak v [U, H]
existuje kruznice R, obsahujici hrany uv i ab. Necht Ry = [U, Hi], R, =
= [U,, H,]. Podle pfedpokladu je |U; N Uzl > 2,nebot'a, b C Uy NU,. Budte
r,s € Uy N U, libovolné navzdjem rizné uzly. Pak existuje v Ry cesta z r do
s obsahujici hranu wv. Protoze Ui N U, je koneénd mnozina, existuji prvky
o, S0 € Uy N U, takové, 7e délka uvedené cesty je minim4lni. Ozna¢me tuto
minimalni cestu C,. ProtoZe viak ro, So € Uy, existuje mezi ry, so cestaCp v R,
obsahujici hranu xy. Spojenim cest C; a C, viak ziejmé v [U, H] obdrzime
kruZnici obsahujici hranu uv i hrang xy. To v8ak znamend, e xy € H(uv) a
soucasné uv € H (xy). Odtud plyne H (uv) = H(xy).

Prave jsme tak dokdzali, 7e pro dvé hrany uv, xy € H plati budto H (uv) N
N H(xy) = @ nebo H (uv) = H(xy). Protoze pro libovolnou hranu uv € H
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plati uv € H (uv), je H (uv) # @. Odtud celkem plyne
5.9. Véta. Systém mnozin {H (uv); uv € H } tvofi rozklad na mnoziné H.

Zatimco komponenty grafu tvoif disjunktn{ podgrafy, ¢leny grafu obecn&
disjunktni podgrafy daného grafu nejsou. Platf toti?

5.10. Véta. Uzel x je artikulaci grafu [U, H] pravé tehdy, kdy? existuji hrany
xy # xz, z nich? kaZdd patvi do jiného &lenu grafu.

Dikaz. Je-li x artikulace, pak existuji hrany xy, xz nelezici na jedné kruZnici.
Pak ale H(xy) # H(xz). Patfi-li naopak hrany xy, xz riznym &lenim grafu,
neexistuje kruznice, kterd by ob& hrany obsahovala. To viak znamend, Ze x je
artikulace. °

DiileZitou charakteristikou grafd je tzv. »cyklomatické &islo“, nazyvané téz
Bettiho &islo daného grafu.

5.11. Definice. Bud § = [U, H] kone¢ny graf. Cyklomatickym &islem grafu
nazyvame &islo
v(§) =H| - |U| +k,

kde k je pocet komponent grafu 9.

5.12. Véta. Cyklomatické ¢islo kazdého konecného grafu je nezdporné.

Dikaz. Bud [U, H] konecny souvisly graf, tj. k = 1. Podle véty 4.8 existuje
v [U, H] kostra [U, H;]. Podle véty 4.3 plati |H;| = |U| — 1. Protoze |H| <
< |H|, plyne odtud |H| > |U| — 1, tj.

[H| - |U|+1>0.

(b) Necht' [U, H] je konetny nesouvisly graf s komponentami
(U1, Hi], ..., [Uy, H,]. Podle (@)prokazdéi =1,2,... k plati |H;| — |U;| +
+1 > 0, takZe

k
Z(IHiI—lUiI+1)=IHI—lU|+k20-

i=1

Z dikazu véty 5.12 a véty 4.3 okam?its plyne
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5.13. Véta. Cyklomatické Cislo konecného grafu je rovno nule prdvé tehdy,
kdyZ je tento graf lesem.

Z X2z

5.14. Poznamka. Z vySe uvedeného je ziejmé, Ze cyklomatické Cislo grafu
uddvé v jistém smyslu ,,miru sloZitosti* tohoto grafu. Ndzorné€ feceno, v($)
udav4, kolik hran je v  nutno odstranit, aby v § nezistala Zddnd kruZnice.

Tak jsme vySe popsanym zpusobem charakterizovali, alespofi v jistém
smyslu, ,,sloZitost* grafu. Je samozfejmé dcelné umét vhodnym zpisobem
popsat i jiné grafové charakteristiky. UkaZme si takovou charakteristiku alespori
na pfipadé souvislosti grafi.

Elementarni odhad ,,miry souvislosti“ grafu je evidentni — touto mirou je
pocet komponent. Popis ,,miry souvislosti souvislého grafu je komplikova-
n&jsi, 1 kdyZ Etendf patrné€ ma jistou intuitivni pfedstavu o tom, co to znamena,

GG

Ze jeden graf je ,,souvislej$i ““ nez druhy.

5.15. Definice. Bud’ § = [U, H] souvisly graf. MnoZina A C U se nazyva
uzlovy rez grafu [U, H], jestlize se souvislost’érafu porusi, vySkrtneme-li
z [U, H] vSechny uzly mnoZiny A a vSechny hrany, které s t€mito uzly
incidujf. (Tj. graf [U — A, H — {xy € H; xy N A # {}] je nesouvisly.)

Uzlovy stuperi souvislosti u(4) grafu 4 je minimalni mohutnost uzlového fezu

vg.

5.16. Poznamka. Podle definice 5.15 lze urcit uzlovy stupeii souvislosti kaz-
dého kone¢ného souvislého grafu kromé uplnych grafi K, (promyslete si,
které hrany musime podle definice 5.15 vySkrtnout!). Pro tyto grafy definito-
ricky klademe

u(K,)=n-—1.

Podobné jako uzlovy se definuje i hranovy stupeii souvislosti.

5.17. Definice. Bud' § = [U, H] souvisly graf. MnoZina H; C H se nazyva
hranovy fez v 4, je-li graf [U, H — H,] nesouvisly.
Hranovy stupen souvislosti h($) grafu § je minimalni mohutnost hranového

fezu v §.

5.18. Poznamka. Podle definice 5.17 lze ur¢it h(4) pro kazdy koneény sou-
visly graf kromé grafu K, (tj. grafu o jednom uzlu). Pro tento graf definitoricky
klademe A(K;) = 0.
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5.19. Piiklad. Pro graf § na obr. 5.21a plati u(%) = 2, h($) = 3. Jeden
z minimalnich uzlovych fezi je vyznacen plnymi krouzky, jeden z minimédlnich
hranovych fezi je vyznacen tuénymi hranami. Na obr. 5.21b, respektive 5.21c,
je graf vznikly ,,odstranénim* piislusného uzlového, respektive hranového,

fezu.
]:><T><I>< o><
0 o e o)

o———0 (o]
(@ (b)
o, O; O. o]
©

Obr. 5.21: Hranovy a uzlovy fez v grafu

5.20. Véta. Bud’g = [U, H] konecny souvisly graf. Pak plati
u($) < h(3) <min{st x; x € U}.

Dukaz. Je-li £(§) = 0, je také u(4) = 0, nebot' § je v tom pifpadé K. Je-li
h(4) =1, existuje hrana xy € H takovd, Ze [U, H — {xy}] je nesouvisly graf.
Pak je vSak ziejmé ¢ = K, (a tedy u($) = 1 podle pozndmky 5.16) nebo je
{x}, respektive {y} uzlovy fez v § (takZe opét u($) = 1).

Pfedpoklddejme proto, Ze h(4) > 1. Bud' H; hranovy fez, |H;| = h($).
Zvolme hranu 2 € H; libovolné. Na kazdé dalsi hran€ e € H; zvolme uzel x,
tak, Ze x, neni incidentni s hranou 4. Nyni z grafu § odefteme vSechny uzly
x, (e € Hy — {h}) a hrany s t€mito uzly incidentni. Je-li takto vznikly graf
nesouvisly, plati #(4) < h($). V opatném piipadé obdrZime nutné uzlovy fez,
pfiddme-1i k uzlim x, jesté jeden z uzlt tvoficich hranu /. Pak ale u($) = h(4).

Dokazali jsme tak, Ze u($) < h($). Druhd nerovnost ve vét€ je vSak
zfejma, nebot’ pro kazdy uzel x € U tvoii mnoZina vSech hran incidentnich s x
evidentné hranovy fez. °

Ve vét& 2.8 jsme dokdzali, Ze v kone¢ném grafu [U, H] plati )_ stx =
xeU
= 2|H|. Odtud v§ak okamZit¥ plyne, Ze min{st x; x € U} < 2. Z této
nerovnosti a z véty 5.20 plyne dutsledek.
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5.21. Dusledek. Bud’'§ = [U, H] konecny souvisly graf. Pak

2|H|
h(§) < —.
Y= 0]

Pro uzlovou i hranovou souvislost jsou zndmy vyznamné charakterizaéni
véty (Mengerova a Fordova-Fulkersonova). Vzhledem k jejich zdvaZnosti
v fad€ aplikaci je uvedeme, i kdy?Z jejich diikazy pfesahuji rimec na$eho textu.
K formulaci téchto vét viak potfebujeme nasledujici jednoduchou definici.

5.22. Definice. Graf § se nazyva uzlové, respektive hranové k-souvisly,
jestlize platf u(4) > k, respektive h(g,);/k.

5.23. Véta. (Mengerova véta.) Graf § je uzlové k-souvisly prdavé tehdy, kdyz
pro kaZdé dva uzly x, y existuje k cest z x do y, které jsou aZ na uzly x,y
vzdjemné disjunkini,

5.24. Disledek. Graf § je uzlové 2-souvisly prdavé tehdy, kdyZ ke kazdym

dvéma uzliim x, y existuje kruZnice v §, kterd je obsahuje.

5.25. Véta. (Fordova-Fulkersonova véta.) Graf 4 je hranové k- souvisly prdvé
tehdy, kdyZ pro kaZdé dva uzly x, y existuje k cest z x do y, které jsou hranové
disjunktni.
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6 Eulerovské a hamiltonovské grafy

Kresleni obrdzki ,,jednim tahem* je obvyklou soucdsti tzv. rekreacni matema-
tiky. Pravdépodobné kazdy Ctendf si jiz jako dit€ vyzkousel, Ze ,,domelek* na
obr. 6.22a l1ze jednim tahem nakreslit; a snadno 1ze ovéfit, Ze obr. 6.22b jednim
tahem nakreslit nelze.

(a) b)
Obr. 6.22: Kresleni grafti jednim tahem

Jak jsme uvedli jiZ v paragrafu 1, vyfesSil tuto problematiku jiZ v 18. stoleti
Euler v souvislosti s problémem sedmi mostti mésta Kréilovce.
Pfipomeiime si jesté, Ze ,,tah* v grafu jsme definovali v definici 3.4.

6.1. Definice. Rekneme, Ze graf § lze sestrojit jednim tahem, kdy% v § exis-
tuje tah obsahujici v§echny hrany tohoto grafu.

V dal$im udame popis vSech graft, které Ize jednim tahem sestrojit.

6.2. Definice. Koneény graf bezizolovanych uzld, jehoZ kazdy uzel je sudého
stupné, se nazyva eulerovsky.

6.3. Véta. KaZdy uzel eulerovského grafu je obsaZen alespori v jedné kruZnici.

Dukaz. Bud [U, H] eulerovsky graf, x € U libovolny uzel. ProtoZe x neni
izolovany, existuje hrana xy s timto uzlem incidentni. Tato hrana v§ak nemiZe
byt mostem, nebot’ v tom piipad€ by podle véty 5.3 graf [U, H — {xy}] byl
nesouvisly a komponenta obsahujici bod x by obsahovala jediny uzel lichého
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stupné (totiZ uzel x). To vSak podle véty 2.11 neni mozZné. Odtud plyne, Ze
hrana xy leZi na néjaké kruZnici, a tedy i x leZi na kruZnici. °

6.4. Véta. Konecny souvisly graf lze sestrojit jednim uzavienym tahem prdvé
tehdy, kdyZ je tento graf eulerovsky.

Dukaz. I. Lze-li koneny graf sestrojit jednim uzavienym tahem, je tento graf
nutné souvisly. V uzavieném tahu pfitom z kaZzdého uzlu tolikrat vystoupime,
kolikrét jsme do né&j vstoupili. Je tedy stupeii kazdého uzlu sudy.

IL. Bud ¢ = [U, H] souvisly eulerovsky graf. DokadZeme, Ze § lze sestrojit
jednim uzavfenym tahem.

Zvolme libovolné uzel u € U. Podle véty 6.3 leZi tento uzel na néjaké kruz-
nici, pfiCemZ kruZnice je uzavienym tahem v $. MnoZina A vSech uzavienych
tahti obsahujicich uzel u je tedy neprazdna. ProtoZe je A kone¢nd, obsahuje
tahy maximdlni délky. Necht tedy op € A je néktery tah maximalni délky.

Predpokladejme nyni, Ze existuje hrana xy € H, kterd neni obsaZena v tahu
og. OznaCme

H*
U* = {xeU, existuje y € U tak, Ze xy € H*}.

{xy € H; xy neni obsaZena v tahu oy},

Pak je [U*, H*] podgraf grafu . Z definice grafu [U*, H*] je pfitom okamZité
zfejmé, Ze je to eulerovsky graf.

ProtoZe je § souvisly, existuje nutné€ uzel v € U*, ktery je obsaZen v tahu
ay. ProtoZe je [U*, H*] eulerovsky, je uzel v obsaZen v né€jaké kruznici C grafu
[U*, H*]. KdyZ nyni v § utvofime sled zacinajici v u, pokracujeme v ném aZ
do uzlu v, nyni projdeme kruznici C aZ do uzlu v a pak dokonéime tah oy az
do uzlu u, vytvofime v § uzavfeny tah obsahujici uzel u, jehoZ délka je vétsi
neZ délka tahu «g. To je vSak spor s definici og. To znamend, ze H* = {J, a tak
o obsahuje vSechny hrany. °

Pomoci véty 6.4 nyni snadno popiSeme i ty grafy, které lze sestrojit jednim
otevienym tahem.

6.5. Véta. Bud’G konelny souvisly graf. Pak Ize § sestrojit jedinym otevienym
tahem pravé tehdy, kdy? G obsahuje prdvé dva uzly lichého stupné.

Obsahuje-li G prdavé dva uzly lichého stupné, pak otevieny tah v jednom
z téchto uzlii nutné zacind a ve druhém kondi.

Dukaz. I. Necht lze souvisly graf § sestrojit jednim otevienym tahem za¢ina-
jicim v uzlu x a konéicim v uzlu y. Pak jsou uzly x, y evidentng lichého stupné
a vSechny ostatn{ uzly jsou stupné sudého.




¢
®

ojit

vch
\Uje

2hu

»—':’n]

wom

ina-
pné

6. Eulerovské a hamiltonovské grafy 133

IL. Necht' § = [U, H] je kone¢ny souvisly graf obsahujici pravé dva uzly
x, y lichého stupn€. Bud' z ¢ U libovolny prvek. Polozme U, = U U {z},
H, = H U{xz, yz}. Pak je [U;, H,] souvisly eulerovsky graf, takZe podle véty
6.4 Ize tento graf sestrojit jednim uzavienym tahem. UvaZme takovy uzavieny
tah; jist€ miZeme piedpoklddat, Ze za&ind a kon&{ v uzlu z. KdyZ nyni z tohoto
tahu ,,vySkrtneme* hrany xz, yz, dostaneme ziejmé& poZadovany otevieny tah.

Jak si Ctendf jisté mnohokrat pov§imnul i v jinych matematickych dis-
ciplindch, Ize tutéZ skutecnost Easto popsat na prvni pohled zcela odli¥nymi
zplsoby. Samoziejmé, Ze je tomu tak i v teorii grafi. Proto i tak jednodu-
cha tvrzeni jako jsou véty 6.4 a 6.5 lze v literatufe najit ve zcela odli§nych
formulacich. Ukazme si to alespoii na jednom pfikladu.

6.6. Definice. Jsou-li [U, H], [U;, H] grafy, nazveme zobrazen{
f U — U, homorfismem grafu [U, H] do grafu [U), H,], jestlize
pro kazdou hranu xy € H plati, e f(x)f(y) € H, (tj. hrana se zobraz{ na
hranu). (Srovne;j s definici izomorfismu uvedenou v definici 4.13.)

Vceelku snadno lze dokézat ndsledujici tvrzent, jehoZ diikaz pfenechdme
Ctenafi.

6.7. Véta. Souvisly graf [U, H] je eulerovsky pravé tehdy, kdy? je homorfunim
obrazem kruznice délky |H|.

Preformulovani vét 6.4 a 6.5 je nynf ziejmé.

Problematika, kterou se nyni budeme zabyvat, jakkoliv je jednou z nej-
komplikovanéjsich &4stf teorie grafli, m4a sviij praptivod v hiféce, kterou v roce
1859 vymyslel irsky matematik W. R. Hamilton (zndmy predev§im objevem
tzv. kvaternionii).

Jak dobfe vime, jednim z péti pravidelnych mnohosténti je pravidelny
dvandctistén, jehoZ povrch je tvofen shodnymi pétidhelniky. (O pravidelnych
mnohosténech budeme podrobnéji hovofit v poznamce 7.17.) Povrch tohoto
dvandctisténu rozvinuty do roviny je na obr. 6.23a. Hamilton pfipojil ke kaz-
dému z dvaceti vrcholli tohoto dvanactisténu Jjméno nékterého svétového vel-
komésta a nabidl jednomu vyrobci hragek vyrobu ,hlavolamu®, jeho? feSenim
Je ,cesta kolem svéta* po hranich daného dvanéctisténu, béhem niZ se vyjde
z nékterého mésta, kazdym z dal$ich mést se projde pravé jednou a cestovatel
se nakonec vrati do vychoziho mésta.

Grafova formulace tohoto , hlavolamu“ jeevidentni. Je ddn graf 0 20 uzlech
(vrcholy dvanictisténu), hrany grafu odpovidaji hrandm dvandctisténu (jak
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v paragrafu 7 odvodime, je t€chto hran 30) a na$im dkolem je v tomto grafu
najit kruZnici prochéazejici viemi uzly. Na obr. 6.23b je zndzornéno jedno
z feSeni. Hrany leZici na kruZnici jsou vytaZeny silngji. (Graf 6.23b jsme jiZ
vidéli na obr. 2.8a.)

Obr. 6.23: Povrch dvanéctisténu

Nyni uvedme standardni terminologii.

6.8. Definice. Graf se nazyva hamiltonovsky, kdyZ v ném existuje kruZnice

prochdzejici vS§emi uzly. Tato kruZnice se nazyva hamiltonovskd.

6.9. Poznamka. (a) V definici 2.13 jsme definovali pravidelny graf. Faktor,
ktery je pravidelnym grafem, nazyvdme pravidelnym faktorem. Pravidelny
faktor 2. stupn€ obvykle nazyvame kvadratickym faktorem. MiZeme tedy ¥ici,
Ze hamiltonovskd kruZnice je souvisly kvadraticky faktor daného grafu.
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(b) Graf na obr. 6.23b je hamiltonovsky. Je viak zfejmé, Ze existuji grafy,
které hamiltonovské nejsou. Takové jsou napiiklad viechny stromy; protoZe
v nich neexistuje Zddnd kruZnice, neexistuje v nich tim spiSe kruZnice hamil-
tonovska.

Jakkoliv se na prvni pohled mizZe zdat problém charakterizace hamilto-
novskych grafii jednoduchy, neni dodnes zndma 74dnd nutnd a dostatedna
podminka této skutecnosti. Pfed uvedenim n&kterych zndmych vysledkd jests
uvedme jeden piiklad.

6.10. Priklad. S Eulerovym jménem je spojovéna i ndsledujici dloha: Miize
Jezdec projit Sachovnici (o 64 polich) tak, aby kaZdym polem prosel prdvé
Jednou a poslednim tahem se vrdtil na vychozi pole?

Grafova formulace je snadnd. UvaZujeme graf, jehoZ uzly jsou jednotliva
pole na Sachovnici. Dva uzly jsou pak spojeny hranou prave tehdy, kdyZ jezdec
miZe skocit z jednoho pole na druhé. Na§im tikolem je nyni v tomto grafu najit
hamiltonovskou kruZnici — pokud ovem existuje.

JiZ ddvno je zndmo, Ze popsany graf je opravdu hamiltonovsky. Dodnes
se v8ak napiiklad nevi, kolik hamiltonovskych kruZnic vlastng v tomto grafu
existuje.

Nakreslit dany graf nemd smysl, nebot’ obrazek by byl zna¢né& neptehledny.
Popsat v ném hamiltonovskou kruznici je viak velmi jednoduché. Do poli
schématicky zndzornéné Sachovnice vepiSeme &isla 1,2, ..., 64 v takovém
pofadi, v jakém jimi bude jezdec postupné prochdzet. ReSeni, které uvddime
v tabulce 6.3 (popsal je v roce 1862 Sachista Jaenisch je mimoradné dévtipné
tim, Ze je souCasné polomagickym &tvercem; soudet &isel v kazdém fadku a
kaZdém sloupci je roven 260. (Srovnej s Eulerovym magickym &tvercem ve
cviCeni k paragrafu 10, kap. 1.)

50 11 24 63 14 37 26 35
23 62 51 12 25 34 15 38
10 49 64 21 40 13 36 27
61 22 9 52 33 28 39 16
48 7 60 1 20 41 54 29
59 4 45 8 53 32 17 42
6 47 2 57 44 19 30 55
3 58 5 46 31 56 43 18

Tab. 6.3: Jaenischiiv polomagicky &tverec

Nyn{ tedy uvedme nékteré vlastnosti hamiltonovskych grafa. Nésledujic{
nutnd podminka plyne bezprostfedng z disledku 5.24.
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6.11. Véta. Je-li § hamiltonovsky graf, je jeho uzlovy stuperi souvislostiu($) >
> 2

Snadno v§ak lze ukézat, Ze podminka z véty 6.11 neni pro existenci hamil-
tonovské kruZnice postacujici. Napiiklad graf na obr. 6.24 md uzlovy stupeii
souvislosti roven 2, je v§ak snadné se piesvédCit, Ze neni hamiltonovsky.

T~

Obr. 6.24: Graf s u(4) = 2, ktery neni hamiltonovsky

Nalezeni dostate¢nych podminek toho, aby graf byl hamiltonovsky, bylo
velmi obtiZzné. Jednu z nejzndméjsich odvodil v roce 1952 Dirac.

6.12. Véta. Necht’§ = [U, H] je konecny graf, |U| =n >3 astx > %pro
kaZdy uzel x € U. Pak je § hamiltonovsky.

Dukaz. Uv€domme si nejprve, Ze kazdy koneény graf je podgrafem né&ja-
kého hamiltonovského grafu. Zejména mizeme graf [U, H] doplnit 0 mnoZinu
uzli V a o mnoZinu hran {xy; x € U,y € V} na hamiltonovsky graf. Je-li
totiz U = {uy,...,u,}, staci polozit V. = {vy,...,v,} (kde UNV = @)
a hamiltonovskou kruZnici je zfejmé kruzZnice prochédzejici postupné uzly
Uy, V1, Uz, V2, ..., Uy, Uy, Uy. )

- Necht nyni graf § = [U, H] splituje pfedpoklady véty a pfipustme, Ze
neni hamiltonovsky. Oznacme k nejmensi mozny podet uzld, o které kdyz
doplnime spolu s hranami vySe uvedenym zpusobem graf §, tak obdrZime
hamiltonovsky graf §*. Je-i U = {uy, ..., u,}, V={vy,..., 0}, U*=UUV,
H* = HU {uvj; u; € U,v; € V},je § = [U*, H*]. V §* tedy podle
predpokladu existuje hamiltonovskd kruZnice C, prochézejici postupné uzly
X1, X2, ..., Xm, kde m =n +k > 4, nebot’ podle ptedpokladu jen > 3, k > 1.
Oznacenf uzld jist¢ miZeme zvolit tak, Ze x| = u;, X, = vy, x3 = uy (tj. kruZnice
zaliné ,,doplnénou hranou). V H nyni nemiZe byt hrana x,x3 (= u;u;). Kdyby
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totiz x,x3 € H, bylo by doplnéni grafu ¢ o uzel x, = v; zbyte¢né a to je spor
s minimalitou ¢isla k.

Ozna¢me nyni K mnoZinu hran z H*, které neleZ{ na kruZnici C. Je-li
x1x; € K pro n€které i # 3, pak x3x;y1 € K, tj. x3x;41 € H*, nebot’ x3x;y;
jisté neni hrana kruZnice. Kdyby totiZ x3x;,; € K, mohli bychom v §* sestrojit
kruZnici prochézejici postupné uzly

X1y Xis Xim1s Xi—2y oo o s X3y Xjgls Xit2y o e o s X1

Tato kruZnice je vSak hamiltonovskd v grafu, ktery obdrzime z §* odecte-
nim uzlu x, = v; a viech hran s timto uzlem incidentnich. To je vSak spor
s predpokladem, Ze k je nejmensi nutny pocet dodanych uzli.

Nyni ur¢ime, kolik je v K hran tvaru x;x;. Uvédomme si, Ze v §* plati
stuj > 3 +k pro kazdy uzel u; € U. (V § jestu; > 5, v §* s uzlem u;
navic soused{ uzly vy, ..., v;.) ProtoZe v kruZnici C sousedi s uzlem x; dva
uzly, je v K alesponl 5 + k — 2 hran tvaru x;x;. Podle vy3e uvedeného to vSak
znamena, Ze v H* neni minimalné % +k —2 hran tvaru x3x; (kromé hran x3x;4,
pro x;x; € K je to, jak jiZ vime, je$té hrana x3x;.)

Nyni uvazme, co viechno o uzlu x3 vime. Vychézi z n€ho alespoii 5 + k
hran x3x;, pfitom viak v §* nesousedi minimdlné s 7 +k — 1 uzly x; # x3.
ProtoZe viak viech uzld x; # x3 je n + k — 1, musi platit

(G+k)+(G+k=1) sn+k—1.
2 2
Odtud vsak plyne, Ze k < 0, coZ je spor s pfedpokladem, Ze § neni hamilto-
novsky, takZe k > 1. °

Xew s

V roce 1960 odvodil norsky matematik O. Ore je$t€ obecnéjsi dostated-
nou podminku existence hamiltonovské kruZnice v daném grafu. Je okamZit&
ziejmé, Ze Diracova véta je disledkem nasledujiciho Oreho tvrzeni.

6.13. Véta. Bud’' (U, H] konecny graf, |U| > 3. Necht’ pro kazdé dva uzly
x,y € U, které nejsou sousedni, plati

stx+sty>|U|.
Pak je graf (U, H] hamiltonovsky.
Diikaz. Dikaz tohoto tvrzeni nebudeme provadét. &

6.14. Poznamka. Jak jsme jiZ uvedli, neni dosud zndma pro hamiltonovské
grafy charakterizaCni véta, kterd by uddvala nutnou a dostate¢nou podminku.
Proto byly hledény takové podminky alespoti pro nékteré dileZité t¥idy grafi.
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Dlouho byla napiiklad nevyfes$ena Taitova hypotéza, Ze kaZdy rovinny uzlové
3-souvisly 3-pravidelny graf je jiZ nutn& hamiltonovsky. (O rovinnych grafech
budeme podrobnéji hovofit v paragrafu 7. Jsou to jednoduse fe€eno grafy, které
lze v rovin€ nakreslit tak, Ze se jejich hrany neprotinaji.) Z platnosti Taitovy
hypotézy by mimochodem plynulo kladné feSeni problému &tyf barev — viz
paragraf 7. V roce 1956 vSak jeden z nejvyznamnéjSich odborniki v teorii
grafi W. T. Tutte uvedenou hypotézu vyvrétil. Tuttetiv protiptiklad je uveden

na obr. 6.25.

X
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Obr. 6.25: 3-souvisly 3-pravidelny nehamiltonovsky graf

Tutte v3ak dokdzal, Ze kaZdy rovinny uzlové 4-souvisly graf je jiZ nutné
hamiltonovsky.
6.15. Poznamka. Existuje-li v grafu cesta prochdzejici vSemi uzly, nazyva
se tato cesta hamiltonovskd. Graf, v némZ existuje hamiltonovska cesta, se
nazyvé polohamiltonovsky. Je ziejmé, Ze kazdy hamiltonovsky graf je soucasng
polohamiltonovsky; stejné tak je evidentni, Ze obracené tvrzeni obecn& neplati.
Napfiklad graf K, je polohamiltonovsky, av§ak neni hamiltonovsky.

POZNAMKY A CVICENI

1. Najdéte tii neizomorfni hamiltonovské grafy na &tyfech uzlech.

2. Najdéte dva neizomorfni hamiltonovské grafy na pé&ti uzlech, které majf
nejvySe Sest hran.

3. Najdéte v K7 tfi hamiltonovské kruZnice, v nichZ je obsaZeno viech 21
hran grafu K.
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7 Rovinné grafy

V priibéhu dosavadniho vykladu jsme sice grafy ,kreslili“, intuitivng je jist&
kaZdému ¢tendfi zfejmé, jak se toto kresleni provadi, aviak fakticky jsme se
mohli bez tohoto kresleni obejit, nebot’ 24dn4 definice ani 4dné tvrzeni nebylo
na tomto kresleni zavislé. (I kdyZ je nutno si uvédomit, Ze pravé moznost
nazorného kresleni je jednim z hlavnich diivodi &etnosti a rozmanitosti aplikaci
teorie grafi.)

V tomto paragrafu vSak bude kresleni grafa hrét centralni roli. Proto je
nutno nékteré pojmy precizovat. Nejprve viak uzavieme nasledujici domluvu.

7.1. Dohoda. V celém paragrafu 7 pojem »graf* znacf , kone&ny graf*.

7.2. Definice. Bud ddn graf [U, H). Nakresleni tohoto grafu (v roving)
vznikne tak, Ze uzly znazornime jako body eukleidovské roviny [, a hranu
xy € H znézornime jako oblouk v E, s koncovymi body x, y.

7.3. Pozndmka. (a) V teorii graffi se studujf nakreslenf grafii na riznych plo-
chéch (napfiklad na sféfe, na anuloidu apod.). Pfes dileZitost t&chto nakreslen{
se v dal§im budeme zabyvat pouze nakreslenim grafil v roving.

(b) Oblouk, jak zndmo, je topologicky obraz usecky. (Oblouk v roving je
tedy obraz intervalu [q, b] C E,; pfi zobrazeni f: E;, — E,, které je prosté,
spojité a m4 tu vlastnost, Ze inverzni zobrazeni f71je rovnéz spojité.) ProtoZe
obloukii mezi dvéma body x, y € E, existuje nekone&n& mnoho, plyne odtud,
Ze graf miZe mit v rovin& nekone&n& mnoho nakreslen.

Na obr. 7.26a-d jsou oblouky mezi uzly x,y. Na obr. 7.26e je kiivka
s koncovymi body x, y, kterd v§ak nenf obloukem.

(c) Grafy samozfejmé& vétsinou kreslime tak, ¥e hrany znazorfiujeme jako
tiseCky nebo jiné ,jednoduse vyhlizejici * kfivky a nikoliv tak, jak je to pro-
vedeno napiiklad na obr. 7.26d. Pfesto m4 obecné graf nekone&né mnoho
nakresleni, nebot’ neni jednozna¢n& pfedem déno ani rozmisténi uzld v roving.
Ponechdme na Ctendfi, aby si promyslel, e na obr. 7.27a—¢ je nakreslen tenty?
graf. '

To, Ze je na vySe uvedenych obrazcich nakreslen jeden a tenty7 graf, lze
jinymi slovy zformulovat tak, e kazdé dva grafy, které maji nakresleni na
nékterém z obr. 7.27, jsou izomorfni.
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Obr. 7.26: Kfivky s koncovymi body x, y

Uvézime-li, Ze na téchto obrazcich jsme kreslili jednoduchy graf na Sesti
uzlech, neni jist€ pfekvapujici, Ze obecné rozeznat, zda dané dva grafy jsou izo-

YNV

algoritmus pro feSen{ tohoto problému.

Pfi nakresleni grafu se hrany mohou, av§ak nemusi, vzdjemné& kiizit. P¥i
nékterych tdvahédch a aplikacich je duleZité zjistit, zda lze dany graf nakreslit
tak, aby se hrany nekfiZily. (Napfiklad v problematice ti§ténych spojt apod.)
Tim je motivovéana ndsledujici definice.

7.4. Definice. Graf se nazyva rovinny (téZ plandrni), kdyZ existuje takové
Jjeho nakreslenti, Ze kazdé dvé riizné hrany maji nejvyse jeden spoledny bod —
uzel, ktery je pfipadné s obéma hranami incidentni. ‘

Na prvni pohled je ziejmé, Ze napiiklad stromy nebo kruZnice jsou ro-
vinnymi grafy. Dokézat, Ze n&jaky graf je rovinny je viak zfejm& jednodussf,

neZ dokazat, Ze dany graf rovinny neni. Castou hfi¢kou je naptiklad nalezen{
rovinného nakresleni grafu na obr. 7.27a. (Podle této zndmé rekreadni tlohy se
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Obr. 7.27: Izomorfn{ grafy na $esti uzlech

také tomuto grafu asto ¥k4 1% domy a t#i studné.) Jak v dal$im uvidime, nem4
tato uloha feSeni, nebot’ graf na obr. 7.27a neni rovinny.

7.5. Priklad. Graf K, je rovinny, i kdyz jeho ,,b&7né* nakresleni je takové, ze
se hrany protinaji (obr. 7.28a). DiileZité toti? Je, Ze existuje nakresleni, v némz
se hrany neprotinaji (obr. 7.28b). TentyZ graf lze vSak nakreslit je$t¥ mnohem
»elegantnéji“ (obr. 7.28c).

Existence nakreslen{ grafu K4 z obr. 7.28¢ zdkonite vyplyva z nésledujiciho
tvrzeni, které odvodil Wagner v roce 1936. Dikaz tohoto tvrzeni nebudeme
uvadét.

7.6. Véta. Graf je rovinny pravé tehdy, kdy? existuje jeho rovinné nakreslent
takové, Ze vSechny jeho hrany jsou zndzornény tseckami.

Jednim z nejdileZit&jsich tvrzeni o rovinnych grafech je tzv. Eulerova véta.
K jeji formulaci vsak potfebujeme nasledujici definici.

7.7. Definice. Bud [U, H] rovinny souvisly graf. Bud d4no nékteré jeho ro-
vinné nakresleni. Oznaéme W mnoZinu viech oblasti, na n&7 je timto nakres-
lenim rovina rozdé&lena (v&etn& »Vn&jSku®). Pak trojici [U, H, W] nazveme
mapou.
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Obr. 7.28: Ruzn4 nakresleni grafu Ky

7.8. Poznamka. Oblast, jak zndmo, je oteviend souvisld mnoZina. Napiiklad
kaZd4 kruZnice rozdéli rovinu na dvé oblasti — vnitfek a vn&jSek. Mapa urfena
nakreslenim grafu K, na obr. 7.28c obsahuje 4 oblasti. Nakresleni téhoZ grafu
na obr. 7.28a Z4dnou mapu neuruje, nebot’ uvedené nakresleni neni rovinné.

7.9. Véta. (Eulerova véta.) Bud'[U, H, W] libovolnd mapa. Pak
W+ |U|—|H|=2. 7.1
Duakaz. Indukci vzhledem k &islu |H|. Je-li H = @, je nutn€ |U| = 1, nebot’
graf [U, H] je souvisly. Pak ale |W| = 1 arovnost 7.1 je splnéna trividlng.
Pfedpoklddejme nyni, Ze rovnost 7.1 plati pro vSechny mapy (U, H, W]
takové, ze |H| < n. Bud' [U, H, W] mapa, | H| = n+ 1. Rozli§ime dva pfipady:
(a) Graf [U, H] obsahuje most xy. Podle véty 5.3 je graf [U, H — {xy}]
nesouvisly a ma dvé komponenty [U;, H], [U,, H;]. ProtoZze |H;| < n, |H,| <
< n, plati podle indukéniho pfedpokladu pro mapy [U;, Hy, Wila[U,, Hy, W3]
(Wil + Uil = [Hi| = [Wa| + |Uz| — |Ha| = 2.

Déle plati |H| + |Ha2| + 1 = |H| (nebot od H jsme odecetli hranu xy) a |U;| +
+ |U;| = |U|. Odeétenim mostu se v dané mapé pocet oblasti nezménil, avSak
v souctu |W1|+|W,| je ,,vnéjSek* zapotitan dvakrat. Proto |W,|+|W>| = |[W|+1.
Odtud celkem dostavame:
W+ |U| = [H|= (W] +|Wa| = 1)+ (Uil +|Us]) —
— (| Hi| +|Ha| + 1) = (Wi + [Uy| = [Hi]) + ({W2| + |[Us| — |Ha|) = 2=
=2+2—-2=2.
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V piipadg, Ze [U, H] obsahuje most, je tak v&ta dok4zéna.

(b) Necht' [U, H] neobsahuje most. Bud' 4 € H libovoln4 hrana. ProtoZe A
neni most, leZ{ na n&jaké kruZnici. Oznaéme C kruZnici maximalni délky, kter4
obsahuje hranu 4. Uvnitf kruZnice C je nutn& n&jak4 oblast, kters vynechdnim
hrany A v mapé [U, H, W] zanikne. V mapé& [U, H,, W;] vzniklé z mapy
[U, H, W] odettenim hrany 4 je tedy o jednu hranu a jednu oblast mén& ne¥
v mapé€ plivodni. ProtoZe |H,| = n, plati pro mapu [U, H;, W;] rovnost 7.1, tj.
Wil +|U| = |H;| = 2. Odtud vak plyne platnost 7.1 i pro mapu [U, H, W]. e

Pomoc{ Eulerovy véty lze snadno dokézat nasledujici diileZité tvrzeni.

7.10. Ve&ta. Graf Ks (1. uplny graf na péti uzlech) ani graf z obr. 7.27a (1. graf
»3 domy a 3 studné*) neni rovinny.

Diikaz. (a) Pfipustime, Ze graf Ks je rovinny. Necht tedy [U, H, W] je mapa
vznikld n€kterym jeho rovinnym nakreslenim. Plati |U| = 5, |H| = 10, tj.
IW| =2+ |H| — |U| = 7. KaZd4 oblast pfitom mus{ mit hranici alespoii ze
tif hran a kaZdd hrana odd€luje alespoii dv& oblasti (protoZe v Ks neexistuji
mosty). Plati tak

2-10>3. W],

tji. IW| < 7, coZ je spor.

(b) Analogicky. Kdyby [U, H, W] byla mapa vznikl4 rovinnym nakresle-
nim grafu ,,3 domy a 3 studn&“, platilo by v této mapg, |U| = 6, |H| = 9, tj.
|W| = 5. KaZd4 oblast je op&t omezena alespoti tfemi hranami. Ka?d4 kruz-
nice v [U, H] m4 jisté sudou délku (pravidelng se v ni musf{ stéfdat »,domy“ a
»studné®), takZze kazd4 kruznice ma délku nejméné 4. Odtud plyne

2.9>4.|\W|,
tj. [W| < 5, coZ je spor. °

7.11. Pozndmka. Jak dokdzal v roce 1930 vyznamny polsky matematik K. Ku-
ratowski, hrajf grafy z véty 7.10 v charakterizaci plandrnich graft zcela zdsadn{
roli (viz véta 7.16). Proto se témto grafim &asto také ¥ikd Kuratowského grafy.
Pro jejich dileZitost si tyto grafy jesté jednou nakresleme (obr. 7.29), i kdyz
jsme se s nimi jiZ nejednou setkali.

7.12. Definice. Bud' [U, H] libovolny graf, xy € H jeho libovolnd
hrana. Bud z ¢ U U H libovolny prvek. Poloime U* = U U {z},
H* = (H — {xy}) U {xz, yz}. Pak fekneme, Ze graf [U*, H*] vznikl z grafu
(U, H] pulenim hrany xy.
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Obr. 7.29: Kuratowského grafy
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Obr. 7.30: Pileni hrany




RAFU

7. Rovinné grafy 145

7.13. Priklad. Graf na obr. 7.30b vznikl z grafu na obr. 7.30a pllenim jedné
z hran. '

Iz ndzoru je zfejmé, Ze pfi kreslent grafd se takové dva grafy, z nichZ jeden
vznikl z druhého postupnym pilenim hran, ,,chovaji stejné*. Tim je motivovéna
nésledujici definice.

7.14. Definice. Rekneme, 7e grafy §, # jsou homeomorfni, jestlize existuji
kone¢né posloupnosti grafii

9’,951,92’---»9’n
H, Hy, Hs, ..., Hy,

takové, Ze :
(@) G, jeizomorfni s F¢,,;

(b) vkaZdé z téchto posloupnosti vznikl nasledujic graf z pfedchazejiciho
pllenfm n&které hrany.

7.15. Priklad. Kazdé dvé kruZnice jsou homeomorfn.
Nyni uvedeme bez dikazu jiz zmifiovanou Kuratowského vétu.

7.16. Véta. Graf je rovinny prdvé tehdy, kdyz neobsahuje podgraf homeo-
morfni s nékterym Kuratowského grafem (4. s nékterym grafem z obr. 7.29).

7.17. Poznamka. UkaZme si, jak lze pomocf teorie rovinnych grafi jednoduse
zodpovedgt jeden z klasickych geometrickych problémd.

Jiz staff Rekové znali pét typli pravidelnych mnohosténi (tzv. Platonovych
téles): (a) pravidelny &ty¥stén, (b) krychli, (c) pravidelny osmistén, (d) pravi-
delny dvanictistén, (e) pravidelny dvacetist&n. (Viz obr. 7.31).

Neumeéli viak dokézat, zda existujf jests jiné pravidelné mnohost&ny. Me-
todami teorie grafil nyni ukdZeme, Ze 74dné dal3{ pravidelné mnohostény ne-
existuji. K tomu viak potfebujeme n&kolik jednoduchych pojmd.

Omezend mnoZina T C [E; se nazyva hvézdovitd, kdyZ existuje bod s € T
takovy, Ze kazda polopiimka s pocateénim bodem s m4 s hranici mnoZiny T
pravé jeden spoledny bod. Je ziejmé, Ze , b&Zn4* konvexni tlesa (koule, hranol,
vélec apod.) jsou hv&zdovité mnoZiny. Snadno viak lze ukdzat, Ze existuji i
nekonvexni hvézdovits télesa.

Z definice hvézdovité mnoZiny okamZit& plyne, Ze jejf hranici lze zobrazit
spojitou bijekei na sféru. (ProtoZe je T omezend, Je ¢asti n&jaké koule v E;.
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Obr. 7.31: Platénova t&lesa

Uvedend bijekce je realizovédna ,,promitdnim* hranice na piislu$nou kulovou
plochu ze stfedu s.)

Mnohosten, ktery je zdroveii hvézdovitou mnoZinou, nazveme hvézdovitym
mnohosténem.

Jak dobfe vime, hv€zdovity mnohostén se nazyva pravidelny, jestlize
vSechny jeho stény jsou navzijem shodné pravidelné mnohotihelniky. Ke
kazdému pravidelnému mnohosténu existuji pfirozend &isla n, p takovd, 7e
vSechny st€ny jsou shodné pravidelné n-thelniky a v kazdém jeho vrcholu se
stykd p hran. Uspofaddand dvojice [n, p] se nazyva Schldfliiiv symbol daného
pravidelného mnohosténu.

Schléflidv symbol Platénovych téles je nésledujici: pravidelny &tyfstén ma
symbol [3, 3], krychle [4, 3], pravidelny osmistén [3, 4], pravidelny dvanacti-
stén [5, 3] a kone¢né pravidelny dvacetistén [3, 5].

Jak jsme uvedli, Ize hranici kazdé hv&zdovité mnoZiny zobrazit spojitou
bijekci na sféru. Zejména tedy Ize takto na sféru zobrazit hranici (tj. povrch) kaz-
dého pravidelného mnohosténu. Uvedenym zobrazenim povrchu mnohosténu
vznikne na sféfe ,,mapa“. (Definice mapy na sféfe je analogické definici 7.7
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mapy Vv roving.)

UZitim tzv. stereografické projekce vak lze snadno dokézat, e pro mapy
na sféfe rovnéz plati Eulerova véta 7.9.

(Pfipomefime si, Ze stereografickd projekce je zobrazenf sféry s vyjmutym
jednim bodem na rovinu, definované nésledovng:

Necht' se sféra S dotykd roviny [, v bodé P. Bud PN primér sféry S (viz
obr. 7.32). Bud x € S libovolny bod rizny od N. Bod f(x) € E, je pruseéik
polopfimky Nx s rovinou [, . Je zfejmé, Ze stereografickd projekce f je bijekei
mnoZiny S —{N}nalE, azobrazeni f i £ ! jsou spojitd. Nynf je také zfejmé, e
pfi stereografické projekci se mapa na sféfe zobrazi na mapu v roving, pfi¢emz
se uzly zobrazi na uzly, hrany na hrany a oblasti na oblasti. Proto evidentng
plati Eulerova véta i pro mapy na sféfe.)

£(y)

Obr. 7.32: Stereografickd projekce

Bud nyni T pravidelny mnohostén. Oznadme R pocet jeho stén, M pocet
hran, N pocet vrchold, n po&et stran jedné stény, p po&et hran sbihajicich se
v jednom vrcholu.

ProtoZe kazd4 hrana spojuje dva vrcholy a v kazdém vrcholu se sbihd )4
hran, plati

Np =2M. (7.2)

ProtoZe kazd4 sténa je omezena n hranami a ka?d4 hrana sousedf se dvéma
sténami, plat{

Rn =2M. (7.3)
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Konecng, podle Eulerovy véty plati
N+R-M=2. (7.4)

Rovnice 7.2, 7.3, 7.4 jsou rovnice o nezndmych M, N, R s parametry n, p
pfiCemZ tyto parametry jsou pfirozend &isla vé&tsi nebo rovna 3. Z°7.2 — 7.4
dostdvdme

2 4 4
S A VI S T | B (7.5)
2p+2n —np 2p+2n—np 2p+2n—np

ProtoZe viechna &isla M, N, P jsou kladnd, musi platit 2p +2n — np > 0, tj.
(n—z)(p-2)<4s n23,PZ3-

Protoze n —2 > 0, p — 2 > 0, plati nutné (n — 2)(p — 2) € {1, 2, 3}. Odtud
dostavame:

@ n-2)(p—2)=1 = n=3,p=3,
b m—2)(p—2)=2 = n=3,p=4nebo n=4,p=3,
© m—=2)(p—2)=3 = n=3,p=5nebo n=5p=3.

Pravidelnym mnohost&nii proto existuje nejvyse pét druhd, tj. pravé pét druhd.
Hodnoty M, N, R, n, p téchto pravidelnych mnohostént uddva tabulka 7.4.

R| M| N |n|p
Pravidelny Ctyfstén 4 6 4 13]3
Krychle 6 | 12 814 3
Pravidelny osmistén 8 | 12 6 |3 4
Pravidelny dvanéctistén 12 130 | 20 | 5| 3
Pravidelny dvacetistén 20 {30 12315

Tab. 7.4: Tabulka hodnot R, M, N, n, p pro Platénova t&lesa

POZNAMKY A CVICENT

1. Podle Wagnerovy véty 7.6 lze kazdy plandrni graf namalovat bez proti-
nani hran, jimiZ jsou usecky. Namalujte tak Kuratowského grafy, z nichz
je odebréna jedna hrana.
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8 Barveni graft

Nejprve si na dvou jednoduchych problémech ilustrujme diivody, které vedly
k problematice ,,barveni* grafi.

8.1. Problém. Méjme ddnu mnoZinu L riznych druhé 1ékd. Pfitom je znamo,
které dvojice riznych 1éki se pacientim nesméji pod4vat soucasng. Na mno-
Zin¢ L chceme definovat rozklad tak, Ze 1éky leZici v jedné tfd& rozkladu se
soCasné poddvat mohou. (Takovy rozklad jisté existuje — napiiklad rozklad
na jednoprvkové tiidy.) N4§ problém nyni zni: Jaky je minimdini pocet trid
takového rozkladu?

Pieformulujme si problém nasledovné: Bud'[L, H] graf, v ném% prox,y €
€ L plati xy € H pravé tehdy, kdyz se léky x, y nesméji poddvat soucasng.
Nyni si pfedstavme, Ze uzly grafu [L, H] obarvime barvami (modte, Servend
atd.) tak, Ze Zddné dva sousedn{ uzly nebudou obarveny stejnou barvou.

Problém 8.1 nyni miiZeme pieformulovat takto: Jaky minimdini pocet barev
k vySe uvedenému obarveni potfebujeme?

.

8.2. Problém. Je ddna mnoZina V radiovych vysilacich stanic a ka¥d4 stanice
x € V mé urCenu mnoZinu V, C V stanic, s nimi¥ m4 udrovat spojenti.
Ptame se, jaky je minimdlni moZny pocet riznych frekvenci, které musi byt
k dispozici, chceme-li zajistit, aby kazd4 stanice x € V udrZovala s kazdou ze
stanic z mnoZiny V, spojeni na jiné frekvenci?

Grafové formulace je opét jednoduchd. Utvoime graf, v némz V je mnoZina
uzli a dva uzly jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdy? piislusné stanice maji
udrZovat spojeni. Hleddme minimélni pocet barev nutny k takovému obarveni
hran tohoto grafu, Ze kazdé dv& hrany, které majf spoledny uzel, jsou obarveny
rizné.

Pfed uvedenim zdkladnich vysledkd o barveni grafii uzavieme, podobné
jako v paragrafu 7, ndsledujici dohodu.

8.3. Dohoda. V celém paragrafu 8 slovo ,,graf* zna&{ ,kone¢ny graf*.
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8.4. Definice. Bud [U, H] graf. Zobrazeni f: U — N nazveme obarveni
uzli, jestlize pro kazdé dva sousedni uzly x,y € U plati f(x) # f(y) (4.
xy € H = fx)# f(y).

Rekneme, Ze graf [U, H] je uzlové k-chromaticky, existuje-li obarveni f uzld
takové, Ze | f(U)| < k.

Uzlové chromatické cislo x($) grafu § je nejmensi Cislo k € Ny takové, Ze
4 je uzlové k-chromaticky.

Z definice je zfejmé, Ze kazdy graf m4 jednoznaéné uréené uzlové chroma-

tické ¢islo. Jeho nalezeni v konkrétnich piipadech vSak muZe byt velmi obtiZné.
Diikaz nésledujictho tvrzeni je v§ak jednoduchy, a proto ho pfenechdme ¢ten4i.

8.5. Véta. Bud’G = [U, H] graf. Pak plati:
@ x($) =1 < H=0.
(b) Je-li § stroma |H| > 1, pak x($) = 2.

Grafy s uzlovym chromatickym ¢islem 2 hraji v fadé aplikaci dileZitou
roli. Jak nyni uvedeme, je charakteristika téchto grafi velmi jednoducha.

8.6. Véta. Bud' § = [U, H] graf, H # @. Pak x(§) = 2 prdvé tehdy, kdyZ
neobsahuje kruznici liché délky.

Diikaz. I. Nutnost podminky je zfejm4, nebot k obarveni kruznice liché délky
je nezbytné uZit alespoii tii barev.

IL. Necht' § = [U, H] neobsahuje kruznici liché délky. Dostatednost této
podminky budeme dokazovat indukci vzhledem k poétu kruZnic v . Uvé-
domme si pfitom, Ze diikaz sta¢{ provést pro souvislé grafy, nebot obarveni
uzld v jednotlivych komponentdch miZeme provadét samostatné a nezdvisle
na sobg.

Neobsahuje-li § Zddnou kruZnici, je § strom a podle véty 8.5(b) plati
x(4) = 2. Necht tedy tvrzeni plati pro kazdy souvisly graf obsahujici nejvyse
n kruznic sudé délky. Bud nyni § = [U, H] graf obsahujici n + 1 kruZnic sudé
délky. Bud' C libovoln4 kruZnice v 4. Zvolme v C libovolng hranu xy. Graf
g* =[U, H — {xy}] obsahuje nejvyse n kruZnic, takZe podle pfedpokladu plati
x($*) = 2. Odtud plyne existence obarveni uzld f: U — {1, 2} grafu §*.
KruZnice C bez hrany xy je had, v némZ se obarveni uzld pravideln& sti{d4.
ProtoZe tento had obsahuje sudy pocet uzld, je f(x) # f(y). To v§ak znamend,
Ze f je souCasné obarvenim grafu §, ¢imzZ je diikaz hotov. .
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8.7. Definice. Necht' § = [U, H] je graf a necht’ lze mnoZinu U rozloZit na
dve neprézdné disjunktni podmnoZiny U, U, tak, e kaZd4 hrana m4 jeden
uzel v U; a druhy uzel v U,. Pak se graf § nazyva bipartitni. Uvedeny
bipartitni graf se obvykle zapisuje ve tvaru [U}, U,, H].

Bipartitni graf [U, V, H] se nazyva iplny, kdyZ pro kazdé dva uzly x € U,
y € Vplati xy € H.Je-li |[U| =m, |V| = n, znad{ se tplny bipartitni graf
[U,V, H] symbolem K, ,.

Tak napfiklad Kuratowského graf ,,3 domy a 3 studn&* na obr. 7.29b je graf
K3 3. Pro bipartitn{ graf § s neprdzdnou mnoZinou hran zfejmé plati x (4) = 2.

Bipartitni grafy jsou studovdny zejména v souvislosti s tzv. pdrovdnim
v grafech, coZ je jedna z nejzdvazngjsich E4sti kombinatoriky a teorie grafii.

Zformulujme si nejprve jeden z klasickych kombinatorickych probléma,
tzv. problém o svatbdch.

8.8. Priklad. Je ddna mnoZina H hochii a mnoZina D divek, [D| = |H|. KaZdy
hoch znd alespori jednu divku. Jakd je nutnd a dostateénd podminka toho, aby
se kaZdy hoch mohl oZenit s divkou, kterou znd?

Nalezeni jednoduché nutné podminky je snadné: kdyby existovala n&jaka
k-tice chlapcl (k < |H|) takov4, Ze vSech divek, které by znal alespoii jeden
chlapec z této k-tice, by bylo méné& ne? k, pak by jist& nebylo mozné poZadované
svatby uskutecnit.

Jak dokézal v roce 1935 Ph. Hall, je tato jednoduch4 nutna podminka sou-
Casné také podminkou dostate€nou. Hallova véta je jednim z nejdiileZitsjsich
kombinatorickych tvrzeni. Diikaz tohoto tvrzeni nebudeme provadat.

8.9. Véta. (Hallova véta.) Bud’ddna mnoZina S;, i = 1,...,n, neprdzdnych
konecnych mnoZin. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

n
(a) Existuje prosté zobrazeni f: {1,...,n} — |JS; takové, Ze f(i) € S;
i=1
prokaidéi=1,..., n.

(b) Pro kaZdou podmnoZinu @ # A C {1, ..., n} plati |A| <

U S

i€A

Grafova interpretace Hallovy véty je jednoduchd. Bud’ ddn bipartitni graf
(U, V,H],|U| < |V|.Prokazdy uzel x € U oznatme V, = {y € V; xy € H}.

8.10. Definice. Pdrovdnim v daném bipartitnim grafu [U, V, H] nazveme
kaZdy jeho podgraf [U*, V*, H*], ktery je pravidelnym grafem 1. stupné (tj.

z kazdého uzlu vychazi pravé jedna hrana).
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Z Hallovy v&ty okamZit€ plyne, Ze v bipartitnim grafu [U, V, H] existuje
alespofi jedno pdrovani [U, V*, H*] pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou podmnoZinu
@ #U, C U plati

Ul <) IVil. @.1)

xel;

Pérovéni v bipartitnim grafu se nazyvi iipliné, je-li faktorem daného grafu
(4. V* = V). Je ztejmé, Ze v [U, V, H] tiplné parovani existuje pravé tehdy,
kdyZ kromé podminky 8.1 navic plati |U| = |V]|.

JestliZe v bipartitnim grafu [U, V, H] pdrovani neexistuje, je pfirozené
hledat maximdln{ (vzhledem k po¢tu hran) podgraf v [U, V, H], ktery je pra-
videlnym grafem 1. stupn&. Takové podgrafy majf fadu aplikaci v opera&nim
vyzkumu, v linedrnim programovéni apod’.

Na obr. 8.33a je bipartitni graf, v némZ neexistuje parovani (je to faktor
grafu K5 s). Na obr. 8.33b je jeden z maximélnich pravidelnych podgrafi 1.
stupné.

o

(@ (b)
Obr. 8.33: Maximdln{ pravidelny podgraf 1. stupn& v daném grafu

Nyni se vratme k problematice barveni uzli v grafu.

Jakkoliv je obecn€ urCeni &isla yx (§) obtiZné, je jednoduchd jeho ndsledujici
majorizace.

8.11. Véta. Bud’§ = [U, H] graf. Oznacme ¢ = max {st x; x € U}. Pak plati

x(@) <o+1.

1Nejbéznejsf z algoritmd pro hledédnf tohoto maximdlniho podgrafu je tzv. madarsky algo-
ritmus.
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Diikaz. Indukci vzhledem k &islu |U|. Pro |U| = 1 je tvrzeni ziejmé. Necht’
tedy tvrzeni véty plati pro vSechny grafy [U, H] takové, ¢ |U| < n. Bud
nyni § = [U, H] graf, |U| = n + 1. Oznadme $* graf, ktery vznikne z grafu §
odeCtenim né&kterého uzlu x a viech hran s timto uzlem incidentnich. Podle
predpokladu plati x(4*) < o + 1, takZe existuje obarveni uzli grafu §*
f:U—={x}) = {1,...,0+1}. V grafu § viak s uzlem x soused{ nejvyse o
uzld, takZe uzly v § miZeme obarvit nasledovné:

)= [ ﬁ(r), prot #x,

prot =x,

kde p € {1,..., o + 1} je takovy prvek, Ze p # f (u) pro viechny uzly u € U,
tu € H.Pak je g obarveni daného grafu nejvyse o + 1 barvami. °

Nyni se budeme zabyvat barvenim hran.

8.12. Definice. Bud'[U, H] graf. Zobrazeni f: H — N nazveme obarvenim
hran, jestlize pro kazdé dvé hrany h, hy € H, hy # h,, takové, Ze h;Nh, 0,
plati f (k1) # f (ha).

Rekneme, Ze graf [U, H] je hranové k-chromaticky, kdy? existuje obarveni
f hran takové, Ze | f (H)| < k.

Hranové chromatické cislo x,($) grafu § je nejmensi &islo k € N, takové,
Ze § je hranové k-chromaticky.

Ve vét€ 8.11 jsme uvedli horni odhad uzlového chromatického &isla. M4-li
symbol ¢ tyZ smysl jako ve vét€ 8.11, je z definice okamZité zfejmé, Ze pro
hranové chromatické &islo plati x;($) > ¢. Jak v roce 1964 dokazal rusky
matematik G. V. Vizing, plati dokonce nésledujici véta, kterou uvedeme bez

diikazu.
8.13. Véta. Pro libovolny graf § plati 0 < (%) < 0 + 1.

8.14. Poznamka. Hranové chromatické &islo daného grafu tedy miize nabyt
jen dvou hodnot: o nebo g + 1. Rekneme, Ze graf § patii do prvni, respektive
do druhé tridy, je-li x,($) = o, respektive x,(3) =0 + 1.

Je zfejmé, Ze napiiklad kaZd4 kruZnice sudé délky patii do prvni t¥idy, kazd4d
kruZnice liché délky do druhé t¥idy. Dodnes v§ak neni zndma charakterizace
prisluSnosti grafii k témto ti{ddm. P¥itom nenf zastoupent grafti v t&chto tiid4ch
ani zdaleka rovnomeérné. Jak v roce 1977 dokdzali P. Erdés a R. J. Wilson, plati
nésledujici tvrzeni:
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Oznacime-li p;(n) pocet grafii na n uzlech patficich do i-té t¥idy, plati

m p2(n) _
n—oc0 py(n)

Podle [12] existuje napiiklad 143 souvislych graft s nejvyse Sesti uzly a
pouze 8 z nich patfi do druhé tfidy. Téchto 8 grafi je na obr. 8.34.

AU
W W W

Obr. 8.34: Grafy druhé tiidy na nejvyse Sesti uzlech

8.15. Priklad. DileZitym grafem patficim do druhé tiidy je tzv. Peterseniiv
graf (obr. 8.35a). J. Petersen uvefejnil v roce 1891 praci v niZ podrobné po-
psal vlastnosti pravidelnych grafli; pfedeviim pak studoval problém existence
pravidelnych faktord v t&chto grafech.
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Obr. 8.35: Petersentiv graf a jeho kvadraticky faktor

Jak je okamZit€ zfejmé, je Petersentv graf pravidelnym grafem 3. stupné.
Obsahuje pravidelny faktor 1. stupné (tzv. linedrni faktor) — hrany tohoto fak-
toru jsou na obr. 8.35a vyznaCeny tu¢ng. Petersendv graf obsahuje i pravidelny
faktor 2. stupné (%). kvadraticky faktor); tento faktor je na obr. 8.35b.

Tento kvadraticky faktor vak neni souvisly. Ponechdme &tendfi, aby si
promyslel, Ze souvisly kvadraticky faktor (tj. hamiltonovska kruZnice) v Pe-
tersenové grafu neexistuje. Petersentiv graf proto neni hamiltonovsky. Lehce
viak lze ukdzat, Ze je polohamiltonovsky (viz poznidmka 6.15).

Na dokreslen{ toho, co jsme o znazorfiovani grafd uvedli v pozndmce 7.3,
necht’ si Ctendf promysli, Ze vSechny tfi grafy na obr. 8.36 jsou izomorfni
s Petersenovym grafem.

8.16. Poznamka. Hranové obarveni grafi prekvapivé souvisi s latinskymi
Ctverci, o nichZ jsme hovofili v 1. kapitole, paragraf 10.
Lehce lze dokdzat, Ze tipIné bipartitn{ grafy patff do prvni tfidy. Evidentng
plati
Xn(Km.n) = 0 = max (m, n).

Bud' n € N libovolné. Pak plati Xn(Kpn) =n.Oznaéme K, , = [U, V, H],
U= {u,...oun}, V= A{vy,..., 0} . H = {uiv;; i = 1,...,n,j =
=1,...,n}.Bud f: H — {1,..., n} obarveni hran. Definujme &tvercovou
matici (aij);fJ.:l takto: a;; = f(u;v;). Pak je zfejmé, Ze tato matice je latinskym
¢tvercem fadu n.

Na obr. 8.37 je uvedené pfifazeni provedeno pro obarveni hran grafu Kj 3.

Hranové obarveni grafu K, , n barvami viak soucasné evidentnim zpt-
sobem ur€uje n riznych dplnych pdrovéni v K, , (Ka?d4 barva uréuje jedno
takové pdrovani). ProtoZe polet tiplnych parovani v K, , lze algebraickymi
metodami vypocitat (tento poCet udava tzv. permanent matice sousednosti da-
ného grafu — viz cvi€eni), Ize odtud rovn&Z odvodit, Ze latinskych &tverct Fadu
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Obr. 8.36: Riizn4 nakresleni Petersenova grafu

n je alespon
nl-n=1D'-(m-=2)!...-1L

Napfiklad latinskych Etverci 6. f4du je alespori 6! - 5! - 4! . 312! = 24 883 220.

8.17. Pozndmka. S problematikou barveni grafdi dzce souvisi jeden z nejzna-
méjSich matematickych problémi 20. stoleti, tzv. problém ¢tyF barev. Formu-
lace tohoto problému je jednoducha: M&jme v roving zem&pisnou mapu, na ni%
je n€kolik sttd. Chceme, aby mapa byla vybarvena tak, jak je to obvyklé, tj.
aby kaZdy stat byl vybarven né€jakou barvou tak, Ze 74dné dva sousedni stity
nejsou obarveny stejné.

o\..'.- pr—
\\'-_‘. =
).
o< ) = mmm e
AT
7 = reeeeeseeeenee
e
2
2 3 2
1

Obr. 8.37: Obarvenf grafu K33 a pfislusny latinsky &tverec




8. Barveni grafii 157

Nasim dkolem je zjistit, jaky pocet barev nezbytn& potfebujeme, abychom
mohli takto vybarvit kaZdou zem&pisnou mapu.

Aby formulace problému byla regulérn, je nutno upfesnit dv& skute&nosti:

(a) ptedpokladdme, Ze izemi kaZdého stétu je ,,souvislé“ (coZ v praxi nenf
vZdy spIn€no — viz napfiklad USA (Aljaska));

(b) dva staty povaZujeme za sousedni, kdyZ majf spoleénou hraniéni ,,&4ru
(tj. nedotykaji se jen v izolovanych bodech). Lehce Ize ukizat, Ze je nutno mit
k dispozici alespoti ¢tyfi barvy (obr. 8.38).

Obr. 8.38: Pfiklad mapy

Ve viech konkrétnich ptikladech se vidy podafilo najit obarveni &tyfmi
barvami.

Nalezeni dikazu, Ze tomu tak je zdkonit&, se viak ukazalo byt jednim
z nejobtiZnéjSich probléml moderni matematiky.

Pieformulujme si nyni uvedeny problém do grafové terminologie. M&jme
dénu n&jakou zemépisnou mapu (spliiujici vyse uvedené podminky). Nyni
zkonstruujme graf § = [U, H] nésledovng. Na tizem{ ka?dého stitu zvolme
Jeden bod; tyto body tvoif mnoZinu U. Dva uzly spojime hranou pravé tehdy,
kdyZ piisluSné staty sousedi. Takto ziskany graf je jistd rovinny, nebot” hrany
miZeme kreslit tak, aby neprochdzely vizemim ?4dného dalitho stitu (hra-
nici dvou stdtl miiZzeme ,,piekrocit* v hraniéni &4fe). Tak napiiklad statim na
obr. 8.38 odpovida graf Kj.

Obarveni zemépisné mapy je nyni ekvivalentni s obarvenim uzl takto
sestrojeného rovinného grafu. V grafové terminologii lze tedy problém Ctyf
barev preformulovat takto:

Plati pro kaZdy rovinny graf 4 nerovnost x(§) < 4?

To, Ze i relativné komplikované grafy uvedenou podminku spliiuji, samo-
zfejmée jeSté nic neznamena.

Historie toho problému sah4 aZ do let 1840 — 1850, kdy se timto problémem
zabyvali A. F. M&bius, A. de Morgan a dal3{. Mnohokr4t byl uvedeny problém
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zdanlivé ,,vyfeSen, vidy se viak ukdzalo, Ze v dikazu byla n&jakd chyba.
V roce 1890 dokdzal P. J. Heawood (pravé pfi rozboru jednoho z chybnych
dikazil), Ze pro kaZdy rovinny graf 4 plati x($) < 5 (tzv. véta o péti barvdch).
Definitivn€ problém Ctyf barev vyfesili (pozitivng) aZ v roce 1976 K. Apple a
W. Haken z univerzity v Illinois (USA), kdyZ dokdzali, Ze vskutku pro kaZdy
rovinny graf § plat{ x(4) < 4.

Diikaz tohoto tvrzeni pfevedli na provéfeni vlastnosti témé&f dvou tisic
specidlnich grafid. Samotné provéfeni pak provedli na po&itaci, ktery na to
spotfeboval 1200 hodin strojového ¢asu.

I tyto idaje demonstruji obtiZnost celého problému.

Podrobné;ji o historii tohoto problému viz napfiklad v knize [13] .

POZNAMKY A CVICEN{

1. Permanent matice A = (aij) typu m/n, m < n je definovan jako

per(A) = D ay, - @z, .. Gmiy,

kde se scitd pfes vSechny variace m prvkd z mnoZiny {1,2,...,n}.
Vypoctéte permanent matic:

11
a)A=<1 1)

— N = NN
—_— Q) = W W

1
oC=1]1
1

— N




9. Zobecnéni pojmu graf 159

9 Zobecnéni pojmu graf

Jak jsme uvedli jiZ v paragrafu 1, neni grafov4 terminologie v literatufe zda-
leka jednotnd. Ustdleny vyznam nema4 ani pojem graf. Nyni uvedeme definici
tzv. ,,obecného grafu“, kterd zahrnuje vétSinu b&7ng studovanych grafd jako
specidlni piipady.

9.1. Definice. Obecnym grafem nazyvame trojici [U, H, ¢], kde U, H jsou
disjunktni mnoZiny, U #@a ¢: H — U2U U U 2,(U).

Prvky mnoZiny U nazjvame uzly, prvky mnoZiny H hrany a ¢ je tzv. inci-
dencni zobrazent'.

Je-li p(h) € U?, nazyva se h orientovand hrana, je-lip(h) € UU P (U), je
h neorientovand hrana.

Orientovand hrana h se nazyva orientovand smycka, je-li ¢(h) = [x, x] pro
néjaky uzel x € U.

Neorientovand hrana se nazyvé smycka, jeliph) e U.

Orientované hrany 4, k se nazyvaji souhlasné rovnobézné, je-li p(h) = (k)
a nesouhlasné rovnobézné, je-li p(h) = [x, y] # [y, x] = (k).
Neorientované hrany £, k se nazyvaji rovnobézné, je-li p(h) = (k).
Ndsobnosti hrany h € H nazyvame &islo Hk € H; o(k) = p(h)}].

V obecném grafu tak mohou existovat sougasne hrany orientované i ne-
orientované, mezi dvéma uzly nemusi existovat ¥4dn4 hrana, ale mizZe jich
existovat i vice neZ jedna atd. MoZnych ,,typa“ grafli tak existuje celd fada.
NejdileZit&jsi rozdéleni grafi obdrzime podle toho, zda v nich existuji vice-
nasobné hrany ¢&i nikoliv a podle toho, zda Jsou viechny hrany orientované
respektive v§echny neorientované.

9.2. Definice. Bud' ¢ = [U, H, ¢] obecny graf. Existuje-li alespoii jedna
hrana h € H s ndsobnost{ v&tif ne? jedna, nazyva se 4 multigraf (nebo téz
pseudograf). Je-li ndsobnost viech hran rovna jedné, nazyvié se § prosty graf.
Obsahuje-li ¢ pouze neorientované hrany, nazgvé se neorientovany graf.
Jsou-li v8echny hrany v § orientované, je G tzv. orientovany graf.
Rekneme, 7e $ je smiSeny graf, neni-li ani orientovany ani neorientovany.
(Ve smiSeném grafu tedy existuje alespoii jedna orientovand a alespoti jedna
neorientovard hrana.)
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9.3. Poznamka. Formdln{ popis prostého grafu miZeme snadno zjednodusit.
Incidenénf{ zobrazen{ je podstatné u multigrafi. V prostém grafu miZeme pfimo
predpoklddat, ¢ H € U?U U U £,(U) a ¢ je pak identické zobrazeni (tj.
@(h) = h pro kazdou hranu & € H). (Tzn., Ze prosty graf miZeme definovat
jako dvojici [U, Hl,kde U #@, H CU?UU U P,(U),UNH =9.)
Orientovany i neorientovany graf pfitom muZe a nemusi byt prosty.

DileZitou charakteristikou grafu je v mnoha situacich skute¢nost, zda dany
graf obsahuje smy¢ky ¢i nikoliv.

Prosty neorientovany graf bez smycek se nazyva obyclejny graf. Prosty
orientovany graf bez smycek nazyvame obycejny orientovany graf.

9.4. Poznamka. V paragrafech 2 — 8 jsme tedy ,,grafem* rozuméli oby&ejny
graf.

Kromé& obycejnych grafii, které jsme dosud studovali, tvofi druhou nej-
Castéji studovanou tfidu grafti prosté orientované grafy, respektive oby&ejné
orientované grafy.

Misto prosty orientovany graf, respektive obyCejny orientovany graf, se
asto strucné fika jen ,,orientovany graf®.

Uvazme, Ze kdyz [U, H] je prosty orientovany graf, je H C U?, tj. H je
bindrni relace na U. Tento graf je pak obyfejnym orientovanym grafem pravé
tehdy, kdyZ je relace H areflexivni.

Prosté orientované grafy tedy nejsou nic jiného neZ mnoZiny s bindrni relaci.
Vsechno, co zndme o bindrnich relacich, proto miZeme na tyto grafy pfenést.
Mohlo by se proto zdat, Ze studium orientovanych grafii jako samostatnych
objektl je zbyte¢né. Z tradi€nich divodi a vzhledem k specifinosti metod
teorie grafii se viak orientované grafy intenzivné studuj.

9.5. Poznamka. Prosty orientovany graf je podle vyse uvedeného dvojice
[U,H],kde U # @, H € U2 V teorii grafd jsou viak tyto grafy obvykle
zaddvany jinym zpisobem. Ke kazdému uzlu x € U je zaddna mnoZina I'" (x)
té€ch uzld, do nichZ z x vede orientovan4 hrana, kterou nazyvame Sipkou.

9.6. Definice. Bud' U # @ libovolnd mnoZina, I': U — P(U) bud’ libovolné
zobrazeni. Pak se dvojice [U, I'] nazyva orientovany graf. U je mnoZina uzlii.
Z uzlu x vede do uzlu y orientovand hrana }—)3 praveé tehdy, kdyz y € I'(x).

9.7. Poznamka. Z vyse uvedeného je zfejmé, co to znamend, Ze orientovany
graf [U, T'] je reflexivni, symetricky, antisymetricky, tranzitivni a podobné.
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Radu pojmi Ize z oby&ejnych grafii pfenést na neorientované grafy prak-
ticky beze zmény — napiiklad pojem ,,podgraf*, ,jizomorfismus grafG* atd.
U nekterych pojmi dochézi k jistym modifikacim. Tak napiiklad roli stupné
uzlu x hraji dva tzv. polostupné |T"(x)| a |l"“1(x)| (tj. pocty hran z uzlu x
vychdzejicich a v uzlu x kon¢icich).

Roli kruZnice v orientovanych grafech hraje tzv. cyklus. Acyklicky graf je
orientovany graf neobsahujici jako podgraf Zddny cyklus.

DiileZitou tfidou orientovanych grafd jsou tzv. turnaje. Areflexivni orien-
tovany graf se nazyva turnaj, jestlize pro kazdé dva riizné uzly x, y plati, Ze

jsou spojeny hranou x_§, respektive )Tx)

Pres veskeré odliSnosti mezi jednotlivymi typy graf vak lze fici, Ze pro
toho, kdo zvlddne teorii pro jeden z typi, je snadné pochopeni pojmi i pro
zbyvajici typy.

V aplikacich se pochopitelné uZiva riznych typd grafii, podle toho, jaky
typ je pro popis zadané situace nejvyhodn&;jsi.

Zobecnéni pojmu graf je v§ak moZno provést i jinym zplisobem, ne? jak
Jsme to provedli v definici 9.1. N&kdy je vyhodné a pottebné studovat ,,grafy*,
JejichZ hrany spojujf vice neZ dva uzly. Takovym grafim se fik4 obvykle hyper-
grafy. (V poslednich letech se v eské literatufe ujima pro hypergrafy termin
spolecnost, misto o hrandch hypergrafu se pak hovoti o tymech spolenosti.)

Je zfejmé, Ze pojem hypergrafu dzce souvisi napfiklad s blokovymi sché-
maty, o nichZ jsme hovofili v 1. kapitole, paragrafu 10.

9.8. Definice. Hypergraf je trojice [U, H, ¢, kde U # @ je mnoZina uzli, H
je mnoZina hran a : H — (P(U) — {@}) je incidencni zobrazeni.

9.9. Poznamka. Hypergraf je tedy — jednoduse fedeno — systém neprazdnych
podmnoZin mnoZiny uzld. Nékteré mnoZiny se pfitom v tomto systému mohou
opakovat.

Existuje-li ¢islo k takové, Ze pro kaZdou hranu h € H plati |p(h)| = k,
fikdme, Ze hypergraf je uniformni (respektive k-uniformni).

Je zfejmé, Ze 2-uniformni hypergraf je totéZ jako neorientovany graf bez
smycek.

Je-li inciden¢ni zobrazeni prosté (tj. ,nésobnost kazdé hrany je rovna
jedné), nazyva se hypergraf prosty. Podobng& jako u prostého grafu miZeme
predpokladat, Ze prosty hypergraf je dvojice [U, H], kde H C (P(U) — {}).
Preneseni fady pojmii z grafii na hypergrafy je jednoduché.




DODATEK 1: BIOGRAFIE

V tomto dodatku uvddime zdkladni biografické ddaje osobnosti, které jsou

vvvvvv

napf. na CD-ROM [3].

d’ALEMBERT Jean Baptiste Le Rond (1717-1783)
Francouzsky matematik a fyzik, osvicensky filozof, jeden z encyklopedisti.

BELL Eric Temple (1883-1960)
Americky matematik skotského ptivodu.

BERNOULLI Jacob I. (1654-1705)
Svycarsky matematik a fyzik, prvni z plejady slavnych Bernoullidi.

BETTI Enrico (1823-1892)
Italsky matematik.

BORUVKA Otakar (1899-1995)
Vyznamny esky matematik, profesor univerzity v Bmé.

CATALAN Eugéne Charles (1814-1894)
Belgicky matematik.

CAYLEY Arthur (1821-1895)
Anglicky matematik.

DESCARTES René (latinsky Renatus CARTESIUS) (1596-1650)
Francouzsky filozof, matematik, fyzik a pfirodov&dec, jeden ze zakladateld
novoveéké filozofie a védy.

DIRICHLET Peter Gustav Lejeune (1805-1859)
Némecky matematik.

162




N
o

Dodatek 1: Biografie 163

DURER Albrecht (1471-1528)
Némecky malif a grafik.

ERDOS Paul (1913-1996)
Madarsky matematik.

EUKLEIDES z Alexandrie (asi 340-270 pf. Kr.)
Starofecky matematik, autor nejvyznamné&j$i matematické knihy dosavadni
historie.

EULER Leonhard (1707-1783)
Svycarsky matematik, fyzik a fyziolog, jeden z nejvyznamné&j$ich matematikd
vSech dob.

FERMAT Pierre (1601-1665)
Francouzsky matematik a pravnik.

FERRERS Norman Macleod (1829-1903)
Anglicky matematik.

FIBONACCI (vl. jménem Leonardo Pisansky) (asi 1170-po 1240)
Prvni velky matematik evropského stfedovéku.

FRANKLIN Benjamin (1706-1790)
Americky stdtnik, pfirodovédec a filozof. Vzd&lanim samouk se vlastni pili
vypracoval na jednoho z pfednich osvicenskych mysliteld.

FULKERSON Delbert Ray (1924-1976)
Americky matematik.

GALILEI Galileo (1564-1642)

Italsky fyzik, astronom, matematik a filozof, zakladatel experimentalnich me-
tod zkouméni piirody, kritik scholastiky, pfedstavitel renesanéniho mechanis-
tického pojeti pfirody.

HALL Phillip (1904-1982)
Anglicky matematik.
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HAMILTON William Rowan, sir (1805-1865)
Irsky matematik a astronom.

HARDY Godfrey Harold (1877-1947)
Anglicky matematik, nejvétsi svétovy odbornik v teorii &isel prvni poloviny
20. stoleti.

HASSE Helmut (1898-1979)
Némecky matematik.

HEAWOOD Percy John (1861-1955)
Anglicky matematik.

HUYGENS Christian (1629-1695)
Nizozemsky matematik a fyzik.

JANG Hui (asi 1238-asi 1298)
Cinsky matematik.

KEMPE Alfred Bray (1849-1922)
Anglicky matematik.

KIRCHHOFF Gustave-Robert (1824-1887)
Némecky fyzik a mechanik.

KIRKMAN Thomas Penyngton (1806-1895)
Anglicky knéz. Ve volnych chvilich se zabyval matematikou.

KONIG Dénes (1884-1944)
Madarsky matematik.

KURATOWSKI Kazimierz (1896-1980)
Polsky matematik.

LAPLACE Pierre Simon (1749-1827)
Francouzsky matematik, fyzik a astronom.
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LEIBNIZ Gottfried Wilhelm von (1646-1716)
Némecky matematik, filozof, pravnik, historik, jazykovédec, diplomat, vyn4-
lezce a polyhistor, zakladatel moderni matematické analyzy.

LUCAS Francois Edouard Anatole (1842-1891)
Francouzsky matematik.

MacMAHON Percy Alexander (1854-1929)
Anglicky matematik.

MENGER Karl (1902-1985)
Rakousko-americky matematik.

MOBIUS August Ferdinand (1790-1869)
Némecky matematik a astronom.

de MORGAN Augustus (1806-1909)
Skotsky matematik a logik.

NETTO Eugen Otto Erwin (1848-1919)
Némecky matematik.

ORE Opystein (1899-1968)
Americky matematik norského ptvodu.

OZANAM Jacques (1640-1717)
Francouzsky matematik, chemik a teolog.

PARKER Ernest Tilden (1926-1991)
Americky matematik.

PASCAL Blaise (1623-1662)
Francouzsky matematik, fyzik a filozof.

PETERSEN Julius Peter Christian (1839-1910)
Dénsky matematik.
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PLATON (427-347 pt. Kr.)

Starofecky filozof, jeden z nejvétSich antickych mysliteld.

POLYA Gyergy (1887-1985)
Madarsky matematik.

RADEMACHER Hans (1892-1969)
Némecky matematik.

RAMANUJAN Srinivasa Aaiangar (1887-1920)
Indicky matematik.

ROTA Gian-Carlo (1932-1999)
Americky matematik italského ptvodu.

SCHLAFLI Ludwig (1814-1895)
Svycarsky matematik.

STEINER Jacob (1796-1863)
Némecky matematik.

STIFEL Michael (1487-1567)
Némecky matematik.

STIRLING James (1692-1770)
Skotsky matematik.

TAIT Peter Guthrie (1831-1901)
Skotsky matematik a filozof.

TARRY Gaston (1843-1913)
Francouzsky matematik—amatér.

TARSKI Alfred (1901-1977)
Americky matematik a logik polského pavodu.

YOUNG John Wesley (1879-1932)
Americky matematik.
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[0 S I
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40 320

362 880

3 628 800

39 916 800

479 001 600

6 227 020 800
87 178 291 200
1 307 674 368 000
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2 432 902 008 176 640 000

N
O ...

15 511 210 043 330 985 984 000 000
Tab. 1.1: Tabulka hodnot » !
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o
—

10
20
35

10
15
21

15
35
70
126

21

28

56
126
120 210 252 210

56

84

28

36

84

36
10 45

9

1

10

120 45

1

10

Tab. 1.2: Pascaldv trojihelnik

10

2 3 45 6 7 8 9

n=1

5
8
9
7

2 2 3 3 4 4

1

1

2 3 4 5 7

2 3 56

1
1

1
1

2 35

0 0 O

0 0 0 O

0 0 00 01

0

1

0 000 0O

1

0 0 00 0 0 O

00000 O OO 1

0

p(n, k)

10

o v

Tab. 1.3: Pocet p(n, k) rozkladi &isla n na k s¢itanct
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Lrle ] n] p [ n] pw ][  n] p(n) |
1 1 21 792 41 44 583 e
2 2 22 1002 42 53174 70 4 087 968
3 3 23 1255 43 | 63261 e
4 5 24 1575 44 | 75175 80 15 796 476
5 7 25 1958 45 | 89134 .
6 11 26 | 2436 46 | 105558 90 . 56634173
7 15 27 | 3010 47 | 124754 -
8 22 28 3718 48 | 147 273 100 190 569 292
9 30 29 | 4565 49 | 173 525 .
10 42 30 | 5604 50 | 204 226 110 607 163 746
11 56 31 6842 51 | 239943 e
12 77 32| 8349 52 | 281 589 120 1 844 349 560
13| 101 33110143 53 | 329931 o
14 | 135 34 | 12310 34 | 386 155 125 3163 127 352
15 176 35| 14833 55 | 451 276 e
16 | 231 36 | 17977 56 | 526 823 200 | 3972999 029 388
17 | 297 37 | 21637 57 | 614 154
18 385 38 | 26 015 58 | 715 220
19 | 490 39| 31185 59 | 831 820
20 | 627 40 | 37 338 60 | 966 467
Tab. 1.4: Pocet p(n) rozkladi &isla n
s(n,k) | k=0 1 3 4 5 6
n= 0 1 0 0 0 0
2 0 -1 1 0 0 0 0
3 0 2 =3 1 0 0 0
4 0 —6 11 -6 1 0 0
5 0 24 —50 35 -10 1 0
6 0 —-120 274 =225 8 —15 1

Tab. 1.5: Tabulka hodnot Stirlingovych &isel prvniho druhu
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S(n,k) | k=1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n=1 1 0 0 0 0 0 0 0 o0 o
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 o0

3 1 3 1 0 0 0 0 0o 0 o

4 1 7 6 1 0 0 0 0O 0 O

5 1 15 25 10 1 0 0 0o 0 o

6 1 31 90 65 15 1 0 0o 0 O

7 1 63 301 350 140 21 1 0 0o o

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1 0 O

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1 O

10 1 511 9330 34105 42525 22827 5580 750 45 1

Tab. 1.6: Tabulka hodnot Stirlingovych &isel druhého druhu

Lk | by |
2 0,166 67
4 0,03333
6 0,023 81
8 0,03333
10 0,07576
12 0,25311
14 1,166 67
16 7,09216
18 54,971 18
20 529,124 24
22 6192,12319
24 86 580,253 11
26 | 1425517,166 67
28 | 27298231,067 82
30 | 601580873,900 64

Tab. 1.7: Bernoulliova éisla
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[n[ ] ] 1) |
1 1 14 3159
2 1 15 7741
30 1 16 19 320
4 2 17 48 629
5 3 18 123 867
6 6 19 317 955
7 12 20 823 065
8 23 21 | 2144505
9 47 22| 5623756

10| 106 23| 14828074
11| 235 24 | 39299 897
12| 551 25 | 104 636 890
13 | 1301 26 | 279 793 450

Tab. 1.8: Podet ¢, neizomorfnich stromil na n uzlech

-y A a

——— s
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(3n + 1)-funkce, 69

3-sit, 84

k-pravidelny graf, 105
k-uniformni hypergraf, 161

acyklicky graf, 161
adjungovany rozklad, 51
anagram, 23

artikulace, 125

Bellova ¢isla, 32

Bemoulliova &isla, 69

Bettiho ¢&islo, 127

binomicky koeficient, 12

bipartitni graf, 151

blokové schéma, 81

blokové schéma typu (v, b, k, r, 1),
81

bloky blokového schématu, 81

bod koneéné afinni roviny, 86

bod v projektivni roviné, 91

cesta, 108

charakteristickd rovnice formule, 63
cyklomatické &islo, 127

cyklus, 161

¢len grafu, 126

design, 81

Dirichletiv princip, 55
disjunktni grafy, 102
délka kruZnice, 111
délka sledu, 108
déleni fetézce, 74

173

ekvivalentni latinské Ctverce, 84

Eulerova funkce, 45

Eulerova funkce gama, 11

Eulerova identita, 79

Eulerova véta, 141

Eulerova ¢isla, 70

Eulerova tloha o 36 distojnicich,
85

eulerovsky graf, 131

faktor grafu, 102

Ferrersovuv diagram, 51
Fibonacciova posloupnost, 65
Fibonacciova ¢&fsla, 65
fluktuaéni permutace, 70
funkcional, 37

graf, 101

graf ,tfi domy a tfi studng®, 141
grafova posloupnost, 105

grafy druhé tiidy, 153

grafy prvni tfidy, 153

had, 114

Hallova véta, 151
hamiltonovska cesta, 138
hamiltonovska kruZnice, 134
hamiltonovsky graf, 134
Hanojska véz, 67
homeomorfni grafy, 145
homomorfismus graft, 133
hrana, 99, 159

hrana grafu, 101
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Z X2

hranové chromatické &fslo, 153
hranové k-chromaticky graf, 153
hranové€ k-souvisly graf, 130
hranové ohodnoceny graf, 121
hranovy stupeii souvislosti, 128
hranovy fez, 128

hvézda, 114

hvézdovitd mnoZina, 145
hvézdovity mnohostén, 146
hypergraf, 99, 161

incidenéni zobrazeni, 159, 161
izolovany uzel, 103
izomorfismus grafi, 120
izomorfni grafy, 120

Kirkmanntiv problém 15 divek, 83
koeficient fady, 71
kombinace k-té tiidy, 21
kombinace s opakovanim, 25
kombinatoricka identita, 16
kombinacni ¢islo, 13
komplementarni grafy, 102
komponenta grafu, 110
kompozice, 48
koncové uzly hrany, 101
kone¢n4 afinni rovina, 86
konecnd geometrie, 86
kone¢na projektivn rovina, 91
kone¢ny graf, 101
konfigurace, 7, 81
konvergence fady funkci na mno-
Zing, 71
konvergence fady v bodg, 71
kostra grafu, 114
kruZnice v grafu, 111
Kuratowského grafy, 143
kvadraticky faktor, 134, 155
kvaternion, 133

Laplaceova matice sousednosti, 116
latinsky Ctverec fadu n, 83

les, 112

linearni faktor, 155

linearni funkcional, 37

linedrni rekurentni formule k-tého
fadu s konstantnimi koefi-
cienty, 60

Lo-8u, 9

Lucasova posloupnost, 67

magicky Ctverec, 92
mapa, 141

matice sousednosti grafu, 107
matroid, 123

madarsky algoritmus, 152
minimalni kostra, 122
mnoZina hran, 161
mnoZina uzld, 160, 161
mocninna Fada, 71

most, 125

multigraf, 159

nakreslen{ grafu, 139
neizomorfni stromy, 120
nekone¢na fada funkci, 71
neorientovand hrana, 159
neorientovany graf, 159

nesouhlasné rovnob&Zné hrany, 159
ndsobnost hrany, 159

obarveni hran, 153

obarveni uzld, 150

obecny graf, 159

obycejny graf, 100, 160
obycejny orientovany graf, 160
ohodnoceni hrany (uzlu), 121
ohodnoceny graf, 100
orientovana hrana, 159
orientovand smycka, 159
orientovany graf, 159, 160
ortogondlni latinské Ctverce, 84
otevieny tah, 108




RIK

\O

Rejstrik

175

Pascalidv trojihelnik, 15
permanent matice, 158
permutace, 20

permutace s opakovanim, 23
Petersentv graf, 154
plandrni graf, 140

Platénova télesa, 145
podgraf grafu, 102
polohamiltonovsky graf, 138
polomagicky ctverec, 93
polomér konvergence, 71
polostupeii uzlu, 161
pravidelny faktor, 134
pravidelny graf, 105
pravidelny mnohostén, 146
pravidlo soucinu, 19

princip duality, 91

princip inkluze a exkluze, 40

princip vylu€ovani a zapojovani prvkd,

40
problém o svatbach, 151
problém obchodniho cestujictho, 100
problém Ctyt barev, 99, 156
prosty graf, 159
prosty hypergraf, 161
pseudograf, 159
pseudomagicky CEtverec, 95
parovéni, 151
pfimka v afinn{ roving, 86
pfimka v projektivn{ roving, 91
pilen{ hrany, 143

rovinny graf, 100, 140
rovnobézky v afinni roving, 86
rovnobézné hrany, 159
rozklad daného typu, 33
rozklad mnoZiny, 32

rozklad éisla, 49

Ri&ni mapa, 9

fez, 74

feSeni rekurentni formule, 59

fad kone¢né afinni roviny, 88
fad kone¢né projektivni roviny, 92
f4d rekurentni{ formule, 59

samoadjungovany rozklad, 51
Saturn, 9

Schlifliv symbol, 146

sled, 108

smycka, 99, 159

smér v afinn{ roving, 86
smiSeny graf, 159

souhlasné rovnob&€Zné hrany, 159
souvisly graf, 109

soucet konec¢né fady, 11
soucet fady, 71

spole¢nost, 161

Steinerdv systém trojic, 81
stereografickd projekce, 147
Stirlingova formule, 12
Stirlingova ¢isla 1. druhu, 14
Stirlingova ¢&isla 2. druhu, 34
Stirlingtiv trojihelnik, 35
strom, 112

stupeii uzlu, 103
supermagicky ctverec, 95
svaz k-tic, 24

systém trojic, 81

Sipka, 99, 160

tah v grafu, 108
trojihelnik, 111
turnaj, 161

tiidy rozkladu, 32
tym, 161

uniformni hypergraf, 161
uzavieny tah, 108

uzel, 159

uzel grafu, 99, 101

uzel kone¢ného stupné, 103
uzel nekonecného stupné, 103

2 X7

uzlové chromatické ¢islo, 150




176

REJSTRIK

uzlové k-chromaticky graf, 150

uzlové k-souvisly graf, 130

uzlové ohodnoceny graf, 121

uzlovy stupeii souvislosti, 128

uzlovy fez, 128

tiloha o hostech, 43

tiloha o sedmi mostech mésta Kré-
lovce, 97

tiplné parovéni, 152

tiplny bipartitni graf, 151

Gplny graf, 102

variace k-té tiidy, 19

variace s opakovanim, 22

variace, permutace akombinace bez
opakovani, 22

Veliky Lo-8u, 93

vlastni podgraf grafu, 102

vnitfni uzel, 108

vrchol grafu, 99, 101

vytvorujici funkce, 73

véta o péti barvich, 158

Youngtv svaz, 52

zjemnéni rozkladu, 32
znaménkovd matice, 107
Zebrik, 116
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