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Uvod

Tato skripta jsou napsana jako dopliujici text predmétu MPSO pro prvni a druhy roc¢nik
magisterského studia FEKT. Dany predmeét se sklada ze dvou odlisnych oblasti matematiky
— statistiky a opera¢niho vyzkumu. Jaddrem prvni ¢asti je zejména udebnice [1], jddrem druhé
¢asti jsou nékteré kapitoly ucebnice [4].

V oblasti statistiky se studenti seznami s mnoha dalsimi statistickymi testy a snad dosdhnou
cile, kterym je vytvofit jisty cit o vhodnosti pouziti toho ¢i onoho statistického testu. V oblasti
operacniho vyzkumu budou studenti jen lehce uvedeni do mnohavrstevné otazky optimalizac-
nich metod a hledani optimalniho feseni. Obor optimalizace nebude ovsem ,navstiven“ do té
miry, kterou by technické aplikace vyzadovaly — mnohé tridy feSenych tloh praxe nebudou v
zorném poli predmétu.

Studenttim, kterti se obavaji velkého poctu stranek v tomto textu, bychom radi tekli, ze

1. Pfedmeét se sklada ze dvou rozsahlych oblasti matematiky a pfedstavit kazdou z nich
priblizné na 150 stranach za pouziti mnoha obrazki a tabulek povazujeme za pfimérené.

2. Vétsi strankovy rozsah nékterych kapitol zvysuje nikoli obtiznost kursu, ale srozumitelnost
prezentace uvedenych pojmi, takze je spiSe pfednosti nez nevyhodou :-)

autori, Brno 2005

Identifikacni tdaje knihy: FAJMON, B., KOLACEK,J.: Pravdépodobnost, statistika
a operacni vyzkum. Elektronické skriptum FEKT VUT, Brno 2005. Identifikac¢ni ¢islo v
informac¢nim systému VUT: MAT503.

(toto skriptum nemé ISBN, ani zadné dalsi identifika¢ni udaje)
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Cast 1
Statistické metody

Predmét MPSO je po BMA3 uz druhym predmétem, jehoz ¢ast se zabyva pravdépodobnosti

Vv

Vv

uz probrany v predmétu BMA3, doporucujeme piislusné oddily projit jesté jednou — jedna se
o oddily 11.3 (zékladni principy statistického testu), 11.4 (pfiklad diskrétniho jednostranného
testu), 13.5 (ptiklad spojitého testu jednostranného i oboustranného), 14.3 (spojity test
pruméru méfenych hodnot) v elektronickém textu BMA3. Uvedené opakovani se bude urcité
hodit. Také tabulku hodnot distribu¢ni funkce ® normovaného normalniho rozdéleni U z textu

ISP T4

Protoze ¢tenaf uz snad zna aspon nékteré principy statistického uvazovani, ,,vkro¢ime piimo
do déje dalsi casti“. Omluvte prosim témata nékterych prikladt — i kdyz uz mame k dispozici
ucebnici [2] Sitou na miru inZenyrského studia, pfiklady z ucebnice [1] jsou vzaty z oboru
sociologie a v nékterych pripadech se jich budeme drzet. Snad to nebude na Gjmu statistické
casti textu, ktera se zabyva popisem velic¢in a zpracovanim dat bez ohledu na to, v jakém oboru
byla data ziskana.

1 Odhad parametrt, t-test, intervaly spolehlivosti

1.1 Nestranny a konzistentni odhad parametru rozdéleni

Ve statistickych testech v kapitolach 13, 14 textu BMAS3 jsme tige pfedpokladali, ze rozptyl o
je znamy. To ale ve skutec¢nosti vétsinou neni pravda a my jej musime odhadnout (= pfiblizné
urcit). Proto se nyni pustime do trochy teorie a praxe v odhadovani parametri.

Priklad 1.1 Pét sad soucdstek o dvaceti kusech bylo podrobeno zkouskam extrémnich teplot.
U kazdé sady je v tabulce uveden pocet soucdstek z danych dvaceti, které v teplotni zkousce
obstadly:

2 20 obstdlo v; x; —T (x; —T)*

13 0 0
11 2 J
12 -1 1
15 2 /
14 1 1

V tabulce uz byla vyuzita hodnota primeéru % > x; = 13. Ve tietim sloupci tabulky jsou uvedeny
Ctverce odchylek od priméru, odkud spocteme empiricky rozptyl (= pramér ctverci odchylek od

primery ... :-)):
1 10
2 _ 2 Y
S—gg(l‘l x)—5—2.
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Jedna se o meéreni hodnot nahodné veliciny, kterou je moZné popsat stredni hodnotou p a roz-
ptylem o2. Ovsem tyto hodnoty nezndme - pokusime se je odhadnout. Otdzka zni: Jak dobrym
odhadem pro u je primér T2 Jak dobrym odhadem pro o? je empiricky rozptyl s*?

Jak uz bylo feceno v oddilech 14.1, 14.2 textu BMA3, hodnoty 7, s? jsou rfizné pro riizné
soubory méfeni, pti jejich popisu uzivame nahodné veliciny X;, X5, ..., Xy oznacované jako
nahodny vybér. Zde v teorii odhadu je potfeba tento i nasledujici pojmy uvést presné.

Definice 1.1 Rikdme, Ze veliciny X1, X, ..., Xy tvori nAhodny vybér rozsahu N z roz-
délent pravdépodobnosti o distribucni funkci F(x), pokud

a) jsou navzdjem nezdvislé;
b) maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti zadané distribucni funkci F(z).

Rozlisujeme tedy stejné jako ve 14.2 (BMA3) mal4 a velkd pismena. Tteba v prikladu 1.1 je
x1 = 13, ale stejné dobre jsme mohli naméfit z; = 10 nebo x; = 17 — tuto ndhodnost prvniho
méteni reprezentuje nahodna veli¢ina X, které neprirazujeme zadnou konkrétni hodnotu, pouze
jsme si védomi, Ze pod (velkym pismenem) X; se mohou skryvat rizné hodnoty. Podobné se
mohou skryvat rtizné hodnoty pod veli¢cinami X, ..., Xx.

Definice 1.2 Libovolnou funkci Ty = T(Xy, Xa, ..., Xn) nad ndhodngm vybérem X, X,
..., Xy nazveme statistikou. Specielné

a) Statistiku

1 N
X =—. X; 1.1
¥ Z (1.1)

nazveme vybérovym prumeérem;

b) Statistiku
_ 1 N
P=—— ) (X, - X) (1.2)

nazveme vybérovym rozptylem.

Ddle pokud do statistiky Ty dosadime konkrétni namérené hodnoty xy, x2, ..., TN,
dostaneme hodnotu ty = t(xy, 9, ..., xyN), kterd se nazgvd realizaci statistiky Ty .

Napiiklad pokud dosadime do vzorct 1.1, 1.2 konkrétni hodnoty méfeni z;, dostaneme
realizaci T vybérového priméru X a realizaci s? vybérového rozptylu S2.

No a nyni néas bude zajimat, jak dobrym odhadem neznamé stfedni hodnoty p veliciny X
je realizace T vybérového priméru X (respektive jak dobrym odhadem neznamého rozptylu o
jsou realizace s%, s2 velicin S?, 52).
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Definice 1.3 Statistiku Ty nazveme nestrannym odhadem parametru =y, pokud ETy = v
(stredni hodnota veliciny Ty je rovna hodnoté parametru 7).

Vysvétleni pojmu nestrannosti pomoci konkrétnich hodnot méreni: pokud budeme opako-
vané mérit hodnoty xy;, a4, ..., oy, a opakované poéitat realizace tn; = t(x1,, T2, ..., TN,)
nestranného odhadu 7T parametru v pro¢=1,2,...,n,..., bude platit vztah

JLHQOP ((%itm> €(y—¢gy —1—5)) =1 (1.3)

plati pro kazdé malé pevné zvolené realné kladné e.

Laicky Teceno, pokud Ty je nestrannym odhadem parametru v rozdéleni veliciny X, tak
pro rostouci n (= rostouci pocet realizaci ty;) je prumér realizaci %ZLI tn,; skoro
jisté (= s pravdépodobnosti rovnou jedné) stéle blize hodnoté ~.

Jinymi slovy, nestrannost zarucuje takovou konstrukci vzorce pro Ty, kterd bere v tivahu
vSechny mozné dostupné realizace ty; a nestrani zadné z nich — pro rostouci pocet realizaci
se aritmeticky primeér téchto realizaci skoro jisté blizi neznamé hledané hodnoté ~.

Definice 1.4 Statistiku T nazveme konzistentnim odhadem parametru v, pokud posloup-
nost ndhodnych veli¢in (Ty)_, konverguje k hodnoté parametru vy podle pravdépodobnosti,

tj.
Nlim P(Ine(y—gy+e)=1 (1.4)
plati pro kaZdée malé pevné zvolené redlné kladné .
Laicky feceno, pokud Ty je konzistentnim odhadem parametru v rozdéleni veli¢iny X, tak

pro rostouci N (= rostouci pocet méreni pro vypocet jedné realizace) je hodnota ¢y
skoro jisté (= s pravdépodobnosti rovnou jedné) stile blize hodnoté ~.

Jinymi slovy, konzistence zarucuje takovou konstrukci vzorce pro Ty, kterd je konzistentni
(= Cesky: duslednd) v tom ohledu, Ze pro rostouci pocet méfeni pii vypoctu jedné realizace
se tato realizace skoro jisté blizi neznamé hledané hodnoté ~.

Uvedené definice nyni osvétlime konkrétné pii hledani odhadu stfedni hodnoty p a rozptylu
o? veli¢iny X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti.

Véta 1.1 Pokud ndhodnd velicina X md konecnou stiedni hodnotu i, tak vybérovy priameér X
je nestrannym a konzistentnim odhadem .

Skutecné, v odstavci 14.2 textu BMA3 bylo spocteno, ze
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a) ux=EX=FE % S X; = p, tj. stiedni hodnota nahodné veliciny X je rovna parametru y;
tedy odhad X je nestrannym odhadem stiedni hodnoty .
b) 02 =DX=Dx> X;= “NQ a plati
lim DX — lim % — 0
Neao TN N

tj. limita rozptylu odhadu X pro rostouci pocet méfeni je rovna nule — jinymi slovy,
realizace odhadu X se pro rostouci pocet méfeni skoro jisté blizi hodnoté u, cili X je
konzistentnim odhadem hodnoty .

Cili vzorec pro priimér hodnot Z funguje piesné tak, jak potfebujeme — ,nestrani“ konkrét-
nimu méfeni a ,skoro jisté“ sméruje pfimo k urceni stfedni hodnoty p, a dale je konzistentni
(= dusledny) v tom smyslu, ze pramér tisice hodnot je ,skoro jisté“ lepsi odhadem p nez
prumeér stovky hodnot.

Otézkou nyni je najit nejvhodngjsi odhad pro nezndmy rozptyl o2 veliciny X. Mame k
dispozici hodnotu S? jako miru vychyleni od priiméru — je ona tim nejvhodnéj$im odhadem
hodnoty o2?

Véta 1.2 Pokud ndhodnd velicina X md koneénou stiedni hodnotu j a konecnyj rozptyl o?, tak
nestrannym a konzistentnim odhadem rozptylu o* veliciny X je viybérovy rozptyl

_ 1 — N -1
2. o 2_ 2"~ .q2
S'_N—lg(Xl X) N S”.

i=1

P¥i vysvétleni obsahu predchozi véty zaénéme nejprve u odhadu S? zopakovanim vzorce —
v textu BMA3 (kap. 10) bylo feeno, Ze empiricky rozptyl s? lze vyjadiit bud z definice jako

1 N
82 = N : Z(.’ﬂz — 5)2, (15)
i=1
nebo po upravéch ve tvaru prakti¢téjsim pro vypocet (= priamér ¢tverctt minus étverec priameéru)

o _ (1 - 2 =2
s —<N2xl>—x (1.6)

Pti matematickém popisu nyni musime konkrétni méfrené hodnoty ve vzorcich nahradit nahod-
nymi veli¢inami s velkymi pismeny a dostavame

(X; — X)?, (1.7)

respektive

2 1 & 9 )
S :<NZX1->—X. (1.8)
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a) Uzijeme zde zndmych faktii z oddilu 14.2 textu BMA3, ze totiz 02 = FX? — u?, a dale
plati 02 = EX — (2. Vypocétéme stiedni hodnotu veliciny S?:

ES® = E(%ZXE—?) - % (3 Bx?) - BX" =
= (X0 ) ~ (k) =

= 0'2—|—lu2—0'2y—/1j2:o' — 0 =0 — = 0.

X N N

[\
=
|
—_
no

Cili stfedni hodnota statistiky S? neni rovna odhadovanému parametru o2, to znamena,
7e S? neni nestrannym odhadem rozptylu o?. Zkratka a dobie vzoredek 1.7 neni dobie
zkonstruovan, protoze jeho realizace s? jsou vzdy trochu mensi neZ neznidmd hledana

hodnota o2 N1
<s2£ ]\_f -02<02),

aZ na patologické ptipady 02 = 0 a 02 = oo, které nas nezajimaji (matematicky jsou
takové nahodné velic¢iny zkonstruovatelné, ale v praxi méfené veli¢iny maji vzdy konecny
kladny rozptyl). Ale k nalezeni nestranného odhadu uz mame jen krok — muzeme se totiz

poucit z vypoétu ES%. Pokud vynasobime S? konstantou 2~ (ozna¢me novou veli¢inu

= N-1
S?):

S2:= ——. 8% (1.9)

tak dostaneme

— N N N —1
E2:—'E 2: . L2 2
S N -1 5 N -1 N

¢ili S? uz je nestrannym odhadem hodnoty o2
b) D4 se ukdzat, ze S? je i konzistentnim odhadem rozptylu o2, coz plyne z faktu, Ze

lim o2; =0,
Nooo 9

ale to zde uz podrobné provadét nebudeme.

Dale budeme jako nestranny a konzistentni odhad rozptylu o? veli¢iny X uzivat tedy statis-
tiku S2. M4 tedy jesté néjaky smysl ,stard a prekonana® hodnota 527 Vratime-li se k prikladu
1.1, kde s* = 2, lze vypodist s> = 2.2 =25,

1. Hodnota s? = 2 m4 svou vahu — vyjadiuje rozptyl souboru uvedenych péti méieni. Jedna
se o empiricky rozptyl — rozptyl naméfenych hodnot.

2. Skutecny rozptyl o? veli¢iny prezivsich soucastek je v&tsi nez rozptyl méfeni u péti sad —
proto je s2 = 2,5 jeho vhodnéjsim odhadem.
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V prikladu 1.1 miizeme uzaviit, ze pocet prezivsich soucastek ze sady dvaceti pfi ex-
trémni teplotni zatéZi 1ze popsat normalnim rozdélenim s parametry =7 = 13, 02 = 52 = 2,5.

Jednoduse feceno, rozptyl s? vypocteny z nékolika naméfenych hodnot je vidy o néco

mensi neZ skuteény rozptyl o? méiené veli¢iny. Proto pfi odhadu o2 musime vypoctené s?

ytrochu zvétsit“ vynasobenim c¢lenem %

Dalsi mozny tvar vzorce pro S? lze ziskat po ipravach s vyuzitim 1.8 a vztahu X = % S0 Xi

_ N N 1 1 2
Szzm.y:m.(NZXf—m(ZXi) ),

a tedy po vykraceni konstantou N a roznasobeni zavorky dostaneme

_ 1 K, 1 A
2_<ﬁ;X’>_m<;XZ> _ (1.10)

Definice 1.5 Viraz ss:= Y (z; — T)? budeme nazyvat soudet &tverctt mérent veliciny X .

P1i tomto oznaceni plati

1
2 _ _
S* = N SS (1.11)
a zejména
w1 g5 (1.12)
N —1

S pojmem souctu ctverci budeme jeSté pracovat zejména v kapitolach 2 a 4. Podle
okolnosti budeme pii vypoctu S? uzivat vzorec 1.2, 1.9, 1.10 nebo 1.12.

Zbyva jesté vyjadreni k takzvanému poctu stupnii volnosti odhadu.

Priklad 1.2 Kdybych vam rekl, abyste mi nadiktovali pét redlnych cisel, a nedal Zadnou dalsi
podminku nebo omezent, mohli byste rict cisla, jaka chcete, napriklad

0,70, 314, 32, 100.

Mate svobodu volby, kterd c¢isla vybrat. Jinymi slovy, mdte pét stuprnit volnosti, protoZe si zcela
svobodné a volné vybirdte pét cisel.
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Kdyby ale kol znel: Nadiktujte mi pét cisel, jejichZ primeér je 25, trochu bych vast volnost
omezil — pruni ctyri cisla byste mohli volit libovolné, napriklad

0,70,314, 32,

ale pdté cislo je mym poZadavkem jednoznacné urceno. Aby prumeér péti cisel byl 25, jejich
soucet musi byt roven 5 - 25 = 125, tj. pdté cislo musi byt rovno 125 — 416 = —291. Tuto
druhou ulohu lze charakterizovat tim, Ze stupen jeji volnosti je 4.

Cili obecné pro N hodnot, u kterych je predem ddn jejich primér, zbyvd N — 1 stuprid
volnosti.

Podobnéa situace se objevuje i pii odhadovani rozptylu populace: Uvazujeme-li soubor
méreni N hodnot jisté veli¢iny X, z nich lze urcit primér z. Chceme-li dale odhadnout rozptyl
pro tuto konkrétni (uz uréenou) hodnotu z, mame uz jen N — 1 stupi volnosti (ve vzorci pro
52 hodnotu T potfebujeme znét, protoze pii uréeni s? pocitdme totiz miru vychyleni méfeni
pravé od hodnoty 7).

Tedy tieba v ptikladu 1.1 méa odhad rozptylu s2 = 2.5 &tyfi stupné volnosti.

Tento pristup urceni poctu stupnd volnosti lze uzit i na nékteré dalsi situace v tomto
textu. Obecné plati:

Pocet stupnt volnosti odhadu = pocet méreni minus
pocet parametri odhadnutych jiz diive.
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1.2 t-test typu ,,u =konstanta®

Piiklad 1.3 Je znama ndsledujici grafickd iluze (viz obr. 1.1), Ze totiZ usecka a se zdd delsi
nez usecka b (pocitd se délka bez koncovich Sipek), i kdyz ve skutecnosti jsou obé usecky stejné

dlouhé.

Obr. 1.1: K pi. 1.3: Graficka iluze: délky usecek a, b jsou stejné.

Chceme nyni experimentem ovérit, Ze usecka typu a se zdd pozorovateli delsi sama o sobe,
bez porovndni s useckou b. Ndhodné vybranym péti lidem jsme na deset sekund ukdzali usecku
a dlouhou 6 cm. Poté jsme je poZadali, aby usecku dané délky nakreslili, a zmeérili jsme jeji
délku. Byla ziskdna data x1 =8, 19 =11, 23 =9, x4 =5, x5 = 7.

Primeér téchto dat je T = 8 cm. Chceme testovat hypotézu, ze stfedni hodnota p celé lidské
populace pri ohodnoceni délky tsecky je vyznamné vétsi nez jeji skutecna délka 6 cm. V této
situaci neznadme rozptyl 0 méfené veli¢iny a musime jej odhadnout pomoci s2. Pak testovacim

kritériem nebude _
z—6

a

VN
(jako tomu bylo v kap. 14 textu BMA3), ale tzv. rozdéleni ¢ s hodnotou vypoctenou podle

vztahu _
t:= ng,kdegz\/ﬁ.
VN
Toto t-rozdéleni odvodil jisty pan William Sealy Gosset — ovSem pfislusny ¢lanek uverejnil
nikoli pod svym vlastnim jménem, ale pod jménem Student, a rozdéleni je tedy znamo pod
nazvem Studentovo t-rozdéleni.
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Hustota t-rozdéleni zavisi na po¢tu v stupni volnosti, se kterymi se uréi odhad rozptylu S2,
a ma tvar

1 r

—~

1+v
)
14+v 14v

VG E) T VR e 2)

podle toho, zda se ¢tenafi vice libi funkce

fu()

ﬁ@ﬂ)zszﬂ-@—UVﬂu

(tzv. B-funkce), nebo funkce

D)= [ ety
0

(tzv. I-funkce). Pfechod mezi jednotlivymi verzemi vzorce hustoty plyne ze vztahu mezi
[-funkci a I'-funkci

L'(p) - T'(g)
T(p+q)
a z jedné dalsi drobnosti, ze totiz I'(3) = /7 (tato drobnost je vypoctena napifklad v

ucebnici [3], kterd je vice zaméfena na odvozovani matematickych vztahii v porovnani t¥eba s
ucebnici [2]).

B(p,q) =

Funkce f,(z) je opét jedna z funkci, kterou by ¢lovék nerad potkal pozdé v noci v lese, ale
ukazuje se, ze i takové funkce jsou uzitecné.

Uvedme zde nékteré vlastnosti t-rozdéleni, které budeme vyuzivat:
a) Hustota f, je symetrickou funkci vzhledem k ose y, tj. je suda: plati f,(z) = f,(—x).

b) Kritickd ¢-hodnota je déle od pocatku nez kritickd U-hodnota, protoze t-rozdéleni je od-
vozeno pii neznamém rozptylu, tj. zahrnuje vétsi miru ndhodnosti a nejistoty nez U-
rozdéleni (veli¢ina ¢t mé vétsi rozptyl nez veli¢ina U). Hustota rozdéleni ¢ je ,nizsi a Sirsi“
nez hustota rozdéleni U.

c) Cim lepsi je na$ odhad neznamého rozptylu o méfené veli¢iny, tim vice se t-rozdéleni bude
podobat U-rozdéleni. A odhad rozptylu bude tim lepsi, ¢im vyssi je pocet méfeni N (tj.
¢im vyssi je pocet stupn volnosti v).
Vlastnosti b), ¢) lze znézornit graficky porovnanim U-rozdéleni s ¢-rozdélenim o rtizném

poctu v stupni volnosti — (hustota U-rozdéleni je v obréazcich znazornéna plnou ¢arou,
hustota t-rozdéleni ¢arkovanou carou):
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=2
y=4
v =10
k - - p T 2 3 v =60

Z obrazk je vidét, Ze pro rostouci pocet stupiiti volnosti se hustota t-rozdéleni (v obrazku
jeji graf vyznacen slabé) svym tvarem stale vice blizi ke tvaru funkce hustoty U-rozdélen,
a pro v = 60 je hustota t-rozdéleni prakticky totozna s hustotou U-rozdéleni (omlouvam
se za malou tloustku car, ale pii silnéjsi tloustce nebyl na obrazku patrny rozdil mezi
¢arkovanou a plnou ¢arou).

d) Pro urceni kritickych hodnot t; budeme potifebovat hodnoty integrala

P,(t<xz)=F,(x)= /90 fo(w)du, P,(—x<t<uz)= /x fo(uw)du.
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Tyto integraly se nepocitaji vidy znovu a znovu, ponévadz jejich vypocet je slozity, ale
jednou provzdy byly spocteny a sestaveny do tabulky. Protoze pro jednu hodnotu v
lze sestavit tabulku tak velkou jako je tabulka funkce ® (BMA3), méli bychom pro 35
riznych hodnot v také 35 riznych tabulek. Toto mnozstvi dat je zredukovano jen na
nékolik hodnot v zavislosti na hladiné vyznamnosti a.

Vv

tabulka kritickych hodnot pro rtizné o a v — jedna se o tabulku 1.1. S touto tabulkou
budeme pracovat tak, ze vybereme tadek s danym poctem stupnt volnosti v, sloupec s
danou hodnotou a = ¢ u pravostranného (o = 2¢ u oboustranného) testu. Na pruseciku
rfadku se sloupcem se pak nachéazi pozadovand kritickd hodnota testu.Tabulku lze volit
takto tsporné, protoze mezi jednostrannym a oboustrannym testem je nasledujici vztah:

— t u levostranného testu se lisi od pravostranného pouze znaménkem.

— 1 u pravostraného testu pro a = ¢ je stejné jako | & tx| u oboustranného testu pro
a = 2q. Je to vidét i na srovnani nasledujicich dvou obrazki:

4 3 2 1 ui@
-0,1
t=2,132

Pravostranny t¢-test pro a = ¢ = 0,05, v = 4 ... t;, = 2,132. Srafovand &ast tvoii 5%
obsahu celého podgrafu.

tm:-2,132'°é t =2,132

Oboustranny t-test proa« =2¢=0,1, v =4 ... t,, = —2,132, t, = 2,132. Srafovana
¢ast tvori celkem 10% obsahu celého podgrafu (na kazdé strané je vysrafovano 5%
obsahu podgrafu).
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Tabulka 1.1: Kritické hodnoty t-testu.

q=04] 025 0,1] 005 0,025] 0,01] 0,005 0,001
vil2g=08] 05| 02| 01| 005 002 0,01| 0002
1] 0,325] 1,000 [ 3,078 | 6,314 | 12,704 | 31,821 | 63,657 | 318,31
21 0,280 0,816 | 1,886 | 2,920 | 4,303 | 6,965 | 9,925 | 22,326
31 0,27710,765 | 1,638 | 2,353 | 3,182 | 4,541 | 5,841 | 10,213
4| 02710741 | 1,533 | 2,132 | 2,776 | 3,747 | 4,604 | 7,173
50 0,267 0,727 | 1,476 | 2,015 | 2,571 | 3,365 | 4,032 | 5,893
6| 0265(0,718|1,440 | 1,943 | 2,447 | 3,143 | 3,707 | 5,208
71 0,263]0,711 | 1,415 | 1,805 | 2,365 | 2,998 | 3,499 | 4,785
8| 0262]0,706| 1,307 | 1,860 | 2,306 | 2,806 | 3,355| 4,501
9| 0,2610,703 1,383 1,833 | 2,262 | 2,821 | 3,250 | 4,297
10| 0,260 0,700 | 1,372 | 1,812 | 2,228 | 2,764 | 3,160 | 4,144
11| 0,260|0,607 | 1,363 | 1,796 | 2,201 | 2,718 | 3,106 | 4,025
12| 0,259 0,695 | 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 | 3,055 | 3,930
131 0,259 0,604 | 1,350 | 1,771 | 2,160 | 2,650 | 3,012 | 3,852
14| 0,258|0,692 | 1,345 | 1,761 | 2,145 | 2,624 | 2,977 | 3,787
15| 0,258 0,601 | 1,341 | 1,753 | 2,131 | 2,602 | 2,947 | 3,733
16| 0,258 0,690 | 1,337 | 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 | 3,686
17| 0,257]0,689 | 1,333 | 1,740 | 2,110| 2,567 | 2,808 | 3,646
18| 0,257|0,688 | 1,330 | 1,734 | 2,101 | 2,552 | 2,878 | 3,610
19| 0,257|0,688 | 1,328 | 1,729 | 2,003 | 2,539 | 2,861 | 3,579
20| 0,257 10,687 | 1,325 | 1,725 | 2,086 | 2,528 | 2,845 | 3,552
21| 0,257 0,686 | 1,323 | 1,721 | 2,080 | 2,518 | 2,831 | 3,527
22| 0,256 |0,686 | 1,321 | 1,717 | 2,074 | 2,508 | 2,819 | 3,505
23| 0,256 |0,685 | 1,319 | 1,714 | 2,069 | 2,500 | 2,807 | 3,485
24| 0,256 |0,685 | 1,318 | 1,711 | 2,064 | 2,492 | 2,797 | 3,467
25| 0,256 |0,684 | 1,316 | 1,708 | 2,060 | 2,485 | 2,787 | 3,450
26| 0,256 | 0,684 | 1,315 | 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,435
27| 0,256 |0,684 | 1,314 | 1,703 | 2,052 | 2,473 | 2,771 | 3,421
28| 0,256 10,683 | 1,313 | 1,701 | 2,048 | 2,467 | 2,763 | 3,408
29| 0,256 |0,683 | 1,311 | 1,699 | 2,045 | 2,462 | 2,756 | 3,396
30| 0,256 0,683 | 1,310 | 1,697 | 2,042 | 2,457 | 2,750 | 3,385
40 || 0,255 0,681 | 1,303 | 1,684 | 2,021 | 2,423 | 2,704 | 3,307
60| 0,254|0,679 | 1,296 | 1,671 | 2,000 | 2,390 | 2,660 | 3,232
120 | 0,254 | 0,677 [ 1,280 | 1,658 | 1,98 | 2,358 | 2,617 | 3,160
oo |l 0,253]0,674(1,282|1,645| 1,960 | 2,326 | 2,576 | 3,090
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— Ze symetrie hustoty t-rozdéleni je patrné, Ze pokud budeme provadét levostranny t-
test, staci najit kritickou hodnotu pravostranného testu a zménit jeji znaménko na
zZaporneé.

Vratme se nyni zpét k prikladu 1.3 a provedme statisticky t-test:

(K1) Hy: =6 (stredni hodnota délky usecky neni ovlivnéna iluzi prodlouZent).

(K2) Testovym kritériem bude vibérovy primeér X, jehoZ realizaci T = 8 pievedeme na t-
hodnotu
8§—6
estos

(,est” oznacuje odhad, z anglického ,,estimate“kstimit] — protoze v dalsim textu budeme
odhadovat odchylku © pomoct jingych funkci neZ X, bude vyhodné si timto oznacenim pri-
pomenout, u které veliciny vlastné odchylku nebo rozptyl odhadujeme).

(K3) s2=05, a tedy
2 5

N 5
pricemz pocet stupniid volnosti odhadu je N —1 =5 —1 =4, tj. za predpokladu platnosti
Hy ma velicina ¥ Studentovo t-rozdéleni pro v = 4.

(K4) Prislusnd kritickd hodnota ty, je na priseciku tadku v = 4 a sloupce pro a = 0,05 (u
pravostranného testu), tj. t;, = 2,132.

(K5) % =2 < tp = 2,132 = Hy nezamitame, nenasli jsme dostatek dikaziu pro potvrzent

tluze vetsi delky.

1.3 Nékolik poznamek ke statistickému testu
1.3.1 Logika formulace ,nezamitame Hy*

V pravé dokonceném prikladu bylo odpovédi ,hypotézu Hy nezamitame®. Logiku této formulace
snad osvétli nasledujici priklad.

Priklad 1.4 KdyZ néco nékde nenajdu, neznamend to, Ze to tam nend.

S nastupem lyZarské sezony jsem zacal oprasovat svou vystroj a zjistil, Ze nemohu najit své
lyZarske bryle, i kdyZ jsem prohledal cely byt. Usoudil jsem, Ze se asi ztratily v prubéhu posledniho
lyZovani nebo pres léto, a se zoufalstvim v ocich ozndmil manZelce, Ze budu muset utratit 800 K¢
za nove. ManZelka byla vydésena touto poznamkou a poZdadala mne, abych provedl hleddni jeste
jednou a dukladnéji. Dosti neochotné jsem tak ucinil, ale nakonec jsem bryle nasel v zadnim
rohu své skriné.
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Tento priklad je ilustraci jednoho celkem logického principu: pokud naleznu hledany
predmét, urcéité vim, Ze tam je. Ale pokud jej nenaleznu, miZe to znamenat bud Ze tam neni,
nebo Ze tam je, ale mé hledani nebylo dost diikladné (nemélo dostate¢nou silu).

Testovani hypotéz je také takovym hledanim — hledame vliv jedné veli¢iny na druhou
veli¢inu. Pokud nalezneme tento vliv (zamitdme H,), vime ,s jistotou* (na hladiné
vyznamnosti «), ze existuje. Pokud vliv nenalezneme, mize to znamenat bud Ze tento vliv
neexistuje, nebo ze existuje, ale sila testu nebyla dostatecné pro jeho nalezeni.

Vysledek ,zamitdme Hy“ mé docela pevny logicky zdklad (pro o = 0,05 plati s
pravdépodobnosti 95%). Ale Fict v pfipadé, kdy nebyla pfekroc¢ena kritickda hodnota, ze ,,H,
prijimame* nebo ,,H, plati“, je prilis ukvapené, protoze pti diikladnéjsim hledani by se mohlo
ukazat, ze urcity vliv existuje, tj. Hy neplati. Ustalilo se tedy rceni ,nezamitame H,“, které
odpovida jisté opatrnosti v u¢inéni konec¢ného zavéru.

Fraze ,nezamitame Hy“ je tedy opatrnym vyjadrenim, které je zcela na misté. Znamena
to, ze rikame: ,Vysledky testu nam neposkytuji dostatecné dikazy k zavéru, ze H, neplati.”

K prikladu 1.4: Co by to znamenalo, kdybych provedl tak dikladné hleddni, Ze bych obratil
cely byt naruby, ale presto bryle nenasel? Stdle by existovala jistd mald Sance, Ze jsem je
prehlédl v néjaké zapadlé skvive, ale protoZe jsem je nenasel, bylo by rozumné koupit nove.

Podobné i experiment provedeny v izasné sile a rozsahu, pokud neprokaze vliv nezavislé
proménné na zavislou proménnou, nas vede k zavéru, ze ,je rozumné piijmout Hy“.

Priklad 1.5 Chceme otestovat kvalitu jisté techniky pamatovani. Vybereme nahodné dvé sku-
piny lidi. Obéma skupinam je predloZen jisty pocet navzdajem nesouvisejicich slov k zapama-
tovani (naptiklad 20 slov). Poté jsou lidé z pruni skupiny okamZzité vyzkouseni, kolik slov si
zapamatovali. Lidé ze druhé skupiny jsou vyzkouseni aZ o tyden pozdéji. Cili nezdvislou promén-
nou je doba pamatovdni, zavislou promeénnou je pocet zapamatovanych slov z danych dvaceti.
Stanovime hypotézy testu:

Hy: pocet zapamatovanych slov nezdvisi na dobé pamatovdani (technika zapamatovani byla tak
dobrd, Ze po tydnu si pamatugi stejné dobre jako po bezprostiednim nauceni slov).

Hy: pocet zapamatovanych slov zdavisi na dobé pamatovani (= dobé drieni slov v paméti).

Pokud v testovanych skupindch bude napriklad jen v kaZdé pét lidi a vliv se neprokaze, muzZeme

uzavrit, ze Hy plati, tj. Ze technika uceni je vynikajici? Asi ne, protoZe prdavé zde bychom se

mohli dopustit te chyby, Ze jsme vliv nenasli, © kdyz je mozné, Ze existuje. Na druhé strane pokud

by v kazZdé z testovanych skupin bylo 10000 lidi a stdle by se meprokdzala existence zdvislosti,
zaver ,Hy plati“ by asi byl docela rozumny.

1.3.2 Snizeni rozptylu zvysuje silu testu

V prikladu 1.5 1ze vidét jednu celkem pfirozenou skutecnost, ze totiz vypovédni sila statistického
testu se zvysSuje se zvySenim poctu méfeni. Pro pfipomenuti sila testu je pozitivni pojem — je



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 21

to pravdépodobnost, se kterou spravné zamitneme H,, pokud plati H;. Je to tedy jakasi sila
nalezeni vlivu mezi proménnymi testu. Na tuto silu ma predevsim vliv rozptyl 0% neboli (viz

BMA3, kapitola 14)

2
%= (1.13)

Cokoli, co snizuje rozptyl 027, zvysSuje soucasné i silu testu. Jednim ¢initelem je pocet métfeni
N — je vidét ze vzorce, ze pokud zvysujeme N, zvysuje se hodnota jmenovatele ve zlomku, a
tim kleséd hodnota rozptylu. Dalsi moznosti, jak snizit rozptyl, je snizit prfimo hodnotu rozptylu
0% celé populace v &itateli zlomku. Pokud si iikite, Ze 0% je ddno a nelze je pfece ménit,
méate pravdu. Ale stejné nékteré vlivy na rozptyl o2 celé populace miizeme vyloudit vhodnym
naplanovanim experimentu.

Priklad 1.6 Experimentem se md zjistit, zda alkohol v krvi md vliv na reakcni dobu tidice.
Ndhodné byly vybrdny dve skupiny lidi. Proni skupiné je mabidnut alkohol ve formé ginu
s tonikem, druhé skupiné pouze tonik. Pak jsou wvsichni podrobeni méreni reakéni doby.
Testovany clovek sedi u stolu a pred sebou ma lampu s cervenou Zarovkou a tlacitko. Lampa
se rozsvécuje v ruznych nepravidelnych intervalech — jakmile se rozsviti, je ukolem testovaného
co nejrychleji stisknout tlacitko. Je zmérena jeho reakéni doba (v milisekunddch). U kaZdého
cloveéka se méreni nékolikrat opakuje, a pak je vypocten primer jeho reakcni doby.

Samozreyme uvnitt kaZdée ze skupin se projevi urcitd variabilita v primeéerné dobé reakce. Ta
je dana ruznymi faktory, z nichZ nékteré nemuzZeme ovlivnit, ale jin€ ano. Mezi neovlivnitelné
faktory patri:

1. Ndlada cloveka béhem méreni ($patnd ndlada = delsi doba reakce).
2. Osobni predpoklady — nékdo ma proste schopnost rychlejsi reakce neZ ostatni.
3. Postoj cloveka vici experimentu (znudény postoj = delsi doba reakce).
Mezi ovlivnitelné faktory lze zahrnout
1. Teplotu v mistnosti, kde se provadi méreni (extrémni teploty = delsi doba reakce).
2. Vihkost v mistnosti, kde se provadi méreni (vyssi vihkost = delsi doba reakce).
3. Pohlavi (u Zen ... kratsi doba reakce).
4. Vek (vyssi vek ... krat$i doba reakce).
5. Cas dne (méreni pozdé odpoledne ... del§i doba reakce).

Nekteré faktory rozptylu hodnot miZzeme vyznamné ovlivnit — jak vybérem sledované po-
pulace (omezeni se na stejné pohlavi a vék eliminuje rozdily zptisobené témito faktory), tak
zajisténim stejnych podminek méfeni (stald vlhkost a teplota mistnosti, méfeni u vSech ve stej-
nou denni dobu). Timto zptisobem planovani a provedeni experimentu pak nésledny statisticky
test ziska vétsi vypovédni silu v téch parametrech, které jsou pro nas dulezité, a neni zkreslen
rozdily v téch ovlivnitelnych faktorech, které nas nezajimaji.
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1.4 Interval spolehlivosti pro stredni hodnotu p

Y

vosti. V této fazi vykladu se sezndmime s intervalem spolehlivosti pro Stredm hodnotu EX = p
prumeéru z normalniho rozdéleni.

1.4.1 Interval spolehlivosti pro i pfi znamém rozptylu

Stredni hodnotu p méfené veli¢iny obyc¢ejné nezname. Kdybychom ji znali, nemusime provadét
ani méfeni, ani statisticky test Urcit p je v podstaté nasim cilem.

Jakymsi odhadem stiedni hodnoty je vybérovy primér X. Oviem tento primér (zejména
pfi nizsim poctu méfeni N) neni pfesné roven stfedni hodnoté p — vlastné vime, Ze plati
P(X = u) = 0. Potiebovali bychom spise najit néjaky interval (X — a; X + a) pro néjaké
vhodné a ,ne pftilis velké“ a > 0. A to bude vlastné interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu
. Presnéji feceno, r%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu x priméru X je

takovy interval, ktery obsahuje ;1 s pravdépodobnosti ;.

Piiklad 1.7 Zivotnost 75-wattové Zdarovky md normdini rozdéleni se smérodatnou odchylkou
o = 25 hodin. U nahodné vybraného vzorku dvaceti Zarovek byla namérena primeéernd Zivot-
nost T = 1024 hodin. Utvorte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu i primérné
Z1votnosts.

Reseni tohoto piikladu je instruktivni, proto si dovolim vypnout kurzivu (:-)). Kazdy in-
terval spolehlivosti je velmi tizce svazan se statistickym testem. Budeme se zabyvat zejména
oboustrannymi intervaly spolehlivosti, proto v nasem prikladu je zde vazba na oboustranny
U-test s hypotézami

Hy: = po (skuteénou stfedni hodnotu gy nezname).

Hi: p# po.

Pokud hledame 95%-ni interval spolehlivosti, je piislusné hladina vyznamnosti o = 0,05. Krité-
riem testu je vybérovy primér X. Déale vezmeme v ttvahu pocet méfeni pro vypocet priméru:

25
< =5,99.

=N T

Jak je dobfe znamo ze BMA3, prislusné kritické hodnoty v tomto pfipadé jsou

=-1,96, u;_s =1,96.

M\Q

Obé tyto hodnoty lze pfevést na kritické hodnoty vzhledem k veli¢iné X:

fm - /LO —
-19%6=—-— = m = Mo — 1,96 - 5,59 = g — 10,96;
; 559 Tm = Ho o
f'v — Mo

1,96 =

S50 < To= o+ 196559 = i + 10,96,
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Interval pro ,nezamitnuti Hy* je pak

X € (o — 10,96; o + 10,96) . (1.14)

Ovsem hodnotu /iy nezname. Ale pokud ze vzorce 1.14 vyjadiime misto X hodnotu g,
dostaneme vztah pro interval spolehlivosti:

to € (X —10,96; X +10,96) . (1.15)

Odtud pro jednu realizaci T = 1024 dostaneme

110 € (1024 — 10,96; 1024 + 10,96) = (1013,04: 1034,96),

se spolehlivosti 0,95, coz je odpovéd prikladu 1.7. Obecné s vyuzitim symetrie

ug = —tig

lze (1 — «) - 100%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p p¥Fi znadmém
rozptylu psat ve tvaru

pe (X - Ui-g cog X + Ui-g ox) - (1.16)

V nékteré literatufe se objevuje kromé pojmu ,interval spolehlivosti“ jesté pojem
,konfiden¢ni interval“ — to je jen nespravny (nebo jiny) pieklad anglického terminu ,confidence
interval“, ale jedna se o totéz (prekladatelé se zase jednou nedomluvili ... :-)).

Pojem intervalu spolehlivosti izce souvisi se silou pfislusného statistického testu — jak uz
to vyplyva ze vzorce 1.16, ¢im vétsi je sila prislusného statistického testu, tim mensi je rozptyl
0%, a tim uzsi je interval spolehlivosti.

1.4.2 Interval spolehlivosti pro y pfi neznamém rozptylu

Piiklad 1.8 UvaZujme stejnou situaci jako v prikladu 1.7 (N = 20, T = 1024 ), pouze odchylka
o neni zndmd a musime ji odhadnout — tedy z mereni Zivotnosti u dvaceti Zdrovek byl vypocten
rozptyl s2 = 625. Odtud o
, §2 625
estoy = N0 31,25.

Tedy estox = /31,25 = 5,59 — toto cislo je stejné jako v prikladu 1.7, ovsem nyni se
nejednd o presnou hodnotu, ale odhad, cili zde bude v = N — 1 = 19 stupni volnosti odhadu.
Naleznéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu p vibérového primeéru X .

V prislusném statistickém testu pouzijeme nyni ¢-rozdéleni — nalezneme kritické hodnoty
pro oboustanny test (aw = 2¢ = 0,05) a pro v = 19 stupiii volnosti (tabulka 1.1): ¢, = 2,093,
odtud ¢, = —2,093.



24 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

Hypotézy Hy, H; a kritérium oboustranného testu zde zustavaji stejné jako v 1.7: Hy : p =
Lo, Hy @ pu # g, kritériem je vybérovy primeér X. Prepoc¢teme nyni kritické hodnoty vzhledem
k veli¢iné X:

fm_,uO

—2093=——7""— = T, = —2,093-559 = po— 11,7,
, 550 Tm = Ho 1o
fv — Mo _
2,093 = 59 = Ty = o+ 2,093 5,59 = po + 11,7.

Nyni interval pro ,nezamitnuti Hy“ je

X € (o — 11,75 o+ 11,7) (1.17)

nas ovSem zajima spise tvar (rychle jej nan prevedem)

o € (X —11,7; X +11,7) . (1.18)
Odtud pro pfiklad 1.8 se spolehlivosti 0,95 a realizaci (= konkrétni méfeni) priméru = =

1024 dostaneme
po € (1024 — 11,7;1024 4+ 11,7) = (1012,3; 1035,7),

Vidime, ze pii vétsi mife nejasnosti, kdy rozptyl nezname a musime jej odhadnout, je
interval spolehlivosti §irsi (ostatni hodnoty v piikladech 1.7 a 1.8 jsou stejné, takze lze opravdu
provést porovnani).

Obecné s vyuzZitim symetrie

tg = ~hi-g

lze (1 — «) - 100%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi neznamém
rozptylu psat ve tvaru

pe (X - ti—a - estog; X + ti_a - estox) . (1.19)

1.4.3 Neékolik dulezitych poznamek k intervaliim spolehlivosti

vvvvvv

=)

a) Vztah mezi intervalem spolehlivosti a pravdépodobnosti. Je potieba Fici néco
velmi dilezitého k formulaci ,95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu p
obsahuje tuto hodnotu s pravdépodobnosti 0,95¢. Véta je vyslovena spravné ale
muze byt zavadéjici — a problém pochopeni souvisi s pojmem statistika a realizace
statistiky (viz definice 1.2). Interval spolehlivosti je totiz vlastné intervalem, jehoz
mezemi jsou nahodné veliciny. A pak pro konkrétni méfeni dosadime do vzorci
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1.16, 1.19 konkrétni realizaci . Tteba v piikladu 1.7 interval (1013,04;1034,96) ne-
znamou stfedni hodnotu 1 bud obsahuje (stoprocentné), nebo neobsahuje (stoprocentné).

Souvislost s pravdépodobnosti se projevi pouze pri opakovaném méfeni a opakované
konstrukeci realizace intervalu spolehlivosti: pokud bychom naptiklad tisickrat zopakovali
experiment zméreni zivotnosti u dvaceti zarovek, spocetli tisic rtznych realizaci 7,
To ..., T1p00 @ sestrojili tisic riiznych realizaci intervalu spolehlivosti podle vzorce 1.16,
tak priblizné 95% téchto intervali (tj. asi 950 z nich) bude nezndmou hodnotu u
obsahovat, zbylych pét procent ji obsahovat nebude.

V dalsich vypoctech realizaci intervalii spolehlivosti pro  budu slovo ,realizace* vyne-
chavat, takze pojem interval spolehlivosti se stiedem v X (stiedem intervalu je nikoli
konkrétni hodnota, ale ndhodna veli¢ina) bude splyvat s pojmem realizace intervalu
spolehlivosti se stfedem v T (stfedem intervalu je konkrétni ¢islo). Matematicky je mezi
témito dvéma pojmy rozdil, ale v praxi pod intervalem spolehlivosti mame na mysli vzdy
konkrétni interval vypocteny na zékladé méreni. !l :-)

b) Jednostranné intervaly spolehlivosti. Pozorny ¢tenafr by moznd mohl polozit
otazku: no dobra, oboustranny interval spolehlivosti odpovida jistému oboustrannému
statistickému testu (piiklad 1.7) — pokud se ale tykd jednostrannych testi (napiiklad
test grafické iluze 1.3), existuje také u nich néjaky analogicky jednostranny interval
spolehlivosti? Odpovéd zni ,ano, existuje“. Jeho odvozeni je analogické, provedme jej
naptiklad pro data testu grafické iluze 1.3:

Hy : o= po, Hy @ o > po, kritériem je X, kritickou hodnotu pouzijeme pfesné tu stejnou
jako v daném pravostranném testu: ¢, = 2,132. Pfevodem normovaného tvaru kritické
hodnoty do tvaru aktualniho vzhledem k veli¢iné X dostaneme

9,132 = Lk Ho

=T = o+ 2,132-1 = py + 2,132;

tedy interval pro ,nezamitnuti Hy“ je

X € (—o0; o + 2,132), (1.20)

ale protoze nas zajiméa spise interval pro g, tak z tohoto vztahu vyjadiime ohraniceni
pro po a index 0 vypustime:

pe (X —2,132;00) = (5,868; 00) (1.21)

a to je hledany interval se spolehlivosti 0,95. Vidime, ze oboru 1.20 pravostranného
testu odpovida levostranny interval spolehlivosti 1.21.
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I kdyz jsou tedy jednostranné intervaly spolehlivosti zcela prirozené a mozné, v dalsim
textu se na né nebudeme prilis zamérovat — spiSe nas bude zajimat vymezeni pro p na
intervalu konecné délky. Tedy i kdyz budeme provadét jednostranné statistické testy,
intervaly spolehlivosti budeme hledat na zakladé ptislusného oboustranného testu se
stejnou hladinou vyznamnosti.

Tak tedy i v ptikladu 1.3 lze sestrojit oboustranny interval spolehlivosti: Pro v = 4 je
kritickd hodnota rovna

ty oo (4) = 2,776;

Pak (vzorec 1.19):

pe(8—2,776-1:8+ 2776 - 1) = (5,224; 10,776).

c¢) Vztah mezi intervalem spolehlivosti a statistickym testem. Mezi vysledkem statis-
tického testu a intervalem spolehlivosti existuje jednoznacény vztah:

Statisticky test zamitne hypotézu Hy : u = po pravé tehdy, kdyz
1o nenalezi do prislusného intervalu spolehlivosti

Treba pokud bychom v situaci prikladu 1.7 testovali hypotézu Hy : g = 1000, misto
abychom provadéli test, staci se podivat na prislusny interval spolehlivosti oboustranného
testu: 1000 ¢ (1013,04;1034,96), tj. to znamend, Ze piislusny statisticky test zamitne
hypotézu H,.

Nebo podivame-li se na ptiklad pravostranného testu 1.3, kde Hy : p = 6, vidime, ze
6 € (5,868; 00) (levostranny interval spolehlivosti vypocten v pfedchozi poznamce b)), tj.
to znamena, ze hypotéza H, ptislusného jednostranného testu nebude zamitnuta.

d) Interval spolehlivosti uvadi vice informaci nez statisticky test. Omlouvam se za
dalsi ¢lenéni, ale budu prezentovat tuto poznamku ve ¢tyrech myslenkach:

1. Vysledek statistického testu neni pfesné to, co bychom chtéli znat. Ve skutecnosti
chceme znat miru platnosti hypotézy Hi, je-li dan vysledek experimentu — ovSem
misto toho se ze statistického testu dovidame pravdépodobnost vysledku experi-
mentu za pfedpokladu platnosti hypotézy Hy (a stile nezndme miru platnosti H;,
a to ani v ptipadé, kdy je Hy zamitnuto).

2. Statisticky test nam ve svém vysledku nedava informaci o rozsahu studova-
ného vlivu, kdezto interval spolehlivosti ano. Informace o umisténi stfedni
hodnoty u je ve statistickych testech, které jsme dosud provadéli, skryta, ale inter-
val spolehlivosti ¢ini tuto informaci zjevnou a preklada ji do srozumitelného méritka.
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Napriklad test 1.3 pouze prohlasi, Ze se nenaslo dostatek dikazi pro vliv grafické
iluze na p. Ale interval spolehlivosti (nyni uz spiSe ten oboustranny, tj. pro a = 0,05
byl odvozen v poznamce b)) (5,224;10,776) navic naznacuje, ze se spolehlivosti 0,95
by stiedni hodnota misto Sesti mohla byt stejné dobfe rovna i osmi nebo deseti, ale
uz ne jedenacti nebo dvanacti.

3. Statisticky test zdtraziuje chybu prvniho druhu, ale fika velmi malo o chybé druhého
druhu. Na druhé strané interval spolehlivosti naznacuje i chybu druhého druhu —
pokud « nechame pevné a zmensujeme (3, tak interval spolehlivosti zmensuje svou
délku.

4. Zavér: Z uvedenych duvodi je lepsi pouzivat intervaly spolehlivosti spiSe nez jen
pouhé testovani hypotéz. Nekdy statistické zpracovani v literatute prilis zdtraznuje
testy a zapomina dodat uzitecné informace navic, které lze snadno vy¢ist z intervalil
spolehlivosti.

1.5 t-test typu ,u; = u*
1.5.1 Parovy test

V tomto oddilu se budeme zabyvat statistickymi testy pii experimentech, kde ziskavame
dva soubory méteni. Zde je potieba si dat pozor na vztah mezi témito dvéma soubory (=
skupinami) méfeni, na zakladé tohoto vztahu rozliSujeme totiz dva typy statistického testu —
parovy a neparovy test. Parovym testem se budeme zabyvat nejdiive — spociva v tom, Ze sice
ziskdme dvé skupiny (= dva soubory) méfeni, ale tyto soubory jsou navzajem tésné svazany
v tom smyslu, ze ke kazdé hodnoté v prvnim souboru méfeni lze jednoznac¢né priradit tzv.
parovou hodnotu méfeni ze druhého souboru. Zejména to taky znamend, zZe pocet méreni v
obou souborech je stejny — a v podstaté bychom mohli fict, Ze misto dvou soubortt méfeni
mame jediny soubor, ve kterém jedna polozka je reprezentovana uspoiradanou dvojici hodnot.

Parovy test tedy uzijeme v situaci, kdy sice méame k dispozici dva soubory méreni, ale tyto
dva soubory méfeni jsou spolu tésné svazany — obycejné tak, ze v obou skupinach jsou hodno-
ceni stejni jedinci; nejprve provedeme méfeni vybrané skupiny jedincti za systému podminek A,
a pak provedeme méfeni téze skupiny jedincti za systému podminek B. Proto se tomuto typu
experimentu také ik experiment opakovaného méreni. Dalsi vhodny nazev je zde expe-
riment typu ,jedna skupina dvakrat*, protoze jedna skupina jedincu je podrobena méfeni
pri dvou rtznych situacich.

Priklad 1.9 Chceme experimentem zjistit, jak se zmeéni pocet udertu srdce cloveka za
minutu po vypiti Sdlku kdvy (studujeme vliv kofeinu na cinnost srdce). Kdybychom k tomuto
experimentu pristupovalt ,nepdrovym® pristupem a vybrali nahodne dve skupiny lidi, z nichz
jedna by vypila kdvu s kofeinem a druhd kdvu bez kofeinu, do meéreni by byl zanesen jisty
rozptyl zpiusobeny tim, Ze tempo srdecnich uderi se lisi u riznych lidi.

Mnohem vhodnéjsi je zde experiment opakovaného meveni, kdy jedna a tdZ skupina
vybranych lidi je vystavena méreni po kdvé bez kofeinu, a pak po kavé s kofeinem. Potom se
vypocte rozdil obou hodnot vidy u téhoZ clovéka a testuje se, zda je tento rozdil vyznamny.
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Byla ziskdna ndsledujici data poctu srdecnich dderi za minutu u deviti lidi (na kazdém tadku
jsou hodnoty mérent jednoho clovéka):

x;1 bez kofeinu x4 s kofeinem  rozdil x;9 — i1

70 76 6
60 61 1
49 52 3
72 71 -1
70 81 11
66 70 J
55 55 0
5/ 61 7
80 89 9

Prvni dva sloupecky tabulky predstavuji dva soubory méreni parového testu. My ovsem
budeme déle pracovat jen s jednorozmérnym souborem, a sice s vektorem rozdili méteni ve
tfetim sloupci. To znamené, Ze parovy test vlastné odpovida situaci jednorozmérného souboru
méfeni (= oddilu 1.2).

Spocteme primér T = 4,44 a odhadneme rozptyl pomoci s2. Aby &tenaf nemél pocit, Ze v
oddilu 1.5 nebude vzhledem k 1.2 nic nového, vypocéteme s? pomoci patého mozného vzorce,
ktery jsme si jesté neuvadéli:

SS

g2 — =X
§2== (1.22)

(ono se vlastné jedna o vzorec 1.12; ovSem ve jmenovateli vzorce je v misto N — 1). Déle
do citatele za S.S dosadime ze vzorce 1.11, ktery zkombinujeme s nejpohodInéjsim zpisobem
vypoctu 1.8:

2

c¢ili pak pro realizaci ss plati

58 = (i x?) — M, (1.23)

402

a po dosazeni

Pocet stupnti volnosti pro odhad rozptylu je v = N — 1 = 8, a tedy

— SS

$2 =2 =17,03.
1%
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a) Sestrojme nyni 95%-ni interval spolehlivosti pro p: t; najdeme jako prusecik fadku v =
8 a sloupce 2g = a = 0,05 (oboustranny interval spolehlivosti vychazi z oboustranného
testu): ¢, = 2,306. Pak interval pro u se spolehlivosti 0,95 je

2 1
T+ \/SN (v =8) =444 + ,/% +2,306 = (1,27;7,61).

Z tohoto intervalu spolehlivosti se dovidame, zZe kofein zvysSuje ¢innost srdce, a sice o 1,27
az o 7,61 udert za minutu.

b) Provedeme i statisticky t-test:

(K1) Hp: = 0 (rozdil hodnot je nulovy, tj. pocet tderi srdce za minutu je stejny s
kofeinem i bez kofeinu — srde¢ni tep nezavisi na kofeinu);

Hy:p#0.

K2) Testovym kritériem bude vybérovy primeér X, respektive jeho normované hodnota
y
X-0
est oy’

(K3) s2=17,03 =

s2 17,03
est O'ZY =N~ 9 1,89 = est o = /1,89 = 1,37.
Tj. za ptredpokladu platnosti Hy méa velicina ?—;70 Studentovo t-rozdéleni s v = 8

stupni volnosti.

(K4) t; = +£2,306 je u oboustranného testu stejné jako u intervalu spolehlivosti a).
(K5) Piislusné t-hodnota je

4,44 — 0
——— = 3,24 > 2,306,
1,37
a tedy zamitame H, o nezavislosti, je potvrzen vliv kofeinu na zvyseni srde¢niho

tepu.

Hypotézy Hy nejsou pravdivé témér nikdy (pokud uvazujeme vétsi pocet desetinnych mist),
tj. zamitnuti Hy ndm nic podstatného nefika. Spise nas zajimalo, jak velky je vliv kofeinu, a to
jsme se dozvédéli z intervalu spolehlivosti.

1.5.2 Neparovy test

Nyni se pojdme vénovat neparovému testu neboli zpracovani dat pfi experimentu typu ,,dvé
skupiny jednou*.

Priklad 1.10 Chceme zjistit kvalitu jisté techniky pamatovani. Nahodné jsme vybrali deset lidi
a rozdélili do dvou skupin po péti lidech. Skupina 1 (tzv. experimentdlni skupina) se naucila
100 zadangch slov novou technikou, skupina 2 (kontrolni skupina ... zaZity nesprdvny preklad
anglického ,control group“, sprdvny vyznam prekladu je ,Fizend skupina“, protoZe ,,control®“=
ridit, vést, nikoli kontrolovat) pouZila obycéejnou klasickou techniku zapamatovdni. Po tgydnu se
vyzkoust, kolik si kdo pamatuje z danych 100 slov — jsou ziskana data
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experimentdlni skupina kontrolni skupina

43 16
37 22
51 2/
27 30
32 18

Nyni data na jednom rddku spolu nijak nesouvisi, jednd se o mereni u dvou ruznych lidi. Zdd
se, zZe experimentdlni skupina md lepsi vysledky, ale musime statisticky prokdzat, Ze to neni
zpusobeno pouze ndahodnymi vlivy.

V kazdé ze skupin vypocteme primér a odhadneme rozptyl.

skupina 1: 7; = 38, podle vzorce 1.23 ss; = 352, v; = 4, a tedy podle 1.22

2 _ 3392 _

= st = 88.
51 4

est1 o

skupina 2: 7, = 22, podle vzorce 1.23 ss; = 120, v, = 4, a tedy podle 1.22

— 120
estQO'ZIS%:T:

30.

No a ted pfichdzime k tvaham, které jsou pro dalsi vyvoj (i dalsi kapitolu) dulezité. V

situaci experimentu typu ,,dvé skupiny jednou“ je potieba se vyporadat se dvéma typy rozptylu,
kterymi jsou — vnit¥ni rozptyl a vnéjsi rozptyl.

vnitini rozptyl: Jednd se o rozptyl predstavujici vzajemnou rozdilnost jedinct v celé

populaci (napf. rozdilnost lidi, rozdilnost riznych soudéstek stejného typu, apod.).
V tomto textu se budeme prevazné zabyvat situacemi, kdy je splnén tzv. princip
homogenniho vnitiniho rozptylu: jakykoliv experiment nema vliv na rozptyl
rozdéleni celé populace, z niZz byla nahodné vybrana skupina jedinci pro
méreni.

Slovy naseho prikladu, rozdilnost vysledkd est; zptsobena riznosti lidi ve skupiné 1 je
priblizné stejné jako rozdilnost vysledkt ests zptisobené riznosti lidi ve skupiné 2. Jinak
FeCeno, at uz méfite dany soubor méfeni za jakékoli podminky, ,rozmanitost” téchto
méieni je v dané skupiné priblizné stejna.

7 Tohoto principu homogenniho rozptylu tedy plyne, ze odhady estq, ests jsou odhady
jednoho a stejného vnitiniho rozptylu o2 (diky tomu jsem u pismenka o o par fadki vyse
uz nepsal zadny index), ktery vypocteme jako aritmeticky primér obou odhadii:

est; 0° +esty 0> 88+30
2 2

Tedy nejlepsi mozny odhad vnitiniho rozptylu o je roven 59 a v dalsim budeme pracovat
s nim. Pocet stupni volnosti je v = 4 + 4 = &, protoze jsme tento odhad ziskali pomoci
dvou jinych odhadt o poc¢tu stupnt volnosti 4 — stupné volnosti ve vysledném odhadu
seCitame.

99.

est o2 =
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vnéjsi rozptyl: Jednd se o rozptyl vyjadiujici rozdilnost mezi danymi podminkami
méreni. Tento rozptyl v pfipadé dvou soubort méreni Ize odhadnout na zékladé prumeért
T1 = 38, Tp = 22. Zptsob je nasledujici: Vypocteme rozptyl téchto dvou priameéri podle
vzorcu 1.23 a 1.22: Protoze v =2 — 1 = 1, mame

ss 3824222 — 602

eSt TN 1 1

Ale to jesté neni v8echno — tento odhad je odhadem rozptylu priméru péti hodnot (N =
5). Abychom ziskali odhad rozptylu jediné hodnoty méfeni, musime v souladu se vzorcem
estr

est ry = %5~ (analogie vzorce 1.13) pocitat

estr =N -estry =5-128 = 640.

celkovy rozptyl: Aby byla plejada prehledu rozptyli tplna, je mozné si polozit nasledujici
otazku — co se vlastné spocita, kdyz budeme povazovat vSech deset hodnot za méfeni
jediné veli¢iny a vypoéteme s2 ze viech deseti méfeni? Podle logiky vypocétu by to mél
byt jakysi celkovy rozptyl — a skutecné je tomu tak.

Primér vsSech deseti hodnot je 7 = 30, coZ je mimochodem aritmeticky priimér hodnot

Ty, T. Bude tedy podobné hodnota s2 primérem hodnot s2, s3?

Podle vzorce 1.23 ss = 1112, a tedy podle 1.22

_ 1112
2= 2 9356
v 9

coz neni hodnota rovna souctu s_% + % = 88 4+ 30 = 118. Jesté méné se zda, ze by odhad
celkového rozptylu 123,56 byl souc¢tem odhadu vnitiniho rozptylu 59 a odhadu vnéjsiho
rozptylu 640 — ale pfesto zde plati jisté souctové vzorce:

a) Celkovy pocet stupnt volnosti 9 u odhadu celkového rozptylu je sou¢tem volnosti 8
u odhadu vnitifniho rozptylu a volnosti 1 u odhadu vnéjsiho rozptylu.

b) Celkovy soucet ¢tvercti 1112 je souctem souctu ¢tverctt 472 vnitiniho rozptylu (ktery
vznikl souctem ss; = 352 a ssy = 120) a 640 u vnéjsiho rozptylu.

Tolik prehled a jemné intro do problematiky rozptylu — vice na to téma bude feceno v dalsi
kapitole. Nyni se vratme k feSeni naseho piikladu.

Odhad vnitrniho rozptylu je est o = 59, odtud odhad rozptylu priméru
682502y = = =11.8.

Nyni lze uZitim 1.19 urcéit napr. 95%-ni interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu priméru v
kazdé ze skupin méreni: Pro t;.(v = 8;a = 2q = 0,05) = 2,306

[ € 38 & /11,8 - 2,306 = (30,08; 45,92),
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fia € 22 + /11,8 - 2,306 = (14,08; 29,92).

V souvislosti se statistickym testem tohoto piikladu nds ovSem spise zajima interval spoleh-
livosti pro stredni hodnotu veliciny X1 — Xs. Stred intervali spolehlivosti bude v tomto pripadé
T1 — Tg = 38 — 22 = 16, odhad rozptylu je

59 59
2 2
= est 0_X71+68t O-X72: E+€ = 23,6

2
est %

Tedy pro tp(v = 8;a = 2¢ = 0,05) = 2,306
[t — g € 16 4 /23,6 - 2,306 = 16 + 11,2 = (4,8; 27,2).

Protoze vysledny interval spolehlivosti pro rozdil strednich hodnot neobsahuje nulu, vime take,
Ze prislusny statisticky test zamitne hypotézu Hy : puy = pg. A skuteéné, pojdte se presvédcit:

(K1) Hy: py = pe (stfedni hodnoty obou skupin ohodnoceni jsou stejné, tj. novd technika

vvvvvv

vvvvvv

nika).
(K2) Testovym kritériem bude rozdil X; — Xo.
(K3) Pri platnosti Hy ma veli¢ina
Xi-X%-0 Xi-X

s 2 /236
est X%

Studentovo t-rozdéleni pro v = 8.

(K4) Pro a = 0,05 prislusnd kritickd hodnota ty je na praseciku fadku v = 8 a sloupce pro
a = 2q=0,05, t. t, = 2,306.

(K5) 3222 — 329 ¢ (—ty;t). Hoy tedy zamitdme — novd technika vyjznamné zvySuje drover

zapamatovant.

Priklad 1.11 Psychologové fyziologie chtéji experimentem ovérit, Ze podvések mozkovy je hlav-
nim Tidicim centrem sexudlniho chovani. Rozhodli se ziskat dvacet dobrovolniki z Tad studentu
FEKT, kteri by se chtéli podrobit operaci mozku. ProtoZe Zadni dobrovolnici se meptihldsili
(zejména do experimentdlni skupiny), byly nahodné vybrdny dvé skupiny po deseti krysdch.

Krysam z experimentalni skupiny byl operaci odebran podvések mozkovy. Krysam z kontolni
skupiny byla pouze oteviena lebka, ale nic nebylo odebrdno (aby byl sniZen rozptyl zpisobeny
otevienim lebky).

ProtoZe operaci provadel nezkuseny student, néktere z krys zahynuly primo na operacnim
stole. 'V experimentdlni skupiné prezilo pét krys, v kontrolni skupiné sedm. Psycholové byli
rozmrzeli nad nezkusenym studentem, ale pokracovali ddle v experimentu. Byla ziskana data
o poctu pohlavnich spojeni v pribehu jisteho casového intervalu. V experimentalni skupiné
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(Ni = 5):0,1,4,4,1. Odtud 77 = 2, ss; = Y a7 — E25 = 14 vy = Ny — 1 = 4, pak
= =U_35

V' kontrolni skupmé (N2 = 7) 577747 3747676' Odtud Ty = 5; 88 = Zx ZIZ)Q 12;
=Ny —1=6, pak32—382 :%:2.

V2

Odhad vnitrniho rozptylu: Podobné jako u predchoziho prikladu (vyjdeme z platnosti principu
homogenniho rozptylu), i nyni vypocteme jakysi jeden odhad rozptylu jako primér odhadi s2,
3_% — nebude se jednat ovsem o aritmeticky primér, ale o tzv. vazeny pramér. ProtoZe odhad

52 byl sestaven na zdkladé vétsiho poctu stuprid volnosti (vétsiho pocétu méveni), budeme mu
2
prikladat vétsi vahu:
v — % —

g2 (1.24)
V1 + Vo vy + 1o

est 02 =

V nasem prikladu est o? = % - 3,0 + 1% -2 = 2,6. Pak intervaly spolehlivosti pro jednotliveé
stredni hodnoty a ty(v = 10, = 2q = 0,05) = 2,228 jsou

1 €2+ 2,228 =2+ 1,61 = (0,39; 3,61);

5

[is € 5 & £2,228 = 2 41,36 = (3,64;6,36).

Intervaly nemaji spolecny prunik, coZ znamend, Ze testovand hypotéza o rovnosti strednich
hodnot bude zamitnuta. Ddle je mozZné si vsimnout, Ze interval spolehlivosti pro py mad mensi
délku nez interval pro p; — to je dano vetsim poctem meéreni ve druhé skupine, pak totiZ ve
druh€ skupiné pri odhadu rozptylu priméru délime sedmi, nikoli péti.

V testu, ktery bude ndsledovat, budeme pouZivat rozdeéleni X1 — X,. Pokud bychom chtéli
nagit 95 %-ni interval spolehlivosti pro rozdil 1y — o, pouZijeme stred Ty —To =2 —5= -3 a

odhad rozptylu

2,6 2,6
2 _ 2 2
estaX—tX—Q—estUX—l%—estJX—Q—?4—7—0891

Pak
[ — ps € —3 4 /0,891 - 2,228 = —3 £ 2,1 = (—5,1; —0,9).

Prislusny statisticky test:

(K1) Hy: g = pa (odstranéni podvésku mozkového nemd vliv na sexudlni chovdni);
Hi: g < po (odstranéni podvésku mozkového povede ke sniZeni sexudlni aktivity).

(K2) Testovgm kritériem bude velicina X; — Xo.
(K3) Pri platnosti Hy ma veli¢ina
X-X%-0 Xi-X
est o2 v/0,891

X1—-X2

Studentovo t-rozdeleni pro v = 10.
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(K4) Pro a = 0,05 prislusnd kritickd hodnota t je na priseciku tddku v = 10 a sloupce
pro o = q = 0,05, t5. tx = 1,812. Pozor, intervaly spolehlivosti budeme vzdy
konstruovat pro a = 2¢, ovSem u jednostranného statistického testu musime
vzit hodnotu ¢, pro a = ¢!!

(K5) Odpovidajici t-hodnota kritéria je ﬁ = —3,178 ¢ (—tx; tx). Hy tedy zamitame.

1.6 Predpoklady pouzitelnosti parametrickych testu

P¥i odvozovani testi (zejména t-testu — odvozeni je mimo ramec tohoto kursu) muselo byt
ucinéno nekoli predpokladii:

1. Naméfené hodnoty z; jsou navzajem nezavislé (= pfedpoklad nezavislosti) — napiiklad
predpoklad nezavislosti v prikladu 1.10 je porusen, pokud ¢lenové skupiny podvadéji a
opisuji jeden od druhého.

2. Méfend veli¢ina ma normalni rozdéleni (= pfedpoklad normality).

3. Rozptyl uvnitt experimentalni skupiny je stejny jako rozptyl uvniti kontrolni skupiny,
tj. oba rozptyly jsou odhadem stejného (vnitiniho) rozptylu o celé populace (= princip
homogenniho rozptylu).

Testy, které splnuji uvedené tii predpoklady, se nazyvaji parametrické testy. Pokud
néktery z predpokladd neni splnén, kritérium pouZité v testu nemé rozdéleni ¢ (nebo U,
pokud zname rozptyl o?), a tudiZ nelze uréit kritické hodnoty — pro srovnéni stfednich
hodnot se v tom piipadé uzivaji tzv. neparametrické testy, o nichz bude bliZe fe¢ v kapitole 6.

Uplné diskuse pouzitelnosti parametrickych testtt U, ¢ (a v nasledujici kapitole testu F') je
mimo ramec tohoto kursu. OvSem nasledujici poznamky mohou byt dilezitym voditkem, ktery
pro bézného ,uzivatele“ statistiky dostacuje:

a) Mgéjte se na pozoru pouze tehdy, kdyz t-hodnota kritéria je blizké hodnoté t;. Pfepoklady
by musely byt poruseny velmi hrubé, aby napiiklad pfi jednostanném testu pro o =
0,05 kritickd hodnota t;, ,,usekla“ ve skutec¢nosti vyznamné vice nez 5% obsahu podgrafu
hustoty t — i pfi porusenych predpokladech tato kriticka hodnota vétsinou usekne 6 nebo
7 procent, a nikoli tfeba 15 procent obsahu. Proto pokud t-hodnota kritéria pifesahne
hodnotu ¢, vyrazné, je rozhodnuti zamitnout H, celkem bezpecné.

b) Zkontrolujte své rozdéleni. Nékres histogramu rozdéleni je uziteény jak pro ovéfeni pred-
pokladu normality, tak ovéfeni principu homogenniho rozptylu.

c) Porovnejte S_% a 5_3 pokud se hodnoty obou odhadt lisi vyrazné, znamena to poruseni
predpokladu homogenniho rozptylu. Ale pokud podil téchto odhadi je mensi nez 4 pii
priblizné stejné délce obou soubort® méteni, neni treba délat paniku.

d) Poruseni predpokladi nema takovy dopad, pokud N; > 20 a N; = Nj.
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e) Pozor na poruseni méfitka. Nékteré proménné jsou bezproblémové, napt. X = primérna
rychlost (v km za hodinu), protoZe rozsah stupnice 10 az 20 km mé stejnou vahu jako
rozsah 70km az 80km.

Ale existuji pochybné proménné v tom smyslu, ze méritko porusuji — napiiklad ¥V =
ohodnoceni otazky v dotazniku poctem bodt ze stupnice 1 az 7. Zde totiz rozsah 3 az
4 body nemusi byt ekvivalentni rozsahu stupnice 6 az 7 bodt. Takova stupnice je hodné
subjektivni, neméa pevné vymezeny absolutni prirtistek, a proto muze vést ke zkreslenému
tvaru rozdéleni.

f) Pokud néktery z predpokladi je porusen do té miry, Ze U-test nebo t-test nelze pouZit, je
mozné zkusit neparametrické testy (viz 6).

1.7 Shrnuti

Tato kapitola je klicovou kapitolou c¢asti I tohoto skripta, protoze obsahuje nejcasté€ji provadény
test porovnani dvou souborti métreni — t-test — a také odvozuje a ilustruje vyznam interval
spolehlivosti.

Uvodem v oddilu 1.1 jsou zopakovany nékteré vzorce ze skripta Matematika 3, zejména
vzorce pro X, S? — a dale je vysvétlen a odvozen vzorec pro S? jako nejlepsi nestranny odhad
neznamého rozptylu o2 normalniho rozdéleni.

t-test pouzivame v situacich analogickych U- testu (= u veliiny s normélnim rozdélenim)
s tim jedinym rozdilem, Ze totiz neni znam rozptyl UZY a musime jej odhadnout pomoci SWQ Pro
odhad rozptylu primeéru je dulezity zejména vzorec 1.13, na ktery je potieba nezapomenout.

Cela kapitola predpoklada, Ze Ctenalr uz vi, co je to statisticky test, a zvladl kapitoly
13,14 textu Matematika 3 — presto ty dtlezité informace ohledné statistickych testd opakuje
(poznamky 1.3 objasiuji terminologii a otdzku pfistupu ke statistickému testu). Nékteré
pojmy (hladina vyznamnosti testu, sila testu) nebyly zopakovany, ale jsou procvicovény v
otazkéach a prikladech nésledujicich za timto shrnutim.

Protoze témeér vSechno se vsim souvisi, zamitne statisticky test, ktery je dostatecné silny, hy-
potézu H prakticky vzdy — z toho diuvodu je nékdy lepsi hledat informace nikoli ve statistickém
testu, ale v intervalu spolehlivosti (blize viz posledni pozndmku v 1.4.3).

Vyvrcholenim kapitoly jsou testy typu p; = po, které opét nemohou pozorného studenta
prekvapit, protoze test podobného typu byl probran v kapitole 14 predmétu BMA3. Ovsem
véci novou je predstaveni rozdilu mezi parovym a neparovym testem (tato otazka je kli¢ova pro
zapamatovani z celé kapitoly, byla polozena u doktorandskych zkousek a je to otazka, kterou
bych se i ja zeptal, kdybych nékoho zkousel ze znalosti této kapitoly).

1.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 1.1 Vybérovy prumeér X je nestrannym a konzistentnim odhadem parametru p mérent
veliciny s normdlnim rozdélenim.
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Otazka 1.2 Statistika S? je nestrannym a konzistentnim odhadem parametru o mévent veli-

ciny s normdlnim rozdélenim.

Otazka 1.3 Kritickd t- hodnota je blize pocatku nezZ odpovidajici (= pro stejnou hladinu vy-
znamnosti sestrojend) kritickd U-hodnota.

Otazka 1.4 Pro rostouct pocet stuprit volnosti graf hustoty t-rozdélend stdale vice splyvd s gra-
fem hustoty normovaného normdlniho rozdélend.

Otazka 1.5 Je moiné, Ze interval spolehlivosti pro stvedni hodnotu p priméru X sestrojeny
na zdkladé konkrétni realizace T tuto stredni hodnotu vubec neobsahuje.

Otazka 1.6 Pokud hodnota 19 nepadne do oboustranncho intervalu spolehlivosti pro stiedni
hodnotu p primeéru X, znamena to, Ze oboustranny test pro Hy : p = po tuto hypotézu Hy
nezamitne.

Otazka 1.7 Parovym testem je kaZdy test typu py = o, ktery porovndvd stredni hodnoty dvou
nahodnych velicin.

Otazka 1.8 Vnitrni rozptyl popisuje rozmanitost konkrétnich jedinciu v populaci — tato rozma-
nitost pritom nezdvisi na podminkdch, pri ktergch je méreni provadéno (je stejnd u kontrolni
skupiny 1 experimentdlni skupiny).

Otazka 1.9 Celkovy rozptyl je souctem vnitiniho rozptylu a vnéjsiho rozptylu.

Otazka 1.10 Pri nestejnyjch délkdach obou soubori merent lze vnitini rozptyl odhadnout jako
aritmeticky primeér rozptyli s3, s3 jednotlivijch soubori mérent.

Otazka 1.11 FEuzistuji situace, kdy neplati princip homogenniho rozptylu (rozptyl méreni v kon-
trolni skupiné je nesrovnatelné vétsi nez rozptyl méreni v experimentdlni skupiné).

Odpovédi na otazky viz 13.1.

1.9 Priklady ke cvic¢eni

Priklad 1.1 Honza Kovar je testérem motocyklu FONDA. S jistym prototypem provede Sest
jizd na 400m, ziskdvd casy (v sekunddch): 10, 11,10, 9,10, 12.

a) Jaky je rozptyl téchto Sesti hodnot?
b) Jaky je odhad rozptylu méreni u daného prototypu?

Priklad 1.2 Honza nyni dostal pét riznijch stroji FONDA a s kaZdym jede jizdu dlouhou 400
metri. Ziskal data: 9,12,15,8,10.

a) Jaky je nyni nejohodnéjsi odhad rozptylu ¢asu na 400 metri u stroji FONDA?

b) Jaky je odhad rozptylu primeérného casu viech péti stroju?
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Priklad 1.3 Ndahodné byly vybrdny tri hodnoty z jisté populace: x1 = 2, 19 = 4, 13 = 4.
a) Vypoctéte rozptyl tohoto vzorku hodnot.
b) Odhadnéte rozptyl celé populace.

c) Odhadnéte rozptyl teoretického rozdéleni primeru X .

Priklad 1.4 Pri pruzkumu zdjmu o novy vyrobek odpovédélo ze 400 dotdzanych zdkazniki su-
permarketu 80 zdkazniki kladné na otazku, zda o vyrobek maji zajem. Vychdzejte z tohoto
pruzkumu a urcéete intervalovy odhad procenta zdjemci se spolehlivosti 0,95. (Ndvod: urcete
nejprve intervalovy odhad poctu zdkazniku ze 400, kteri si vyrobek skutecné koupi - binomické
rozdeleni aprorimugjte normdlnim se stejnou stredni hodnotou a rozptylem; pak vydélte obé meze
v intervalu spolehlivosti ¢islem 400 (dostanete pravdépodobnosti) a vyndsobte cislem 100 (do-
stanete procenta))

Ptiklad 1.5 Aneta Sedd c¢te v novindch, Ze primérny cech vidi za tyden v televizi deset
mrtvych. Zeptd se ctyr sviych spoluZacek, kolik mrtvych videla kaZdd z nich minuly tyden v
televizi. Jejich odpovédi jsou: 9,8, 10,9.

a) Jaky je primér a 95%-ni interval splehlivosti pro tyto hodnoty?
b) Provedte t-test pro tato data (odpovidd méreni ctyr hodnot novinové zprdvé?).

Priklad 1.6 Hokejové tymy Kometa Brno a Draci Brno magi v poslednich péti letech vysledky
vzdjemny zdpasi (Kometa: Draci) 3:2,3:3,3:5,4:5,6:4,6:2,4:1,1:0,1:2,3:1.
2:0,3:5,2:1,3:0,2:1. Ma trenér Komety prdvo rikat, Ze jeho tym je vyznamné lepsi?
Odpovézte

a) znaménkovym testem (viz BMAS3), ktery bere v dvahu pouze vjhru nebo prohru;

b) t-testem, ktery bere v dvahu skore v jednotlivych zapasech

Priiklad 1.7 Sociologové chtéji provést experiment, ktery md zjistit, zda pocet schizek chlapce
s dévcetem zdvisi na tom, zda je chlapec prvorozeny nebo me. Ziskda nahodné vybranych sest
ndctiletych chlapci prvorozenych a Sest jinych druhorozenych a zjisti, kolik schizek mél kazdy
z nich béhem jednoho mésice. Prvorozeni: 6,4,5,7,3,5; druhorozeni: 2,5,4,2,1,4.

a) Vypoctéte prislusné intervaly spolehlivosti (pro stfedni hodnotu priméru méveni) se spo-
lehlivosti 95% u kaZdé z obou skupin chlapcii.

b) Provedte t-test.

Priklad 1.8 Chceme testem ovérit, zda kvalita reakci ¢loveka je stejnd za denniho i za umélého
svétla. U ndhodné vybrané skupiny deseti lidi byly ziskany vysledky zkousky ,denni svétlo“:
9,2,7,12,14,10,6,7,12,10 a hodnoty zkousky ,umélé osvétleni“: 7,2,4,13,13,7,4,6,8,9 (oba
soubory jsou usporadané, tj. data od i-tého respondenta jsou v obou pripadech na i-té pozici).
Za pouZiti t-testu rozhodnéte, zda soubor ,denni svétlo” nabyvd vyznamné vyssich hodnot nez
soubor ,umélé osvetleni”.
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Priklad 1.9 Ve skupiné A (292 studenti) je primér hodnoceni semestrdlni pisemky roven
Z1 = 35,5 bodi, ve skupiné B (260 studenti) T = 41,6 bodi. Byly spocteny také rozptyly
ohodnoceni v kazZdée skupine pisemek 5_% = 100, % = 90. Studenti si neoficidlneé mezi sebou
stezuji, Ze zkousejici ve skupiné A je vyrazné prisnéjsi. Overte testem, zda je rozdil mezi praméry
ohodnocent statisticky vyznamny.

Vysledky prikladi viz 13.1.
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2 Analyza rozptylu

Téma této kapitoly je velmi malo pfistupné v cestiné. Proto se omlouvam za terminologii a
oznaceni, které asi jeSté v Cestiné nebylo pouZito. Ucebnice ([5] se zabyva analjzou rozptylu
ve stejném stylu, ale ne do té hloubky, Zze by bylo mozné prevzit oznaceni veli¢in — nékterych
termint se drzim, nékteré pozmériuji véetné oznaceni, abych s nimi mohl dale pracovat). Jesté
je mi zndma kniha [6], kterd pfistupuje k analyze rozptylu v odlisném stylu (jiné velic¢iny s
jinym oznac¢enim, které nemohlo byt prevzato).

2.1 Jednofaktorova analyza rozptylu

2.1.1 Priklad a vzorce

Zatim jsme se zabyvali statistickymi testy v situaci jednoho nebo dvou souborii méfeni. V této
méreni.

Uvazujme napiiklad experiment, ve kterém jsou za tfech rtiznych podminek ziskany tii
soubory méfeni a chceme testovat, zda se odpovidajici stfedni hodnoty populace v téchto tfech
pripadech statisticky vyznamné lisi. Jednim ze zptisobi, jak toho dosdhnout, je provést tii t-
testy: prvni pro skupiny 1 a 2, druhy pro skupiny 1 a 3, tfeti pro skupiny 2 a 3. Z divodt, které
budou uvedeny v kapitole 4, je tento postup ponékud problematicky — proto nyni popiseme
test, ktery porovnani vSech tii soubori métfeni provede najednou.

Jak uz bylo pfedeslano v predchozi kapitole, budeme analyzovat dva typy rozptylu — vnitini
rozptyl neboli rozptyl uvnitf t¥id (... RUT) a vnéjsi rozptyl neboli rozptyl mezi t¥idami
(... RMT).

Testovym kritériem pii analyze rozptylu bude podil odhadi rozptylt obou typi

est RMT
est RUT

Toto kritérium vlastné neni ni¢im novym, protoze i u t-testu lze na kritérium

XX

est 071_72

pohliZet jako na podil rozptylt dvojiho typu: RMT = k- (X; — X,) (vné&jsi rozptyl je jen
k-nasobkem rozdilu primért pro jisté k), zatimco est RUT = est ox,_x, (odhad vnitini
rozmanitosti je ddn odmocninou z odhadu vnitiniho rozptylu).

Priklad 2.1 Zamestnanci UMAT hledaji nejlepsi metodu vyuky matematiky v pronim semestru
ze 1 moznosti — cvicent, konzultace, prednadska. Aby zjistily, zda se metody od sebe néjak
vyznamné lisi, vybrali ndhodné 27 studenti a rozdelili je do tri skupin po deviti Ny = Ny =
N3 =9, z nichZ kaZdd je vyucovdna jinou metodou. Poté jsou zaskdna data ohodnoceni zkousky
BMA1:



40 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

skupina 1 skupina 2 skupina 3
(cvicend) (konzultace) (prednaska)
94 83 80
90 86 85
95 89 81
89 87 81
88 85 79
92 86 83
92 85 78
97 81 80
91 83 82
= 021, =828 To=> a9 =765 Ty=>;xs =729
Ty =5 =92 Ty =2 =285 T3 =2 =81

O wvyznamnosti rozdili stredniho hodnot v riznych skupindach meéreni rozhodnéte statistickym
testem.

Jedna se o ilustracni priklad, proto si dovoluji pro feseni vypnout kurzivu. Oznaceni 17, T5,
T3 z anglického ,total“=soucet.

a) 7 tif skupin méfeni odhadneme nejprve vnitini rozptyl 02 = RUT: Stupné volnosti v, =
ve = v3 = 8. Soucet ¢tverct ze vztahu 1.23 s vyuzitim oznaceni pro soucet T = > x;

budeme psat ve tvaru
T2
2
= E ‘) — — 2.1
ss= (X4t - & (2.

ktery budeme dale vyuzivat, protoze je numericky jednodussi. Uzitim 2.1 a 1.12 tedy
mame pro kazdou ze tii skupin meéreni

_ 68

s = esty RUT = 221 = 22 — g 5;
1241 8

~ 46

2 = esty, RUT = 22 = = — 575,
Vo 8

_ 36

2 =est; RUT = 22 =2 — 45,
V3 8

Vidime, ze rozptyly méfeni se lisi maximalné o dvojnasobek, takze je rozumné brat v
uvahu princip homogenniho rozptylu a odhadnout RUT jako aritmeticky primeér vy-

poctenych tii hodnot:

4
est RUT = 8,5+ 5’;5 45 _ 6,25.

Tento odhad ma v; + v + v3 = 24 stupni volnosti. U prikladu 1.10 jsme u t-testu
odhadovali vnitini rozptyl — tento odhad jsme mohli docela dobfe uréit ze vzorce est 02 =
=1 (ovéite, ze visledek je stejny). Podobné i nas aritmeticky priimér 6,25 tif odhadi
lze pocitat timto zptisobem — vzorec

est o = Zl °% (2.2)

Zlyj
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plati nikoli jen pro tfi skupiny, méteni, ale obecné pro J skupin. Pokud bychom jej pouzili

v nasem prikladu,
est RUT = 5740436 _ o op
8+8+8

b) S pouzitim t-rozdéleni nyni mizeme sestavit intervaly spolehlivosti pro st¥edni hodnoty i,
11, p3: kdy? t(o = 2 = 0,05; v = 24) = 2,064, pak p1; € T; £ /222 - ¢;. Protoze N; =9
pro vSechna j, budou vSechny tii intervaly spolehlivosti stejné dlouhé:

w1 €92+£1.72; o €8 £1,72; puz € 81 +1,72.

Priméry a intervaly spolehlivosti lze znazornit graficky:

H

H

I o o
1) S S
H

N
o

skupina 1 skupina 2 skupina 3

Tyto tfi intervaly spolehlivosti se viibec neptekryvaji — to naAm mimo jiné 1ika, ze vSechny
tfi stfedni hodnoty jsou navzajem rtzné, cili nulova hypotéza Hy : py = pe = p3 bude
nasledujicicm testem zamitnuta.

c) Provedeme nyni statisticky test:

(K1) Hp: pg = po = ps (vyucovaci metoda neméd vliv na vysledek zkousky);
Hy: neplati py = po = us.

Vsimnéme si, ze hypotéza H; je docela nejasna. Pokud H; plati, mize to znamenat
hodné véci: gy > po = ps, nebo py > pe > ps, nebo g < pge < pg, nebo py =
[o > p3, nebo p; = e < sz, atd. Tato nejasnost hypotézy H; je hlavni nevyhodou
analyzy rozptylu — i kdyz v dalsich kapitolach uvidime, Ze i s analyzou rozptylu se
da néco délat.
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(K2) Jak uz bylo feceno tivodem, testovym kritériem bude podil

est RM'T
est RUT

Cim vétsi je hodnota est RMT (odhad rozptylu mezi tiidami), tim vétsi divod
bude si myslet, ze mezi jednotlivymi stfednimi hodnotami primeéri existuje skutec¢ny
rozdil. Cim vétsi bude est RUT (odhad rozptylu uvnitf tifd), tim vice mame dtivod
se domnivat, Ze rozdily mezi skupinami méfeni jsou zplisobeny pouze ndhodnymi
vlivy.

est RUT = 6,25; nyni vypocteme jesté est RM'T' — budeme postupovat obdobné jako
pii urceni vnejsiho rozptylu v piikladu 1.10. Mame zméteny tii priméry x; = 92,
Ty = 85, T3 = 81 — vypoctéme rozptyl téchto primeért podle 1.23 a 1.22: Protoze
v=3—-—1=2, mame

J
ss ., Oz 2582
estry = —, ss= Y T,0— =2 — 22250 — = 62.
Mo ; g J 3
Tedy est ry = 62—2 = 31. To ale jesté neni vSechno — protoze est ry je odhadem
rozptylu priméru deviti hodnot a ry = %, mame

est RMT =N -ry =9-31=279.

Na tomto misté je snad vhodné graficky test ,rozebrat“: Pokud plati Hy, tak primeéry
T1 = 92, T3 = 85, T3 = 81 pochazeji z téhoz rozdéleni, které mé rozptyl %:

81 85 92

2

To znamena, ze est RMT i est RUT jsou odhady téhoz rozptylu o a rozdil mezi

hodnotami 6,25 a 279 je pouze nadhodny.
Pokud ovsem plati Hy, praméry 77 = 92, To = 85, T3 = 81 pochazeji z riznych
rozdeéleni a rozptyl % je vétsi nez rozptyl % z predchoziho obrazku:
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81 85 92

Kazdy ze tfi primért na obrazku je primeérem jiné ndhodné velic¢iny, ¢ili est RMV
je odhadem jiného, vétsiho rozptylu nez RU P (rozptylenost priméri neni popsana
jednou veli¢inou, ale tfemi riznymi veli¢inami). Obecné lze Fici, Ze ¢im vétsi je rozdil
mezi est RM'T a est RUT, tim vétsi je pravdépodobnost, ze plati H;.

(K3) Jaké je rozdéleni veli¢iny <L 74 predpokladu platnosti hypotézy Hy? Pokud

plati Hy, tak est RMT, est RUT jsou odhady téhoZ rozptylu 2. Sir Ronald Fisher
odvodil, ze pokud mame dva odhady téhoz rozptylu, est; R s po¢tem stupnt vol-
nosti vy a esty R s poctem stupnu volnosti vy, tak podil téchto odhadt % ma tzv.
F-rozdéleni (podle svého objevitele nazyvané Fisherovo rozdéleni) prav-

dépodobnosti s hustotou

0 x < 0;
L3 -5
f 7 (:p) = 2%.F(ﬂ) va—vj v1—v2 F(U—Q)
V1,02 Z_?—I(%Q_l)izzz—?Q( 2 )x( 2 )F(é) .oz >0.
27 r()

Stfedni hodnota veli¢iny popsané F-rozdélenim je rovna ;25 je tedy blizkd jedné,
coz i odpovida platnosti hypotézy Hy — pokud v podilu jsou odhady stejného roz-
ptylu, tak ten podil by se mél pfiblizné rovnat jedné. Pro rtizné hodnoty stupnu
volnosti ma graf hustoty jiny prtbéh, tj. jinou kritickou hodnotu (pro a = 0,05).

Napriklad
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0,8

0,6

0,4

0,2

O

pro v; = 2, vo = 9 mé hustota fy¢(z) tvar a Fy = 4,26.

o
[N
Ll

o
L

Pro v; = 3, vy = 10 ma hustota f310(z) tvar a Fy, = 3,71.

Pro v; = 10, vy = 15 se graf fi015(x) jesté vice lisi od nepfimé tmeérnosti pripadu

f2,97
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1,93
X

graf fs 30 uz jednoznacné dava Ctenafi predstavu, jaky tvar je pro vétsinu dvojic
stupnii volnosti pro graf hustoty charakteristicky. Ve vsech ¢tyfech piipadech byla
vysrafovana oblast na pravé strané mezi grafem a osou x, jejiz obsah je roven
a = 0,05.

Kritické hodnoty F-rozdéleni byly také jednou provzdy vypocteny a sestaveny do
navic — oproti t-rozdéleni jsou u F-rozdéleni dva stupné volnosti, ¢ili pro kazdou
hladinu vyznamnosti a potiebuje F-rozdéleni jednu celou tabulku!!! Tato prostorova
narocnost vyzaduje, abychom se omezili pouze na jedinou hladinu vyznamnosti,
maximalné na dvé. V tabulce 2.2 jsou uvedeny kritické hodnoty F-rozdéleni pro
a = 0,05, v tabulce 2.3 pro @ = 0,01.

Vsechny uvedené kritické hodnoty se tykaji pravostranného testu — v pripadé potieby
levostranného F-testu je mozné pro nalezeni kritické hodnoty uzit vzorec

1

) = ——
R

V1,Va
F,272 (11— 2

(2.3)
(vSimnéte si, Ze ve vzorci je na pravé strané prehozeno poradi stupni volnosti —
pozor na to, tabulka kritickych hodnot neni symetrickd). Déle si prosim v§imnéte, Ze
volnosti jsou oznaceny pismenem V a nikoli ¥ — oznaceni volnosti pomoci pismene V'
mi pfipadne jednak vice ¢eské (V' jako ,volnost“), jednak vhodnéjsi v této a dalsich
kapitolach (budeme totiz pocitat volnosti odhadi rtiznych typu).

(K4) Pro a = 0,05 pfislusnou kritickou hodnotu uré¢ime z tabulky 2.2, kde volnost
odhadu est RMT je V; = 2, volnost odhadu est RUT je Vo = 24 — ¢ili na pruseciku
sloupce V; = 2 a fadku V5, = 24 nachazime kritickou hodnotu Fj = 3, 4.

(K5) Odpovidajici F-hodnota kritéria je
est RMT 279
est RUT 6,25

= 44,64,
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Tabulka 2.2: Kritické hodnoty F-testu pro a = 0,05.
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120

161
18,5
10,1
7,71
6,61
5,99
5,59
5,32
5,12
4,96
4,84
4,75
4,67
4,60
4,54
4,49
4,45
4,41
4,38
4,35
4,32
4,30
4,28
4,26
4,24
4,23
4,21
4,20
4,18
4,17
4,08
4,00
3,02
3,84

199
19,0
9,55
6,94
5,79
5,14
4,74
4,46
4,26
4,10
3,98
3,90
3,81
3,74
3,68
3,63
3,59
3,55
3,52
3,49
3,47
3,44
3,42
3,40
3,39
3,37
3,35
3,34
3,33
3,32
3,23
3,15
3,07
3,00

216
19,2
9,28
6,59
5,41
4,76
4,35
4,07
3,36
3,71
3,59
3,49
3,41
3,34
3,29
3,24
3,20
3,16
3,13
3,10
3,07
3,05
3,03
3,01
2,99
2,98
2,96
2,95
2,93
2,02
2,84
2,76
2,68
2,60

225
19,2
9,12
6,39
5,19
4,53
4,12
3,84
3,63
3,48
3,36
3,26
3,18
3,11
3,06
3,01
2,96
2,93
2,90
2,87
2,84
2,82
2,80
2,78
2,76
2,74
2,73
2,71
2,70
2,69
2,61
2,53
2,45
2,37

230
19,3
9,01
6,26
5,05
4,39
3,97
3,69
3,48
3,33
3,20
3,11
3,03
2,96
2,90
2,85
2,81
2,77
2,74
2,71
2,68
2,66
2,64
2,62
2,60
2,59
2,57
2,56
2,55
2,53
2,45
2,37
2,29
2,21

234
19,3
8,94
6,16
4,95
4,28
3,87
3,58
3,37
3,22
3,09
3,00
2,02
2,85
2,79
2,74
2,70
2,66
2,63
2,60
2,57
2,55
2,53
2,51
2,49
2,47
2,46
2,45
2,43
2,42
2,34
2,25
2,17
2,10

237
19,3
8,89
6,09
4,88
4,21
3,79
3,50
3,29
3,14
3,01
2,91
2,83
2,76
2,71
2,66
2,61
2,58
2,54
2,51
2,49
2,46
2,44
2,42
2,40
2,39
2,37
2,36
2,35
2,33
2,25
2,17
2,09
2,01

239
19,4
8,85
6,04
4,82
4,15
3,73
3,44
3,23
3,07
2,95
2,85
2,77
2,70
2,64
2,59
2,55
2,51
2,48
2,45
2,42
2,40
2,37
2,36
2,34
2,32
2,31
2,29
2,28
2,27
2,18
2,10
2,02
1,94

240
19,4
8,81
6,00
4,77
4,10
3,68
3,39
3,18
3,02
2,90
2,80
2,71
2,65
2,59
2,54
2,49
2,46
2,42
2,39
2,37
2,34
2,32
2,30
2,28
2,27
2,25
2,24
2,22
2,21
2,12
2,04
1,96
1,88

242
19,4
8,79
5,96
4,74
4,06
3,64
3,35
3,14
2,98
2,85
2,75
2,67
2,60
2,54
2,49
2,45
2,41
2,38
2,35
2,32
2,30
2,27
2,25
2,24
2,22
2,20
2,19
2,18
2,16
2,08
1,99
1,91
1,83

244
19,4
8,74
5,91
4,68
4,00
3,57
3,28
3,07
2,91
2,79
2,69
2,60
2,53
2,48
2,42
2,38
2,34
2,31
2,28
2,25
2,23
2,20
2,18
2,16
2,15
2,13
2,12
2,10
2,09
2,00
1,92
1,83
1,75

246
19,4
8,70
5,36
4,62
3,04
3,51
3,22
3,01
2,85
2,72
2,62
2,53
2,46
2,40
2,35
2,31
2,27
2,23
2,20
2,18
2,15
2,13
2,11
2,09
2,07
2,06
2,04
2,03
2,01
1,92
1,84
1,75
1,67

248
19,4
8,66
5,80
4,56
3,87
3,44
3,15
2,94
2,77
2,65
2,54
2,46
2,39
2,33
2,28
2,23
2,19
2,16
2,12
2,10
2,07
2,05
2,03
2,01
1,99
1,97
1,96
1,94
1,93
1,84
1,75
1,66
1,57

249
19,4
8,64
5,77
4,53
3,84
3.41
3,12
2,90
2,74
2,61
2,51
2,42
2,35
2,29
2,24
2,19
2,15
2,11
2,08
2,05
2,03
2,01
1,98
1,96
1,95
1,93
1,91
1,90
1,89
1,79
1,70
1,61
1,52

250
19,5
8,62
5,75
4,50
3,81
3,38
3,08
2,86
2,70
2,57
2,47
2,38
2,31
2,25
2,19
2,15
2,11
2,07
2,01
2,01
1,98
1,96
1,94
1,92
1,90
1,88
1,87
1,85
1,84
1,74
1,65
1,55
1,46

251
19,5
8,59
5,72
4,46
3,77
3,34
3,04
2,83
2,66
2,53
2,43
2,34
2,27
2,20
2,15
2,10
2,06
2,03
1,99
1,96
1,94
1,91
1,89
1,87
1,85
1,84
1,82
1,81
1,79
1,69
1,59
1,50
1,39

252
19,5
8,57
5,69
4,43
3,74
3,30
3,01
2,79
2,62
2,49
2,38
2,30
2,22
2,16
2,11
2,06
2,02
1,98
1,95
1,92
1,89
1,86
1,84
1,82
1,80
1,79
1,77
1,75
1,74
1,64
1,53
1,43
1,32

253
19,5
8,55
5,66
4,40
3,70
3,27
2,97
2,75
2,58
2,45
2,34
2,25
2,18
211
2,06
2,01
1,97
1,93
1,90
1,87
1,84
1,81
1,79
1,77
1,75
1,73
1,71
1,70
1,68
1,58
1,47
1,35
1,22

254
19,5
8,53
5,63
4,36
3,67
3,23
2,93
2,71
2,54
2,40
2,30
2,21
2,13
2,07
2,01
1,96
1,92
1,88
1,84
1,81
1,78
1,76
1,73
1,71
1,69
1,67
1,65
1,64
1,62
1,51
1,39
1,25
1,00
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Tabulka 2.3: Kritické hodnoty F-testu pro a = 0,01.
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4052

98,5
34,1
21,2
16,3
13,8
12,2
11,3
10,6
10,0
9,65
9,33
9,07
8,36
8,68
8,53
8,40
8,29
8,18
8,10
8,02
7,95
7,88
7,82
7,77
7,72
7,68
7,64
7,60
7,56
7,31
7,08
6,35
6,63

4999

99,0
30,8
18,0
13,3
10,9
9,55
8,65
8,02
7,56
7.21
6,93
6,70
6,51
6,36
6,23
6,11
6,01
5,93
5,85
5,78
5,72
5,66
5,61
5,57
5,53
5,49
5,45
5,42
5,39
5,18
4,98
4,79
4,61

5403

99,2
29,5
16,7
12,0
9,78
8,45
7,59
6,99
6,55
6,22
5,95
5,74
5,56
5,42
5,29
5,18
5,09
5,01
4,94
4,87
4,82
4,76
4,72
4,68
4,64
4,60
4,57
4,54
4,51
4,31
4,13
3,95
3,78

5625

99,2
28,7
16,0
11,4
9,15
7,85
7,01
6,42
5,99
5,67
5,41
5,21
5,04
4,89
4,77
4,67
4,58
4,50
4,43
4,37
4,31
4,26
4,22
4,18
4,14
4,11
4,07
4,04
4,02
3,83
3,65
3,48
3,32

5764

99,3
28,2
15,5
11,0
8,75
7,46
6,63
6,06
5,64
5,32
5,06
4,86
4,69
4,56
4,44
4,34
4,25
4,17
4,10
4,04
3,99
3,94
3,90
3,85
3,82
3,78
3,75
3,73
3,70
3,51
3,34
3,17
3,02

5859

99,3
27,9
15,2
10,7
8,47
7,19
6,37
5,30
5,39
5,07
4,82
4,62
4,46
4,32
4,20
4,10
4,01
3,94
3,87
3,81
3,76
3,71
3,67
3,63
3,59
3,56
3,53
3,50
3,47
3,29
3,12
2,96
2,30

5928

99,4
27,7
15,0
10,5
8,26
6,99
6,18
5,61
5,20
4,89
4,64
4,44
4,28
4,14
4,03
3,93
3,34
3,77
3,70
3,64
3,59
3,54
3,50
3,46
3,42
3,39
3,36
3,33
3,30
3,12
2,95
2,79
2,64

5982

99,4
27,5
14,8
10,3
8,10
6,34
6,03
5,47
5,06
4,74
4,50
4,30
4,14
4,00
3,89
3,79
3,71
3,63
3,56
3,51
3,45
3,41
3,36
3,32
3,29
3,26
3,23
3,20
3,17
2,99
2,82
2,66
2,51

6022

99,4
27,3
14,7
10,2
7,98
6,72
5,91
5,35
4,94
4,63
4,39
4,19
4,03
3,89
3,78
3,68
3,60
3,52
3,46
3,40
3,35
3,30
3,26
3,22
3,18
3,15
3,12
3,09
3,07
2,89
2,72
2,56
2,41

6056

99,4
27,2
14,6
10,0
7,87
6,62
5,81
5,26
4,85
4,54
4,30
4,10
3,94
3,30
3,69
3,59
3,51
3,43
3,37
3,31
3,26
3,21
3,17
3,13
3,09
3,06
3,03
3,00
2,98
2,80
2,63
2,47
2,32

6106

99,4
27,0
14,4
9,89
7,72
6,47
5,67
5,11
4,71
4,40
4,16
3,96
3,30
3,67
3,55
3,46
3,37
3,30
3,23
3,17
3,12
3,07
3,03
2,99
2,96
2,93
2,90
2,87
2,84
2,66
2,50
2,34
2,18

6157

99,4
26,9
14,2
9,72
7,56
6,31
5,52
4,96
4,56
4,25
4,01
3,82
3,66
3,52
3,41
3,31
3,23
3,15
3,09
3,03
2,98
2,93
2,89
2,85
2,81
2,78
2,75
2,73
2,70
2,52
2,35
2,19
2,04

6209

99,4
26,7
14,0
9,55
7,40
6,16
5,36
4,81
4,41
4,10
3,86
3,66
3,51
3,37
3,26
3,16
3,08
3,00
2,94
2,88
2,83
2,78
2,74
2,70
2,66
2,63
2,60
2,57
2,55
2,37
2,20
2,03
1,88

6235

99,5
26,6
13,9
9,47
7.31
6,07
5,28
4,73
4,33
4,02
3,78
3,59
3,43
3,29
3,18
3,08
3,00
2,92
2,36
2,80
2,75
2,70
2,66
2,62
2,58
2,55
2,52
2,49
2,47
2,29
2,12
1,95
1,79

6261

99,5
26,5
13,8
9,38
7,23
5,99
5,20
4,65
4,25
3,94
3,70
3,51
3,35
3,21
3,10
3,00
2,02
2,84
2,78
2,72
2,67
2,62
2,58
2,54
2,50
2,47
2,44
2,41
2,39
2,20
2,03
1,86
1,70

6287

99,5
26,4
13,7
9,29
7,14
5,91
5,12
4,57
4,17
3,86
3,62
3,43
3,27
3,13
3,02
2,92
2,84
2,76
2,69
2,64
2,58
2,54
2,49
2,45
2,42
2,38
2,35
2,33
2,30
2,11
1,94
1,76
1,59

6313

99,5
26,3
13,6
9,20
7,06
5,82
5,03
4,48
4,08
3,78
3,54
3,34
3,18
3,05
2,93
2,83
2,75
2,67
2,61
2,55
2,50
2,45
2,40
2,36
2,33
2,29
2,26
2,23
2,21
2,02
1,84
1,66
1,47

6339

99,5
26,2
13,6
9,11
6,97
5,74
4,95
4,40
4,00
3,69
3,45
3,25
3,09
2,96
2,84
2,75
2,66
2,58
2,52
2,46
2,40
2,35
2,31
2,27
2,23
2,20
2,17
2,14
2,11
1,92
1,73
1,53
1,32

6366

99,5
26,1
13,5
9,02
6,38
5,65
4,36
4,31
3,91
3,60
3,36
3,17
3,00
2,87
2,75
2,65
2,57
2,49
2,42
2,36
2,31
2,26
2,21
2,17
2,13
2,10
2,06
2,03
2,01
1,80
1,60
1,38
1,00
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coz je vice nez Fj, = 3,4, a tedy zamitame hypotézu Hy o tom, Ze stfedni hodnoty

prameéri jsou ve vSech tfech skupinach méreni shodné. Zde budiz také feceno, ze se

jedné o pravostranny test, protoze rozptyl RMT (vyjadiujici rozdilnost mezi vSemi

méfenimi) je vzdy velky minimalné tolik jako rozptyl RUT (vyjadiujici rozdilnost
est RMT

pouze uvniti kazdé ze skupin méfeni), ¢ili podil <7 bude vzdy vétsi nez jedna,

jedinou otazkou je, kolikanasobné je RMT vétsi nez RUT.

DulezitAd poznamka: V piipadé t-testu v piikladu 1.10 jsme piedpokladali, Ze est; o?
a esty 02 jsou odhady téhoZ rozptylu — tuto skute¢nost je mozné nyni ovefit také F-testem:
Jako kritérium bychom pouzili podilu Ejg Zi, ktery ma (pfi predpokladu H,, ze se jedna
o odhady téhoz roptylu) rozdéleni Fy, i n,-1 — dal$i moznost je pouzit kritéria Zzﬁ Zz,
ktery ma (pfi predpokladu Hy, ze se jedna o odhady téhoz roptylu) rozdéleni Fi,_1 n;—1.
Problémem zde je, Ze nemame zajiSténo, Ze by jeden z téchto dvou rozptyld musel byt
napriklad vétsi nez ten druhy, ¢ili podil téchto dvou odhad mutze byt vétsi i mensi nez jedna,
tedy vychylen od hodnoty 1 na obé strany — v tomto pfipadé se tedy jednd o oboustranny
test, pfi kterém musime pii urceni kritickych hodnot na obou stranach podgrafu ,useknout
obsah 7. Protoze mame k dispozici jen tabulky 2.3, 2.2 usekdvajici v pravé casti podgrafu
jedno nebo pét procent obsahu, mizeme v tomto testu volit pouze o = 0,02 nebo a = 0,1,
hodnotu F, najit v jedné z téchto tabulek, a pro urceni levé kritické hodnoty F}, uzit vzorce 2.3.

Konkrétné v prikladu 1.10 pro est; = 88 a esty = 30 (s volnostmi Vi = Vo = 4), kritérium
g o = 0,02 dostaneme z tabulky 2.3 F** = 16,0 a ze vzorce 2.3

esta
1 1
Fit = —— = — =0,0625;
m F;A 16 Y I
hodnota kritéria % = 2,93 lezi v intervalu (0,0625;16); ¢ili na hladiné vyznamnosti o = 0,02

nezamitame hypotézu Hy, Ze esty, esty jsou odhady téhoZ rozptylu o2.

Shrime nyni oznaceni a vzorce pouzité v ptikladu 2.1: Vzorec 2.2 lze s vyuzitim oznaceni

SSUT = Z‘lj SS;, VUT = 2‘1] v; prepsat ve tvaru

SSUT
t RUT = ———— 2.4
es O (2.4)
kde pro VUT plati pro stejny pocet méreni Ny = Ny = --- = N; = N v kazdé ze skupin 1, 2,
o d
J
VUT =) vi=J-(N-1)=JN—J=n-1], (2.5)
1

kde n je celkovy pocet métfeni ve vSech skupinach (JN = n). Déle pokud oznacime T; = Z;vzl Tij
souCet méfeni v i-té skupiné (t¥idé), lze upravit vzorec pro SSUT do tvaru

SSUT =) 88 =>_ (Z vl — %) = (Z Zl«;) - TN (2.6)

=1 =1 j=1 =1
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Odhad est RUT je nejlepsim odhadem rozptylu o2, tj. budeme jej pouZivat pro sestaveni
intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu priméru méreni v dané tridé populace

t RUT
me@iMWkuﬁjrf (2.7)

Podivejme se nyni na tvar vzorci pro RMT': pro prumér T pruméru T; plati (oznacime-li T; = %,
YT, =T = soucet vSech méfeni v experimentu):

D DriN A N
T (;xZEZ%ZE:NJ:?

déle (podle postupu v piikladu)

L (T —7)?

estRMT:N-estU%:N-E T

(pokud oznadime SSMT = N - 3>/ (z; — 7)? a VMT = J — 1). Upravme nyni jesté vzorec pro
SSMT (pro stejné délky méfeni v kazdé ze skupin N; = N lze vyuzit oznaceni Y T; = T a
faktu JN = n):

2
J J —

SSMT = N‘Z(E—E)zzN- ZE2_<ZZ@> _
1 1

J J 2 J J 2
N 72\ N (YT
= N. =2 _ = - N . ( _ . 17t —
o (3m) = (8) -5 (B)
_ (ZT_>_T_
N N n
1

Vsechny uvedené vzorce nyni sestavme do prehledné tabulky. Udélame v ni ale jesté jeden krok
navic — predpoklad N; = N stejného poctu méreni v kazdé ze skupin lze vypustit, hodnoty
N; mohou byt navzajem ritzné. Piislusné odvozeni vzorct pro rizna N; ovSsem uz nebudeme
provadét (snad Ctenaf ziskal urcitou ptichut tohoto typu odvozovani asporni pro stejné hodnoty
N;) — kupodivu se ukazuje, Ze do vSech vzorct pravé odvozenych lze dosadit misto N obecny
pocet méfeni V;, a jinak vzorce zistanou beze zmény (obecné pro rizné délky soubortt méfeni
neplati n = NJ, ale plati n = > N;)!!!

7 tabulky 2.4 je vidét vyhoda pristupu pomoci vzorci pro SS — v pripadé MT i UT se
rozptyl odhadne jako podil souc¢tu ¢tvercti a poc¢tu stupnu volnosti.

8

N

Priklad 2.2 Provdadime test ucinnosti ctyr znacek zubni pasty v prevenci zubniho kazu:
WHITE, RUBBY, NIGGARD, NOHOLES. U kazdé znacky bylo poZaddano Sest lidi, aby pastu
po dobu jednoho roku pouZivali a zaznamenavali pritom pocet zubnich kazi. Z kazZdé Sesticlenné
skupiny béhem roku nekdo odesel, takZe byla ziskdna ndsledujici data:
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Tabulka 2.4: Vzorce pro typy rozpylu u jednofaktorové ANOVA

typ rozptylu ‘ V' (= volnost) ‘ SS (= soucet ¢tvercii) ‘ est R
MT VMT =J—-1| SSMT = (22111 %2) _TTQ est RMT:%;A%T
UT VUT =n—J | SSUT = (YL, X a2) = (SL %) | est RUT = $507
skupina 1 skupina 2 skupina 3 skupina 4
(WHITE) (RUBBY) (NIGGARD) (NOHOLES)
T =2 To1 = 4 31 =6 Tq1 =3
T2 =1 Top =1 T3 = 2 Ty =1
T3 =3 T93 =3 x33 =4
Tog =3 T3y =4
Toy — 4
T1:6 T2:15 T3:16 T4:4
Ty =2 T2 =3 T3 = Tg=2

Vypoctéme nejprve intervaly spolehlivosti pro stiedni hodnotu v kazdé ze ctyr (J = 4) skupin
méreni (uZitim 2.7 a vzorcu z tabulky 2.4):

T?
SSUT B ngechno xz?j - zskupinyﬁi B 147 — 129 B

est RUT = VUT —— 1_1 = 1,8;

Ddle VUT = 10 (secita se volnost 2 ve skupiné WHITE, volnost 4 ve skupiné RUBBY, volnost
3 ve skupiné NIGGARD a volnost 1 ve skupiné NOHOLES). Z tabulky 1.1 pro a = 2q = 0,05 a
volnost 10 je t(10) = 2,228. Intervaly spolehlivosti magji ted riznou délku diky riznym poctim
merent v kazZdé ze skupin — podle 2.7

_ 18
i€ X4y /=2 2,228
i € N,

mame py €2+ 1,73, o € 3+ 1,34, us € 4+ 1,49 a py € 2+ 2,11 (grafické znazornéni téchto
intervali viz obrazek):
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o

WHITE RUBBY NIGGARD NOHOLES

Z obrazku je mozné vycist nasledujici informace:

— antervaly spolehlivosti maji neprazdny prunik, coZ neddvd moc duvodu si myslet, Ze stredni
hodnoty velicin v jednotlivych situacich mérent se lisi vyznamne;

— experiment nemda velkou silu: mezi jednotlivymi znackami pasty mohou byt znacné rozdily
(napt. u1 =1, ug = 5), ale statisticky je nejsme schopni prokdzat; pomohlo by zopakovdani
experimentu s vetsim poctem méreni v kazZdé ze skupin (tedy s vétsi silou).

Provedme nyni test hypotézy:

(K1) Ho: py = pio = p3 = fia;
Hy: Neplati Hy.

(K2) Testovym kritériem bude velicina 2T~ Odhad est RUT = 1,8 u# byl nalezen (pro

VUT = 10), odhadnéme jesté RMT (pro VMT =J —-1=4—-1=3):

J T7 72 412
- — 1 129 — 4
estRMT:SSMT:Z’_l Ne no_ 14 _ 3
VMT J—1 4—1

(K3) Pri platnosti Hy ma veli¢ina e;i%]\gg rozdeleni F' pro stupné volnosti Vi = 3, Vo = 10.

(K4) Pro a = 0,05 prislusnd kritickd hodnota Fy(3,10) je na priseciku tretiho sloupce a
desdtého tadku tabulky 2.2 tj. F(3,10) = 3,71.
(K5) Odpovidajici F-hodnota kritéria je
est RMT 3

et RUT ~ 18 = 1,67 < I, = 3,71;

Hy tedy nezamitame, rozdily mezi pastami nebyly testem odhaleny.
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Poznamka: Nékdy se situace analyzy rozptylu popisuje tzv. lineArnim modelem (tento
piistup je podrobné rozpracovan ve skriptu [6]): pro j-tou hodnotu i-té skupiny (tfidy) plati

= QU+ o; + €4,

kde p je stfedni hodnota celé populace, «; je vliv (relativni zména) p zpisobeny podminkami
méFeni ve skupiné (= t¥idé) i, €;; je ndhodna chyba, kterd ma rozdélwni s rozptylem o2, coz
je stejny rozptyl jako rozptyl celé populace. Zde plati ZZ L0 =0, ZJ 165 =0, a Hy, Hy lze
formulovat Hy : a3 = ap = -+ = ay = 0, Hy: neplati Hy. V tomto textu se analyze rozptylu
ovsem nebudeme vénovat z pohledu linearniho modelu, ale z hlediska jiz predstaveného souctu
¢tverct.

2.1.2 DulezZité drobnosti k zapamatovani

Vratime-li se k situaci J skupin (t¥id) méfeni, i-ta4 délky N;, lze z méFeni ve vSech skupinach
dohromady spocitat jeden ,velky“ soucet ctverct

(Cviechno i) T
SS = E (zij —T)* = E x?j — ~VSECINO = E x?j - —, (2.8)
n n
vSechno vSechno vSechno

kterému odpovidd V.SS = n — 1 stupnt volnosti (n hodnot zavislych na jednom parametru ).
Z tabulky 2.4 je patrno, zZe

SS = SSMT + SSUT; (2.9)
VSS = VMT+VUT (2.10)

(podobné vztahy platily mezi celkovym rozptylem, vnitinim rozptylem a vnej$im rozptylem v
ptikladu 1.10).

Pokud by se nékomu zdaly vzorec 2.8 a tabulka 2.4 pfili§ naro¢né, rad bych uvedl nékolik
skutecnosti, které ¢tenafi pomohou si tyto vzorce zamilovat a ocenit krasu analyzy rozptylu :-)

Vztah mezi souctem ctverca a stupni volnosti: Ve vzorcich je pfitomna nasledujici sy-
metrie — vzorec pro vypocet poc¢tu stupni volnosti je klicem pro urceni poctu clend v
sumach odpovidajiciho souc¢tu c¢tvercii:

e Celkovy soucet ¢tverci (2.8): V.SS =n — 1, a pak pfi vypoctu S S od sumy n ¢lent
(sumy ¢tverct vSech méfeni experimentu) odecteme jeden clen =
e SSUT: Protoze VUT = n — J, pak pii vypoctu SSUT odemtame od sumy n ¢lent
. T2 .
(¢tvercti vSech méfeni experimentu) sumu J ¢lent (5 pro j =1,2,...,J).
e SSMT: Protoze VMT = J—1, tak pti vypoctu SSMT odecitame od sumy J ¢lent

T? . o T2
= =
A jeden ¢len “—.

Pravidlo ,,umocni a podél“: Kdykoli v probiranych vzorcich umocnujeme urcity soucet, dé-
lime jej poctem clent tohoto souctu. Konkrétné:
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2. . . . e s vee 1, e . o .

zy;: Umocniujeme jediny ¢len, ¢ili délime jej jednickou =)
2. Umocituj det Ty = SN oy, ili délime jej islem N,

e - Umociiujeme soucet T; = > 37, x;;, Cili délime jej cislem N;.

2 v . v v Vel ha e . . v/

e L. Umociiujeme soucet T" viech n hodnot, ¢ili délime jej ¢islem n.

No nejsou ty vzorce krasné?

2.2 Dvoufaktorova analyza rozptylu
2.2.1 Priklady a vzorce

A7 dosud jsme se zabyvali situacemi, kdy se hledal vliv jedné nezavislé proménné na jednu zavis-
lou proménnou. Nyni budeme sledovat vliv dvou nezavislych proménnych na tieti proménnou
zavislou na predchozich dvou.

Priklad 2.3 Chceme zkoumat vliv dvou proménnych na vgkon paméti. Pruoni proménnou bude
finanéni motivace (zlepsi se vgkon pameti, kdyz clovek dostane vice zaplaceno?), druhou pro-
ménnou bude délka pamatovdni (pamatuge si clovek po delsi dobé méné?). Vykon paméti budeme
mérit poctem zapamatovanych slov (ze dvaceti uvedengch slov).

Pri feseni prikladu bychom mohli provést dva oddélené experimenty jednorozmérné analyzy
rozptylu: V jednom experimentu zkoumat vliv prvniho faktoru (= finan¢ni motivace) v rtiznych
podminkach (podminka 1: ¢lovék dostane 1 ké za kazdé spravné zapamatované slovo; podminka
2: ¢lovek dostane 100 k¢ za kazdé spravné zapamatované slovo), ve druhém experimentu vliv
druhého faktoru (= doba pamatovani) za riznych podminek (podminka 1: zkouska paméti
ihned po nauceni slov; podminka 2: zkouska paméti hodinu po nauceni slov; podminka 3:
zkouska paméti pét hodin po nauceni slov).

Ale lepsi je oba vlivy zkoumat najednou ve dvourozmérné analyza rozptylu, protoze se
z ni dovime vice informacinez ze dvou jednorozmérnych experiment (muzeme studovat tzv.
interakci obou nezavislych proménnych - jakysi jejich vzajemny vliv na tfeti proménnou; za
chvili bude Feceno vice).

Skloubenim dvou podminek faktoru 1 a tii podminek faktoru 2 ziskdme 2 -3 = 6 podminek
dvourozmérné (= dvoufaktorové) analyzy rozptylu. pro takto navrzeny experiment bylo
nahodné vybrano Sest skupin po tiech lidech a ziskdna data uvedena v tabulce na nasledujici
strané.

Vysvétleni oznaceni v této tabulce faktorové analyzy typu J x K:
J ... pocet podminek faktoru 1.
K ... pocet podminek faktoru 2.
Tijy Tjj... soucet a primér piislusny k podmince ij.

Tgr,, Ng, ... soucet a pocet hodnot ptislusny i-té podmince faktoru 1 (= v i-tém fadku fakto-
rové tabulky).
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Ts,, Ng, .-
torové tabulky).

soucet a pocet hodnot piislusny j-té podmince faktoru 2 (= v j-tém sloupci fak-

T, n ... celkovy soucet a pocet hodnot v tabulce.
H 0 hodin ‘ 1 hodina ‘ 5 hodin H
111 =6 Ti21 =4 | T131 =9
T =4 | Tip=4| w130 =14
1 ké T113 — 5 T123 — 4 T133 — 3 TR1 =39
T11 =15 T12 =12 T13 =12
T11 =9 Tip=4| Ti3=4
To1n = 11 Tg21 =0 | w31 =6
Torg = 8 | oo = 10 | w30 =4
100 k¢ T213 — 8 T9223 — 8 T933 — 5 TR2 = 66
T21 - 27 T22 == 24 T23 - 15
Top =9 Top =8| Ta3 =25
Ts, =42 | Tg, =36 | Ty, =27 T =105
n =18

Zpracovani namérenych dat shrneme do t¥i bodii:

a) Intervaly spolehlivosti: Potfebujeme vypocitat nejprve est RUT — méame k dospozici

Sest odhadii tohoto ,vnitintho rozptylu“ (ze tii méfeni v kazdé ze Sesti skupin lze uréit
jeden odhad), 1ze tedy spocitat jejich aritmeticky priamér. Ovsem jednodussi je pouzit
zde analogii vzorce pro soucet ¢tverct rozptylu UT z tabulky 2.4:

T2
SSUT  Xvechno Tijk — Zskupiny N,
t RUT = = Y . 2.11
s VUT n—J-K ! (2.11)
dosazenim dostaneme 01 — 681
est RUT = ——— = 1,667.

18—-6
Tedy podle vzorce 2.7 mame

/1,667
Hij < fij + 7T . tk(12> = fij + 1,62

ose y je vynasena zavisla proménna méfrend poctem zapamatovanych slov, na ose x jedna
z nezavislych proménnych, naptiklad doba pamatovani. Druhou nezavislou proménnou —
finan¢ni motivaci — do obrazku graficky zndzornime tim, ze pro kazdou z jejich hodnot (1
ké |, 100 k¢) se nakresli jeden graf zavislosti po¢tu zapamatovanych slov na dobé pamato-
vani. V jednom obrazku je tedy vice kiivek odpovidajicich rtiznym podminkam faktoru
1:

vvvvvv
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10 i
94 \
8_
L 100 k zaslovo
7_
o J
5_
4_
L 1k zasovo :I:
“0hod 1hod 5 hod

Z intervalu spolehlivosti lze vy¢ist, ze oba faktory maji vliv na pocet zapamatovanych
slov: pro delsi dobu pamatovani pocet zapamatovanych slov klesa (obé kiivky), pro vyssi
finan¢ni motivaci je pocet zapamatovanych slov vétsi (kfivka ,100 ké“ je vySe neZ kiivka
»1 ke*).

b) Jednorozmérna ANOVA pro Sest podminek: Na chvili zapomertime, Ze Sest ,,okének*
v tabulce vzniklo kombinaci dvou nezévislych proménnych, a provedme jednorozmérnou
analyzu rozptylu, abychom zjistili, zda mezi uvedenymi Sesti skupinami (= t¥idami) exis-
tuji vyznamné statistické rozdily:

Hy @ pn = pig = piz = flor = foa = [123;

(H;: neplati Hy). Uz méme spocteno est RUT = 1,667 (pro VUT = 12); déle pouzijeme
analogii vzorce pro soucet ¢tvercd rozptylu MT z tabulky 2.4:

SSMT > A
podminky N;; = n
t RMT = = ; 2.12
es VMT J—1 3 ( )
po dosazeni je (pro VMT = 5)
1—-612
est RMT = 52— 6125 685 440

) 5

Sestavme vypocty provadéné v nasem statistickém testu do tabulky:

typ rozptylu | V. SS est R F-hodnota  Fj

celkovy | 17 88,5 - -
MT | 5 685 13,7 8,2 3,11
uri|i12 20 1,667 - -
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Protoze % = 8,2 > 3,11 (F>"*(ar = 0,05) = 3,11), uzavirame, 7e rozdily mezi skupinami

jsou statisticky vyznamné — H, zamitame.

Protoze nas zajimé i vliv kazdé z obou nezavislych proménnych zvlast a vliv interakce
obou proménnych (oboji 1ze zjistit ze dvourozmérné ANOVA), v praxi v této situaci test
b) neprovadime. Je zde uveden pouze z pedagogickych divodi (aby se vidélo, Ze i tento
test je mozny, a aby bylo pfipomenuto rozdéleni celkového ,kolace rozptylu®, respektive
celkového kolace souctu ¢tvercit:

SS =885=8SSUT+SSMT, VSS=17T=VUT +VMT).

¢) Dvourozmérna ANOVA: C1: Testujme nejprve vliv faktoru 1 (= finanéni motivace)
na pocet zapamatovanych slov; tento faktor ma dvé podminky vzniklé vzdy souctem
v piislusném radku faktorové tabulky:

6 4 5
1ké¢| 4 4 4| Tk =39
5 4 3| Ng =9

11 6 6
100k¢ | 8 10 4 | Tg, =66
8 8 5| Ni,=9
T =105
n =18

Rozhodujeme mezi Hy : pur, = pr, a H; : neplati Hy. Kritériem testu bude opét
podil ,vnéjsiho“ a ,vnitfniho“ rozptylu, ale roli vnéjsiho rozptylu bude nyni hrat
rozptyl mezi fadky tabulky, proto oznaceni RM R (analogicky SSM R je prislusny
soucet ¢tverci, V M R ptislusnd volnost) — pfi jeho vypoétu pouZijeme analogii vzorce
pro soucet ¢tvercd rozptylu MT' z tabulky 2.4:

SSMR radky Nz, — n
t RMR = = L : 2.13
es VMR J — 1 ) ( )
po dosazeni
— 612
est RMR = % = 40,5;

je vidét, ze VMR =J —1=2—1=1. Pak po dosazeni do kritéria

est RMR 405
est RUT 1,667

= 24,25 > F"?(a = 0,05) = 4,75.

Proto Hy zamitame, vliv faktoru 1 na pocet zapamatovanych slov se prokazal — je
statisticky vyznamny.

C2: Dale testujme vliv faktoru 2 (= doby pamatovéani) na pocet zapamatovanych slov
(zase nés zajima porovnani mezi jednotlivymi sloupci faktorové tabulky):
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C3:

0 hod 1 hod 5 hod

6 4 5

4 4 4

5 4 3

11 6 6

8 10 4

8 8 5
Tg, =42 | Ts, =36 | Tg, =27 | T =105
Ng,=6| Ng,=6| Ng,=6| n=18

Mezi hypotézami ,Hy : g, = ps, = pts, a ,,Hy: Neplati Hy“ rozhodne nyni krité-
rium <LEMS Y de est RM S uréime ze vztahu

est RUT’
Z Tg] T2
SSMS sloupce Ny, — n
t RMS = = 2 ; 2.14
est RMS = s K1 ’ (2.14)
dosazenim (pro VMS =K —1=3—1=2) mame
1,5 — 612
est RMS — 0910 = 0125 g0
3—1
a tedy

est RMS 9,5

est RUT 1,667
proto Hy opét zamitame, vliv faktoru 2 na pocet zapamatovanych slov je statisticky
vyznamny.

= 5,69 > F2"(a = 0,05) = 3.8,

Sestavme dosud vypoctené hodnoty do tabulky:

typ rozptylu | V' SS est R F-hodnota Fj
celkovy 17 88,5 - - -
MT 5 68,5 - - -

- R| 1 40,5 40,5 24,25475
-S| 2 19 9,5 5,69 3.8
-1 2 9 4.5 2,7 3,8
ur 12 20 1,667 - -

Nyni je potieba vysvétlit, kde se vzal v tabulce ¢erveny radek. Tento radek odpovida
vlivu interakce mezi faktorem 1 a faktorem 2 na pocet zapamatovanych slov.
Tato interakce je soucasti rozdilnosti mezi riznymi skupinami méfeni, a tedy je
soucasti vnéjsiho rozptylu, proto budou platit vzorce

SSMT = SSMR+ SSMS + SSI; (2.15)
VMT = VMR+VMS+VI, (2.16)

kde SST je soucet ¢tverct (rozptylu) interakce a VI je volnost (rozptylu) interakce.
Pomoci téchto vztahii je mozné SSI a VI snadno urdit:

VI=5-1-2=2SSI=685—405—19=09.
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Pak est RI = % = g = 4,5, a tedy (testové kritérium ejf%%IT porovname s kritickou

hodnotou £, "VUTY)
est RI 4.5

- -9 F212(,, _3s
est RUT ~ 1,667 T < F, 7 (a=0,05) =38

To znamena, ze vliv interakce faktort 1 a 2 na pocet zapamatovanych slov neni statis-
ticky vyznamny, hodnota kritéria tohoto pravostranného testu nepresahla kritickou
hodnotu.

Dvourozmérna ANOVA tedy spociva v testech C1, C2, C3, ve kterych hledame vliv

— faktoru 1
— faktoru 2

— interakce faktora 1 a 2

na zavislou proménnou.

No dobfte, ale co to ta interakce vlastné je? Podivejme se na ptiklad:

Priklad 2.4 Modifikujme nyni priklad 2.3 a predpoklddejme dvé podminky faktoru 1 (1 k¢, 100
ké) a pouze dvé podminky faktoru 2 (0 hod, 1 hod), ¢ili dvourozmérnou ANOVA typu 2 x 2.
Uvazme ti rizné vysledky ziskangch dat z hlediska interakce (na vodorovnou osu vyndsime dobu
zapamatovant, na svislou osu pocet zapamatovanych slov):

a) Zadna interakce: (i) Pri motivaci 100 K¢ si lidé pamatuji primérné o tii slova vice nez

pri motiwvaci 1 K¢ (bez ohledu na délku pamatovdni)

(ii) Za jednu hodinu lidé zapomenou primeérné pét slov (bez ohledu na financéni motivaci)

(iii) Shrnuti: vliv jednoho faktoru nezdvisi na velikosti druhého faktoru; abychom wrcili

hodnotu vlivu jednoho faktoru, nemusime se zajimat o druhy faktor — jinymi slovy,
mezi faktory neezistuje interakce (geometricky: prislusné zavislosti na obrdzku jsou
navzdjem rovnobéziné).

00 k zaslovo

k za slovo

"othod 1 hod

b) Slaba interakce: (i) O kolik vic si lidé primérné pamatugi pri motivaci 100 K¢ nez pri

motivaci 1 K¢? To zdlezZi na délce pamatovani — bezprostredné po nauceni slov je to
pramérné o tii vice, hodinu po naucent slov primeérné o jedno slovo vice (viz obr.).
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(ii) Kolik slov lidé zapomenou prumérné za jednu hodinu? To zdleZi na motivaci — p¥i
1 K¢ pramérné tri slova, pri 100 K¢ pramérné pét slov (viz obr.).

(iii) Shrnuti: vliv jednoho faktoru zdvisi na velikosti druhého faktoru; abychom wurcili
vliv jednoho faktoru, musime uvaZovat i hodnotu druhého faktoru — jinymi slovy,

mezi faktory existuje interakce (geometricky: prislusné zdvislosti na obrdzku jsou
ri2nobézné).

00 k zaslovo

7 1k zaslo 4
34 3
P
14

"ohod 1 hod

c) Silna interakce: [ kdyz tento vysledek je v tomto prikladu nepravdépodobny, popisme, co
by znamenala silnd interakce:

100 k za slovo

1 k zaslovo

"othod 1 hod

(1) O kolik vic si lidé primeérné pamatugi pii motivaci 100 K¢ neZ pri motivaci 1 K¢?
To zdlezi na délce pamatovdni — bezprostredné po naucent slov je to priumeérné o pet
vice, ale hodinu po nauceni slov priumeérné (svéte div se) o ctyri slova méné (viz
obr.)!!

(ii) Kolik slov lidé zapomenou pramérné za jednu hodinu? To zcela zdvisi na motivaci
- pri 100 K¢ zapomenou primeérné pet slov, pri 1 K¢ si priumérné vzpomenou jesté
na Ctyri dalsi slova !!.

(iii) Shrnuti: Hodnota jednoho faktoru zcela (a klicové) zdvisi na hodnoté druhého fak-
toru. Tomuto typu interakce Fikame uplnd (= silna). prislusné grafy maji opacny
sklon — za jedné€ podminky je graf rostouct, za jin€ klesajici.
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Pojem interakce ma také sva tskali: V oddilku 1.6 (poznamka e)) jsme mluvili o poruseni
métitka, které s otazkou interakce souvisi — nékdy volba hodnoty zavislé proménné neni
jednozna¢na. V naSem piikladu jsme zévislou proménnou (= silu paméti) métili pocétem
zapamatovanych slov. Mohlo by se stat, ze bychom tuto ,psychologickou“ proménnou mésili
jinou matematickou veli¢inou (napf. logaritmem poétu zapamatovanych slov nebo druhou
mocninou po¢tu zapamatovanych slov) a piislusné kiivky na obrazcich by pak mély jiny sklon,
coz by vedlo k jiné interakci. Protoze tato volba veli¢iny neni jednozna¢na (vice matematickych
veli¢in miZe byt k tomuto ucelu stejné dobrych), neni jednozna¢na ani hodnota interakce.

Zptedchoziho odstavecku plyne, Ze vhodnou transformaci zavislé proménné lze né-
kdy interakci odstranit — zejména piipad slabé interakce (,,mirné riznobézné grafy“) lze
prevést na pripad bez interakce (rovnobézné grafy), ¢ili nema smysl tvrdit, Ze interakce existuje
nebo neexistuje. To ovSsem neznamenad, ze nema cenu interakce studovat — naopak, v nékterych
pripadech lze interakci jednoznac¢né prokézat:

e napt. kdyz métitko zavislé proménné je ekvivalentni méfitku nezévislé proménné (pii-
kladem takové zavislé proménné je napt. doba cekani na vyskyt jisté udalosti — napt. v
nasem piikladu by to znamenalo spiSe naplanovat experiment tak, ze by c¢as byl zavislou
proménnou a vynasel by se na svislé ose, mérili bychom naptiklad dobu, po kterou si lidé
jsou schopni udrzet v paméti aspon pét ze zapamatovanych slov; nezavislymi proménnymi
by mohly byt napf. motivace a vék);

e silnou interakei nelze transformaci zachovavajici monotonnost (= rostouci funkce se trans-
formuje na rostouci funkci) nijak odstranit.

Podivejme se jesté na jeden priklad dvourozmérné analyzy rozptylu:

Priklad 2.5 V roce 1966 ve firmé Bell telephone predstavil Saul Sternberg zpisob, jak tes-
tovat rychlost pristupu cloveéka do kratkodobé pameti: Testovany ma za kol si zapamatovat
urcitou mnozinu pismen, napt. {A,Q, M, T,G}. Potom se podrobi nasledujici zkousce: jsou mu
prezentovana ruznd pismena a on md stisknout jisté tlacitko, pokud dané pismeno pochdzi ze
zapamatované mnoziny pismen (a jiné tlacitko, pokud se o pismeno z dané mnoZiny nejednd).
Meéri se doba reakce mezi prezentaci pismene a stiskem tlacitka.

Zdkladni nezdvislou proménnou tohoto experimentu je s = pocet pismen v ,,pamétové mno-
Ziné“. Bylo zjisténo, Ze zdvislost poctu pismen na reakéni dobé je linearni (s vétsim poctem
pismen predloZengch k zapamatovdani se linedrné prodluzuje reakéni doba):

300+
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Popis obrazku: na vodorovnou osu vyndsime pocet s slov v ,pamétové mnoziné“, na svislou
osu reakcni dobu t v milisekunddch, pridanim jednoho slova do zapamatované mnoZiny se zvysi
reakcni doba priblizné o ¢ = 33,3 milisekund.

Provedme nyni experiment zjistujici, jak se pristup do krdtkodobé paméti lisi vzhledem k
typu zapamatované jednotky - vytvorime dvourozmérnou ANOVA typu 2 x 3, faktor 1 (= typ
pamatované jednotky) md dvé podminky (pismena a slova); faktor 2 (= pocet jednotek v
zapamatované mnoziné) md tri podminky neboli hodnoty (1, 3, 5).

Ziskala se ndsledujici data, provedte pro né dvourozmérnou ANOVA:

I L 3 | 5 |
350 394 456
346 392 471
361 410 464
330 405 460
pismena 342 400 450 || Tr, = 6031
T, = 1729 T2 = 2001 Ti3 = 2301
Ill - 346 Elg - 400 513 - 460
esty; 02 =128 | estyy 02 =56 | est;3 02 =63
384 466 585
371 484 580
365 475 560
392 470 562
slova 375 465 570 || Tk, = 7104
15 = 1887 Thy = 2360 To3 = 2857
Tgl - 377 fgg - 472 fgg - 571
esty; 02 =114 | estyy 02 = 61 | estag 02 = 120
Ts, = 3616 Ts, = 4361 Ts, = 5158 || T = 13135
n =30

7 nameérenych dat spocitame k dalsimu vyuziti:

_ 2
SSUT = Yo Y
vse podminky
T2 2
SSMT = Y 2 L
y 5) n
podminky
T: T2
SSMS = .
sl%ce 10 30
T2 T?
SSMR = T
2 35
radky

SST

— —_ =118933; VMS =2;

— 38377, VMR = 1;

T2
1 =2169; VUT =24

— = =165231; VMT =5;

SSMT — SSMS — SSMR =17921; VI =2.
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a) intervaly spolehlivosti: ,Vnitini“ rozptyl lze vyjadiit jako aritmeticky primeér Sesti od-
hadi (protoze v kazdé t¥idé (= podmince) se vyskytuje stejny pocet méfeni), nebo jako

podil
SSUT 2169

VUT 24
/90,4
Hij c Eij + ?7 . tk(24> = jz’j + 8,8,

600

est RUT =

= 90,4;

tj.

5004 slov.

4004 smena

3004

Intervaly spolehlivosti (vyznaceny na obrazku) jsou malé vzhledem k rozdilim mezi pri-
méry, tj. experiment mé dostatecnou silu (primeéry jsou dobrymi odhady st¥ednich hod-
not). Zavislosti jsou linedrni, je tedy potvrzena platnost ptivodni Sternbergovy teorie.
Sklon je vétsi u slov nez u pismen, coz znamend, ze doba kontroly u slov je obecné delsi
nez doba kontroly u pismen.

b) testy hypotéz: Oznac¢me stfedni hodnoty piislusejici jednotlivym podminkam:

| 1] 3] 5]
pismena || p11 | fa2 | 13 || R,
slova || po1 | p2a | p23 || MR,
| isy [ ps, [ s, |

Nyni nas zajimaji vysledky nasledujicich tii testi:

Test 1: Vliv faktoru 1:
Hy: pgr, = pg, (typ polozky nema vliv na reakéni dobu);
H;: neni pravda, ze pr, = lR,-
Test 2: Vliv faktoru 2:
Ho: s, = ps, = pus, (velikost mnoziny nema vliv na reakéni dobu);
H;: neplati Hy.
Test 3: Vliv interakce faktorta 1 a 2:
H, : [11 — flo1 = 12 — Moo = fa3 — foz (rozdil mezi typy poloZek nezavisi na
velikosti mnoziny)
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nebo ekvivalentné

Ho:  p13 — g = fog — o2 & soucasné fiip — i1 = flog — fo1 (v1iv velikosti mnoziny
nezavisi na typu polozky).

Hy: neplati H,.

Vysledky téchto testil lze vycist z tabulky pro dvourozmérnou ANOVA:

zdroj rozptylu | V SS est R F-hodnota Fj
celkovy 29 167398 - - -
MT 5 165231 - - -

-R| 1 38377 38377 425 4,26
-S| 2 118933 59466,5 658,54 3,4
-1 2 7921  3960,5 43,86 3,4
ur 24 2167 90,3 -

Ve vsech tfech testech zamitame Hy, protoze prislusnd F-hodnota je vzdy podstatné vetsi
nez Fj,.

Zéavéry testt ndm nefekly tolik, jako intervaly spolehlivosti. V kapitole 4 si fekneme néco
o konkrétnéjsich alternativnich hypotézach H;.

Z udajt tabulky lze potvrdit vztah mezi jednotlivymi volnostmi a soucty ¢tvercti: celkova
volnost 29 je souctem ,vnitini“ volnosti 24 a ,vnéjsi“ volnosti 5, tu lze dale rozlozit na
soucet volnosti 1 mezi fadky, volnosti 2 mezi sloupci a volnosti 2 interakce (mimo jiné pro
volnost interakce vzdy plati vzorec VI = VMR - VMS). Podobné celkovy soucet ¢vercti
167398 je souctem ,vnitiniho* souctu ¢tverct 2167 a ,,vnéjsitho* souctu c¢tverct 165231.
Tento vnéjsi soucet ¢tvercu lze dale rozlozit jako soucet SSR = 38377, SSS = 118933 a
SST =T7921.

Obecné lze fici, ze ¢im vétsi podil ma diléi soucdet ¢tvercu v celkovém kolaci
souctu ¢tvercu, tim ma prislusny zdroj vétsi vliv na celkovy rozptyl. To znamena
pro nas priklad, Ze nejvétsi podil na rozptylu mé rozdilnost ve sloupcich (SSS = 118933
tvori asi 71% celkového SS5).

Zde jsme se zatim seznamili s dvourozmérnou ANOVA pouze pro piipad stejného poctu

méfeni v kazdé ze tiid (N;; = konstanta). Ptipad nestejného po¢tu méfeni lze vyfesit bud
vypusténim , presahujicich hodnot®, nebo tzv. nevazenou analyzou rozptylu, kterou se zde ne-
budeme zabyvat.

2.2.2 Dvé poznamky jako bonus

Poznamka 1: Graficka reprezentace. Z grafu popisujiciho ziskanéa data lze vycist nejen vliv

interakce, ale také vliv faktoru 1 a faktoru 2 na zavislou proménnou. Uvazujme situaci
slabé interakce popsané nasledujicim grafem:
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nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

hodn.1 hodn.2

fakt. 1

U faktoru 1 neni dilezité ¢islo 1, ale to, ze hodnoty faktoru jsou vynaseny na osu x
(tj. faktorem 1 se rozumi faktor vynaSeny na osu x). Méru vlivu faktoru 1 na zévislou

proménnou udava rozdil p;:

nez.
prom. fakt.2,hodn.1
b - b
-
-
- B
-
a - a
fakt.2,hodn.2
- hodn.1 hodn.2

fakt. 1

a ... primérny vliv faktoru 1 v podmince 1; b ... pramérny vliv faktoru 1 v podmince 2;
carkovana usecka je grafem primeérného vlivu faktoru 1.
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Miru vlivu faktoru 2 (= faktor, ktery neni vynaSen na osu x) udava rozdil ps:

nez.

prom. fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

- hodn.1 hodn.2 fakt. 1

a ... prumérny vliv faktoru 2 v podmince 1; b ... primérny vliv faktoru 2 v podmince 2.

Abychom ziskali ur¢ity cit na zavéry plynouci z grafické reprezentace, projdeme nékolik
prikladi:

Priklad 2.6 Priklady analjzy typu 2 X 2:

nez.
prom. fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

- hodn.1 hodn.2 f'akt. 1
a)

Vliv interakce: maly, spise ne. Vliv faktoru 1: ano. Viiv faktoru 2: ano.

nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

B hodn.1 hodn.2 fakt. 1

b)
Vliv interakce: ano. Vv faktoru 1: ano, mirny. Vv faktoru 2: ne.
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nez.
prom.

fakt.2,hodn.1

fakt.2,hodn.2

- hodn.1 hodn.2 f'a\kt_ 1
c)

Vliv interakce: ne. Vi faktoru 1: ne. Vliv faktoru 2: ano.

nez.
prom.

fakt.2,hodn.1
fakt.2,hodn.2

B hodn.1 hodn.2 fakt. 1

d)
Vliv interakce: ano. Vi faktoru 1: ano. Vi faktoru 2: ano.

Priklad 2.7 Priklady analjzy typu 3 X 3:

nezAe.
prom.

fakyj\

fakt.2, hodn.2

w, hodn.3

4 Thodn.i hodn.2  hodn.3 fakt. 1

a)

Vliv interakce: ano. Vv faktoru 1: ne. Viiv faktoru 2: ano.
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nez.
prom. fakt.2, hodn.1

Takt.2, hodn.2

N

fakt.2, hodn.3

4 Thodn.i1 hodn.2  hodn.3 fakt. 1

b)

Vliv interakce: ano. Vi faktoru 1: ano. Vi faktoru 2: ano.

fakt.2, hodn.1

nez.
prom.
fakt.2, hodn.2

akt.2, hodn.3

b

4 hodn.1 hodn.z hodn.3 fakt. 1
c)

Vliv interakce: ne. Vv faktoru 1: ano. Vv faktoru 2: ano.

Poznamka 2: T¥i a vice rozméri u ANOVA. Uvazujme experiment méfeni sily paméti z
prikladu 2.3. Kdybychom chtéli prokazat, zda se vysledky experimentu lisi mezi muzi a
zenami, pridanim tfeti nezavislé proménné (pohlavi) jako t¥etiho faktoru bychom dospéli
k trojrozmérné (= tfifaktorové) analyze rozptylu typu 2 x 3 x 2, tj. kombinaci faktorovych
urovni by vzniklo dvanact rtiznych podminek.

Pak bychom potfebovali zpracovat data ze dvandcti skupin méfeni (napf. N = 3
je pocet méfeni v kazdé skupiné) a vyplnit faktorovou tabulku (respektive dvojici tabulek)

fakt.3,podm.1: Zeny H fakt.2: 0 hodin ‘ fakt.2: 1 hodina ‘ fakt.2: 5 hodin ‘
fakt.1: 1 k¢
fakt.2: 100 k¢

fakt.3,podm.2: muzi H fakt.2: 0 hodin ‘ fakt.2: 1 hodina ‘ fakt.2: 5 hodin ‘
fakt.1: 1 k¢
fakt.2: 100 ké

Tabulka vysledki trojrozmérné ANOVA by pak méla nasledujici tvar (uvedu jen prvni
dva sloupce):
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<

zdroj rozptylu
celkovy
MT
— faktor 1
— faktor 2
— faktor 3
— interakce Fi, Fy
— interakce Fi, F3
— interakce I3, F3
— interakce F, I3, F3
ur

w
= Ot

DN DN~ DN ==

[\
g

(plati, Ze pocet stupni volnosti interakce je roven soucinu volnosti faktort do této
interakce zahrnutych)

V tabulce je vhledem k predchozimu jedind nova veli¢ina, a sice soucasna interakce
faktoria F, Fy, F3 — vyjadiuje miru, do jaké zavisi libovolnad dvourozmérné interakce na
hodnoté tretiho faktoru, tj. interakce F}, F5 na hodnoté faktoru Fj3, nebo ekvivalentné
interakce Fi, F5 na hodnoté faktoru F5, nebo ekvivalentné interakce F5, F3 na hodnoté
faktoru Fj.

Vice nez t¥i rozméry u ANOVA jsou mozné, ale celd situace je uz dost neptehledna, ¢ili
se mMocC neuziva :-)

2.3 Experiment opakovaného méreni

V oddilech 2.1, 2.2 jsme se zabyvali experimentem typu ,vice vzorkd jednou*. Nyni se
zaméfime na typ ,jeden vzorek vicekrat‘, neboli tzv. experiment opakovaného méreni
(jedna skupina je zkouména a méfena za ruznych podminek).

2.3.1 Rozdil mezi pojetim ,,vice vzorki jednou® a ,,jeden vzorek vicekrat“

Priklad 2.8 Zajima nds vliv nedostatku spanku na rychlost reSeni problémai. Nezavislou pro-
ménnou je zde doba, kterd uplynula od posledniho spanku (3 podminky: 2 hod, 16 hod, 24 hod).
Zavislou proménnou je doba Teseni ulohy jistého typu.

Kdybychom provedli experiment typu ,vice vzorkt jednou* a ziskali napr. ndsledujici
data (27 lidi je rozdéleno do tii skupin po deviti, byla ziskdna méreni vyznacend v tabulce —
Ctvercem je zaznacen prumér v kaZdé ze tii skupin mérent):
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(na vodorovné ose je vyndsena doba od ukonceni posledniho spanku v hodindch, na svislé
doba Tesent ulohy jistého typu v minutdch). Napt. pomoci jednorozmeérné ANOVA lze pro tento
experiment ucinit zaver, Ze prumeéry x; se lisi pouze madlo, zatimco rozptyl mérent v kazZdé ze tri
skupin je velky — to znamend, Ze rozdily mezi T; jsou zpiusobeny ndhodnymi vlivy a statisticky
test by neodhalil vyznamny rozdil mezi jednotlivymi podminkami (2, 16 a 24 hodin beze spanku,).

Ovsem kdybychom provddéli experiment typu ,jeden vzorek vicekrat®, vybrali bychom
treba devet lidi a s touto skupinou vybranych deviti bychom provedli méreni ve trech riznych
podminkdch (situacich) — a sice 2, 16 a 24 hodin po ukonéeni posledniho spanku. Celkem vzato
by vysledkem mereni mohly byt podobné nebo i stejné hodnoty jako na predchozim obrdzku, ale
hodné zdlezi na tom, jaké rozdily vykazuji rizné situace méreni u jednoho konkrétniho cloveka —
zndzornime toto spojenim prislusnych t7i hodnot mereni u kazdého vybraného. Nyni velky rozdil
spocivd v tom, zda hodnoty mérent tychz lidi v riznych podminkdch jsou svdzdny ve stylu

2 hod 16 hod 24 hod

(vliv doby bdélosti na rychlost tesent ulohy je u kaZdého clovéka jing — u nekoho se s rostouct
dobou bdélosti rychlost Teseni zmensuje, u jineho zvétsuje, zaver: vliv doby bdelosti na dobu
resent ulohy nent vjznamny ani jednoznacny) nebo ve stylu
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2 hod 16 hod 24 hod

(u vsech zkoumangch lidi se doba TeSeni tulohy s rostouci dobou bdélosti zvySuje, zdver:
protoze narust doby resent ulohy se zvysuje u kazZdého pozorovaného clovéka, je vliv doby bdelosti
vyznamny).

Klasickda ANOVA (vice vzorkt jednou) by zamitla hypotézu o vyznamnosti v obou situacich
dokumentovanych na poslednich dvou obréazcich, kdezto test ,jeden vzorek vicekrat®, ktery se
v tomto oddilku chystame popsat, samoziejmé bude moci mezi obéma situacemi rozlisit. Snad
byl na pravé uvedeném piikladu formulovan hlavni rozdil mezi obéma pojetimi:

vice vzorkiu jednou: H, zamitneme, jestlize rozdily mezi podminkami jsou velké vzhledem
k rozdiliim mezi jedinci v kazdé skupiné meéteni.

jeden vzorek vicekrat: H,zamitneme, jestlize rozdily mezi podminkami vykazuji podobnou
miru zmény u kazdého pozorovaného jedince (bez ohledu na to, jak se od sebe i1 méfeni
v jedné skuping).

V pravé popsaném piikladu 2.8 bylo tedy rozumné provadét experiment typu ,jeden vzo-
rek vicekrat“ — ten totiz celkem jisté detekuje vliv doby bdélosti na schopnost soustfedéni a
feSeni uloh. Nasledujici priklad je zajimavy svym tvrzenim, Ze v nékterych situacich je mozné
navrhnout experiment obou typi.

Priklad 2.9 Spolecnost EVERGREEN vyddva knihu s ndzvem ,V zajeti vlastnich predstav®
a rada by zjistila, zda se tato kniha bude lépe proddvat s bilym, nebo cernym obalem. MizZe
provést experiment jednim ze dvou zpusobu (kdyz predtim vytiskla jisty testovaci pocet knih s
bilym a jisty testovaci pocet knih s cerngm obalem):

a) Ndahodné vybere dvacet knihkupectvi a do kaZdého distribuuje stejny pocet knih cernych a
stejny pocet knih bilych. Po urcité dobée provede t-test typu ,jedna skupina dvakrdt” pro
pocty prodangch knih (je to vlastné pdrovy test pro dvacet pdrd hodnot).

b) Ndhodné vybere dvacet knihkupectvi a rozdéli je na dvé skupiny po deseti. Do pruni skupiny
distribuuje pouze cerné knihy, do druhé skupiny pouze bilé. Po urcité dobé provede t-test
typu py = o pro pocty prodanych knih, kritériem testu bude rozdil prumeéru, kde kaZdy z
prumeéru se spocte z deseti hodnot.
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Piiklad 2.10 Predpoklddejme, Ze experimentu typu ,jeden vzorek vicekrat* (experiment opa-
kovaného méreni) z prikladu 2.8 se ucastni ctyri lidé (= ctyri subjekty). Byla ziskina data

sestavend do ANOVA tabulky typu 4 x 3:

2hod‘

16 hod |

24 hod ||

clovek 1 T11 — T11 = fu =1 T12 = T12 = Elg =2 T13 = T13 == Tlg =3 TR1 =6
clovek 2 To1 = T21 = T91 = 2 Too — T22 = T9o = 2 T3 = T23 = ng =5 TR2 =
clovek 3 || 31 =131 =731 =3 | w30 =150 =030 =6 | X33 =T33 =T33 =6 || T, = 15
Clovek 4 || xyg =Ty =Tg1 =2 | Tyo =Ty =Tgo =4 | 243 =Ty3 =Ty3 =06 || T, = 12
Ts, = 8 Ts, = 14 Ts, =20 || T = 42
fsl =2 552 = 3,5 553 =5 n=12
Ny =

Uvedena data lze graficky zndzornit

subjekt 3

2 hod 16 hod 24 hod

Na zakladé ptikladu 2.8 a terminologie dvoufaktorové ANOVA lze Tici, ze vSechny subjekty
vykazuji stejné (obdobné) chovani, pokud interakce SUBJEKT-PODMINKA je mal4, tj. gra-
fické prubéhy jednotlivych jedincii (subjektil) jsou ,rovnobézné“ ve smyslu posledniho obrazku
z prikladu 2.7.

Cim mensi je tato interakce, tim vétsi vahu ma tvrzeni, Ze rozdily mezi skupinami jsou
zplisobeny vlivem nezéavislé proménné PODMINKA. Cim vétsi bude interakce SUBJEKT-
PODMINKA, tim vice budeme mit opravnéni si myslet, Ze rozdily mezi podminkami jsou

zpusobeny pouze ndhodnymi vlivy. Roli kritéria miry dikazt testu tedy misto RUT
prevezme RI, tj. odpovidajici F'-hodnota vznikne jako

est RM'T
est RI

(¢len RI prevzal funkci ¢lene RUT ve jmenovateli zlomku kritéria z oddila 2.1, 2.2).
Pokracujme nyni v feseni naseho prikladu:

a) Dvourozmérna ANOVA: Od situace ,vice vzorkta jednou“ se lisi typ ,jedna sku-
pina vicekrat® tim, ze N;; = 1, tj. volnost V;; = 0, a tak VUT = > V;; = 0, a tedy
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nelze viubec pocitat est RUT. Ostatni odhady uz pocitat lze — vypocteme je podle stej-
nych vzorct jako u dvoufaktorové (=dvourozmérné) ANOVA ve 2.2:

T2 T2
SSMT = Yo Z 184147 =137, VMT =12 —1=11;
T2 T2
SSMS = Y jﬂ L —165-147=18, VMS=3-1=2;
n
sloupce
T2 T2
SSMR = ) ?’:’ — - =162-147=15, VMR=4—-1=3;
n
radky

SSI = SSMT —SSMS —-SSMR=4, VI=VMS-VMR=6.
Vysledky sestavme do tabulky ANOVA:

zdroj rozptylu | V. SS  est R F-hodnota  F},
MT 11 37 - - -

-R| 3 15 5 — -

-S| 2 18 9 o = 1349 514

~I| 6 4 0667 - -

Podle tadku ,S“ (sloupce) tabulky tedy zamitame Hy a uzavirdme, Ze doba bdélosti od
posledniho spanku md vliv na kvalitu teseni problémi. Ddle tadek ,R* (tj. rozdily mezi
jedinci = subjekty) nds v situaci opakovaného meéreni obycejné nezajimda. To, co nds
zajimd, je RMS, tj. rozdily mezi jednotlivymi podminkams.

b) Vypocet intervali spolehlivosti: Odvodime nejprve vzorec pro interval spolehlivosti v
této situaci: Ze ziskanych dat

subjekt 2 hod 16 hod 24 hod prameér subjektu odchylka od * = 3,5

clovek 1 1 2 3 2 1,5

clovek 2 2 2 5 3 0,5

¢lovék 3 3 6 6 5 -15

¢lovek 4 2 4 6 4 -0,5
Ts, =8 Tg, =14 Tg, =20 T=35

nejprve odstranime rozdily zptisobené riiznosti lidi (protoze toto odstranéni riznosti lidi
nemd vliv na experiment typu jeden vzorek vicekrat); a sice tak, Ze k hodnotam u
kazdého clovéka pricteme odchylku jeho primeéru od celkového priméru — k hodnotam
v prvinim fadku pri¢teme 1,5, ve druhém radku pricteme 0,5, ve tfetim odecteme 1,5, ve
¢tvrtém odecteme 0,5,

subjekt 2 hod 16 hod 24 hod primér subjektu

Aovék 1 2,5 35 45 35
clovek 2 2.5 2,5 5,5 3,5
clovek 3 1,5 45 45 3,5
clovek 4 1,5 3,5 5,5 3,5

Ts, =8 Tg, =14 Tg, = 20
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a tedy hodnoty u kazdého subjektu maji nyni tentyz primér, kdezto soucty T, jed-
notlivych podminek ztstavaji nezménény. Takto upravend data lze graficky znazornit
nasledovné:

subjekt 4 /f
/-

....... A
Rt subjekt 2

2 hod 16 hod 24 hod

(v8echny ¢tyti kfivky maji stejny sklon jako na predchozim obrazku, ale jsou posunuty
blize k sobé). Tim, ze jsme k datim pridali pozadavek, Ze pramér kazdého fadku musi
byt stejny, klesne pocet stupit volnosti z deviti na Sest (pozadujeme-li totiz, aby soucty
radki i sloupcii v tabulce 3 x 4 byly zachovany, mizeme volné vyplnit pouze Sest hodnot,
ostatni uz jsou jednoznacéné urceny).

Kdyz nyni vypoc¢teme ,,SSUT* pro upravenou tabulku hodnot, dostaneme

T2
« o 2 J —
podm.

a to je pravé i hodnota SSI. Celkem tedy pro odhad intervalu spolehlivosti bereme
eSt Rﬁ — est R[ — 0,667 t‘
X N 4 )

— est RI
peX; 29V - N (2.17)

— . [o667 —
iy € X[ = 2,447 = X5 £ 1,00,

atedy p; € 21, ps € 3,5+1 a puz € 5£1. Primeéry i intervaly spolehlivosti lze znazornit
graficky:

V nasem prikladu
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"~ 2hod

2.3.3 Pf‘ipad Nij >1

Priklad 2.11 Uvazujme experiment z prikladu 2.8,

mince dvakrdt. Jsou ziskdna data:

16 hod

24hod

kde kazdy clovek je podroben kaZdé pod-

H 2 hodiny ‘ 16 hodin ‘ 24 hodin H
T =1 2121 =3 | x131 =2
T =1] p=1]| T30 =4
clovek 1 T11 =2 T12 =4 T13 =6 TR1 =12
Toyn =1 | Top1 =2 | X931 =6
Tor2 =3 | Toop =2 | Xozp =4
clovek 2 Tgl =4 T22 =4 T23 =10 TR2 =18
T311 =3 | T321 =06 | w331 =9
Ta12 =3 | T30 =06 | T330=7
clovek 3 T31 =6 T32 =12 T33 =12 TR3 =30
Tg1 =1 | T421 =6 | 2431 =6
Tg12 =3 | Ty =2 | Xy30 =06
clovek 4 T41 =4 T42 =38 T43 =12 TR4 =24
| Ts, =16 | Ts, =28 | Ts, =40 || T =84

V pravé uvedeném piikladu uz (na rozdil od situace N;; = 1) méa smysl pocitat SSUT"

SSUT = Y a?, - ZT; = 20,

vSichni 1]

VUT = pocet tiid = 12.

SSUT ma zde vsak jiny vyznam nez v oddilu dvourozmérné (= dvoufaktorové) analyzy roz-
ptylu: nyni se nejedna o rozptyl hodnot pro rizné subjekty (= ruzné lidi), ale rozptyl hodnot
jednoho subjektu, podrobeného nékolikrat za sebou stejnym podminkam.
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Dalsi soucty ¢tverctt vypocteme piirozené (VMT = pocet ,situaci minus jedna = 11,
VMR = pocet fadkti minus jedna = 3, VM .S = pocet sloupctt minus jedna = 2):

T2 T2
SSMT = % ' =~ =368-294="74 VMT =11,
— n
/Z’h]
TE T2
SSMR = ) —&— o0 =30; VMR=3;
Fadky
T: T2
SSMS = ) = gp =36 VMS=2;
sloupce

SSI = SSMT - SSMR—-SSMS=8; VI=VMS -VMR=2-3=6.

Intervaly spolehlivosti pro p; u jednotlivych podminek:

est RI

N;

p; € XjEto(VI)- (2.18)

kde N; = 8 (= pocet viech méfeni v daném sloupci). Cili

m\

p; € Xj=42,447 - =X, +1.

Vysledek je stejny jako u ptikladu 2.8, protoze priméry hodnot v kazdé z dvanacti ,bunék®
jsou stejné jako hodnoty méreni v pr. 2.8.

Testovani hypotéz:

a) Hy: doba uplynuté od posledniho spanku nemé vliv na dobu feSeni problémii;
H;: doba uplynuté od posledniho spanku ma vliv na dobu feSeni problémai.
Testovym kritériem je stejné jako v piipadé NN;; = 1 podil

est RM S B 18
est RI 1,333

= 13,5 > F},(2:6) = 5,14;

tedy pro a = 0,05 zamitame hypotézu Hy.

b) Hy: doba feSeni problémii u riiznych subjekt se nelisi;
H;: doba feseni problémii u riznych subjekti se lisi.
Testovym kritériem je podil

est RMR 10
est RUT 1,666

= 6,0 > Fi,(3;12) = 3,69;

tedy pro a = 0,05 zamitame H,. To znamena, Zze pokud se subjekty nelisi (ve smyslu roz-
dilu st¥ednich hodnot jednotlivych rozdéleni), pravdépodobnost vysledku ziskand nasim
meérenim je mensi nez 0,05.
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c) Hy: mezi subjekty a podminkami neni interakce;
Hi: mezi subjekty a podminkami dochazi k interakci.
Testovym kritériem je
est RI. 1,333 .

_ = 1.8 < F.(6:12) = 3.00:
cst RUT ~ 1666 -0 < Fi(6:12) = 3,00;

tedy pro a = 0,05 hypotézu Hy nezamitame, interakce neni statisticky vyznamna.

Pravé uvedené testy b),c) se pouzivaji jen méalokdy, ovSem v piipadé N;; = 1 nebyly vibec
proveditelné. Nés ale zajima predevsim vysledek testu a). VSechna data testi lze opét shrnout
do tabulky:

zdroj rozptylu | V' SS est R F-hodnota  Fj
celkovy soucet | 23 94 - - -
MT 11 74 — - —

-R| 3 30 10 16 = 6,0 3,49

-S| 2 36 18 353 =135 5,14

-1] 6 8 1,333 0,8 3.0
ur 12 20 1,666 - -

2.3.4 Neékolik drobnych poznamek

Poznamka 1. Tvar kritéria F'—testu. Vratme se k piikladu 2.11 a pfidejme matematické
vysvétleni toho, pro¢ se lisi kritéria v testech a), b), ¢). Ozna¢me

e 02 ... rozptyl hodnot zptisobeny vykyvy vykonu jedince;
e 0%... rozptyl hodnot mezi riiznymi jedinci (fadky);
e 0% ... rozptyl mezi riznymi podminkami (sloupci);

e 07... rozptyl zpilisobeny interakci obou faktorti.

Pak mizeme v tabulce doplnit o¢ekévané (= stfedni) hodnoty pozorovanych odhadi:

zdroj rozptylu | V SS est R ocekavana hodnota est R
celkovy soucet | n — 1 SS - -
MT JK —1 SSMT - -
~-R|J-1 SSMR est RMR o2+n-J-o%
-S| K-1 SSMS est RMS o2+4n-K-oc:+n-o?
-I|(J-1)-(K—-1) SSI est RI oZ+n-o?
ur n—JK SSUT  est RUT o2

Z tabulky (jejiz obsah nebudeme dokazovat) vidime, ze est RM S a est RI jsou odhadu
téhoz rozptylu pravé tehdy, kdyz 0% = 0. Ale podminkou 0% = 0 je jen jinak vyjadfena
platnost hypotézy H,. Cili pokud H, plati, jsou est RMS a est RI odhady téhoz
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rozptylu, ¢ili jejich podil lze popsat rozdélenim F'.

Déle z tabulky vidime, Ze pokud o% = 0 (respektive 07 = 0), tak odhady est RUT,
est RMR (resp. odhady est RUT, est RI) jsou odhady téhoZ rozptylu o2 a jejich podil
lze popsat F-rozdélenim.

Poznamka 2. Pevné versus nahodné vlivy. Pfi pldnovani experimentu se nékdy pouziva
terminologie pevnych a ndhodnych vlivi. V ptikladech této kapitoly byla pevnym vlivem
doba bdélosti od posledniho spanku, nahodnym vlivem byli jednotlivi lidé podrobeni
testu. Jinymi slovy, za ndhodny vliv ¢i nahodnou proménnou oznacujeme ten faktor,
jehoz vysledky chceme vztahnout na celou populaci, nikoli jen na vybrané jedince.

Ad priklad 2.9: ndhodnym vlivem jsou zde knihkupectvi, protoze vysledky testu chceme
vztahnout nejen na dvacet vybranych, ale na vSechna knihkupectvi.

Poznamka 3. TFirozmérny experiment. Nasledujici tabulka ukazuje analyzu dvou pevnych
vlivii A, B a jednoho ndhodného vlivu S — ndhodnym vlivem S jsou pozorovani jedinci:

zdroj rozptylu | V SS testové kritérium
A J—1 SSA —estefé(gg &)

B K—1 SSB est R(BxS)

S (=subjekty) | n —1 SSS

AxS (J—1)(n—1) SS(A x S)

B xS (K—1)(n—1) SS(B % S)

AxB (J—1)(K —1) SS(A x B) o e
AxBxS (J-1)(K—-1)(n—1) SS(Ax BxJS)

Jakykoli pevny vliv (nebo interakce pevnych vlivii) je testovan pomoci podilu odhadu
rozptylu tohoto vlivu a odhadu rozptylu interakce tohoto vlivu se subjekty.

Vyssi nez treti dimenze jsou také zpracovatelné, ovsem uz znac¢né neprehledné.

Také je mozné studovat jakési smisené experimenty, z nichz nékolik proménnych je pev-
nych a nékolik ndhodnych (napf. muzi/Zeny jsou piikladem dvou typi subjektt, tedy
dvou nahodnych vlivii). Tyto modely jsou ovSem mimo ramec tohoto textu.

2.4 Shrnuti

Tato kapitola je pTirozenym pokracovanim otazek studovanych v kapitole 1 — zatimco kap.
1 se zabyvala porovnénim stfednich hodnot dvou skupin méfeni (pfitom kazda ze skupin
méfeni zavislé veli¢iny byla ziskdna pro jinou hodnotu nezéavislé veli¢iny), kap. 2 studuje
porovnani stfednich hodnot t¥i a vice skupin méfeni (byly ziskdny t¥i a vice soubort méfeni
zavislé veli¢iny, kazda skupina méfeni byla ziskdna pro jinou hodnotu nezavislé veli¢iny).
Presnéji feceno, toto zobecnéni poctu hodnot nezdvislé veliciny je tématem oddilu 2.1. Oddil
2.2 je zobecnénim kapitoly 1 v jiném smyslu — zatimco 2.1 studuje vztah jedné nezavislé
veli¢iny a jedné veli¢iny zavislé na té prvni (tzv. jednofaktorova analyza rozptylu =
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jednofaktorova ANOVA), oddil 2.2 se zabyva studiem vztahu jedné veli¢iny zavislé na dvou
(nebo i vice) nezavislych veli¢indch (tzv. dvoufaktorovd ANOVA nebo vicefaktorova
ANOVA) Jedna se tedy o zobecnéni poctu nezdavislyjch veli¢in. No a do tfetice opét situace
jiného druhu — zatimco 2.1 a 2.2 se zabyvaly studiem navzajem nezavislych skupin méieni,
tak oddil 2.3 (experiment opakovaného méreni) studuje skupiny méfeni, které jsou
spolu navzajem provazany — stejny jedinec je podroben méfeni v kazdé z podminek (vlastné
zobecnénd situace pdrového testu z kapitoly 1 pro tii a vice podminek mérent).

Vsechny tvahy v této kapitole souvisi s rozptylem (ANOVA = analysis of variance =
analyza rozptylu) — jak uz bylo feceno v piikladu 1.10, existuje jednak vnitini rozptyl (RUT =
rozptyl uvnitf t¥id) dany riznosti jedinct (neboli subjekt) podrobenych métenti, jednak vnejsi
rozptyl (RMT = rozptyl mezi t¥idami) dany rtznosti hodnot nezavislé veli¢iny pfi méfeni.
V celé této kapitole predpoklddame, ze rozptyl veli¢iny charakterizujici kazdou podminku
méfeni je stejny, ze jednotlivd meéreni jsou nezavisla a Zze mérené veli¢iny maji normalni
rozdéleni pravdépodobnosti (vlastné stejné podminky jako podminky pouZitelnosti t-testu z
1.6, pouzivany F-test je tedy také parametrickym testem).

Hypotéza H, u F-testu prohlasuje, ze jakési dva rozptyly jsou stejné, kritériem testu je
pak podil odhadt téchto rozptyli. I kdyz vypocet téchto odhadi z prikladu 2.1 je pedagogicky
nazorny a vystavény na poznatcich z kapitoly 1, pouzivame spise vzorce z tabulky 2.4,
zapamatovatelné snadno pomoci oddilku 2.1.2.

Podobné jako v kapitole 1, statistické testy jsou sice krasné, ale vice informaci nez testy
podavaji intervaly spolehlivosti (vzorce pro né vychézeji z predpokladu normélniho rozdéleni
méfenych velicin pfi nezndmém rozptylu, a proto v intervalech spolehlivosti je pouzito
kritickych hodnot rozdéleni ¢, nikoli rozdéleni F'). Zajimavé informace v situacich ANOVA lze
ziskat z tzv. ,planovaného srovnani“, a mozna i z dalsich véci, kterymi se zabyva kapitola 4.

V prikladu 2.4 je pfi zkoumani vztahu veli¢iny zavislé na dvou nezéavislych veli¢inach pred-
staven pojem interakce, coz je veli¢ina vyjadiujici vliv vzajemné souhry obou sledovanych
faktorii na zavislou veli¢inu (jak lze rozeznat velikost interakece z grafického zndzornéni, je vidét
v prikladech 2.6, 2.7). Tento pojem je klicovy v oddilu 2.3, kde v testech experimentu opakova-
ného meéteni rozptyl interakce vystupuje ve jmenovateli kritéria misto vnitiniho rozptylu z testi
oddilt 2.1, 2.2 (pfiklad 2.10 se zabyva zdivodnénim zpiisobu zpracovani dat, pfi kterém se sna-
zime vyloucit rozptyl zptsobeny riiznosti jedinct neboli subjekttt podrobenych opakovanému
méfeni, kdezto ptiklad 2.11 srovnava oddily 2.2, 2.3 pomoci testii b),c), které jsou sice mozné,
ale v situaci opakovaného méreni nas v podstaté nezajimaji — klicovym testem prikladu 2.11 je
test a)). V prikladu 2.10 je také vysvétlen pocet stupit volnosti v itervalech spolehlivosti pro
stfedni hodnotu veli¢in v podminkach oddilu 2.3.

2.5 Otazky k opakovani

U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.
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Otazka 2.1 Pri F-testu je duleZitd platnost predpokladu, Ze rozptyly hodnot méreni v kazdé z
podminek jsou priblizné stejné.

Otazka 2.2 Odhad rozptylu RUT lze urcit i jako aritmeticky priumeér odhadi rozptyli v kazdé
z podminek merent.

Otazka 2.3 Pokud intervaly spolehlivosti pro stredni hodnoty pri jednofaktorové ANOVA se
navzdjem vyznamné prekryvaji, tak prislusny test ANOVA zamitne hypotézu Hy.

Otazka 2.4 Pokud interakce faktori 1, 2 pri dvoufaktorové ANOVA md podstatny vliv na
zavislou promeénnou, prislusné grafickeé zndzornéni obsahuje krivky ,po cédstech rovnobézné.

Otazka 2.5 Vhodnou transformaci proménnych lze nékdy interakci odstranit.

Otazka 2.6 Je mozné, Ze pro stejnd data test opakovaného méreni pro tri podminky mérent
zamitne hypotézu Hy, kdezto analogicky test jednofaktorové ANOVA hypotézu Hy nezamitne.

Otazka 2.7 Pri experimentu opakovaného méreni je podstatnou slabinou fakt, Ze neni mozné
vyloucit z testu rozptyl zpisobeny rozdilnosti mezi ruznymi subjekty.

Otazka 2.8 Intervaly spolehlivosti maji ruznou délku pTi riznych poctech méreni v kazdé z
podminek ANOVA.

Otazka 2.9 Vsechny testy této kapitoly lze za predpokladu normality velicin vyjadrit jako testy
parametru o jistého typu, jednd se tedy o parametrické testy.

Otazka 2.10 V nékterych situacich je mozné navrhnout experiment typu ,jeden vzorek vice-
krdat“ i typu ,vice vzorkiu jednou”, a pritom se dovime z obou podobné informace.

Odpovédi na otazky viz 13.2.

2.6 Priklady ke cviceni

Priklad 2.1 Provadime experiment, ktery md prokdzat vliv véku na schopnost zapamatovdni.
Nahodné bylo vybrano pet lidi ve veku deseti let, pet lidi ve veku 21 let a pét lidi ve véku 75
let. U kaZdého z vybranych bylo zaznamendno, kolik slov z wvedenych dvaceti si po urcité dobée
pamatoval. Ziskala se data:

10sleti: 1,4,5,6,4,

21leti: 9,8,7,10,6,

THileti: 3,5,7,7,8.

a) Provedte test jednofaktorové ANOVA o rovnosti stfednich hodnot veli¢in v jednotlivjch
skupindch (na hladiné vyznamnosti o = 0,05);

b) wurcete intervaly se spolehlivosti 95% pro tyto stredni hodnoty.
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Priklad 2.2 KazZda z ndsledujicich dvou situaci obsahuje c¢isla od 0 do 10 ndhodné vygenero-
vand pocitacem:

Situace 01:  9,6,4,2,6,6,0;

Situace 02:  3,4,7,4,3,0,3.

a) Ovérte F-testem, zda se rozptyly RUT, RMT v této situaci vijznamné lisi.

2

b) Owvérte F-testem, zda odhady esti0?, estyo
rozptylu.

v jednotlivych skupindch jsou odhady téhoZ

Priklad 2.3 Honzu Kovdre zajima, zda rizné znacky ustni vody vedou k rozdilum ve svéZesti
dechu. Lidem v pruni skupiné da ustni vodu znacky MOPE, druhé ustni vodu LIST a treti
LOVE. Poté zméri sveZest dechu dechomeérem (vyssi hodnoty = svézZejsi dech). Je zndmo, Ze
populacni rozptyl hodnot dechoméru je o* = 2 a Ze hodnoty dechoméru lze popsat normdlnim
rozdélenim. Byla ziskana data:

MOPE: 2,4,4,2;

LIST: 7,10;

LOVE: 5,6,4.

a) Vypoctéte 95 %-ni intervaly spolehlivosti pro stredni hodnoty jednotlivijch znacek;

b) Provedte nad daty prislusny test ANOVA - wvyuZijte pritom, Ze populacni rozptyl o* je
namy.

c) Proa=0,10 testem ovérte, zda est RUT je dobrym odhadem rozptylu o?.

d) Predpoklddejte, Ze o® nezndme, a provedte standardni ANOVA.

Priklad 2.4 Psycholozku Strnadovou zajimd vliv socioekonomické situace a motivace na pa-
mét. Zdvisld proménnd se méri poctem zapamatovanich slov ze dvaceti uvedengch (po jisté sta-
novené dobé na nauceni slov). Socioekonomicky stav (= SES) md dvé drovné (vysoky, nizky),
motivace md dvé urovné (vysokd = 50 k¢ za kaZdé zapamatované slovo, nizkd = 1 k¢ za kaZdé
zapamatované slovo). Provedte ANOVA typu 2 X 2 (testy vlivu faktoru 1, vlivu faktoru 2 a vlivu
jejich interakce) pro deset nahodné vybranych lidi v kaZdé ze étyi podminek experimentu — bylo
spocteno SSUT = 3600, dalsi informace jsou v tabulce:

vysoky SES nizky SES
nizkda motiwace | Ty = 20, T3 = 2 Tio =80, T19 =8
vysoka motivace | Toy = 100, To; = 10 | Thy = 120, Too = 12

Priklad 2.5 Ezperimentem zjistujeme, zda md marihuana vliv na odhad ¢asu. Jedné skupiné je
rozddna v tabletich marihuana, druhé skupiné placebo tablety (= bez marihuany). Navic v obou
z dvandcticlennych skupin je polovina muzi a polovina Zen, tj. jednd se o ANOVA typu 2 x 2
(faktor 1: muzi, Zeny; faktor 2: tablety marihuany, tablety placebo). Poté se vsichni zicastnénd
podrobi zkousce odhadu casu, kdy sedi a mluvi do mikrofonu tak dlouho, aZ maji pocit, Ze ubéhlo
deset minut. Je zmérena skutecnd délka doby mluveni do mikrofonu (v minutdch). Ziskala se
data:
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marthuana | placebo
muzi | 5,3,4,6,6,7 | 11,9,8,13,11,10
Zeny | 8,7,9,6,8,9 | 11,14,9,13,12,10

a) Vypoctéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu v kazdé z uvedenych ctyr situact;

b) testugte vliv pohlavi, vliv drogy a vliv jejich interakce na odhad casu.

Priklad 2.6 Experiment md prokdzat vliv verbdlniho popisu na lidské vnimani. Spocivd v tom,
ze kdyZ klient ,ceka v predpokoji na experiment®, jisty experimentdatoriuv kolega popise experi-
mentdatora slovnim spojenim pridavného jmeéena s prislovcem, pricemz prislovce vybird z trojice
(docela, velmi, neobycejné), pridavné jméno z trojice (hodny, schopny, neprijemny). Poté je
cekatel uveden k experimentdatorovi, ten jej podrobi falesnému experimentu ucent se slov. Poté
mda testovany cloveék vyplnit dotaznik, ve kterém se mimo jin€ vyskytuje otazka: Jak se vam libil
experimentdtor? Odpovédi se uvddéji v rozsahu 0 (= nemohl jsem ho vystat) az 10 (= zamiloval
jsem si ho). Ziskala se tato data:

hodny schopny | neprijemny
docela 5,5,6,5,4 | 5,5,6,4,6 | 4,3,3,6,5
velmi 6,6,9,5,7| 5,6,6,7,4 | 3,1,3,2,2
neobycené | 9,7,8,8,9 | 4,7,5,8,4 | 1,3,2,1,1

a) Vypoctéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro kaZdou z uvedenych situact;
b) ezistuje vijznamny vliv prislovce, pridavného jména nebo jejich interakce?

Priklad 2.7 Psychologa zajima, jak velkou trému clovek prozivd vzhledem k poctu lidi, kteri
jej pozoruji. Ctyri lidé jsou poZdddni, aby si predstavili, e musi recitovat bdsern pred jednim,
péti nebo patndcti lidmi, a pak at ohodnoti svou trému stupnici od 0 (= nemdm vibec trému)
po 7 (= jsem vydésen k smrti). Ziskala se data

1 clovek v publiku | 5 lidi v publiku | 15 lidi v publiku
subjekt 1 | 3 6 5
subjekt 2 | 1 5 )
subjekt 3| 3 6 7
subjekt 4 | 1 3 5

a) Vypoctéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu v kaZdé ze tii podminek;

b) owvérte testem, Ze velikost publika md vliv na trému.

Priklad 2.8 Je wyvijena novd metodika likvidace moskyti, kterd spocivd v tom, Ze jsou vy-
pousténi sterilni samecci, kteri se sice stykaji se samickami, ale nemohou mit potomky. Pri
testovdni nové metody jsou ¢tyri ndarodni parky rozdéleny vidy na tri casti — v proni ¢dsti se nic
nedeje, ve druhé cdsti je proveden postrik DDT, a ve treti casti jsou vypusténi sterilni samecci.
Ziskala se ndsledugici data (v poctu moskyti na metr ¢tverecni na sledovanych plochdch):
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ndrodni park | nic se nedéje | DDT | novd metoda
subjekt 1 614 512 | 123
subjekt 2 320 300 | 250
subjekt 3 502 500 | 313
subjekt 4 750 600 | 430

a) Vypoctéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stiedni hodnotu v kaZdé z dangjch tii podminek
(= metod);

b) ezistuji vgznamné rozdily mezi témito tremi podminkami? Ovéite testem statistickym.

Priklad 2.9 Lékarka mad hypotézu, Ze pravdépodobnost nachlazent se lisi v jednotlivijch rocnich
obdobich. Proto u péti pacienti zaznamendvd pocet nachlazeni v prubéhu tri let a vysledky

shromazdi do tabulky (v poctech nachlazeni — tii ¢isla v kaZdé burice predstavuji data ve trech
letech po sobé):

subjekt zima | jaro | léeto | podzim
Josef 3,1,2| 1,0,1 | 3,3,2| 0,0,0
Frantisek | 1,1,2 | 0,1,1 | 3,4,3| 1,1,2
Cyril 1,1,1] 0,3,0 | 2,1,2| 1,0,0
Jan 3,4,3 | 2,2,11 5,2,2| 1,2,3
Zdenek 22,81 1,21 2,1,0| 1,0,1

a) Vypoctéte 95 %-ni interval spolehlivosti pro stredni hodnotu v kaZdém rocnim obdobi;

b) Provedte ANOVA pro tato data. Ezistuje vijznamny rozdil mezi obdobimi? Ddle zjistéte,
zda je vyznamny vliv subjekti a vl interakce subjekt-obdobi.

Vysledky prikladt viz 13.2.
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3 Korelaéni pristup, regresni primka

3.1 Predikce

Priklad 3.1 UvaZujme experiment, ktery uz v tomto textu byl popsdn (viz priklad 1.6), kdy
zkoumame vliv konzumace alkoholu na dobu reakce cloveka. Rozdélme 50 ndhodné vybranych
0sob do péti skupin po deseti. Kazdé skupiné je ,vyrobeno® jiné€ mnozstvi alkoholu v krvi (0%,
0,01%, 0,02%, 0,03%, 0,04%), a pak je mérena doba reakce mezi rozsvicenim svétla a stisknutim
tlacitka. Jsou ziskdana ndsledujici data (reakéni doba v milisekunddch):

0% 0,01% 0,02% 0,03% 0,04%
192 205 208 231 235
194 198 209 228 230
189 201 220 216 233
178 208 216 220 228
193 216 221 225 237
201 203 210 226 230
199 207 215 220 241
198 200 217 218 242
196 198 208 223 225
190 205 210 229 230
7= 193,0 | 73 = 2041 | 73 = 2134 | 75 — 223.6 | 75 = 2331

Nyni lze spocitat est RUT 30,81, a tedy VestRUT = 5,55. Ddle lze ze vsech pade-

sdti meéreni urcit celkovy primér T = 213,44 a odhad celkového rozptylu estR? = 231,31, tj
VestR? = 15,21.

Zajimd nds ted nahodné vybrany clovek, napriklad Robert, — chceme odhadnout jeho reakéni
dobu, vime-li, Ze procento alkoholu v krvi u néj je asi 0,015. K dispozici mdme odhady pro
lidi s 0%, 0,01%, 0,02%, 0,03% a 0,04% (za dany odhad bereme pramér hodnot reakéni doby v
dané€ skupiné). Na zdkladé jistych méreni tedy zndme vztah mezi dvéma proménnymi (v nasem
pripadé procento alkoholu v krvi a doba reakce), pak pokud je zadand hodnota jedné proménné
(té Fikdme v tomto textu nezdvisld proménnd — v nasem pripadé je to procento alkoholu 0,015),
jsme schopni jistym zpisobem odhadnout neboli predikovat prislusny stav druhé proménnée
(které v tomto textu Tikdme zdvisld proménnd — v naSem pripadé je to doba reakce).

<l

V dalgim textu (3.3) se budeme zabyvat hleddnim tzv. regresni pfimky, coz je funkce
tvaru y = a + bz, do které kdyz za dosadime x = 0,015, vypocteme pomoci ni hodnotu y
odhadované neboli predikované doby reakce.

3.2 Korelace

Az dosud jsem pri studiu vztahu mezi dvéma proménnymi pouzivali tzv. experimentalni pii-
stup (= experimentétor ovlivni hodnoty jedné proménné, a pak zméfi piislusné hodnoty druhé
proménné). V tomto oddilku a vlastné v celé kapitole se musime seznamit s tzv. korelaénim
pristupem (= Zadné z proménnych neni ovliviiovdna, pouze jsou hodnoty obou proménnych
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zméfeny). Rozdil mezi experimentalnim pfistupem a korelaénim pfistupem ukazuje nésledujici
priklad.

Priklad 3.2 Chceme zjistit, jaky je vztah mezi poctem hodin domdct pFipravy za tyden a bo-
dovym prumérem zkousky z predmeétu MPSO na konci semestru.

a) Experimentalni pfistup: Ndhodné rozdélime studenty do tri skupin. Studenty z pruoni
skupiny poZadame, aby veénovali domdci priprave jednu hodinu tydné; studenty ze druhé skupiny
poZadame, aby doma studovali dvé hodiny, a studenti ze treti skupiny tri hodiny tydné.

Koncem semestru se vypoctou prumeéry vysledkiu v kazdé ze tri dangych skupin a ziskdme
ndsledugjici grafické zndzornéni experimentu:

60

1 hod 2 hod 3 hod

b) Korela¢ni pFistup: Na konci semestru po absolvovani zkousky poloZime kaZdému stu-
dentovi dvé otazky: Kolik hodin tydné stravil domdci pripravou a jakého vysledku dosahl nakonec
u zkousky. Studenti odpovidaji podle pravdy. Odpovédi patndcti studenti jsou ziskdiny (Josef
Miklicek studoval 1,5 hodin tydné a dosdhl 82 bodiu, Vilem Mrstik jen pul hodiny tydneé a ziskal
68 bodu, atd.) a graficky zndzornény:

1 hod 2 hod 3 hod

7 ptredchoziho ptikladu je snad patrny rozdil mezi experimentalnim a korela¢nim pristu-
pem: na zakladé experimentalniho pristupu uzavirame, ze delsi doba pripravy zlepsuje vysledek
zkousky. Na zakladé korelacniho pristupu existuje ovSem vice moznych vysvétleni:

e Je mozné, Ze delsi doba piipravy zlepsuje vysledek zkousky.

e Je mozZné, Ze je tomu i naopak: Vysledek zkousky ovliviiuje délku pripravy.
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e Je mozZné, Ze mezi obéma proménnymi neexistuje prima zavislost — moznéa existuje jakysi
tieti faktor, ktery je zdrojem vztahu mezi obéma proménnymi (napf. motivace — vysoce
motivovani studenti maji dobré vysledky, a soucasné vénuji delsi dobu pfiprave, kdezto
nedostateéné motivovani studenti nemaji chut se pfripravovat, ani délat cokoliv jiného, co
by zlepsilo jejich vysledky).

Dtlezity rozdil mezi korelacnim a experimentalnim piistupem je pravé zejména v piipadé
posledni uvedené odrazky — pfi korela¢nim pristupu nemusi existovat mezi obéma proménnymi

priméa zavislost, ale ,vliv“ jedné proménné na druhou muze byt zptsoben tietim faktorem.
Napriklad:

Priklad 3.3 Konzumace zmrzliny versus umrtnost: Ezxistuje korelace mezi mnoZstvim zmrzliny
zkonzumované v dany den v Brné a umrtnosti dany den v Praze. V ty dny, kdy se v Brné sni
hodné zmrzliny, je v Praze vétsi umrtnost neZ obycejné (= ve srovndni se dny, kdy se v Brné
sni méné zmrzliny). Znamend to, Ze musim citit vinu, kdyZ si ddm v Brné zmrzlinu, Ze pisobim
smrt néjakého cloveka v Praze? Ne, mezi obéma proménnymi neni primd zdvislost — spise zde
existuje treti faktor, a tim je teplota. Diky vyssi teplote se v Brné zkonzumuje vice zmrzliny a
v Praze zemre vice lidr.

Priklad 3.4 Prostitutky versus ministri: existuje korelace mezi poctem ministri a poctem pro-
stitutek v daném mesté, tj. mesta s vétsim poctem prostitutek obvykle maji vetsi pocet ministrii.
Opét to neznamend, Ze nutne must existovat prima zdvislost mezi témito dvéma proménnymi.
Spise zde hraje roli treti faktor, kterym je velikost mésta. Velkd mésta obvykle maji vétsi pocet
manistriu @ prostitutek.

Korela¢niho pristupu se hojné uziva v téch oblastech, kde nejsme schopni regulovat hodnotu
proménnych. Napt. u prikladu 3.2 je korelac¢ni pristup mnohem lepsi, protoze neni etické pfimym
nafizenim ovliviiovat dobu piipravy studentd na zkousku.

Podobné kdyby néas zajimal vztah mezi poctem kradezi vloupanim a poctem prodanych
dvefnich zadmkt v daném mésté, nebylo by vhodné ovliviiovat ani pocet kradezi, ani pocet
prodanych zamki — nejlepsim pristupem je studovat korelaci mezi obéma proménnymi.

Podobné pfi studiu vztahu teploty béhem dne a poctem infarktt v ten den nejsme schopni
ovlivnit hodnoty Zadné z obou proménnych (ve spolecenskych védéch je experimentalni ptistup
spise vyjimkou, nez pravidlem — zelenou mé ovSem korela¢ni ptistup).

3.3 Regresni primka

Nyni kdyz bylo feceno, proc¢ je korelac¢ni pristup v mmnoha piipadech dilezity, ¢i dokonce je-
diny mozny pfistup, zabyvejme se chvili matematickym popisem této korelace (= vzajemného
vztahu) mezi veli¢inami. Dvé veli¢iny jsou tedy korelovany (= v korelaci), kdyZ na zakladé
hodnoty jedné z nich lze predikovat (= pfedpovédét, odhadnout) hodnotu té druhé. Podivejme
se na tzv. linedrni (= piimkovy) korela¢ni vztah mezi veli¢inami z, y: Pokud zname hodnotu
proménné x, tak hodnotu proménné y mtzeme predikovat na zakladé linearniho vztahu

y=a+ bx,

kde a, b jsou realné konstanty (a grafem funkce f(z) = a+ bx je pfimka, které fikdme regresni
primka).
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Piiklad 3.5 a) Prikladem proménnych, které jsou kladné korelovany (= vétsi hodnoté pro-

meénné x odpovidd vétsi hodnota proménné y), je hmotnost (v kg) a vyska cloveka (v
cm):

1004 °
90 B

804
704
60+
504
40

30

T T T T
160 170 180 190 200

b) Prikladem proménngch, které jsou zaporné koreloviny (= vétsi hodnoté proménné x odpo-
vidd mensi hodnota promeénné y), je pramér golfového skore (hodnoty 75, 80, 85 atd. na
vodorovné ose) a prijem hrace (v tisicich dolari):

1804 o o
160
140 °

120 ° o o o
100 ° °

80

60+

c) Prikladem proménnych, které jsou nekorelované (= nejsou v korelaci), je vyska célovéka (v
em) a IQ cloveka (v tkvaccich :-)):

130 °

1204 o °

110 ° ° ° o °
100 ° o
90 o °

80+ o o
°

T T T T T T
150 160 170 180 190 200 210
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Priklad 3.6 Chceme zjistit, zda existuje korelace mezi poctem piv, které ¢lovék vypije za tyden,
a poctem fotbalovych zapasi, které shlédne za danou sezonu. Z toho divodu je ucinén maly
pruzkum: Sesti muzum je poloZena otdzka, kolik piva vypiji prumérné za tyden a kolik fotbaloviych
zapasiu za minulou sezonu sledovali. Ziskand data

osoba |1 2 3 4 5 6
pocetpwz |3 10 6 1 2 8
pocet zdpasiy |6 23 16 3 10 8

lze graficky zndzornit:

Z hodnot namétenych a znazornénych na obrazku prikladu 3.6 chceme ziskat tzv. regresni
primku = nejvhodnéjsi piimku, kterd zachycuje linedrni vztah mezi uvedenymi dvéma pro-
ménnymi. Otazkou je, v jakém smyslu (vzhledem k jakému kritériu) mé byt uvedend pfimka
Oznaé¢me proto zadané body [z;,y;] proi =1,2,...,6 a [z;, ;] majici stejnou souradnici x, ale
leZici na hledané pfimce (plati tedy y; = a + bx;).

a) Kritérium ) (y; — y/): Prvnim moZnym kandiddtem pro kritérium vhodnosti regresni
primky se nabizi soucet odchylek naméfené hodnoty y; a predikované hodnoty y. — ale
tento piistup mé nevyhodu, Ze nékteré ze ¢lenti (y; — i) jsou kladné, jiné zdporné. A
protoze zaporné odchylky vyrusi ty kladné odchylky, soucet > (y; — ;) neni dobrym mé-
Fitkem celkové chyby pro danou pfimku (a navic — viz [7], str. 442 — timto kritériem neni
hledand pfimka uréena jednoznac¢né).

b) Kritérium ) |y; — yj|: Soucet absolutnich hodnot odchylek je uz lep§im kritériem vhod-
nosti pfimky — jedna se vlastné o soucet vzdalenosti naméreného bodu a predikovaného
bodu pro kazdé z;, viz obr.:
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(délky jednotlivych svisljch tsedek jsou pravé rovny hodnotam |y; — vi|)

Ale protoze vyraz obsahujici absolutni hodnoty se obtizné matematicky zpracovava, a
navic hledana pfimka opét nemusi byt urcena jednoznacné (piiklad viz [7], str.442), nejvice
se ujalo nasledujici kritérium:

c) Kritérium > (y; — y/)*: Hledejme takové koeficienty a, b linedrniho vztahu y = a + bz, aby
soucet ¢tverct odchylek S = Z?(yl — y/)? byl miniméalni mozny. Kazdy ¢tenaf téchto slov
by si mél nyni uvédomit, Ze tohle prece uz zna — vzdyt se jednd o metodu nejmensich
Cterect (least squares method) probranou v predmétu BMA3, kapitola 6, oddil 6.3. Ano,
vazeni pratelé, regresni primka neni nic jiného nez pfimka ziskané pfi aproximaci zadanych
bodi v roviné metodou nejmensich ¢tvercu. A vlastné stejné kritérium — soucet ¢tverci
— bylo pouzivano v kapitole 2 pfi analyze rozptylu.

Jen pro uplnost rychle zopakujme, o co se jedna: Chceme najit koeficienty a, b tak, abychom
minimalizovali funkci

S = Z(?Jz — (a+bz;))?,

kde n je pocet zadanych bodt [x;,y;]. Nazev metoda nejmensich ¢tvercu se vzil diky gra-
fickému néazoru, ze totiz opravdu hledame takovou piimku, pro kterou je soucet ploch cterct
odchylek minimalni — viz obr.:




Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 89

(uvedené obrazce jsou skutecné ¢tverce — o obdélniky se jedna jen zdanlivé, diky rtznym
méFitkam velikosti jednotky na obou osach). Z diferencidlniho poétu je zndmo, Ze extrém funkce
S nastane v tzv. stacionarnich bodech, pro které plati S/, = 0, S; = 0 (na levych stranich rovnic
jsou derivace funkce S podle neznamych proménnych a, b), tj. dostavame:

> 2y —a—bx)(-1) = 0
Z 2(y; —a —bx;)(—z;) = 0.

Upravou dostaneme systém rovnic ve tvaru

na+by x o= Y s
aZmH—be? = Z(xlyl)

Jedna se o systém dvou rovnic o dvou neznamych a, b. Resime jej napriklad dosazovaci metodou:

z prvni rovnice vyjadiime

1 b

- > Ly - > (3.1)
a dosadime do druhé rovnice, odkud spocteme

p_ M ) = (Sa) (T u)
nY ol -~ (L)

Pr1i konkrétnim vypoctu tedy nejprve urc¢ime b podle 3.2, a pak dosadime do 3.1 a vypocteme

(3.2)

606 -

V nasem prikladu b = 35; = 1,578, a tedy a = 3,11, cili regresni primka je tvaru

y = 3,11+ 1,578x.

Ozna¢ime-li nyni pramér z-ovych soufadnic 7, (T, = %Z x;) a pramér y-ovych souradnic
— = 1 — « v, ;s v x ~
T, (Ty = = > ui), pak bod [T, T,] vzdy lezi na regresni piimce. Skutecné, vzorec 3.1 lze piepsat

a=7Ty—b-T,, iz, =a+0b-7,,

tj. bod [Z,,7,] spliluje rovnici regresni piimky.
Na regresni pfimku Ize pohlizet jako na nejlepsi zptisob linearni predikce hodnot proménné
Y pomoci hodnot proménné X. Pokud by napfiklad (viz nas piiklad 3.6) bylo znamo, Ze jisty
¢lovék vypil za sezénu primérné devét piv tydné, dosazenim za x = 9 do rovnice regresni
primky dostaneme, Ze nejlepsi linearni odhad poctu sledovanych fotbalovych zapasii za sezénu
je u nej
y=3,11+1578-9 = 17,312 = 17 zapast.

3.4 Korela¢ni koeficient

Jak vhodné je predikce s vyuzitim regresni piimky? Jednim z kritérii posouzeni vhodnosti je
tzv. Pearsonuv koeficient r, € (0;1), kde

o )~ (Ce)SwP 53

(2 af = Qow)?] - [n 2w — O wi)l
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Vzorec ma odpudivy tvar, ale existuje v ném jista symetrie, ktera usnadnuje jeho zapamato-
véani. Posudte sami: V ¢itateli i jmenovateli zlomku je soucin dvou zévorek (respektive v ¢itateli
je to tataz zéavorka umocnéna na druhou). V kazdé zévorce je n-nasobek sou¢tu souc¢ind MINUS
souéin souctt, pricemz ta Cisla v soucinech, kterd se scéitaji, jsou zvIast seCtena v suméch, které
se mezi sebou nasobi. V citateli se vzdy jedna o souciny x; - y;, ve jmenovateli jsou v jedné
zavorce soudiny x; - x;, ve druhé y; - y;. Vidite tu symetrii?

V ¢&itateli zlomku pro vypocet 72 je druhd mocnina n?-nasobku tzv. kovarinace mezi
proménnymi X, Y, coz je mira vztahu korelace mezi proménnymi X, Y. Jedna se o cislo z
intervalu (—1;1), které je kladné pfi klané korelovanosti, zaporné pii zdporné korelovanosti a
blizké nule pfi nekorelovanosti obou velicin.

Jmenovatel zlomku pro vypocet r? je jakymsi normaliza¢nim faktorem, ktery upravuje
méritko pro popis hodnot velicin X, Y. Pravé diky tomuto normaliza¢nimu faktoru se koeficient
r? nachézi v intervalu (0; 1).

Nyni se jesté presnéji vratme k pojmu kovarinace: vydélime-li ¢itatele i jmenovatele zlomku
3.3 konstantou n*, dostaneme

Y w) - A (S )P
2wl — (@)’ [ 2w — e (o w)?)
kde v ¢itateli zlomku je pravé druhd mocnina kovariance veli¢in X, Y — ozna¢me ji s%y. A ve

jmenovateli posledniho uvedeného zlomku je soucin rozptyld jednotlivych souborti méreni obou
proménnych s%, s2.. Cili plati

(3.4)

P2 — [ngyf (3.5)

2 2"
SX.SY

Pokud koeficient r2 je blizky jedné, dané regresni pfimka je vhodnym modelem korelace.
Pokud r? je blizky nule, vhodnost linedrni regreseje mald. Na nasem piikladu 3.6 si ukdzeme
jesté dalsi viznam koeficientu 72 (respektive jiny pohled na tento koeficient).

Piiklad 3.7 V prikladu 3.6 miZeme spocitat r? = 0,59. Vypoctéme ddle celkovy rozptyl hodnot
y; (pocty fotbalovijch zdpasi):

1 D\ 2
sff = Eny — (%) =44,7.

Pripomerime si, Ze ¢islo s¥ vyjadruje rozptyl hodnot y; samotnich, nikoli odhad skutecného
roptylu. Ted uvaZujme hodnoty vy, ziskané pomoct linedrni regrese, tj. hodnoty y, = 3,11 +
1,578 - x;, a vypoctéeme rozptyl souboru techto predikovanych hodnot:

32—322—(1 ’)2—266
Y =5 Yi 62%’ = 40b,0.

Je zagimave si vsimnout, Ze plati
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¢ili koeficient r? vyjadfuje, kolik procent rozptylu hodnot y; je obsaZeno v modelu
linearni regrese s hodnotami y;.
Spoctéme dalsi zagimavy rozptyl — rozptyl chybovych clend (y; — yi):

1 1 2
Sy _yr = 6 Z(yz —yi)? — (6 Z(yz — yg)) = 18,1.

V prikladu 3.7 plati
53 = 44,7 = 26,6 + 18,1 = 53/ + 53y,

¢ili opét zde mame situaci déleni kolace rozptylu:

Celkovy rozptyl s? naméfenych hodnot lze rozdélit do dvou sloZek — tou prvni je rozptyl
s?, obsazeny v modelu linearni regrese, tou druhou slozkou je rozptyl s2_, zptisobeny chybou
¢i nevhodnosti modelu (= rozptyl hodnot y; — v.).

Protoze r? vyjadiuje procentuelni podil rozptylu zachyceného linedrnim modelem, éislo
(1—7?) vyjadfuje procentuelni miru rozptylu nezachycenou linedrnim modelem regresni piimky,
¢ili miru rozptylu chybovych ¢lenti (y; — y!). Vyraz sy - v/1 — r? se pak nazyva stfedni chyba
odhadu - je to vlastné polovina intervalu spolehlivosti se stiedem v y, (67%-ni interval
spolehlivosti). Konkrétné pokud pro danou hodnotu x; chceme odhadnout y;, tak hodnota
Y. + sy - v/1 — r? uréuje interval, ve kterém se y; pfi opakovanych vyskytech bodi s hodnotou
x; nachézi s pravdépodobnosti 67%.

Pearsoniiv koeficient r? urcuje, do jaké miry model linedrni regrese vysvétluje rozptyl na-
meérenych hodnot. Dale se také casto pouziva koeficient

VInX 2l = (Ca) - [y — ()

ktery navic zachycuje, zda korelace mezi proménnymi X, Y je kladna, nebo zaporna;
r € (—1;1) a nésledujici pfiklady uvadéji riizné regresni modely spoleéné s vypoctem miry
r? vhodnosti modelu a korela¢niho koeficientu r (plati tedy, ze koeficeint 72 je druhou mocni-
nou koeficientu 7; naopak ovéem POZOR - koeficient r neni odmocninou koeficientu r? v tom
ptipadé, kdyz je r zaporny):

Piiklad 3.8 Rizné priklady hodnot koeficienti r, r? a regresni piimky vidite na obrdzcich:

3.5 Test vyznamnosti korelace

Zatim jsme mluvili o tom, co to korelace je a jak ji métit. Nyni par slov o statistické vyznamnosti
korelace. Vratme se k nasemu piikladu o fotbalu a pivu.

(ad priklad 3.7) Provedme statisticky test vijznamnosti korelace: jednd se o oboustranny test,
kde t. = ti.(a = 2q):

Kl: Hy: r=0;
H, : Otazkou je, zda uZit r # 0 nebo r > 0 nebo r < 0. (jednostranny test r > 0 bychom
uzili tehdy, pokud bychom meéli k dispozici teoretické (logické) opodstatnént, Ze jakdkoli
korelace musi byt urcité kladna; alternativne r < 0 bychom wuZili, pokud bychom mél
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Y=0,78X+0,97 Y=-0,69X+8,2

r=0,84 -0,75=r

2=r%=0,71

2=r¥r=0,57

Y=5 Y=6 r=0 2=r¥r=0
=0 84

1 2=r¥*r=( 74

k dispozici opodstatnent, Ze jakdkoli korelace, pokud existuje, je urcité zdapornd; vetsi
diskuse téchto situaci viz skripta BMAS3, oddil 13.5 (U-test)); pokud bychom neméli
vibec Zadnou predstavu, jakym zpusobem mohou nebo memohou byt studované veliciny
korelovany, alternativni hypotéza by meéla oboustranny tvar r # 0.

Dejme tomu, Ze v nasem prikladu se celkem zdd logicke, Ze pri vétsim poctu sledovanych
fotbalovijch zdpasi asi nebude tendence vypit méne piva, tj. pokud néjakd korelace existuje,
je urcité kladnda. Volme tedy hypotézu Hy : v > 0 (jednostranny test).

, cy s . s v T'm
Testovym kritériem bude velicina ik

Za predpokladu platnosti Hy md testové kritérium rozdéleni't o (n — 2) stupnich volnosti
(tuto skutecnost zde nebudeme dokazovat).

Pro a = 0,05 mame ty(q = 0,05;v = 4) = 2,132 u jednostranného testu.

Hodnota kritéria se rovnd
0,77 - V4

VI-059

a tedy zamitame Hy, korelace je statisticky vyznamnd.

=241 > 2,132,

(pokud bychom chtéli byt tak konzervativni, Ze bychom nechtéli pFipustit jako dostatecné
logicky predpoklad, Ze s pocétem zdpasu chut prinejmensim neklesd, uZili bychom obou-
stranny test, tj. hypotézu Hy : r # 0, kritickou hodnotu t;(2q = 0,05,v = 4) = 2,776, a
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Y=0,64x+0,83

84 =091 ° LN

2=r*r=0,82

Y=-0,11x+8,4

-0,025=r

2=r*r=0,0006

tedy vysledkem by bylo ,Hy nezamitame®, coZ znamend, ne Ze korelace neexistuje, ale Ze
nd$ test pro ni nenasel dostatek diukazi).

Bud jak bud, ze tvaru testového kritéria je vidét, Ze pro rostouct pocet n pozorovdni roste
i hodnota tohoto kritéria, tj. i sila testu (pro rostouci n roste pravdépodobnost odhaleni
korelovanosti obou proménnych),

Nyni jesté par slov o tzv. zpétné (= inverzni) predikci. Zatim jsme v modelu linedrni
regrese mluvili o situaci, ze pomoci hodnoty z a regresni piimky se odhadovala hodnota y. Pokud
bychom chtéli naopak pro zndmou hodnotu y odhadnout (predikovat) hodnotu z, museli bychom
pouZit jinou regresni piimku nez v dosud uvazovaném pripadé. Az dosud jsme uvazovali regresi
r — 3y, kde modelem je pfimka minimlizujici soucet ¢tverci odchylek (y; — i) — pokud nyni
chceme pouzit regresi y — z, kde modelem je pfimka minimalizujici soucet ¢tvercu (x; — ),
¢ili pouzit jiné vzorce pro nalezeni optiméalnich koeficientt a, b:

oy () — Qo) (O ui) R o .
b= nny _ (Zyi)z ) TLZ v nzyﬂ (3.7)

kde regresni model je tvaru x = a + by. Pearsontiv koeficient 7? je u obou regresnich piimek
stejny. Tyto pfimky se vSak protinaji pouze v jediném bodé, a to je bod [7,,T,].

3.6 Dalsi typy regresnich modeli

Samoziejmé Ze vztah mezi dvéma velicinami nemusi byt linearni. Napfiklad pokud hledame
model (= funkci) popisujici zavislost véku ¢lovéka na dobé, za jakou ubéhne sto metrd, je
pravdépodobné, Ze grafické znazornéni provadéného meéfeni bude mit tvar podobny jako na
nasledujicim obrazku:
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204

T T T T T T T T T T
5 10 1520 25 30 35 40 45 50

7 obrazku je zfejmé, ze parabola uvedenou zavislost popise 1épe nez ptrimka, tj. hleddme
koeficienty a, b, ¢ tak, aby funkce y = a + bz + cx? byla nejvhodnéjsim modelem ze vsech téchto
parabolickych funkeci (lze najit opét metodou nejmensich ¢tvercti — viz BMA3, kapitola 6). Pak
mluvime o tzv. kvadratické regresi.

Jinym typem regresniho modelu je tzv. multilinearni model, ktery popisuje linearni vztah
mezi vice nez dvéma proménnymi.

Priklad 3.9 Komise vybérového tizeni prijimd posluchace mediciny. Md k dispozici nékteré
vysledky drive prijatych studenti: jejich primér znamek na stredni skole, bodové ohodnoceni
prijimactho testu, a také zndmkovy prumeér téchto studenti behem studia mediciny:

student | X, =primer VS | X, =prijimacky | Y =primer SS
1 1,25 620 1,12
2 1,95 630 1,43
3 1,05 790 1,32
4 1,5 710 1,87
5 1,57 690 1,05

Dvé promeénné byly ziskdny od studentii pred zapocetim studia, tieti (= primeér na VS) aZ
po absolvovdni studia, ke kterému se studenti hldsi. Vytvorme model multilinedrni regrese

Y = a+b1X1 —|—b2X2

Opét urcitym postupem lze najit koeficienty a, by, bs, které dobre popisuji ziskand data. A jaké
bude kritérium komise u novych prijimacich zkousek? Pomoci znamich hodnot x1, xo komise
odhadne (= predikuje) hodnotu proménné Y, kterd pak urcuje potadi v Zebiicku prijimangch
studenti.

3.7 Regrese smérem k prameéru

Priklad 3.10 Stredni hodnota IQ celé populace je 100 ikvacich bodi, smérodatnd odchylka je
15 bodi. UvazZujme vsechny matky, ktere maji jednu dceru. Kdybychom zmérili 1Q) u nékterych
z téchto matek a IQ jejich dcer, mohli bychom spocitat linedrni regresni model a koeficient
korelace r mezi proménnymi I1Q matek a I1Q) dcer.



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 95

Uvazujme vsechny matky, jejichz IQ) je 130 ikvacich bodu. Pokud bychom pomoci naseho
regresniho modelu odhadovali IQ) jejich dcer, odhadovand hodnota by leZela nékde mezi 130 a
pramérem 100 — byla by zkrdtka pravdépodobné (s vysokou pravdépodobnosti) blize priméru nez
1Q jejich matek. Tomuto faktu se Tikd regrese smérem k prumeéru.

a) Pokud by korelacéni koeficient byl roven r = 0, jaky by byl odhad IQ dcer? r = 0 = IQ)
matek 130 nelze uzit k odhadu IQ dcer, tj. nejlepsi odhad, ktery mame k dispozici pro 1Q)
dcer, je prumeér 100 celé populace.

b) r=1= IQ matek md velky vliv na 1Q) dcer, a tedy odhad IQ) dcer je 130.

c) r € (0;1) = odhadovand hodnota 1Q) dcer (= proménnd Y') zdlezi jak na IQ matek (=
proménné X ), tak na stiedni hodnoté celé populace, a vypocteme ji jako vdZeny primeér

Y=r-X+4+(1-r)pu,

protoZe oba zdroje informace v = 130, u = 100 mayi urcitou vihu.

Situaci jsme jesté trochu zjednodusili predpokladem, Ze promenné X, Y maji stejny roz-
ptyl. Obecneé plati vztah mezi normovanymi hodnotami

_,uy:X_,uz
oy Oy

Uy =T - Uy, neboli

(v celém modelu navic plati p, = p,).

Priklad 3.11 Regrese smérem k pruméru ve sportu.

Basketbalovy tym Seattle Seahawks vyhrdl v sezoné 198/ dvandct zdpasi ze Sestndcti, pouze
Ctyri zapasy prohrdl. V sezone 1985, kdy se navic po rocni pauze zpusobené zranenim vracel
do hry obrdnce Curt Warner, se ocekdvala viyhra v soutézi. Ale tym ziskal vitézstvi jen v osmi
zdpasech, zbyvajicich osm byly pordzky. Jak je to mozné?

Kromé pingch vlivi v tymu bylo mozné matematicky zhruba tento vysledek odhadnout i po-
moci regrese smérem k prumeéru. Oznacme X pocet vyher tymu v roce 1984, Y pocet vyher tymu
v roce 1985. Korelacni koeficient r = 0,4 vyjadruje, Ze korelace mezi obéma rocniky urcité nent
dokonald. primeérnby pocet vijher tymu za sezonu je jp = 8. Ocekdvand (= predikovand) hodnota
s vyuZitim regrese smeérem k priumeéru je

y=04-12+0,6 -8 =9,6.
A skutecné pocet vyher za sezonu 1985 se prilis nelisi od odhadu 9,6.

Podobny zptisob uvazovani lze vztahnout na dalsi sporty. Napiiklad hra¢ basebalu s nej-
lepsim ro¢nim primérem odpéaleni ma statisticky velkou Sanci, ze pristi rok bude jeho primeér
horsi. Ale existuje i Stastnéjsi strana mince: hra¢ s nejniz$im priamérem odpéleni mé statisticky
velkou Sanci, ze pristi rok se zlepsi.
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Priklad 3.12 Regrese smérem k pruméru ve skole.

Milan Stencl v pribéhu svého studia 1.roéniku FEI VUT (léta leti, kdysi jesté misto FEKT
A FIT byla jedna fakulta; taky je vidét dlouhd doba mezi prekladem tohoto prikladu z anglictiny
a jeho zdpisem do pocitace) dosdahl primeéru 1,0. Ovsem ve druhém rocéniku pramér jeho znamek
klesl na 1,44. Zklamani Milanovi rodice pripisuji tento prospéchovy skluz drogam, studentskym
akcim a holkdm, nebo nékteré zdikerné kombinaci téchto tri zel (prosim jednd se o preklad
prikladu z anglické ucebnice, nikoli stanovisko autora).

Nastésti Milan dostal jednicku ze statistiky a dobre znd matematickou zdakonitost zvanou
regrese smerem k prumeéru. Proto rodicum vysvetlil, Ze z cisté statistického hlediska student,
ktery dosahl v 1.rocniku vysledki vysoko nad primerem skoly, pochopitelné ve druhém rocniku
svij prospéch zhorsi (nezapomnél také zdiraznit, Ze korelace mezi obéma rocéniky neni nijak
velka).

Ovsem to, Ze Milanovi prdtele, jejichZ vysledky v 1.rocniku byly zcela podprimeérné, se ve
druhém rocniku zlepsili, jeho rodice neuklidnilo.

3.8 Shrnuti

At uz vztah mezi dvéma proménnymi je pfimy (= zménou hodnot jedné proménné se zméni
naméfené hodnoty druhé proménné) nebo nepiimy (= tzv. korelani vztah ... obé méfené
veli¢iny vykazuji urc¢ity zavislostni pomeér, ale pfimo jejich hodnoty jsou ovlivnény néjakou
tfeti veli¢inou), nejjednodussim modelem k popisu vztahu mezi dvéma veli¢inami je pfimka.
Konstrukee této piimky vychézi z naméfeného vztahu mezi danymi dvéma proménnymi. Siroce
prijimané kritérium pro nalezeni této tzv. regresni primky vede k nalezeni stejné piimky jako
je linearni funkce ziskand metodou nejmensich ¢tverct (také viz BMA3, kapitola 6).

Je také pochopitelné, Ze mezi nékterymi dvojicemi veli¢in existuje jiny nez primkovy vztah
(napf. vazba pomoci kvadratické funkce — nebo mezi danymi dvéma veli¢inami zadny rozumny
popsatelny vztah neexistuje), proto vstupuje na scénu i otdzka, do jaké miry je linearni
regrese pro popis vztahu mezi dvéma veli¢inami vhodna. Tuto vhodnost nebo ne-
vhodnost méfime jednak Pearsonovym koeficientem 72 € (0; 1), ktery vysvétluje procentuelni
vhodnost popisu rozptylu mérenych hodnot primkovym vztahem; déle korelacnim koeficientem
r € (—1;1), ktery navic zachycuje, zda je dand kolerace kladna nebo zaporna; a konecné lze
provést statisticky test vyznamnosti piimkové korelace.

3.9 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 3.1 Predikce znamend, Ze pomoci zmény hodnoty pruni veliciny ovlivnime velikost
hodnoty druhé veliciny.

Otazka 3.2 Korelacni pristup pouZivame naptiklad v situaci, kdy nemuzeme predem ovlivnit
hodnotu Zdadné z obou studovanych velicin.

Otazka 3.3 Korelacni vztah mezi velicinami je mozné vysvétlit minimalné tremi riznymi zpi-
soby.
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Otazka 3.4 Regresni primka je jind primka neZ primka ziskand metodou nejmengich ctverci
(BMAS3, kap.6).

Otazka 3.5 Regresni primka © — y (pomoci hodnot x predikujeme hodnoty y) se lisi od re-
gresni primky y — x (pomoct hodnot y predikujeme hodnoty x ), i kdyZ pro nalezeni obou primek
pouZivame stale tytéZ namérené body.

Otazka 3.6 Pearsoniiv koeficient r2 je druhou mocninou korelacniho koeficientu r.

Otazka 3.7 Pearsonuv koeficient procentuelné vyjadiuje vhodnost modelu primkové regrese
pro zadané body v rovine.

Otazka 3.8 Pokud r =0, znamend to, Ze jedna veli¢ina méni své hodnoty a druhd velicina je
neustale konstatnz.

Odpovédi na otazky viz 13.3.

3.10 Priklady ke cviceni

Priklad 3.1 Trenéra basebalu zajimd vztah mezi vékem sportovce a jeho tuspésnosti odpdlend.
Ndhodné vybrangch dvandct hrdaci dosdhlo téchto vysledki (v pronim fadku vék, ve druhém
prumeérnd uspésnost odpdlent):

18 17 31 25 22 | 24 28 21 21| 18 35 41
0,225 | 0,35 | 0,15 | 0,275 | 0,269 | 0,2 | 0,32 | 0,315 | 0,195 | 0,2 | 0,31 | 0,275

a) Urcete regresni primku predikujict primeér uspésnosti na zdkladé véku sportouvce.
b) Jaké procento rozptylu hodnot uspésnosti je popsdano regresni primkou?

¢) Provedte test vgznamnosti korelace.

Priklad 3.2 Sportovniho psychologa zajimd vztah mezi hmotnosti diskate a jeho diskarskou
kvalitou. Vybere nahodny vzorek patndcti lidi a zméri jejich hmotnost a vzddlenost jejich hodu
diskem. Ziskdvd data (hmotnost v librdch, 1 libra = 0,4536 kg; hod diskem ve stopdch, 1 stopa
= 12 palci (inches) = 30,48 ¢cm):
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osoba | hmotnost | hod diskem
Marie 120 125
Honza 165 215
FEva 105 145
Zuzana 128 129
Robert 220 175
Jirt 170 209
Amdlie 115 141
Dusan 156 223
Linda 125 130
Tomas 190 200
BozZena 160 132
Martin 130 250
Petr 200 180
Andrea 100 150
Sylva 130 135

a) Znazornéte tato data v roviné.

b) Urcete regresni primku pro predikci vzddlenosti na zdkladé hmotnosti.

c) Vypoctéte Pearsoniv koeficient r* — lisi se tento statisticky vijznamné od nuly?
d) Zopakujte b),c) pro muze a Zeny zvldst.

Priklad 3.3 Vyvojovy psycholog nalezl dvandct pdri dvojcat, z nichz vidy jedno Zije ve vyssim
spolecensko-ekonomickém prostredi, a to druhé v nizsim. Vsech 24 déti se podrobilo testu I1Q),
vysledky (v ikvacich bodech) jsou v tabulce:

cislo paru | dvojce ve ,vyssim“ prostredi | dvojce v ,nizZsim“ prostredi
1 98 100
2 115 95
3 101 80
4 125 98
5 120 120
6 102 98
7 92 80
8 110 103
9 105 104
10 75 68
11 112 111
12 90 110

a) Najdéte regresni primku pro predikci 1Q) ,vyssiho“ dvojéete na zdkladé IQ ,nizsitho“ dvoj-
Cete.
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b) Najdéte regresni primku pro predikci 1Q ,niZstho“ dvojcéete na zdkladé 1Q ,vyssiho“ dvoj-
cete.

c) Jaky je koeficient r* mezi IQ obou skupin?
d) Je korelace obou skupin vgznamné odlisna od nuly?

Priklad 3.4 Sledovdnim nadkladi X a ceny Y stejného typu vyrobku u deseti vyrobei byl ziskan
dvourozmeérny statisticky soubor s koeficientem korelace r = 0,82482. Na hladiné vyznamnosti
0,01 testujte hypotézu, Ze veliciny X, Y jsou nekorelovane.

Piiklad 3.5 V telefonni spolecnosti zjistuji, zda volba pracovni pozice (operdtor nebo vedouct)
zaleZi na pohlavi. Deset zaméstnanci spolecnosti je ndhodné vybrdno a je jim pritazena 1 (=
Zena) nebo 0 (= muz), a ve vztahu ke druhé proménné 1 (= operdtor) nebo 0 (= vedouct).Byla
ziskana ndsledujici data:

osoba | pohlavi x | typ pracey

O O© 00 O ULk Wi+
OH R ORFRORKFRMFH,OKM
O P O, OO O =

—_

a) Urcete r* pro tato data.

b) Provedte test vjznamnosti hodnoty r.

Vysledky prikladt viz 13.3.
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4 Po analyze rozptylu nebo misto ni

V kapitole 2 jsme testovali hypotézu Hy : 1 = pg = --- = py oproti alternativni hypotéze,
ze Hy neplati. Ale hypotéza Hy : (Hy neplati) ndm dava jen malou informaci o rozdilech mezi
jednotlivymi skupinami méfeni, respektive mezi stfednimi hodnotami jednotlivych veli¢in —
nefika nam, ktera z veli¢in ma rozdilnou stifedni hodnotu a o kolik.

Podobné pii dvourozmérné ANOVA typu 3 x 4 (viz oddily 2.2, 2.3) jsme testovali, zda
existuje vliv kazdého z faktort a vliv interakce faktor na hodnotu pozorované proménné, ale
nezabyvali jsme se otazkou, co zpiisobuje rozdily mezi tfemi podminkami faktoru 1, ¢tyimi
podminkami faktoru 2 a kterda z podminek ma vliv na interakci (a do jaké miry).

Na tyto otazky dava jakousi pocatecni odpovéd primér hodnot méfeni a interval spolehli-
vosti se stfedem v priméru kazdé ze situaci experimentu. Ale v této kapitole se budeme zabavat
dalsimi metodami nebo ukazateli rozdild mezi stfednimi hodnotami jednotlivych velic¢in.

4.1 Testovani ,,post-hoc*

Pokud neméame zadnou predem znamou hypotézu o tom, kterd z testovanych velic¢in méa vetsi
pramér nez ty ostatni, pouzijeme pravé testovani typu ,,post-hoc* (= ,po tom“, tedy o hodnoté
veli¢in usuzujeme az po provedeni testu, pfedem neni k dispozici zddné teorie).

Priklad 4.1 Chceme zjistit vliv riznych metod studia na vysledky zkousky — padesdt ndahodné
vybranych studenti rozdélime do péti skupin po deseti studentech a poZaddme, aby se pripravo-
vali danou metodou:

o skupina 1: ¢tent ... c¢tou skripta, ale nechodi na prednasky

o skupina 2: prednaska ... chodi na predndsky, ale vibec nectou skripta
o skupina 3: svoboda ... maji svobodu ucit se, jak chtéji

o skupina 4: konzultace I ... maji jednu hodinu osobni konzultace tydné
o skupina 5: konzultace II ... maji dvé hodiny osobni konzultace tydné

Na konci roku jsme ziskali primér visledki zkousky v kaZdé ze skupin (v kazdé skupiné N = 10):

(¢tent) (predndska) (svoboda) (konzultace I)  (konzultace II)
[ € 82+6,36 jis€ 956,36 p13€ 71636 g €83=E06,36 i€ 85+636
Ty = 820 T5 =950 15 =710 T, =830 15 = 830

o . . .. L estRUT
pro n = 50, T = 4160. Intervaly spolehlivosti jsou 95%-ni: T £ t;, - \/t1—0'

Provedeme-li klasickou jednorozmérnou ANOVA (oddil 2.1), obdrzime nésledujici vysledky:

typ rozptylu | V. §S est R F-hodnota  Fj
celkovy rozptyl | 49 7428 - -
MT 4 2928 732 7,32 2,61
ur 45 4500 100 - -
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Protoze 7,32 > 2,61, tak zamitame Hy : 3 = o = -+ - = us. Dokézali jsme tedy, ze stfedni
hodnoty velicin se statisticky vyznamné lisi, ale nevime, které. Proto pouzijeme testovani ,,post-

hoc“.

a) Metoda minimalniho vyznamného rozdilu. Provedme jeden z deseti dil¢ich testi,
napft.

K1: Ho:pn=pe; Hi:pn # po
X1—-Xo

K2: Testovym kritériem je velic¢ina .
est Opy —po

K3: Jedna se o obycejny t-test s tim rozdilem, Ze pro vypocet est RUT vyuzijeme
i méfeni ve skupinach 3,4 a 5 (odhad rozptylu pak bude presnéjsi): VUT = 45,
est RUT = 100. Tedy za predpokladu platnosti Hy ma kriterijni funkce ¢-rozdéleni
se 45 stupni volnosti. Pak

\/est RUT est RUT
est Opy—py = +

=1 10 =4,47.
10 10 0+ AT

K4: #,(V =45, =0,05) = +2,02.

K5: Po dosazeni L 89 — 05
T = 291 ¢ (—2,02; +2,02),

est Oy 44T

a tedy rozdil py — ps je statisticky vyznamny.

A nyni: pro kazdé dva z deviti zbyvajicich testti plati nasledujici podminka statstické
vyznamnosti:
|7 — 7]
4,47
Toto ¢islo 9,03 je tzv. minimalni vyznamny rozdil, podle néhoz Ize rychle rozhodnout,
o statistické vyznamnosti jednotlivych rozdili mezi dvéma stfednimi hodnotami.

>2,02, tj. |7 — 7| > 2,02-447 = 9,03,

V naSem prikladu deseti testl tedy mtizeme psat odpoveéd: Statisticky vyznamné jsou
rozdily vzdy mezi dvojici stfednich hodnot velicin 1 a2, 1a3,2a3,2a4,2ab,3ad,
3ab.

Nevyhoda metody:

Potiebujeme otestovat, které z moznych (g) dvojic veli¢in (obecné (‘2]) dvojic) maji sta-

tisticky vyznamné odlisné stfedni hodnoty. Musime tedy provést (g) testil. Zde dochazi k
jistym komplikacim pro hladinu vyznamnosti o celkové vypovédi:

Predpokladame-li nezavislost deseti testt dvojic (deseti t-testd, kazdy z nich je provadén
na hladiné vyznamnosti «), pak pravdépodobnost, Ze aspon v jednom z nich provedeme
nespravné rozhodnuti 1.druhu, je rovna

1 — p(véech 10 rozhodnuti bude spravnych) = 1 — 0,95'% = 0,4,

coz je docela vysoka pravdépodobnost vyskytu chyby 1.druhu.
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Nezévislost jednotlivych testt ale téméf nikdy nemtzeme piedpoklddat (pokud by se
napiiklad v nasem pfikladu stalo, ze do skupiny 3 by byli vybrani neptilis inteligentni
studenti, tak T3 by byl nizky, a to by ovlivnilo ne jeden, ale hned ¢tyfi z test: test
[ — 1, test pug — o, test us — pg, test pus — ps; Cili testy v nasem piikladu nejsou
nezavislé).

Tedy celkova vypoveéd deseti provadénych testt nejen ze mé velkou celkovou chybu prv-
ntho druhu (> 0,4), ale v ptipadé zavislosti jednotlivych testd, coz je spiSe pravidlem,
nemuzeme pravdépodobnost vyskytu chyby prvniho druhu vibec urcit.

b) Schefféova metoda. Tato metoda nalezne takové kritérium testu, Ze celkova chyba prv-
niho druhu po provedeni vSech dil¢ich testi bude < 0,05 (to je zvolené rozumné « pro
celkovou vypovéd experimentu).

K1: Ho:pn=pe; Hi:p # po.
K2: Testovym kritériem je veli¢ina

X - X\’
est Oy )

K3: Za predpokladu platnosti Hy ma kritérium rozdéleni 4 - F'(4,45) (obecné je to roz-
déleni (J — 1) - F(J — 1,n — J)). Tento fakt nyni dokazovat nebudeme (az nékdy
pE{te).

K4: Kritickd hodnota 4 - F(4,45) = 4 - 2,61 = 10,44.

K5: Po dosazeni o

(Mf = (—2,91)? = 847 < 10,44> ,
€St Opy—piy

a tedy hypotézu Hy, nezamitame, rozdil stfednich hodnot veli¢in neni statisticky
vyznamny.

Lze uréit i minimalni vyznamny rozdil u Scheffého testu: v kritickém piipadé ¢ = 10,44,
a tedy t = /10,44 = +£3,23. Pak podminka vyznamnosti ma tvar

i — T

4,47

Podminka pro rozdil priméri je u Scheffého testu prisnéjsi — podle Scheffého testu existuje

pii vzadjemném porovnani uvedenych péti veli¢in jen jediny vyznamny rozdil, a to mezi
velicinami 2 a 3, protoze jen zde presahne rozdil primeéri hodnotu 14,44.

> 323, tj. |T; — T >3,23-4,47 = 14,44,

DrlezZitost Scheffého testu: zvysujeme minimalni vyznamny rozdil, aby celkova prav-
dépodobnost vyskytu chyby prvniho druhu po provedeni vSech deseti (obecné (‘2])) dil¢ich
testt byla mensi nebo rovna rozumné zvolené hodnoté 0,05.

c) Dalsi ,,post-hoc* pfistupy: Muzeme shrnout, ze
metoda a) udrzuje malou pravdépodobnost 3 za cenu velké hodnoty «,
metoda b) udrzuje malou pravdépodobnost « za cenu velké hodnoty 3.

V praxi se nékdy pouziva dalsiho postupu, jehoz popis je mimo ramec tohoto textu. Pokus
o naznaceni postupu: Priméry 7y, ..., %  se srovnaji od nejmensiho k nejvétsimu. Pak se
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1. srovna nejmensi a nejvétsi pramér s vyuzitim jistého kritéria k; (pfi nezamitnuti Hy
se cely proces zastavi).

2. srovna — minimalni primeér s druhym nejvétsim primérem;
— maximalni primér s druhym nejmensim primérem
s vyuzitim jistého kritéria ko (pfi nezamitnuti Hy se cely proces zastavi).

3. cely proces pokracuje pro stale se snizujici hodnotu kritéria, dokud néktery test
neselze (timto zptisobem je nalezen jakysi statisticky vyznamny rozdil).

4.2 Planované srovnani v experimentu typu ,,vice vzorku jednou*

Priklad 4.2 Predstavte si, Ze jste sociologem zkoumajicim volebni preference a chcete ovérit
hypotézu, Ze starsi lidé jsou konzervativnéjsi (= neméni rychle své volby). Proto bylo ndhodné
vybrdno sest osob v kaZdé z danych vékovych kategorii a vsem byl predloZen dotaznik, ktery ma
zjistit, do jaké miry jsou konzervativni (dotaznikem se nyni nebudeme zabyvat — staci ndm védét,
Ze vétsi pocet dosaZenych bodi v dotazniku znamend vétsi miru konzervativnosti). Byly ziskdany
tyto vysledky (ve vSech kategoriich N = 6; ddle celkem n = 30; SSUT = 300, VUT = 25):

kategorie 1 kategorie 2 kategorie 3 kategorie 4 kategorie 5
(20-29 let) (80-39 let) (40-49 let) (50-59 let) (60-69 let)
 €2+291 puy€4+291 puz3e4+291 puy, €8+291 ps € 12+£291
Ty =12 Ty =24 Ty =24 T, = 48 Ty =72

Priméry vykazuji rostouci charakter se zvysovanim véku. Potfebujeme ale zjistit, do jaké
miry je tento rust statisticky vyznamny (zda neni zpisoben pouze nahodnymi vlivy). provedeme
tedy tzv. planované srovnani:

a) Prvnim krokem je volba tzv. vah — to jsou ¢isla, kterd budou reprezentovat nasi hypotézu
o rostouci konzervativnosti. Vahy musi spliiovat tyto podminky:

1. Kazdé kategorii je pfifazena jedna vaha.
2. Soucet vSech vah je roven nule.
V nasem pripadé nartist miry konzervativnosti popisuji naptiklad vahy w; = 1, wy = 2,

wz = 3, wy = 4, ws = 5; ovSem aby byla splnéna podminka nulového sou¢tu, musime volit
napiiklad wy = =2, wy = —1, w3 =0, wy = 1, ws = 2.

b) Nyni nastupuje otazka, do jaké miry jsou odhady Z; stfednich hodnot p; v korelaci s nasimi
hypotézovymi vahami w;. Spoctéme Pearsontiv koeficient 72 (iprava v nasledujicim vzorci
uziva faktu, ze Y w; = 0):

, [J > wiT; — (Zf wj) : (Zl fj)]Q J? (Ei] wﬁj)z

re = =

{Jwa? _ <Zi]wj>2} . {szﬁ — (Zl @)2} (J.wajz) . (J-Z{T? - (Zl @-)2).
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N
J2
T N . .

T; = +, dostaneme (rovnéz vyuzivame toho, ze JN =n, a také Y T; =T)

. N - (2{ wﬁj)z 2 : (21‘] wﬁj>2
(zi) - (2% - (zim))  (Sw)-ssvr

Nyni je dilezité si zpomenout, Ze koeficient r? vyjadiuje, kolik procent rozptylu mezi hod-
notami y; je popsano uvazovanym modelem, respektive pti sou¢asném oznaceni, kolik pro-
cent riiznosti mezi prumeéry 7, je popsano hypotézou linearniho ristu o = (-2, -1,0, 1, 2).
Rtiznost mezi prumeéry je vyjadiena pomoci SSMT, zbyly ¢initel ve zlomku pro vypocet
r? vyjadifuje tedy miru riiznosti priméru popsanou nasi hypotézou — ozna¢me tento ¢len
jako SSH (soucet ¢tverct hypotézy):

Vynasobime-li citatele i jmenovatele v poslednim zlomku konstantou a nahradime-li

N(5] wiz;)’ )2
o Xt SSH ey SSMT—N(wajmj)
" T USsmr T ossmr MR T T s Tw

V nasem ptikladu SSH = 345,6, SSMT = 384, tj. r? = 0,9 — 90/rozptylu mezi vzorky je
popsano nasi hypotézou.

¢) Testujeme hypotézu o vyznamnosti korelace:

Krok 1: Hy: wj, T, nejsou korelovany;
Hy: jsou.

Krok 2: Kritériem bude esttng, kde est RH = VH a vime, ze VH =1, protoze SSH
bylo konstruovano jako predstavitel jednoho konkrétniho prtibéhu rtstu primérta
(RH = rozptyl hodnot pramért zachyceny nasi hypotézou; vzdy plati est RH =

Ssh_ ssH S,

Krok 3: Za predpokladu platnosti hypotézy H, ma podil ;StthHT rozdéleni F'(1,25),

protoze est RH, est RUT jsou odhady téhoz rozptylu. Ze zadani vime, ze SSUT =
300, coz bylo vypoc¢teno z jednotlivych méfeni (dale VUT =n — J = 30 — 5 = 25).
Krok 4: Pro a = 0,05 je Fj(1,25) = 4,24.
Krok 5: Hodnota kritéria
est RH 345,6
est RUT ~ 12

zamitame tedy Hy, korelace primérii 7; a navrzenych vah w; je statisticky vyznamna.

= 28,8 > 4,24 = Iy,

Uvedeny test lze shrnout do tabulky podobné tabulce ANOVA:

typ rozptylu | V SS est R F-hodnota  Fj
celkovy | 29 684 — — —

MT | 4 384 - - -

-H| 1 3456 345,6 288 4,24

ur |25 300 12 - -
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d) Kromé testu c¢) o nulové korelaci mizeme testovat také nasledujici hypotézu dokonalé
korelace. Pro tento test budeme potfebovat informace o zbyvajici ¢asti RMT — o tzv.
zbytkovém rozptylu. Dopliime tabulku c) o tyto hodnoty:

typ rozptylu | V' SS est R F-hodnota Fj
celkovy | 29 684 - - -

MT | 4 384 -
“H| 1 3456 3456 28,8 4,24
~7Z| 3 384 128 1,07 2,99 = F,(3,25)

UT | 25 300 12 - -

Obecné¢ VZ =J —2=VMT —VH, SSZ = SSMT — SSH, est RZ = 332 kde RZ je
rozptyl zbytku (zbytkovy rozptyl).

Pokud priméry 7; jsou dokonale popsany vahami w;, bude RZ roven nule? Ne, né&jaké
odchylky od w; zde budou — zptisobené rozptylem RUT. Cili v pi¥ipads, Ze T; jsou v
dokonalé korelaci s vahami w;, plati RZ = RUT'. Provedeme tedy [’-test o shodnosti
rozptyli:

Krok 1: Hy: T;, w; jsou perfektné korelované, tedy r? = 1.
Hy: neplati H,.

est RZ

Krok 2: Kritériem bude podil odhadii rozptyld, které porovnavame, tedy -“*=.

Krok 3: Za predpokladu platnosti Hy méa podil ei‘:tRRUZT rozdéleni F'(3;25).
Krok 4: Pro a = 0,05 je Fj(3;25) = 2,99.

Krok 5: % = 1,07, coz je mensi nez kritickd hodnota, tj. Hy nezamitame, korelace

je perfektni.

Vsimnéme si, Ze test c) je zcela odlisného charakteru z hlediska vypovédi nez F-test pii
analyze rozptylu: misto obecného testu, zda existuji rozdily mezi skupinami, jsme nyni v testu
c) testovali, do jaké miry odpovidaji naméfené priméry 7; nasi konkrétni hypotéze o jejich
rozdilnosti (tato konkrétni rozdilnost je vyjadiend vahami w;).

Priklad 4.3 Chceme ovérit hypotézu, Ze marihuana prodluZuje casovy odhad, tj. po poZiti
marihuany se dany ¢asovy interval (napt. pét minut) jevi clovéku mnohem delsi. Vybrali jsme
nahodné ctyricet pravidelnych kurakd marihuany a rozdélili do péti skupin po osmi lidech. KaZdy
clovek v dané skupiné vypotreboval ndsledujici davku cigaret:

o skupina 1 — jedna cigareta s marihuanou

e skupina 2 — dvé cigarety s marihuanou

e skupina 8 — nic

o skupina 4 — jedna placebo cigareta (nevédéli, Ze v ni neni pritomna marihuana)

e skupina 5 — dvé placebo cigarety (nevédéli, Ze v nich neni pritoma marihuana)
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Pak byl proveden odhad casového limitu péti minut a ziskala se data

(skupina 1) (skupina 2) (skupina 3)  (skupina 4)  (skupina 5)
m €7£1,06 pa€l0£1,06 p3€5+1,00 paed5+£1,05 ps €6£1,05
T1:56 T2:8O T3:4O T4:40 T5:48

Ve vsech skupindch N = 8. Spocetl se SSUT = T5, a protoZe VUT = 35, mohli byt stanoveny
intervaly spolehlivosti (95%-ni) pro jednotlivé stredni hodnoty: T; £ 1,05.

V tomto experimentu budeme chtit testovat dvé hypotézy:

H,: Marihuana prodluzuje odhad ¢asu na rozdil od téch skupin, kde ji nekoutili. Vhodné vahy
jsou napiiklad w; = (3,3, -2,—,2 — 2).

H,: Cim vice marihuany se vykouii, tim delsi je ¢asovy odhad. Vhodné vahy jsou napt. iy =
(—1,1,0,0,0).

Miizeme nyni vypocitat soucty ¢tverca prislusejici jednotlivym hypotézam podle vzorce

5 N2
N (Zj:l wz’j%’)
J )
Zj:l wzzj
tj. SSHy = 96,27, SSHy = 36. Dale VH, = VHy = 1, protoze danému tvaru vah odpovida
vzdy jeden stupen volnosti — tyto vahy predstavuji jeden mozny pribéh korelace. Nyni lze Hy,

H, testovat testem analogickym testu c¢) pfedchoziho pfikladu 4.2. Napisme zde pouze tabulku
shrnujici dana data, ze které bude patrny vysledek testt:

typ rozptylu | V SS procento MT est R F-hodnota Fj
celkovy | 39 2126 - - —
MT | 4 1376 - — - -

~H, | 1 963 70 96,3 44,9 4,17 = Fy(1;35)

“Hy,| 1 36 26 36 16,8 4,17 = Fy(1;35)
~Z| 2 53 4 265 1,24 3,32 = Fy(2;35)
UT |35 75 — 214 -

Oba testy typu c¢) podporuji platnost hypotéz H;, Hs a test d) naznacuje, ze zbytkovy
rozptyl je uz roven rozptylu RUT'. Je vidét, ze plati

SSMT = SSH,+ SSHy+ SSZ =137,6
VMT = VH+VHy+VZ=4.
Pokud bychom hypotézu Hy zménili a chtéli misto ni ovérovat hypotézu

Hl: pro vyznamné prodlouzeni délky ¢asového odhadu je potfeba vykoufeni dvou a vice cigaret
s marihuanou. Vhodnymi vahami zde jsou napi. o) = (—1;4; —1; —; 1—; 1),

dostaneme SSH), = 115,6, a tedy SSH; + SSH) = 96,3+ 115,6 = 211,9 > 137,6 = SSMT.
To nastalo diky tomu, ze hypotézy Hy, H) nejsou nezavislé.
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H,, H, jsou nezavislé: H;, : w, = (3,3,—2,—-2,-2), Hy : Wy = (—1,1,0,0,0). H; pouze
fikd, ze skupiny 1 a 2 vykazuji vétsi casovou prodlevu nez ty ostatni. Hy fik4 néco zcela
odlisného a nezavislého — skupina 2 vykazuje vétsi prodlevu nez skupina 1. Intuitivné je
vidét nezévislost Hy, Hs: pokud zndme vysledek o vztahu (skupina 1,2) versus (skupiny
3,4,5), netikd ndm to nic o vztahu skupina 1 versus skupina 2.

Hi, H) jsou zavislé: H;:w; = (3,3,—-2,-2,-2), Hy: w) = (—1,4,—1,—1,—1). H; fiké, Ze
skupiny 1,2 vykazuji delsi ¢asovy odhad nez skupiny 3,4,5; H) ika, Ze skupina 2 vykazuje
delsi ¢asovy odhad nez skupiny 1,3,4,5. Intuitivné je vidét zavislost Hy, H}: pokud plati
HJ, vétili bychom, ze plati Hy. Tedy platnost H) ma vliv na platnost hypotézy H;.

Obecné budeme ovétovat nezavislost hypotéz matematicky pomoci vah: Hy, Hs jsou neza-
vislé, pokud (a jen tehdy, kdyz) Zj:l wyj - we; = 0, tj. skaldrni soucin pfislusnych vahovych
vektort je roven nule. V nasem prikladu skutecné w; - wy = 0, tj. Hy, Hs jsou nezavislé. Otazka
nyni zni: je mozné najit hypotézu Hs nezavislou na kazdé z hypotéz Hy, Hy? Uvazujme napf.

H; : T u placebo cigaret plati, Ze s vétsi spotfebou téchto cigaret se prodluzuje c¢asovy odhad.
Vhodnymi vahami jsou napf. ws = (0,0,0, —1,1).

Vypoctem se lze presvédcit, ze w; - ws = 0 = wy - ws, tj. Hz je nezavisla na H; i na H,.
Déle SSH3 = 4, V H3 = 1. Kolik navzajem nezavislych hypotéz je mozné formuovat celkem?
Tolik, kolik je hodnota VMT — v nasem prikladu tedy ¢tyfi. A skutecné je mozné zformulovat
hypotézu H, nezavislou na Hy, Hy a Hj:

H, : Vykoufeni placebo cigarety prodluzuje casovy odhad ve srovnani se skupinou tii, ktera
nekoufi nic. Vhodnymi vahami jsou napi. @y = (0,0, —-2,1,1).

Vypoctem skaladrnich soucint se lze presvédcit o nezavislosti Hy, Hip; nezavislosti Hy, Hs; a
nezavislosti Hy, Hs — ¢ili Hy, Ho, Hs, H, jsou navzajem nezavislé. Dale 1ze spocitat SSH, = 1,3,
¢ili skutecné plati, ze vSechny navzajem nezavislé hypotézy vycerpaji cely SSMT:

SSHy+ SSHy+ SSHs + SSHy = SSMT = 137.6.

V praxi obyc¢ejné nehledame vSechny navzajem nezavislé hypotézy, ale jen ty, které tvori
procentuelné vyznamnou ¢ast souctu SSMT — ty totiz dostatecné vysvétluji rozptyl mezi jed-
notlivymi skupinami. V nasem piikladu hypotézy H,, H, popsaly situaci dostatecné, a hypotézy
Hs, H, jsme tedy nemuseli hledat, protoze vysvétlui celkem jen 5,3% variability SSMT, coz
uz neni mnoho (testem d) jsme ovéfili, ze tento zbytkovy rozptyl neni statisticky vyznamny).

4.3 Metody vytvareni vah

V prikladech z oddilu 4.2 byla volba vah celkem jasna. Podivejme se nyni na nékteré otazky,
které se pii volbé vah mohou vynofit. Zakladnim postupem zistava: zvolit nejprve takova wj,
ktera modeluji zadany pribéh, a pak teprve vhodnou upravou zarudit, aby platilo » " w; = 0.
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4.3.1 linearni trend — lichy pocet skupin

Vratme se k piikladu 2.5 v oddilu 2.2 (tzv. Sternbergiv experiment), kde jednou proménnou
byl pocet vyzna¢nych zapamatovanych slov (z jisté vybrané mnoziny slov) a druhou proménnou
prumeérna doba rekce na otazku, zda urcité slovo pochéazi z dané mnoziny nebo ne. Nase hypotéza
fikala, Ze s rostoucim poctem slov ve vyznacné mnoziné roste i doba reakce. Pokud bychom
méli pét experimentalnich skupin (skupina 1 ... 1 slovo, skupina 2 ... 2 slova, skupina 3 ... 3
slova, skupina 4 ... 4 slova, skupina 5 ... 5 slov ve vyzna¢né mnoziné). Vhodnymi vahami by
byly napf. uz v minulém oddilu uzité @ = (—2,—1,0,1,2) (vSimnéte si, Ze rozdil sousednich
dvou vah je stéle stejny — je roven jedné).

4.3.2 linearni trend — sudy pocet skupin

Pokud bychom méli stejny experiment jako v 4.3.1 s jedinym rozdilem, Ze pocet skupin by byl
sudy (skupina 1 ... 1 slovo, skupina 2 ... 2 slova, skupina 3 ... 3 slova, skupina 4 ... 4 slova
ve vyznacné mnozing), nabizi se vadhy (—2,—1,1,2) — zde ov8em rozdil dvou sousednich vah
neni vzdy stejny, nékdy je roven jedné, jindy dvéma (témito rtiznymi sousednimi rozdily se
nemodeluje linedrni néartst). Proto je lepsi vzit vahy napt. —1,5; —0,5;0,5; 1,5. OvSem protozZe
prace s desetinnymi ¢isly je ponékud nepohodlné, vynasobime posledni vahovy vektor dvéma:
w=(-3,-1,1,3).

4.3.3 linearni trend — nerovnomérny narust

Uvazujme stejnou hypotézu jako v 4.3.1, 4.3.2 s péti experimentalnimi skupinami, ve kterych se
ovSem pocet vyznacnych slov zvySuje nerovnomérné (skupina 1 ... 1 slovo, skupina 2 ... 6 slov,
skupina 3 ... 11 slov, skupina 4 ... 21 slov, skupina 5 ... 41 slov ve vyzna¢né mnozing). Z obrazku
je patrné, ze véhy (—2,—1,0,1,2) jsou vhodnym modelem linedrniho trendu v pfipadé 4.3.1,
ale ne v pripadé 4.3.3 (na svislou osu jsou vynaseny vahy, na vodorovnou osu jsou vynaseny
pocty slov ve vyznacné mnoziné):

29 29

24 24

Vahy (—2,—1,0,1,2) nejsou v ptipadé pravého obrazku vhodnym reprezentantem pro test
linedrniho trendu. Nerovnomérny nartust dobfe zachycuji samotné pocty slov (1,6,11,21,41),
zde ovsem jesté neplati podminka ) w; = 0. Tu zajistime, pokud od kazdého z ¢isel odec¢teme
jejich prameér 16: v ttvahu prichéazeji vahy

(1-16,6 — 16,11 — 16,21 — 16,41 — 16) = (—15,—10, —5,5,25).



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 109

Protoze vektor vah je délitelny péti, idedlnimi vahami v tomto piipadé jsou (—3,—2,—1,1,5)
Pro tyto vdhy uz bude v piipadé poctu slov (1,6, 11,21,41) modelem piimka.

4.3.4 rostouci trend — neuréené méritko

Psychologové chtéji zjistit, jak se lisi ,prestizni hodnota“ nékterych znacek aut. Nahodné
vybrana skupina lidi ohodnoti kazdou ze znacek

Ford, Volkswagen, Cadillac, Mercedes, Rolls-Royce

¢islem ze stupnice 1(= tuto znacku nemohu vystat), 2, 3, 4, 5, 6, 7(= tuto znacku bych chtél
mit nejvic). U kazdé znacky se pak vypocte primér ohodnoceni. Jaké vahy lze vyuzit pro test
hypotézy

H: pp <py < po < py < pr?

Pokud chceme testovat pouze rozdilnost (v daném poradi) prestize jednotlivych znacek, nikoliv
povahu této rozdilnosti (zda je linearni nebo jind) — jsou lepsi vahy (—2,—1,0, 1,2) nebo vahy
(—3,—2,—1,2,4)?? Jak rozhodnout o vhodnosti vah?

Teorie (Green, B.F.; Tukey,J.W.: Complex analysis of variance: General problems. Psycho-
metrika, 1960, 25, 127-152) naznacuje, ze idealnimi vahami jsou linedrni vahy s dvojnasobnymi
konci (—4,—1,0,1,4) (dvojnésobnost se projevuje v tom, Ze misto linedrntho —2 a 2 je na
okrajich —4 a 4).

4.3.5 vahy pri dvourozmérné analyze rozptylu

Zajima nas, jak se méni rychlost béhu kocky a béhu psa v zavislosti na poctu kosti, které je
¢ekaji v cili. Tento experiment lze podrobit dvourozmérné ANOVA, kde faktor 1 = druh zvitete,
faktor 2 = pocet kosti (0,1,2,3,4).

Mame nasledujici hypotézu: pokud pocet kosti = 0, pes i kocka pobézi priblizné stejné
rychle. Ovsem s rostoucim poc¢tem kosti se rychlost psa zvysuje, kdezto rychlost kocky ztstava
stejné. Grafické znazornéni nasi hypotézy:

54
rychlost

Ko?ky

T T T T T )
-1 0 1 2 3 4 5
kosti

Tuto hypotézu lze testovat dvourozmérnou ANOVA typu 2z5. OvSem lze ji také oveérit
metodou planovaného srovnani — jak zkonstruovat v tomto piipadé vahy? Prifradme jedno ¢islo
kazdé z deseti situaci experimentu: Tabulka



110 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

‘ 0 kosti 1 kost 2 kosti 3 kosti 4 kosti
1 2 3 4 5
1 1 1 1 1

psi
kocky

dobfe modeluje nasi hypotézu, ¢isla ovSem nespliuji podminku » | w; = 0. Tuto podminku
zajistime, kdyz od vSech ¢isel odecteme jejich primér 2: hledané vahy jsou

‘ 0 kosti 1 kost 2 kosti 3 kosti 4 kosti

-1 0 1 2 3
-1 -1 -1 -1 -1

psi
kocky

Nyni bychom mohli provést testovani planovaného srovnani. Predpokladejme, ze v kazdé z
deseti experimentalnich skupin je pét zvirat, tj. N = 5. A mtuzeme provést vse, co se provadi v
jednorozmérném planovaném srovnani: test vyznamnosti hypotézy na zakladé

2
10 —
N - <Zpodmnky:1 wkl$kl)
> o :
podmnky=1 Wiy

(VH = 1) i test kvality korelace na zékladé odhadu zbytkového rozptylu. V idedlnim p¥ipadé
bude test hypotézy vyznamny a test zbytkového rozptylu nevyznamny. Nazna¢me jen testovou
tabulku:

SSH =

zdroj rozptylu | V est R
celkovy | 49 -

MT | 9 -

-H| 1 estRH

-Z | 8 est RZ

UT | 40 est RUT

Cili misto dvourozmérné ANOVA typu 225 lze pouzit planované srovnani pro deset podmi-
nek.

4.4 Planované srovnani v experimentech opakovaného méreni

Test planovaného srovnani se v tomto pripadé nelisi od testti v 4.2. Proto jen struc¢né: pripo-
menme si tabulku testu z kapitoly 2.3:

zdroj rozptylu V
MT JN —1
——R N -1
-=S J—1
——1 (J—1)(N-1)
(kritériem testu byl “LAMS)

P1i planovaném srovnani nejprve uréime vahy zpiisobem popsanym v oddilu 4.3, pak vy-
pocteme SSH analogicky oddilu 4.2 (N = pocet subjekti) a SSZ = SSMS — SSH. Nakonec
testujeme obé hypotézy — podobné jako v kapitole 2.3 se ve jmenovatelich obou kritérii vysky-
tuje odhad rozptylu interakce RI:
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zdroj rozptylu V
MT JN —1
——R N -1
-5 J—1
————-H 1
A J—2
——1 (J—1)(N —-1)

4.5 Procentualni podil celkového rozptylu

Mluvili jsme (v 4.2) o procentudlnim podilu roztylu RMT popsaném hypotézou. Nyni nékolik
slov o procentualnim podilu celkového rozptylu RC'.

Priklad 4.4 Zajimd nds, jak moc je vysledek zkousky ovlivnén ndvstévou prednasky. Ndhodné
vybereme t1i tisice studenti a rozdélime do tri skupin po tisici studenti. Skupinu 1 poZdddme,
aby chodili na predndsku, ale po jedné hodiné odesli domi. Skupinu 2 poZdaddme, aby po dvou
hodindch odesli domi. A konecné skupinu 3 poZadame, aby vydrZela predndsku kazdy tyden celé
tri hodiny.

Po zkousce byly vypocteny primeéry bodového hodnoceni v kazdé ze tri skupin: T, = 75,1,
Ty = 75,4, Ty = 75,7. Ddale SSUT = 35964. Provedme jednorozmérnou ANOVA pro tyto
vysledky (z praméri lze urcit, Ze Ty = 75100, Ty = 75400, T3 = 75700 ):

zdroj rozptylu V SS est R F-hodnota F}

C 2999 36144 - - -
MT 2 180 90 7.5 3= Fr(2;2997)
ur 2997 35964 12 - -

U testu MT vidime, ze 7,5 > 3, tj. rozdily jsou vyznamné (i kdyz malé). Protoze pocet
hodnot ve skupinach méteni byl velky, test mél velkou silu a dohalil i malé rozdily stfednich
hodnot jednotlivych veli¢in. To je vidét i z grafického znézornéni intervalti spolehlivosti:

est RUT V12
1000 /1000

vysledek gkousky

est o5 = — 0,11 = p; €T; £1,96-0,11 =T, £0,21.

764

754
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7 obrazku je vidét, zZe intervaly spolehlivosti se nepfekryvaji vyznamné, tj. rozdily jsou
vyznamné (velkd sila testu zarucila malé intervaly spolehlivosti).

Tedy vliv navstévy prednasky na vysledek zkousky je statisticky vyznamny — co z toho
plyne? M¢éli bychom seznamit studenty s vysledkem naseho experimentu, aby to podporilo
navstévu prednasky? Asi ne, protoze skupina 3 je oproti skupiné 1 lepsi jen o pil bodu. Vliv
sice existuje, ale na celkovém vysledku zkousky se projevi jen nepatrné (vyznamnéjsi vliv zde
hraji jiné faktory: doba doméaciho studia, motivace, inteligence, atd.).

Ma tedy smysl zavést jakési méritko dulezitosti vlivu nezavislé proménné na
zavislou proménnou — ozna¢me je w?: Veli¢inu w? vypocteme jako podil rozptylu zavislé
proménné popsaného (vysvétleného) nezavislou proménnou a celkového rozptylu

, e 12 ~ , o R 2 SSMT . , . .
zavislé proménné. Nepiesné feceno, w* = 2255-, plesny vzorec je totiz

L SSMT — (J —1)-est RUT
B SSC + est RUT '

Divod, pro¢ citatel neni jen SSMT, ale SSMT — (J — 1) - est RUT: SSMT se
nesklada jen z rozptylu zptsobeného rtiznymi podminkami, ale také z prirozeného rozptylu
populace (i kdyby rozptyl zptisobeny podminkami byl nulovy, tak SSMT neni roven nule).
Duvod, pro¢ jemnovat kromé SSC obsahuje jesté est RUT, je zahadnéjsi a
nebudeme jej zde vysvétlovat.

Vysvétleme nyni vyznam miry w?: pokud w? = 1, tak vztah mezi obéma proménnymi
je dokonale vyznamny:

SSMT — (J —1)-est RUT = SSC+ est RUT

SSUT SSUT
SSMT = (J =1)- 57— = SSMT+SSUT +
1 J—1
SSUT(1+N_J+N_J) =
SSUT = 0

(cely rozptyl zavislé proménné je popsan rozptylem nezavislé proménné)

Naopak pokud w? = 0, tak vztah mezi obéma proménnymi je naprosto bezvyznamny:

SSMT = (J—1)-est RUT

SSMT
1 est RUT

est RMT = est RUT

(rozdily mezi podminkami jsou zptisobeny pouze popula¢nim rozptylem).

V nasem piikladu w? = 0,004, coZ je hodn& mélo. Vztah zavislosti mezi chozenim na pted-
nasky a vysledkem zkousky sice existuje, ale jeho vyznam je maly. Méné nez %% celkového
rozptylu vysledné zkousky je zptisobeno navstévnosti prednasek.
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Vzorce pro w? lze odvodit i u dvourozmérné ANOVA: (faktor 1 ... J trovni (fadkt), faktor
2 ... K trovni (sloupcit)):

SSMR— (J—1)-est RUT

2 _
w(faktorl) = SSC +est RUT
SSMS — (K —1)-est RUT
2
w(faktor2) SSC +est RUT ’
I — —-1)-(K-1)- T
S (faktor3) — SSIT—(J—-1)-( ) - est RU |

SSC +est RUT

w? vidy vyjadiuje, kolik procent celkového rozptylu celého experimentu je obsaZeno ve
faktoru 1, faktoru 2 nebo v interakci téchto faktorti. Podobné i u experimentu opakovaného
méfeni lze vypocist w? uréujici, kolik procent celkového podilu experimentu je zptisobeno vlivem
riznych podminek.

w? Podobné jako Pearsontiv koeficient r? vyjadiuje jistou miru vhodnosti. V korela¢ni ana-
Iyze r? predstavuje, kolik procent rozptylu proménné Y je popsano linedrnim vztahem s jinou
proménnou X . Podobné w? udéva, kolik procent celkového rozptylu zavislé proménné je popsano
jakymkoliv vztahem této zavislé proménné s nékterou nezavislou proménnou.

4.6 TFTi miry zavaznosti experimentu

Tou prvni je hladina vyznamnosti (tou jsme se v této prednédsce zejména zabyvali), kterd vy-
jadruje nasi jistotu, Ze existuje vztah mezi nezavislou a zavislou proménnou. Druhou mirou je
w?, kterd vyjadiuje zdvaznost vztahu (jak velky je vliv nezavislé proménné na zdvislou). A tou
tfeti mirou je procentualni podil rozptylu RMT popsany konkrétni hypotézou v experimentu
planovaného srovnani, ktery vyjadiuje jak platnost, tak zavaznost sledované hypotézy.

Zjistit testem, ze mezi dvéma proménnymi existuje vztah, jesté nic nerika o zavaznosti tohoto

vvvvvv

vztahu, jak jsme pravé vidéli z pifkladu 4.4. Cili vysvétleni rozptylu je mnohem dileZit&jsi nez

vvvvvv

planovaném srovnani. Odpovéd zni: jak kdy. Pokud se zajiméame zejména o prakticky dopad
experimentu, nejdiilezitéjsi je w? (napt. v ptikladu 4.4 je w? = 0,004, a tedy studenti udélaji
lépe, kdyz vénuji ¢as prednéasky radéji osobnimu studiu). Pokud nas experiment ma prokazat
platnost uréité teorie, vysledky planovaného srovnani jsou docela dulezité (planované srovnani
studujici vliv navstévnosti prednasek na vysledky studenta by mélo teoreticky vyznam).

4.7 Shrnuti

Tato dtlezita kapitola je volnym pokracovanim kapitoly 2, jen vyuziva nékteré drobnosti
probrané v kapitole 3 (tim se nechce Tici, Ze kapitola 3 je jen pfipravnou kapitolou — naopak,
Pearsontiv r? koeficient je diileZitym pojmem v dosavadnim toku textu).

Dtlezitou otazkou této kapitoly je, co délat, kdyz F-test prokaze, ze hypotéza H,
neplati. Jednou z moznych cest je porovnavat kazdo dvojici skupin méfeni ve zvlastnim
statistickém testu, coz je sice mozné (oddil 4.1 — metoda minimalniho vyznamného rozdilu,
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Schefféova metoda), ale trochu tézkopadné. Dalsi alternativni moznosti je tzv. planované
srovnani (z anglického ,planned comparison“ — poc¢inaje oddilem 4.2), které skytd mnohem
lepsi aparat — nejen Ze test pladnovaného srovnani potvrzuje, ze stfedni hodnoty velicin v
jednotlivych skupinadch méfeni jsou rtzné, ale také primo testuje hypotézu, jakym konkrétnim
zpusobem jsou tyto stfedni hodnoty rizné. Ba co vic, také prfimo pii provadéni testu vidime
z veli¢in typu SS (veli¢iny udavajici soucty ¢tverci hodnot), jaky procentuelni podil rozpty-
lenosti danych veli¢in v riznych skupinach meéteni je testovanou hypotézou popsan = vysvétlen.

Tyto konkrétni rozdily mezi testovanymi stfednimi hodnotami veli¢in vyjadiujeme
v hypotéze tzv. vahami. Cely metodicky pristup pladnovaného srovnani lze uzit nejen v
experimentech typu ,vice skupin jednou® (oddily 4.2, 4.3), ale také ve dvourozmérné ANOVA
(oddil 4.3.5) a v experimentu opakovaného méfeni (oddil 4.4).

Dtlezitost poslednich dvou oddild 4.5, 4.6 také nelze precenit, protoze zde ilustruji
vypovédni silu testd planovaného srovnani nebo vyznam procentualniho podilu celkového
rozptylu ve srovnani s hladinou vyznamnosti statistickych testi, ktera byla uzivana ve vétsiné

vvvvvv

Budiz jesté na pripomenuti feceno, ze t-testy v oddilu 4.1 nebo testy planovaného srovnani
ve zbytku této kapitoly vychazeji vsechny z predpokladu normality veli¢in v kazdé ze skupin
meéreni — viz téz oddil 1.6. V nésledujicich dvou kapitolach tohoto materidlu totiz nastava
zlom a budeme se pravé zabyvat témi statistickymi testy, které predpoklad normality velic¢in
nevyzaduji, respektive nespliuji.

4.8 Otazky k opakovani

U nésledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 4.1 Testovdni post-hoc znamend, Ze stanovime nejprve hypotézy Hy, Hy, a ,potom“
provedeme Tesent

Otazka 4.2 Kdyz jsou veliciny u Schefféova testu navzdajem zdvislé, celkova hladina vijznam-
nosti u provedenych (‘2]) testu se urci jako soucet jednotlivych hladin vyznamnosti.

Otazka 4.3 Schefféova metoda je vliastné neco podobného jako metoda minimdlniho vijznam-
ného rozdilu s tim, Ze snizi hladinu vyznamnosti celku vsech provdadenych t-testi pod wurcitou
hodnotu (napt. pod hodnotu 0,05).

Otazka 4.4 Planované srovnani lze uZit pouze v experimentech typu ,vice skupin jednou*,
nikoli vsak v experimentech opakovaného merent.

Otazka 4.5 U testu planovaného srovndni jsou hypotézy Hy, Hi vyjadreny pomoci korelace
skupin merent s vektorem tzv. vah.

Otazka 4.6 Pokud vektory vah jsou navzdjem nezdvislé, odpovidaji hypotézam vysvétlujicim
ruzné casti celkového rozptylu.
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Otazka 4.7 Pri testu planovaného srovnani existuje tolik ruzniych navzdajem nezdvislych vek-
tord vah, kolik je skupin mérens.

vvvvv

Odpovédi na otazky viz 13.4.

4.9 Priklady ke cviceni

Priklad 4.1 Experiment ma ukdzat, Ze hnojivo zvysuje vzrust trifidi. KaZdd ze ctyr skupin
trifidi po deseti kusech je zasazena do pidy obsahujici jin€ mnozstvi hnojiva. Po roce je zmérena
vyska jednotlivych trifidi (v cm) a vypocten primeér kazdé skupiny (N; = 10 pro i =1,2,3,4):

(skup. 1: 0 gramu) | (skup. 2: 4 gramy) | (skup. 3: 8 gramu) | (skup. 4: 12 gramai)
flz2 52:5 53:5 54:8

Bylo spocteno SSUT = 360. Testujte hypotézu, Ze

a) Prumeéry vykazuji linedrni ndrist s ndrustem hnojiva. Kolik procent celkového rozptylu je
popsano touto hypotézou?

b) Testujte hypotézu zbytkového rozptylu.
Priklad 4.2 UvazZujme data z prikladu 2.7.

a) Testujte hypotézu, Ze tréma cloveka roste linedrné s ristem velikosti publika. Jak velkd cdst
souctu ctvercu SSMT je zachycena touto hypotézou?

b) Provedte test zbytkového rozptylu prislusejici hypotéze a).

Priklad 4.3 Je provadén experiment se ctyrmi skupinami po deseti jedincich. Jsou ziskdany
pruméry T, = 3, To = 2, T3 = 5, T4 = 10 a spocten SSUT = 120.

a) Nakreslete priumeéry s 95 %-nimi intervaly spolehlivosti.
b) Jaky je minimdini vjznamny rozdil dvou priméri pro hladinu vyznamnosti 0,017
c) Jaky je vjznamny rozdil dvou praméri pri Scheffeové metodé pro hladinu vijznmanosti 0,012

d) Testujte hypotézu, Ze ndrist strednich hodnot velicin je linedrni. Jaké procento SSMT je
vysvétleno touto hypotézou? Je zbytkovy rozptyl vyznamny?

Priklad 4.4 Provddime experiment typu ,v9ce skupin jednou® se tremi podminkami (tremi
hodnotami nezdvislé proménné), v kazdé ze skupin jsou ¢tyri pozorovdni zapsand do tabulky:

podminka 1 | podminka 2 | podminka 3

2 4 1
8 10 8
14 6 15

10 12 9
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a) Nakreslete body, pruméry i 95%-ni intervaly spolehlivosti. Existuje zretelny rozdil mezi
skupinami mereni?

b) Provedte jedorozmérnou ANOVA. Prokdzal se rozdil mezi skupinami?

c) Zwolte vahy pro ndsledujici hypotézu: podminka 2 je lepsi nez obé dalsi podminky.
d) Urcéete SSH, SSZ (vzhledem k c)).

e) Jaké procento SSMT je popsdno hypotézou c)?

£) Je vzhledem k ¢) podil zbytkového rozptylu statisticky vijznamny?

Priklad 4.5 UvazZujme situaci z prikladu 2.8.

a) Testujte hypotézu Hy, Ze obé uvedené metody likvidace moskyti jsou vijznamné ve srovndni
s tim, kdyZ se nedéje nic.

b) Testujte hypotézu Hy (ortogondlni k Hi), Ze nova metoda je ucinnéjsi nez DDT.

P¥iklad 4.6 Sociolog zkoumd hypotézu, Ze primérnd vyska muzi v Ceské Republice je
vetsi neZ prumérnd vyska muziu ve Slovenské Republice. Ziska ndhodny vybér 10000 cechi a
9500 slovdki a spocte nasledujic data (aby se mu dobfe pocitalo a vyska byla mezindrodné
srozumatelna, meri vysku ve stopach — pri zaokrouhleni na ctyri desetinnd mista je jedna stopa
dlouhd 0,3048 m):

CR ... %1 =575 3 (z; — T1)% = 599;
SR ... fg = 5,74,’ Z(fﬂl — f2)2 = 632,

Testujte hypotézu, Ze tyto priméerné vysky se lisi — jakd je hodnota veliciny w? (omega na
druhou) pro tento test?

Vysledky prikladi viz 13.4.
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5 Rozdéleni ,,chi kvadrat*

5.1 Vlastnosti rozdéleni y?

Uvazujme veli¢inu X s normalnim rozdélenim pravdépodobnosti No(u,c?). Vime, Ze veli¢ina
U= % mé normované normalni rozdéleni No(0;1). Jaké rozdéleni mé velic¢ina
U? = M?
o2
Pfedev$im miizeme ¥ici, Ze hodnoty veli¢iny U? jsou nezdporné. Déle vime, Ze asi 68% veli¢iny
U lezi v intervalu (—1;1), tj. asi 68% veli¢ciny U? lezi v intervalu (0;1). Zkratka a dobfe,
vlastnosti veliciny U? lze odvodit z vlastnosti veli¢iny U. A protoze se veli¢ina U? ve statistice
hojné pouzivé, dostala i své jméno: x?(1) ... ¢ti: chi kvadrat o jednom stupni volnosti.
Oznaceni y?(1) naznacuje, ze miiZe nastat i vice stupnitt volnosti nez jeden. A skute¢né,
pokud dvé hodnoty U;, U, veliciny U umocnime na druhou mocninu a secteme, dostaneme
obecné vé&t$i hodnotu nez x%(1), oznacujeme ji x%(2) (veli¢ina ,chi kvadrat® se dvéma stupni
volnosti):
200\ _ 772 2
X°(2) =U; +Us.
Cili stfedni hodnota veli¢iny x2(2) je vétsi nez stiedni hodnota veli¢iny x2(1). Obecné lze pak
vyjadrit veli¢inu o n stupnich volnosti:

X’(n) =U +UZ +---+ U2

Priklady x? o rtiznych stupnich volnosti jsou na obrazku:

0,67 . .
stuperi volnosti 2

0,54
0,44
stuperi volnosti 1

0,3

24 0,2

Obecny vzorec hustoty rozdéleni y?(n) zni

f(w):{ 1 (3 -

0 ... zZ0;
2T (3) ?

x>0,

kde T je tzv. gama-funkce. Co se tyka stfedni hodnoty a rozptylu rozdéleni x2, vypocteme jen
stfedni hodnotu, rozptyl uvedeme bez dikazu:

E{n)}=EUi+Uj+ - +U})=1+1+---+1=n.
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0,154 N »
0.06- stuperi volnosti 20

stupen volnosti 5
0,054
0,044
0,03

0,05 0,02+

0,01

X—p ’ 1 2 1 2 2
E = —-EX —p) ZE(EX —2uEX + 1) =

o2
1 2 2 | 2 Lo o 9
= SEXT -7 +p7) = (o7 —p7) =1
Pro vypocet £X? jsme vyuzili faktu, ze 0? = DX = EX?—E?X = EX?— % tj. EX? = 0242,
D {x*(n)} = 2n.
Dalsi dtilezitou vlastnosti je tzv. aditivita rozdéleni 2, Ze totiz
X2 (1) + x*(n2) = X*(n1 + na),

ktera v podstaté plyne z toho, ze x?(n) = Y. UZ.

Podobné jako u jinych rozdéleni, i zde byly kritické hodnoty rozdéleni spocteny jednou
provzdy a sefazeny do tabulky, takze pifi konkrétnim uzivani kritickych hodnot nemusime
pocitat zadné nechutné integraly (kritické hodnoty viz tabulky 5.5, 5.6).

Napriklad pokud chceme urcit kritickou hodnotu Ay, tak, ze
P(x*(10) > hy,) = 0,05,
tak ve druhé casti tabulky najdeme hodnotu 18,307 na priseciku fadku 10 a sloupce pro 0,05.

Pokud hledame d,, tak, aby
P(x*(10) < dy) = 0,05,

tak v prvni ¢asti tabulky na priseciku fadku 10 a sloupce 0,95 (protoZe v tabulce jsou kritické
hodnoty uvedené pro pravou ¢ast podgrafu) najdeme hodnotu 3,94 (viz téz obrazek):
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Tabulka 5.5: Kritické hodnoty jednostranného testu y? — ¢ast 1.

q — 0,995 0,990 0,975 0,950 0,900 0,750 0,500
v
i 392,704-10~10 | 157,088-10~Y | 982,069-10~7 | 393,214-10~8 | 0,0157908 | 0,1015308 | 0,454937
2| 0,0100251 | 0,0201007 | 0,0506356 | 0,102587 | 0,210720 | 0,575364 | 1,38629
31 0,0717212 | 0,114832| 0,215795| 0,351846 | 0,584375 | 1,212534 | 2,36597
41 0,206990| 0,297110| 0,484419| 0,710721 | 1,063623 | 1,92255 | 3,35670
5| 0,411740| 0,554300| 0,831211| 1,145476| 1,61031| 2,67460 | 4.35146
6| 0,675727| 0,872085| 1,237347 1,63539 | 2,20413 | 3,45460 | 5,34812
7| 0,989265| 1,239043 1,68987 2,16735| 2,83311| 4,25485 |6,34581
8| 1,344419| 1,646482 2,17973 2,73264 | 3,48954 | 5,07064 | 7,34412
9| 1,734926 | 2,087912 2,70039 3,32511 | 4,16816 | 5,89883 | 8,34283
10 2,15585 2,55821 3,24697 | 3,94030 | 4,86518 | 6,73720|9,34182
11 2,60321 3,05347 3,81575 457481 | 5,57779| 7,58412 10,3410
12 3,07382 3,57056 4,40379 5,22603 | 6,30380 | 8§8,43842 11,3403
13 3,56503 4,10691 5,00874 5,89186 | 7,04150| 9,29906 | 12,3398
14 4,07468 4,66043 5,62872 6,57063 | 7,78953 | 10,1653 | 13,3393
15 4,60094 5,22935 6,26214 7,26094 | 8,54675| 11,0365 | 14,3389
16 5,14224 5,81221 6,90766 7,96164 | 9,31223 | 11,9122 15,3385
17 5,69724 6,40776 7,56418 8,67176 | 10,0852 | 12,7919 | 16,3381
18 6,26481 7,01491 8,23075 9,39046 | 10,8649 | 13,6753 | 17,3379
19 6,84398 7,63273 8,90655 10,1170 | 11,6509 | 14,5620 | 18,3376
20 7,43386 8,26040 9,59083 10,8508 | 12,4426 | 15,4518 19,3374
21 8,03366 8,89720 | 10,28293 11,5913 | 13,2396 | 16,3444 | 20,3372
22 8,64272 9,54249 10,9823 12,3380 | 14,0415 | 17,2396 | 21,3370
23 9,26042 | 10,19567 11,6885 13,0905 | 14,8479 | 18,1373 22,3369
24 9,88623 10,8564 12,4011 13,8484 | 15,6587 | 19,0372 23,3367
25 10,5197 11,5240 13,1197 14,6114 | 16,4734 | 19,9393 | 24,3366
26 11,1603 12,1981 13,8439 15,3791 | 17,2919 | 20,8434 | 25,3364
27 11,8076 12,8786 14,5733 16,1513 | 18,1138 | 21,7494 | 26,3363
28 12,4613 13,5648 15,3079 16,9279 | 18,9392 | 22,6572 27,3363
29 13,1211 14,2565 16,0471 17,7083 | 19,7677 | 23,5666 | 28,3362
30 13,7867 14,9535 16,7908 18,4926 | 20,5992 | 24,4776 | 29,3360
40 20,7065 22,1643 24,4331 26,5093 | 29,0505 | 33,6603 | 39,3354
50 27,9907 29,7067 32,3574 34,7642 | 37,6886 | 42,9421 | 49,3349
60 35,5346 37,4848 40,4817 | 43,1879 | 46,4589 | 52,2938 | 59,3347
70 43,2752 45,4418 48,7576 51,7393 | 55,3290 | 61,6983 | 69,3344
80 51,1720 53,5400 57,1532 60,3915 | 64,2778 | 71,1445 79,3343
90 59,1963 61,7541 65,6466 69,1260 | 73,2912 | 80,6247 | 89,3342
100 67,3276 70,0648 74,2219 77,9295 | 82,3581 | 90,1332 (99,3341
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Tabulka 5.6: Kritické hodnoty jednostranného testu y? — ¢ast 2.

g — | 0250 0,000] 005 0025] 0010] 0,005] 0,001
vl
1] 1,32330 | 2,70554 | 3,84146 | 5,02389 | 6,63490 | 7,87944 | 10,828
2| 2,77259 | 4,60517 | 5,99147 | 7,37776 | 9,21034 | 10,5966 | 13,816
3| 4,10835 | 6,25139 | 7,81473 | 9,34840 | 11,3449 | 12,8381 | 16,266
4| 538527 | 7,77944 | 9,48773 | 11,1433 | 13,2767 | 14,8602 | 18,467
5| 6,62568 | 9,23635 | 11,0705 | 12,8325 | 15,0863 | 16,7496 | 20,515
6 | 7,84080 | 10,6446 | 12,5916 | 14,4494 | 16,8119 | 18,5476 | 22,458
71 9,03715 | 12,0170 | 14,0671 | 16,0128 | 18,4753 | 20,2777 | 24,322
8 | 10,2188 | 13,3616 | 15,5073 | 17,5346 | 20,0902 | 21,9550 | 26,125
9| 11,3887 | 14,6837 | 16,9190 | 19,0228 | 21,6660 | 23,5893 | 27,877
10 | 12,5489 | 15,9871 | 18,3070 | 20,4831 | 23,2093 | 25,1882 | 29,588
11 | 13,7007 | 17,2750 | 19,6751 | 21,9200 | 24,7250 | 26,7569 | 31,264
12 | 14,8454 | 18,5494 | 21,0261 | 23,3367 | 26,2170 | 28,2995 | 32,909
13 | 15,9839 | 19,8119 | 22,3621 | 24,7356 | 27,6883 | 29,8104 | 34,528
14 | 17,1170 | 21,0642 | 23,6848 | 26,1190 | 29,1413 | 31,3193 | 36,123
15 | 18,2451 | 22,3072 | 24,9958 | 27,4884 | 30,5779 | 32,8013 | 37,697
16 | 19,3688 | 23,5418 | 26,2962 | 28,8454 | 31,9999 | 34,2672 | 39,252
17 | 20,4887 | 24,7690 | 27,5871 | 30,1910 | 33,4087 | 35,7185 | 40,790
18 | 21,6049 | 25,9894 | 28,8693 | 31,5264 | 34,8053 | 37,1564 | 42,312
19 | 22,7178 | 27,2036 | 30,1435 | 32,8523 | 36,1908 | 38,5822 | 43,820
20 | 23,8277 | 28,4128 | 31,4104 | 34,1696 | 37,5662 | 39,0968 | 45,315
21 | 24,9348 | 29,6151 | 32,6705 | 35,4789 | 38,9321 | 41,4010 | 46,797
22 | 26,0393 | 30,8133 | 33,9244 | 36,7807 | 40,2804 | 42,7956 | 48,268
23 | 27,1413 | 32,0069 | 35,1725 | 38,0757 | 41,6384 | 44,1813 | 49,728
24 | 28,2412 | 33,1963 | 36,4151 | 39,3641 | 42,9798 | 45,5585 | 51,179
25 | 29,3389 | 34,3816 | 37,6525 | 40,6465 | 44,3141 | 46,9278 | 52,620
26 | 30,4345 | 35,5631 | 38,8852 | 41,9232 | 45,6417 | 48,2899 | 54,052
27 | 31,5284 | 36,7412 | 40,1133 | 43,1944 | 46,9630 | 49,6449 | 55,476
28 | 32,6205 | 37,9159 | 41,3372 | 44,4607 | 48,2782 | 50,9933 | 56,892
29 | 33,7109 | 39,0875 | 42,5569 | 45,7222 | 49,5879 | 52,3356 | 58,302
30 | 34,7998 | 40,2560 | 43,7729 | 46,9792 | 50,8922 | 53,6720 | 59,703
40 | 45,6160 | 51,8050 | 55,7585 | 59,3417 | 63,6907 | 66,7659 | 73,402
50 | 56,3336 | 63,1671 | 67,5048 | 71,4202 | 76,1539 | 79,4900 | 86,661
60 | 66,9814 | 74,3970 | 79,0819 | 83,2076 | 88,3794 | 91,9517 | 99,607
70 | 77,5766 | 85,5271 | 90,5312 | 95,0231 | 100,425 | 104,215 | 112,317
80 | 88,1303 | 96,5782 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321 | 124,839
90 | 98,6499 | 107,565 | 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299 | 137,208
100 | 109,141 | 118,498 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,169 | 149,449
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0,08+

stuperi volnosti 10

0,06
0,04

0,02

25
-0,024

-0,04- dk:3,94 hk:18,3]

5.2 VyuZiti rozdéleni y?
5.2.1 Testovani hypotézy o2 = konst

Priklad 5.1 Zajima nds, zda jisty vyukovy program je schopen naudcit jisté partie aritmetiky
pii vijuce na ZS. MiiZe se totiZ stdt, Ze nadani studenti budou chdpat instrukce pocitace, kdezto
prumeérni Zaci budou mit potiZe s programem komunikovat a nauci se mene, nez by pochopili z
vykladu Zivého ucitele.

Je zndmo, Ze rozptyl vysledki testu z aritmetiky pvi klasické vijuce je of = 25. Pokud by
nase obava byla opravnénd, rozptyl vysledki znalosti by byl pri pouZiti programu vétsi (nadani
Zaci by byli lepst, primérni Zdaci horsi nez obuvykle).

Byl proveden experiment, kdy deset Zakiu se podrobilo programové vyuce. Vysledky znalosti
(bodové ohodnoceni) byly: 68, 90, 70, 91, 72, 80, 85, 82, 91, 95. Odtud

10

> (z;—7)* = 8464

1

a odhad est 0® = 94,04 populacéniho roptylu je mnohem vétsi ne o2 = 25. Provedte statisticksj
test, ktery by poturdil, Ze ke zvysenti rozptylu nedoslo nahodou.

K1: Hy: rozptyl vysledki znalosti o nabytych poéitacovu viukou je stejny jako rozptyl of =
25 pii klasické vyuce (tj. 0% = 25).
Hli 0'2 > 25.

K2: Ukazuje se (uvidime v bodé K3), Ze vhodnym kritériem testu je 5 - (- T)2
0

K3: Za predpokladu platnosti Hy ma vjraz — - 1%(x; — T)? rozdéleni x2(9).
0

Skutecné, dokazme tento fakt.
Vime, ze gig > 1 (2 — p)? mé rozdéleni x?(n), protoZe se jedné o soucet n étverct rozdélent
U. Ovsem y nezname — jaky je tedy vztah mezi % S @ — p)* a alg S0 —T)2 7

Plati

D (wi—p) =) (wi—T+T—p) =) (i—p)>+2-> (2:—2)-@T—p)+ Y _@T—pn’
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A protoze

dostaneme
S~ = Y~ B+ Y )

Méame tedy rovnici

Y (== (@i -7’ +n- (T p)’

kterou vynasobenim ﬁ lze prevést na tvar
0

So(wi—p)? Y (w;—T) N (@—n?

ol B o8 %

\_v_/ n

=x2(n) 2
=x2(1)

To, e ¢len na levé strané m4 rozdéleni y?(n), uz bylo fec¢eno, ¢len na pravé strané ma
rozdéleni x2(1), protoZe se jedna o druhou mocninu normovaného rozdéleni priiméru T

2
se stfedni hodnotou p a rozptylem %0 Dohromady tedy dostavame to, co jsme chtéli
spocitat a dokazat:

7 =) =) = X - 1),

K4: Pro a = 0,05 je x3(9) = 16,919 (na priseciku ifddku 9 a sloupce 0,05).
K5: Po dosazeni namérenych hodnot

T, —T 8464
o2 25

= 33,86 > 16,919 = zamitame H,,

rozptyl je (bohuzel) vyznamné vétsi nez 25. A to je tragédie pocitacové vyuky :-)

V pripadé oboustranného testu — kdybychom neméli teoreticky podklad, ze rozptyl poroste,
ale bylo by stejné mozné, ze tieba i klesne — bychom nasli dvé kritické hodnoty na radku 9, a
sice ., = 2,7 (ve sloupci 0,975) a x, = 19,02 (ve sloupci 0,025) a Hy bychom zamitli na hladiné
vyznamnosti a = 0,05, pokud by hodnota kritéria lezela mimo interval (2,7;19,02).

5.2.2 Test druhu rozdéleni

Priklad 5.2 Rodicum se narodily uz ctyri dcery, a presto by si prali © syna. Chystaji se mit
pdté dité s nadéji, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0.5 (tj. Ze rozeni déti ma podobny
charakter — co se tyka pohlavi ditéte — jako hdzeni korunou). Ale prece jen si vyhledali data o
1024 rodinach s péti detmi a zjistili, v kolika rodindch se narodilo kolik chlapci:
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0 chlapcu ... 40 rodin
1 kluk ... 184 rodin

2 kluct ... 300 rodin

3 kluci ... 268 rodin

4 Kluct ... 196 rodin

5 kluku ... 36 rodin

Pokud tato data o pohlavi pri rozeni déti maji stejny charakter jako hazeni korunou, pak je
lze dobre popsat binomickym rozdélenim s parametry N = 1024, p = 0,5. Teoretické rozdelent
pravdépodobnosti a rozdéleni cetnosti maji nasledujici prubéh:

pocet chlapci x; i cetnost f;
0 1/32 32
1 5/32 160
2 10/32 320
3 10/32 320
4 5/82 160
5 1/32 32

Otazka zni: do jaké miry se shoduje empirické rozdéleni ¢etnosti a teoretické roz-
déleni ¢etnosti, ¢ili: 1ze nashromazdéna data dobre popsat binomickym rozdélenim

s uvedenymi parametry?
Provedeme tzv. test dobré shody (v anglictiné: good fit test ... GFT).

K1: Hy: pocet chlapct z péti narozenych déti 1ze dobfe popsat binomickym rozdélenim pro
p = 0,5.
Hi: Nelze.

K2: Jaké kritérium zvolit? Vezmeme soucet ¢tverct rozdili normalizovanych odchylek namé-

_ 2
fené a teoretické Getnosti 3 %:

pocet chlapcti naméiend Getnost teoretickd cetnost  (fy — fin)? (f”f#

0 40 32 64 2

1 184 160 576 3,6
2 300 320 400 1,25
3 268 320 2704 8,45
4 196 160 1296 8,1
3 36 32 16 0,5

K3: Za piedpokladu platnosti Hy mé kritérium z bodu K2 rozdéleni y?(k — 1). Tento fakt
nebudeme dokazovat.

K4: Kritérium je vhodnym reprezentantem miry platnosti Hy: pokud Hj plati, ocekavame,
ze hodnota kritéria bude malé, pokud neplati, bude velka. Jedna se tedy o jednostranny
test, kde k je pocet skupin Cetnosti, tj. v nasem pripadé £ = 6. Tedy pro a = 0,05 je
Xx(5) = 11,0705.
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Kb5: 6
Y
Z M =239 > 11,07 = zamitame H,,
1 t

binomické rozdéleni neni pfilis dobré pro popis nasich dat (tj. pohlavi chlapct pfi narozeni
se nechova jako pocet licti pii hodu korunou).

5.2.3 Testovani nezavislosti v kontingenc¢ni tabulce

Priklad 5.3 Zajimad nds, zda existuje vztah mezi ndzory na jadernou energii a politickou pri-
slusnosti. Proto jsme se dotazali nezavisle vybranych 200 lidi, jaky maji ndzor na jadernou
elektrarnu Temelin (neméla by byt v provozu — nezajimd mé to — méla by byt v provozu), a ddle
které ze stran ODS, CSSD ddvaji vétsi prednost. Visledky prizkumu byly sestaveny do kon-
tingencni tabulky (¢isla v zdvorkdch vyjadiuji empirické pravdépodobnosti = cetnosti vydélené
¢islem 200):

elektr. by neméla byt nevim elektr. by méla byt
CSSD 40 (0,2) 70 (0,35) 40 (0,2) 150 (0,75)
ODS 35 (0,175) 5 (0,025) 10 (0,05) 50 (0,25)
75 (0,375) 75 (0,375) 50 (0,25) 200 (1,000)

P¥i testovani, zda existuje zavislost mezi obéma proménnymi, miiZeme pouzit test y2:

K1: Hjy: Obé proménné se chovaji nezavisle, ¢ili empirické rozdéleni je hodné blizké nasledu-
jicimu teoretickému rozdéleni, kde posledni Ffadek a posledni sloupec jsou stejné jako
v predchozi tabulce (udéavajici vysledky prizkumu), ovSem ostatni pravdépodobnosti
jsou ziskany vynasobenim prislusnych pravdépodobnosti v poslednim fadku a sloupci;
oznac¢me A; ... CSSD (P(A;) = 0,75); Ay... ODS (P(A,) = 0,25); By ... elektrarna NE
(P(By) = 0,375); By... nevim (P(B2) = 0,375); Bs... elektrarna ANO (P(Bs) = 0,25).
Nyni pokud A;, B; jsou nezavislé, tak

P(A;N Bj) = P(4;) - P(By)

(napfiklad P(A; N By) = P(A;) - P(By) = 0,281, atd.). Dostavame tedy tabulku teo-
retickych pravdépodobnosti (uvedenych v zavorce), ¢etnosti jsou ziskdny vynasobenim
piislusné pravdépodobnosti ¢islem 200 (Cetnosti tedy nemusi byt celociselné):

elektr. by neméla byt nevim elektr. by méla byt
CSSD 56,2 (0,281) 56,2 (0,281) 37,6 (0,188) 150 (0,75)
ODS 18,8 (0,094) 18,8 (0,094) 12,4 (0,062) 50 (0,25)
75 (0,375) 75 (0,375) 50 (0,25) 200 (1,000)

Hi: Obé proménné jsou zavislé, ¢ili nelze je dost dobie popsat prislusnym teoretickym
rozdélenim.
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K2: Kritériem bude Z (Je ff mkde k je pocet riznych tiid ¢etnosti (v nasem piipadé pocet
riznych oken tabulky krome posledniho fadku a posledniho sloupce: £ = 2 -3 = 6), f;
jsou piislusné teoretické Cetnosti (=Cetnosti z posledni tabulky), f,, piislusné naméfrené
Cetnosti (z predposledni tabulky).

K3: Za predpokladu platnosti Hy m4 kriteridlni funkce rozdéleni x?((J — 1)(K — 1)), kde J
je polet podminek veli¢iny A, K je poCet podminek veli¢iny B (tento fakt nebudeme
dokazovat). V nasem pripadé x?(1-2) = x?(2).

K4: Pro a = 0,05 kritickd hodnota y(2) = 5,99.

K5:
i (fe = fm)* _ (56,2 —40)* (56,2 — 70)° (12,4 — 10)?

56,2 + 56,2 T 12,4

= 32,76;

1

toto ¢islo zdaleka presahuje kritickou hodnotu testu 5,99, tedy H, zamitame, prokazala
se zavislost obou velicin.

5.3 Neékolik poznamek o vztazich mezi riznymi rozdélenimi

a) Jak uz bylo feceno, pro rostouci n se hustota Studentova rozdéleni ¢(n) blizi hustoté roz-
déleni U = No(0;1), cili
t(oc0) = U.

b) Plati
t*(n) = F(1,n).

c) S vyuzitim a),b) a faktu U? = x(1) mtizeme psét

t*(c0) = U? = F(1,00) = x*(1).

d) Vime, 7e plati F(n;—1,ny—1) = 1% kde pro odhady téhoz o2 plati est; o — D(eu-m)? ,

esty 02 n1—1
w 1) a w mé rozdéleni

a2
esty o2 = 2\t2i=T2)
no—1

x2(ny — 1), miiZeme psat

. Protoze m4 rozdéleni x?(n; —

“x3(ny — 1
ng—1 "X <n2 o 1)

e) V pifkladu 5.1 jsme testovali hypotézu o® = konst pomoci kritéria Z(x’ 2% Pokud od

chapeme jako odhad ropztylu 00 o nekone¢né mnoha stupnich volnosti, mohh jsme také
provést F'-test s kritériem esto” , které za predpokladu platnosti Hy mé s vyuzitim d)

0

rozdéleni F(n — 1,00) (kde samoziejmé est 0% = —Z(z:_lx)Q).
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5.4 Shrnuti

Cilem této kapitoly bylo predstavit dalsi uzitecné rozdéleni pravdépodobnosti, a sice rozdéleni
. rozdéleni x?(n) (o n stupnich volnosti) se definuje jako soudet ¢tvercti m normovanych
norméalnich rozdéleni U?. Ukazuje se, Ze mnohé veli¢iny v praxi jsou rozdéleny jako x2, a tedy
toto rozdéleni se vyskytuje v mnoha statistickych testech:

1. V prikladu 5.1 jsme vidéli, ze rozdéleni y? lze uzit v testu typu o? = konst. Pokud méieni

jsme ziskali z populace, jejiz rozptyl je o2, pak kritérium

> (zi —T)?

2
09

m4 rozdéleni x? o poé¢tu stupit volnosti (n — 1).

.V pifkladu 5.2 jsme vidéli, ze x? lze uzit v testu, zda naméfend data odpovidaji jistému
teoretickému rozdéleni pravdépodobnosti (toto je asi nejcastéjsi a nejznaméjsi vyuziti
rozdéleni y?, kterému se iik4 test dobré shody). Pokud mame konkrétné n naméienych
(¢ pozorovanych) Cetnosti f,, a jim odpovidajici teoretické etnosti f;, pak kritérium

2 (fe = fm)?
Ji

m4 rozdéleni x? o poc¢tu stupiitt volnosti (n — 1).

.V prikladu 5.3 jsme vidéli, ze x? lze uzit pii testu nezavislosti hodnot v kontingenéni
tabulce o poctu fadka a sloupcti J x K (contingent = zavisly, podminény ... tj. test si
klade otazku: do jaké miry jsou data pozorovana priblizné stejna jako data vypoctena
= nezavisla? tj: je mezi dvéma uvedenymi veli¢inami néjaka zavislost?). Tento test je
specielnim prikladem predchoziho testu dobré shody, kdy za teoretické pravdépodobnosti
vezmeme ty, co jsou dany soucinem souctovych pozorovanych pravdépodobnosti, nikoli
méfenim. Za této situace mé kritérium

Z(fm _ ft)2
Ji

rozdéleni x* o (J — 1) - (K — 1) stupnich volnosti.

5.5 Otazky k opakovani

U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 5.1 Rozdéleni x? o n stupnich volnosti je souctem n stejné rozdélenyjch velicin U .

Otazka 5.2 Rozptyl veliciny x? o n stupnich volnosti je roven hodnoté 2n.

Otazka 5.3 Protoze hustota rozdéleni x? neni symetrickou funkci vzhledem k Zddné primce,
néktere kritické hodnoty mohou byt zaporné.
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Otazka 5.4 Testy dobré shody lze pouZivat jen u diskrétnich ndhodnych velicin.

Otéazka 5.5 Pri oboustranném x* testu jsou kritické hodnoty x2,, x> symetrické vzhledem k
primeéru, tj. X2, = Ex* —d, x> = Ex?® + d pro jistou hodnotu d.

Otazka 5.6 Pro rostouci n se hustota rozdéleni t*(n) blizi hustoté rozdéleni x*(n).
Otazka 5.7 Pri testech v kontingencni tabulce je pocet trid cetnosti vidy sudy.
Otazka 5.8 Test dobré shody je jednostrannym (konkrétné pravostrannym) testem.

Odpovédi na otazky viz 13.5.

5.6 Priklady ke cviceni

Priklad 5.1 Prodej Kola-loky md normdlni rozdéleni se stredni hodnotou 82000 lahvi denné
a smérodatnou odchylkou 1500 lahvi. V zdjmu vyrobce je sniZit tuto smeérodatnou odchylku,

Vv s

deset dni ,nového“ prodeje vykazuge tyto vysledky (v poctech prodanych lahvi):
81752, 83812, 82104, 82529, 82620, 82033, 81925, 81599, 82730, 81885.
Qveérte testem, zda novd reklama sniZila smérodatnou odchylku poctu prodanych lahvi za den.

Priklad 5.2 Vyska muzi v USA md normdlni rozdéleni se stiedni hodnotou 70 palci (jeden
palec = 2,54 e¢m) a smeérodatnou odchylkou dva palce. Antropologa Frantiska Nezndlka zajimd,
zda muzi kmene Bora-Bora maji tentyz rozptyl hodnot své vysky. Ziskd nahodné vybrany vzorek
sedmi muzu kmene Bora-Bora:

69, 68, 68,67, 70,71, 69.

Muze zamitnou nulovou hypotézu o stejnych rozptylech?

Priklad 5.3 Honza Kovdr pracuje v mincovné. Jeho ukolem je zajistit, aby mince byly dobre
vyvdazeny — aby napriklad pri hodu desetikorunou padal rub i lic stejné casto. Proto hodi stovkou
desetikorun a padne mu 61-krdt lic. Testujte ndsledujici hypotéezy:

Hy: pravdépodobnost padnuti lice je 0,5;

H;: pravdépodobnost padnuti lice neni 0,5.

Priklad 5.4 Rozdéleni 1Q v Ceské Republice je normdlni (v matematickém slova smyslu) se
stredni hodnotou 100 a rozptylem 225. Nahodné vybrany vzorek obyvatel Brna prokdzal nasle-
dugici rozdélent 1Q):

1Q <bh5[H55—T70|70—-85 |8 —100 | 100 — 115 | 115 — 130 | 130 — 145 | > 145
cetnost | 20 17 29 52 63 42 13 14

Rekli byste, Ze brriané dostatecné stejné reprezentuji Ceskou Republiku ve vztahu k 1Q? Provedte
statisticky test dobré shody v tomto pripadé.

Vysledky prikladi viz 13.5.
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6 Neparametrické testy

Jak uz bylo feceno v kapitole 1 (oddil 1.6), vétsina dosud probranych testtt vychézi z platnosti
t¥1 nasledujicich predpokladi:

1. Namétfené hodnoty x; jsou navzajem nezavislé.
2. Méfena velicina ma normalni rozdéleni.
3. Rozptyl uvnitt jednotlivych skupin experimentu je stejny.

Platnost pfedpokladu 1 lze obvykle zarucit vhodnym navrzenim experimentu. Pokud jsou vsak
vazné poruseny predpoklady 2 nebo 3, musime misto parametrického testu vzit vhodny tzv.
neparametricky test. Piehled neparametrickych testi bude tématem této kapitoly. Je mozné,
ze v této kapitole budou castéjsi numerické chyby, prosim na jejich upozornéni, pokud na né
narazite. Jednotlivé neparametrické testy budou vysvétleny, jak uz je zvykem v tomto textu,
primo na ptikladech.

6.1 Manntv-Whitneyuv test podle poradi

Priklad 6.1 Vratme se k prikladu 5.1, kde jsme chtéli zjistit, jaky vliv na studenty bude mit
pocitacovd vjuka matematiky. Provedme nyni experiment jiného rdzu: ndhodné vybranych 24
studenti rozdélime na dvé skupiny po dvandcti lidech. Jedna skupina se ucastnila vyuky pod
dohledem ucitele, druhd prislusné pocitacové vyuky. Potom se Zaci podrobili pisemce, kde se
meéril cas potrebny na vyreseni zadanych iloh. Ziskala se data:

1... bezna vyuka: 43,12,21,41, 39,23, 27,37, 35, 31, 33, 29;
2 ... pocitacovd vyuka: 3,13,1,5,11,10,9,8,6,2,4,7;
Pomoci vsech namérenych hodnot odhadneme rozptyl:

SS; + S8, 908,92 + 154,92
to? = = T — 48,36
S 7N 72 11+ 11 ’

A nyni mizeme provést t-test:

K1: Hy: p3 = po (doba potfebna na vyfeseni pisemky z aritmetiky ma stejnou stfedni hodnotu
u obou skupin);

Hy:pn # po.
K2: Kritériem je %, kde p1_o =0,
48,36 48,36
est o1 o = \/est 0% +est ol = \/1—’2 + 1—’2 = 2,84.

K3: Za predpokladu platnosti Hy mé nase kritérium rozdéleni ¢(22), protoze Vi + V5 = 22.
K4: Pro a = 0,05 je t,(22) = £2,09.
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K5: Hodnota kritéria: % = 8,57, a tak Hy zamitame.

Ovsem pravé provedeny t-test nespliioval predpoklad rovnosti rozptyli v obou skupinach:
esty 0® = 324 = 82,63, kdeito esty 0> = 522 = 14,08. Prvni odhad je piiblizné Sestindsobkem
druhého, coz uz presahuje rozumnou (= ¢tyrnasobnou) miru. Toto hrubé poruseni predpokladu
t-testu je divodem k detailn€jsimu prozkouméani dat pomoci neparametrického testu.
Vhodnym kandidadtem nyni je Manniv-Whitneytiv test.

Vratme se dattim z pravé opusténého prikladu 6.1 a podrobme jej Mannovu-Whitneyovu
testu:

K1: Uspofadejme vSechna méteni (z obou souboru dohromady) podle velikosti a zazname-
nejme pritom
a) poradi dané hodnoty;

b) prislusnost dané hodnoty k experimentalni skupiné ( B ... bézna vyuka, P ... po¢i-
taCova vyuka).

hodnota| 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
poradi| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
skupina | P P P P P P P P P P P B

13 21 23 27 29 31 33 35 37 39 41 43
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
P B B B B B B B B B B B

K2: Nyni vypoc¢teme jakési miry Uy, Us:

U, = Z (pocet déti z B, které maji horsi skére nez dité 7).
déti ze skupiny P
Tedy pro dité s hodnotou 1 na prvnim misté pofadi ma vSech dvanact déti z B horsi
skore. Pro dité s hodnotou 2 na druhém misté poradi ma opét vsech dvanact déti z B
horsi skore, atd. az pro dité s hodnotou 11 na jedenactém misté ma stale vsech dvanéct

déti z B horsi skére. A konecéné zména, pro dité s hodnotou 13 na t¥indctém misté ma uz
jen jedenact déti z B horsi skore. Dohromady

Uy =12+12+ - +12+11 = 143,

jedeng{ctkrét

Podobné

Uy = Z (pocet déti z P, které maji horsi skére nez dité 7).
déti ze skupiny B
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Zde pouze pro dité s hodnotou 12 na dvanactém misté ma jedno dité z P horsi skore, tj.
Uy=1+0+0+4+---+0=1.
—_——
jedenactkrat

Z konstrukce Uy, U, je vidét, ze tyto miry zachycuji zévaznost, s jakou ma jedna sku-
pina lepsi poradi nez druha. Samoziejmé existuji ponékud pohodlnéjsi vzorce pro jejich
vypocet:

ny - (n2+1)

U =n; -nyg+ —y Z(pofadi hodnot ze skupiny 2),
. 1
Uy=mnq -ny+ % — Z(pofadi hodnot ze skupiny 1)

(mimochodem, plati také U; + Us = ny - ny — v nasem ptikladu tedy 143 + 1 = 12 - 12).
Kritériem testu bude nyni mensi z obou vypoctenych hodnot: U = min(Uy, Us). V nasem
ptikladu U = min(143,1) = 1.

Kriticka hodnota testu:

a) pro ni,ny < 20: Byly sestaveny tabulky kritickych hodnot naseho oboustranného
testu, a to pro a = 0,05 tabulka 6.7, pro a = 0,01 tabulka 6.8.

b) pro ni,n; > 20: Rozdéleni kritéria U je normélni se stiedni hodnotou p = ™32 a
smérodatnou odchylkou

U_\/nl-ng-(nl—l—ng—i-l)
N 12 ’

¢ili normovanou hodnotu

_ ning
U 2

n1-n2-(n1+n2+1)
12

testujeme s béznymi kritickymi hodnotami +1,96 normalniho rozdéleni pro a = 0,05.

K4+K5: V nasem pfikladu tedy stanovime kritickou hodnotu

a) ztabulky pro a = 0,05, n; = ny = 12: Uy = 37 > U = 1, tj. Hy zamitame ve prospéch
alternativni hypotézy H;.
Vsimnéte si, ze na rozdil od vétsiny testit v této prednéasce zde zamitnuti H, na-
stane tehdy, kdyz hodnota kritéria kritickou hodnotu NEPREKROCI. Je to dano
konstrukei kriterijni funkce — pokud prevazi malé hodnoty poradi v jednom souboru,
tak hodnota kritéria je mala, ale soucasné to znamena jasny a zietelny rozdil mezi
skupinami.

b) pomoci aproximace normalnim rozdélenim (nyni méné presné, ale vypocetné jedno-
dussi):

U — ni-no

2

ni-nz-(ni+n2+1)
12

=—4,1 < -1,96 = H, zamitame

ve prospéch alternativni hypotézy H;.
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Vidime, Ze vysledky neparametrického testu jsou stejné jako vysledky prislusného parametric-
kého testu 6.1 s porusenymi predpoklady. Z toho je vidét, ze navzdory porusenym predpokladiim
t-testu je i pfi silném rozdilu obou soubort vysledek testu spravny, To ovsem nemusi byt prav-
dou, pokud rozdily mezi obéma skupinami nebudou tak jednoznacné, jak to dokumentuji dalsi
situace v této kapitole.
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Tabulka 6.7: Kritické hodnoty Mannova-Whitneyova testu pro a = 0,05.

D)
nn 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 — — — — - - - ==
2 - - - = =0 0 0 0 1 1 1 1
3 ——-— 011 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 8
4 o1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 11 11 12 13 13
) 2 3 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 17 18 19 20
6 5 6 8 10 11 13 14 16 17 19 21 22 24 25 27
7 8§ 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
8 13 15 17 19 22 24 26 29 31 34 36 38 41
9 17 20 23 26 28 31 34 37 39 42 45 48
10 23 26 29 33 36 39 42 45 48 H2 55
11 30 33 37 40 44 47 51 55 58 62
12 37 41 45 49 53 57 61 65 69
13 45 50 54 59 63 67 T2 76
14 55 59 64 67 T4 T8 83
15 64 70 75 80 8 90
16 75 81 8 92 98
17 87 93 99 105
18 99 106 112
19 113 119
20 127
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Tabulka 6.8: Kritické hodnoty Mannova-Whitneyova testu pro a = 0,01.

N2
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1 e
2 - - - - - - - - - - - - — - — 0 0
3 - - - - =0 0 0 1 1 1 2 2 3 3
4 - -0 01 1 2 2 3 4 4 5 5 6 6 7 8
) o1 2 3 3 4 5 6 7 7 8 9 10 11 12 13
6 2 3 4 5 6 7 910 11 12 13 15 16 17 18
7 4 6 7 9 10 12 13 15 16 18 19 21 22 24
8 8§ 10 12 14 16 18 19 21 23 25 27 29 31
9 11 13 16 18 20 22 24 27 29 31 33 36
10 16 18 21 24 26 29 31 34 37 39 42
11 21 24 27 30 33 36 39 42 45 48
12 27 31 34 37 41 44 47 51 H4
13 34 38 42 45 49 53 56 60
14 42 46 50 54 58 63 67
15 51 55 60 64 69 73
16 60 65 70 74 79
17 70 75 81 86
18 81 87 92
19 93 99
20 105
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6.2 Kruskaluv-Wallisuv test

Priklad 6.2 Dva psychologové, psycholog P a psycholog N, se doslechli o zajimavém experi-
mentu, kdy byl nekolika lidem promitnut videozdznam autonehody. Pak byli rozdelent do dvou
skupin a proni skupiné byla poloZena otazka: Jak rychle jelo bilé auto, kdyZ projizdélo kolem
jedné stodoly na té venkovské silnici? Zatimco druhé skupiné byla poloZena otdzka: Jak rychle
jelo bilé auto po te€ venkovské silnici? Vsichni museli na tuto otdzku odpovédét.

Potom byla obéma skupinam poloZena otdzka, zda videli na videozaznamu stodolu. I kdyz
na videozdznamu Zddnd stodola nebyla, na tuto otdzku odpovédélo kladné 17% prvni skupiny,
zatimco jen 3% druhé skupiny. Zdvérem experimentu bylo, Ze pokud prvni otdzka obsahovala
[Zivou informact, tak jaksi mimodeék ji vtiskla do premyslent lidi, a ti ji pak povaZuji za pravdivou.

Psychologové P a N si polozili otdzku, zda nékdy [Zivé nebo zkreslené informace o autone-
hode, ktere jsou zverejnény v jistych nevindch, neovlivni zpusob, jakym si svedek nehody tuto
zapamatuje. A také je napadlo: do jaké miry ruzné prestizni noviny ovlivni ocitého svédka au-
tonehody svymi zkreslenymi informacemi?

Proto se rozhodli provést dalsi experiment. Nahodné vybrali dvandct lidi, kterym promitli
videozdaznam jisté autonehody. Potom tito lidi byli rozdéleni do tri skupin po ctyrech. Lidé z
pruni skupiny pak dostali precist c¢lanek o této autonehode, ktery byl neznamého puvodu a byl
naprosto pravdivy. Lidée ze druhé skupiny dostali k prectent clanek o téZe autonehode uverejnény
v deniku Rovnost a lidé ze treti skupiny dostali k precteni uverejnény v deniku Dnes. Cldnky v
obou denicich obsahovaly vétsi pocet chybnych informaci.

Poté se vsechny skupiny podrobily dotazniku, ktery mél zjistit, do jaké miry si autonehodu
pamatuji pravdive. Nasledujici data wvadéji pocet chyb jednotlivych vyplnénych dotaznikii:

noname Rovnost MF dnes

4 4 9
7 9 13
1 10 15
1 ) 7

Namérend data byla k dispozici ke statistickému testovani. Psycholog P se rozhodl provést
F-test jednorozmérné analyzy rozptylu:

K1: Ho: pg = po = ps,
H;: neplati Hy.

. R est RMT
K2: Kritériem bude = RUT

K3: Za predpokladu platnosti Hy mé kritérium z bodu (K2) rozdéleni F'(2;9).

K4: Pro a=0,05je Fr(2;9) = 4,26.

Kb5: 201
est RMT %

est RUT %

= 5,96 > 4,26 = H, zamitame.
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Psycholog N se rozhodl provést neparametricky Kruskaltv - Wallisiv jednorozmérny test
rozptylu podle poradi, ktery je pfirozenym rozsifenim predchoziho testu 6.1 na vice nez dvé
skupiny méfeni:

K1: Ho: pn = po = ps,
Hy: neplati H,.

K2: Provedeme totéz, co v 6.1: vSech dvanact hodnot sefadime podle velikosti, a kazdé
hodnoté prifadime jeji poradi.

Vsuvka: V prikladu 6.1 bylo poradi jednoznac¢né, protoze vsechny hodnoty byly na-
vzajem rizné. Nékdy se ale situace komplikuje. Naptiklad hodnotam (2, 8,10, 10, 14) je
potieba pfifadit potadi (1;2;3,5;3,5;5), tj. dvéma hodnotam 10 se piifadi prumér jejich
poradi % = 3,5. Nebo hodnotam (2,8, 10, 10, 10, 14) odpovida potadi (1,2,4,4,4,6), tj.
opé€t se tfem hodnotam 10 pritadi primeér jejich poradi % = 4. Dalsi ptiklady hodnot
a jejich poradi:

hodnota [ 2 2 8 10 10 14
pofadi [ 1,5 15 3 45 45 6

hodnota | 12 14 14 14 15 16 16 16 16 21
pofadi | 1 3 3 3 5 75 75 75 75 10

V nasem piikladu tedy:

hodnota| 1 1 4 4 5 7 7 9 9 10 13 15
poradi | 15 1,5 35 3,5 5 65 65 85 85 10 11 12

Uvedena poradi znovu roztifidime do piislusnych tii skupin a v kazdé skupiné je secteme:

skupina 1 skupina 2 skupina 3

3,5 3,5 8,5
6,5 8,5 11
1,5 10 12
1,5 5 6,5

Ry =13 Ry=27 R3=38

Ctenaf uz se jisté t&si na kritérium, které se ve druhém kroku testu vzdy objevi — kupodivu
i v testech neparametrickych. Tak tedy: kritériem bude funkce

12 R?
H= ——""- . 2 _3. 1
n-(n+1) 2 y, 3t

skupiny

kde n = 12 je celkovy pocet osob,

N, je pocet osob ve skupiné j

(Nutno dodat, ze konstanty 12 a 3 vyskytujici se ve vzorci pro H jsou neustale stejné a
nezavisi na n nebo na Nj;).
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K3: —

K4+4K5: Kritickd hodnota testu:

a) pro malé hodnoty N;: uvedeno v tabulkach pro tfi vzorky — 6.9, 6.10.

b) pro N; > 5: H ma rozdéleni x*(J — 1), ¢ili kritické hodnoty uréime z tabulky pro x?
(tabulky 5.5, 5.6).

V nasem piikladu tedy stanovime kritickou hodnotu

a) Na zakladé tabulky pro N; =4 (a a < 0,05 hledame co mozna nejvétsi) Hy = 5,69, kdezto
H = 6,03, tedy Hy zamitame.

b) Na zdkladé rozdéleni x?(2) pro a = 0,05 mdme xi(2) = 5,99 < H = 6,03, tedy H,
zamitame.

Z porovnani piistupt psychologii N a P je vidét, ze kritickd hodnota testu N (= neparametric-
kého testu) se vyskytovala blizko hodnoty kritéria, kdezto test psychologa P (= parametricky
test) zamitl Hy presvédCivéji a jednoznacénéji.

Obecné lze Tici, ze testy parametrické maji vétsi silu, dokazi tedy lépe odhalit zavislost mezi
proménnymi, protoze maximalné vyuzivaji informace dostupné v datech. V neparametrickych
testech je cast informace z experimentu ztracena, protoze vyuzivame pouze poradi hodnot,
nikoli skute¢né hodnoty méfeni.

Pokud tedy psycholog P zajistil predpoklady parametrického textu, jeho vysledek ma vétsi
silu, protoze rozdil soubori je statsiticky prokazan — mtize napsat ¢lanek do odborného psy-
chologického casopisu. Pokud ovsem predpoklady parametrického testu jsou vazné poruseny,
nemame k dispozici zadny lepsi vysledek nez vysledek psychologa N (tj. vysledek neparamet-
rického testu).
nejsou splnény predpoklady prislusnych parametrickych testti. Z tabulky je patrno nékolik véci:
za prvé, ze pro dand data je nékdy mozné provést vice rtiznych testi. Za druhé, neexistuje
neparametricky test, ktery by vyhovoval situaci dvourozmérné analyzy rozptylu, coz je dost
nestastné.

Neparametrické testy predstavené v této kapitole nejsou vycerpavajici — existuji mnohé dalsi.
Ale ty zde uvedené jsou nejcastéji pouzivany. Ve zbytku této kapitoly uvedeme na piikladech
ty neparametrické testy z tabulky 6.11, které dosud nebyly probrany.
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Tabulka 6.9: Kritické hodnoty Kruskalova - Wallisova testu pro tfi skupiny a /V; < 4 — ¢ast 1.

N, N, N, H, a [Ny N N oy, al| Ni N N Hy, a
2 1 1[27000]0500] 4 1 1|35714][0200] 4 4 3][71439]0,010
4 2 148214 0,057 7,1364 | 0,011
2 2 1136000 | 0,200 4,5000 | 0,076 5,5985 | 0,049
4,0179 | 0,114 5,5758 | 0,051
2 2 2457140067 4 2 26,0000 | 0,014 4,5455 | 0,099
3,7143 | 0,200 5,3333 | 0,033 4,4773 | 0,102
51250 | 0,052 || 4 4 47,6538 | 0,008
3 1 13,2000 0,300 4,4583 | 0,100 75385 | 0,011
4,1667 | 0,105 5,6023 | 0,049
3 2 1/42857[0,100| 4 3 1]5:8333]0,021 5,6538 | 0,054
3,8751 | 0,133 5,2083 | 0,050 4,6539 | 0,097
5,0000 | 0,057 4,5001 | 0,104
3 2 2535720029 4,0556 | 0,093 | 5 1 3,8571 | 0,143
4,7143 | 0,048 38889 (0,120 || 5 2 5,2500 | 0,036
4,5000 | 0,067 || 4 3 26,4444 | 0,008 5,0000 | 0,048
4,4643 | 0,105 6,3000 | 0,011 4,4500 | 0,071
5,4444 | 0,046 4,2000 | 0,095
3 3 151429 0,043 5,4000 | 0,051 4,1487 | 0,099
45714 | 0,100 45111 | 0,098 4,1231 | 0,103
4,0000 | 0,129 4,4444 | 0,102 5 2 26,5333 | 0,008
4 3 36,7455 | 0,010 6,1333 | 0,013
3 2 2535720029 6,7091 | 0,013 5,1600 | 0,034
4,7143 | 0,048 5,7909 | 0,046 5,0400 | 0,056
4,5000 | 0,067 5,7273 | 0,050 4,3733 | 0,090
4,4643 | 0,105 4,7091 | 0,092 4,2933 | 0,122
4,7000 | 0,101 || 5 3 16,4000 | 0,012
3 3 2/62500|0011| 4 4 16,6667 0,010 4,9600 | 0,048
5,3611 | 0,032 6,1667 | 0,022 4,8711 | 0,052
5,1389 | 0,061 4,9667 | 0,048 4,0178 | 0,095
4,5556 | 0,100 4,8667 | 0,054 3,8400 | 0,123
4,2500 | 0,121 4,1667 | 0,082 | 5 3 26,9091 | 0,009
4,0667 | 0,102 6,8218 | 0,010
3 3 3|72000[0004| 4 4 27,0364 0,006 5,2509 | 0,049
6,4889 | 0,011 6,8727 | 0,011 5,1055 | 0,052
5,6889 | 0,029 5,4545 | 0,046 4,6509 | 0,091
5,6000 | 0,050 5,2364 | 0,052 4,4945 | 0,101
5,0667 | 0,086 4,5545 | 0,098
4,6222 | 0,100 4,4455 | 0,103
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Tabulka 6.10: Kritické hodnoty Kruskalova-Wallisova testu pro 3 skupiny a N; < 4 — ¢ast 2.

N, N, N o, a | Ny Ny, N o, o
5 3 3| 7,078 | 0,009 5 5 2| 7,338 | 0,010
6,9818 | 0,011 72692 | 0,010
5,6485 | 0,049 5,3385 | 0,047
55152 | 0,051 52462 | 0,051
4,5333 | 0,097 4,6231 | 0,097
4,4121 | 0,109 4,5077 | 0,100
5 4 1 | 6,9545 | 0,008 5 5 3| 75780 | 0,010
6,8400 | 0,011 75429 | 0,010
4,855 | 0,044 5,7055 | 0,046
4,8600 | 0,056 5,6264 | 0,051
3,9873 | 0,098 45451 | 0,100
3,9600 | 0,102 45363 | 0,102
5 4 2| 72045 | 0,009 5 5 4 | 78229 | 0,010
71182 | 0,010 77914 | 0,010
52727 | 0,049 5,6657 | 0,049
5,2682 | 0,050 5,6429 | 0,050
4,5409 | 0,098 45229 | 0,099
45182 | 0,101 75200 | 0,101
5 4 3| 74449 | 0,010 5 5 5 | 80000 | 0,009
7,3049 | 0,011 7,9800 | 0,010
5,6564 | 0,049 5,7800 | 0,049
5,6308 | 0,050 5,6600 | 0,051
5 4 4 | 77604 | 0,009 4,5600 | 0,100
77440 | 0,011 4,5000 | 0,102
56571 | 0,049
56176 | 0,050
4,6187 | 0,100
45527 | 0,102
5 5 1 | 7,3091 | 0,009
6,8364 | 0,011
51273 | 0,046
4,9091 | 0,053
4,1091 | 0,086
4,0346 | 0,105
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Tabulka 6.11: PREHLED POUZITI PARAMETRICKYCH I NEPARAMETRICKYCH
TESTU, KTERE JSOU PREDSTAVENY V TETO KNIZE

data

ucel testu

parametricky
test

neparametricky
test

jeden vzorek

zjistit, zda stfedni hodnota popu-
lace, ze které byl vzorek vybran,
se lisi od jisté hodnoty pyg

U-test ¢i t-test

znaménkovy test

dva vzorky jed-
nou

zjistit, zda stfedni hodnoty popu-
laci, ze kterych byly vzorky vy-
brany, se rovnaji

U-test ¢i t-test
pro nezavislé
skupiny

Mannuiv—
Whitneyiv
test

jeden vzorek  zjistit, zda stfedni hodnoty popu-  U-test ¢i t-test  znaménkovy test

dvakrat laci, ze kterych byly vzorky vy-  typu ,jeden vzo- nebo Wilcoxo-
brany, se rovnaji rek dvakrat® nuv test

vice nez dva  gzjistit, zda populace, ze kterych  jednorozmérna Kruskaltv—

vzorky jednou byly vzorky vybrany, maji tutéz ~ ANOVA (F-  Wallisuv test
stfedni hodnotu test)

jeden vzorek  zjistit, zda populace, ze kterych  jednorozmérna Friedmaniiv test

vice nez dvakrat
dvakrat

byly vzorky vybrany, maji tutéz
stfedni hodnotu

ANOVA opako-

vaného méreni

mnozina po-
lozek, 2z nichz
kazdd ma dva
parametry

zjistit, zda tyto parametry ¢i pro-
ménné jsou korelovany

Pearsonuv test
korelace

Spearmantv test
korelace

jeden vzorek

zjistit, zda populace, ze které byl
vzorek vybran, ma jisté teoretické
rozdéleni

test  x% typu
5.2.2 nebo
5.2.3 nebo
Kolmogoroviv—

Smirnovuv test
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6.3 Kolmogoroviv — Smirnovuv test

Priklad 6.3 Chceme zjistit, zda na lidi vice pisobi usmévavé tvdre, nebo tvdre bez usmévu.
Proto nahodné vybereme deset lidi a zeptame se jich, kterd z danych péti fotografii se jim nejvice
libi. Fotografie se pritom lisi pouze silou usmévu (1 = Zddny dsmév, ..., 5 = usmeév naplno).
Ziskala se data

x... foto ‘ 1
fe(x)... Cetnost ‘ 0

2 3 4 5
1 0 4 5
Prokazme statistickym testem jejich vyznamnost:

K1: Hj: tsmév na lidi nema vliv;
Hli ma.

K2: Kritériem bude maximalni rozdil teoretické a empirické hodnoty v histogramu kumula-

tivnich ¢etnosti .
D = — -mazx|Fy(x) — F.(z)|

3

pro kumulativni éetnost plati F(z) = >, f(k).

K3: Prii platnosti Hy ma teoretické rozdéleni cetnosti tvar

x ... foto ‘ 1
fi(z) ... etnost | 2

2 3 4 5
2 2 2 2

K4: Stanoveni kritické hodnoty: vyuzijeme tabulky 6.12 — v nasem ptikladu napiiklad pro
a=0,01 an =10 madme D) = 0,49.

K5: Vypoctémé prislusné kumulativni ¢etnosti a hodnotu kritéria D:

r...foto|1 2 3 4 5
F.(x)|{0 1 1 5 10
F(z)|2 4 6 8 10

R —F@ 2 3 5 3 0

maz|Fy(z) — F.(z)| =5, tj. D = & = 0,5, madme D > D, a tedy zamitdme H.
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Tabulka 6.12: Kritické hodnoty Kolmogorovova—Smirnovova testu

o=
(n) | 020 | 015 | 0,10 | 0,05 | 0,01
1 | 0,900 | 0,925 | 0,950 | 0,975 | 0,995
2 | 0,684 | 0,726 | 0,776 | 0,842 | 0,929
3| 0,565 | 0,597 | 0,642 | 0,708 | 0,828
4] 0494 | 0525 | 0,564 | 0,624 | 0,733
5 | 0,446 | 0474 | 0,510 | 0,565 | 0,669
6 | 0,410 | 0436 | 0,470 | 0,521 | 0,618
7 | 0,381 | 0,405 | 0438 | 0,486 | 0,577
8 | 0,358 | 0,381 | 0,411 | 0457 | 0,543
9 | 0,339 | 0,360 | 0,388 | 0432 | 0,514
10 | 0,322 | 0,342 | 0,368 | 0,410 | 0,490
11 | 0,307 | 0,326 | 0,352 | 0,391 | 0,468
12 | 0,295 | 0,313 | 0,338 | 0,375 | 0,450
13 | 0,284 | 0,302 | 0,325 | 0,361 | 0,433
14 | 0274 | 0,292 | 0,314 | 0,349 | 0,418
15 | 0,266 | 0,283 | 0,304 | 0,338 | 0,404
16 | 0,258 | 0,274 | 0,295 | 0,328 | 0,392
17 | 0,250 | 0,266 | 0,286 | 0,318 | 0,381
18 | 0,244 | 0,259 | 0,278 | 0,309 | 0,371
19 | 0,237 | 0,252 | 0,272 | 0,301 | 0,363
20 | 0,231 | 0246 | 0,264 | 0,294 | 0,356
25 | 021 | 022 | 024 | 027 | 0,32
30 | 0,19 | 020 | 022 | 024 | 0,29
35 | 0,18 | 0,19 | 021 | 023 | 0,27
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6.4 Wilcoxonuv test

Priklad 6.4 Chceme otestovat, zda urcity kurs ctent zlepsuje techniku ¢teni. Pro sedm ndhodné
vybranych lidi byla provedena zkouska techniky cteni pred a po kursu. Ziskaly se dva soubory
dat (jednd se o experiment opakovaného méreni pro tutéZ skupinu, tj. experiment typu ,jeden
vzorek dvakrat). Pro tato data bychom mohli provést t-test (viz kapitola 1), ale uZijeme si
parametricky Wilcoxonuv test pro soubor pdrovych hodnot:

jedinec pfed po | rozdil absol. rozdil poradi abs. rozdilu pofadi se znaménkem
A 4 76| —2 2 3 -3
B 81 &80 1 1 1,5 1,5
C 8 89| —4 4 6 —6
D 79 88| -9 9 7 —7
E 92 95| -3 3 4,5 —4.5
F 83 80 3 3 4.5 4.5
G 87 86 1 1 1,5 1,5

7 tabulky je vidél, jak se hodnoty v poslednich ¢tyfech sloupcich konstruuji — sloupec rozdili
se zbavi znamének a mame sloupec absolutnich hodnot, které se seradi podle velikosti. Dalsi
sloupec obsahuje odpovidajici poradi podle sloupce absolutnich hodnot, a posledni sloupec jen
eventuelné prida nékterym hodnotam zaporné znaménko, pokud toto zaporné znaménko bylo
ve sloupci rozdili. Provedme nyni Wilcoxonuv test:

K1: Hjy: Kurs vyznamné nezlepsil techniku ¢teni (p; = o)
Hy: Kurs zménil kvalitu techniky ¢teni py # o

K2: Kritériem bude minimélni ze soucti 7,, T, kde T, = soucet kladnych potadi
(v poslednim sloupci tabulky); 7 = absolutni hodnota souctu zapornych pofadi
W =min(Ty,|T-|).

K4: Kritickou hodnotu W}, uréime z tabulky 6.13 pro Wilcoxontiv test (v prvnim svislém
sloupci této tabulky jsou hodnoty N). V naSem piipadé pro o = 2g = 0,05 a N =7
oboustranného testu (tj pro urceni sloupecku vezmeme zahlavi o = 2¢) najdeme W}, = 2.

Pro jednostranny test bychom pouzili v tabulce 6.13 zdhlavi = ¢. Pokud N je dostatec¢né

velké (N > 25), lze W aproximovat normalnim rozdélenim a piislusnou U-hodnotu urcit
_ N(N+1)
ze vzorce U = — i (pak pro a = 0,05 mtzeme pouzit znamé kritické hodnoty
2/ N(N+1)(2N+1)
+1,96).

K5: W =75 > W, = 2, tedy Hy NEzamitame. POZOR, u tohoto testu je rozhodnuti
vedeno v opacném smyslu nez u vétsiny testi v této knize — pokud 7', reprezentuje soucet
kladnych odchylek a T soucet zapornych, tak zamitnuti Hy by nastalo tehdy, kdyz by
nékterd z téchto hodnot byla MENSI nez kritickd hodnota.

Pouzijeme-li aproximaci normalnim rozdélenim, tak U = —5,38 ¢ (—1,96;1,96), ¢ili Hy
zamitame — zde uz postupujeme klasicky, tj. pokud vypoctend hodnota kritéria lezi mimo
interval urceny kritickymi hodnotami, tak H, jsme zamitli.
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Tabulka 6.13: Kritické hodnoty Wilcoxonova testu.

a=q | 0,05 | 0,025 | 0,01 | 0,005
a=2q | 0,10 0,05 | 0,02 0,01
5 0 - - -
6 2 0 - -
7 3 2 0 -
8 3 3 1 0
9 8 3 3 1
10 10 8 ) 3
11 13 10 7 9
12 17 13 9 7
13 21 17 12 9
14 25 21 15 12
15 30 25 19 15
16 35 29 23 19
17 41 34 27 23
18 47 40 32 27
19 93 46 37 32
20 60 42 43 37
21 67 58 49 42
22 5 65 35 48
23 83 73 62 54
24 91 81 69 61
25 100 89 76 68
26 110 98 84 75
27 119 107 92 83
28 130 116 101 91
29 140 126 110 100
30 151 137 120 109
31 163 147 130 118
32 175 159 140 128
33 187 170 151 138
34 200 182 162 148
35 213 195 173 159
36 227 208 185 171
37 241 221 198 182
38 256 235 211 194
39 271 249 224 207
40 286 264 238 220
41 302 279 252 233
42 319 294 266 247
43 336 310 281 261
44 353 327 296 276
45 371 343 312 291
46 389 361 328 307
47 407 378 345 322
48 426 396 362 339
49 446 415 379 355
a0 466 434 397 373
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6.5 Friedmanuv test

Priklad 6.5 Chceme porovnat schopnost vidéni v ruznych fazich dne. Ndahodné bylo vybrdno
11 lidi a provedeny zkousky zrakoviych schopnosti rano, v poledne, odpoledne a vecer. Zaskala se
ndsledujici data (¢isla v zdvorkdch uddvaji poradi kaZdého jednotlivce v dané ze ctyr kategorit
méreni (rdno, poledne, odpoledne, vecer)):

clovek rano  poledne odpoledne vecer
1 1(2) 4 (3) 8 (4) 0(1)
2 3(2) 2 (1) 4 (3) 13 (4)
3 14 (4) 4 (2) 7 (3) 2 (1)
4 10 (4) 4 (2) 9 (3) 3(1)
5 10 (4) 4 (2) 5(3) 3(1)
6 4 (1) 12 (4) 10 (2) 11 (3)
7 10 (3) 3 (1) 11 (4) 9(2)
8 1(2) 3 (3) 10 (4) 0(1)
9 12 (3) 11 (2) 13 (4) 10 (1)
10 10 (3) 0(1) 11 (4) 3(2)
11 2 (2) 33) 13 (4) 1(1)
R =30 Ry=24 R3=38 R,=18

R; uddvd soucet poradi v daném sloupci.

Provedeme nyni Friedmanuv test. Podobné jako kdyz u experimentd typu ,vice
vzorkll jednou“ pouzivame pii dvou vzorcich Manntv-Whitneiv test a pii vice nez
dvou Kruskalilv—Wallisiv test, u experimentu opakovaného méteni (,jeden vzorek vice-
krat) pouzijeme pii dvou podminkach Wilcoxontv test a pii vice podminkéch Friedmantiv test.

K1: Hj: Vidéni za rtiznych podminek se vyznamné nelisi;
Hi: lisi.

a) Promalé N, J:
K2: Kritériem je S =37 R? — IN?. J(J + 1)
K4: Pro urceni kritické hodnoty Sy uzijeme tabulku 6.14 pfi o = 0,05.
K5: Pokud S > S, zamitame H,.
b) Pro vétsi N, J:
K2: Kritériem je x? = x5 - (2{ Rf-) —3N(J +1).
K3: Pii platnosti Hy mé nase kritérium rozdéleni y*(J — 1).
K4: Pro a = 0,01 je kritickd hodnota x2(3) = 11,34.

K5: x?=11,95 > 11,34, tedy H, zamitame.
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Tabulka 6.14: Kritické hodnoty Friedmanova testu.

N J=37TN | J=4 N | J=5 N | J=6
3 18 2 20 2 38 2 64
4 26 3 37 3 64 3 103,5
) 32 4 92 4 88
6 42 5 65 5 112
7 50 6 76 6 136
8 50 7 91
9 56 8 102
10 62 9 115
11 72 10 128
12 78
13 86
14 86
15 96
16 104
17 104
18 114
19 122
20 126
21 128
22 134
23 136
24 150
25 152
Ry =30 Ry =24 Rs =38 Ry =18
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6.6 Spearmanuv koeficient korelace mezi poradimi

Priklad 6.6 Zajima nds, zda existuje vztah mezi navstévami vézeni a kvalitou vézenského Zi-
vota. Tusime, Ze tento vztah by mohl byt primou umernosti, tj. ¢im vétsi pocet navstev je ve
vézeni povolen, tim vetsi kvalitou vezni ocenuji vezensky Zivot. Ziskali jsme data z deseti véznic
a chceme tato data zpracovat:

vézeni poradi po¢tu navstév potadi kvality  d; d?
1 1 1,5 0,5 0,25
2 2,5 3 0,5 0,25
3 2,5 1,5 -1 1
4 4 5 1 1
5 5 5 0 0
6 6 8,5 2,5 6,25
7 7 5 -2 4
8 8 7 -1 1
9 9 8,5 -0,5 0,25
10 10 10 0 0

Nyni bychom mohli pouzit Pearsontv korelacni koeficient (kapitola 3), ale v ptipadé, Ze
vystupem méfeni (= druhy sloupec tabulky dat) jsou nikoli absolutni hodnoty, ale pofadi,
vhodnéjsi je p = Spearmantiv koeficient korelace mezi poradimi:

6> 2

—1- .
P N(N?—1)

V nasem ptikladu je p = 0,915, coz je dost vysoka korelace — pfi jejim statistickém posouzeni je
déle jesté mozné pouzit test naptiklad s vyuzitim specielni tabulky kritickych hodnot, kterou
poskytl pan Spearman, tabulky 6.15. Podle této tabulky pro N = 10 a a = 0,05 dostaneme
pr = 0,65, tj. protoze p = 0,915 > p, = 0,65, tak korelace je vyznamna i statisticky:.

6.7 Shrnuti

Tato kapitola oproti vétsiné predchozich kapitol predstavuje tzv. neparametrické statistické
testy. U parametrickych testd byl obycejné néjaky parametr rozdéleni nezndmy, a ten byl
podroben danému testu (napf. u, ). Nyni u neparametrickych testu zadny takovy parametr
neni u daného testu k dispozici — odtud nazev ,neparametrické®.

Parametrické testy vétSinou lépe a rychleji vyvrati hypotézu H, (fedeno obratem z
kapitol 13 a 14 textu BMA3, maji vétsi silu) — coz je jejich cilem, pokud skutecné H, ma
byt zamitnuta. KdyZz ovéem nejsou splnény tii dfilezité predpoklady POUZITELNOSTI
téchto testl (viz ivodni odstavec této kapitoly 6), mame k dispozici pouze testy neparametrické.

Tabulka 6.11 uvadi piehled statistickych testti neparametrickych i parametric-
kych pouzZitych v tomto prfednaskovém textu, spoleéné s prehledem situaci a vhod-
nosti jejich pouzitelnosti.
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Tabulka 6.15: Kritické hodnoty pro Spearmaniiv test vyznamnosti korelacniho koeficientu p.

N | 020 010 005 002 001

4 1,00

5| 080 0,90 1,00

6| 066 08 089 094 1,00

71 057 071 079 089 0,93

8 | 052 064 074 083 088

9 | 048 060 068 078 0,83
10 | 045 056 0,65 073 0,79
11 | 041 052 061 071 0,77
12 | 0,39 050 059 068 0,75
13 | 0,37 047 056 065 0,71
14 | 0,36 046 054 063 0,69
15 | 0,34 044 052 0,60 0,66
16 | 0,33 042 051 058 0,64
17 | 0,32 041 049 057 0,62
18 | 0,31 040 048 055 0,61
19 | 0,30 039 046 054 0,60
20 | 029 038 045 053 058
21 | 0,29 037 044 051 0,56
22 | 028 0,36 043 050 0,55
23 | 027 035 042 049 054
24 | 027 034 041 048 0,53
25 | 0,26 034 040 047 0,52
26 | 026 033 039 046 0,51
27 | 025 032 038 045 0,50
28 | 0,25 0,32 038 044 0,49
29 | 0,24 031 047 044 0,48
30 | 024 031 036 043 047
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6.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 6.1 Pokud u t-testu neni splnén predpoklad homogenniho (= stejného) rozptylu, mdame
k dispozici neparametricky Kruskaliv—-Wallistuv test.

Otazka 6.2 Manniv-Whitneyiv test a Kruskaliv—-Wallistuv test pouzivaji podobnou filosofii —
misto jednotlivych hodnot meérent zpracovavaji jen poradi téchto méreni v souboru usporadaném
podle velikosti hodnot.

Otazka 6.3 Pokud W < W, u Wilcozonova testu, tak Hy nezamitdme.

Otazka 6.4 Neparametrické testy magji obecné vétsi silu (= vétsi schopnost spravné zamitnout
Hy, kdyz neplati).

Otazka 6.5 Kolmogoroviv-Smirnoviv test uzivd ve svém kritériu distribucni funkce — jak te-
oretickeho, tak empirickeho rozdélend.

Otazka 6.6 U Friedmanova testu nas zajimd potadi nikoli vzhledem k riznym podminkdam, ale
vzhledem k riznym lidem v kaZdé podmince.

Otazka 6.7 Wilcoxonuv test pritazuje poradi absolutnim hodnotdm rozdili.
Otazka 6.8 Test planovaného srovndni (viz oddil 4.2) je neparametricky.

Odpovédi na otazky viz 13.6.

6.9 Priklady ke cviceni

Priklad 6.1 Je provadeén experiment, ktery ma zjistit, Ze ocekdavdani u ¢loveka ovlivriuge vysledek
experimentu. KaZdému z deviti ndhodné vybrangch uciteli Ustavu matematiky je pridélen jeden
ndhodné vybrany student. Ctyrek ucitelim je neformdiné teceno, Ze jejich student je hloupy,
péti ostatnim je Teceno, Ze jejich student je celkem inteligentni. Pak kaZdy vyucujici podrobil
svého studenta testu ze statistiky, a peclivé pritom pokladal otdzky a zaznamendval pocet chyb.
Ziskala se data

a) U studentd, kteri byli oznaceni za celkem inteligentni: 6, 8, 5, 12.
b) U studenti, kteri byli oznaceni za hloupé: 10, 2, 14, 9, 4.

Ovérte neparametrickym testem, zda tato data potvrzugi hypotézu, Ze vyucugici, ktery studenta
predem (= a priori) povaZuje za chytrého, mu napocitda méné chyb.

Priklad 6.2 Deélniky na stavbé zajima otdazka, zda maji vice knih politici nebo psy-
chologové. Nawstivi kancelar nekolika z nich a spocitaji vsechny knihy na regalech. Urcete
pomoci neparametrického testu, zda existuje vyznamny rozdil v poctu knih u téchto dvou profesi.

Politikové (9 lidi): 87, 72, 65, 54, 67, 76, 73, 82, 104.
Psychologové (12 lidi): 131, 94, 77, 88, 116, 90, 87, 76, 95, 164, 127, 77.
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Piiklad 6.3 Dua politologové se zabyjvaji otdzkou, jak se méni ndlada priznived CSSD a ODS.
Mayji hypotézu, Ze volici ODS jsou stdle vice odrazovani vystrelky své strany a jejich zapojeni
v regiondlnich i ndrodnich volbdch klesd. Proto se zeptali ti cleni CSSD a ctyr clenii ODS,
jak Casto se ucastnili voleb v poslednich nékolika letech. Zjistili toto: Clenové CSSD ... 4, 3,
1; ¢lenove ODS ... 2, 1, 0, 0. Overte neparametrickym testem, Ze clenové ODS voli méné neZ

clenové CSSD.

Priklad 6.4 Lékovédec Jan Zeleny zkoumal vliv mového Iéku na pacienty trpici nespavosti.
Nahodné vybranych patndct pacientu rozdelil na tri skupiny po péti, z nichZ skupina 1 uZivala
lek A, skupina 2 lék B a skupina 3 neuZivala Zadny lék. Ziskal data vyjadrugict primérny pocet
hodin spanku kazZdého z pacientu. Pak tato data seradil podle poradi od nejlepsiho k nejhorsimu
ve smyslu jejich schopnosti spdt. Provedte pro tato data neparametricksy test:

lek A lek B Zadny lek

3 1 2
6 ) 4
11 9 7
12 10 8
15 14 13

Vysledky prikladt viz 13.6.
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Cast 11
Operacni vyzkum

Co je to operacni vyzkum

Co je to operacni vyzkum a kdy vznikl? Jak uz nazev napovida, jedna se o vyzkum operaci.
Systematicky utok na tuto oblast védéni byl zahdjen v pribéhu druhé svétové valky. Ano,
a operace, o kterych se zde mluvi, byly ptvodné operace vojenského charakteru: taktické,
organizacni i zasobovaci.

Metody operacniho vyzkumu tedy spojuje zejména oblast praxe, ve které vznikaly — spada
sem optiméalni rozdélovani surovin, vyrobkil a pracovnich sil, planovani projekt, lohy zaso-
bovani, feseni problémt opotfebeni a obnovy zarizeni, otazky spojené s ¢ekanim na obsluhu,
vybér nejlepsi strategie, stanoveni harmonogramu ¢innosti, atd. Po valce se vyzkum téchto ota-
zek nezastavil, protoze dané poznatky nachéazely své uplatnéni zejména v ekonomice, kde se
setkavame prakticky se stejnymi situacemi (konec koncti, ekonomika je také trochu valka).

Z teoretického hlediska jsou vSak problémy vzniklé na jednom bitevnim poli feSeny v mnoha
oblastech matematiky: problém optiméalniho rozdéleni zdroji a pracovnich sil se prevedl na hle-
déni maxima nebo minima linearni funkce (disciplina: linedrni programovéni) nebo nelinearni
funkce (discipliny: matematické programovani nebo nelinearni programovani). Planovani pro-
jektu naslo své Feseni v tlohach sifové analyzy (teorie grafii). Volba optimalni strategie podnitila
rozvoj celého védniho oboru — teorie strategickych her. Teorie pravdépodobnosti prinesla svou
trochu do mlyna v otézkich front (nemysli se fronty véle¢né, ale fronty v opravné, menze,
bance, na maso nebo na mobil). Sekven¢ni, opakujici se procesy vedly k rozvoji dynamického
programovani, fesicitho tlohy uzitim jakychsi rekurzivnich optimaliza¢nich algoritmi.

Zkratka a dobfe, dnesnimu studentovi se predmét zvany operac¢ni vyzkum muze jevit jako
exkurze do mnoha rtznych oblasti matematiky. A skutecné, snad kazda z matematickych dis-
ciplin ma k nékterému z uvedenych problémi co fict. A pfece existuje néco, co vSechny tyto
metody spojuje: snaha nalézt optimum — podle danych kritérii ty nejlepsi hodnoty uvazovanych
proménnych, nejlepsi feseni studované situace.

Latinské ,optimus“ znamena ,nejlepsi“. Jak odhalil muj pritel Libor St¥iz, ve svém vyjad-
Fovani nepouzivame pouze slovo ,optimalni“ (= nejlepsi), ale i ,,optimalnéjsi“ (= vice nejlepsi)
a ,nejoptimalnéjsi“ (= nejvice nejlepsi). A tato humorna situace, kterou ndm pfipravila nase
drahé cestina, dobfte vystihuje, jaci vlastné jsme: nestaci nam mit to nejlepsi, ale hledame jesté
néco vice. Pfeji vam, abyste to nejlepsi z nejlepsich ve svém zivoté objevili.
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7 Linearni programovani

Predmétem linedrniho programovani je feseni tulohy, jejiz matematicky tvar zni:

n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
j=1
x; > 0proj=1,2 ... ,n (tzv. trividlni podminky),

a;;x; < b; (nebo = b; nebo > b;) proi =1,2,...,m.
=1

J

Jak Tekl mtij kolega Mirek Hlavicka, na tlohach linedrniho programovani neni nejzajimaveéjsi
matematickd formulace nebo feSeni (i kdyz algoritmus FeSeni ma krasny geometricky vyznam),
ale to, kolik rtiznych tloh praxe lze na tento matematicky model prevést. Uvedme nyni nékolik
typickych predstavitell z oblasti ekonomické praxe.

Priklad 7.1 Spolecnost RED vlastni zdvod na vyrobu vnitinich a venkovnich ndtéri domi. K
vyrobé se pouZivd dvou zdkladnich surovin A, B. Mazimdlni denni dostupnost suroviny A je 6
tun, suroviny B 8 tun. Na vyrobu jedné tuny vnéjsiho ndatéru je potieba 1 tuna A a 2 tuny B,
na vyrobu jedné tuny vnitiniho ndtéru 2 tuny A a 1 tuna B. Prizkum trhu ukdzal, Ze

a) denni vijroba vnitiniho ndatéru nesmi prekrocit denni vgrobu vnéjsiho natéru o vice nez 1
tunu,

b) denni vgroba vnitiniho ndtéru nesmi prekrocit 2 tuny.

Prodejni cena 1 tuny vnéjsiho natéru je 3000 dolari, vnitrniho 2000 dolari. Jaké mnoZstvi
obou ndtéri musi spolecnost vyrabét, aby byl jeji obrat maximdlni?

Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime proménné:

x ... denni vyroba vnéjsiho natéru (v tunach)
y ... denni vyroba vnitiniho natéru

2. budeme hledat maximum funkce z = 3x + 2y, kterd vyjadfuje denni obrat (v tisicich
dolari).

3. omezujici podminky:

— omezeni na spotfebu suroviny A:
na vyrobu vnéjsiho natéru se spotiebuje x tun suroviny A denné
na vyrobu vnitiniho natéru se spotifebuje 2y tun suroviny A denné
maximalni dostupnost suroviny A je 6 tun denné
celkem tedy dostavame omezeni: d} r+2y<6
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— ad prizkum trhu a): @ y—r <1

ad prizkum trhu b): @ y <2

zkusenosti je znama ndsledugici tabulka:

omezeni na spotiebu suroviny B: @ 20 +y <8

trivialni omezeni, chceme vyrobit kladné mnozstvi obou natéri: 6
6y >o.

typ pujcky uroky | pst zadluzZeni
osobnt 0,14 0,1
automobilova | 0,13 0,07
domdct 0,12 0,03
zemedelskd 0,125 0,05
obchodni 0,1 0,02

z>0

vvvvvv

ZadluzZeni nevykazuje Zadny urokovy zisk. Konkurence jingch penéznich instituci v regionu vyZa-
duje, aby banka pridélila alespori 40% z vybrangch 12 milioni na zemédélské a obchodni pujcky.
Dale domact pijcky musi nabyt objemu aspon jako automobilové a osobni pijcky dohromady.
Celkovd pravdépodobnost zadluzeni nesmi presdhnout 0,04. Jaké je optimdlni rozdéleni danyjch
12 milionu?

Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime promeénné:

Ty ...
To ...
I3 ...
Ty ...
Ty ...

2. budeme maximalizovat rozdil ,zisk z Grokd“ minus ,ztracené fondy*, tj.

osobni pijcky (v miliénech)
automobilové pijcky
pujcky doméacnostem
zemédélské pujcky
obchodni piijcky

2= (0,140,921 4 0,13-0,93 25 + 0,12 0,97 23 + 0,125 - 0,95 7,
+0,1-0,9825) — 0,12, —0,0725 —0,0325 — 0,05z, — 0,02 5.

Po tpravé dostaneme

2z =0,026 21 + 0,0509 z2 40,0864 x5 + 0,06875 x4 + 0,078 x5.

3. omezujici podminky:

— banka na ptjcky vyhradila 12 miliéni: x; + xo + 23 + x4 + x5 < 12

— aspon 40% pujcek musi byt zemédélské nebo obchodni: x4 + x5 > 0,4 - 12

— omezeni na pujcky domacnostem: x3 > 1 + 2
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— omezeni celkového zadluZeni:

0,121 40,0725 +0,0323 + 0,054 + 0,02 x5
T1+ X9+ T3+ x4+ T5

<0,04

(aby toto omezeni bylo linedrnim, musime je zbavit zlomku)
— trivialni omezeni: x; > 0 prot=1,...,5.

Matematicka formulace problému je opét tilohou nalezeni maxima z linearni funkce za linearnich
omezeni, tj. tlohou linedrniho programovani.

Priklad 7.3 Pozemkové hospodateni. Spolecnost BIRD wvlastni 800 hektari pudy u jezera
Ozark. V dané oblasti jsou vyddna nasledujici bezpecnostni opatrent, aby se zamezilo znecisténi
vody:

1) Mohou zde byt stavény jen domy pro jednu aZ tii rodiny, pricemz domi pro jednu rodinu
musi byt aspori 50%.

2) Aby byl omezen pocet odpadnich nddrzi, je vyZadovana minimdalni rozloha

2 hektary na dim pro 1 rodinu
3 hektary na dum pro 2 rodiny
4 hektary na dum pro 3 rodiny

3) Na 200 rodin musi byt vyhrazena rekreacni plocha 1 hektaru
4) Podzemni voda nesmi byt ziskdvdna za ucelem pouZiti v rodindch nebo na zahradé.

Odhaduge se, Ze 15% plochy z danych 800 hektari bude vyuzito k budovdni ulic a pristupovijch
cest. Zisk u jednotlivych typi domi je:

dim pro 1 rodinu ... 10 000 $
dim pro 2 rodiny ... 15 000 $
dam pro 8 rodiny ... 20 000 $

Cena privodu vody je primo umérnd poctu postavenych domi, ale minimdlné se jednd o 100
000 $. Ddle spotieba vody privddéné novym pFivodem je omezena na 200 000 galoni denné.
Ndsledugjici tabulka shrnuje udaje ceny a spotreby vody:

typ domu 1 rodina 2 rodiny 3 rodiny rekreacni plocha
cena privodu ($) | 1 000 1200 1400 800
spotreba  wvody 400 600 840 450
(galony/den)

Jak vyuzit pozemek, aby zisk byl mazimdlni?
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Matematicka formulace ulohy:

1. oznac¢ime promeénné:

x1 ... pocet postavenych domi pro 1 rodinu
Ty ... pocet postavenych domt pro 2 rodiny
x3 ... pocet postavenych domu pro 3 rodiny
x4 ... poCet rekreacnich ploch

2. budeme hledat maximum funkce z = 10000 x; + 15000 x5 + 20 000 x5.

3. omezujici podminky:

omezeni poc¢tu domit: 2x1 + 3 x5 + 423 + x4 < 680

domt pro 1 rodinu je aspon 50%: x1 > x9 + 23

T1+2x0+3 73
200

pripojky by mély pokryt porizujici cenu privodu vody:
10002y + 1200 25 + 1400 z3 + 800 24 < 100 000

minimalni pocet rekreacnich zarizeni: x4, >

omezeni na spotiebu vody:

400 21 + 600 o + 840 3 + 450 4 < 200 000

trivialni omezeni: x; > 0 prot=1,...,4.

Priklad 7.4 Jizdni vdd autobusi. Progresivni dopravni podnik studuje autobusovou sit
ve mésté. Bylo zjisténo, kolik autobusi béhem dne je tieba (pocet autobusi je stejny vidy ve
ctyrhodinovém casovém useku):

pocet autobust

12

10

24 .
hodiny
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Vytvorte rozvrh vyuZiti autobusu tak, aby kaZdy autobus pracoval 8 hodin po sobé, a pak mél 16
hodin volno.

Matematicka formulace ulohy:
1. proménné z; ... pocet autobusii pracujicich béhem riznych smén
2. budeme hledat minimum funkce z = > z; vyjadtujici celkovy pocet autobusii v prostoru.

3. zadani je nejasné: nevime, kolik smén by mélo byt a kdy zacinaji.
Pr1i tfisménném provozu:

1. sména 8% —16% ... ;> 10
2. sména 169 — 249 . 25 > 12 ) = 2 =1, + 29 + 23 > 30.
3.sména 24%° — 8% . x4 > 8

Lepsiho vysledku 1ze dosdhnout v Sestisménném provozu:

1. sména 0% — 8% .. 4
2. sména 4% — 1200 g,
3.sména 8% — 160 ... a4
4. sména 1290 — 209 .. g,
5.sména 169 — 249 . g4
6. sména 20% — 4%

6

tj. minimalizujeme funkce z = > x; za omezeni
i=1

r1t+x6 > 4
[L’1—|—I22 8
Ty + x3 > 10
[L‘3+£E4Z 7
T4+ x5 > 12
x5 +we > 4
x> 0 ,i=1,...,6

Tato tloha ma feseni (0,10, 0,12,0,4), tj. minimalni podet autobust je 26.

7.1 Grafické reseni ulohy linearniho programovani

Zabyvejme se nyni nejprve grafickym feSenim naseho matematického modelu. Z geometrického
vyznamu Feseni tlohy lze totiz odvodit obecny algebraicky postup feseni. Vse bude vysvétleno
na prvnim zformulovaném ptikladu vyroby dvou natéri.
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Ad Priklad 7.1. Naleznéte maximum funkce z = 3x + 2y za omezeni

0 r+2y <6
2z +y <8
—r+y<1
y <2
x>0
y=0

EEE®)

Reseni. Jedna se o tlohu nalezeni globalniho extrému funkce z na mnoziné pi¥ipustngch
hodnot (ozna¢me ji M) zadané Sesti omezenimi. Kazdé omezeni jednoznaéné urcuje jednu

polorovinu. VSechna omezeni musi platit soucasné, tj. mnozina M je priinikem Sesti polorovin
(viz obr.7.2):

8+

i . smér rustu funkce z
klicova vrstevnid

vrstevnice z = 6
4+ -

ot

2+

Obr. 7.2: Grafické znazornéni feseni Prikladu 7.1.

Studujme nyni vrstevnice funkce z na mnoziné M:

Vrstevnicemi jsou kiivky tvaru 3z + 2y = d, kde d je hodnota vrstevnice; tj. rovnobézné
primky y = —% + g. Pokud libovolnou z téchto vrstevnic posunujeme ve smeéru ristu funkce z
(= sméru rastu konstanty d) kolmém na vSechny vrstevnice, dojdeme k optimalnimu feSeni,
kterym je posledni neprazdny prinik vrstevnice s maximalni hodnotou na M a mnoziny M.
V nasem pripadé je optimum v bodé A, ktery ziskdme jako priisecik piimek @ a @
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Optiméalni hodnota funkce z v bodé A je

10 4 38
A)=3. 2 19.2_2°
dA)=3-5+23=3

Poznamka 7.1 Protoze grafem funkce z je rovina, optimum musi leZet v nékterém vrcholu
mnoziny pripustnych hodnot (nebo ve vice vrcholech, pokud klicovd vrstevnice prochdzi vice
vrcholy).

Optimalni Tesent neezistuje, pokud

— mnozina M je prazdnd

— mnozina M je neohranicend ve sméru rustu funkce z.
Netrividlni omezeni se nazyvaji

— klicova ... pokud prochazi bodem optima

- neklicova ... pokud neprochdzi bodem optima.

7.2 Analyza citlivosti na zakladé grafického nahledu

Zabyvejme se nyni chvili analyzou citlivosti, tj. tim, jak se zméni feSeni pti zméné nékterého ze
vstupnich parametrt tlohy. Podle toho, jaky parametr se méni, odpovézme u Prikladu 7.1 na
nasledujici otazky:

a) Jak moc mé smysl zvySovat pravou stranu klicovych omezeni, aby se zlepSovala optimalni
hodnota funkce 27

b) Jak moc mé smysl snizit pravou stranu nekli¢ovych omezeni, aby hodnota optima ziistala
zachovana?

c¢) Pokud bychom chtéli zajistit zvySeni pravé strany nékterého z kli¢ovych omezeni, které z
nich méa nejvétsi prioritu?

d) Jak moc muzeme ménit koeficienty funkce z, aby bod optima zistal zachovan? (funkéni
hodnota v bodé optima se samoziejmé zméni)

Ad Priklad 7.1.

ad a) Kli¢ova omezeni jsou @ a @ )
Omezent @ cx+2y<6
Graficky je tato situace znazornéna na obr.7.3. Pokud posunujeme pifimku @ ve sméru
ristu funkce z, pfi posunu az do @ se toto omezeni stava nadbyteénym, nebot mnozina
pripustnych hodnot se neméni pridanim nebo odebranim omezeni @ . Posunovat @ dale
nez do tedy nema smysl.
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Obr. 7.3: Grafické znazornéni posunuti ptimky klicového omezeni.

Nahradime-li tedy v nasem pfipadé omezeni @ omezenim @ , optimum bude nyni v
bodé B, coz je priusecik omezeni @ a :

B=1[3;2]=2B)=3-3+2-2=13

BE@ :>@ cx+2y <7

Omezeni @ 2x+y <8

Graficky je tato situace znazornéna na obr.7.4. Piimku @ ma smysl posunovat az do
, kdy se omezeni @ stava nadbyteénym (jeho pfiddnim nebo odebranim se neméni

mnozina piipustnych hodnot).

Nahradime-li v nasem pripadé omezeni @ omezenim @ , optimum nastane v bodé C,

coz je prusecik omezeni (B a

C=1[6,0]=2(C)=3-6+2-0=18

Ce@ :>@ 2249y <12
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Obr. 7.4: Grafické znazornéni posunuti ptimky klicového omezeni.

ad b) Nekli¢ova netrividlni omezeni jsou @ a @ . ProtoZe neprochéazi bodem optima A pii-
vodni tlohy, mizeme jejich pravou stranu snizovat, aniz by se bod optima zménil. Tato
situace je znazornéna na obr.7.5.
Omezeni @ lze ménit az na @ , 1.

AcB@) =@ —xtry< -2

Omezeni @ lze ménit az na @ , 1.

AG@ :>@ :ygg.

V obou pfipadech zmény zistava optimum v bodé A = |
funkéni hodnota.

10 4

2,3)s ti. 2(A) = 2 je optimélni
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Obr. 7.5: Grafické znazornéni posunuti pfimek neklicovych omezeni.

ad ¢) Shrnme modifikace netrividlnich omezeni do tabulky:

ad d)

omezeni prava strana se zmeéni o . .. zména funkce z jednotkova
zména 2
® 7—6=1 (bod optima ...B) | 2(B) —z(A) =1 113:%
@ 12 —8 =4 (bod optima ...C) | 2(C) — z(A) = 2 %/3:‘%
B | —2—1=-3 (bod optima ... A) | 2(A) — 2(A)=0 | L =0
@ 3 —2=—2 (bod optima ... A) | 2(4) —2(A) =0 | 5 =0

Udaje uvedené v poslednim sloupci tabulky jsou tzv. stinové ceny, tj. stinova cena pri-
slusné danému omezeni = zména funkce z pii jednotkovém zvyseni pravé strany klicového
omezeni a nebo jednotkovém snizeni pravé strany neklicového omezeni.

Stinové ceny neklicovych omezeni jsou vzdy nulové. Maximalni stinova cena urcuje ome-
zeni s nejvétsi prioritou zmény pravé strany, tj. omezeni @ ma nejvetsi prioritu zmeény
pravé strany.

Odpovézme napf. na otazku, jaka zmeéna koeficientu a funkce z = a z + 2y jesté zachova
bod optima A?

Odpoveéd 1ze opét odvodit z geometrického nazoru: Aby bod A ztstal bodem
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optima, vrstevnice funkce z musi mit sklon mezi dvéma meznimi hodnotami urc¢enymi
sklony primek @ a @ :

primka @ oy = —%x—i—i’»

vrstevnice funkce z: y = —Jx + %

primka @ oy = —%x+8

a 1 4
— e —=—=)=> 1;4).
26< 5 2> a € (1;4)

Tj. bodem optima ziistane A, pokud cena venkovniho natéru se pohybuje v rozmezi od 1
do 4 tisic dolart.

porovnanim koefi-
clientd u £ mame:

Z prikladu je vidét, ze analyza citlivosti je stejné diilezita jako feseni ptivodni tlohy.

7.3 Algebraické reseni ulohy linearniho programovani — simplexova
metoda

Kanon biblickych knih je soubor téch knih, na jejichz pravosti a historické presnosti se shoduji
v8echny kfestanské cirkve. Potom existuji i tzv. nekanonické (apokrytni) knihy, které sice mohou
obsahovat zajimavé myslenky, ale nékteré detaily v nich nejsou historicky pfresné.

Podobné je to i s tilohou linearniho programovani. Mezi vSemi formulacemi existuje jakysi
presny, tzv. kanonicky tvar, vhodny pro nastoleni algebraického feseni. Pokud tloha neni v
kanonickém tvaru, musime ji na tento tvar prevést.

Tak tedy, kanonicky tvar je charakteristicky tim, ze
— vSechna omezeni jsou rovnicemi
— vSechna omezeni maji nezapornou pravou stranu
— pro vSechny proménné z; plati: z; > 0
Priklad 7.5 Ndsledujict ilohu prevedte na kanonicky tvar:

naleznéte minimum funkce z = 2x1 + 32 za omezent

r1+ 29 =10
—2r1+329 <=5
Tx1 —4x9 < 6
z1 € R

9 > 0

Reseni. Zapornou pravou stranu omezeni jednoduse odstranime vynasobenim nerovnosti ¢islem
(—1

).
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Nerovnost prevedeme na rovnici tak, ze v pripadé < k levé strané pricteme, v pripadé > od
levé strany odecteme, novou nezdpornou promeénnou p.

Poslednim problémem je nahradit neohrani¢enou proménnou x; € R néjakymi nezapornymi
proménnymi. Toho lze docilit napi. substituci z; = z} — zf, kde ] > 0, z{ > 0. Libovolné
realné cislo lze skutecné vyjadrit jako rozdil dvou nezapornych cisel, napi.:

r=2 = z1=2 2{=0

r=-3 = 2,=0, 2f=3.
Kanonicky tvar tlohy tedy bude:

naleznéte minimum funkce z = 2 (2} — ) + 3 x5 za omezeni

) — ] + x5 =10
227 =227 — 320 —p1 =5
7oy =72 —4xo+py = 6

2y >0, 27 >0, 20>0, p >0, pp >0.

Pfevod na kanonicky tvar je sympaticky v tom, Ze zachovava feseni piivodni tlohy. Tedy
feSeni tlohy v kanonickém tvaru je stejné jako feSeni ptivodni tlohy (omezime-li se na ptivodni
proménné).

Pti algebraickém feseni se vyuziva toho faktu, zZe optimum funkce z musi nastat v nékterém z
vrcholit mnoziny pripustnych hodnot. V algoritmu feSeni tedy najdeme néjaky libovolny vrchol
mnoziny pripustnych hodnot. Potom vybereme ten z jeho sousednich vrcholti, ve kterém nastane
nejvétsi ,zlepseni“ funkce z (,zlepSeni“ = zvySeni pfi maximalizaci a sniZeni pii minimalizaci)
a presuneme se do né€j. Proces vybéru sousedniho vrcholu, ktery ,zlepsuje“ funkci z, opakujeme
tak dlouho, dokud to jde. Kdyz vSechno dobfe dopadne, jsme na konci procesu v optimalnim
vrcholu.

Jesté poznamka k nazvu metody: pokud mnozina pripustnych hodnot je ohrani-
¢ena a pocet jejich vrchold je o 1 vétsi nez jeji dimenze, nazyvame ji simplex. Odtud i
nazev simplexova metoda, nebot se v daném kroku pohybujeme mezi vrcholy uréitého simplexu.

Ad Priklad 7.1 Celou metodu vysvétlime na nasem piikladu vyroby natéru, jejiz
kanonicky tvar je:

naleznéte maximum funkce z = 3z + 2y za omezeni

T+ 2y +pm =6
20+ vy + P2 =38
-+ Yy + p3 =1

Y +ps =2

Z, Y, P1, P2, P3, P4 Z 0.
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Reseni. Kanonicky tvar tlohy prepiseme do tzv. simplezové tabulky:

T Yy p1 p2 Pp3 Pa | TeSeni
2 1-3 =2 0 0 0 0| =0

m| 1 2 1 0 0 0| 6
m| 2 1 0 1 0 0| 8
psl—=1 1 0 0 1 0| 1
pal 0 1 0 0 0 1| 2

Vysvétleni k tabulce:
V prvnim radku tabulky jsou oznaceny sloupce prislusné jednotlivym proménnym. Ve druhém
radku jsou zapsany koeficienty rovnice z — 3z — 2y = 0, je tfeba si jen uvédomit tvar funkce z
se vSemi proménnymi

z2=3x+2y+0p; +0ps+ 0ps + 0py.

V dalsich fadcich jsou zapsany koeficienty jednotlivych omezujicich rovnic. V nasem piipadé
omezeni tvori systém 4 rovnic o 6 neznamych. Najdeme jisté jeho feseni nasledovné:
Vybereme 4 proménné, tzv. bdzické proménné ... v nasem pripadé py, ps, p3, P4-

Ostatni, tzv. nebdzické proménné, polozime rovny 0, tj. x = 0, y = 0. Tim vznikne systém 4
rovnic o 4 neznamych py, ps, p3, ps, ktery ma jediné feseni. Protoze prislusnd matice systému
je jednotkova, vektor pravych stran je pfimo vektorem feseni, t;j.

p1 =0, pp =38, ps=1, pa=2.
Timto zptisobem jsme nasli souradnice vychoziho vrcholu simplexu
2° =(0,0,6,8,1,2).

Ptechod na sousedni vrchol simplexu lze algebraicky zaridit tak, Ze jednu z nebazickych promén-
nych zaménime za jednu z bazickych a pak postup opakujeme, nebazické proménné polozime
rovny 0, zbyly systém s bazickymi proménnymi vyfesime.

Poznamka k terminologii:

e pripustné Tesend . .. libovolny bod mnoziny pfipustnych hodnot (nemusi byt vrchol), jehoz
vSechny soufadnice jsou nezaporné

e pripustne bazicke reseni ... takové pripustné reSeni, které odpovida nékterému vrcholu
mnoziny pripustnych hodnot.

Realizujme nyni prechod do sousedniho vrcholu, ktery nejvice ,zlepsi“ hodnotu funkce z:

a) Za vstupni proménnou vybereme z, protoze prislusny koeficient v fadku funkce z je nejvice
zaporny, tj. pii pfevodu na druhou stranu rovnice nejvice zvysi hodnotu funkce z. Pokud
uz zadné cislo v fadku z neni zaporné, dané pripustné reseni je uz optimalni.
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b) Proménnd x urcuje sloupec, ve kterém vybereme kladné hodnoty. K témto hodnotam
vypocteme tzv. kladné zmény neboli podily (pfislusnd pravé strana)/(hodnota): ¢ a 3.
Minimalni z téchto kladnych zmén urcuje tadek, jehoz proménnd je vystupni: v nasem
pripadé minimalni kladné zména je g, tj. p2 je vystupni proménné. Prvek na priseciku

vstupniho sloupce a vystupniho fadku se nazyva pivotovy prvek.

l

T Yy p1 P2 D3 Ppa|TeSeni

p1@

p3 | —1
2 0

s

V)
—_ = =N
o O O =
o O = O
o = O O
_ O O O
SESCICIE

Dtivod vybéru radku s minimélni kladnou zménou:

|

2+

o
-
o
-
S
W
PN
(&)}
o+
~
©

Obr. 7.6: Grafické znazornéni prechodu mezi dvéma vrcholy.

Na&§ vichozi vrchol je 2° = (0;0). Vstupni sloupec uréuje, Ze nejvétsi nartst funkéni hodnoty
funkce z nastane pro proménnou z, tj. budeme se pohybovat ve sméru rdstu proménné x
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(= v kladném sméru osy z). Nésledujici vrchol mnoziny pfipustnych hodnot v tomto sméru
z! = (4;0) je ddn prvnim nejbliz§im omezenim, které protne osu x, coZ je omezeni @ S
kladnou zménou 4, nikoli omezeni (1)s kladnou zménou 6 (bod (6;0) neni vrchol AM).
Minimélni kladna zména (= 4) vyjadiuje zménu soufadnice x pii pfechodu z vrcholu z° do z'.
Nakonec jesté poznamenejme, Ze kladnd zména nemusi obecné znamenat vzrist x-ové
soufadnice; kladny smér = smér ristu funkce z pfi maximalizaci, resp. smér klesani z pii
minimalizaci.

Nyni elimina¢nimi ipravami zajistime, aby se na misté pivotového prvku objevila hodnota
1 a zbylé hodnoty vstupniho sloupce byly 0 (véetné koeficientu v fadku z).
POZOR! K danému fadku lze pfi¢itat nasobek pouze pivotového (= vystupniho) fadku, zddného
dalsiho! Timto dodateénym omezenim se totiz docili dulezité vlastnosti, ze sloupce odpovidajici
novym bazickym proménnym budou opét vytvaret jednotkovou matici (i kdyz jejich pofadi bude
prehazené) a navic bude splnéna dilezitd podminka (kterd musi byt zarucena v kazdém kroku
simplexové tabulky), ze koeficienty v fadku z pfislusné bazickym proménnym jsou rovny O:

T Yy p1 p2 p3 pa|TeSend

2|10 =2 0 2 0 0] 12
<_]?1()1—500@)
|1 3o L oo o @
pl0 &) o 11 0| ®
pa|0 ()0 0 0 1| @

V poslednim sloupci fddku pro funkci z je uvedena jeji nova hodnota (ve vrcholu z!).
Ta se zvysila o nasobek piislusného koeficientu v fadku funkce z (= 3) a kladné zmény
proménné z (= 4), tj. 0 3-4 = 12.

Nebéazické proménné polozime rovny 0, tj.

y=20
p2 =0
Dostavame nové bazické reseni:
pL =2
r=4
p3 =75
py = 2.

Novy vrchol, do kterého jsme se dostali, méa tedy soufadnice

' =(4,0,2,0,5,2).
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Algoritmus pokracuje dalsim krokem: zaporna hodnota v fadku z urcuje vstupni proménnou
y, vystupni proménna je ur¢ena minimalni kladnou zménou

(2 4 5 2] 4
mnsg ——,—,—=, - ¢ = =
3/2'1/2°3/2° 1) 3

ktera nastane v 1.fadku (= p; fadek).
Po normalizaci pivotového prvku a vynulovani vstupniho sloupce pomoci pri¢teni nasobku
pivotového radku k nepivotovym radkiim dostavame tabulku

T Yy p1 P2 P3 DPa|TeSeni
|00 4+ 5 0 0] 122
01 2 -3 0 0 3
10 -1 2 o of W
p3| 0 0 —1 1 1 0 3
pt|0 0 -2 & 0 1| 2
Nova hodnota funkce z se zvysila o % . %, tj. o %
Nebazické proménné polozime rovny 0, tj.
p1 =
p2 =
Dostavame nové bazické reseni:
y=3
— 10
-3
p3 =3
p4—§.

Novy vrchol, do kterého jsme se dostali, ma tedy soufadnice

10 4 2

2
=(—,=,0,0,3, o).
T (3a3777a3)

Protoze v fadku funkce z uz nejsou zaporné hodnoty, nalezené feseni je optimalni, t;.

10 4
Xr = — = —
30 Y73

je optimalni mnozstvi denni vyroby obou natért.
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Poznamka k vybéru vstupni proménné:

1) Vybér sloupce odpovidajiciho zdporné, ale ne nejvice zaporné hodnoté v fadku z by také
vedl ke zvySeni hodnoty funkce z, ale to zvyseni by nebylo nejvétsi mozné.

2) P¥i minimalizaci je v algoritmu jediny rozdil: vstupni sloupec je ten, ktery odpovida
maximélni kladné hodnoté v fadku z (ta pfi pfevodu na druhou stranu rovnice nejvice
zmensi funkéni hodnotu).

7.4 Analyza citlivosti pomoci vystupni simplexové tabulky

Celou analyzu citlivosti lze provést pomoci simplexové tabulky, a to i v tlohach pro vyssi
dimenzi, kde uz grafické feseni neni mozné.

Ad Priiklad 7.1 Odpovédi na jednotlivé otazky analyzy citlivosti lze vycist ze zéaveé-
recné (vystupni) simplexové tabulky.

a) Jaky je vyznam optimélnich hodnot p; = p, =0, p3 =3, ps = %?

pr=p2=0 ... omezeni @ , @ jsou klicova, obé suroviny jsou maximalné
vyuzity (jedna se o omezeni dostupnosti zdroji)

p3 =3 ... pravou stranu omezeni @ lze snizit prfi zachovani optima
o hodnotu 3, tj.
@ :—x +y < —2 ... denni vyroba vnéjstho natéru mize

ptekrocit denni vyrobu vnitiniho nétéru az o 2 tuny (jedna se
o omezeni poptavky)

pravou stranu @ lze snizit o %, tj.

3
Ny
|
Wi

@ cy < % ... poptavka muze byt jesté o % snizena.
b) Rédek funkce z v optimalni tabulce udava stinové ceny piislusné jednotlivym omezenim
— kazdé omezeni je neoddélitelné spjato s jednou ptridavnou proménnou

stinova cena omezeni @ je rovna % — snizeni pravé strany @ o 1 povede
ke snizeni obratu o % tisice dolari

4

3

3 0

@ 0 — kdyby stinova cena @ byla misto 0

kladna, znamenalo by to, Ze ma smysl

zvySovat poptavku po vnitinim natéru,

¢ehoz lze docilit zvysenim podilu spolec-
nosti na trhu.

c¢) Informace o zméné pravych stran klicovych omezeni.
Jak moc mé smysl zvySovat pravou stranu omezeni @ ? Kdybychom toto omezeni
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uvazovali ve tvaru x + 2y < 6 + Ay, vysledna simplexova tabulka by byla tataz az na
sloupec pravych stran:

T Y p1 D2 P3 Da feseni
2 ! 1224+ 3A; >0
y : RN
- B3>0
D3 -1 3—1A; >0
D4 -2 22N >0

Modifikace pravych stran (= koeficienty u A;) je urcena koeficienty ve sloupci
vystupni tabulky odpovidajicim pridavné proménné p; v omezeni

Nerovnosti uvedené v pravém sloupci tabulky musi platit, aby feseni bylo pfipustné.
Vyfesenim mame A; € (—2; 1), tj. dostupnost suroviny A ma smysl zvysit o 1 tunu.

Analogicky lze rozebrat i dalsi klicové omezeni @ . Pritom vysledek ziskany pro dané
klicové omezeni plati pro tu situaci, Ze pravé strany ostatnich omezeni neménime (vzdy
sledujeme zménu pouze jednoho omezeni).

Informace o zméné koeficientu funkce z.
Sledujme vliv zmény koeficientu u proménné z: z = (3 + d1) = + 2.
Optimalni tabulka:

Ty 1 D2 p3s ps| TeSeni
210 0 (3—3%01) (3+24) 0 0122+
Yy

10 —3 2 0 0 2
Ps3
y2

Koeficienty u §; jsou dany hodnotami v fadku x v mimobazickych sloupcich.
Aby se jednalo o maximum, musi platit
1 1 4 2
——=06>20, =+ =6>0 =01 € (—2;1),
3 3=t tans 1€ {21
tj. koeficient u x ve funkci z musi byt v intervalu (3 — 2;3 + 1) = (1;4).
Situace zmény nebazického koeficientu je jesté jednodussi: z = 3z + 2y + (0 + d3) p1
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zpusobi optimalni tabulku s fadkem z ve tvaru

T Yy p1 D2 D3 Da|TeSeni

2[00 3—403 3 0 0] 122

U 03 je pfi maximalizaci vzdy koeficient (—1), pfi minimalizaci vzdy koeficient +1.

e) Pfi analyze citlivosti jsme se dosud nezabyvali otdzkou, co zpusobi zména koeficientu na
levé strané nékterého omezeni. K této otazce se vratime v kapitole 2 a zodpovime ji s

vyuzitim teorie duality.

7.5 Obecny tvar simplexové metody s vyuzitim umélych promén-

nych

Pokud sloupce odpovidajici pocatecnim bazickym proménnym ve vstupni tabulce simplexové
metody nevytvari jednotkovou matici, nenulové soufadnice prislusného bazického feseni nejsou
pfimo rovny pravym stranam simplexové tabulky — tato matice je ziskana az vyfeSsenim pii-
slusného systému rovnic. A zde se muze stat, Zze néktera souradnice feseni bude zaporna, tedy

vychozi bazické feseni nebude pripustné.

Priklad 7.6 Minimalizujte funkci z = 4 x1 + x5 za podminek
311+ x9=3
41 + 329 > 6
1+ 279 < 4
T1, 2 > 0.
Reseni. Kanonicky tvar tlohy bude:
najdéte minimum funkce z = 4 x; 4+ x5 za podminek
3ry + T =3
4xy + 329 — p1
A +p =4
x1, T2, p1, p2 = 0.

Vstupni simplexova tabulka méa tvar

r1 Xy p1 po | FeSeni
z |—-4 -1 0 0 0

x| 3 1 0 0
D1 4 3 -1 0
D2 1 2 0 1

- Oy W
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Za vstupni bazické proménné jsme zvolili xo, p1,ps, tj. polozili jsme z; = 0. Vyfesime
prislusny systém rovnic
Lo =3 Ty =
3xo— p1 =6,=> p= 3
2uy 4+ p2=4 p2 =—2

Dané feseni (0, 3,3, —2) neni pfipustné, protoze jeho ¢tvrta soufadnice je zaporna. Nejedna se
tedy o vrchol mnoziny pripustnych hodnot.

Abychom zarucili, ze nalezené vstupni bazické feSeni bude pfipustné, pouzijeme jedné ze
dvou néasledujicich metod vyuzivajicich tzv. umélé proménné.

a) Dvoufdzovd metoda

1.faze: Pridame do levych stran systému nerovnosti dalsi proménné, diky nimz zde vznikne
jednotkova podmatice, a feSime tlohu linedrniho programovani s novou funkei r (ta
se vzdy minimalizuje, i kdyby ptvodni tloha byla maximalizace):

Najdéte minimum funkce r = u; 4+ uy za podminek

3$1+ ) + U =3
4[E1+3I2—p1 + Usg =6
T1 + 229 +p =4

T1, T2, P1, P2, U1, U2 Z 0.

Vstupni simplexova tabulka méa pak tvar

r1 Ty p1 UL Uz Py | Teseni
min | 7 0O 0 0 -1 -1 0 0
w| 3 1 0 1 0 0 3
up| 4 3 -1 0 1 0 6
pp| 1 2 0 0 0 1 4
Zvolili jsme bézické proménné wuq,us,py; a polozili vy = 23 = p; = 0.

Ovsem nemuzeme provést optimalizacni krok, protoze neni splnéna podminka, o
které uz byla fec: koeficienty v fadku funkce r v bazickych sloupcich musi byt
rovny 0. Abychom vynulovali koeficienty —1 ve sloupcich wuy, uy, a pfitom zachovali
nuly ve sloupci po, pricteme k fadku r fadky uq, us:
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T1 Ty pP1 Up Us po | TeSeni

min | r 7T 4 -1 0 0 O 9
— |y 1 0 1 0 0| ®
us |4) 3 -1 0 1 0| (6
i@ 2 0 0 0 1| @

Nyni mtizeme provést optimalizaci:
2’ =(0,0,0,3,6,4).

Vstupni sloupec urc¢ime podle maximalniho kladného prvku v radku r, vystupni

radek podle minimalni kladné zmény min {§ 641 -3

304215 — 3¢

r1 Ty Pp1 Up Us po | Teseni

min | r 0 g —1 —% 0 0 2
|1 G) o Yoo o @
—lu| 0 -1 -4 1 0| @
p| 02 0 -1 0 1] ®

Optimalizace:
z' = (1,0,0,0,2,3)

max r = g = vstupni souradnice je x

: 1 2 3 _ 2
mln{u—smv%}—m

r1 Ty p1 Uy up po | FeSeni
r 0 0 0 -1 -1 0 0
nl1 0 1 21 0| ¢
n| 00123 10| ¢
pp| 0 0 1 1 -1 1 1

Optimum tulohy je

8
Il

3 6

2
-,-,0,0,0,1
(57577a7)7
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2 .faze:

protoze v fadku funkce r (mimo pravou stranu, kterd neslouzi k urcovani vstupni

proménné) uz neni kladny prvek.

Viimnéme si také, Ze r(x?) = 0. Kdyby tomu tak nebylo a optimélni funkéni hodnota
by byla nenulové, znamenalo by to, Ze ptvodni tloha (s funkci z) nemé feSeni, tj.

2.fazi metody bychom uz nepokracovali.

Nyni se vratime k minimalizaci funkce z ptvodni ulohy, pfiCemz omezeni opiSeme
z vystupni tabulky 1.faze. Pfitom sloupce w1, us vylouc¢ime, protoze nejsou bazické.
Kdyby néktera z proménnych wuq, us byla bazicka v optiméalni tabulce 1.faze, museli
bychom ji uvaZzovat i ve 2.fazi a zajistit, aby vypadla z baze (Dautzig 1963).

Resime tedy tlohu:

najdéte minimum funkce z = 4 x; + x5 za podminek

Ty + im =3
T2 — %pl =§
ptp=1

T1, T2, p1, p2 > 0.

Systém podminek nyni obsahuje sloupce, ze kterych lze slozit jednotkovou matici,
¢ili volbou bazickych proménnych xi,x5,ps a polozenim p; = 0 dostaneme uz

pripustné bazické reseni:

r1 X9 pp po | Teseni

min |z | —4 -1 0 0 0
anl 10 G o @

x| 0 1 =2 o0 ¢
|2 0 0 1 @
z 0 O é 0 %

T

Protoze v bézickych sloupcich tadku 2z nejsou nuly,
upravit pred provadénim optimalizacniho kroku.
Nyni mtizeme provést optimalizaci:

3 6
o_ (2 = 1) 0__'
T (5,5,0, ), z(z") z

max z = = = p; je vstupni proménna

min{#
1/5°

U=

=1 = py je vystupni proménna.

==

musime tento fadek
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T4 To p1 po | TeSeni
|0 0 0 -3 ¥
x| 1 0 0 —3| 2
x| 0 1 0 2| 2
pp|l 0 0 1 1| 1

Optimalizace:
z! = (;,2,1,0) () = H
Dostavame tedy optimalni feseni tlohy:
2.
=g ;=
b) Penalizacni metoda

Tato metoda je ekvivalentni dvoufazové metodé — rozdil je vSak v tom, ze obé faze jsou
zabudovany najednou v jedné tloze linearniho programovéani.

Ad Priklad 7.6 Najdéte minimum funkce z = 4z + xo + M (u3 + us), kde M
je libovolné velkd kladnd konstanta (v pfipadé maximalizace funkce z by u M bylo
znaménko —) za podminek

31‘1+ T2 + up =3
4x1+3x2—p1 + uo =6
1 + 279 +p =4

T1, T2, P1, P2, U1, U2 2 0.

Protoze M muze nabyvat vysokych hodnot, pro optimum tlohy musi platit u; = us = 0.
Pokud to nenastane, ptivodni tiloha nema feseni.

Systém omezeni je tedy stejny jako v 1.fazi dvoufazové metody, pouze doslo ke zméné
funkce z.

1 To D1 Uy Uy Ppo | TeSeni

min | z —4 -1 0O —-M —M 0 0
— |y 1 0 1 0 0] (®
ug | () 3 -1 0 1 0| (6

| @ 2 o o0 o0 1| ®

2 | —4+7TM —1+4+4M -M 0 0 0| 9M
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T

Pfed pouzitim optimalizacniho kroku musime opét vynulovat bazické pozice v
radku z.

Optimalizace:
z° = (0,0,0,3,6,4); 2(z°) =9 M
max z = —4 4+ 7 M = x; je vstupni proménna
min {3,%, 1} = 3 = wu; je vystupni proménna.
T X9 p1 up U po | Teseni
min | z | 0 H;’M -M 4ng 0 0{4+2M
—ln|1 GO 0o L 00 @
w0 (3] -1 § 1 0] @
pl0 & 0 -5 01 ©®
Optimalizace:
' =(1,0,0,0,2,3); z(z')=4+2M
max z = H?f’M = X9 je vstupni proménna

. 1 2 3 _ 6 . , ’ v /
min { /30 53" 5/3} = £ = ug je vystupni proménna.

r1 To P1 Uy Us po | TeSeni
mn|z [0 0 1 E-M) (-1-M) o =2
RO -3 0 ®
R
S |p2|0 O 1 -1 1 @
Optimalizace:
36 18
2 2
z°=(-,-,0,0,0,1); z(z*) = —
(57 57 Y Y ) ) ( ) 5
max z = % = p; je vstupni proménna
min {i’—?g,% =1 = py je vystupni proménna.
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1 Ty P1 Uy U9 po | TeSeni
2o 0 o (I-M —M - U
|1 0 0 2 o L] 2
20 1 0 —% o 2 2
pr|] 0 0 1 1 -1 1 1
Optimalizace:
29 17
°=(2,-,1,0,0,0); 2(z*) = —
x (5757 Y Y 9 )1 Z(x) 5

je optimum, protoze v fadku funkce z (mimo pravou stranu) nejsou uz kladné hodnoty.
Dostavame tedy optimalni feseni ulohy:

1 = —, g = —.

5 5
V tloze jsme pfi feseni mohli misto abstraktniho M pouzit dostatec¢né velkou hodnotu,
napf. M = 10000. Ale (zejména v pocitac¢ovém zpracovani algoritmu) pii pouziti kon-
krétniho M dochézi k zaokrouhlovaci chybé. Proto je vyhodnéjsi pouzivat abstraktni M
(i v programu, lze totiz dodefinovat algebraické operace s¢itani, ndsobeni a porovnavani

hodnot obecné i pro abstraktni M s vyuzitim pomocné proménné, do které je mozné
ukladat koeficient u M).

Priklad 7.7 Je nutné v nasledujicich ulohdch pouZit umélé proménné?

a) Najdéte maximum funkce z = w1 + xo za omezeni

2£E1+3£E2:5
7$1+2$2§6

x1, T = 0.

b) Najdéte minimum funkce z = x1 + x9 + 23 + x4 2a omezeni

2I1+ To + X3 =7
4$1+35L’2 +$4§8

X1, T2, T3, T4 2 0.
Reseni.
ad a) Ano, uloha preformulovand pro uziti simplexové metody zni:

maximalizujte funkci z = x1 + r9 — Mu za podminek
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221 +3x2+u = 5
721 +2x0 + p= 6
T1, Tg, u, p > 0.

Ptislusna simplexova tabulka:

1 To u p | feSeni
max | z —1 —1 M 0 0
u 2 3 1 0 5
P 7 2 0 1 6
z|—1-2M —-1-3M 0 0| -5M

Nesmime zapomenout vynulovat bazické koeficienty v fadku z, aby byla tabulka
pripravena pro optimaliza¢ni krok!

ad b) Ne, samotna omezeni obsahuji uz jednotkovou podmatici

T Xy T3 x4 | TeSeni

mmn|z |—-1 -1 -1 -1 0
r3 | 2 1 1 0 7

Musime opét vynulovat bazické pozice v fadku z.

7.6 Uskali simplexové metody

a) Degenerace

— matematicky: bazickd souradnice feseni je rovna 0, tj. mtze se stat, ze jednomu
vrcholu mnoziny piipustnych hodnot odpovida vice krokii simplexové tabulky; spe-
cidlné je zde nebezpedi tzv. zacykleni, tj. prochazeni nékolika vrcholtt mnoziny pfti-
pustnych hodnot stale dokola, aniz bychom sli k optimalnimu vrcholu.

— prakticky: nékteré omezeni je nadbytecné, ale vétsinou nepozname, které to je.

— FeSeni: zkusime v algoritmu pokracovat, zacykleni vétSinou nenastane, nebo lze
zacykleni vétsinou vyloucit tim, Ze pro volbu vystupniho fadku na chvili uvazujeme
misto nul na pravé strané systému mald ¢ > 0... tzv. e-modifikace.



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 177

Priklad 7.8 Mazimalizujte funkci z = 3x1 + 9z za podminek

$1+4I2§8
T+ 239 < 4

x1, 9 2 0.

Reseni. Grafické feSeni je zndzornéno na obr.7.7.

Obr. 7.7: Grafické feseni ptikladu 7.8.

Prvni z obou netrividlnich omezeni je nadbyte¢né; optimum je v bodé A = [0; 2].
b) Vice optimalnich teseni

— matematicky: nebazicky koeficient v fadku z je roven 0 ve vystupni simplexové
tabulce; pak pokud s proménnou prislusnou tomuto koeficientu vstoupime do béaze,
prislusné feseni bude rovnéz optimalni.

— prakticky: optimum neni pouze v obou vrcholech z!, 2%, ale v kazdém bodé hrany
mezi nimi az! + (1 — a)z?, kde a € (0;1).

Pokud optimum nastane ve 3 vrcholech z!,z2 3, nastane rovnéz v kazdém bodé
trojihelnika témito vrcholy uréeného £ = a1z + anx?® + azx®, kde o; € (0;1) a plati
ay + g + az = 1 (tzv. konvezni kombinace vrcholi).
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Priklad 7.9 Mazimalizujte funkci z = 2x1 + 4 x5 za omezeni

LE1+2$2§5
T + 1’2§4

x1, 2 2 0.

Reseni. Grafické feseni je zndzornéno na obr.7.8.

Obr. 7.8: Grafické feSeni prikladu 7.9.

Libovolny bod tsecky AB je feSenim, tj.

c) Neomezené teseni
— matematicky: vSechny hodnoty ve vstupnim sloupci v nékterém optimalizacnim
kroku jsou < 0, tj. neexistuje zadna kladné zména pro dany sloupec.
— prakticky: tloha neni dobfe formulovana (chybi urcité omezeni, poptipadé néktery
parametr neni dobfe odhadnut).
— TeSeni: fekneme, Ze funkce z je ve sméru svého ,zlepSovani“ neomezend, popiipadé
dodame dalsi omezeni nebo prehodnotime koeficienty tlohy.
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Priklad 7.10 Mazimalizujte funkci z = 2x1 + 4 x5 za omezeni

$1+2I2§5
T+ 79 <4

x1, 9 2> 0.

Reseni. Grafické feSeni je zndzornéno na obr.7.9.

-5+

_15 I I I I I
0 5 10 15 20

Obr. 7.9: Grafické feseni piikladu 7.10.

Mnozina pfipustnych hodnot je neohranic¢enad ve sméru ristu funkce z.
d) Mnozina pripustnych hodnot je prazdnd

— matematicky: v 1.fazi dvoufazové metody je optimalni hodnota kladna.
— prakticky: tloha neni dobfe formulovana, omezeni jsou v rozporu.

— FeSeni: nékterd omezeni odstranime.

7.7 Shrnuti

V této kapitole jsme nejdiive na ruznych ptikladech z praxe ukazali matematickou formulaci
ulohy linedrniho programovani, jejiz tvar obecné zni:
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n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
i=1

x; > 0proj=1,2,...,n (tzv. trividlni podminky),

> aj;x; < b (nebo =b; nebo > b;) proi =1,2,...,m.
j=1

Dale jsme se zabyvali grafickym feSenim této tilohy a naslednou analyzou citlivosti, tj. tim, jak
se zméni Teseni pfi zméné nékterého ze vstupnich parametri tlohy. Sledovali jsme predevsim
zmény netrivialnich omezeni, které mohou byt dvojiho druhu:

e Kklicova ... pokud prochéazi bodem optima
e neklicova ... pokud neprochazi bodem optima.

Kromé toho jsme se také vénovali algebraickému feseni — tzv. simplerove metodé. Pro jeji nasto-
leni jsme definovali tzv. kanonicky tvar ilohy linearniho programovani, ktery je charakteristicky
tim, ze

— vSechna omezeni jsou rovnicemi
— vSechna omezeni maji nezapornou pravou stranu
— pro vSechny proménné z; plati: z; > 0.

Ulohu linearntho programovani lze fesit algebraicky pomoci simplezové tabulky nasledujicim
zplsobem:

1. prevedeme na kanonicky tvar (pfidanim pomocnych proménnych, vynasobenim (—1),
substituci x; = a} — z/ pro neomezenou proménnou x;)

2. dodame umélé proménné u; do nékterych rovnic, abychom zarucili existenci jednotkové
matice (eventuelné mutize mit piehdzené sloupce)

3. vylou¢ime z funkce z proménné urcujici jednotkovou matici substituci za tyto proménné
z nékteré z podminek omezeni

4. sestavime vstupni simplexovou tabulku, do prvniho ftadku zapiSeme rovnici
z — > (kombinace nebazickych proménnych) = absolutni ¢len, do ostatnich Fadki
opiseme omezeni.

V zavéru kapitoly se vénujeme nékterym tskalim simplexové metody, zejména degeneraci,
neexistenci nebo nejednoznacnosti reseni.
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7.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 7.1 Ulohou linedrniho programovdni je nalezeni globdlniho extrému libovolné funkce
na mnozine M zadané soustavou linedrnich nerovnic.

Otazka 7.2 Kazda tuloha, kterda md pripustné feseni, md i optimdlni 7eSend.

Otazka 7.3 KaZdd tuloha, ktera md optimdlni fesent, md i pripustné resend.

Otazka 7.4 Pokud ma uloha optimalni tesent, je urceno jednoznacné.

Otazka 7.5 Zména nekterého z neklicovych omezeni muze ovlivnit hodnotu optimdlniho resend.
Otazka 7.6 FExistuje uloha linedrniho programovani, kterd nelze prevést do kanonického tvaru?
Otazka 7.7 Pivotovy prvek v simplexové tabulce mize byt zdporné cislo.

Otazka 7.8 Pri simplexové metodé mize dojit k zacyklent, tj. prochdzeni nékolika vrcholi mno-
Ziny pripustnych hodnot stale dokola, aniz bychom $li k optimalnimu vrcholu.

Odpovédi na otazky viz 13.7.

7.9 Priklady ke cviceni

Priklad 7.1 Spolecnost chce investovat 1000 dolari mésicné na reklamu svého vyjrobku. Mi-
nuta vysildni v rozhlasovych poradech ji stoji 5 dolari, minuta v televize 100 dolari. Spolecnost
by rada vyuzila rozhlasu casové aspon dvakrat vice neZ T'V. Minuld zkusenost naznacuje, Ze mi-
nuta vysildni v T'V zpusobi asi 25-krdt vétsi ohlas neZ minuta rozhlasového vysilani. Formulujte
problém nalezeni optimdlniho rozdéleni investic jako dlohu linedrniho programovdni (nefeste

Ji).

Priiklad 7.2 Navrhnéte vyrobu krmné smesi, mdte-li k dispozici produkty A,B,C,D, které stoji
200, 260, 180, 340 K¢ a obsahuji komponenty a,b,c, jejichZ obsah je dan ndsledujici tabulkou:

A B C D | pozadavek *

a|10 8 12 6 92
bl 6 10 4 14 88
cl4 6 2 12 72

* manimdlni mnoZstvi komponenty ve smési

Vytvorte matematicky model, ulohu nereste.
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Priklad 7.3 Firma md dva provozy. V pronim provozu vyrabi vyrobek A, ktery je cdastecné
findlnim vyrobkem a ¢dstecné polotovarem pro druhy provoz. Ve druhém provozu vyrdbi vyrobek
B. Denni vyroba je omezena 3000 kg suroviny S. Na jednu jednotku A je treba 5 kg suroviny S,
na jednotku vyrobku B je treba jedna jednotka A a 2 kg suroviny S. Vyrobku A je nutno vyrobit
aspon 250 jednotek (findlné, ne jako soucdast vyrobku B). Cena vyroby jednotky A je 5 K¢,
jednotky B 10 K¢. Vytvorte program viyroby, ktery zabezpecuje maximalni odbyt. Nereste, pouze
wvedte matematickou formulaci problému. Nezapomerite, Ze ty jednotky A, které se spotrebuji

na vyrobu B, uz do ceny odbytu nezapocitavame (ty jsou totiz uz zakalkulovany v cené jednotky
B).

Priklad 7.4 Tyc¢ 12 m dlouhd se ma tezat na 3 ruzné délky, A =5,65; B =3,25 C =2,40 a
to takto: A nejmeéne 26 kusi, B nejmeéne 48 kust, C nejmeéené 124 kusi. ProtoZe vjroba pokracuje
1 v dalsich dekdddch, je pripustné tezat do zdsoby. Vytvorte tezné pliny a matematicky model
programu, pro ktery odpad bude minimalns.

P¥iklad 7.5 Reste graficky ndsledujici vlohu:

naleznéte minimum funkce z = x1 — xo za podminek 201+ 19 > 2
—3r1+215,<6

T+ a9 < 4

x1 >0, 29 > 0.

P¥iklad 7.6 Reste graficky ndsledujici vlohu:

naleznéte minimum funkce z = x1 — xo za podminek 201+ 19 > 2
-3 1+ QZEQ S 6
2120, 292> 0.

Piiklad 7.7 Formulujte takovou tlohu linedrniho programovdni v dimenzi 2 (pro proménné
x,y), aby body (1,3), (2,2) byly jejim optimdalnim fesenim a bod (3,1) uZ ne. VyuZijte grafické
ndzornosti ulohy.

Priklad 7.8 UvaZujte ndsledujici ilohu linedrniho programovani:

naleznéte mazximum funkce z =5x 4+ 3y za omezeni r4+y<4
ox+2y <10
x>0, y>0.

Urcete
a) optimdlni Teseni ulohy (graficky);

b) zvgseni pravé strany v proni nerovnosti, které mazimdlné zlepsi hodnotu optima (a sou-
casné ucini tuto nerovnost nadbytecnou) a urcete tuto zménu optima;
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c) stinové ceny prislusné optimdlnimu Tesent a);

d) o kolik miZeme zvysit koeficient proménné y ve funkci z, aby vrchol optima (= optimdlni
hodnota proménnygch) zustal zachovan (hodnota optima se samoziejmé zmeéni)?

Priklad 7.9 Simplexovou metodou vyreste ndsledujici ulohu linedrniho programovani:

najdéte maximum funkce z = 2x1 + x5 — b x3 za podminek T1+To+a3="7

2$1—5$2+$3 Z 10

r1, T2, 23 > 0.
Priiklad 7.10 Simplezovou metodou vyreste ndsledujici ilohu linedrniho programouvdni:

najdéte maximum funkce z = x1 + 229 + 313 — 14 2a podminek r1+ 229+ 323 =15

21’1+$2+5$3:20
.I‘1+21]2+.7)3+l’4:10
T1,T2,T3, Ty Z 0.

Vysledky prikladi viz 13.7.
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8 Dualita v tlohach linearniho programovani

Tato kapitola je uvedenim do teorie duality. Co to je dualita? Matematicka predstava duality je
skuteéné odvozena od filosofické. Ve filosofii (zejména vychodni, ale pry snad i Hogel a Marx)
mluvi teorie duality o existenci dvou sil, jedné dobré a druhé zlé, které jsou spolu v neustalém
boji a z nichz zadna neni nadiazena té druhé — obé jsou stejné silné. Biih v predstavach této
filosofie je dudlni (dobry i zly souc¢asné) — je sjednocenim této dobré a zlé sily, jejichz nekonecné
soupefeni je zdrojem pokroku.

Pak existuje jiny zdkladni pohled na svét (napf. kiestansky pohled), ktery ¥iké, ze Buh je
jen dobry a ta zla sila, ktera tu na svété existuje, je sila, ktera se vzeptela dobrym zakonim
a jedna svéhlavé po svém. V tomto druhém pohledu na svét se svym zptisobem neda mluvit
o dualité, protoze dobry Blih je nekonecné mocnéjsi a nadiazeny té zlé sile a je jen otazkou
casu, kdy s touto zlou silou, prekazkou pokroku, naprosto skoncuje. Toho se nékteii boji, ale
jini (mezi nimi i j4) tuto porazku zla ocekévaji, protoze to bude také mimo jiné znamenat, Ze
budou kone¢né naplno osvobozeni a ocisténi od vsi Spatnosti svého charakteru.

Dualita v matematickém slova smyslu ma spiSe blize k nekiestanskému pohledu na svét.
Kromé ptvodni (primarni) tlohy nyni budeme definovat jesté tzv. dudlni tlohu. P¥i studiu
vztahu mezi primarni a dudlni ilohou uvidime, Ze obé tlohy nékdy ,stoji proti sobé“ (v nécem
se lisi), jindy ,jsou v souladu® (v néfem jsou stejné nebo se dopliiuji), ale vzdy jsou navzajem
rovnocenné, zadna neni nadrazena té druhé. Snad pfi studiu tohoto vztahu duality bude ucinén
pokrok alesponl v oblasti linearniho programovani.

8.1 Formulace dualni tlohy linearniho programovani

Ptivodni tlohu linearniho programovani oznacujeme jako primdrni:

n
naleznéte minimum (nebo maximum) funkce z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
J=1

n
Y aijz;=bproi=12...,m,
Jj=1

z; >0proj=12...,n.

K této tloze konstruujeme tzv. dudini tlohu podle néasledujicich pravidel:

priméarni uloha dudlni tloha

minimalizace | maximalizace, vSechna omezeni typu <, proménné neohranicené

maximalizace | minimalizace, vS§echna omezeni typu >, proménné neohranicené
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Vztah koeficientt primarni a dualni tlohy je mozné znazornit v tabulce:

pravé strany dualnich
omezeni

koeficienty levych stran
duélnich omezeni

primarni proménné

I ) Z; Tn

C1 Cy Cj Cn
11 A12 Q1; Q1n b1
Q21  A22 a2; Q2n, by
m1  Om2 Qmyj Amn bm

7-té dualni omezeni

Priklad 8.1 Formulujte dudlni ulohu k uloze:

n
Y2

Ym

dudalni proménné

koeficienty dualni funkce w

mazimalizujte funkci z = b5xq + 1229 + 423 2a podminek

Reseni. Nejprve formulujeme kanonicky tvar primarni tlohy:

I1+2.T2+ ZL’3§10
l‘2+3l‘3:8

21’1 —

Ty, To, w3 > 0.

maximalizujte funkci z = 521 + 1229 + 4 x3 + 0p za podminek

Dualni tuloha je tedy tvaru:

minimalizujte funkci w = 10y; + 8y, za podminek

r1 + 220+ x3+p=10

2331 -

Ty + 373

=8

1, Ty, 3, p > 0.

tj. na yo neni kladeno zadné omezeni.

Y1+ 2y >
291 — Yo
y1 + 3y

>
>

3
12
4

y1 > 0; y2 € R,
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Priklad 8.2 Formulujte dudlni problém k nasledujicimu:
minimalizujte funkci z = 5x; — 219 za omezeni
—x1 + a9 > —3
221 + 319 < 5
r1, T9 > 0.
Reseni. Nejprve kanonicky tvar primarni tilohy:
minimalizujte funkci 2z = 5z — 229 + 0p; + 0 ps za podminek
Ty — T2+ p1 =3
2x1 + 319 + py =5
T1, T2, p1, p2 2> 0.
Duélni dloha je tvaru:
maximalizujte funkci w = 3y; + 5y, za podminek

Y1+ 2y < 5
—y1 + 3y < =2

y1, Y2 < 0.

Priklad 8.3 Formulujte dudlni probléem k nasledujicimu:
maximalizujte funkci z = 5x1 + 6 x5 2za omezeni
T, + 229 =5
—x1 + 519 >3
4y + Taxy <8
r1 € R, 29 > 0.
Reseni. Kanonicky tvar priméarni tlohy:

maximalizujte funkci z = 52} — 527 + 6 29 + 0 p; + 0 p2 za podminek

) — o] + 29 =5
i+ 2 +5xy—p =3
dxy — 4] + Tay +p =38

/ "
xy, Ty, X2, p1, P2 = 0.

Duélni dloha je tvaru:
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minimalizujte funkci w = 5y; + 3y2 + 8 y3 za podminek

Y1 — Y2t+4ys > 5
1+ Y2 —4ys > -5
21 + Sy2 + Tys >
—Y2 >
Ys =
1 € R.

Vsimnéme si, ze sloucenim prvnich dvou podminek vznikne rovnost a zZe na proménnou 1y,
neni vztazeno zadné omezeni.

8.2 Vztah mezi reSenim primarni a dualni alohy
Vyfesme nyni primarni tlohu a tlohu k ni dudlni a v§imnéme si souvislosti mezi jednotlivymi

simplexovymi tabulkami.

Ad Priklad 8.1. VyfeSme nejprve primarni tlohu. Kanonicky tvar doplnime umélou
proménnou u s cilem vytvofeni jednotkové podmatice:
maximalizujte funkci 2 =5z + 1229 + 423 + 0p — Mu za podminek
r1+ 2204+ 3+ P =10
2x1 — x9 + 3x3 +u=8
x1, To, T3, P, u > 0.

Nyni je vSe pripraveno pro provedeni simplexové metody pro primarni tlohu.

max z= 5 12 4 (0)

1 To T3 P u | TeSeni
krok 0: z -5 —12 —4 0 M| =
P 1 2 1 1 0| 10
T3 | u 2 -1 0o 1| 8
z | =b—2M —-12+M —-4-3M 0 0| —8M

Nejprve jsme museli vynulovat bazické pozice v tadku z. Dudlni omezeni odpovidajici
pocatecni bazi ziskdme z tabulky ze sloupci p a u. Tj. jsou to omezeni

y1 > 0
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(do pravych stran bereme puvodni nevynulované koeficienty s nezménénym znaménkem —
zakrouzkované hodnoty v tabulce).

T To T3 P U reseni
: 7 _ 0 4 32
krok 1: z 3 3 0 3+M 5
1 7 1 22
2 1 1 8
30 53 —3 1 0 3 3
r1 Ty T3 P U feseni
krok 2: 2= 0 0 2 —2+M|
1 3 _1 22
T2 | 7 7 7 7
5 1 2 26
1o | 73 0 . 7
K Xy X3 P U feSeni
krok 3: 20 0 2 B 240\ 542
1 2 1 12
T2 | O 53 5 B
7 1 2 26
|l 0 5 3 5 5
Dostavame optimalni feseni:
26 12
TL= s T2 = x3 = 0.

7 tabulky mtzeme také vycist optimalni koeficienty funkce 2z prislusné priméarni pocatecni bazi
— hodnoty oznacené ¢arkované.
Nyni vyfesme dualni tlohu pfevedenou na kanonicky tvar doplnény o umeélé proménné:

minimalizujte funkci w = 10y; + 8y5 — 8y4 + M (uy + u2 + u3) za podminek

y1 + 2y5 — 2y5 — py + uy =5
20 — Yy + Yo L) + ug =12
Y1+ 3ys — 3ys — D3 +ug = 4

Y1, yé7 yg7 b1, P2, P3, U1, Uz, U3 2 0.
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krok 0:
min w = 10 8 -8 o 0 0o @& M M
% Ys Yy P p2 ps wr up  ug | FeSeni

w ~10 —8 8 0O 0 0 -M —-M —-M| =0
Uy 1 2 —2 -1 0 0 1 0 0| 5
Us 2 ~1 1 0o -1 0 0 1 0] 12
us 1 3 -3 o 0 -1 0 0 1| 4
w | —10+4M —8+4M 8—4M —-M —-M —-M 0 0 0| 2lM

Primérni omezeni odpovidajici pocatecni dualni bazi jsou

$1SM
ZEQSM
ﬂfgéM

(do pravych stran opét bereme pivodni nevynulované koeficienty s nezménénym znaménkem
— zakrouzkované hodnoty v tabulce).

krok 4:
Vi Ya Yo P P2 D3 Uy Us ug | feseni
26 12 126 As 12 " asr  As X 4
w0 0 0 -% -5 0:5-M F-M —M| 53
7 1 7 1 3
ps| 00 0 —5 5 1 5 -5 1 5
2 1 2 1 2
wi 0 -1 1 5 -5 0 -z 5 5
1 2 1 2 29
ppt 10 -5 -5 0 5 5 5
Dostavame optimalni feseni:
29 S, 2 2
= —, = — = 0 — 0 = —=.
Y1 5 Y2 =Yy — Yo 5 5

Z tabulky mtzeme také vycist optimalni koeficienty funkce w odpovidajici poc¢atecni dudlni
béazi — hodnoty oznacené carkované.

Vztah mezi feSenim primarni a duélni dlohy:

1) optimélni hodnota funkce z = optimalni hodnota funkce w
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2)
vektor optimalnich koeficientt vektor rozdilii levé minus pravé
funkce z prislusnych pocatecni | = | strany dualnich omezeni prislus-
priméarni bazi nych pocatecni primarni bazi

Ad Priklad 8.1 Prislusna vektorova rovnice z bodu 2) vztahu mezi priméarni a duélni tlohou

zde ma tvar
29
— = = —, = —=, w = 54—
S0 B Ron ) B e e

Cili pomoci FeSeni primarni tlohy jsme z tohoto vztahu ziskali feSeni dualni alohy. Naopak
uvazime-li, ze dualni tloha k dualni tloze je ptivodni primérni tiloha, lze pomoci feseni dualni
ulohy urcit feseni primarni tlohy:

% - M r1 — M
19 26 12 4
E_M = l’Q—M j$1:€,$2:€,$3:0,22545.
-M r3 — M
7 porovnani primarni a dualni tlohy vidime, ze
libovolna funkéni hodnota pfi- libovolna funkéni hodnota pfi-
pustného bazického feseni maxi- < | pustného bazického feseni mini-
malizace malizace

bez ohledu na to, ktera tloha je primarni a kterd duélni. Kdyz tedy zname ,dobré“ feseni
minimalizace a ,,dobré“ Feseni maximalizace (dobré v tom smyslu, Ze funkéni hodnoty v obou
pripadech se od sebe moc nelisi), miZeme s jistotou védét, ze skutecné optimum obou tloh ma
funkéni hodnotu v intervalu ur¢eném témito dvéma ,dobrymi“ funkénimi hodnotami.

8.3 Pojem inverzni matice

V k-tém kroku simplexové tabulky lze vsechny hodnoty této tabulky urcit na zakladé tzv.
inverzni matice (a zadani primarni a dudlni tlohy):

tabulka k-tého kroku:
sloupce odpovidajici
priméarni pocatecni bazi

——
koeficienty tcelové funkce — ] \ ‘ = D
inverzni | =
matice
N —~ / v

sloupce omezeni mimo sloupce primarni pocatecni béaze
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urceni sloupctt omezeni mimo sloupce pocatecni baze:

sloupec inverzni ma- sloupec
v k-tém = tice v k-tém . v 0-tém
kroku kroku kroku

Ad Priklad 8.1. krok 1: urceni sloupce proménné x;:
1 1
2 1
3 0 3 2
krok 2: urceni sloupce pravych stran:
22
7]
%] =
7

urceni koeficientii tcelové funkce:
Nejprve ur¢ime hodnoty dualnich proménnych y; podle vztahu

=
=N |

=
\_/

—_
® o
~_—

vektor vektor koefici- ) ,
y . ) , inverzni
promeén- entdl nad inverzni )
, ., , martice
nych gy | = | matici v k-tém | - , ,
, ., v k-tém
v k-tém kroku priméarni Kroku
kroku tabulky

a pak lze vypocist primarni fadek tcelové funkce z vektorové rovnice

vektor rozdilti levé minus
pravé strany odpovida-

= | jictho duélniho omezeni
s hodnotami proménnych
y; z k-tého kroku

vektor  koefi-
cienti u x;
ucelové funkce
v k-tém kroku

Ad Priklad 8.1. V nasem pfikladu méme vzdy v daném kroku nad inverzni matici
nasledujici koeficienty primarni tcelové funkce:

krok | béaze | koeficienty tcelové funkce nad inverzni matici
0 | (puw) (0, —M)
1| (p,xs) (0,4)
2 | (z2,3) (12,4)
3 | (29, 21) (12,5)
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(vS§imnéte si, Ze v 0-tém kroku bereme ptvodni koeficienty s nezménénym zna-
ménkem).

Tj. naptiklad hodnoty v fadku funkce z ve 3.(= optimalnim) kroku simplexové tabulky
ur¢ime nasledovné:

Nejprve najdeme hodnoty y; ve 3.kroku

Ot =

(SN
(SN
N—
I
/N

b
|
A
~

(ylay2) - (1275) ’ (

a pak prislusné koeficienty funkce z ve 3.kroku:

koeficient u z; Y1 +2y, — 5 0
koeficient u x4 2y; — yp — 12 0
koeficient uxzs | = | y1 +3y2 —4 | = %
koeficient u p y1 — 0 %
koeficient u u Y2 — (—M) _é + M

Urceni hodnoty ucelové funkce v k-tém kroku:

dosazenim sloupce feSeni z k-tého kroku do tcelové funkce vypocteme jeji hodnotu v
k-tém kroku.

Pomoci sloupct prislusnych inverzni matici lze tedy ziskat hodnoty ve vSech ostatnich
sloupcich. Toto lze vyuzit pfi programovani algoritmu simplexové metody — vice o tom v
kapitole 3.
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8.4 Ekonomicka interpretace duality

Uvazujme nasledujici priméarni a dualni ulohu:

n
P: | maximalizujte funkci z = ) ¢;z; za omezujicich podminek
J=1
n

a;jrj =b;prot=1,2,...,m,
=

J

z;>0projg=12...,n.

m
D: | minimalizujte funkci w = Y b;z; za omezujicich podminek
. i=1
Y aijy; > c¢jproj=1,2,...n,
i=1
y; >0proi=1,2,...,m.

Jednotlivé koeficienty a funkce maji nasledujici ekonomicky vyznam:

¢; ... zisk jednotkového vystupu ¢innosti j (obycejné je diktovan trhem)

b; ... dostupné mnozstvi zdroje i

a;j ... mnozstvi zdroje 7 potfebné pro jednotkovy vystup ¢innosti j

z ... zisk

y; ... cena jednotkového mnozstvi zdroje i (= tzv. stinova cena — udava, jak
moc jednotkové zvySeni dostupnosti zdroje i zvysi zisk z)

w ... vyuziti zdroju (od¢erpani zdroji)

Ad Priklad 8.1 Vyznam optimalnich hodnot y; = ?, Yo = —%.
Abychom zvysili optimum funkce z, musime

— zvysit dostupnost zdroje 1
— snizit dostupnost zdroje 2.

Vzdy plati z < w.
Reseni neni optimalni, pokud zisk z < vyuziti zdroj w

max z ... maximalizujeme zisk
minw ... minimalizujeme vyuziti zdroji pro dany zisk
Podminka optimality v k-tém kroku maximalizace ... koeficient funkce z u proménné
m
x;j je roven Y a;;y; — ¢; > 0.
i=1
zj ... tzv. pripsana cena

Pokud z; —¢; >0, tj. z; > ¢, proménnd x; nemiZe byt vstupni proménnou optima-
zj ... tzv. redukovand cena

liza¢niho kroku (zvySovani proménné x; nepfinese vétsi zisk).
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ad primarni aloha: polozky b; 1ze nékdy zvysit (stinové ceny urcuji prioritu) novymi inves-
ticemi
ad dualni aloha: aby se zvysila ziskovost ¢innosti j, snazime se snizit jeji pfipsanou cenu

m

z; = Y a;;Yi, coz se obyCejné dosahuje snizenim koeficientu spotieby ax; odpovidajictho
i=1

nejvétsi dudlni soutadnici yy

Priklad 8.4 Uvazujme vyrobni halu, kde tri rizné typy vyrobki prochadzi kazdy tremi riznymi
linkami. Limaity doby pristupu ke kaZdé lince jsou po Tadé 430, 460 a 420 minut denné a
jednotkovy zisk vyrobki je 3,2 a 5. Tabulka uddvd dobu (v minutdch) prichodu vgrobki

jednotlivyma linkamsi:

vyrobek 1 wvyrobek 2 wvyrobek 3
linka 1 1 2 1
linka 2 3 0 2
linka 3 1 4 0

ReSeni. Primarni dloha bude tvaru:

maximalizujte denni zisk z = 3z + 2 x5 + 5 x3 za podminek

$1+2JI2+ $3§430
31’1 +2$3§460
[E1—|—47J2 §420

Ty, To, w3 > 0.

Vystupni simplexova tabulka ma tvar:

T X2 T3 1 P2 ps | TeSeni
z | 4 0 0 1 2 0/ 1350
-3 1 0 & —% 0| 100
x| 20 1 0 3 0 230
ps| 2 0 0 -2 1 1 20

Analyza: optimalni feSeni neobsahuje vyrobek 1 (x; = 0), tj. tento vyrobek neni ziskovy
(z1 > ¢1 = 3), ale muzeme jej ziskovym uéinit snizenim z; (21 = y1 + 3y2 + ¥3).

Protoze z dudlni tlohy ziskdvame dualni feseni y; =1
Y2 = 2
Ys = 07
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ma smysl néco délat jen s prvni a druhou linkou, vétsi priorita je davana druhé lince.
Zkoumejme tedy druhou nerovnost priméarni tulohy; jeji pravou stranu zvySovat zatim
nechceme, zabyvejme se tedy snizenim koeficienti na levé strané:

vyrobek 1 vyrobek 2 vyrobek 3
linka 1 1 2 1
linka 2 3—r 0 2
linka 3 1 4 0

Jak velké musi byt r, aby se stal vyrobek 1 ziskovym? Tak, aby z; < ¢1,tj. 14+ (3— r)2 <
3=r>2

8.5 Dualni simplexova metoda

Jestlize v pfipadé maximalizacni tlohy neni feseni optiméalni, aspon pro jeden koeficient j
prepocitavané funkce z plati:

m
Z A;i5Y; — C; < 0, tJ
i=1
m
(*) > iy < ¢
i=1
Vsimneme-li si blize omezeni (x), toto omezeni se vyskytuje v dudlni tloze, ale s opa¢nou

nerovnosti (>). Tedy primarni feSeni neni optimélni < pfislusné duélni feseni je nepfipustné.
Odtud plyne hlavni myslenka duélni simplexové metody:
Pokud primérni bazické feseni je nepfipustné (néktera jeho souradnice je < 0), ale
plati podminka optimality (z; —c; > 0 pro vSechna j), snazime se dualni simplexovou
metodou prejit do vrcholu, ktery stale spliuje podminku optimality, a navic uz je
pfipustny (jeho soufadnice > 0). Prvni takovy vrchol, do kterého touto metodou
dorazime, je optimum primarni tlohy.

Postup: na rozdil od regularni simplexové metody probih& optimaliza¢ni krok v opac¢ném po-
fadi — nejprve vybereme vystupni fadek (a sice podle nejvice zadporné souradnice ve sloupci
pravych stran), a potom vstupni sloupec (podle minimélni absolutni hodnoty podilu ,koefi-
cient v fadku funkce / koeficient ve vystupnim fadku“, pficemz kladné a nulové jmenovatele
vypoustime; pokud takové jsou vSechny, iloha nemé pfipustné feseni).

Priklad 8.5 Minimalizujte funkci z = 2 x1 + xo za podminek

3%’14‘ 1’223
4LE1+3$226
$1+21’2§3

x1, vg = 0.
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Reseni. Pokud prvni dvé nerovnosti vynasobime (—1), vyhneme se pouziti umélych
proménnych, ale za cenu toho, Ze nalezené bazické feseni neni pripustné:

! T2 p1 P2 Dps3 | FeSeni
0O 0 O 0 podminka optimality
- @ @ je splnéna (koeficienty
p1|—3 —1 1 0 0] =3 isou < 0)
—Ip|EH 3 0 1 0] -6
Ds 1 2 0 0 1 3

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, Ze feSeni je nepiipustné; pokusime se nalézt

pripustny vrchol pomoci dualni simplexové metody:
Vystupni tadek uré¢ime pomoci maximalné zaporné soutradnice TeSeni — to je v nasem

pripadé p, = —6. V tomto fadku ps jsou dva zaporné koeficienty — k nim vytvoiime podily

2 — hodnota/ps — hodnota| : |=2|, |=%|. Minimalni z nich je ten druhy, vstupni sloupec tedy
4 3

bude xs.

Zbytek algoritmu je stejny jako u ptivodni simplexové metody. Na misto pivotového prvku
(—3) se snazime dostat v dalsim kroku hodnotu (+1), ostatni hodnoty v pivotovém sloupci
chceme vynulovat, a to skrze pricteni jistého nasobku pivotového rfadku k danému tadku.

Dostaneme tabulku

H

T3 T p1 pe2  ps | TeSeni
z | -2 0 0 —% 0 2 | = podminka optimality
pr|—-2 0 1 —-% 0f-1 je stale splnéna
x| 3 1 0 —3 0| 2
5 2
< |ps 00 %2 1|-1

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, Ze Teseni opét neni pripustné; zopakujeme
tedy optimalizacni krok dualni simplexové metody:

Vystupni fadek si miZzeme vybrat z fadkd p; a p3 diky minimélni hodnoté (—1). Vyberme
tedy napriklad radek ps. Jedina zaporna hodnota urcuje vstupni sloupec x;.
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Tr1 T2 P11 P2 ps | FeSeni
2o 0 0 -2 2| 1
pp|0 0 1 -1 -1 0
w0 1 0 & 2 S
pl1 00 2 3]

Z hodnot v poslednim sloupci je vidét, ze Teseni je piipustné, a tedy i optimalni.

8.6 Analyza citlivosti v celé své krase

a) Zména pravé strany nékterého omezeni: Muze vést jen k tomu, Ze FeSeni nebude pfi-
pustné (néktera souradnice bude < 0), podminka optimality zistane zachovdna = mi-
zeme pokracovat pouzitim dualni simplexové metody.

Ad Priklad 7.1. Zménime-li v zadani tlohy pravou stranu omezeni @ na 7 a pravou
stranu omezeni @ na 4, vystupni tabulka simplexové metody zménéné ulohy se
bude od vystupni tabulky ptivodni tlohy lisit pouze ve sloupci pravych stran — feseni
bude ale nepfipustné (néktera jeho soufadnice bude < 0). Po jednom kroku dudlni
simplexové metody dospéjeme k optimu (jehoz hodnota bude horsi). Podrobnéji viz
samostatné cviceni.

b) Pfidani nového omezeni: Vysledek pozménéné ulohy se neméni, pokud bod optima toto
omezeni spliiuje. V opa¢ném piipadé musime doplnit omezeni na rovnost (pomocnou
proménnou), vyloudit z této rovnosti optimélni béazické proménné ptuvodni tlohy (do
nové baze se navic pfida nova pomocna proménnd, ¢ili ptivodni simplexova tabulka je
doplnéna o fadek i sloupec) a pfipadné pouzit dudlni simplexovou metodu, pokud je to
potieba.

Ad Priklad 7.1. Chceme-li k omezenim puvodni tlohy pfidat podminku x < 3, dopl-
nénim na rovnost mame x + ps; = 3, vystupni simplexova tabulka ptvodni tlohy
se doplni o tfadek a sloupec. Protoze proménna x je bazicka, musime pridany radek
upravit tim, Ze od né€j odecteme radek @ . Tak se porusi nezapornost pravé strany
tabulky a provedenim jednoho kroku duéalni simplexové dospéjeme k novému opti-
malnimu feseni (funkéni hodnota v ném bude nizsi — to se ale dalo ¢ekat, Ze pfidanim
dalsiho omezeni se nezlepsi funkéni hodnota optima). Podrobnéji samostatné.

¢) Zména koeficientu tiéelové funkce: Jeden zpusob prepo¢tu byl popsin na str.168.
Uvedme zde jesté jeden zpisob pro prepocet zmény koeficientt, které stoji u bazickych
proménnych vystupni tabulky ptvodni tlohy. Tento zptisob uziva dualnich proménnych
a dualnich omezeni. Vysvétlime jej na prikladu.
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Ad Priklad 7.1. Pokud funkce v puvodni tloze bude zménéna na z = 5x + 4y, poradi

.o P , . YT psps
koeficientl vzhledem k bazi vystupni tabulky je , a tedy
(4,5,0,0)
2 1
5 —3 00
( )—(4500) —§§OO_<1200)
Y, Y2, Y3, Ya ) ’ ) 1 1 10 ) ; ) :
2 1
-3 3 01

Pomoci rozdild levych a pravych stran dudlnich omezeni uré¢ime novy z-fadek ve
vystupni tabulce:

novy koeficient u x: y; +2y; —ys—5H=0
y: 2ty tystys—4=0

p:oyr=1
P2 Y2 =2
Pz ys=0
Pa: Ya=0

Vlastné stacilo prepocitat jen nebazické koeficienty, protoze bazické jsou rovny nule.
Vsechny nové z-koeficienty jsou > 0, tj. bod optima se nezméni (i kdyz funkéni
hodnota v ném ano). Pokud by néktery koeficient byl zaporny, museli bychom najit
simplexovou metodou zlepseni.

Kdyby funkce v ptvodni tloze byla zménéna na z = 4x + y, po prepocteni z-
koeficient® by bylo nutné provést jeden krok simplexové metody, abychom nasli
novy bod optima.

d) Zmeéna levych stran omezeni: Ma smysl analyzovat jen zménu nebazického sloupce levé
strany (pii bazické zméné je lepsi vyfesit celou tlohu znovu); z prislusné dualni nerovnosti
lze hned zjistit, zda se neporusila podminka optimality.

Ad Priklad 7.1. Pro z = 4 x4y a zménu druhého sloupce levych stran a;s = 4, ags = 3
mé piislusné dudlni omezeni tvar 4y; + 3ys + y3 + y4 > 1. Po vypocétu duélnich
proménnych vidime, zZe podminka plati.

Poruseni podminky optimality fesi klasicka simplexova metoda.
e) Pridani nové ¢innosti (nového sloupce): - tj. zména funkce z i matice (a;;) soucasné

(pokud se na situaci divame tak, ze sloupec tam uz diive byl, ale vSechny jeho koeficienty
byly nulové).

Pridani nové cinnosti ma smysl jen tehdy, pokud zlepsi hodnotu optima. Vysvétlime
prepocet na prikladu.

Ad Pryiklad 7.1. Pfiddnim nového vyrobku do nasich tvah vznikne tloha
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maximalizujte funkci z =3z + 2y + %n za podminek

x+2y+%n§6
204+ y+3n<8
—x+ y— n<l
y <2
z,y,n > 0.

Protoze proménnou n povazujeme za nebazickou, dualni feseni ztistava stejné: y; =
5, Y2 =3, y3 = 0, y4 = 0. Nové dudlni omezeni 2y, + 2 yo — y3 > 2 nenf splnéno,
prislusny z-koeficient je roven %yl + %yQ — Y3 — 2 = —}1. Zbytek sloupce proménné

2
n vypocCteme pomoci inverzni matice:

2 1 3 1
5 3 00 i i
1 2 3 1
-3 3 00 i _| 3
-1 1 10| |-1 ~1
2 1 1
-3 3 01 0 ~i1

Nyni protoze z-koeficient v novém sloupci je zaporny, pridame jej k optimalni tabulce
ptvodni tlohy a provedeme jeden krok klasické simplexové metody. Dostaneme nové
feSeni, které zlepsi hodnotu optima ptivodni tlohy.

f) Pfi zméné pravych a levych stran omezeni sou¢asné: Dochizi zde ke sloZit&jsim
zménam a je vyhodné€jsi celou ulohu vyftesit znovu, analyza citlivosti uz neni tak
pomocna.

Dualni simplexova metoda nachazi své vyuziti nejen pri analyze citlivosti, ale i v nékterych
dalsich algoritmech, napt. v metodé Tezti celoc¢iselného linedrniho programovani.

8.7 Shrnuti

V této kapitole byl podan stru¢ny iivod do teorie duality. Nejprve jsme piivodni tlohu linedrniho
programovani (jeji kanonicky tvar) oznadili jako primarni. K této loze konstruujeme tzv. dudlni
ulohu podle nasledujicich pravidel:

primarni tloha dualni uloha

minimalizace | maximalizace, vSechna omezeni typu <, proménné neohranicené

maximalizace | minimalizace, vS§echna omezeni typu >, proménné neohranicené

Na prikladu jsme pak pomoci simplexové metody zkoumali vztah mezi feSenim priméarni a
dualni tlohy. Ten se da strucné charakterizovat takto:



200 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

1) optimélni hodnota funkce 2z = optimalni hodnota funkce w

vektor optimalnich koeficientt vektor rozdili levé minus pravé
2) funkce z prislusnych pocatecni | = | strany dudlnich omezeni prislus-
primarni bazi nych pocatecni primarni bazi

Dale jsme zjistili, ze vSechny hodnoty simplexové tabulky lze urcit pomoci tzv. inverzni matice.
Toto lze vyuzit zejména pri programovani algoritmu simplexové metody a také pii analyze
citlivosti.

Zajimava je také ekonomicka interpretace duality, ktera se da velice stru¢né charakterizovat
jako maximalizace zisku z pfi soucasné minimalizaci vyuziti zdroji w pro dany zisk.

V souvislosti s dualitou jsme se zabyvali dualni simplexovou metodou, jejiz hlavni myslenka
zni:

Pokud primérni bazické feSeni je nepfipustné (néktera jeho souradnice je < 0), ale
plati podminka optimality (z; —¢; > 0 pro vSechna j), snazime se dualni simplexovou
metodou prejit do vrcholu, ktery stale splinuje podminku optimality, a navic uz je
pifipustny (jeho soufadnice > 0). Prvni takovy vrchol, do kterého touto metodou
dorazime, je optimum priméarni tlohy.

Na zavér kapitoly jsme se vénovali vyuziti poznatkt z teorie duality k ziskani efektivnéjsich
postupt v analyze citlivosti.

8.8 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 8.1 Abychom mohli formulovat dudlni ulohu, primdrni uloha musi byt v kanonickém
tvaru.

Otazka 8.2 Dudlni uloha existuje jen tehdy, pokud primdrni uloha je ulohou minimalizace.

Otazka 8.3 Koeficienty dudlni funkce w zapsané v simplerove tabulce jsou totéZ co prave
strany primdrnich omezend.

Otazka 8.4 Optimdlni hodnota funkce z je mensi nez optimdlni hodnota funkce w.
Otazka 8.5 [ kdyz primarni veseni neni optimdlni, prislusné dudlni veseni je pripustné.
Otazka 8.6 Pokud primdrni feSent je pripustné, prislusné dudlni reseni je optimdalnd.
Otazka 8.7 Pokud prislusné dudlni fesent je pripustné, primdrni fesent je optimdlni.

Otazka 8.8 Pokud je alespor jedna hodnota v poslednim sloupci simplexove tabulky kladnd,
reseni primarni ulohy je pripustnée.

Otazka 8.9 Priddnim nového omezeni se optimalni hodnota funkce z mize zlepsit.

Odpovédi na otazky viz 13.8.
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8.9 Priklady ke cviceni

Priklad 8.1 Uvazujte ndsledujici ulohu linedrniho programovdni:

najdéete maximum funkce z = 2x1 + 4 w9 + 423 — 3 x4 2a podminek 11+ x5+ 13 =14
T1+4wy+14=28

x1, T2, T3, Tq > 0.
a) Formulujte k této iloze ulohu dudind.
b) Najdéte Teseni dudlni ulohy pomoci optimdlni tabulky primdrnd dlohy.
Priklad 8.2 Uvazujte ndsledujici ilohu linedrniho programovani:

najdéte maximum funkce z = 5x1 4+ 219 + 323 2a podminek x1+ 5xy + 223 = 30
Ty —5372 —6.773 S 40

T1,T9,x3 > 0.
a) Formulujte k této uloze ulohu dudlni.
b) Najdéte Tesent dudlni ulohy pomoci optimdlni tabulky primdrnd dlohy.
Priklad 8.3 Vyreste dudlni simplezovou metodou ulohu:

najdéte minimum funkce z = 2x1 + 3 x9 za podminek 2z + 3xy < 30
r, + 2 i) Z 10

Ty, T2 Z 0.

Priklad 8.4 UvaZujte zaddni z prikladu 8.2. Provedte ndsledujici analyjzu citlivosti:
. o , 35
a) jak se zméni teseni pri zméené pravé strany na 7

b) jak se zméni Tesent pri pridani nového omezeni x1 + x5 <5 ¢

c) jak se zméni TeSent pii zméné funkce z na z = x1 + w9 — 213 ¢
, e ) 4
d) jak se zméni teseni pri zmené 2.sloupce omezeni na ?
1

Vysledky prikladi viz 13.8.



202 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

9 Dopravni uloha

Klasicka verze dopravni tlohy ma nasledujici zadani: rozhodnéte o zptisobu rozvozu jednoho
typu vyrobku (nebo suroviny) z m zavodi do n spotiebitelskych skladu tak, aby se minimali-
zovala celkova cena dopravy, je-li dano

cij - .. jednotkova cena dopravy ze zdroje ¢ na misto urceni j,
a; ... mnozstvi zasob ve zdroji ¢, i =1,2,...,m,

b; ... pozadavek spotiebitele j, j =1,2,...,n.

Vystupem tlohy jsou optimalni hodnoty proménnych x;; (= mnozstvi jednotek dopravovanych
m n
ze zdroje 1 ke spotfebiteli j) a celkova cena dopravy > > ¢z

i=1j=1
Tuto konkrétni tlohu praxe lze matematicky reprezentovat uzitim teorie grafi:

zdroje

a; —
spotiebitelé

aﬁ@ Dt

2 Lmm pozadavky spotiebitelt

am—>@
f

mnozstvi zasob

Ale uzitim grafovych algoritmi ji feSit nebudeme. Dopravni tlohu lze také formulovat jako
ulohu linearniho programovani:

m n
minimalizujte z = > > ¢;;2,; za podminek
i=1j=1

n
Yoz <aproi=12...,m
Jj=1

iy >bjprog=12,...,n
=1

)

Ale protoze dopravni uloha mé jakysi specidlni tvar, nebudeme ji feSit pfimo simplexovou
metodou; pouzijeme algoritmus, ve kterém je simplexova metoda skryta, ale ktery je rychlejsi
a prehlednéjsi.
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Pravé popsany model dopravni tlohy budeme vzdy fesit az po eventudlnim pievedeni na
m n

tzv. vyvazeny tvar (vyvazeny dopravni model), kdy > a; = ) b;, tj. nabidka = poptévka.
i=1 j=1

Tento vyvazeny tvar je analogii kanonického tvaru tlohy linearniho programovani.

Priklad 9.1 Automobilovd spolecnost MG md zdvody v Los Angeles, Detroitu a New Orleans
a distribucni strediska v Denveru a Miami. Kapacity vyrobnich zavodi pro planované obdobi
jsou po tade 1000, 1500 a 1200 ks aut, poptdivka stredisek je 2300 a 1400 ks. Cena dopravy 1
auta na jednu mili je 8 centi (cent je setina dolaru). Uréete optimdlni rozdéleni dopravy od
vyrobei ke spotiebitelskym mistim. Vzddlenosti mezi misty (v milich) jsou uvedeny v tabulce:

Denver Miams
Los Angeles 1000 2690

Detroit 1250 1350
New Orleans | 1275 850

Reseni.

a) Cenu dopravy c;; jednoho auta z mista vyroby do spotfebitelského stiediska lze urcit
vynasobenim vzdalenosti mist ¢islem 0,08, coz je cena za 1 kus. Nyni vSechny informace
sestavime do pfehledné tabulky, ze které budeme pri feSeni vychazet (ceny ¢;; jsou uvadény
v pravém hornim rohu jednotlivych poli):

Denver Miami

80 215
Los Angeles 1000
100 108
Detroit 1500
102 68
New Orleans 1200
2300 1400

1000 + 1500 + 1200 = 2300 + 1400 = jedna se uz o vyvazenou ulohu, protoze kapacity
vyrobci jsou stejné jako pozadavky odbérateld. U této tilohy mutzeme tedy spustit fesici
algoritmus.

b) Pokud by kapacita vyroby v Detroitu nebyla 1500, ale 1300, museli bychom dopravni
ulohu nejprve vyvazit; protoze kapacita vyroby by nebyla dostacujici, zavedli bychom
fiktivniho vyrobce:
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Denver Miami

80 215

Los Angeles 1000
100 108

Detroit 1500
102 68

New Orleans 1200
0 0

Fiction 200
2300 1400

Ceny dopravy od fiktivniho vyrobce zvolime rovny 0, protoze fiktivni vyrobce je nené-
rocny. Nyni uz ,celkova kapacita vyroby = celkova poptavka“, ¢ili iloha je vyvazena a
pripravena k tomu, aby na ni byl vypustén feSici algoritmus.

c) Naopak, pokud by kapacita vyroby byla vétsi nez poptavka, tlohu bychom vyvazili zave-
denim fiktivniho spotfebitele. Naptiklad pti poptavce Denveru 1900 misto 2300 ks bychom
zavedli fiktivniho spotiebitele s poptavkou 400 ks:

Denver Miami Al Capone
80 215 0

Los Angeles 1000
100 108 0

Detroit 1500
102 68 0

New Orleans 1200

1900 1400 400

Kdybychom chtéli, aby napt. Detroit navzdory mensi poptavce vyvezl vSechna vyrobena
auta, misto 0 bychom cenu co3 dopravy z Detroitu fiktivnimu odbérateli zvolili kladnou
a dostatecné velkou, a tim by se zarucilo, ze v optimalnim feseni x93 = 0.

Reseni tloh a), b), ¢) zde nebudeme uvadét. Misto toho si fekneme dalsi dva piiklady formulace
dopravniho modelu, a az poté uvedeme algoritmus feseni dopravnich tloh.

Priklad 9.2 Model dopravy vétsiho poctu typi virobki: Spolecnost MG vyrabi ctyri rizné typy
aut (My, My, M3, My). Kapacity jednotlivjch zavodi a poZadavky distribuénich center jsou uve-
deny v tabulkdch:
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zavod vyrabi | My My Ms My | celkem
Los Angeles - - 700 300\ 1000
Detroit 500 600 - 400 1500
New Orleans | 800 400  — - 1200

pozZadavek  distri- | My My Ms My | celkem
bucniho strediska

Denver 700 500 500 600 | 2300
Miama 600 500 200 100| 1400

Vzdalenosti mezi mésty jsou uvedeny v pr.9.1, jednotkové ceny dopravy jsou stejné pro vsechny
typy aut. Urcete optimalni rozdélent dopravy.

Matematicka formulace ulohy:

Kazdy ze zavodu rozdélime na tolik podzavodii, kolik typt auta dany zavod vyrabi. A podobné
kazdé distribu¢ni centrum rozdélime na Ctyri podcentra. Odpovidajici grafova reprezentace
ulohy:

(700 — @ @ 700 )
| 300 — () (M) — 500
(500 — @ @ — 500
Detroit < 600 — @ @ — 600 )
| 400 — (M) (My) — 600 |
(800 — @ @ — 500
New Orleans Miami

4oo—>@ @—@oo
(My) = 100 |

Los Angeles

Denver
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Piipravou pro feSeni je tabulka dopravni tlohy. Ceny c;; téch tras, které nemé smysl realizovat,
polozime rovny velkému ¢islu M. Dopravni tabulka méa pak tvar

Denver Miami
My M, M; My My M, M, My
( M| M 0] M| M| M| 215] M
M; 700

Los Angeles

M M M 80 M M M 215

M, 300
\
( 100 M M M| 108] M M M
M, 500
. M| 100] M M| M| 108] M M
Detroit M, 600
M| M M| 100 M| M| M| 108
M, 400
\
( 102 M| M| M| 68| M| M| M
M, 800
New Orleans
M| 102] M M| M| 68| M M
M, 400

700 500 500 600 600 500 200 100

vvvvvvv

Piiklad 9.3 Planovdni vyroby: Spolecnost potiebuje vyrobit (= md poptdvku)

beéhem 1.mésice 100 ks vyrobku
2.mesice 200
3.mesice 180
4.mesice 300

Poptdavka v aktudlnim mésici muZe byt pokryta
a) nadbytkem vyroby v predchozim mésici
b) vyrobou v aktudlnim mésici
c¢) predem objednanou vyrobou v ndsledujicim mésici.

Vyrobni cena je 4 dolary za kus, cena skladovani 0,5 dolaru za kus a mésic, penalizacni poplatek
za vyrobek objednany predem je 2 dolary za kus a mésic. Vyrobni kapacita je omezena jinymsi
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vyrabénymi vyrobky a je 50 ks v 1.mésici
180 ks ve 2.mésict
280 ks ve 3.mésici
270 ks ve 4.mésici.

Vytvorte plan vyroby na ndsledujici 4 meésice, ktery minimalizuje celkovou cenu nakladi.

Matematicka formulace ulohy:
Matematickd formulace tlohy je stejna jako u dopravniho problému. Analogie mezi obéma
ulohami jsou:

dopravni problém plan vyroby
i ...zdroj ¢ ... vyrobni obdobi
7 ... spotfebitel 7 ... poptavkové obdobi
a; ... kapacita zdroje 7 a; ... vyrobni kapacita obdobi ¢
b; ... poptavka spotiebitele j | b; ... poptéavka v obdobi j
vyrobni cena v obdobi 1, prii =7
¢ij = § vyrobni cena v ¢ + cena skladovani od ¢ do 5, piit <

vyrobni cena v ¢ + penalizacni cena od j do i, prii>j

Pti téchto analogiich 1ze problém sestavit do dopravni tabulky:

obdobi
1 2 3 4
4] 45 5] 55

6| 4| 45| 5
2 180

obdobi

3 280

10 8 6 4
4 270

100 200 180 300

Tedy i tuto a podobné tlohy, které piimo nesouvisi s dopravni tematikou, 1ze fesSit dopravnim
algoritmem.

9.1 Reseni dopravniho problému

A. Pocatecni krok

V pocatecnim kroku nalezneme néjaké ptipustné rozdéleni dopravy, které nemusi byt nutné
optimalnim (v optimaliza¢nim kroku je pak pfipadné vylepsime). Existuje vice metod pro
nalezeni pocatecniho rozdéleni, ukazeme si tii z nich.
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a) Metoda severozapadniho rohu (SZR)

1)

Proménné x1; (kterd se nachézi v severozapadnim rohu tabulky) pfifadime ma-
ximalni moznou hodnotu dopravovanych jednotek. Protoze tedy x1; je maximalni
mozné, vycerpa se tim kapacita vyroby prvniho vyrobce (nebo poptévka prvniho
spotfebitele), takze ve zbylych polich prvniho fadku (resp. prvniho sloupce) umis-
time pomlcky naznacujici, ze se zde zadné jednotky dopravovat nebudou.

Pokracujeme prirazenim maximéalni mozné hodnoty do pole x9; pii vycerpani radku
1 v kroku 1 (resp. do pole 15 pfi vy¢erpani prvniho sloupce v kroku 1). Zkratka a
dobre — dalsi vyplnované pole je vzdy smérem na vychod nebo na jih podle toho,
zda byl v predchozim kroku vycerpan sloupec nebo radek.

Krok 2 opakujeme tak dlouho, dokud se nedostaneme do pravého dolniho (= jihovy-
chodniho) pole tabulky. U vyvazené tlohy tim docilime toho, Ze rozdéleni jednotek
dopravy bude spliiovat pozadavky na kapacity ve vsech radcich i sloupcich.

Priklad 9.4 Tuto i dalsi metody objasnime na nasledugict tabulkové formulaci dopravni
ulohy:

S1 Sz 53 Sy

10 0| 20| 11
Vi 15

12 7 9| 20
Vs 25

ol 14| 16| 18

5 15 15 10

Reseni. Pro po¢ateéni rozdéleni tlohy se tfemi vjrobci a &étyfmi spotiebiteli uzijeme
metodu severozapadniho rohu: z1; = 5, coz je poptavka v celém prvnim sloupci, ¢ili do
poli s indexy (2,1) a (3,1) umistime poml¢ku a posuneme se smérem na vychod, do pole
(1,2). Kapacita ve 2. sloupci je 15, ovSem hodnotu 15 do pole (1,2) pfifadit nemizeme,
protoze by se prekrocil soucet 15 (= kapacita 1. vyrobece) v 1. fadku: x5 = 10, a tim
se vyc¢erpala kapacita vyrobce Vj, protoze x1; + 1o = 5+ 10 = 15. Cili do poli (1,3)
a (1,4) miZeme umistit pomlcku. A posuneme se smérem na jih — do pole (2,2), atd.
az dostaneme vysledné vstupni rozdéleni ziskané metodou SZR, uvedené v nasledujici
tabulce:
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Sl SQ Sg 84

10 0 20 11
Vil 5 =10 — — 15
|
2] 17 9 20
Vo | — 5 =15 45 |25

Va| — — — 5 5

) 15 15 10

Celkova cena dopravy pii tomto rozdéleni je

5-104+10-0+5-74+15-94+5-20+ 5- 18 = 410 penéznich jednotek.

Vsimnéme si dulezité skutecnosti, ze pii m tadcich a n sloupcich dopravni tabulky ma
pfifazeni dopravy tu vlastnost, Zze pomlcka neni umisténa v (m + n — 1) polich. Tento
fakt musi platit pro pocatecni rozdéleni, i pro kazdy optimalizac¢ni krok. Pfi metodé SZR
je platnost tohoto faktu ohrozena v situaci, kdy pii jistém opakovani kroku 2 proménna
x;; vycerpa kapacitu v fadku i i sloupci j soucasné — v takové situaci nemiZzeme umistit
pomlcky do zbylych poli v fadku ¢ i sloupci j, protoze nepomlckovych poli by bylo méalo
(méné nez m + n — 1). Proto napf. umistime pomlcky jen do Fadku i. Déle ptifadime
zi+1,; = 0, a do zbylych poli sloupce j uZ mizeme umistit pomlcku. Chtél bych upozornit
na to, ze je velky rozdil v tom, zda je v ur¢itém poli hodnota 0, nebo pomlcka. Tento
rozdil bude patrny v optimalizacnim kroku, ale uz nyni mizeme prozradit, ze pomlckové
pole oznacuje nebazickou proménnou, pole s hodnotou 0 oznacuje bazickou proménnou
s hodnotou 0 (¢ili jedna se o tzv. degenerované feSeni, co se tykd analogie mezi timto
algoritmem a simplexovou metodou). A protoZe pfi optimaliza¢nim kroku musime védét,
které proménné jsou bazické a které ne, je tfeba dobfe rozliSovat mezi nulou a pomlckou.

Priklad 9.5 Priklad degenerovaného pocatecniho rozdéleni v dopravni tuloze pri metodeé

SZR:

0 2 1
Vi 5 - — 5
|
12 1 5
Vs 0 +5 -5 |10
|
2 3K
Vel — 4 5 5

) 3 10

Nepomlckovd pole oznacuji hodnoty bazickych promenngjch.
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Indexova metoda (IM)

Tato metoda zacinad prifazenim maximalni mozné hodnoty proménné s ohledem na
kapacity v poli s minimalni cenou ¢;; jednotkové dopravy (¢isla v polich vpravo nahote).
Pak umistime pomlcky v polich vycerpaného Fadku (nebo sloupce) a pokracujeme s
prifazovanim v poli s cenou miniméalni ze vSech poli zbyvajicich. Problém degenerace,
kdy vyplnéni proménné x;; vycCerpa radek i sloupec soucasné, musime opét fesit citlivé
— umistime pomlcky jen ve zbyvajicich polich fadku ¢ a do nékterého dalsiho pole ve
sloupci j pritadime 0. Teprve pak sloupec j doplnime pomlckami.

Ad Priklad 9.4. Pfipomenme si tabulkovou formulaci dopravni tlohy

S; Sy Sz S
10 0] 20| 11

12 7 9| 20
Vs 25

0] 14| 16| 18

5 15 15 10

Minimalni jednotkové ceny jsou c¢;5 = 0 = c31. Volime napt. pole (1,2) a pfifadime
maximalni mozny pocet jednotek s ohledem na kapacity v tadku i sloupci: x5 = 15.
Tim se vycerpa tadek i sloupec, tj. bude se jednat o degenerované feseni. Do prvniho
rfadku ve zbylych polich umistime pomlcky, ve druhém sloupci musime vyplnit jednu
nulu, napf. z9y = 0, abychom zarucili dostateény pocet bazickych (= nepomlckovych)
poli, a do zbylého pole (3,2) mizeme umistit pomlcku.

Sl SQ 53 S4

10 0 20 11
Vi — 15 — — 15

12 7 9 20
Vo 0 25

0 14 16 18
Vi — 5

) 15 15 10

Dalsi minimalni zatim nevyplnéné pole je urceno cenou c3; = 0. Vyplnime maxi-
malné, tj. x3; = 5, coz opét vycerpa kapacitu soucasné tretiho fadku i prvniho sloupce,
tj. tfeti fadek doplnime pomlckami a v prvnim sloupci musime pridat jednu nulu: x5, = 0.
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Sl SQ Sg S4

10 0 20 11

Vi — 15 — — 15
12 7 9 20

Vs 0 0 25
0 14 16 18

Vs ) — - — Y

) 15 15 10

Zbyva dokoncit vyplnéni posledniho fadku, kde jsou hodnoty proménnych jednoznacné
uréeny (protoze se jedna o vyvazenou tlohu): xe3 = 15, 294 = 10. Vysledné pocatecéni
rozdéleni dopravy ma tedy tvar:

Si Sy Sy Sy

10 0 20 11

Vi - 15 - - 15
12 7 9 20

Vs 0 0 15 10 25
0 14 16 18

Vs ) — - — 5

5 15 15 10
Celkova cena dopravy v tomto pripadé je
10 - 20 + 15 - 9 = 335 financ¢nich jednotek.

Je pochopitelné, ze pocatecni rozdéleni dopravy provedené indexovou metodou bude mit
zpravidla vzdy nizsi celkovou cenu dopravy, protoze metoda SZR viibec nebrala ohled na
ceny c;;. A nasledujici metoda by obecné méla byt jesté lepsi nez indexova.

¢) Vogelova aproximaéni metoda (VAM)
Tato metoda nejenze zacina vypliovat pole s minimalni cenou, ale navic pridava kritérium,
ze ze vSech poli s malymi cenami zacne tim polem, které spliiuje navic tzv. penalizacni
podminku (a je jistym zpisobem nejvhodnéjsi ze vhodnych).
Postup:

1) Vypocteme pro kazdy Fadek i sloupec tzv. penalizaci, ktera je rovna rozdilu ,,(druha
nejmensi cena) minus (nejmensi cena)“.

2) Zvolime fadek nebo sloupec s nejvétsi penalizaci, vybereme zde pole s minimalni
cenou ¢;; a vyplnime maximalni moznou hodnotu z;;. Dale doplnime pomlcky do vy-
cerpaného fadku nebo sloupce. Pokud vyplnéni z;; vycerpa kapacitu fadku i sloupce
soucasné, musime vyplnit zbyla pole pomlckami jen naptiklad v daném tadku, ve
sloupci musime umistit do jednoho pole 0 a az do zbylych pomlcky; zkratka a dobfe,
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pokud vyplnéni jisté proménné vycerpa radek i sloupec soucasné a hodnoty nekte-
rych poli v tabulce v prislusném radku nebo sloupci jesté nejsou vyplnény, vzdy se
musi do nékterého pole v tom fadku nebo v tom sloupci doplnit jedna 0.

3) Kroky 1 a 2 opakujeme tak dlouho, az v tabulce zbude pouze jeden fadek nebo
sloupec, kterého vyplnéni je jednoznacné dano. Ptitom pii vypoctu penalizaci uz
nebereme v tvahu ceny v polich, kde uz je vyplnéna hodnota nebo pomlcka.

Ad Priklad 9.4. Penalizace uréime jako rozdil dvou nejnizsich cen v daném fadku nebo
sloupci:

S1 S S5 Sy

10 0 20 11
Vi| — 10

12 7 9 20
0

0] 14| 16| 18
Vsl 5 | = | = = |14

10 7 7 7

Maximalni penalizace 14 urcuje tireti fadek, ve kterém vyplnime co nejvétsi hodnotu s
ohledem na kapacity (ty zde ted nejsou napsany, ale jsou uvedeny na predchozi strané):
xr31 = b, coz vycCerpa kapacitu radku i sloupce soucasné, ¢ili napt. prifadime z9; = 0 a
zbyléa pole v 1.sloupci a 3.fddku vyplnime pomlckami.

Pokracujeme dalsim krokem, ¢ili znovu prepocteme penalizace fadki a sloupct, pricemz
ve tretim fadku a prvnim sloupci to uz nemé smysl, a ani pro ostatni radky a sloupce
ceny z téchto vyplnénych poli uz nebudeme uvazovat:

Sy Sa Ss Sa

10 0 20 11
Vi| — - 11

12 7 9 20
Vol 0O 15 2

0| 14| 16| 18
Vil 50| = =] -

71 9

Dvé z penalizaci jsou rovny 11, zvolme jednu z nich, napiiklad tu ktera urcuje tteti sloupec.
Ve tretim sloupci vybereme minimalni co3 = 9 a priradime maximalné: x93 = 15. Tim
se vycerpa kapacita sloupce, do posledniho pole ve 3.sloupci, které zbyva vyplnit, piSeme
pomlcku.

V dalsi fazi jsou uz penalizace celkem jednoznacné (vzdy rozdily dvou cen nevyplnénych
poli v daném fadku ¢ sloupci):
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Sl SQ Sg 84

10 0 20 11
Vil — - 11

2 7 9] 20
Vol 0 10 | 157 [ =" |[13]

0 14| 16| 18
Vil 50| = | = -

7 9

Maximalni penalizaci urcuje druhy radek, vybereme v ném dosud nevyplnéné pole s mi-
nimalni ¢;;: x99 = 10, tim je vycerpana kapacita druhého fadku.

Nyni zbyva k vyplnéni uz jen posledni fadek — doplnime vzhledem k pozadavkim
kapacit jednoznacné urcené hodnoty z12 = 5, x14 = 10.

Sy S Ss S

10 0 20 11
i| — 5 — 10

12 7 9 20
Vo O 10 15 —

0 14| 16| 18
il 50| = | = -

Celkova cena dopravy je
5-04+10-11+0-12410-74+15-9+ 50 = 315 financnich jednotek,

coz je jesté lepsi vysledek nez pocatecni rozdéleni ziskané metodou indexovou. Pocatecni
rozdéleni nalezené pomoci VAM je uz dost dobré, ale stéle to nemusi byt feSeni nejlepsi.
Takové algoritmy, které sice nenaleznou optimalni, ale jakési dost dobré feSeni, nazyvame
heuristikama.

Ukazali jsme si tedy tfi metody, které naleznou pocatecni rozdéleni dopravy v dopravni tloze.
Ctenaf tohoto textu by si mozna mohl polozit otazku, zda je nutné tolik metod a zda nestaci
hodnoty do tabulky pro zacatek jakymkoliv zptisobem, ktery vyhovuje kapacitnim pozadavkim
rfadkt a sloupcii. Odpovim na tuto otazku, i kdyz si ji ¢tenaf zrovna nepoklada:

Ne kazdé rozdéleni dopravy je povolenym pocatecnim rozdélenim — zakazana jsou rozdélent,
ktera obsahuji tzv. uzavieny okruh, coz je pravouhelnik s hranami vodorovnymi ¢i svislymi a s
vrcholy v nepomlckovych polich.
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Ad Priklad 9.4. Napf. rozdéleni

— 5 | 10 —
[] uzavienym okruhem
— | 10 51 10 je zde ¢tverec (1,2)—
(1,3)-(2,3)-(2,2)
5 _ _ _
nebo rozdéleni
0 — | 15 —
uzavienym okruhem
-] 15 ||— | 10 je zde ¢tverec (1,1)—
(173)7(3’3)7(371)
bt — 0 —

neni povolenym pocatecnim rozdélenim. Tedy pocatecni rozdéleni dopravy lze provést i jinym
zpusobem nez uvedenymi metodami, ale takovému vyplnéni nepomlckovych poli, které vytvari
vrcholy uzavieného okruhu, se musime vyvarovat (na vrcholy uzavieného okruhu nemusi byt
vyuzita vSechna nepoml¢kova pole). Metody a), b), ¢) jsou konstruovany tak, aby pii jejich
pouziti uzavieny okruh pomoci nepomlckovych poli nevznikl.

B. Optimaliza¢ni krok

Tento krok vysvétlime na piikladé 9.4 — vezmeme pocatecni rozdéleni dopravy ziskané me-
todou SZR a budeme je dale zlepSovat. Protoze se jedna o tlohu linearniho programovéani,
optimalizacni krok sestava ze tii ¢asti:

a) ureni vstupni proménné (= vstupniho pole) ze vSech nebézickych (= poml¢kovych poli)

b) urceni vystupni proménné (= vystupniho pole, které se stane v dal§im optimaliza¢nim
kroku poml¢kovym)

c¢) provedeni optimaliza¢niho kroku (= pfepocitani nového bézického feseni)

Optimaliza¢ni krok ¢.1:

a) urceni vstupni proménné: Nejprve pro dané rozdéleni dopravy prifadime kazdému
fadku i kazdému sloupci tzv. multiplikatory u,, v, které jsou feSenim systému rovnic

U; +Uj = Cz’j

pro nepomlckova pole:
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V1= V2= UVU3= Ug=
10 0 20 11

u; =0 5 10 — —
12 7 9 20

Uy = — 5 15 5

Uz = - - -

Dilezité upozornéni:

1) pravé strany rovnic jsou tvofeny cenami ¢;; v pravém hornim rohu, nikoli poc¢tem
jednotek uprostied pole

2) nezndmych je o jednu vice nez rovnic. ProtoZe nam staci najit jedno z téch nekoneéné
mnoha TeSeni, jednu neznamou muzeme zvolit. Zpravidla volime u; = 0.

Nyni pro pole (1, 1) plati u; + v, = 10 = v; = 10 (protoze u; = 0).

Pokra¢ujeme dalsim nepomlckovym polem (1,2): u; + vy = 0 = vy = 0.

Déle pole (2,2): ug + vo =7 = ug = 7 (protoze vy = 0).

Dale (2,3): us + v3 = 9 = v3 = 2 (protoze us = 7).

Pole (2,4): ug + vy = 20 = vy = 13.

A konecné pole (3,4): uz + vy = 18 = ug = 5.

A tim jsou vSechna nepomlckova pole vycerpana. Z popsaného feseni je vidét, Ze rovnice
fesime v takovém potadi, ze pii feSeni dané rovnice uz hodnotu jedné neznamé zname —
pak druhou neznamou muzeme lehce dopocitat. Tohle jsme provadéli pouze pro pole, ve
kterych se nevyskytuje pomlckal!

Nyni po urceni multiplikdtori pokroc¢ime k pomlckovym polim a ur¢ime pro né jakési
pfepoctené ceny ¢,, ze vztahu

Cpg = Up + Vg — Cpgq (pouze pro pomlckova pole!).

Pomocné ceny ¢,, v pomlckovych polich budeme psat napiiklad vlevo dole (vypocet je
pfirozeny: u; v prislusném fadku plus v; v piislusném sloupci minus cena ¢;;), tedy ¢13 =
U1—|—1)3—013:0+2—20: —18, atd.

U1:10 U2:O ’11322 U4:13

10 0 20 11
-18 2
12 7 9 20
Uy =17 — ) 15 5
5
0 14 16 18
us=5| — - - 5
15 -9 -9




216 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

A nyni tedy konec¢né urceni vstupniho pole: za vstupni proménnou vezmeme tu na pozici
s maximalni kladnou cenou ¢,, (podobné jako pfi minimalizaci v jakékoli jiné tloze LP).
Pokud jsou vsechny ¢,, < 0, dané rozdéleni dopravy je optimalni.

V naSem piipadé max¢,, = 15 na pozici (3,1) ... mame uréeno vstupni pole.

b) uréeni vystupniho pole: Uvazujme ted bazickd (=nepomlckovd) pole spoleéné s
dodévanym polem (3,1). Bazicka pole jsou maximélni mnozinou poli, kterd nevytvari
(neobsahuji) uzavieny okruh. Doddnim vstupniho pole do této mnoZiny se v této
mnoziné uzavieny okruh uz vytvori — a sice vzdy pravé jeden!

V nasem piipadé dodanim pozice (3,1) do mnoziny {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(2,4),
(3,4)} vznikne uzavieny okruh (3,1) —(1,1) — (1,2) — (2,2) — (2,4) — (3,4) (pozici (2, 3)
neuvazujeme, protoze pole (2,3) neni vrcholem daného okruhu).

5OH 100
56 5@®
S) 50

Vstupni pole nyni vzdy oznaéime znakem @ , sousedni vrcholy vstupniho pole ozna¢me
@ , sousedni pole poli © oznaéme @ . Zkratka a dobie, pfi postupném prochézeni vr-
cholti uzavieného okruhu se stfidaji znaménka. Jaky vyznam udavaji znaménka +, —7
Pfi¢teme-li do poli oznacenych @ ur¢ity pocet jednotek dopravy a odeéteme-li z poli
@ tutéz hodnotu, piislusné kapacity vyrobcti a spotfebitelii ve viech Fadcich i sloupcich
ziistanou v platnosti (protoze v kazdém fadku nebo sloupci je vzdy jedno pole @ a jedno

pole ©).

Nyni tedy uréeni vistupniho pole: za v§stupni pole vybereme to z poli @ , které obsahuje
minimélni pocet jednotek dopravy. Pokud je téchto minimélnich hodnot vice (jako v
nagem piikladu, kdy vSechna pole © obsahuji stejnou minimalni hodnotu 5), vybereme
jedno z nich. Zvolme tedy za vystupni napi. pole (3,4).

c) provedeni optimaliza¢niho kroku: Byla-li zdména béazické proménné v pfipadé o-becné
¢ast optimalizacniho kroku: do poli @ pii¢teme hodnotu z vistupniho pole, z poli @ ji
odecteme. Ostatni pole ztistanou nezménéna. Pfitom ve vystupnim poli se objevi pomlcka.

Pokud by se stalo (jako je tomu v nasem piikladé), ze vystupni pole nebylo uréeno jed-
nozna¢né, i tak napiseme pomléku pouze na pozici (3,4), do pozic (1,1) a (2,2) musime
napsat 0. Zkratka a dobfe, nepoml¢kovych (=bazickych) poli musi byt vzdy m +n — 1
(tedy v nasem piipadé 6). Uz vime, pro¢ to je dilezité: nepomlckova hodnota jednotek
dopravy (tedy i 0) oznacuje pole slouzici k urceni multiplikdtori u;, v;, kdezto pomlcka
oznacuje pole slouzici k vypoctu pomocné ceny ¢p,.
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Dostavame tedy rozdéleni dopravy

Optimalizacni krok ¢.2:

10 0 20 11
0 15 — —

12 7 9 20
— 0 15 10

0 14 16 18
5 — — —

a) urceni vstupniho pole: Musime znovu pfepocitat multiplikdtory w;,v;, protoze nékteré
z nich budou jiné diky zméné nepomlckovych pozic. Volime u; = 0 a dals$i neznadmé

dopisujeme do tabulky ve vhodném poradi pomoci nepomlckovych poli:

’01:10 UQZO U3:2 U4:13
10 0 20 11
up =0 0 15 — —
-18 2
12 7 9 20
uy =17 - 0 15 10
0 14 16 18
uz = —10 ) — — —
-24 -24 -15

Nyni do téze tabulky (v ramci urychleni ¢asu) vpisujeme do pomlckovych poli pomocné
ceny ¢,, (vlevo dole). Protoze max¢,, = 5 = vstupni pole je (2,1).

b) uréeni vystupniho pole: Uzavieny okruh vznikly po dodéni vstupniho pole k bazickym je

15 @

0OH
| 01@

@M

Obé pole © obsahuji stejnou minimalni hodnotu min x;; = 0 = vystupni pole opét neni
pole ©®

uréeno jednoznacné, volime napt. (1,1).

c) provedeni optimaliza¢niho kroku: Jedinou zménou v tomto kroku je, Ze pomlcka a
nula v polich (1,1) a (2,1) se vyménily — ale to, jak vime, je zména podstatna.



218 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

10 0 20 11

12 7 9 20
0

Optimaliza¢ni krok ¢.3:

a) urceni vstupniho pole: Pomoci nepomlckovych poli uréime w;,v;. Pak v pomlckovych
polich uréime pomocné ceny ¢,, (vlevo dole).

U1:5 U2:O U3:2 U4:13

10 0 20 11
u =0 - 15 - -
-5 -18 2
12 7 9 20
uy =7 0 0 15 10
0 14 16 18
us=-5| 5 - - -
-19 -19 -10

max ¢,, = 2 = vstupni pole je (1,4).

b) uréeni vystupniho pole: Vznikly uzavieny okruh je

150 @
0@ 10 ©

tedy minz,;; = 10 = (2,4) je vystupni pole.
pole ©®

c) provedeni optimalizaéniho kroku: Hodnotu 10 ode¢teme z poli © a pfi¢teme do poli
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10 0 20 11
— ) — 10
12 7 9 20
0 10 15 —
0 14 16 18
5 _ _ _
Optimalizac¢ni krok ¢.4:
Pro vzniklé rozdéleni dopravy vypocteme u;, v; a ceny Cp, :
U1:5 UQZO U3:2 U4:].1
10 0 20 11
-5 -18
12 7 9 20
uy =17 0 10 15 -
0 14 16 18
Uz = —H ) — — —
-19 -19 -12

ProtoZe vSechny ¢,, < 0, dané rozdéleni dopravy je optimalni.

Co k tomu dodat? Snad jakési vysvétleni celého algoritmu: u;,v; jsou vlastné dudlni
proménné k dopravni tdloze, u; + v; < ¢; jsou dudlni omezeni, ve kterych pro bazické
proménné musi nastat rovnost (u; +v; = ¢;;). A €, jsou koeficienty tcelové funkce nebazickych
proménnych v k-tém kroku (proto €,, = u, + v, — Cp)-

9.2 Prirazovaci uloha

Do logického sledu vykladu patii nasledujici tiloha, kteraz slove pritfazovaci:
Jak pritadit m tkold (délnikd, pracovniki) k n strojum, aby celkova cena ndkladu byla mini-
malni (resp. celkovy uzitek byl maximélni)?

Tato uloha je ulohou LP, protoze ji 1ze formulovat nasledovné:

Naleznéte minimum funkce z = > > ¢;;x;;, kde ¢;; je cena prifazeni ulohy 7 ke stroji j za
i=1j=1
omezeni

domy =1
>z =1
7

prot, 7 =1,2,...,n,

pfi¢emz z;; mize nabyvat hodnoty 0 (i-ty tkol neni prifazen j-tému stroji) nebo 1 (i-ty kol
je pfifazen j-tému stroji).
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Je to vlastné tloha binarniho programovani. Ba co vic, jedna se i o dopravni problém, kde
vyrobce predstavuji ikoly a spotiebitele predstavuji stroje:

stroje
1 2 ... 0n
1lecy co ... cin |l
ukoly 2 | co1 2 ... oy |1
M| Cni Cm2 -+ Cmn |1
1 N |

Kapacity tkolt a pozadavky stroji jsou rovny 1. Dopravni tilohu lze fesit po vyvazeni (zaruceni

toho, ze plati m = n).

Priklad 9.6 Nasledujici prirazeni pro m = n = 3 bylo ziskino metodou SZR:

stroje
1 2 3
5 7 9
11 1 0 — 1

dkoly | M| [10] 12|

15 18 16
3| — - 1 1

1 1 1
(Tesent pritazeni je degenerované v kazZdém optimalizacnim kroku,).

Zvlastni struktura pritazovaciho modelu ovsem dovoluje vyvinout rychlejsi metodu, nez je al-

goritmus dopravni tlohy. Vyuzijeme nasledujiciho faktu:
Pokud k fadku nebo sloupci matice (¢;;) je pfictena konstanta, bod optima se neméni, jen

se o0 konstantu zméni hodnota ucelové funkce.
[Dikaz: pokud od i-tého Fadku odecteme konstantu p;

J-tého sloupce odecteme konstantu g,
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, , . ;L
dostaneme novy cenovy koeficient ¢j; = ¢;; — p; — ¢;, a pak

n n
! E E /

i=1 j=1
n n
= g E (cij — pi — 4j)Tij
i=1 j=1
n n n n
=z E Di E Lij — § q; E Lij
=1 j=1 j=1 =1
1 1
= z — konst.|

Vytvorime tedy algoritmus pro pfipad minimalizace nakladi pfitazeni. Hlavni myslenkou algo-
ritmu je:

Pokud mtizeme v matici (cj;) vyrobit tolik nul, Ze z nich lze vybrat bézi, je tato béaze
optimalni bod, protoze cena 2z’ je nulova (a zaporna byt nemuiize).

Ad Priklad 9.6. Pfipomenme si tabulkovou formulaci tlohy

5) 7 9
14 10 12
15 13 16
Od kazdého tadku ode¢teme minimalni cenu: p; = 5
p2 =10
P3 = 13.
Ziskame matici:
0 2 4
4 0 2
2 0 3

Odecteme jesté od kazdého sloupce minimalni cenu v tomto sloupci: ¢; =0
g2=10
qs = 2.
Vznikla matice (c};):
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0 2 2
1
4 0 0
1
2 0 1
1

Ze ¢tyt poli ocenénych nulou nyni l1ze vybrat bazické pozice — je to mozné jedinym zptisobem.
Tento kol je analogicky tukolu najit na Sachovnici 3 X 3 z jistych pozic takovou kombinaci
rozestavéni vézi tak, aby jedna druhou navzajem neohrozovaly. Tedy x1; = x93 = w32 = 1,
ostatni x;; = 0. VSimnéme si také, Ze z = p; + p2 + ps + g3 = 30.

Neékdy ovsem pouhé odecitani konstanty od fadku nebo sloupce k nalezeni optima nevede
a je nutno provést optimalizacni krok. To vysvétlime nasledujicim prikladem.

Priklad 9.7 Uloha je ddna ndsledugici tabulkou:

stroje
1 2 3 4
1 4 6 3

1 pr=1
9 7 10 9

ikoly 2 pa =7
i 5| 11| 7

3 p3 =4
8 7 8 5

4 pa=95

Po odecteni konstant od fadku dostavame tabulku:

0 3 ) 2

g3 =3
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Po odecteni konstant i od sloupct nastava situace, kdy nelze z poli ohodnocenych nulou
vybrat bazi:

ol ® @ @

inm|
[N ]

inm|
(W]

Musime provést optimalizacni krok: Co nejmensim poctem vodorovnych a svislych pri-
mek vyskrtame vsechna pole ohodnocena nulou. Pak ze vSech nepfeskrtnutych poli vybereme
nejmensi cenu, kterou odecteme ode vsech nepreskrtnutych poli a pricteme k cené v prisecicich
»Skrtacich“ primek.

V naSem pripadé je minimalni cena v nepreskrtnutych polich rovna 1; provedenim zmén
optimalizacniho kroku ziskdvame cenové ohodnoceni, ve kterém uz lze nalézt optimum
T11 = X3 = X33 = x44 = 1. V opacném piipadé bychom museli pokracovat dalsim
optimalizacnim krokem.

0 2 1 1
1
3 0 0 2
1
0 0 3 2
1
4 2 0 0
1

Pokud by cenové ohodnoceni v ptirazovaci tloze vyjadiovalo zisk nebo obrat a nasim tikolem
by bylo najit maximum pfifazeni, odec¢tenim vsech cen od maximalni ceny v tabulce bychom
ziskali jakési ohodnoceni popsané cenovymi zbytky (rozdily) n;;, na které pak uz lze nasadit
pravé popsany algoritmus minimalizace. Pfevod piivodnich cen na cenové zbytky:

ng = max {c;;} — ¢

)
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9.3 Problém prekladu materialu

Jedna se o modifikaci dopravni tlohy, kdy se nékterym vyrobkim v modelu povoluje prochézet
jiné zdroje a spottebitele, nez dorazi k tomu svému — kazdy uzel sité mize byt soucasné

zdrojem i spotiebitelem.

Ad Priklad 9.1.a) Uvazujme zadani z piikladu 9.1.a); doplime jesté pozadavek, Ze
kazdy zdroj i spotfebitel miize byt navic jesté dopravnim uzlem, tj. dostavame prekladovy

m
model pro 5 zdroji a 5 spottebitelt. Pfislusnd sifova formulace, kde B = > a; =
i=1

oznacuje povolené mnozstvi prekladaného materialu, je tvaru:

L.A. B+1000 —
Detroit ... B+1500 —
N.O. ...B+1200 —(3)
Denver ... B —
Miami ... B —

Nékteré jednotkové ceny jsou stejné jako v ptivodni tloze; jednotkova cena dopravy z mista do
sebe sama je rovna nule. Cena z X do Y mtiZe byt jind nez cena dopravy z Y do X (v opacném

sméru je pouzit jiny druh dopravy).
Pro B = 3700 je optimalni feSeni tlohy v tabulce:

L.A.

Detroit

N.O.

Denver

Miami

L.A. Detroit N.O. Denver Miami
0 130 90 80 215
3700 — — 1000 —
135 0 101 100 108
- 3700 200 1300 —
95 105 0 102 68
- — 3500 1400
79 99 110 0 205
— - - 3700
200 107 72 205 0
- — - — 3700
3700 3700 3700 6 000 5100

4700

5200

4900

3700

3700

S b, = 3700
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Toto FeSeni lze mimo hodnoty na hlavni diagonale znazornit i sitoveé:

Los Angeles 1000 — @

@ — 2300 Denver
1300
Detroit 1500 —

200. . . prekladova operace @ . 1400 Miami
New Orleans 1200 — 1400

Rozsifme nyni piiklad 9.1.a) o fakt, Zze spotiebitelé @ , @ jesté zbozi rozvazi péti dealertim,
tj. uzly @ a jsou jediné prekladové uzly:

zavody distribuc¢ni stiediska dealefti

(6)— 800
4 +(7) = 500
(8)— 750
5 »(9) = 1000
(10) — 650

©

Neni dovolena doprava ze zavodu primo k dealerim — vSe se musi prepravit pfes uzly @ a
@ (B = 3700 je pfidédno pouze zdrojim a spotiebitelim @ a @ ).
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Tabulkova reprezentace dané tlohy:

4 5 6 7 8 9 10

M M M M M

1 1000
M M M M M

2 1500
M M M M M

3 1200

4 3700

5 3700

3700 3700 800 500 750 1000 650

Dostatecné velka konstanta M v prislusné tabulkové reprezentaci sitové tlohy zarucuje, ze dana
soufadnice nebude vybrana pro optimalni rozdéleni dopravy. Ponévadz je povolen pieklad pouze
v uzlech @ a @ , cesty zpét z uzli @ ,@ do @ ,@ ,@ v tabulce neuvazujeme. Pokud
bychom povolili preklad v bodech az @ , prislusna tabulkova reprezentace uz tyto cesty
zpét musi zapracovat:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 4700
M| M| M M| M

2 5200
M| M| M M| M

3 4900

4 3700

9 3700

3700 3700 3700 3700 3700 800 500 750 1000 650

9.4 Shrnuti

Uvodem kapitoly jsme formulovali zadéni dopravni tlohy: rozhodnéte o zptisobu rozvozu jed-
noho typu vyrobku (nebo suroviny) z m zavodi do n spotfebitelskych skladi tak, aby se
minimalizovala celkova cena dopravy, je-li dano
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cij ... jednotkova cena dopravy ze zdroje ¢ na misto urceni j,
a; ... mnozstvi zasob se zdroji i, i =1,2,...,m,
b; ... pozadavek spotiebitele j, j =1,2,...,n.

Vystupem tlohy jsou optimalni hodnoty proménnych x;; (= mnozstvi jednotek dopravovanych

m n
ze zdroje 1 ke spotfebiteli j) a celkova cena dopravy > > ¢z
i=1j=1

m
Model dopravni tlohy lze Fesit az po eventudlnim pfevedeni na tzv. vyvdZeny tvar, kdy > a; =
i=1

> b, tj. nabidka = poptavka. Tohoto tvaru lze dosdhnout zavedenim fiktivniho vyrobce nebo
j=1

fiktivniho spotiebitele. Cenu dopravy u fiktivnich ¢lentt naseho systému polozime rovnu nule,
pripadné volime dostatecné velké kladné ¢islo (zélezi na pozadavcich tlohy).

Déle jsme se zabyvali jiz samotnym fesenim dopravniho problému, které lze rozdélit do néasle-
dujicich fazi:

A. Pocateéni krok: V pocateénim kroku nalezneme néjaké pripustné rozdéleni dopravy, které
nemusi byt nutné optiméalnim. Ukazali jsme si 3 metody pro nalezeni poc¢atec¢niho rozdéleni

a) Metoda severozapadniho rohu (SZR)
Metoda pfidéluje maximalni moznou hodnotu dopravovanych jednotek do jednot-
livych poli tak, Ze za¢ne na pozici (1,1) (severozapadni roh tabulky) a pokracuje
jihovychodnim smérem. Do ostatnich poli, kde je jiz hodnota prepravovanych jedno-
tek vycerpana, pritadime pomlcku.

b) Indexova metoda (IM)
Tato metoda zacina prifazenim maximalni mozné hodnoty proménné s ohledem na
kapacity v poli s minimalni cenou ¢;; jednotkové dopravy (¢isla v polich vpravo
nahofe). Pak umistime pomlcéky v polich vyéerpaného fadku (nebo sloupce) a po-
kracujeme s pritazovanim v poli s cenou minimalni ze vSech poli zbyvajicich.

c) Vogelova aproximaéni metoda (VAM)
Tato metoda nejenze zacina vypliovat pole s miniméalni cenou, ale navic pridava
kritérium, ze ze vSech poli s malymi cenami zacne tim polem, které splinuje navic
tzv. penaliza¢ni podminku.

B. Optimaliza¢ni krok Protoze se jedna o ulohu linearniho programovani, optimalizacni
krok sestava ze tii ¢asti:
a) uréeni vstupni proménné (= vstupniho pole) ze vSech nebézickych (= pomlckovych
poli)
b) urceni vystupni proménné (= vystupniho pole, které se stane v dal§im optimalizac-
nim kroku pomlc¢kovym)

c¢) provedeni optimaliza¢niho kroku (= pfepocitani nového béazického feseni)
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Modifikaci dopravniho problému je tzv. prirtazovaci uloha, jejiz formulace zni:

Jak prifadit m tkolt (délniki, pracovniki) k n strojum, aby celkova cena nakladt byla mini-
malni (resp. celkovy uzitek byl maximélni)?

Tato tuloha je tlohou LP, protoze ji 1ze formulovat nasledovné:

n n
Naleznéte minimum funkce z = > " ¢;;x;5, kde ¢;; je cena prifazeni tlohy i ke stroji j za
i=1j=1

Zl’ij =1

zl:x--—l proi,j=1,2,... n,
) T
J

omezeni

pfi¢emz z;; mize nabyvat hodnoty 0 (i-ty kol neni pfifazen j-tému stroji) nebo 1 (i-ty tikol
je pfifazen j-tému stroji).

Reseni tohoto problému je velmi podobné feseni dopravni tlohy a je demonstrovano
na piikladé. Vyuziva se zde toho, Ze proménna x;; je bindrni.

Dalsi modifikaci dopravni dlohy je tzv. problém prekladu materidlu, kdy se nékterym vyrobkim
v modelu povoluje prochazet jiné zdroje a spotiebitele, nez dorazi k tomu svému — kazdy uzel
sité mize byt soucCasné zdrojem i spotiebitelem. Pfi feSeni je tieba uvédomit si spravnou
tabulkovou reprezentaci zadané tlohy. Algoritmus je pak stejny jako u dopravniho problému.

9.5 Otazky k opakovani

U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 9.1 Pri reSeni dopravniho problému musime ulohu upravit tak, aby byl stejny pocet
Lzdroju® 1 ,spotrebitelu”, tj. m = n.

Otazka 9.2 Pri reseni dopravniho problému miZeme pridavat fiktivni ,zdroje“ nebo fiktivni
Sspotrebitele”.

Otazka 9.3 Pri pouZiti nékteré z metod SZR, IM nebo VAM nalezneme vZdy pripustné reseni.
Otazka 9.4 Metoda SZR muZe skoncit v jakémkoliv rohu dopravni tabulky.

Otazka 9.5 Metoda IM je zpravidla lepsi nez SZR, protoZe bere také ohled na ceny c;j.
Otazka 9.6 Pri pouziti metody VAM nemiiZe nastat problém degenerovaného resent.

Otazka 9.7 Pri pouZiti metody SZR miZe vzniknout reseni, které obsahuje uzavieny okruh
pomoci nepomlickoviych poli.

Otazka 9.8 Bazickd pole mohou tvorit uzavieny okruh.
Otazka 9.9 Badzickych poli musi byt vidy m + n.

Otazka 9.10 Pri reseni pritazovaciho problému musime tlohu upravit tak, aby byl stejny pocet
Lyukolu“ 1 ,stroju”, tj. m =n.

Otazka 9.11 Dopravnim algoritmem lze Tesit pouze ulohy, které primo souvisi s dopravni te-
matikou.

Odpovédi na otazky viz 13.9.
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9.6 Priklady ke cviceni
Priklad 9.1 Najdéte pocatecni veseni v nasledujici dopravni iloze
a) metodou SZR
b) indexovou metodou
c) metodou VAM.
UZitim nejlepstho pocatecniho resent vypoctéte optimalni resent.
Sh S S 5,
10 20 ) 7

Vi 10
13 9 12 8

Vs 20
4 15 7 9

Vs 30
14 7 1 0

Vi 40
3 12 5 19

Vs 50

60 60 20 10
Priklad 9.2 Najdéte pocatecni veseni v nasledujici dopravni iloze
a) metodou SZR
b) indexovou metodou
c) metodou VAM.
UZitim nejlepstho pocatecniho resent vypoctéte optimalni resent.
Sp S Ss Sy

23 27 16 18
Vi 30

12 17 20 51
Vs 40

22 28 12 32
Vi 53

22 35 25 41
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Priklad 9.3 Uvazujme dopravni ulohu pro pripad tri vyrobet a t7i spotrebiteli:

S1 |92 | 53
Vil1]0]2
Vall 315 6
Vsl 112|310
315 |12

Cisla v 5.7ddku jsou kapacity spotrvebiteli, ¢isla v 5.sloupci tabulky kapacity vijrobcti, jinak jsou
v tabulce uvedeny ceny dopravy.

a) Metodou severozdpadniho rohu urcete pripustnou vstupni verzi.

b) Najdéte optimalni rozdéleni dopravy dostatecnym opakovdnim optimalizacniho kroku.

Priklad 9.4 Vyreste ndsledujici prirazovaci ulohu, kde se maji optimalné priradit 4 operatori
ke 4 strojum. Pritom se poZaduje, aby 1.operdtor nebyl pridélen ke 3.stroji a 3.operdtor nebyl
pridélen ke 4.stroji. Tabulka udava ceny jednotlivych prirazeni, chceme minimalizovat celkovou
cent.

Stroj 1| Stroj 2| Stroj 3 | Stroj 4
Operdtor 1 5 5 — 2
Operdator 2 7 4 2 3
Operdtor 3 9 3 ) —
Operdtor 4 7 2 6 7

Vysledky prikladi viz 13.9.
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10 Dynamické programovani

Hlavni myslenka dynamického programovani: Pii hledéani optimalni moznosti je nékdy nej-
rychlejsi rozdélit dany problém na nékolik podproblémii (fazi) a najit optimum v dané fazi se
zietelem na kombinace moznosti z predchozi faze — algoritmus je tedy rekurzivni. Podrobnéji
jej vysvétlime na nasledujicim prikladu.

Priklad 10.1 Spolecnost chce investovat 5 milioni dolari do rozvoje svyjch tii zavodi. Kazdy
ze zdvodu predlozil nekolik navrhi, jak by penize mohl vyuzit a s jakym vynosem. Jak rozdélit
penize, aby byl celkovy viynos mazximalni?

zavod 1 zavod 2 zavod 3

navrh | ¢ R; ¢ R c3 Rs
1 0 O 0 O 0 O
2 1 5 2 8 1 3

3 2 6 3 9 =
4 - - 4 12 - -

Jednotkou je jeden milion dolari; nulovy ndvrh uw kaZdého ze zavodiu mnaznacuje, Ze be-
reme v uvahu i moznost, Ze urcita cast investic nemusi byt vycerpdna.

Reseni. Nejprve musime definovat — a) faze j

b) stavy z; ve fazi j

c) ptipustné alternativy k; ve fazi j.
Existuji dva mozné typy algoritmu: primy postup a zpétny postup.
1) Pfimy postup:

ad a) faze = zavod

ad b) 21 ... mnozstvi investic pfidélené zavodu 1
Zy ... mnozstvi investic pridélené zavodim 1 a 2
x3 ... mnozstvi investic pfridélené zavodim 1, 2 a 3

ad c¢) oznacme

k; ... ne konstanta, ale proménna podle poc¢tu pripustnych alternativ
ve fazi j

k3 ... optimélni hodnota alternativy ve fazi j

R;(k;) ... vynos alternativy k; ve fazi j

fi(z;) ... optimélni vynos fazi 1,2,..., 7 za daného stavu proménné x;

¢j(kj) ... cena alternativy k; ve fazi j
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Za daného oznaceni nyni hleddme f3(x3 = 5); klicem je sestaveni rekurzivnich rovnic

fi(r1) = max (Ri(k1))

c1(k1)<zy
Tj-1
———
fi(zi) = Cgl?)lfz_(Rj(kj) + fi1(m5 — (k) )

maximalni vynos
celkem za faze
1,2,...,5—1

Nyni uz pristoupime k pfimému prichodu jednotlivych fazi:

faze 1:
fl(xl) = Inax (R1<k’1)) pro ]Cl = ]., 2,3

c1(k1)<zy

(v zédvodu 1 existuji tii alternativy)

Ry (ky) optim. feSeni faze 1
x| ki=1 ki =2k =3]| fi(x1) k;
ol [o] | - - 0 1
1| o - 5 2
2 | 0 5 6] 6 3
3] 0 5 6] | © 3
41 0 5 6] 6 3
51 0 5 6] 6 3

Sloupec k; = 1 odpovida té varianté (¢.1), Ze zavod 1 nedostane penize;

sloupec ki1 = 2 odpovida varianté, ze zavod 1 dostane penize na navrh 2,

sloupec k; = 3 odpovidéa varianté, ze zavod 1 dostane penize na névrh 3 (Zadny
ze zavodl nemiize ziskat penize na vice navrhd soucasné, tj. vice variant ve fazi 1
neexistuje); tyto sloupce udéavaji vynosy jednotlivych variant pro mozné hodnoty
proménné x.
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faze 2:

fo(w2) = max (Rao(k2) + fi(z2 — ca(k)))

ca(k2)<z2

Tabulka ma néasledujici tvar (k3 je ¢islo optimélniho ndvrhu v fadku faze 2, ovsem
uz v zévislosti na fazi 1):

Ro(k2) + fi(z2 — ca(ka))
To| ke=1 ko =2 ko =3 ko =4 fo(za) | K3
0o+0=0] - - - 0 1
0+5=5] -
0+6=6|8+08]| - - 8 2
0+6=06|8+5=13|| 9+0=9 - 13 | 2
0+6=06|8+6=14]| 9+5=14/[12+0=12| 14 |2Vv3
0+6=6|8+6=14|9+6=15 12+5=17|| 17

T = W NN = O

faze 3:
fs(ws) = max  (Rs(ks) + fars — cs(ks)))
c3(k3) < x3
ks =1,2

V posledni fazi potiebujeme uz jen jeden fadek: x3 =5 (i kdyz i napf. fadek x5 =4
by byl zajimavy tim, ze by ukazoval optimum pro 4 miliény celkovych investic
apod., ¢ili jednalo by se o jistou citlivostni analyzu — tento pojem viz kapitola 7).

Rs(k3) + fao(xs — c3(ks))
T3 kg =1 k3 =2 fg(l'g) k.;:
5 10+17=17] 3+1417] 17 |1v2
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vysledek: Zpétné projdeme £}, abychom vidéli mozné kombinace fesent:

vy | K 2 k3 1 ki | (K7, k3, k3)
D [B-0=5)D|6G-4=1) 2| (2,4,1)
5 @ [(4-2=2)3)]| 3,22
@ (5—1=4)“/@ 4-3=1)|®@| (232

Z posledniho sloupce je vidét, ze existuji t¥i optimalni rozdéleni investic pro jednot-
livé navrhy.

2) Zpétny postup: Je to druhd moznost feseni; ovSem kromé opacného postupu od zavodu
3 k zédvodu 1 (jiné rekurentni rovnice) budou jinak definovény stavy:

ad a) faze jsou stejné

ad b) y; ... mnozstvi investic pfidélené zévodim 1, 2 a 3
Yo ... mnozstvi investic pridélené zavodim 2 a 3
y3 ... mnozstvi investic pridélené zavodu 3
ad ¢) f;(y;) ... optimalni vynos fazi j,j +1,...,n za daného stavu proménné y;.

Pro toto oznaceni miizeme psat rekurzivni rovnice:

f3(ys) = max (R3(k3))
c3(ks) < x3

fily;) = max (Rj(kj) + fisa(y; — ci(k)))

cj(kj) <z
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faze 3:
Rs(k3) optiméalni FeSeni
ys | ks =1| ks =2 fs(ys) k3
ol [o] | — 0 1
1| o 3 2
2 | 0 3 2
31 0 3 2
41 0 3 2
5] 0 3 2
faze 2:
Ra(k2) + f3(y2 — c2(k2))
Yo | ko= ko =2 ko =3 ko=4 | falya) | K3
0o+0=0] - - - 0 1
1]0+343] - - - 3 1
2 104+3=3|8+0=8] - - 8 2
3(0+3=3|8+3=11]| 9+0=09 - 11| 2
410+43=3[8+3=11|9+3=12]|12+0=12] 12 |3V
51043=3|8+3=11|9+3=1212+3=15] 15 | 4
faze 1: Staci jen radek: y; = 5.
Ri(k1) + f2(y1 — c1(kr))
Y1 k=1 ki =2 ki=3 | fily) | K
5 10+15=15|5+12=17] 6 +11=[17] 17 |2v3

,Rozpletenim® v pfimém sméru dostaneme stejna 3 feseni.

Pouziti ptimého nebo zpétného postupu algoritmu v praxi zavisi na tom, ktery typ rekurentnich

rovnic je jednodussi.
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Vv

vyjadieni zavislosti faze na predchozich fazich v rekurentni rovnici).

Procviéme na nékolika prikladech:

Priklad 10.2 Na konci kazZdého roku se rozhoduje, zda urcity stroj nechame v provozu, nebo
jej vymeénime za novy; pokud zistane v provozu, klesne zisk (diky vétsi poruchovosti), pokud
koupime novy, bude to néco stat. Urcete faze, alternativy v kaZdé fdazi a stavy.

alternativy ..... a) nechat dany stroj
b) koupit novy stroj

stav g ......... stari stroje na pocatku roku j

Priklad 10.3 Vedouci chce zjistit pocet délniki potrebnych na nejblizsich 5 tydni, kdyz znd
pocty potrebné pro kazZdy tyden.
Jsou zndmy take ceny, ktere zaplati za — prijeti
— propusténi
— nevyuZity cas prace délnika
(na str.240 je priklad uveden pro konkrétni hodnoty).

Kolik deélniku kaZdy tyden prigmout a propustit, aby se minimalizovala celkovd cena s tim
spojena? Urcete faze, alternativy v kazdé fdzi a stavy.

ReSeni. fazej .......... tyden j
alternativy .... pocet délnikii — prijatych
— propusténych v tydnu j

stav tydne j ... pocet délnikd pfipravenych k praci na pocatku tydne j
(= na konci tydne (j —1)). Po¢ty délniki pfijatych nebo
propusténych v predchozich fazich zde nehraje roli.

Piiklad 10.4 Problém ndkladu (problém plnéni batohu). Na ¢lun chceme naloZit nékteré z po-
lozek 1,2, ..., N tak, aby naklad neprekrocil urcitou hmotnost a mel pritom mazimdlni hodnotu.
Oznaceni:

w; ... hmotnost polozky 1

v; ... hodnota poloZky 1

k; ... pocet poloZek i

w ... mazimdlni hmotnost celého ndkladu
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UvazZugme nasledujici zaddni

) w; V;

1 2 65
w=2>

2 3 80

3 1 30

Reseni. Jedn4 se vlastné o tilohu celoéiselného linedrniho programovéni:

maximalizujte funkci z = v1k; + - - - + vykn za podminky
wiky + - - +wyky < w, k; jsou nezaporna cela cisla.

Ale vyfesme tuto tlohu pomoci algoritmu dynamického programovani:

faze j.......... L. polozka j
stav y; vefazi j.......... celkova hmotnost pfifazena fazim 5,5+ 1,... N
(1 =w,y; =0,1,...,wproi > 1)
alternativa k; ve fazi j... pocet jednotek j-té polozky, kterou bereme s sebou.

Tato tloha je podobné pfikladu 10.1 — jedna se opét v jistém smyslu o prid€leni zdroji. Zpétné
rekurentni rovnice jsou tvaru:

fn(yn) = max (un kn)

YN

filys) = max (v; kj + fi1(y; —wjky)) proj=1,2,....N—1

Yj

Zpétnym postupem (faze 3, faze 2, faze 1) si bystry ctenaf ovéi, ze (2,0,1) je opti-
malni rozdéleni polozek.

Priklad 10.5 Problém spolehlivosti. Elektronické zarizeni se skladd ze t7i hlavnich komponent
zapojenych sériove, tj. selhani komponenty vede k selhdni celého zarizeni. Paralelnim pridanim
rezervnich komponent lze zvysit spolehlivost zarizeni. KaZda komponenta mize byt aZ dvakrdt
zalohovand (tj. mazimdlné lze paralelné zapojit 8 kusy komponenty téhoZ typu). Celkovd cena
zarizens md byt mazimdlné 10000 dolaru. Tabulka uddvd, jak roste spolehlivost R;(k;) a cena
¢;(kj) pro rizny pocet komponent téhoz typu:
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j=1 j=2 j=3
ki | Ri Ry ¢ Rs ¢35
10,6 1 0,7 3 0,5 2
20,8 2 0,8 5 0,7 4
310,9 3 0,9 6 0,9 5

(ceny jsou v tisicich dolard). Jak zapojit ndhradni komponenty, aby spolehlivost pri

dané cené byla mazximdlni?
Reseni. celkova spolehlivost = souéin jednotlivich spolehlivosti
N

tkol: naleznéte maximum funkce R = [[ R;(k;) za podminky
j=1

N
> ¢i(k;) <10 (tisic dolar).
j=1

Pouzijeme zpétny postup dynamického programovani:
faze j....... L. typ komponenty j
stav y; ve fazi j.......... celkova cena pfitazena typum 7,7 +1,... N
alternativy k; ve fazi j... pocet paralelné zapojenych jednotek typu j
(k; € {1.2,3))
Filyi) oo celkové optimélni spolehlivost typi j,7 + 1,... N
pro dany kapital y;

Rekurentni rovnice:

fn(yn) = max  (Ry(kn))

kn
en(kn) <yn

fily;) = max (Rj(k;) fiz1(y; —cj(k;))) proj=1,2,...,N —1
cj(kj) <yj

y; € {0,1,2,...,10}; ovSem pocet fadkl v jednotlivych fazich mizeme snizit nasledujici

avahou:
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faze 3..... ys > 2 a y3 < 10 — (cena 1 komponenty typu 1 + cena 1 komponenty typu 2),
6.2 <y3 <6
faze 2..... Y2 > cena 1 komponenty typu 2 + cena 1 komponenty typu 3

< 10 — cena 1 komponenty typu 1
celkem 5 <y <9
faze 1..... y1 > cena komponenta 1 + komponenta 2 + komponenta 3
<10
celkem 6 < y; < 10

Mizeme se tedy pustit do rekurentniho algoritmu (zpétny postup):

faze 3:
R3(ks3) optimalni feSeni
ys | ks =1 ks =2 | ks =3 fa(ys) | ki
2 1 10,5 — - 0,5 1
31 10,5 — — 0,5 1
41 05 | (0,7 — 0,7 2
51 05 | 0,7 | 10,9 | 0,9 3
6| 05 | 0,7 | 10,9 | 0,9 3
faze 2:
Ry(k2) - f3(y2 — ca(k2))
Y2 ko =1 ko =2 ky =3 fa(v2) | K5
510,7-0,5=0,35] —~ —~ 0,35 | 1
6 |0,7-0,5=0,35] —~ —~ 0,35 | 1
7 10,7-0,7=10,49]| 0,8-0,5=0,4 — 0,49 | 1
8 10,7-0,9=[0,63]| 0,8-0,5=0,4 |0,9-0,5=0,45| 0,63 | 1
9 10,7-0,9=[0,63]|0,8-0,7=0,56|0,9-0,5=0,45| 0,63 | 1
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faze 1:

Ry(k1) - fo(yr — e1(kr))
n k=1 ki =2 ki =3 Silyn) | K
10 | 0,6-0,63 = 0,378 | 0,8-0,63 =[0,504] | 0,9-0,49 — 0,441 | 0,504 | 2

Optimalni varianta je tedy (k7, k3, k5) = (2,1, 3).

Ad Piiklad 10.3 (pro konkrétni hodnoty)

tyden 1 2 8 4 5
potrebny pocet delniki b; | 6 7 8 4 6

Pokud pocet délniki aktudlniho tydne presdhne pocet délniki minulého tydne, musime
zapocitat cenu spojenou se ziskdnim movych pracovnich sil. Na druhé strané, pokud je dany
tyden vice delniki neZ potrebujeme, stoji to urcitou prebytkovou cenu.

Yjoroooeaeanns pocet délniki na pocdatku tydne j
caly; —b)...... prebytkovd cena, kdyZ y; prevysi b;

c2(y; — yj—1) - .. cena ziskdni novych pracovnich sil

Data vedouciho ukazuji, Ze

a(y; —b;) =3(y; — b)), j=1,2,...,5

4+2(y; —yj-1) - Y5 > yj

e (yj — yj-1) =
0 oy Sy
(propousténi nic nestoji)

Yo =9, y5 = 6.
Jaké jsou optimdlni hodnoty y1, Yo, Y3, ya ?

ReSeni. faze j................. j-ty tyden
stav ve fazi j.......... yj—1 (= pocet délnikt na konci faze j — 1)
alternativy ve fazi j...y; (= pocet délnikd v tydnu j)
Fityj—) oot optimalni cena Fizeni pracovnich sil

za tydny j,7 4+ 1,...,5 pro dané y;_4



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum

241

Rekurentni rovnice zpétného postupu:

Yj=0j

f5(ya) = min (c1(ys — bs) + c2(ys — ya))

y5=bs

fi(yj—1) = min (e1(y; — bj) + c2(ys — yj-1) + fira(5))

proj=1,2,3,4

pocet Ffadkt v jednotlivych fazich mizZeme snizit touto tivahou:

4:b4<b5:6=>y4€{4,5,6}.

Déle y3 = 8 (protoze propousténi nic nestoji).

Déle yo € {7,8}.

Déle y; € {5,6,7,8} (musime uvazovat i y; = 6, 7,8, protoze nevime, zda neni levnéjsi
nabrat v 1.tydnu 8 lidi a nechat si je az do 3.tydne).

A nyni uz se muzeme pustit do zpétného postupu:

faze 5: b5 =6
c1(ys — 6) + ca(ys — y4) | optimélni FeSeni
Ya ys = 6 f5(ya) Y5
4] 3.0+442-2=[8]| 8 6
5| 3.0+4+2-1=[6]| 6 6
6 3-0+0=[0] 0 6
faze 4: by =4
c1(ya —4) + c2(ys — y3) + f5(ya)
Y3 ys =4 Yas =9 Yy =6 Ja(ys) | vi
8 10+0+8=8|3-1+0+6=9 3~2+0+0:@ 6 6
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faze 3: b3 =8
c1(ys — 8) + ca(ys — y2) + fa(ys)
Y2 ys =8 fs(y2) | y3
7 0+4+2-146=12] 12 |8
8 0+0+6=]6] 6 |8
faze 2: by, =7
ci(y2 = 7) + c2(y2 — y1) + f3(y2)
Y1 Yo =17 Y2 =38 f2(y1) | w5
5 [04442-2412=20(3-1+4+2-3+6=[19] 19 |8
6 |0+4+2-1+12=183-1+4+2-246=17] 17 |8
7 0+0+12=[12] [3-144+2-146=15| 12 |7
8 0+0+412 =12 3-1+0+6=[9] 9 |8
faze 1: b; =5
c1(y1 —5) + c2(y1 — o) + fo(yr)
Yo Y1 =29 y1="=06 p="71 y1=38 filyo) | 3
3-1+ 4+ |3-2+4+ |3-3+4+
51040419 =19 19 |5
* 2-1+17:26 2.2+12=26| 2-3+9=28

optimum: yo=5= y; =5

Y2 =8
ys =8
Ys =06
ys =6

Tedy idedlni strategii je 1.tyden ... 0 (mame 5 délnikii z minulého tydne)
2.tyden ... 3 najmeme
3.tyden ... 0
4.tyden ... 2 propustime
5.tyden ... 0.
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Posledni tuloha se lisila od téch predchozich v tom, ze v kazdém ftadku tabulky jsme
hledali minimélni hodnotu (jednalo se o minimaliza¢ni Glohu).

VsSechny probirané tlohy byly jednodimenziondalni; u vétsi dimenze netimérné narista pocet
pripustnych kombinaci proménnych.

Ulohy linearniho programovani lze rovnéz fesit pomoci algoritmu dynamického progra-
movani (viz pf.10.4), ale pofet omezeni uréuje pocet proménnych v tloze, tj. dynamické
programovani se zde nepouziva pro vice nez 1 omezeni (nebo nez 2 v ptipadé dvou proménnych).

10.1 Shrnuti

V této kapitole jsme ukézali dalsi moznost hledani extrému funkce za danych omezeni. Hlavni
myslenka dynamického programovani zni: pfi hledani optimalni moznosti je nékdy nejrychlejsi
rozdélit dany problém na nékolik podproblémi (fazi) a najit optimum v dané fazi se zietelem
na kombinace moznosti z predchozi faze — algoritmus je tedy rekurzivni.

Nejtézsi tkol u tloh dynamického programovani je vhodné formulovat zadany problém. Je

tieba spravné definovat a) faze j
b) stavy xz; ve fazi j
c) pfipustné alternativy k; ve fazi j.

Ptipomenme oznaceni, které se pouziva:

k; ... optimalni hodnota alternativy ve fazi j

R;(k;) ... vynos alternativy k; ve fazi j

fi(z;) ... optimélni vynos fazi 1,2,...,j za daného stavu proménné x;
cj(kj) ... cena alternativy k; ve fazi j

Existuji dva mozné typy algoritmu: primy postup a zpétny postup

1) Piimy postup: vede k sestaveni a FeSeni rekurzivnich rovnic

fi(z1) = max (Ry(k1))

c1(k1)<zy

fi(z;) = max (Rj(k;) + fi-1(z; — ¢;(k)))),

¢j(kj)<z;
jejichz vysledky se v jednotlivych fazich zapisuji do tabulky.

2) Zpétny postup: Je to druhd moZnost feSeni; ovsem kromé opa¢ného postupu (jiné reku-
rentni rovnice) budou jinak definovany stavy a optimalni vynos f;(y;):

o fi(y;) ... optimélni vynos fazi j, j +1,...,n za daného stavu proménné y;.
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Pro toto oznaceni sestavime a fesime rekurzivni rovnice:

f(Yn) = max (R, (kn))

fily;)) = max  (R;(k)) + fi1(y; — (k)

Pouziti ptimého nebo zpétného postupu algoritmu v praxi zavisi na tom, ktery typ rekurentnich
rovnic je jednodussi.

Pri teSeni tuloh dynamického programovani nemusi byt funkce, jejiz optimum hledame,
nutné linedrni (viz pi.10.5), coZz je velmi vyhodné. Naopak, tlohy celo¢iselného linearniho
programovani lze rovnéz fesit pomoci algoritmu dynamického programovani (viz pt.10.4), ale
pocet omezeni urcuje pocet proménnych v tloze, tj. dynamické programovani se zde nepouziva
pro vice nez 1 omezeni.

10.2 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokia rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 10.1 Dynamické programovani pouZivd rekurzivni algoritmus.

Otazka 10.2 Algoritmem dynamického programovani lze 1esit pouze ulohy na hleddni mazima
néjake funkce.

Otazka 10.3 Pri zmenseni pravé strany omezeni musime prepocitat vSechny faze algoritmu
dynamickeho programovdni znovu.

Otazka 10.4 Primy i zpétny postup algoritmu dynamického programovdni vedou vidy ke stej-
nému vysledku.

Otazka 10.5 KazZdou tlohu dynamického programovdni lze prevést ma tulohu linedrniho pro-
gramovant.

Otazka 10.6 KazZdou ulohu linedrniho programovdani lze tesit algoritmem dynamického pro-
gramovant.

Odpovédi na otazky viz 13.10.
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10.3 Priklady ke cviceni

Priklad 10.1 Spolecnost chce investovat 8 milionu dolari do rozvoje svijch tri zdvodi. Kazdy
ze zdvodu predloZil nekolik navrhi, jak by penize mohl vyuzit a s jakym vynosem. Jak rozdélit
penize, aby byl celkovy viynos mazimalni?

zavod 1 zavod 2 zavod 3
navrh | ¢;  R; ¢y Ry cs Rs
1 3 5 3 4 0 O
2 4 6 4 5 2 3
3 = = 5 8 3 5
4 - - - - 6 9

Jednotkou je jeden milion dolari. PouZijte primy postup algoritmu dynamického programovdni
k ziskani optimdlniho Tesent.

Piiklad 10.2 (hledani nejkratsi cesty)

Graf na obrdzku zndzornuje mozné cesty vedouci z meésta A do mésta B prochdzejici mésty
oznacenymi cisly 1 aZ 5. Hodnoty nad Sipkami uddvaji délky jednotlivych cest. Nasim tukolem
je najit nejkratsi cestu z A do B.

/\/\
\/\/

Formulujte tento problém jako ulohu dynamického programovani. Definujte fdze, stavy a pri-
pustné alternativy, pak najdéte optimdlni resent.

Priklad 10.3 Formulujte ndsledujici ulohu celoc¢iselného linedrniho programovani jako ulohu
dynamickéeho programovdni

najdete maximum funkce z = 2x1 4+ 319 + 4x3 za omezent 201+ 2x9+3x3 <4

i €L, x; >0, proi=1,2,3.

Urcete optimdlni reseni primym postupem algoritmu dynamického programovani.
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Priklad 10.4 Studentka si musi vybrat 10 volitelnych predmeéti, které budou predndseny na 4
ruznych katedrdch, pritom na kaZdé katedre musi absolvovat minimdlne 1 predmet. Pri rozho-
dovanz, kolik predméti si na kazdé katedre zvoli, se 7idi poZadavkem, aby mazimalizovala svoje
,pozndni“ ve vsech ctyrech oblastech. Dobre vi, Ze pokud jeji volba pro danou katedru presahne
urcity pocet predmetu, jeji védomosti z daného oboru se jiZ nebudou ddle zvysovat. To proto, Ze
bud bude mnoZstvi probirané ldtky prilis velké pro jeji pochopent, nebo se bude dand tematika
v predmeétech neustale opakovat. Vytvorila si tedy pro kaZdou katedru 100-bodovou stupnici po-
zndni (100 = mazimdlni pozndni) v zdvislosti na poctu studovanych predméti, kterd je zapsdina
v ndsledugici tabulce

pocet predméti
katedra | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I 25 50 60 80 100 100 100 100 100 100
II 20 70 90 100 100 100 100 100 100 100
IIT |40 60 80 100 100 100 100 100 100 100
IV 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Formulujte tento problem jako tulohu dynamického programovdni a urcete optimalni resent.

Vysledky prikladi viz 13.10.
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11 Modely skladovych zasob

V této kapitole se budeme zabyvat matematickym zpracovanim odpovédi na nasledujici otazku
z teorie zasob: Kdy a kolik zbozi je optiméalni objednat?

Ptitom lze uvazovat riizné situace skladového provozu: nékdy se zasoby ve skladu kontroluji
jednou za ¢as (za mésic, za rok ...), u jiného typu zbozi se kontroluji nepfetrzité (a k nové
objednavce dojde, pokud zasoby klesnou na ur¢itou hodnotu).

Rozhodnuti o skladové politice je provadéno s ohledem na celkovou cenu (tuto celkovou cenu
chceme minimalizovat):

celkova cena = cena zbozi + cena objednavky + cena skladovani + cena penalizac¢ni
(dopravy) za Skody vznik-
nuvsi pii nedo-

statku zasob

Podle typu poptavky zbozi rozdélujeme matematické modely na:

a) deterministické — je znadma velikost poptavky zbozi

1. statické ...velikost poptavky je konstantni, neméni se
2. dynamické ... velikost poptavky je v rtiznych obdobich rovna riiznym

konstantam

b) pravdépodobnostni — poptavka presné neni znama, pouze hustota (nebo
pravdépodobnostni funkce), kterd vyjadiuje jistou pravdépodobnou hod-
notu poptavky

1. staciondrni ... hustota (nebo pstni funkce) poptéavky se nemeéni v ¢ase

N[OPOW }SO}ZO[S BIOI}RUDIBUL 9)SOI

2. nestacionarni ... hustota (nebo pstni funkce) s ¢asem méni sviij tvar

11.1 Deterministické modely
11.1.1 Staticky model pro jednu polozku
Ptedpoklady pouziti modelu:

— poptavka je konstantni ... jednotek zbozi za jednotku casu
— zasoby jsou jednorazové dopliovany po urcité ¢asové periode tg

— neni uvazovan nedostatek zasob (zaporné zasoby na skladé znamenaji nevyfizenou objed-
navku zbozi)

— velikost objednavky ...y jednotek zbozi

dodaci lhiita objednavky je znadma konstanta ... L ¢asovych jednotek
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— graf mnozstvi zbozi ve skladu v zavislosti na ¢ase lze znazornit:

~
o
I
@l
~
o
~
o

— cena objednavky (dopravy) ... K finan¢nich jednotek

— h ...cena skladovani jednotky zbozi za jednotku c¢asu

Reseni modelu: jak zvolit optimalni velikost objednavky v, aby celkova cena byla minimalni?
Zavedeme funkci vyjadiujici celkovou cenu za jednotkovy ¢as ... TCU(y)
(omlouvam se, ale ze slabosti vii¢i angli¢tiné jsem ponechal anglické znaceni:
TCU = Total Cost per Unit (time))

K
TCU(y):y/—ﬁJrh-g

/

prumérné mnozstvi zbozi na skladé

....  celkova cena cena objednavky (dopravy) cena skladovani
c¢ili . , = ; Sy . .
za jednotkovy cas za jednotkovy cas za jednotkovy cCas
Nyni feSenim rovnice
0
—(TCU =0
5 TCUW)
najdeme minimum
_ [2Kp
Yo = h

(tzv. Wilsonova ekonomicka velikost objednavky).
Casto existuje ¢asové prodleni L mezi objednanim a dodanim zbozi. Objednavku tedy
musime realizovat vzdy L casovych jednotek pred vycerpanim zasob.

Priklad 11.1 Denni poptdivka zbozi je asi 100 jednotek. Cena objedndavky je vidy 100 K¢ navic
k cené zbozi. Skladovaci cena jednotky zboZi na 1 den je 0,02 K¢. Dodaci lhita je 12 dni.
Urcete ekonomickou velikost objednavky a upresnéte, jak dlouho pred vycerpanim zasob se musi
objedndvka provest.
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Reseni. 1y = 1/2‘1870# = 1000 jednotek, tg = %" = %000 = 10 dni. Kazdych 10 dni je nutno

provést novou objednavku 1000 jednotek, a sice po ustaleni cyklu vzdy 2 dny pred vycerpanim
zasob.

11.1.2 Staticky model pro jednu polozku s diskontnimi cenami

Predpoklady pouziti modelu jsou stejné jako u ptredchoziho modelu az na to, ze do celkové
ceny se navic zapocitava i fakt, ze pfi vétsim objednaném mnozstvi klesa cena jednotky zbozi:

celkovd cena cena zbozi cena objednavky cena skladovani
za jednotkovy ¢as  za jednotkovy Cas za jednotkovy cas za jednotkovy cas
TCU(y) = fi(y) 1 Ky 5 Y Yy (1 > )
foly) = 'C2+Tﬁ+% Yy...y=q
Obé z funkci fi, fo nabyvaji svého minima ve stejném bodé yo = % :

S

cena A

J2

777777 f2(a1) = fi(yo)

II

Body 19, ¢1 rozdéli vodorovnou osu na c¢asti I, I, III. ReSeni modelu zavisi na tom, ve které z
casti I, II, IIT se nachazi kritické mnozstvi ¢, pfi jehoz dosazeni dochazi k diskontnimu snizeni
ceny jednotky zbozi z ¢; na cs.
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a) q € I: (silné je zvyraznén graf funkce TCU)

cena

minimum nastava v bodé

[vo, f2(%0)]

b) ¢ € II:

cena

Q%Agggg
<
o
[~
[
< Y

minimum nastava v bodé

[, f2(q)]

I
I
I
I
I
I
I
I
|

I
I
I
I
|
Yo q q1 Yy



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 251

c) q € IIL:

cena

minimum nastava
v bodé

[vo, f1(%0)]

Postup pfi rozhodovani: uréime yy = W%? pokud yo > ¢, jedné se o pripad a); jinak uréime
¢ tak, aby fa(q1) = fi(y0); pak pro ¢ < g1 nastane pifpad b), jinak c).

Priiklad 11.2 Rozhodnéte o optimalni velikosti objedndvky pri ndsledujicich udajich:
K =10 K¢, h =1 K¢, § =5 jednotek zboZi za den, ¢y = 2 K¢, co =1 K¢, ¢ = 15 jednotek.

Reseni. 3, = 10 jednotek zbozi, yo < ¢ = Tesme rovnici f1(10) = fa(q1):
upravou dostaneme

3,82
¢ —30q+100=0=qy,, = { 9%, 18
Protoze objednavame na vice nez 1 den a § = 5, realné pripada v tvahu jen ¢; = 26, 18;

q < q1 = q € 11, tj. optimalni je objednat 15 jednotek zbozi, celkova cena za jednotkovy cas je
f2(q) = f2(15) = 15,83 K& za 1 den.

11.1.3 Staticky model pro vice druhua zboZi s omezenim skladového prostoru
Ptedpoklady pouziti modelu:

— maximalni plocha skladovani ... A
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— pozadavek skladovaci plochy na jednotku i-tého druhu zbozi ... a;

— velikost objednavky zbozi druhu i ... y;
musi platit

(¥ 3 iy < A
=1

— zbozi kazdého druhu je jednorazové dopliovano s periodou t; = y—:_, kde 3;, K;, h; maji
stejny vyznam jako v modelu 11.1.1, ale pro zbozi druhu ¢ neni uvazovan nedostatek zasob
ani diskontni ceny (tj. model jako 11.1.1, ale ve vyssi dimenzi).

Reseni modelu: Hledame minimum ceny za jednotku ¢asu

iz N Yi

za omezujici podminky

iaiyi < A4; y; > 0.

i=1

Pokud y? = W% spliiuji omezeni (%), mame optimum.
V opacném piipadé postupujeme tzv. Lagrangeovou metodou: hleddme minimum funkce

i=1 Yi i=1
oL 0_ ./ 2KifBi
, dyi 0 v Yir = hi+2Xa;
Systém lze pfevést na | »
0 _
9L _ Yoay, —A=0
X ~

Posledni uvedeny systém lze fesit numericky: zvysSujeme A s urc¢itym krokem tak dlouho,
n

az vyraz y. a;y; — A je zaporny; z poslednich dvou hodnot A pak interpolaci najdeme
i=1
optimalni A, tj. i optimalni y°.

Priklad 11.3 Urcete optimdlni objedndvané mnoZstvi pri ndsledugicich datech (A = 25m?):

druh zhozi i | K, (Ke) B, (, Jednotek ) p(ke) a; m?)

2a jednotku ¢as
1 10 2 0,3 1
5 J 0,1 1
3 10 J 0,2 1
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2 K; B
hi+2Xa;

ni. Vypocteme pro rizné hodnoty A:

A U1 Y2 Y3 Z a;y; — A
i=1

0 |11,5 20,0 24,5 31,0
0,05|10,0 14,1 17,3 16,4
0,1 | 9,0 11,5 14,9 10,4
0,15| 82 10,0 13,4 6,6
0,2 | 7,6 8,9 12,2 3,7
0,25 7,1 8,2 11,3 1,6
0,3 | 6,7 7,6 10,6 —0,1

Optimdlni A je téméf = 0,3, tj. y) =6,7; y3 = 7,6; yy = 10,6

t1=3,35; ty = 1,9; t3 = 2,65 &j.

(Pro A > 56 nastane optimum uz pro A =0 ...uZ je dost prostoru pro hodnoty v 1.fadku.)

11.1.4 Dynamicky model pro jednu polozku a N obdobi

Ptedpoklady pouziti modelu:

poptavka v obdobi i ... D, (D; € R)
mnozstvi zbozi objednavané na zacatku obdobi ¢ ... z;

mnozstvi zbozi, které je na skladé na zacatku obdobi ¢ pfed prijetim objednavaného z;

jednotkova cena skladovani, jestlize zbozi skladované v obdobi ¢ ztstane na skladé€ i na
zaGatku obdobi i +1 ... h;

cena objednavky v obdobi ¢ ... K;
vyrobni cena zbozi pfi objednédvaném mnozstvi z; ... ¢;(2;)

(mize se ménit v riznych obdobich, lze uvazovat i diskontni ceny)

cena nakupu zbozi v obdobi i ...Ci(z;) = ©
K,L+CZ(ZZ)21>0
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Reseni modelu: Ukolem je urcit optimalni z;, pro které je miniméalni soucet
cena nakupu + cena skladovani

celkem za vSechna obdobi 1,2,...  N.

PouZijeme piimy algoritmus dynamického programovani:
ozna¢me f;(z;y1) ... minimélni celkova cena (ndkupu i skladovani)

za obdobi 1,2, ... 4, je-li ddno x; 4,
rekurzivni rovnice:

fi(za) =  min  (Ci(z1) + hy xa)

0<z1<D1+z2

fi(zis1) = min (Ci(zi) + hiwiy1 + fica(x;)) proi=2,...,N

0<z;<D;+xi11

kde h;z;y1 ...cenaskladovani za obdobi i (obecnéji by mohla byt misto konstanty
h; i funkce H;(x;.1) nebo misto x; 41 i t¥eba %(xl + z;11), apod.)

Tiv1 = & + 2 — Dy, tj. fii(ipr + Di — 2).

Déle v jakékoliv fazi musi platit 0 < x;.1 < D;y1 +---+ Dy
(na skladé nemtizeme nechat vic, nez je poptavka za vSechna nasledujici obdobi).

Piiklad 11.4 UvaZujme hospodareni jedné polozky v pribéhu tii obdobi (N = 3):

obdobi i | D; (v jednotkdch) K; (v K¢) h; (v K¢)
1 3 3 1
2 2 7 3
3 4 6 2

Ddle x1 = 1 (na zacdtku proniho obdobi mdme na skladé jednu jednotku zbozi), ndkupni cena
je 10 K¢ za jednotku u prvnich tri jednotek a 20 K¢ za kaZdou dalsi jednotku, tj.

i\%i) =
304+20(z—3) ...z >4

Stanovte optimdlni plan objedndvek.
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Reseni. PouZijeme pravé popsany algoritmus rekurentni rovnice:
faze 1: D, =3
0<2,<Dy+D3=06
2=D1—11<zn1<Di+Dy+Dg—2x1=28

fi(z1)ze) = Ci(21) + hy 22 optimum
z1 =2 3 4 5} 6 7 8
vo | hizs | Ci(z1) =23 | 33| 53| 73| 903|113 | 133 | fu(ws) | 22
0 0 23 - | =] =] =1 = — 23 2
1 1 — 4| - | - | - — — 34 3
2 2 — — |8 | - = | = — 55 4
3 3 — — | =176 - | - — 76 )
4 4 — — | = =197 — — 97 6
5) 5 — - | =] =] = |118] — 118 7
6 6 — - =1 =1 =1 - 1139] 139 8
faze 2: D, =2
0<z3<D3=4
0 <2< Dy+ D3 —x9 < Dy+ D3 =6 (optimalni x5 nezname)
fa(za|z3) = Co(22) + hows + fi(ws + Da — 22) optimum
29 =10 1 2 3 4 5) 6
T3 | hoXs | Co(z2)=0 | 7+10=17 | 7+20=27 | 7430=37 | 7450=57 | 7T+70=77 | 7490=97 | fo(x3) | 25
0 0 040455 | 1740434 | 27+0+23 _ _ _ _ 50 9
=55 =51 =50
1 3 043476 | 17+3+55 | 27+3+34 | 37+3+23 _ _ _ 63 | 3
=79 =75 =64 =63
9 6 046497 | 17T+6+76 | 27+6+55 | 37+6+34 | 57+6+23 _ _ 7 |3
=103 =99 =88 =77 =86
3 Q | OHOHUI8 | 1749497 | 2749476 | 3749455 | 5THO+34 | TT+9+23 _ 100 | 4
=127 =123 =112 =101 =100 =109
4 | 19 | 0H124139 | 174124118 | 27412497 | B7H12476 | 57+12455 | 7712434 | 97+12423 | 193 | 5
=151 =147 =136 =125 =124 =123 =132

faze 3: D3 =4
1’4:0
2 =0,1,2,3,4
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fa(z3|wa) = C3(23) + ha 24 + fo(za + D3 — 23) | optimum
25 =0 1 9 3 4

Ty | hgxy | Ca(z3)=0 | 6+10=16 | 6+20=26 | 6+30=36 | 6+50=56 | f3(x4) | 25

0 0 0+0+123 | 16404100 | 2640477 | 3640463 56+0+50 99 3
=123 =116 =103 =99 =106

Nejnizsi celkovy soucet je 99, tj. 23 =3

Z9 = 3

1 = 2
Poznamka. Zvlastni piipad pro konkévni cenové funkce Cj(z) — tento pfipad vétsi-
nou nastane, protoze napt. ceny u diskontni politiky maji konkavni pribéh:
pro xr; = 0 (pfipad z; > 0 by se prevedl na z; = 0 odeftenim x; od D;) a napf.

N =5, D; = 10,15, 20,50, 70:

1) pocet fadku lze podstatné redukovat; napi. ve 3.fazi lze misto 121 radku
)

Ty = 0
Ty = 0
Ty = 1
uvazovat pouze radky 3: x4 = 50
xq = 504 70.
ry =50+ 70 = 120 )

Neboli — optimum nastane pro néktery z pripadu z; =0
;=D
z; =D+ Dip

2) pocet sloupci tabulky lze podstatné redukovat; napt. ve fazi 3 mizeme misto 141 sloupcii
)

zZ3 = 0 0
23 = 1 =
v 3 = 20
23 =2 uvazovat pouze 4 sloupce:
z3 = 20 4 50
zg = 20 + 50 4 70.
z3 =20+ 50+ 70 = 140

Neboli — optimum nastane pro néktery z pripadi z; =0
z; = D;
2i =D+ Dy
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(v pfipadé z; nemusime dokonce uvazovat ani z; = 0, protoze pfi z; = 0 musi byt z

rovno aspoin hodnoté D;)

Priklad 11.5 Sestavte plan objedndvek pro N =4,

a je-li ddno

Reseni. Odeétenim D; — 21 = 76 — 15 = 61 prevedeme na piipad z; = 0. Vyuzijeme pfedchozi

h; =1 pro vSechna i,

Ci(zi) = 2 z; pro vSechna i,

x1 = 15 jednot

ek

obdobi i | D; (v jednotkdch) K; (v K¢)
1 76 98
2 26 114
3 90 185
4 67 70

poznamky, diky niz se podstatné zredukuje pocet radki i sloupcii:

faze 1: D, =61

Ji(z1]ze) = Ci(21) + hy 2 optimum
z1 = 61 61+26=87 | 61+26-+90=177 | 61+26+90+67=244

T hi Ty | C1=98+2-61=220 | 98+2.87=272 | 98+2.177=452 98+2244=586 | f1(z2) | 2§
0 0 220+0=220 — — — 220 61
26 26 — 272426=298 — — 298 | 87
116 116 — — 452+4116=568 — 568 | 177
183 183 — — — 586+183="769 769 | 244
w0 | 12 | 120 | e

faze 2: Dy, = 26
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fo(z2|w3) = Ca(22) + hoxs + f1(x3 + Dy — 25) optimum
Z9 = 0 26 264+90=116 26+90+67=183
T3 ho 3 C2(22)=0 1144226=166 | 114+2-116=346 | 11442.183=480 | fo(x3) | 25
0 0 040+298=298 | 166-+0-+220=386 — — 298 0
90 90 04-90+568 pripad z2 = 90 3464-90+220 o 656 116
=658 neni optimalni =656
157 157 041574769 ptipad z2 = 131 | pfipad x2 = 41 48041574220 857 183
=926 neni optimalni neni optimalni =857
peobdont s | - 2 2,3 23,4

faze 3: D3 =90

fa(z]za) = Cs(23) + ha wa + fo(wa + D3 — 23) | optimum
23=0 90 90 4+ 67 = 157
Ty hs x4 C3(23)=0 18542-90=365 185-+2-157=499 fs(za) | 2%
0 0 0+04656=656 | 365-+0+298=663 — 656 0
671 67 | PZCTT | senfopimaint | st 864 | 157
it I 3 3,4

faze 4: D, = 67

fa(za|zs) = Cu(2s) + haws + f3(vs + Dy — 24) | optimum
z22=0 z4 = 67
T5 | hyxs Cu(z4) =0 70 +2-67 = 204 fazs) |
0 0 0+ 0+ 864 =864 204 + 0 + 656 = 860 860 |67
objednavame . 4
na obdobi. . .

optimalni plan: z, = 67

23:()
2 = 116
21:61

fa(xs) = 860 ...celkova cena objednavka + skladovani
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11.1.5 Dynamicky model planovani vyroby jedné polozky na N obdobi

Cilem modelu je naplanovat vyrobu tak, aby se minimalizovala jeji celkova cena.
Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

¢; ... vyrobni cena jednotky zbozi v pracovni dobé obdobi ¢

d; ... vyrobni cena jednotky zbozi v pres¢asové dobé obdobi i (¢; < d;)

h; ... skladovaci cena jednotky zbozi, které zistalo na skladu na konci
obdobi 7

p; ... penalizacni cena jednotky zbozi objednaného v obdobi 7, ovSem
vyrobeného v obdobi 7 + 1

ag, ... vyrobni kapacita (v po¢tu jednotek) v obdobi i v pracovni dobé

ar, ... vyrobni kapacita v obdobi ¢ v prescasové dobé

b; ... poptavka (v poctu jednotek) v obdobi i

Graf zavislosti ceny na vyrobenim mnozstvi je konvexni:

cena

1 >

mnozstvi vyroby

rozsah pracovni doby presCasova zoéna

Graf mize mit i vice sklont c¢;,d;,e;, f;, apod. pii zachovani konvexnosti, coz je logicky
pozadavek ristu ceny. Nasledujici algoritmus pak 1ze rozsitit i na tento pripad vétsiho mnozstvi
cenovych skoki.

a) FeSeni modelu pro p; = 0 (neuvazujeme piipad, Ze vyroba v ¢ nepokryje objednavky v 7):
Ulohu Ize formulovat jako dopravni tlohu, kde
— dodavateltim odpovidaji fadné + pfescasové doby v jednotlivych obdobich
— spotiebitelim odpovidaji jednotliva obdobi

— cenam dopravy jednotky zbozi od k-tého dodavatele k [-tému spotiebiteli odpovidaji
soucty ceny vyrobni a skladovaci v daném typu pracovni doby a daném obdobi
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Udaje lze pak sestavit do tabulky dopravni tlohy:

1 2 3 N navic
Rilala+hm|la+hi+hy|...|ct+hi+--+hy_ 0 ap,
Ty |dy|dy+hy|di+hi+hy|...|dy+hi+---+hy| O ar,
R, Co Co + ho ool et ho 4+ hy_ 0 aR,
T, do do + ho oo ldo+hy+---+hyq| O ar,
Ry CcN 0 ARy
Ty dn 0 ary

by by bs bn s

s=Y_ a;— y, b; ... pfipadny pfidany sloupec, ktery vyvazuje kapacitu vyroby
> a; a kapacitu poptavky Y b;; vétsinou je na vyrovnani
kapacit potieba sloupec, protoze vyroba je zpravidla vétsi
nez poptavka.
Diky predpokladu p; = 0 plati

k k
(*) > (ap +ar)>=> b, k=12..N
1

i=1 =
(vyroba v obdobich 1,2, ..., k musi naplnit poptavku v obdobich 1,2,... k),

a proto k optimalnimu rozdéleni vyroby dospé&jeme takto:

— v prvnim sloupci vybereme pole s nejnizsi cenou a vlozime do néj hodnotu co mozna
nejvétsi vzhledem k fadkové i sloupcové kapacité; pak pokracujeme druhou nejnizsi
cenou v prvnim sloupci, atd.

— ve druhém sloupci vybereme pole s nejnizsi cenou a vyplnime maximalné vzhledem
k chybéjicim kapacitam; atd.

— po projiti vSech sloupcii je vysledek uz optimalni plan.
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Priklad 11.6 Je ddno:

kapacity vyroby | poptdivka
obdobi i | apg, ar, b;
1 100 50 120
2 150 80 200
3 100 100 250
4 200 50 200
550 280 770

¢ =2,d; =3,h; =0,1 pro vsechna 1.

Reseni. Kapacita vyroby je o 60 jednotek vétsi nez poptavka, tlohu tedy vyvazime
pridanim sloupce s kapacitou 60 jednotek

1 2 3 4 navic
2 2,1 2,2 2.3 M

R; 100
3 3.1 3,2 3.3 M

T 50
2 2.1 2,2 M

Rs 150
3 3.1 3,2 M

T, R0
2 2.1 M

Rs 100
3 3,1 M

T3 100
2 M

Ry 200
3 M

Ty 50

120 200 250 200 60

V pravém hornim rohu poli jsou vepsany jednotkové ceny vyroby -+ skladovani.
Konstanta M oznacuje dostatecné velké ¢islo (vétsi nez jakakoli jind cena v tabulce).
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Algoritmus vyplnéni tabulky:

1) V prvnim sloupci je minimélni cena 2 v poli (1, 1) — zde vlozime maximalni moznou
hodnotu 100 (tim se vycerpa kapacita v 1.fadku a vSechna ostatni pole v 1. fadku
muzeme proskrtnout pomlckou).

Do pole (2,1) vlozime zbyvajici hodnotu 20, které vycerpa kapacitu 1.sloupce.

2) Ve 2sloupci do pole (3,3) s minimalni cenou 2 vlozime hodnotu 150 omezenou
kapacitou 3.fadku (tim je tato vyCerpana a ostatni pole ve 3.fddku proskrtneme
pomlckou).

Dalsi neproskrtnuté pole s minimalni cenou ve 2.sloupci je (4, 2), kam vlozime zbylou
kapacitu 50 druhého sloupce. Posledni zbylé pole (2,2) proskrtneme pomlckou.

3) Atd., vysledné vyplnéni je dano tabulkou

1 2 3 4 navic

2,1 2,2 2,3 M

Ry 100 — - — - 100
3,1 3,2 3,3 M

T 20 — 20 — 10 50
2 2.1 2,2 M

R, 150 - — - 150
3 3,1 3,2 M

T 50 30 — - R0
2 2,1 M

R 100 — — 100
3 3,1 M

Ty 100 — - 100
2 M

Ry 200 — 200
3 M

T, — 50 50

120 200 250 200 60

b) feSeni modelu pro p; # 0: Uz nemusi byt splnéna (x), tj. po vyplnéni tabulky postupem
z a) musime jesté provést optimalizacni krok, kterym se eventuelné snizi celkovd cena
vyroby + skladovani. Optimalizac¢ni krok dopravni tlohy byl podrobné popsan v kapitole
9, proto ¢tenare odkazuji na prislusny prednaskovy text.
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Priklad 11.7 Optimalizujte plan na ti obdobi:

v| agr, ar,
1115 10
2115 0

3120 15

Poptdavky a jednotkové ceny vyroby jsou uvedeny v tabulce:

Ry

Ry

Rs

13

1 2 3 navic

5 6 7 M

10 11 12 M

7 5 6 M

9 7 5 M

1 2] 10 M
20 35 15 5

15

10

15

20

15

Reseni. Po vyplnéni zptisobem popsanym v a) dospé&jeme k tabulce:

Ry

T

Ry

Rg

1 2 3 navic
5 6 7 M

15 — — —
10 11 12 M

— 5 — 5
7 5 6 M

5 10 — —
9 7 5 M

_ 20 _ _
14 12 10 M

_ _ 15 _

20 35 15 5

15

10

15

20

15

Celkova cena = 15-5+5-11+5-74---+15-10 = 505 f.j. (polozku 5 - M na pozici (2,4)
jsme nebrali v Givahu, protoze se jedna o fiktivni obdobi).
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Toto rozdéleni lze jesté zlepsit optimaliza¢nim krokem (viz kapitola 9), dospé&jeme k tabulce

1 2 3 navic
5 6 7 M
Ry 15 — — — 15
10 11 12 M
T 5 5 — - 10
7 5 6 M
Ry - 15 — — 15
9 7 5 M
Rs — 5 15 — 20
14 12 10 M
T3 — 10 — 5 15
20 35 15 5

s celkovou cenou 485 f.j. (opét jsme nepocitali fiktivni cenu 5+ M v poslednim sloupci).
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11.2 Pravdépodobnostni modely
11.2.1 Model nepretrzité kontroly pro jednu polozku

Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

— zbozi na skladé je neustale kontrolovano a jestlize jeho mnozstvi klesne na jistou hodnotu
R, prikroci se k objednéavce o velikosti y:

| D

Y
R | |
Yy | [
[ [
[ [
[ Yoo
[ [ )
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
cas mezi cas mezi
objednanim objednanim
a dodanim a dodanim
cyklus 1 cyklus 2

— nahodna veli¢ina poptavky mezi objednanim a dodanim ... X

— podminéné hustota poptavky X béhem ¢asu mezi objednénim a dodanim (nenulové pro
z>0)...r(z[t)

— hustota doby ¢ mezi objednanim a dodanim ... s(t)

— hustota poptavky x béhem doby mezi objednanim a dodanim:

[e.e]

f(z) = /T(ZL‘| t) - s(t)dt

0

— velikost objednavky v jednom cyklu ...y

— oCekavana celkova poptavka za jednotku ¢asu (zpravidla 1 rok) ...D
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— jednotkova skladovaci cena za jednotku casu ... A
— jednotkova cena penalizaci pfi nevytizené objednavce za jednotku casu ...p

— cena objednéavky (doprava) ... K

Reseni modelu: Uréime optimalni R a y tak, aby celkové cena skladovani za jednotku ¢asu
byla minimalni

— ocCekavané mnozstvi na skladé na konci cyklu ... E(R—z) =R — Ex

na zacatku cyklu ... y+ R — Fx

wrR-Eo)+(R-Fz) _ v L p_ Fy (v tomto
o 2 2
¢lenu H je zanedbana situace, kdy R— Ex je zaporna; predpoklada se, ze se tim dopustime

malé chyby)

— pramérnd velikost zésob za jeden cyklus ... H =

— mnozstvi zbozi, kterého je v daném cyklu nedostatek (a tudiz prodej nelze vytidit)

S(m):{xo .o <R

—-R...2>R
— priimérnd velikost nevy¥izené poptavky ...S = [ S(z) - f(z)dzx = [(z — R) f(x) dx
0 R

— celkova cena skladovani za jednotku casu =

= pramérnd cena ob- + ocekavana cena + ocekavana penalizace

jednavky za jednotku skladovani v diisledku pozdéji vy-
casu fizenych objednavek
DK DS
TAC(y,R) = —+h<%+R—Em) +p. =2
) )

Zde doslo k dalsimu zjednoduseni, ze totiz penalizac¢ni ¢len uvazujeme nezavisly na dobé
zpozdéni dodavky, i kdyz zavisly je.

Stacionarni body funkce TAC(y, R) najdeme FeSenim systému

OTAC(y,R) _ _DK | h _ pDS _
e B e Bl
oo
OTAC(y,R) __ _ pD —
8raclR) — g h ygf(x)dx 0

Systém lze prepsat ve tvaru

(11.1)
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[ fayar= 10
}[f(x) dx = oD (11.2)

a Fesit numericky itera¢ni metodou (pokud tato konverguje k pfesnému feseni).
Zavadime nasledujici postup:

a) y; ur¢ime ze zjednodusené verze rovnice (11.1):

B 2DK
Y1 = h

b) dosazenim y; do (11.2) uréime R,
c) dosazenim R; do (11.1) uré¢ime yo

d) dosazenim y, do (11.2) uréime R, atd.

Za jistych piedpokladi (pro R = 0 méme § = y/22E2ED 5 oy (11.1)

D
y =5 z rov. (11.2),

pro y > y feSeni existuje)
plati y, — v*, R, — R*.

Priklad 11.8 Urcete teseni pro K = 100 K¢, D = 1000 jednotek zbozi, p = 10 K¢, h =2 K¢ a

rovnomérné rozdéleni poptdvky X na intervalu [0;100].

Reseni. j = =5000 >y = 774,5 = TeSeni existuje.
Nejprve uré¢ime S’ :
o0 100
S i R+ 50
= —R dr = —R) —dr = — —
5= [~ Rf@de= [ B o= g5~ R+
R R

Rovnice (11.1) a (11.2) jsou tvaru:

(11.1) y = \/2-1 000(100+10<m—R+50>>

2

100
(11.2) J 1607 = 151 = B =100 — &
R

Nyni uzitim itera¢niho procesu:

1. iterace: pro S =0 uréime z (11.1): y; = /22K = 316
z (11.2): Ry =100 — 22 = 93,68
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2. iterace: S = % — R; +50=0,19971 = vy, = 319,37 z rovnice (11.1)
Ry = 93,612 7 rovnice (11.2)

3. iterace: y; = 319,43 dosazenim Ry do (11.1)
R3 = 93,612 dosazenim y3 do (11.2)

Hodnoty ys3, R3 se uz moc nelisi od ys, Rs, uzavirame tedy

y* =319,4; R* =93,61.
11.2.2 Model pro jednu poloZku a jedno obdobi s jednorazovou objednavkou na
zacatku obdobi a jednorazovou poptavkou
Predpoklady uziti modelu a oznaceni:
— na zacatku obdobi (pfed provedenim objednavky) mame na skladé = jednotek zbozi
— neuvazujeme cenu objednévky K (objednava se pouze jednou)
(

— po obdrzeni objednavky velikosti (y — x) se od¢erpa poptavka D

0O ...D>
a na skladé zistane H(y) = =Y
y—D ...D <y,
0 ...D<y

jednotek zbozi

Ficem7 se nedostava G(y) =
P v) {D—y...DZy

1 D <y 1 D>y

na skladé po vytizeni poptavky D .
zistane y — D jednotek zbozi nebylo vyfizeno D — y jednotek
zbozi poptavky D

— penalizacni cena (pfi nevyftizeni prodeje zbozi) jednotky zbozi za jednotku Casu ...p
— cena skladovani jednotky zbozi za jednotku ¢asu (= za dané obdobi) ...h

— vyrobni cena jednotky zbozi ...c
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Vzhledem k typu poptavky budeme uvazovat dvé verze modelu:

a) poptavka je spojitid ndhodna veli¢ina s hustotou f(D)

oCekavand celkovd  vyrobni cena oCekavana cena ocekavana cena
cena za obdobi zbozi skladovani penalizace

o0

EC(y) = c(y —z) + h / H(y) f(D)dD +p / G(y) f(D)dD

0
o)

—C(y—x)+h/(y—D)f(D)dD+p/(D—y)f(D)dD-

" . Do . 9EC
Optimalni y* uréime nalezenim stacionarniho bodu, tj. fesenim rovnice a—y(y) =0:

c+h/yf(D)dD—p7f(D)dD:O
0 Yy

y
c+@/ﬂDmD—p Li/ﬂDMD —0
0 0
Odtud y* ziskdme z rovnice

;
_pc
!ﬂDMD_p+h

Model dava rozumny vysledek jen pro p > ¢, coz je pozadovano proto, Ze integral na levé
strané rovnosti je kladny.
Optimalnim rozhodnutim pak tedy je:

y* > x ... objednat y* — x
y* < x ... neobjednavat dalsi zbozi

Priklad 11.9 Urcete eseni pro h = 0,5 K¢, p = 4,5, ¢ = 0,5 a hustotu

B L ... D €{0;10)
f(D>_{ B)...jinak

Reseni. Mame I’:Z =0, 8; tj.

P(D<y) = [ f(D)dD =08
0
;

1

—dD =
/10 0.8
0

y* .
2 —=08=y =8
0= y
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b) poptavka je diskrétni nahodna veli¢ina s pstni funkci f(D;)

EC(y) :C(y_x)+h2(y_Di)f(Di)+p Z (Di —y) f(Dy)

D;=0 Di=y+1

Nutnou podminkou pro minimum je
EC(y* —1) > EC(y") a soucasné EC(y* + 1) > EC(y").

Dosazenim EC mame (po jisté tpravé)

(jak v8ichni vi, F' oznacuje pfislusnou distribuéni funkei).

Priiklad 11.10 Urcete teseni pro h = 1, p = 1, ¢ = 2 a je-li poptdvka zaddna pstni funkci

f(Dy):
D; 0 1 2 3 4 5
f(D;)]0,1]10,2/0,25{0,2(0,15|0,1
Reseni. Sestrojime distribu¢ni funkci F' (jedna se o kumulativni psti ziskané se¢tenim psti, ze
D; <y;):

yi o1 [2]] 3 |4]5

F(y:)0,1/0,3]0,55]0,75/0,9| 1

T

+h*04t3 Y= 2.

p

11.2.3 Model pro jednu poloZku a jedno obdobi se stejnomérnou poptavkou v
prubéhu celého obdobi

Predpoklady uziti modelu a oznaceni:

— na skladé mame x jednotek, jednorézové objedname (y — x), tj. mame k dispozici celkem
y jednotek zbozi

— poptavka za celé obdobi je D

— neuvazujeme cenu K objednavky



271

Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum

— prubéh zasob v zavislosti na case:

D <y D>y
Y D Y
prumeérné je na skladé ... y — % prumeérné je na skladé ... %
prumeérné se nedostava ... 0 primeérné se nedostava . .. (D2_g)2
Pti feseni modelu si vybereme napf. jen tu situaci, ze y je spojita velic¢ina:
) [e e} 0
D 2 D —y)?
EC(y)=c(y—x)+h / y— = f(D)dD+/y—f(D)dD +p/ﬂf(z>)dp
2 2D 2D
0 Y Y
OEC(y) _ .
a_yy — 0

o0

Najdeme stacionarni bod feSenim rovnice
D—

ctn| | fDydD+ [ L f(DyaD
jroa- i

Upravou dostaneme vztah pro optimalni hodnotu y*:

Yy

y* e’}
. [ f(D), p—c
O/f(D)dD+y /TdD_sz

Ad Priiklad 11.9. Uvazujme situaci z prikladu 11.9 jen s tim rozdilem, ze poptavka neni
jednorazova, ale konstantni (rovnomérné rozlozena) v prubéhu celého obdobi. Pak vztah pro

optimalni hodnotu y* Ize psat ve tvaru

y 10
JidD—i-yfﬁdD:O,S
y

10

L(y—ylny+23y)=0,8

10
3,3y —ylny—8=0

Resenim dané nelinearni rovnice najdeme numericky:
Yyt =4,5.



272 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

11.2.4 Model pro jednu polozku a jedno obdobi s jednorazovou poptavkou na za-
c¢atku obdobi, pfiCemz uvazZujeme cenu K objednavky

Predpoklady modelu jsou stejné jako u 11.2.2 s tim rozdilem, Ze uvazujeme cenu K objednavky.

Reseni modelu je analogické feseni modelu 11.1.2 (s diskontni sazbou). Pokud k objednévce
nedojde, je vysledek stejny jako u modelu 11.2.2; jinak musime pfi realizaci objednavky k
celkové cené modelu 11.2.2 pricist konstantu K.

Uvazujme tedy vétve f; = EC(11.2.2)
fo= EC(11.2.2) + K.

Analogicky modelu 11.1.2 (viz obrézek):

fo=FEC(522)+ K

fi=EC(5.2.2)

Oznacme s ... takovy bod, Ze fi(s) = f2(95)

S ... minimum funkci fi, fo
Na rozdil od modelu 11.1.2 je bod s nalevo od bodu S.

S uréime na zékladé 11.2.2: ;
[ o=
0

:p+h

Body s, S rozdéli redlnou osu na tii ¢asti; podle toho, ve které z nich se nachazi hodnota x
poctu jednotek zbozi na skladé pred provedenim objednavky. Mluvime zde o tzv. s — S politice.

a) r <s:
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Protoze z jednotek uz neobjednavame, jejich cena je fi(x) = EC(z,11.2.2); (y — x)
jednotek objednavame s cenou fo(x) = K+ EC(x,11.2.2). Optimum nastane pro S ... tj.
objednat (S — ).
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Minimum ceny je v bodé x, tj. rozhodnuti: neobjednavat vice.

c) S<ua

|

|

| |
| |
| |
| |
| | |
| | |
| | |

s S T

Minimum je v S, opét je nejlepsi neobjednavat nic vic.
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Ad Priklad 11.9. Uvazujme situaci v ptrikladu 11.9 z modelu 11.2.2, navic ovSem cenu objed-
navky K = 25 K¢; x = 0. Protoze y* = 8, mame S = 8. Najdeme s:

10

Yy
1 1
EC(y,11.2.2) :O,5(y—a:)—|—0,5/1—0(y—D)dD+4,5/E(D—y)dD
0 y
D21Y D2 10
:0,5(y—x)+0,5[yD—7} +0,45 [T—yD]
0 Yy
=0,25y2 —4y+22,5—0,5z

=0,25y> —4y+22,5

EC(s) = K + EC(S)
0,255 —45+22,5=25+0,25-64 —4-8+22,5
s2—165—36=0

9
127 18

Volime to s, jez je mensi nez S = 8§, tj. s = —2. To znamena, ze pripad x < s nemuze nastat,
tj. rozhodnuti je v kazdém pripadé neobjednéavat.

11.3 Shrnuti

V této kapitole jsme se zabyvali matematickym zpracovanim odpovédi na nasledujici otazku z
teorie zasob: Kdy a kolik zbozi je optimalni objednat?

Rozhodnuti o skladové politice je provadéno s ohledem na celkovou cenu (tuto celkovou cenu
chceme minimalizovat):

celkova cena = cena zbozi + cena objednavky + cena skladovani + cena penalizac¢ni
(dopravy) za Skody vznik-
nuvsi pii nedo-

statku zasob

Podle typu poptavky zbozi rozdélujeme matematické modely na deterministické (je znama ve-
likost poptavky zbozi) a pravdépodobnostni (poptavka presné neni zndma, pouze jeji pravdépo-
dobna hodnota). Dale mizeme modely délit podle toho, jestli se velikost poptavky s rostoucim
¢asem méni nebo ne, a to na statické a dynamické (v piipadé deterministickych modeli) a na
staciondrni a nestaciondrni (v p¥ipadé pstnich modelt).

A. Deterministické modely

A.1. Staticky model pro jednu polozku
Ptedpoklady pouziti modelu:

— poptéavka je konstantni ... jednotek zbozi za jednotku casu
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— zasoby jsou jednorazové dopliovany po urcité casové periodé tg

— neni uvazovan nedostatek zasob (zaporné zasoby na skladé znamenaji nevyfizenou objed-
navku zbozi)

— velikost objednavky ...y jednotek zbozi

— dodaci lhita objednavky je znaméa konstanta ... L casovych jednotek
— cena objednavky (dopravy) ... K finan¢nich jednotek

— h ...cena skladovani jednotky zbozi za jednotku c¢asu

Reseni modelu: fesenim je optimalni velikost objednévky v, takova, aby celkova cena byla
minimalni
2K 3

Yo = I

Objednavku musime realizovat vzdy L casovych jednotek pied vycerpanim zasob.

A.2. Staticky model pro jednu poloZzku s diskontnimi cenami

Predpoklady pouziti modelu jsou stejné jako u predchoziho modelu az na to, ze do celkové
ceny se navic zapocitava i fakt, ze pokud objednané mnozstvi prekroc¢i néjakou hranici ¢, klesa
cena jednotky zbozi. Tj. celkova cena za jednotku casu je dana vztahem:

- fl(y)zﬁcl+w+%yy<q
TCU(y)_{fz(y)ZﬁQ%—%—i-%yqu (01>C2>

Reseni modelu: uréime y, = M%; pokud yy > ¢, optimalni hodnota objednavky je yo;
jinak ur¢ime ¢; tak, aby fs(q1) = fi1(yo); pak pro ¢ < ¢; objedndme ¢ jednotek zbozi, jinak je
optiméalni hodnota opét .

A.3. Staticky model pro vice druhti zboZi s omezenim skladového pro-
storu
Predpoklady pouziti modelu:

— maximalni plocha skladovani ... A
— pozadavek skladovaci plochy na jednotku i-tého druhu zbozi ... a;

— velikost objednavky zbozi druhu i ... y;
musi platit

8 3 < A
=1

— zbozi kazdého druhu je jednorazové doplinovano s periodou t; = Z—, kde 3;, K;, h; maji
stejny vyznam jako v modelu A.1, ale pro zbozi druhu ¢ neni uvazovan nedostatek zasob
ani diskontni ceny.
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2K B;

-~ spliiuji omezent (%), mame optimum.

0 _ 2K B
yl hi+2Xa;

V opac¢ném pripadé resime systém n 0 numericky: zvysSujeme A\ s urcitym
>y, —A=0
i=1

ResSeni modelu: Pokud y° =

krokem tak dlouho, az vyraz > a;y; — A je zaporny; z poslednich dvou hodnot A pak
=1

(3
interpolaci najdeme optimalni A, tj. i optimalni y.

A.4. Dynamicky model pro jednu polozku a N obdobi
Predpoklady pouziti modelu:

— poptéavka v obdobi i ... D; (D; € R)

— mnozstvi zbozi objednavané na zacatku obdobi i ... z;

— mnozstvi zbozi, které je na skladé na zacatku obdobi ¢ pred pfijetim objednavaného z;

— jednotkova cena skladovani, jestlize zbozi skladované v obdobi ¢ ziistane na skladé i na
zacatku obdobi i +1 ... h;

— cena objednavky v obdobi ¢ ... K;

— vyrobni cena zbozi pfi objednédvaném mnozstvi z; ... c¢; (%)
(miZze se ménit v riznych obdobich, lze uvazovat i diskontni ceny)

— cena ndkupu zbozi v obdobi i ...Cj(z;) = { Kite(m) . z>0

Reseni modelu: Ukolem je urcit optimalni z;. Pouzijeme pifmy algoritmus dynamického pro-
gramovani, rekurzivni rovnice jsou tvaru:

f1 (172) = min (Cl (Zl) + hl l’g)

0<z1<D1+x2

() — ; (s e (s  =2,...,N
fz(szrl) OﬁziénDliI-l‘rIi+1<Cl<Zl) + hz Lit+1 + fz l(xz)) pro ) 9

V jakékoliv fazi musi platit 0 < z;1 < D1 +---+ Dy.

A.5. Dynamicky model planovani vyroby jedné polozky na N obdobi
Cilem modelu je naplanovat vyrobu tak, aby se minimalizovala jeji celkova cena.
Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

— vyrobni cena jednotky zbozi v pracovni dobé obdobi i ... ¢;
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— vyrobni cena jednotky zbozi v pfes¢asové dobé obdobi i (¢; < d;) ...d;
— skladovaci cena jednotky zbozi, které ztstalo na skladu na konci obdobi ¢ ... h;

— penalizacni cena jednotky zbozi objednaného v obdobi i, ovSem vyrobeného v obdobi 7+ 1
- Di

— vyrobni kapacita (v po¢tu jednotek) v obdobi i v pracovni dobé ...ag,
— vyrobni kapacita v obdobi 7 v prescasové dobé ...ar,
— poptavka (v poc¢tu jednotek) v obdobi i ... b;

Reseni modelu

a) p; = 0: Diky tomuto pfedpokladu zde plati

k k

(%) > (ag, +ar) =D b, k=1,2,...,N
j=1

=1

Ulohu lze formulovat jako dopravni tilohu a zapsat do tabulky. Protoze plati (x), staci
projit vsechny sloupce uvedenym algoritmem pouze jednou a jiz mame optiméalni feseni.

b) p; # 0: UZ nemusi byt splnéna (x), tj. po vyplnéni tabulky postupem z a) musime jesté

provést optimalizac¢ni krok, kterym se eventuelné snizi celkova cena vyroby + skladovani.

B. Pravdépodobnostni modely

B.1. Model nepretrzité kontroly pro jednu polozku
Oznaceni a predpoklady pouziti modelu:

— zbozi na skladé je neustale kontrolovano a jestlize jeho mnozstvi klesne na jistou hodnotu
R, prikroci se k objednévce o velikosti y

— nahodné veli¢ina poptavky mezi objednanim a dodanim ... X

— podminéna hustota poptavky X béhem ¢asu mezi objednanim a doddnim (nenulové pro
x>0)...r(x|t)

— hustota doby t mezi objednanim a dodanim ... s(t)

— hustota poptavky x béhem doby mezi objednanim a dodanim:

o0

@)= [ rtalt)- (o) at

0

— velikost objednavky v jednom cyklu ...y
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— olekavand celkova poptavka za jednotku ¢asu (zpravidla 1 rok) ... D

— jednotkova skladovaci cena za jednotku casu ...hA

— jednotkova cena penalizaci pfi nevytizené objednavce za jednotku casu ...p
— cena objednéavky (doprava) ... K

Reseni modelu: Nésledujicim postupem uréime optimélni R a y tak, aby celkova cena skla-
dovani za jednotku ¢asu byla minimalni:

a) Vypocteme y;

. [2DK
Y1 = T
b) dosazenim y; do
i hyn
de = —
[ fayas =22
Ry

uréime Rj;.

c¢) dosazenim R; do

\/ZD(K + pS,)
Ynt1r =\ —

h
kde .
Sy = /(x —R,)f(x)dx
Rn
urcéime ys.

Za jistych predpokladua plati y, — y*, R, — R*, tj. kroky b) a c) opakujeme tak dlouho, az
jsou hodnoty dostatecné presné.

B.2. Model pro jednu polozku a jedno obdobi s jednorazovou objednavkou
na zacatku obdobi a jednorazovou poptavkou
Ptedpoklady uziti modelu a oznaceni:

— na zacatku obdobi (pfed provedenim objednavky) méme na skladé x jednotek zbozi
— neuvazujeme cenu objednévky K (objednava se pouze jednou)

(
— po obdrZeni objednavky velikosti (y — x) se od¢erpéa poptavka D

0O ...D>
a na skladé zistane H(y) = =Y
y—D ...D <y,
0 ...D<y

pficemz se nedostava G(y) = { jednotek zbozi

D—y...D>y
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— penaliza¢ni cena (pfi nevyfizeni prodeje zbozi) jednotky zbozi za jednotku ¢asu ...p
— cena skladovani jednotky zbozi za jednotku ¢asu (= za dané obdobi) ...h
— vyrobni cena jednotky zbozi ... c

Reseni modelu:

a) poptavka je spojitd ndhodna veli¢ina s hustotou f(D)
Optimalni y* ziskdme feSenim rovnice

y* e
O/f(D)dD—

p+h

b) poptavka je diskrétni nahodna veli¢ina s pstni funkci f(D;)
Optimalni y* ziskdme feSenim rovnice

p—c

Fy* —1) <
(y )_+

< F(y")

3
>

Optiméalnim rozhodnutim pak je:
y* > x ... objednat y* —x

y* <z ... neobjednavat dalsi zbozi.

B.3. Model pro jednu polozku a jedno obdobi se stejnomérnou poptavkou v prabéhu
celého obdobi
Predpoklady uziti modelu a oznaceni:

— na skladé mame x jednotek, jednorézové objedname (y — x), tj. mame k dispozici celkem
y jednotek zbozi

— poptéavka za celé obdobi je D
— neuvazujeme cenu K objednavky

ResSeni modelu: Optimélni hodnotu y* (pro spojitou ndhodnou veli¢inu y) ziskdme feSenim
rovnice:

*

Yy

L [fD) . pc

B.4. Model pro jednu polozku a jedno obdobi s jednorazovou poptavkou
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na zacatku obdobi, priCemzZ uvazujeme cenu K objednavky

Ptedpoklady modelu jsou stejné jako u B.2 s tim rozdilem, ze uvazujeme cenu K objednavky.
Reseni modelu: Je analogické feseni modelu A.2. Pokud k objednévce nedojde, je vysledek
stejny jako u modelu B.2; jinak musime pii realizaci objednavky k celkové cené modelu B.2
pricist konstantu K.

Uvazujeme tedy vétve f; = EC(B.2)

Oznacme s ... takovy bod, ze fi(s) = f2(5)

S ... minimum funkci fi, fo
Body s, S rozdéli readlnou osu na tfi ¢asti; optimalni feSeni najdeme podobné jako v modelu A.2.

11.4 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyrokt rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 11.1 Casovd perioda ty, po které jsou zdsoby jednordzové doplnény, je ve ,statickém
modelu pro jednu polozku“ konstantni.

Otazka 11.2 Ve ,statickém modelu pro jednu polozku® je optimdlni hodnota yo jedingm mi-
nimem funkce TCU (y).

Otazka 11.3 Ve ,statickém modelu pro jednu polozku s diskontnimi cenami® mize byt funkce
TCU(y) na nékterém intervalu konkdond.

Otazka 11.4 V pripadé ,statického modelu pro vice druhi zboZi s omezenim skladového pro-
storu® je zahrnut © pripad nedostatecnych zdsob zbozi libovolného druhu i.

Otazka 11.5 Pri hleddni optima ,,statického modelu pro vice druhi zboZi s omezenim sklado-
veho prostoru® se 1esi systém n rovnic o n nezndmych.

Otazka 11.6 V pripadé ,dynamického modelu pro jednu polozku a N obdobi“ musime v kaz-
dém obdobi vycerpat vsechny zdsoby.

Otazka 11.7 Pri reeni ,,dynamického modelu planovdni vyroby jedné polozky na N obdobi“
vyuzivame dynamického programouvant.

Otazka 11.8 V pripadé ,dynamického modelu planovdni vyroby jedné polozky na N obdobi“
je zahrnut © pripad nedostatecnych zdasob zboZi v libovolném obdobi 1.

Otazka 11.9 Casovd perioda t, po které jsou zdsoby jednordzové doplnény, je v ,modelu ne-
pretrzité kontroly pro jednu polozku® konstantni.

Otazka 11.10 V pripadé ,modelu pro jednu polozku a jedno obdobi s jednordzovou objednavkou
na zacatku obdobi a jednordzovou poptavkou® je optimalni velikost objedndvky primo umérnd
rozdilu penalizacni a vyrobni ceny jednotky zboZzi.
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Otazka 11.11 V ,modelu pro jednu poloZku a jedno obdobi se stejnomérnou poptdvkou v prii-
behu celého obdobi“ je poptdvka za celé obdobi zndma konstanta.

Otazka 11.12 V pripadé ,,modelu pro jednu poloZku a jedno obdobi s jednordzovou poptavkou
na zacatku obdobi, pricemz uvazZujeme cenu K objedndvky® je zahrnut i pripad nedostatecnyjch
zasob zboZi.

Odpovédi na otazky viz 13.11.

11.5 Priklady ke cviceni

Priklad 11.1 Rocni poptavka zbozi je 1500 jednotek. Cena objedndvky je vidy 20 K¢ navic k
cen€ zbozi. Skladovaci cena jednotky zbozi je 2 K¢ na mésic a neni dovolen nedostatek zdsob.

a) Urcete optimalni velikost objedndvky a ¢as mezi jednotlivymi objedndvkami.

b) Urcete rozdil roéni celkové ceny optimdlni strategie a rocéni celkové ceny, kdyby se objed-
ndvalo kazZdy mésic 12-krdt za rok.

Priklad 11.2 Cena 2boZi je 4 K¢ za jednotku, ale pii odbéru 150 kusi a vice dostaneme 10%
slevu. Firma, kterd spotrebuje 20 kusi za den, se rozhoduje, jestli se ji vyplati vyuZit akcéni
nabidky. Cena objedndvky je 50 K¢ a skladovaci cena jednotky zbozi je 0,30 K¢ za 1 den. Méla
by firma vyuZit slevu?

Priklad 11.3 Pro potreby vijrobniho procesu jsou skladovany 4 druhy materidlu. Poptavka po
vsech typech je stdle stejnd a meni povolen nedostatek zdsob. D; oznacuje potrebné mmnoZstvi
1-tého druhu za rok. V souladu se znacenim v kapitole 11.1.3 jsou dany nasledujici udaje:

material 1 | K; G; h; D;
1 100 10 0,1 10000
2 50 20 0,2 5000
3 90 5 0,2 7500
4 20 10 0,1 5000

Urcete optimadlni velikosti objedndvek pro jednotlive druhy materidlu, jestlize poZadujeme, aby
maximalni pocet vsech objedndvek neprekrocil 200.

Priklad 11.4 UvazZujme hospodateni jedné polozky v pribéhu ctyr obdobi:

1 5 5 1
2 T o7 1
3 11 9 1

4 |3 7 1

Nakupni cena je 1 K¢ za jednotku w prvnich Sesti jednotek a 2 K¢ za kaZdou dalsi jednotku.
Stanovte optimdlni plan objedndvek.
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Priklad 11.5 Poptdvka po produktu miZe byt v nasledujicich étyrech obdobich uspokojena bud
vyrobou v normalni pracovni dobé nebo v prescasové dobé. Kapacity vyroby a poptavka pro
jednotliva obdobi jsou dany v nasledugici tabulce:

kapacity vyroby | poptdvka
obdobi i | ap, ar, b;
1 120 50 160
2 70 20 80
3 90 80 150
4 70 50 100

Vyrobni cena jednotky zboZi je po vsechna obdobi stejnd, v normalni pracovni dobé je 1 K¢, v
prescasové dobé je 2 K¢. Skladovaci cena jednotky zboZzi je také po vsechna obdobi stejnd a je
rovna 0,5 K¢ za jedno obdobi. Dale take nesmi nastat pripad, Ze by v nekteréem obdobi vyroba
nepokryla objedndvky. Stanovte optimdalni pldn vyroby.

Priklad 11.6 UvazZujme model nepretrzité kontroly pro jednu polozku. Urcete optimdlni vesent
pro K = 20 K¢, D = 10000 jednotek zbozi, p = 4 K¢, h = 2 K¢ a normdlni rozdéleni poptavky
X se stredni hodnotou 100 a rozptylem 4.

Priklad 11.7 Jednordzovd poptdavka 2z2boZi pro jedno obdobi md exponencidlni rozdeélent
se stredni hodnotou 10 jednotek. Objedndvdme jednordzové na zacdtku obdobi, cena skladovdni
a penalizacni cena jednotky zboZi za jednotku casu jsou 1 K¢, resp. 3 K¢. Vyrobni cena jednotky
zboZi je 2 K¢. Urcete optimadlni velikost objednavky, jestlize pred provedenim objedndvky mame
na skladé 2 jednotky zbozi. Jaka je optimalni velikost objedndvky, jestlize pred provedenim
objednavky mame na skladé 5 jednotek zbozi?

Piiklad 11.8 Reste priklad 11.7, jestlize jednordzovd poptdvka zboZi pro jedno obdobi md Po-
1ssonovo rozdéleni se stredni hodnotou 10 jednotek.

Priklad 11.9 Poptdvka zboZi, kterd md rozdéleni ddno hustotou
1-iD...De/{0,2
foy={ PP e 0
0 ... Jinak,

je konstantni (stejnomérné rozdélend) v pribéhu celého obdobi. Objedndvdime jednordzové na
zacdtku obdobi, cena skladovani a penalizacni cena jednotky zboZi za jednotku casu jsou 1 K¢,
resp. 4 K¢. Viyrobni cena jednotky zbozi je 2 K¢. Urcete optimdlni velikost objedndvky.

Priklad 11.10 Urcete optimdlni strategii objedndvani v modelu pro jednu poloZku a jedno ob-
dobi s jednordzovou poptdavkou, je-li dano

| iD ... De(510)
f(D)_{ 50 ... jinak,

h=1K¢, p=>5Kc¢ ac= 3Kc UvaZujeme také cenu objednavky K = 5 K¢ a vime, Ze pred
provedenim objednavky mdme na skladé 10 jednotek zboZi.

Vysledky prikladt viz 13.11.
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12 Pravdépodobnostni dynamické programovani

Nésledujici tloha jen slouzi jako demonstrace problematiky. Vyuziti uvadénych metod spada i
do jinych oblasti, pravé i do probirané teorie skladovych zasob, déle teorie obnovy, fizeni toku
penéz, regulace vodni nadrze, apod.

Priklad 12.1 Problém zahradnice.

Zahradnice kazdy rok testuje kvalitu pudy své zahrady. Vysledky deéli do tri kategorii: viybornd
(stav 1), dobrd (stav 2), $patnd (stav 3).

Vsimla si, Ze miZe predpokladat, Ze turodnost pidy zdvisi na jeji kvalité pouze v predchozim
roce, tj. Ze psti prechodu z jednoho stavu do druhého lze reprezentovat Markovského retézcem:

1 2 3 — stav pudy v pristim roce
1 /0,2 0,5 0,3
2 0 0,5 0,5
1 1 ) )
.. pr— P pr—
(v.) 3\o0 0 1
|

stav pudy letos

Z matice prechodovych psti je wvidéet, Ze kdyZ se puda nechd ladem, jde jeji produktivita od
deseti k péti. Samozrejme, Ze psti prechodu mohou byt ovlivnény prihnojovanim pudy:

1 2 3
1 /0,3 06 01
2101 06 0,3
3 \0,05 0,4 0,55

(b)) = P* =

(P? neznamend ,pé na druhou®, ale ,pé s indexem 2°).
Prislusné rocni viynosy pudy (ve stovkdch dolari), kdyZ pida prijde ze stavu i do stavu j, jsou:

e kdyzZ se nehnoji:

3
() =R =05 1
-1
o kdyz se hnoji:
6 5 —1
(TZZJ) =R’= 4 0
3 -2

Z matic R, R? je naptiklad vidét, Ze proces 1 — 1 md niZsi vynos p¥i hnojeni neZ bez hnojent,
protoZe ve vynosu pri hnojent je zapocitana cena hnojiva.
Otdzka ulohy:



Pravdépodobnost, statistika a operacni vyzkum 285

1) Hnojit ¢i nehnojit v daném roce, aby celkové vynosy za k let byly mazimdlni?

2) Jaky viynos celkem prinese dand posloupnost rozhodnuti v nejblizsich k letech?
(Napr. jednoduchd je odpovéd v pfipadé tzv. stacionarni politiky

,hnojit jen za stavu 3“:

v tomto pripade se matice s vyhledem na k = oo obdobi najdou snadno:

0,2 0,5 0,3 76 3
P=| 0 05 05|,R=]05 1
0,05 0,4 0,55 6 3 —2

(prvni dva vddky jsou shodné s maticemi P', R, treti ¥ddek s maticemi P? R?)).
Reseni.
a) Feseni tlohy pro konecné k = N

Ulohu vyfesime pomoci dynamického programovani:

m ... poCet moznych stavi (v nasem piikladu m = 3)
fn(?) ... optimalni (o¢ekdvany) vynos z fazi n,n+1,..., N

za daného stavu ¢ na pocatku obdobi n

Vyuzijeme zpétné rekurzivni rovnice (viz obrazek):

faze n fdze n +1

@ fn-i—l(l)

fni1 =0 pro kazdé j
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k

i, rekurzivni rovnice maji tvar

m
v/ . k _ k
Oznacime-li vi =} piir
J=1

fn(i) = max {vf}

i) = mkax{vf + prjfn+1(j)} pron=12...,N—1
j=1

Napr. v nasi tloze pro k =1

1 e . . . P
vp=0,2-74+0,5-6+0,3-3=53 | kv jednotlivych
v3=0-0+0,5-54+0,5-1=3 stavii pri alterna-
W =0-040-0+1-(—1)=—1 tivé ,nehnojit”

Ad Priklad 12.1. Predpokladejme N = 3 ...t¥ilety horizont planovani

2 _

vp =47 zisky jednotlivych
vi=3,1 stavii pii alterna-
tivé ,hnojit®

v:=0,4
faze 3:
oF opt. TeSeni
ilk=1k=2]f5(i) | k*
1| 53 | 47 53] 1
21 3 3,1 | 3,1 2
3/ -1 | 0,4 | 04| 2
faze 2:
vf +pi fs(1) + Pl f3(2) + Pl f3(3) opt. Feseni
i k=1 k=2 fo(i) | k*
| 5:3+0,2:53+0,5-3,1 4,7+0,3:5,3+0,6-3,1 | ¢ g/ ,
+0,3-0,4=28,03 +0,1-0,4=28,19 ’
5 3+0+0,5-3,1 3,1+0,1-5,34+0,6-3,1 561 2
+0,5-0,4=4,75 +0,3-0,4=5,61
3 —14+0+0+1-0,4 0,440,05-5,34+0,4-3,1 2.13| 2
=—0,6 +0,55-0,4 =2,13
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faze 1:
Uzk +P§1f2(1) +p§2f2(2) +p§3f2(3) opt. feSeni
i k=1 k=2 fi(@) | k*
| 5:3+0,2:819+0,5:5,61 | 4,7+0,3-819+0,6-561 |, -, | ,
+0,5-2,13 = 10, 38 +0,1-2,13 = 10,74 ’
5 3+0+4+0,5-5,61 3,140,1:8,19+0,6-5,61 | - o | ,
+0,5-2,13 = 6,87 +0,3-2,13=17,92 ’
3 —14+0+0+1-2,13 0,440,05-8,19+0,4-5,61 193 | 2
=1,13 +0,55-2,13 = 4,23

Muzeme psat odpovéd: zahradnice by méla v prvnim a druhém roce hnojit vzdy,
a ve tfetim roce hnojit tehdy, pokud je stav 2 nebo 3.

Optimalni zisk zalezi na stavu pudy v roce planovani (=pfed prvnim rokem, ktery jsme v
planovani uvazovali).

Pii pidé ve stavu 1 bude 10,74 -100$
2 7.92.100%
3 4,23-100%

Vyhodou zpétného chodu metody dynamického programovani je to, ze pokud chceme zvysit
planovaci horizont o 1 rok (tj. na 4 roky), vSechna data zlistanou vyuzita, pouze pi¥i fazi 1

pridame jesté dalsi fazi — fazi 0.

Tato ,uloha zahradnice® miize byt zobecnéna dvéma zptlisoby:
— prechodové psti mohou byt kazdy rok jiné ... pf]" Pak by byly rovnice ve tvaru

fn (i) = max {Uf’N}

k

fn(i) = max {vf" + prj?”fnﬂ(j)} pron=12,...,N—1
j=1
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— chceme znét sou¢asnou hodnotu ocekavanych zisku (tj. vynosy pristich let budou nésobeny
koeficientem o < 1):

D dolart ptisti rok = - D dolarti dnes

L kde t je roéni trokova mira (=interest rate)).

(@ =17,

Pak bychom mohli uzit rovnice ve tvaru

fn(i) = max {vf}

fn(?) :mgx{vf—i—aprjan(j)} pron=12...,N—1
j=1

Pti vyhodnoceni stacionarni politiky (=stéle stejné politiky v kazdém roce) uzivame vztahu

Fali) = Ni+ > pij fae1(5)
j=i1
roc¢ni zisk zvolené politiky

'

prislusny radek matice zvolené politiky

Napriklad pro stacionarni politiku ,,hnojit jen ve stavu 3“ je

odhad hodnoty f,(7)
pro nizsi n lze ur-
5 ¢it a usporadat do ta-
vy =v3 = 0,4 bulky:

vy =v; =5,3

vy = vg =3

N3 2 1
| 53| 53+0,2:53+053 5,3+0,2-7,98+0,5-4,7
’ +0,3-0,4=17,98 +0,3-2,09 = 9,87
5 | g | 3+0+0,5-3+0,5-0,4 340,5-4,7+0,5-2,09
= 4,7 = 6,39
3 lo.4| 0:4+0.05-53+0,4-3 | 0,4+0,05-7,98+0,4-4,7
’ +0,55-0,4 = 2,09 +0,55-2,09 = 3,83

|

zisky vzhledem k pocatecnimu stavu
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b) feSeni tlohy pro k nekoneéné (nebo hodné velké)

1) metoda uplného vycisleni . ..ohodnotime vSechny stacionarni politiky a vybereme tu op-
timalni (1ze ji uzit jen pfi nizkém poctu stacionarnich politik):

pro S stacionarnich politik P!, R!

P% R?
P5 R
vypocteme
— v$ ...vynos jednoho kroku politiky s ve stavu i (i =1,2,...,m)

— 77 ...dlouhodobé stacionarni psti pro jednotlivé politiky (slovo ,politika“ je zde
uzito v zenském rodé):
feSenim systému

(je zde maticové zapsan systém (m + 1) linedrnich rovnic o m nezndmgych (jedna z
prvnich m rovnic je nadbyteénd))

— ocekavany vynos pro politiku s:

m
E, = E Tiv;
i=1

Pak optimalni politika je ta, pro niz je £, maximalni.

Ad Priiklad 12.1. Diky 3 stavim a dvéma moznostem v kazdém z nich exis-
tuje 23 = 8 politik: hnojit v kazdém stavu

nehnojit nikdy

hnojit jen ve stavu 1

hnojit jen ve stavu 2

hnojit jen ve stavu 3

hnojit jen ve stavech 1 nebo 2

hnojit jen ve stavech 1 nebo 3

hnojit jen ve stavech 2 nebo 3
Kdybychom pro kazdou z nich wurc¢ili P* R® v}, 7}, zjistili bychom, zZe optimélni
stacionarni politika je ,hnojit v kazdém stavu®.
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metoda zlepsent politiky (+ neuwvaZujeme inflaci)

Uz pro 4 alternativy v kazdém roce (napft. hnojit, nehnojit, hnojit 2x ro¢né, hnojit 3x
ro¢nd) je mnozstvi stacionarnich politik 4> = 256. Zde je vyhodné&jsi uzit nésledujici
metodu:

Ptepisme rovnici jednoho roku politiky
fa(i) = vi + ZpijfnJrl(j)
j=1
do tvaru .
fo(i) = vi + Zpijfnfl(j) (%)

j=1
kde 71 je pocet fazi, které zbyva vzit v uvahu (abychom mohli studovat asymptoticky
proces 1 — 00);
dale

(71, T2, .., Tm) - . . psti rovnovazného stavu asymptotického procesu,
o¢ekavany zisk za jednu fazi (= jeden rok) je
E:7T1U1+"'+7vam.

Lze ukazat, ze pro velka n plati

fo(@) = n- E+ f(i),

kde f(i) je jakasi konstantni hodnota pro stav i o¢ekavana pfi asymptotickém chovani.
Rekurzivni rovnici () lze tedy psat ve tvaru

U'E+f(i):Ui+ZPij{(77—1)'E+f(j)}
a po uprave
E:Ui‘l’(Zpijf(j))_f(i) proi=1,2,...,m
j=1

To je systém m rovnic o (m + 1) neznamych, tj. jednu z nich lze zvolit, napt. f(m) = 0.

krok 1: zvolime libovolnou politiku s, tj. P®, R*;
predpokladejme f*(m) = 0 a vyfeSme systém m rovnic o m neznamych

E® =v] + (prjfs(j)) — f2(9), 1=1,2,....m
j=1
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krok 2: (zlepseni politiky)
pro kazdy stav ¢ ur¢ime alternativu k£ s maximalni hodnotou vyrazu

m z v/ . ’ 7’
k [N tim se urci maximalni
vt leij 70 " E pro kazdy stav
.

to bude nova politika ¢.

Pokracujeme opakovanim krokt 1,2 tak dlouho, az s = t.

Ad Priklad 12.1.

krok 1: zvolme politiku s ... ,nehnojit viibec* = P* = piivodni P!
R* = piivodni R!
feSme systém

E + f(1)=0,2 f(1)—0,5 £(2)—0,3 f(3) =5, 3

E+ f(2) —0,5f(2)-0,5f(3) = 3
E+ f(3) —f(3) =—1
E=-1= f(1)~12,88
f(2) =8
f@3)=0
krok 2:
oF + pl f(1) + plaf(2) + Pl £(3) opt. fegent
i E=1 k=2 f@) | &
| 5.3+0,2-12,88 4,7+40,3-12,88 13,36 | 2
+0,5-8=11,875 | +0,6-8=13,36
2| 3+0,5-8=7 3,1+0,1-12,88 1 g 14 | 9
+0,6-8=09,19
5 40— 1 0,4+ 0,05 - 12, 88 424 | 2
+0,4-8 =4,24
N8

nova politika ¢ ...  hnojit vzdy“; t # s, tj. pokracujeme.
krok 1’: P% R? = fe$ime systém, ziskdvime FE = 2,26
f(1)=6,75
f(2)=3,79
fB3)=0
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krok 2’:

oF +pl F(1) + Pl f(2) + Pl f(3) opt. feSeni

i k=1 k=2 £0) | ke

| 53402675 47403675 ool
40,5-3,79=8,54 | +0,6-3,79 = 8,99

203405.379=489| SLFTOL67 Tl o
40,6-3,79 = 6,05

sl 1io— o 0.440,05-6,75 |, o | 4
40,4-3,79 = 2,25

4

t = s, tj. konc¢ime, E = 2,26 je zisk optimalni politiky

Tedy k optiméalnimu feseni stacionarni politiky jsme dospéli uz po dvou iteracich,
nemuseli jsme prochézet vSech 8 politik.

3) metoda zlepSent politiky (+ wvazuje inflaci)

vyrazu

fo(i) = max {vf +a lefjfnl(j)}
p

Pro n — oo je f, (1) = f(i), tj. f,(¢) nezavisi na 7 narozdil od metody zlepSeni bez uva-
zovani inflace (je to vidét z toho, ze £ = 0 ...budouci zisk se vlivem inflace blizi k nule).
Postup feseni: opét jsou zde kroky 1,2, ovsem v kroku 1 je systém m rovnic o m nezna-
mych (E =0 ...vypadlo ze systému) a ve 2.kroku volime variantu s maximéalni hodnotou

v oy Pl F3)
j=1

Oba kroky opakujeme tak dlouho, az nova varianta je stejna jako ta staré.

Ad Priklad 12.1.

krok 1: pocate¢ni politika ... (1,1,1)
feSenim systému

dostaneme

F(1) = 0,6(0,2 f(1)+0,5 £(2)+0,3 f(3)) =5,3

——1

f(2)—0,6( 0,5 f(2)4+0,5 f(3)) = 3
f(3)—0,6( f3))
f(1) =~ 6,6
£(2) ~ 3,21
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krok 2:
of 4+ a(ph f(1) + i f(2) + Pl f(3))
k=1 k=2 k*
5,34+0,6(0,2-6,6+0,5-3,21 4,7+0,6(0,3-6,6+0,6-3,21 9
—0,3-2,5) =6,6 —0,1-2,5)=6,89
3+0,6(0,5-3,21 3,1+0,6(0,1-6,6+0,6-3,21 9
—0,5-2,5) = 3,21 —0,3-2,5) =4,2
3 ~140,6(=2,5)= 2,5 0,4+0,6(0,05-6,6+0,4-3,21 |,
—0,55-2,5) = 0,54

tj. 51 = (2,2,2)

krok 1’: feSenim systému

F(1)=0,6( 0,3 f(1)+0,6 f(2)+ 0,1 f(3)) =4,7
£(2)=0,6( 0,1 £(1)+0,6 f(2)+ 0,3 f(3)) =3, 1
£(3) = 0,6(0,05 f(1)+0,4 £(2)+0,55 f(3)) =0, 4

dostaneme
f(1) ~ 8,88
£(2) ~ 6,62
f(3) =~ 3,37.
krok 2’:
i| k=1 k=2 k*
1] 895 | 8838 | 1
215,99 | 6,62 | 2
31 1,02 | 3,37 | 2
tj. s2 = (1,2,2) ... hnojit ve stavu 2 nebo 3¢
krok 17

krok 2”7

vede k varianté s3 = (1,2,2) = s,.

Uloha ma tedy jiné feSeni nez v pripadé, kdy jsme neuvazovali inflaci.

Diky tomu, ze se zde vyuziva jisty optimalizac¢ni krok zlepseni, absolvent pfedmétu OPV
by i vétil, ze tlohu lze preformulovat jako tlohu linedrniho programovani. A skutecné
je tomu tak. Ale pro velkd k,m algoritmus linedrniho programovani neni moc rychly,
rychlejsi je pravé uvedena metoda zlepseni politiky.
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12.1 Shrnuti

V posledni kapitole jsme piimo na ptikladu z praxe demonstrovali problematiku pravdépodob-
nostniho dynamického programovani. Obecné lze tlohu pstniho dynamického programovani
formulovat takto:

Mame m moznych stavii néjakého objektu a S politik (strategii), kterymi mizeme ovliviiovat
pravdépodobnost zmén jednotlivych stavii za dané obdobi. Psti pfechodu od jednoho stavu k
jinému pro s-tou politiku jsou reprezentovany tzv. Markovskym retézcem, tj. ¢tvercovou matici
fadu m, kterd je stochastickd (jeji prvky jsou nezéporné a soucet fadku je 1). Tuto matici
zna¢ime P*, s =1,...,S5. Déle také zndme matice vynosti jednotlivych politik R!, ..., R®.
Zékladni otazky, na které chceme odpovédét, jsou:

1) Jakou posloupnost strategii zvolit, aby celkové vynosy za N obdobi byly maximalni?
2) Jaky vynos celkem piinese dané posloupnost strategii v nejblizsich N obdobich?

Reseni

a) feSeni tlohy pro konetné k = N

Na obé otazky najdeme odpovéd algoritmem dynamického programovéani. Jednotlivé faze jsou
v tomto piipadé obdobi a pfipustnymi alternativami jsou nase mozné strategie. Oznac¢ime

fn(?) ... optimdlni (o¢ekévany) vynos z fazi n,n+1,..., N
za daného stavu ¢ na pocatku obdobi n

m
vF = Zl pfjrfj ... vynos k-té politiky za daného stavu .
j:

K feseni vyuzijeme zpétné rekurzivni rovnice

fn(i) = max {vF}
fn(z):mkax{vzk—i_ipf]fn+l(j)} pronzl,Z,...,N—l
j=1

Tato tuloha jde jesté zobecnit napt. tak, ze prechodové psti mohou byt kazdé obdobi jiné nebo
pokud chceme znéat soucasnou hodnotu ocekévanych ziskd. Princip feseni je stejny, jen se
castecné pozméni vypocet jednotlivych vynost. Naopak, pfi vyhodnoceni stacionarni politiky
se algoritmus zjednodusi.

b) feSeni tlohy pro k nekoneéné (nebo hodné velké)

1) metoda uplného vycisleni...ohodnotime vSechny stacionarni politiky a vybereme tu op-
timalni (1ze ji uzit jen pfi nizkém poctu stacionarnich politik).
Resenim systému
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vypocteme vektor m° dlouhodobych stacionarnich psti pro jednotlivé politiky a urcime
ocekavany vynos pro politiku s:
m
E, = Z TU;
i=1

Pak optimalni politika je ta, pro niz je £, maximalni.
2) metoda zlepsent politiky (+ neuvazujeme inflaci)

krok 1: zvolime libovolnou politiku s, tj. P*, R®;
predpokladejme f*(m) = 0 a vyfeSme systém m rovnic o m neznamych

B* =) + (prjf%j)) ~P@, =12 m
j=1

krok 2: (zlepSeni politiky)
pro kazdy stav ¢ urc¢ime alternativu k& s maximalni hodnotou vyrazu

m
k § : LY tim se urél maximalni

= Y E pro kazdy stav

to bude nova politika ¢.
Pokracujeme opakovanim kroktu 1,2 tak dlouho, az s = t.

3) metoda zlepSeni politiky (+ wvazuge inflaci)
Predpokladame zde, 7ze E = 0, nebot budouci zisk se vlivem inflace blizi k nule).
Postup feseni: opét jsou zde kroky 1,2, ovsem v kroku 1 je systém m rovnic o m neznamych
(E =0...vypadlo ze systému) a ve 2.kroku volime variantu s maximalni hodnotou vyrazu

vf o) Pl ()
j=1
Oba kroky opakujeme tak dlouho, az nova varianta je stejna jako ta staré.

12.2 Otazky k opakovani
U nasledujicich vyroki rozhodnéte, zda se jedna o vyrok pravdivy ¢i nepravdivy.

Otazka 12.1 Matice pravdépodobnosti P prechodu z jednoho stavu do druhého nemusi byt
obecné ctvercovd.

Otazka 12.2 Matice zisku R musi mit jen nezdporné prvky.

Otazka 12.3 Pri prubéhu algoritmu dynamického programovani hleddime maximu z celkového
vynosu vzhledem ke zvolené strategii.
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Otazka 12.4 Pri resend iloh této kapitoly pomoci algoritmu dynamického programovdni pou-
Zivame zpétnou rekurzi.

Otazka 12.5 Matice pravdépodobnosti P prechodu z jednoho stavu do druhého se mize kazdé
obdobi menit.

Otazka 12.6 Pojem ,staciondrni politika“ znamend, Ze se vSechny strategie kazdé obdobi pra-
videlné stridayi.

Otazka 12.7 Pri hleddni optimdlni strategie na (nekonecné) mnoho obdobi dopredu se omezu-
jeme pouze na staciondrni politiky.

Otazka 12.8 Inflace neovlivriuje celkovy dlouhodobyj zisk.
Odpovédi na otazky viz 13.12.

12.3 Priklady ke cviceni

Priklad 12.1 Firma kaZdorocné kontroluje uspésnost prodeje svého vyrobku na trhu a rozho-
duge, jestli je uspokojivd (stav 1) nebo neni (stav 2). Na zdkladé téchto poznatki pak rozhoduge,
zda investovat do reklamy na tento vyrobek a zvysit tak jeho prodej. Matice P1 a Py uddvaji
pravdépodobnosti prechodu mezi stavy s vyuZitim a bez vyuZiti reklamy v prubéhu roku. Pri-
slusné zisky jsou ddny maticemi Ry a Rs. Stanovte optimdlni politiku rozhodovdni v prubehu 3

let.
0,9 0,1 2 —1
PIZ 7 7 ; Rlz
0,6 0,4 1 -3
0,7 0,3 4 1
P2: ’ 7 ; R2: .
0,2 0.8 2 _1

Priklad 12.2 Spolecnost mizZe propagovat svij vyrobek prostrednictvim reklamy ve trech médi-
ich: v radiu, televizi nebo v novindch. Thydennt ceny reklamy v jednotlivych médiich jsou postupné
200 K¢, 900 K¢ a 300 K¢é. Muze také hodnotit jeho prodejnost v pribéhu kazdého tydne jako (1)
prumérnou, (2) dobrou, (3) nejlepsi. Ndsledugjici matice uddvagi psti prechodu mezi stavy pro
jednotliva média

Raddio Televize Noviny
0,4 0,5 0,1 0,7 0,2 0,1 0,2 0,5 0,3
0,1 0,7 0,2 0,3 0,6 0,1 0 0,7 0,3
0,1 0,2 0,7 0,1 0,7 0,2 0 0,2 0,8

Prislusné tydennd zisky (v tisicich K¢é) jsou

Raddio Televize Noviny
400 520 600 1000 1300 1600 400 530 710
300 400 700 800 1000 1700 350 450 800
200 250 500 600 700 1100 250 400 650

Stanovte optimalni politiku rozhodovdni pro ndsledugici 3 tydny.
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Priklad 12.3 Stanovte optimdlni rozhodovact politiku u prikladu 12.1 na nekonecné mnoho let
uZitim metody uplného vycislent.

Priiklad 12.4 Stanovte optimdlni rozhodovact politiku u prikladu 12.1 na nekonecné mnoho let
uZitim metody zlepseni politiky.

Vysledky prikladt viz 13.12.
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Cast III
Zaver
13 Odpovédi na otazky a vysledky priklada ke cviceni

13.1 Vysledky cviceni ke kapitole 1

Odpovédi na otazky

1.1 -A, 12-N,13-N,14-A 15-A 16 -N,1.7-N, 18 -A 19-N, 1.10 - N
(pramér se bere nikoli aritmeticky, ale vazeny), 1.11 — A (pokud se oba rozptyly lisi o vice nez
¢tyfnéasobek, je vhodnéjsi misto paramatrického testu pouzit test neparametricky).

Vysledky priklada

ad 1.1. a) Podle 1.6 s> = 0,889; b) podle 1.9 je s? = -2~ - s = £.0,889 = 1,0667.

ad 1.2. a) Jedna se o veli¢inu X= ¢as u jednoho stroje — tedy 52 =7,7; b) Jedna se o veli¢inu

X - proto pro odhad rozptylu priméru mame % = 1,54.

ad 1.3. a) 0,889 b) 1,333 ¢) 0,444

ad 1.4. Vychézime z toho, 7e p = % = 0,2, mame tedy rozdéleni binomické (Bi(N = 400,

p =0,2)) arozptyl 0 = Np(1—p) = 64. Pro a = 0,05 vime z oboustranného testu (BMA3
- kapitola 13), ze u;, = 1,96. Tedy stfedni hodnota p € 80 4+ 1,96 - v/64 = (64,32;95,68).
Vydélenim 400 dostaneme (0,1608;0,2392), tedy procento zajemcu je priblizné 16 az 24.

ad 1.5. a) T = 9; odhad roztylu s2 = == %, ale musime jesté vydélit po¢tem méfeni, abychom
dostali odhad rozptylu primeéru % Déle t;, pro v =3, a = 2¢g = 0,05 je rovno 3,182; tedy

2
pe 9y 3182 = (7,701;10,299).
b)
(K1) Ho: p=10; Hy: pu # 10.

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X, respektive %.

(K3) Pii platnosti Hy mé velic¢ina % Studentovo t-rozdéleni pro v = 3.
(K4) Pro o = 0,05 pfislusna kritickd hodnota t; = 3,182.
(K5) Odpovidajici t-hodnota kritéria je —2,44949 € (—tx;t;). Ho tedy nezamitame,

neprokazala se nepravdivost novinové zpravy.

ad 1.6. a) Kometa ziskala 10 vyher, jednu remizu a 4 prohry; pokud remizu nebudeme brat v
uvahu pro zadnou ze stran, ze 14 moznosti je 10 znamének ,+“; jedna se o jednostranny
znaménkovy test:
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(K1) Hy: oba tymy jsou priblizné stejné silné; Hy: Kometa je statisticky vyznamné lepsi.
(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina 7= pocet vyher Komety ze ¢trnacti zapasu.
(K3) Pii platnosti Hy mé veli¢ina 7" rozdéleni Bi(N = 14,p = 0,5).

(K4) Pro o = 0,05 pfislusna kritickd hodnota Tj = 11 (blize viz BMA3).

(K5) Méteni T'= 10 < T}, = 11, ¢ili Hy nezamitame.

b) Uvazujme veli¢inu X = rozdil skére Kometa minus Draci, dostaneme hodnoty
1,0,-2,-1,2,4,3,1,—1,2,2,—2,1,3,1
(poc¢itame i remizu jako hodnotu 0).

(K1) Hy: oba tymy jsou piiblizné stejné silné (u = 0); H;: Kometa je statisticky vy-
znamné lepsi (u > 0).

X-0
est ox

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X, respektive veli¢ina

(K3) Pii platnosti Hy méa veli¢ina eZ;O— rozdéleni ¢ pro v = 14. Lze spocitat s2 =
X
3,35238, tedy odmocnina s = 1,83. Tedy est o = i}—% = 0,47

(K4) Pro o = 0,05 = ¢ ptislusné kriticka hodnota ¢, (v = 14) = 1,761.

(K5) Meéfteni % = 1,97 ¢ (—o0; 1,761), ¢ili Hy zamitame, Kometa je vyznamné lepsi.

Je vidét, ze t-test ma vétsi statistickou silu nez znaménkovy test — prokazal zavislost
studovanych proménnych, zatimco znaménkovy test zavislost neprokazal.

ad 1.7. a) 5+ 1,35; 3+ 1,35 b) Pfi oboustranném testu pro « = 2¢ = 0,05 a v = 10 je
naméfend hodnota kritéria 2,336 ¢ (—2,228;2,228), tj. zamitame H, o rovnosti obou
skupin. Prvorozeni maji statisticky vyznamné vice schiizek. Jak to interpretovat? Snad
tim, Ze prvorozeni vice stoji o dévcata :-)

ad 1.8. Vytvorime piislusny soubor rozdili odpovidajicich hodnot: 2,0, 3, -1,1,3,2,1,4,1 (pa-

rovy test). Odtud = = 1,6, s? = 2,267, est 02Y = % = 0,2267. Statisticky test:

(K1) Hy: p=0. Hy: p#0.

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X, respektive podil §2_2%7.
(K3) Pii platnosti Hy mé veli¢ina \/% rozdéleni t pro v = 9.

(K4) Pro o = 0,05 = 2q pfislusna kritickd hodnota ¢, (v = 9) = £2,262.
(K5) Mséfeni ;2520 = 3,361 ¢ (—2,262;2,262), ¢ili Hy zamitame, rozdil mezi dennim a
umeélym svéetlem je statisticky vyznamny.

ad 1.9. (K].) H()Z M1 = Wa. Hli 1251 7é 2.

(K2) Testovym kritériem bude veli¢ina X; — X», respektive podil —2=X2=0_

5 .
est o2 -
X1—-X2
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(K3) Pii platnosti Hy ma uvedeny podil rozdéleni ¢ s volnosti tak vysokou (v = 291 +
259 = 550), Ze je muzeme beztrestné nahradit normovanym normalnim rozdélenim
U — odhad vnitiniho rozptylu pak pfimo (protoze v > 60) polozime roven vnitfnimu

rozptylu:
291 — 259  —
2 2 2 2
= esto? = ——— . — . 229529
A T TR BT TIYr R A
a tudiz 0% = T2 + B = 0,69, tj. ox;_x; = V0,69 = 0,83.

(K4) Pro o = 0,05 = 2¢ ptislusna kritickd hodnota ¢, (v = 550) = ux = £1,96.

(K5) Méieni % = 7,35 ¢ (—1,96;1,96), ¢ili H, zamitdme, rozdil mezi skupinami
je vyznamny. Interpretace téchto vysledkt je ovsem také naro¢na — napiiklad muize
byt skutecnosti (a asi to tak i je), Ze pokud jsou studenti do skupin rozdéleni podle
obort, tak rozdilnost vysledki je dana rozdilnosti studentti pfijatych na jednotlivé

obory (i kdyby pfistup obou zkousejicich byl naprosto stejny) :-)

13.2 Vysledky cviceni ke kapitole 2

Odpovédi na otazky

2.1 — A, 2.2 — A (za pfedpokladu uc¢inéného v celé kapitole, Ze plati princip homogenniho
rozptylu), 2.3 -N,2.4-N,;2.5-A, 2.6 - A, 2.7 N (je mozné vyloucit vliv rozdilnosti subjekt
— pravé RI tento vliv vyluCuje), 2.8 — A, 2.9 — A (v testu oddilu 2.1 lze H, vyjadfit jako
RUT = RMT, v 2.2 jako RUT = RMR (nebo pti oznaceni ?? jako 0% = 0), RUT = RMS a
RUT = RI (nebo pii oznadeni ?? jako o? = 0), v 2.3 jako RI = RM S (nebo pii oznaceni 77
jako 0% =0)), 2.10 — A (viz ptiklad 2.9).

Vysledky prikladua
ad 2.1. ad a) Hy: py = po = pu3, Hy : neplati Hy. est RUT = 3,33, est RMT = 20, t;j.

est RM'T

a tedy zamitame Hj, jednotlivé stfedni hodnoty podminek se vyznamné lisi.

ad b) Prislusny primér +1,778.
ad 2.2. ad a) est RUT = 6,74, est RMT = 7,14, tj.

est RM'T

tedy neni zjistén vyznamny rozdil. Je to proto, ze podminky , méreni“ v obou situ-
acich jsou vlastné stejné. Tato cast ukazuje, ze F'-test lze provést i v situaci dvou
skupin méfeni.

ad b) s_% = 8,905, % = 4,286, pak test rovnosti obou rozptylt podle dalezité poznamky

za tabulkou 2.3 se d&je podle Hy : 02 = o2, kritéria % na hladiné vyznamnosti
S2
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a = 0,02 pro kritické hodnoty F,(§ = 0,01,V; = 6,V, = 6) = 8,47 podle tabulky 2.3
a hodnoty F,,(§ =0,01,V; =6,V3 = 6) = g2= = 0,118 podle vzorce 2.3, tj.

si 8,905

2 4,286

V)

= 2,0777 € (0,118;8,47),

»

a tedy Hy o rovnosti rozptyli nezamitdme. Opét diivodem jsou stejné podminky
méfeni v obou skupinach. Tato ¢ast prikladu ukazuje, ze F-test lze uzit pii testovani
hypotézy, ze mame k dispozici dva odhady téhoz rozptylu (tj. Ze rozptyly v obou
popula¢nich méfenich jsou stejné).

ad 2.3. ad a) MOPE: 3 + 1,386; LIST: 8,5 & 1,96; LOVE: 5 + 1,6.
ad b) Hodnota kritéria je

est RM'T

=101 > F(VMT = 2,V,2 = c0,a = 0,05) = 3,0,

o
tj. zamitame Hj o rovnosti stfednich hodnot jednotlivych podminek. Mezi znackami
je vyznamny rozdil.

ad c) est RUT = 1,75, tj.

o? 2
est RUT 1,75

= 1,143 < F,(V,2 = 00, VUT = 6, % — 0,05) = 3,67,

a protoze F,, < 1, vidime, ze Hy neni zamitnuto, tj. est RUT je dobrym odhadem
2
o°=2.

ad d)
est RMT 20,2

est RUT 1,75

a proto zamitame H, a uzavirame, ze mezi stfednimi hodnotami méreni na decho-

doteqll,54 > F(VMT = 2, VUT = 6) = 5,14,

meéru jednotlivych znacek existuji vyznamné rozdily.

ad 2.4. n =40, N;; =10, VUT = 36, tj. est RUT = 100. Ddle VMR =1,VMS =1,VI =1,
tedy est RM R = 360, est RM S = 160, a pak SST = 40, tj. VI = 40. Statistické testy:

i) Vliv faktoru 1:
est RMR

est RUT

a tedy Hy nezamitame, vliv neni vyznamny.

ii) Vliv faktoru 2:

= 3,6 < Fj,(1;36) = 4,1,

est RM S
est RUT
a tedy Hy nezamitame, vliv neni vyznamny.

= 1,6 < Fi,(1;36) =41,
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iii) Vliv interakce faktoru:

est RI

——— =04 < Fi.(1:36) =4.1
est RUT A < Fi(1;36) "

a tedy Hy nezamitame, vliv neni statisticky vyznamny.

ad 2.5. ad a) intervaly spolehlivosti: odpovidajici pramér +1,35.
ad b) Testy na hladiné vyznamnosti « = 0,05; vliv pohlavi: hodnota kritéria 8,73 >
F, (VMR = 1,VUT = 20) = 4,35; vliv drogy: hodnota kritéria 46,35 > Fp(VMS =
1L, VUT = 20) = 4,75; vliv interakce: hodnota kritéria 3,37 < 4,35, tj. pouze vliv interakce
neni statisticky vyznamny.

ad 2.6. ad a) prumér +1,05; ad b) Testy na hladiné vyznamnosti a« = 0,05: vliv piislovce:
hodnota kritéria 0,42 < Fp,(VMR =2, VUT = 36) = 3,3; vliv pfidavného jména: hodnota
kritéria 46,2 > F,(VMS =2, VUT = 36) = 3,3; vliv interakce: hodnota kritéria 8,17 >
Fp(VI=4,VUT = 36) = 2,66 (odhadnuto pomoci F'(4,30) a F'(4,40)), ¢li nevyznamny

je pouze vliv prislovce.

ad 2.7. VMT = 11, SSMT = 44,25, VMS = 2, SSMS = 31,5, VMR = 3, SSMR = 8,91,
odtud VI = 6, SSI = SSMT — SSMS — SSMR = 3,8333. Nyni mtizeme dosadit do

vzorcu:

a) pu; € T; 42,447 /2838 — 7 40,9779,

64
b) Hy : podminky se nelisi; H; : podminky se lisi;
est RMS

est RI
Hy zamitame, rozdil mezi podminkami testu opakovaného méfeni je vyznamny.

= 24,67 > F},(2;6) = 5,14,

ad 2.8. ad a) pramér +119,5; ad b) hodnota kritéria 8,097 > F},(2;6) = 5,14, tj. rozdily mezi
podminkami (metodami) jsou vyznamné.

ad 2.9. ad a) prumér +1,11; ad b) Na hladiné vyznamnosti @ = 0,05: Vliv obdobi: hodnota
kritéria 5,83 > Fj(3;12) = 3,49, tj. vliv je vyznamny; vliv subjekti: hodnota kritéria
5,9 > Fi(4;40) = 2,61, tj. vliv je vyznamny; vliv interakce: hodnota kritéria 1,95 <
Fi(12;40) = 2,00, tj. vliv neni vyznamny.

13.3 Vysledky cviceni ke kapitole 3

Odpovédi na otazky
31-N,;32-A,33-A,34-N,35-A,3.6-A,3.7-A, 3.8 N (pokud jedna veli¢ina je neu-
stale konstantni, pak r = 0, ale naopak pokud r = 0, tak Zadn4 z veli¢in konstantni byt nemusi).

Vysledky priklada

ad 3.1. ad a) Regresni pfimka ma tvar y = 0,245348 + 0,00046453 - z.
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ad b) 7?2 =0,00307873, a tedy pouze 0,3% roptylu hodnot je popsano regresni pfimkou.

ad c) Oboustranny test vyznamnosti korelace: Hy : r = 0, Hy : r # 0, pak pro o =
0,05 = 2¢ mame t;(10) = 2,228. hodnota kritéria testu se rovna

0,0554863 - v/10
/I —0,00307873

= 0,17 < 2,228;

tj. Hy nezamitame, korelace mezi velicinami neni vyznamna.
ad 3.2. ad b) regresni pfimka: v = —0,489 - h + 97,152;

ad ¢) r?=0,184, coz se vyznamné nelisi od nuly;

ad d) muzi: regrese v = —0,846 - h + 356,183, r? = 0,969 (korelace je vyznamnd); Zeny:
regrese v = —0,292 - h + 171,767, r* = 0,386 (korelace neni vyznamna).

ad 3.3. ad a) v =0,587-n+ 46,634.
ad b) n =0,659-v + 28,828.
ad c) r?=0,387.

ad d) Jednd se o statisticky vyznamnou korelaci.

ad 3.4. Jedna se o test Hy : r =0, Hy : r # 0 s kritériem
revn—2
V1—r2

Pro a = 0,01 = 2¢ mame
T = 4,1262 > t07995(8) = 3,355,
tj. hypotézu H, zamitame, korelace veli¢in je statisticky vyznamna.

ad 3.5. 72 = 0,167, coZ neni statisticky vyznamna korelace.

13.4 Vysledky cviceni ke kapitole 4

Odpovédi na otazky

4.1 — N (charakteristickym znalem post-hoc testi je to, Ze vychazeji pouze z méfeni, tj. jsou
provedeny ”post-hoc” = ”po tom” = "po méfeni”), 4.2 — N (u zavislych veli¢in celkovou
hladinu vyznamnosti urcit vlastné ani neumime — ale urcité se neziska jako soucet jednotlivych
hladin ¢-testi1), 4.3 — A; 44 - N, 45 - A 4.6 — A, 4.7 — N (spravna odpovéd je: pocet skupin
méfeni snizeny o jednicku), 4.8 — A.
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Vysledky priklada

ad 4.1. ad a) Hy: Néarist vlivu hnojiva neni linedrni, tj. neni v korelaci s vahami
w=(-3;-1,1,3).
H,: Narist vlivu hnojiva je v korelaci s témito vahami.

Kritériem je :Sit}f;ﬁr. Pfi platnosti Hy méa kritérium rozdéleni F'(1;36). Pro o = 0,05

mame kritickou hodnotu F(1;36) = 4,1. Pak

tRH _ FF 162
es _ VH _ = 16,2 > Fy(1;36).

~ SSUT
est RUT S i 10

Hy zamitame, korelace s hypotézou je vyznamna.

Procento SSMT popsané hypotézou: SSMT = 180, tj. 22 = 182 — 09, tj. 90%
celkového rozptylu je popsano hypotézou.

ad b) Test dokonalé korelace:

Hy: 7, w; jsou dokonale korelovéany, tj. r? = 1.
Hy: neplati Hy.

kritérium: % — tato funkce ma za predpokladu platnosti H, rozdéleni

F(2;36). Pro a = 0,05 je kritickou hodnotou F(2;36) = 3,3.
Zpracovani méieni:

est RZ B
T 2 _09<33=F
est RUT 10 ’ s

a tedy Hy nezamitame, zbytek rozptylu neni vyznamny.
ad 4.2. ad a)

Hy: Praméry (2;5;5,25) nejsou v korelaci se zlinearizavanymi vahami (—6; —2; 8).
Hi: Jsou.
est RH .

Kritérium: <7; toto kritérium md za pfedpokladu platnosti Hy rozdéleni F'(1;6),
¢ili pro oo = 0,05 je kritickd hodnota Fy(1;6) = 5,99.

Zpracovani méreni:

_SSH_N(Z’[U]E])2_
est R = - = S = 22.15.

est RH 22,15 -
est RI ~— 0,63889

Hy zamitame, korelace je vyznamna.

ks
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Dale pro procento popsaného SSMT plati:

SSH 2215 . 05
SSMT 4425 7

tj. asi 50% souctu Gtverct je popsano hypotézou H;.

ad b)

Hy: Korelace v ¢sti a) je perfektni (r? =1): RZ = RI.

H,: Neplati Hy, tj. RZ > RI

Kritérium: eeii Ig mé pii pfedpokladu platnosti Hy rozdéleni F(1;6), a pro a = 0,05 je
F =5,99.

Zpracovani mereni:

est RZ 44,25 — 22,15
est RI.~ 0,63889

= 3,45 < Fy;

s s Vv

neprokazal vyznamnost zbytku (diky ,velké volnosti“, respektive piesnéji feceno,
nizkému poétu stupni volnosti)

ad 4.3. Ad a) T; + 1,172; Ad b) 2,245; Ad c) 3,002; Ad d) FH(1;36) = 86,4 je statisticky
vyznamné, 75.8% SSMT je vysvétleno hypotézou, F'Z(2;36) = 13,8 je viznamny zbytek.

ad 4.4. Ada)7,;4£5,95; Adb) F' = 0,22, coz neni statisticky vyznamné; Ad ¢) (—1;2; —1) Ad d)
SSH =12,04, SSZ = 0,13 Ad e) je popsano 98,9% souctu SSMT Ad f) F(1;9) = 0,436,
coz neni vyznamné.

ad 4.5. Ad a) F(1;6) = 7,89 ... vyznamna; Ad b) F(1;6) = 8,3 ... vyznamna.
ad 4.6. Reseni:

typ rozptylu 1% SS est R F-hodnota Fi, (o =0,05)

celkovy | 19499 1231,487179 - -
MT 1 0,487179 0,487179 7,72 3,84 = Fy(1;00)

UT | 19498 1231 0,06313428 -

Z tabulky plyne, ze F'(1;19498) = 7,72, coz je hodnota statisticky vyznamna — ale hodnota
w? = 0,000344 je velmi malé. Zavislost mezi veli¢inami existuje, ale procentuelné neptisobi
velké rozdily.
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13.5 Vysledky cviceni ke kapitole 5

Odpovédi na otazky

5.1 = N (x? je definovano jako soucet velicin U?), 5.2 — A, 5.3 — N (ze vztahu x*(1) = U? je
vidét, Ze veliina s timto rozdélenim muze nabyvat pouze kladnych hodnot (resp. zapornych
hodnot nabyva s nulovou pravdépodobnosti)), 5.4 — N (pfislusné Cetnosti lze pocitat i
u spojitych veli¢in, vice viz pfiklad 5.4), 5.5 — N (ne, protoZe hustota neni symetrickou
funkci vzhledem k pfimce z = Ex%*(n) = n), 5.6 — N (pro rostouci n se t?(n) blizi
rozdéleni y?(1) ... stupeni volnosti je pouze jeden), 5.7 — N (napi. v ptikladu 5.3 stadi,
abychom uvazovali t¥i politické strany misto dvou, a pocet t¥id by byl Jx K = 3-3 =9), 5.8 — A.

Vysledky priklada
ad 5.1. 09 = 1500, n = 10,
21 (Z x?) _22 = 67734929545 — <i : 822989)2 — 384013,29
i 10 10 e

pak 52 = 0. 2 = 426681,433. Test:
Hy: 02 = 1500
Hy: 0% < 1500%;

n-S? 10 - 384013,29 .
2 2 =17
o2 1500

< X3(9) = 3,32;

kritérium ...

pro a = 0,05; tedy Hy nezamitame, snizeni odchylky se neprokézalo.
ad 5.2. Hodnota kritéria je 5, nemuze zamitnout H.
ad 5.3. Hodnota kritéria je 4,84, coz je statisticky vyznamné, zamitame H,.

ad 5.4. Protoze normalni rozdéleni predstavuje spojitou nahodnou veli¢inu, dovolte mi cely
priklad provést podrobné: Potiebujeme vlastné jen znat pravdépodobnosti, s jakymi na-
byva normalné rozdélenda veli¢ina hodnot z uvedenych intervalt — ¢etnosti pak ziskame
vynéasobenim téchto pravdépodobnosti ¢islem 242 (pocet vybranych obyvatel):

IQ < 55 55 — 70 70 — 85 85 —100 | 100 —115 | 115 —130 | 130 — 145 > 145
pst 0,0013499 | 0,0214002 | 0,1359052 | 0,3413447 | 0,3413447 | 0,1359052 | 0,0214002 | 0,0013499
Cetnost 0,33 5,18 32,89 82,605 82,605 32,89 5,18 0,33
Naprtiklad hodnotu 0,0013499 lze vypocist nasledovné:
0—100

P(X < 55) = P(X € (0:55)) = @ (M) 9 <

15

15

) = §(—3)—B(—6,67) = (—3) = 0,0013499.
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Cetnost pak spoéteme jako 242-0,0013499 = 0,33. Dalsi hodnoty v tabulce ziskdme analogicky.
Nyni dosazenim cetnosti z této tabulky a tabulky zadani do vzorce kritéria testu dostaneme:
(0,33 —20)2 (5,18 — 17)? (0,33 — 14)2

krit. — o, (033 —14)7
t 033 518 T o33

coZ je vysoké ¢islo, mnohem vétsi nez kritickd hodnota x3(7), takZe zamitdme hypotézu Hy o
tom, Ze Brno je vyvazenym reprezentantem I1Q v Ceské Republice.

13.6 Vysledky cviceni ke kapitole 6

Odpovédi na otazky

6.1 — N (spravné je k dispozici Manntiv—Whitneiv test), 6.2 — A, 6.3 — N (Wilcoxonuv test
je vyjimkou z vétSiny testd v tomto textu), 6.4 — N (pravé naopak, parametrické testy maji
vétsi silu, protoze neparametrické testy uzivaji vétSinou spise jen poradi mérenych hodnot néz
pfimo tyto hodnoty), 6.5 — A, 6.6 — N (je to naopak, pravé u Friedmanova testu pouzivame
poradi ,NAPRIC“ - vzhledem k riiznym podminkdm u daného ¢lovéka), 6.7 — A, 6.8 - N
(Nejsem si stoprocentné jisty, protoze jsem necetl vSechny ditkazy a odvozeni, ale planované
srovnani podle mne vychazi z predpokladu norméalniho rozdéleni ptivodni populace; a i kdyby
tato myslenka nebyla spravné, z povahy Hy : 7% = 1 je vidét, Ze se testuje hodnota parametru
— tedy parametricky test).

Vysledky priklada

ad 6.1. Pouzijeme Manntiv—Whitneytv test:

hodnota | 2 4 5 6 & 9 10 12 14
poradi| 1 2 3 4 5 6 7 8 9

skupina | H H I I I H H I H

Pak U; = Uy =20+ 15— 25 =10, Uy = 20 4+ 10 — 20 = 10, odtud 10 > U, = 1, tj. Hy
nezamitame (inverzni vlastnosti pro zamitnuti na rozdil od vétsiny testi v tomto textu),
oba soubory se statisticky vyznamné nelisi (tzv. ,halé efekt“) se tedy mezi vyucujicimi
UMAT nerozsifil statisticky vyznamné.

ad 6.2. Pouzijeme opét Manniv—Whitneytv test: pfi urcovani poradi napi. dvé hodnoty 76
maji poradi 6,5, dvé hodnoty 77 maji poradi 8,5, apod.

1213 9-10
Uy =912+~ — 171 =15, U, =912+ —5— — 60 =93,

tedy U = 15 < 26 = U, a ZAMITAME H, (inverzni vlastnosti pro zamitnuti na rozdil
od vétsiny testl v tomto textu), mezi profesemi je vyznamny rozdil.
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ad 6.3. Pouzijeme Manniv—Whitnelv test:

hodnota 0 0 1 1 2 3 4
poradi 1.5 1.5 3,5 3,5 5 6 7

skupina | ODS ODS ODS CSSD ODS CSSD (CSSD

Pak Uy = Upps10,5, Uy = Ussp = 1,5, tedy U = 1,5. Tabulkova hodnota neni k dispozici,
proto pouzijeme aproximaci normalnim rozdélenim, dostaneme

3.4

1,5 — =5

3-4(3+4+1)
12

= —1,591 € (—1,96; +1,96),

zamita zdi zi i Azany. Je vidét, z st
tedy Hy nezamitame, rozdily mezi stranami nebyly testem prokazany. Je vidét, zZe mens
pocet méfeni ma malou vypovédni silu.

ad 6.4. H = 0,86, coz neni statisticky vyznamné, tj. jednotlivé skupiny se nelisi.

13.7 Vysledky cviceni ke kapitole 7

Odpovédi na otazky
71-N,72-N,73-A, 74 -N,75-A,7.6-N,7.7-N, 7.8~ A.

Vysledky prikladua

ad 7.1. matematickd formulace tlohy: maximalizujte funkci z = x + 25y za podminek 5x +
100y =1000, x > 2y, x,y > 0.

ad 7.2. matematickd formulace tlohy: minimalizujte funkci z = 200 14260 2o+ 180 x3+340 x4
za podminek 10x; + 829 + 1223 + 624 > 92, 627 + 1029 + 423 + 1424 > 88, 421 +
GZEQ + 2173 + 12[L‘4 Z 72, T1,T9,T3,T4 Z 0.

ad 7.3. matematickd formulace tlohy: maximalizujte funkci z = 5 (x — y) + 10 y za podminek
r—y>250, bxr+2y <3000, z,y > 0.

ad 7.4. matematickd formulace ulohy: minimalizujte funkci z = 0,721 + 0,729 + 0,723 +
1,55 24+ 1,55 x5+ 026+ 2,25 27 za podminek 1 +2 x5+ x5 > 26, v1+223+2x4+ 327 >
48, x14+2x3+3 x4+2x5+5 16 > 124, 21, 9, T3, X4, T5, Tg, 7 > 0, (proménné x; odpovidaji
jednotlivym moznostem fezu tyce, tj. napi. x;1 = ABC, x5 = AA atd.).

ad 7.5. A= [2,18]  s(A)= 15

57 5 5

ad 7.6. Minimum neexistuje.
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ad 7.7. Jedna z moznych matematickych formulaci tilohy: maximalizujte funkci z = z + y za
podminek z +y <4, v —y <0, =,y > 0.

ad 7.8. ad a) V = [%, 1?0} , 2(V) = %2, ad b) pravou stranu prvni nerovnosti muzeme zvySit

na 5, optimum pak bude z(0; 5) 15; ad c) stinova cena pro 1.omezeni Je 2, stinova cena
pro 2.omezeni je %; ad d) koeficient u y lze zvysit o 2.
ad 7.9. z = (7,0,0); z(z) = 14.

ad 7.10. z = (3,2,2,0); z(z) = 15.

13.8 Vysledky cviceni ke kapitole 8

Odpovédi na otazky
81-A 82 N,83 A, 84 N,85 N,86 N,87 A, 88 N, 89 N,

Vysledky priklada

ad 8.1. ad a) formulace duélni Glohy: minimalizujte funkci w = 4 y; 48 yo za podminek y;+y, >
2, y1+4ys >4, y1 > 4,90 > —3; ad b) y = (4,0); w(y) = 16.

ad 8.2. ad a) formulace duélni tlohy: minimalizujte funkci w = 30y; + 40y, za podminek
yit+y2 =5, 5y1—5y2 22, 2y1 —6y2 = 3, y1 €R,y2 =2 0;ad b) y = (5,0); w(y) = 150.

ad 8.3. £ =(0,5); z(z) = 15.
ad 8.4. ad a) z = (30,0,3), = ) 85:ad b) z = (5,5,0), z(x) = 35; ad ¢) hodnota optima

v

se neméni £ = (30,0, 0), zméni se pouze hodnota tcelové funkce z( ) = 30; ad d) nic se
nezméni.

13.9 Vysledky cviceni ke kapitole 9

Odpovédi na otazky
91-N,92-A,93-A,94-N,95-A,96-N,97-N,98-N,99-N,0.10- A, 9.11 - N

Vysledky priklada

ad 9.1. Metoda VAM dévala nejlepsi poc¢atecni feseni. Byly tfeba 3 iteracni kroky k nalezeni
optimélniho FeSeni Tr13 = 10, Loy = 20, Tr31 = 30, Ty = 30, Tyq4 = 10, Ty = 30, Tro =
rs53 = 10 a z = 820.

ad 9.2. Metoda VAM nasla pfimo optimélni feSeni x4 = 30, x91 = 5, 9o = 35, 131 =
17, x33 = 25, w34 = 11 a z = 2221.

ad 9.3. Optimalni feSeni je x19 = 4, 193 =6, 131 = 3, 133 = 1, w33 = 6 a 2 = 47.

ad 9.4. Optimdlni feSeni je 214 = x93 = T32 = x41 = 1, x;; = 0 pro ostatni ¢, j, celkové cena je
14.



310 Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné

13.10 Vysledky cviceni ke kapitole 10

Odpovédi na otazky
10.1 - A, 10.2 - N, 10.3 - N, 10.4 — A, 10.5 - N, 10.6 — A.

Vysledky priklada

ad 10.1. Optiméalni rozdéleni investic pro jednotlivé névrhy je (1,3,1) se ziskem 13 miliént
dolar.

ad 10.2. Optimalni cesta je A — 1 — 3 — 5 — B, celkova minimalni vzdalenost = 12.

ad 10.3. z = (0,2,0), z(z) =6.

ad 10.4. Optimalni poc¢ty pfedméti na jednotlivych katedrach jsou (2,3,4, 1), celkovy pocet
bodi je 250.

13.11 Vysledky cviceni ke kapitole 11

Odpovédi na otazky
111 - A, 11.2- A, 11.3-N, 114 - N, 11.5-N, 11.6 - N, 11.7 - N, 11.8 — A, 11.9 - N, 11.10
A, 1111 - N, 11.12 - A,

Vysledky priklada
ad 11.1. ad a) yo ~ 50 jednotek, ¢ty &~ 12 dni; ad b) rozdil celkovych cen za rok je 540,20 K¢.

ad 11.2. Firma by méla objednat 150 kust zbozi a vyuzit tak slevu.

ad 11.3. Ulohu je t¥eba Fesit s omezenim Z Di <900, dostaneme pak jiny vztah pro vypocet
Yo. Optimalni Feseni je yo = (201, 49; 123 09 110, 57;119,58) (A* ~ 0,103).

ad 11.4. (21, 29, 23, 24) = (5,7,14,0) nebo (6,6,14,0).

ad 11.5. Plan vyroby v normélni pracovni dobé je zp = (120,70, 90,70), v prescasové dobé
xr = (40,10, 60, 30) s celkovou cenou 630 K¢.

ad 11.6. Poptavku X je tieba transformovat na standardizované normalni rozdeéleni, jehoz
hodnoty najdeme v tabulce; optimalni feseni je y* = 447, 34; R* = 2,379.

ad 11.7. Jestlize x = 2, objednat 0,877 jednotek. Pro z = 5 neobjednéavat dalsi zbozi.
ad 11.8. Jestlize x = 2, objednat 6 jednotek. Pro x = 5 objednat 3 jednotky.
ad 11.9. y* =271

ad 11.10. Pro = < 3,78 objednat (6,7 — x); jinak neobjednévat.
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13.12 Vysledky cviceni ke kapitole 12

Odpovédi na otazky
121 -N, 122N, 12.3 - A, 124~ A, 12.5 - A, 126 - N, 12.7 - A, 12.8 — N.

Vysledky priklada

ad 12.1. V prvnim a druhém roce: investovat jen pokud je prodej vyrobku neuspokojivy; ve
tfetim roce: neinvestovat do reklamy.

ad 12.2. Pokud je prodejnost vyrobku primeérna, vyuzit reklamy v radiu; jinak vyuzit reklamy
v novinach.

ad 12.3. Nikdy neinvestovat do reklamy.

ad 12.4. Investovat do reklamy jen v pripadé neuspokojivého prodeje.
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