Resené priklady - geometrie

PY 1: Urcete soutradnice bodu M = [—2,0, 0, 2] v soustavé soutadnic S dané repérem (P; €, €,, €5, €,), kde
P =[=2,002]8 = (1,0,2,—1),8, = (3,1,1,0),8; = (=2,0,0,1),8, = (-1,1 — 2, 1.

Reseni: Hledame soutadnice (m,, m,, ms,m,) vektoru PM
M—-P= mlé)l + mzé)z + m3§3 + m4é4

Po rozepsani do souiradnic poté dostavame Ctyri rovnice o ¢tyirech neznamych. ReSenim této soustavy pak
dostavame m; = 1,m, = —1,m3 = 1, m, = —1. Tedy souradnice bodu M jsou

M =[1,-1,1,—1].

PF 2 (samostatné): V afinni roviné A4, je dan repér R = (P, e;,e;). Probod A plati A = P — e; + 2e,. Urcete jeho
souradnice vzhledem k R.

Reseni: Soutadnice bodu A vzhledem k repéru R jsou 4 = [—1; 2].

P¥ 3: V afinni roviné A, jsou dany body P = [—1,3],P" = [2,—3] avektory u = (1,4),V = (5,2), 7" = (-3,6),
w = (6,6). Urcete transformacni rovnice prechodu od soustavy soufadnic S = (P; u, U) k soustavé souiadnic
S = (P ?, ?). Rozhodnéte, zdali jsou obé soustavy souhlasné nebo nesouhlasné orientované.

Reseni: Stejnym postupem, jako v pfikladu 1 uréime souradnice bodu P’ a vektord u’, v’ v soustavé souradnic dané
repérem (P; u, V). Obdrzime

P =[-2,1,u" =(1,1),7 =(2,-1)

Transformacni vztahy tedy nabyvaji tvaru
6)=G 2)-G)+G)

. . T “ . . . 1 2
Orientaci souradnic nam urcuje znaménko determinantu matice (1 1)

H —21| =3

Jedna se o nesouhlasné orientované soustavy souradnic.

PF 4: Ve afinnim prostoru A5 jsou dany afinni repéry R = (P; €;,&,,é3)aR = (P’; €’1,€",,€3) . Transformacni
rovnice pro souiradnice bodt pii prechodu z R do R” jsou

x=3x"—4y + 5z +2
y=2x"-3y +7
z=3x"-5y -z -1

Napiste transformacni rovnice pro souiadnice bodti a transformacni rovnice pro souradnice vektort pri prechodu

od repéru R" do R.
3 =4 5
A=12 -3 1
3 -5 -1

Pro pirechod od repéru R” do R nyni potirebujeme matici inverzni

Reseni: Matice prechodu ma tvar
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-8 29 -11 2 -5
At1=|-5 18 —7 | odtud dostavameA™'- [0 ]|=[ -3
1 -3 1 1 1

Vysledné transformacni rovnice jsou pro souiadnice bodl a souradnice vektori

x'=-8x+29y—-11z+5 u;” = —8uy + 29u, — 11u,
y =-5x+18y—-7z+3 u,” = —5uy + 18u, — 7u;
zZ=x—-3y+z-1 Uz  =uq; — 2u, +us

Pr 5: Urcete parametrické vyjadireni podprostoru B, ktera je dan rovnicemi
X1 +2x—x3+x5=1
2x1 + 4%, + x4 — x5 =4
Resent:

Resime soustavu dvou rovnic a péti neznamych. Na tuto soustavu pouZzijeme Gaussovu elimina¢ni metodu a

dostavame
G0 1 aldGo 7 1 5

Podprostor B miiZeme vyjadrit parametricky tak, Ze si postupné volime parametry napriklad na 2., 4. a 5. misteé.

« ¥,

Parametry volime tim zpisobem, aby ndm vyslo ,hezké“ feseni. Tedy pro 2., 4. a 5. misto (0, 0, 2), (0, 2,0), (1,0, 0).
B = [2)0)1)0I0] + L((]‘)O)S)OIZ)I (_1;()’ _IIZIO)F (_2111010!0))

PY 6: Urcete parametrické rovnice podprostoru Mzadaného rovnicemi
X1+ Xy —X3+x,=9
X1 — Xy +x3—x4=-3
Reseni: Soustavu prepiseme do maticového tvaru, a upravime na schodovity tvar
(1 -1 -1 1|9)~(1 0 0 03)
1 -1 1 -11-3 0 1 -1 1le
Po Upraveé matice zvolime vhodné ¢leny za parametry. V naSem pripadé x; a x, a neznamé x; a x, pomoci nich

vyjadiime. Oznacime x; = s ax, = t, potom x, = 6 — t a x; = 3. Parametricka rovnice naseho podprostoru ma
tvar

M = [3’6’0’0] + L((O’ _1I1I0)' (0I1I0I1)>

P¥ 7: Naleznéte obecné rovnice afinniho podprostoru M vektorového prostoru R*, kde
M =[1,0,2,2] + t;(1,—1,0,0)+ t,(1,2,0,—-1).

Resenf: Parametrické rovnice x = P+« t prepiseme do tvaru Ex =ot + P,kde P = [1,0,2,2] jebod a
«= ((1,—1,0,0), (1,2,0,_1)) vektory, které tvoii afinni podprostor M. Soustavu rovnic Ex =« t + P pirepiSeme do
tvaru (E|«|P):

1 0 0 01 1)1
01 0 0Of-1 2]0
0 01 00 0f2
0 0 0 110 -112

Matici upravujeme tak, aby prostiredni blok ve vysledné matici byl ve schodovitém tvaru.
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Obecné rovnice podprostor M urcuji koeficienty levého a pravého bloku, a to v radcich, ve kterych jsou v
prostiednim bloku samé nuly. Tedy

x3=2
X1 +Xy+3x,=7

Dosazenim se piresvédc¢ime, ze bod P této soustave skutecné vyhovuje.

Pr 8: Urcete vzajemnou polohu piimek
Ap:2x—3y+4=0,q:3x+2y—-7=0

Reseni:Vzajemnou polohu pfimek v roviné uréime pomoci jejich priiniku. To znamena uréit body, spliiujici obé
rovnice piimek.
2 -3 —4 2 -3 —4
(3 2 7 ) (0 13 26)

Re§enimje x=1y=2

Priinikem je tedy jeden bod, jedna se tedy o rtiznobézky.

b)p: (x,y) =[1,-1]+t(1,-2),q¢:2x+y—-1=0

Reseni: Dosadime do rovnice p¥imKky q za x, y z parametrického popisu p. Dostavame
20+ +(-1-2t)-1=0=>0=0.

Rovnice je tedy splnéna pro vSechna t € R, jde tedy o shodné ptimky.

P 9: Urcete vzajemnou polohu rovin
a) «:(x,y,z) =[1,-2,3] + t(—1,0,1) + s(2,1,0)
B:(x,y,z) =[-10,1] +t'(1,1,2) + s"(—1,3,1)
Reseni: Re$ime soustavu rovnic
[1,-2,3] + t(—1,0,1) + s(2,1,0) = [-1,0,1] + t"(1,1,2) + s"(—1,3,1)

pro nezname t, s, t’, s". Soustavu pirepiSeme do rozsirené matice a prevedeme na schodovity tvar

-1 2 -1 1]|-2 -1 2 -1 1]-2
< 0 1 -1 =312 |~{0 1 -1 -=-3|2
-2 0 0 -1 61-8

1 0 -2 -1
Vidime, Ze prinikem je jednorozmérny vektorovy prostor, tedy primka. Roviny jsou tedy riiznobézné.

b)«:2x—y+2z—-9=0,f:x+y—2z=0

Prinik tentokrat feSime jako soustavu rovnic
(2 -1 1 9) - (1 1 -1 0)
1 1 -1 0 0 -3 1 9

Prostor feSeni této rovnice ma dimenzi 1, tedy je priinikem piimka, rodinou jsou rtiznobézné.
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Pf 10: V prostoru R4 urcete vzajemnou polohu podprostort
pi1xXy+ 2%y —x3=1,%1 +x3+2x4 =3
p:[3,—1,0,0] + t(-3,2,1,1).

ReseniHledame spoleény bod obou podprostort. Vezméme sibod Q € p,Q = [3 — 3t,—1 + 2t, ¢, t],t € R. Zajima
nas, zda-li bod Q naleZzi i roviné p,to znamena, Ze jeho souiadnice musi splilovat rovnice roviny p. A tedy:

3-3t+2(-1+20)+(-t)=1
3-3t+t+2t=3
Pomoci ekvivalentnich uprav pak dostavame

0-t =t,prokazdét € R. Tedy kazdy bod piimKy p je zdroven bodem roviny p. Pfimka lezi v roviné.

Pf 11: Urcete, zda jsou podprostory B= B + W,B" = B" + W’ rovnobézZné
B =1[1,23]+L{(1,0,4)), B" = [3,0,1] + L{(1,4,3),(2,4,2))

Reseni:Ztejmé dim(W) = 1. Nyni uréime dim(W"):

161D wmones

Pro vzajemnou polohu podprostori nyni musime urcit dim(W n W)

1 4 3 1 4 3
(O 1 1) ~ (0 1 1>, dim(W nWwW’) = 2
1 0 4 0 0 O

Tedy W € W’ a podprostory jsou rovnobézné.

Pf 12: V ndzorném afinnim prostoru jsou dany podprostory B =B + W, C = (K, L, M).
Kde K =[3,4,2],L =[3,4,—1],M = [3,45], B=[2,21]aW = {(x1,x5,x3), x3=0}.

a) Zjistéte, zdajsou body K, L, M , v obecné poloze.
b) Urcete vzajemnou polohu podprostort B, C, pripadné jejich prinik.
c) Urcete soucet podprostori B + C.

Reseni:

a) Ziejmé dim(C) = dim L( KL,KM ) =1, nebot KL = (0,0,—3), KM = (0,03).

Body K, L, M lezi na ptimce, nejsou v obecné poloze.

b) Z(B) =L (ﬁ) =L ((0,0,1)) je zaméreni podprostoru B, Z(C) = L((1,0,0), (0,1,0)) je zaméieni podprostoru
C. Dimenze soutu zaméfeni je tedy 3 a vektor KB je tedy linearni kombinaci vektorii ze Z(B) + Z(C).

Podprostory se protinaji a snadno Ize nahlédnout (piipadné dopocitat), Ze jejich prinikem je bod P = [3,4,1].
(Nakreslete si celou situaci na obrazku - v soufadném systému s osami x1, X3, X3, je podprostor B zfejmé rovina
rovnobézna s osami x4, x, prochazejici bodem B = [2, 2, 1], resp. [0, 0, 1] na ose x3, a podprostor C je ziejmé
piimka kolma k této roviné (rovnobéZna s osou x3) prochazejici uvedenymi body K, L, M, P....)

c) Soucet podprostort, v piipadé, Ze se protinajije B+ C = B + Z(B + C) tj. Ize vyjadrit napft. takto:
B+ C =1[2,2,1] + L((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
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Pt 13: V prostoru R3 najdéte pricku mimobézek p: [1,2 — 1] + s(1,—-1,1),4:[0,9, —2] + t(1,0,0) rovnobéZnou s
vektorem (1,2,0).

Reseni: Protoze vektory (1,-1,1), (1,0,0), (1,2,0) jsou linedrné nezavislé, takova piimka existuje. Sta¢i nalézt
prusecik ptimky g s rovinou p: [1,2,—1] + s(1,—-1,1) + r(1,2,0).

Abychom nalezli prisecik, musime reSit rovnici
[0,9,—2] +t(1,0,0) = [1,2 — 1] + s(1,—-1,1) + r(1,2,0)

pricemz nam staci znat hodnotu parametru t. Rozepsanim do sloZek dostaneme nehomogenni soustavu tii rovnic
o tifech neznamych

t—s—-r=1
s—2r=-7
—-s=1
Odtud jiz ziskavame parametrt = 3 (s = —1,r = 3) abod [3,9, —2] je prisecikem ptimKy q s rovinou p.

Parametricka rovnice hledané pricka je pak

[3,9, —2] + r(1,2,0).

Pf 14: Naleznéte pricku o mimobézek p, gprochazejici bodem M. Je dano
M =1[7,04],p(x,y,2) =[2,-1,11 +t(1,2,1),q(x,y,z) = [1,1,1] + k(2,—1,1).
Reseni: Nejprve uréime roviny <= (M,p) a8 = (M, q)
o:(x,v,2) =[2,-1,1] + t(1,2,1) + s(5,1,3)
B:(x,y,z) =[1,1,1]+t'(2,—-1,1) +5°(6,—1,3)
Pritka mimobéZek je dana priinikem rovin «n B. Re$ime tedy soustavu rovnic

[2,-1,1] +t(1,2,1) +s(5,1,3) =[1,1,1] + t'(2,—1,1) + s'(6,—1,3)

2
-1
-1

0=1[(1,11) +0(2,—1,1) + 1(6,—1,3)] + (1(2,—1,1) + 1(6,—1,3))

pro nezname t, s, t’, s". Rozsifend matice této soustavy je ve tvaru
1 5 -2 —-6|-1 1 0 0 2
2 1 1 112 )~{0 1 0 -2
1 3 -1 =310 0 01 -1
Resenim je [0,1,0,1] + ((—2,2,1,1)). Po dosazeni t’, s dostdvame

Tedy parametricka rovnice pricky mimobézek p, q je

0:[7,0,4] + t(8,—2,4)



