Opakovani

» Rovnobézniky se stejnymi zékladnami a stejnymi vysSkami maji stejny obsah.
A ED F 4 D £

» Rovnobéznostény se stejnymi zakladnami a stejnymi vySkami maji stejny
objem.




Opakovani

» Pomér obsahtl rovnobéznikl se stejnou vyskou je stejny jako pomér délek
jejich zakladen.

> Pomér objem0 rovnobéZnosténu se stejnou vyskou je stejny jako

pomeér obsah jejich zakladen.
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Opakovani

Odtud:

»S=a-v,

kde S = obsah rovnobézniku, a = velikost strany, v = velikost odp. vysky,
»V=Sw,

kde V = objem rovnobéznosténu, S = obsah stény, w = velikost odp. vysky.



Obecné pomoci vektorl

o>
\
1
Objem rovnobéznosténu urCeného vektory v4, Vo, ... je nezaporné realné
¢islo, ozn. V(vq,Vvy,...), takové, Ze
> V(V1) = [lvll,

> V(V15V2) = V(V1,W2) = [|vq]| - [lWa]],
kde w, = kolmy prdmét vektoru v, do vy,
> V(V1,V2,V3) := V(Vy, V2, W3) = V(Vy,V3) - [Iwsl,
kde ws = kolmy pradmét vektoru vz do (vy, vo)*,
> atd...




Pocitani

> Pro k = 2 napt.:

V(v1,v2) = [Ivill-[Ivell - sina,

kde @ = «(v1,V2), ...... (umime)

> Pro obecné k napf.:
— podle definice, tj. pomoci kolmého primétu,
— podle vlastnosti, tj. pomoci determinantu, vektorového soucinu, apod. ...
(naucime)



Uvod (naivné)

Obsah rovnobézniku uréeného vektory u = (uy, tp) av = (vi, V2) ...

i

ul._l ....... p

..je roven absolutni hodnoté determinantu det(u,v) = uyvs — vy Us.



Uvod (koncepéné)

Vlastnosti obsahu/objemu se napadné podobaji vlastnostem determinantu:

= 0 V(vy,avy) =0

=y Yy

V(vq,v2) = V(vy,V2) + V(vq,avy) =

=V(vq,v2 + avy)

V(V1 s ng) = |b| . V(V1 s Vg)




Determinant

Determinant chapeme

bud Mat(nxn) - R nebo Vx---xV >R, kde V=R".
———

n

Definice ......... 1

Vlastnosti zakladni:

> anti-symetricke
det(vy,vo,...) = —det(va,vy,...)
> multi-linearni
det(vy,bvy,...) = b- det(vi,va,...)
det(vy,vo + Wa,...) = det(vy,Vz,...) + det(vy,wo,...)

Vlastnosti odvozené:

det(vy,vo + avy,...) = det(vy,va,...)

det(vy,vp,...) =0 & vq,Vy,... jsou linedrné zavislé

1viz algebra (DU)



Vnéjsi soucin

det: V x---x V — R zavisi na souradnicovém vyjadreni vektord, tj. na zvolené
béazi...?

Pro ortonormalni baze je vysledek tentyz:

Vnéjsim soucinem n-tice vektorl (v, ...,V,) v n-rozmérném eukleidovském
prostoru je determinant matice tvofené soufadnicemi téchto vektor(
vzhledem k néjaké ortonormalni bazi; ozn.

[Vi,...,vp] :=det(vy,...,vp).
Z predchoziho plyne, ze
0 prok >n
V(Vi, .o V) = S £[Vy, ..., ] prok =n
? prok <n

2viz matice pfechodu a Cauchyova véta (o souginu determinantti)



Kouzlo (k = 2)

Vime, ze
V(vi,v2) = [Ivqll-[Ivall - sina,
pficemz
. Vi.V
sine = V1 —cos?a, cosa = ——"2_.
(vl - lIvall
Odtud
Vi.Vy Vi.Vo
V(vy,V :...:\/v 2||Vs|]2 — (V. Vo)2 = s
(V1. v2) IV IRIVIR = (Vi - v2) Vo Vi VoV,

zase determinant, ...




Kouzlo (obecné)

...tzv. Gramuv determinant, ozn.

Vi .V, Vq . Vg
G(V1,...,Vk) =

Vi - Vy \ A

Véta

Pro libovolnou k-tici vektort v eukleidovském prostoru plati

V(vi,...,vk) = {JG(Vy, ..., V).




Kouzlo (dikaz)

1) Pro navzajem kolmé vektory (kvadr):

Vi .V, 0 0
G(V],Wz,ws) = 0 Wy . Wy 0 =
0 0 W3 . W3

2 2 2 2
= [vill* - [Iwall® - [Iwsll® = V(vi, wa, ws)“.

2) Pro lib. nasikmené vektory

Vi.Vy Vi.Vo V{.V3
G(V1,V2,V3) = |V2.Vy Vo.Vo Vo.V3| =
V3.Vy V3.Vy V3.V3

Vi.Vy Vi.Vo Vi.V3

= - Vy Vo V3| =
- Vy Vo - V3
Vi.Vy Vi. Vi.
= (W2.Vy Wy. W . = G(V1,W2,W3). O

W3.Vy W3. Ws3.



Vektorovy soucin (n = 3)

Ze SS zname jako operaci V x V — V s nékolika uzite¢nymi viastnostmi. . .

uxv

Sice nevime pro¢, ale pro u = (uy, U, U3) @ v = (vy, Vo, v3) pocitdme takto:

)

up V2
us vl

U4 Vi
us vl

Uy Vi
Uz Vo

UXV:(



Vektorovy soucin (obecné)

Navod k pfedchozimu souf. vyjadieni — Laplacelv rozvoj determinantu:

Uy Xq
U Xo| = X4 X2 X3.
us X3

Dalezita (bezsoufadnicovd) interpretace:

Obecna definice:

Vektorovym souc¢inem (n — 1)-tice vektor(i (V4,...,V,_1) v n-rozmérném

eukleidovském prostoru je vektor w := vy X - - - X v,_; splfiujici

[Vi,. sV, X = WL X

pro vSechnax € V.

3nalevo vnéj$i soudin, napravo tzv. smigeny sougin



Vektorovy soucin (vlastnosti)

S=luxvl]

Véta

Ozn. W :=Vqy X---XV,_1, n =dim V.

> Toto je anti-symetrické multi-linearni zobrazeni Vx ---x V — V.
n-1
> W=0 & Vy,...,Vp_1 Jsou linedrné zavislé.
> Vi,...,Vp_1 jSou linedrné nezavislé = (v,...,V,_1,W) je kladnd baze.
> W je kolmy ke vsem vektorum vy, ...,V,_1.
IIwll = V(vi,...,Vn1).

v

Dukaz.

V8echno plyne z definujici rovnosti a vlastnosti determinantu. .. O



Poznamky

K vektorovému soucinu pro n = 3:
lux vl = [lull-[lv]l- sine,

kde @ = <(u,v).

K aplikacim: vzdalenosti podprostorli bez feSeni soustav rovnic. ..

(v1,%2.B0)

v
v(B.C) = V(vy.v2)



